
UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO
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Abstract

Assuming that nuclear matter can be treated as a perfect fluid, we study
the propagation of perturbations in the baryon density. The equation of
state is derived from a relativistic mean field model, which is a variant of
the non-linear Walecka model. The expansion of the Euler and continuity
equations of relativistic hydrodynamics around equilibrium configurations
leads to differential equations for the density perturbation. We solve them
numerically for linear and spherical perturbations and follow the propagation
of the initial pulses. For linear perturbations we find single soliton solutions
and solutions with one or more solitons followed by “radiation”. Depending
on the equation of state a strong damping may occur. We consider also the
evolution of perturbations in a medium without dispersive effects. In this
case we observe the formation and breaking of shock waves. We study all
these equations also for matter at finite temperature. Our results may be
relevant for the analysis of RHIC data. They suggest that the shock waves
formed in the quark gluon plasma phase may survive and propagate in the
hadronic phase. We also study the non-linear wave equation for pertubations
in baryon density and energy density in quark-gluon-plasma (QGP). Under
certains conditions solitons may exist in QGP.

Finally we discuss alternatives methods for solving non-linear differential
equations.



Resumo

Assumindo que a matéria nuclear seja um fluido perfeito, estudamos a
propagação de perturbações na densidade bariônica. A equação de estado é
obtida através de um modelo relativ́ıstico em campo médio, o qual é uma
variante do modelo não-linear de Walecka. A expansão das equações de Euler
e da continuidade na hidrodinâmica relativ́ıstica em torno das configurações
de equiĺıbrio nos levam a equações diferenciais para a perturbação na den-
sidade. Resolvemos tais equações numericamente para perturbações lineares
e esféricas mediante pulsos iniciais. Para perturbações lineares econtramos
soluções solitônicas de pulsos isolados e soluções com vários solitons seguidas
de “radiação”. Dependendo da equação de estado um forte amortecimento
pode ocorrer. Consideramos também a evolução de perturbações em um
meio sem efeitos dissipativos. Nesse caso observamos a formação e quebra de
ondas de choque. Depois estudamos todo o formalismo na matéria nuclear
em temperatura finita. Nossos resultados podem ser relevantes para análise
de dados do RHIC. Eles sugerem que ondas de choque formadas na fase de
plasma de quarks e gluons podem sobreviver e se propagar na fase hadrônica.
Também estudamos a equação de onda não-linear para perturbações na den-
sidade bariônica e densidade de energia no plasma de quarks e gluons (QGP).
Sob certas condições solitons podem existir no QGP.

Finalmente discutimos métodos alternativos de soluções de equações di-
ferenciais não-lineares.
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6.7 KdV esférica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.7.1 Dois casos de interesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
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7.4 Análise numérica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
7.4.1 Condição inicial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
7.4.2 Temperatura nula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
7.4.3 Temperatura finita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
7.4.4 Considerações finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

8 Conclusões 193

A Termodinâmica 196
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Hidrodinâmica, ondas e solitons na

matéria nuclear

Como pode ser visto na literatura [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7], o uso da hidrodinâmica
em sistemas que interagem fortemente vem ganhando importância continu-
amente tanto no estudo de núcleos estáticos [8], como também no estudo de
núcleos em colisões a energias baixas [8], intermediárias [3, 9, 10] e altas [11].

Os modelos hidrodinâmicos tornaram-se mais sofisticados e receberam
confirmações de dados experimentais, em particular de medidas de escoa-
mento eĺıptico no RHIC [12]. As outras abordagens, tais como modelos de
cascata de partons, podem oferecer descrições satisfatórias das medidas de
distribuições de rapidez e de momento transversal das part́ıculas produzidas,
mas quando o sistema apresenta escoamento eĺıptico (v2), a única maneira
de entender os dados experimentais é através da hidrodinâmica. A medida
de v2 sugere fortemente que estamos observando “o fluido perfeito”.

Um fenômeno caracteŕıstico de fluidos é a formação de ondas. Ondas em
um meio hadrônico podem ser produzidas em muitas situações f́ısicas e é
posśıvel que já tenham sido observadas no RHIC. Em colisões de ı́ons pesa-
dos relativ́ısticos temos colisões parton - parton nas quais os partons finais
atravessam o fluido que os envolve e escapam formando jatos. A passagem
desses partons pode formar ondas de choque com “cones de Mach” [13, 14],
os quais afetarão a distribuição de momento transversal das part́ıculas finais
observadas. Existem evidências da formação de “cones de Mach” no RHIC
[15, 16].
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Sob certas condições solitons (ondas solitárias) podem ser formados. Por
essa razão podemos dar um passo adiante no estudo de ondas e procurar
por solitons num meio hadrônico. No caso do RHIC, por exemplo, o mesmo
movimento supersônico que gera ondas de choque cônicas pode também gerar
solitons. Tudo depende de detalhes da equação de estado (EOS) e de apro-
ximações usadas na descrição hidrodinâmica do movimento. Solitons po-
dem também aparecer no núcleo de estrelas densas. Aqui perturbações na
densidade bariônica podem ser produzidas, por exemplo, por interações de
neutrinos com a matéria bariônica. Estas perturbações podem se propagar
como pulsos localizados. Isso nos leva a estudar se e como um sistema es-
fericamente simétrico favorece a propagação de pulso solitônico na direção
radial.

Ondas e solitons na matéria nuclear começaram a ser estudados em de-
talhe há mais de trinta anos [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23]. Até onde sabemos
a primeira aplicação da hidrodinâmica a colisões núcleon-núcleo a energias
intermediárias foi feita por Glassgold e colaboradores [24]. Eles assumiram
que a energia do projétil não era grande o suficiente para que ele “cavasse um
buraco” no alvo e trataram a colisão como a propagação supersônica de uma
perturbação num meio fluido infinito. Sugeriram que haveria a formação de
uma onda de choque cônica com a conseqüente emissão lateral de part́ıculas
do alvo e o ângulo formado pelas part́ıculas produzidas com a direção do
feixe seria o ângulo de Mach. Mais tarde, em estudo feito por Amsden e
colaboradores [25], foi mostrado que um projétil puntiforme não seria capaz
de gerar uma onda de choque, mas um ı́on pesado leve seria capaz de fazê-lo.

Em [21] esta idéia foi levada adiante. A substituição de um projétil pun-
tiforme e leve (tipicamente um núcleon) por um ı́on pesado leve implicava
em uma perturbação maior do meio e isto exigia a inclusão de um termo
a mais na expansão em gradientes de densidade feita inicialmente em [24].
A inclusão deste novo termo mudou substancialmente a solução encontrada
para as equações de movimento, que deixou de ser uma onda e passou a ser
um pulso localizado, um sóliton de KdV. Mais precisamente, a equação de
Euler para este movimento é dada por:

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = −∇φ (1.1)

onde φ é o potencial introduzido em [24]:

φ = c1

(

ρ
′

ρ0

)

+ c2∇2
(

ρ
′

ρ0

)

(1.2)
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Na expressão anterior ρ
′

= ρ − ρ0 é a variação da densidade causada pelo
ı́on-projétil, ρ0 é a densidade nuclear de equiĺıbrio e c1 e c2 são constantes
provenientes da teoria utilizada para descrever a matéria nuclear e sua EOS.
Em [24] apenas o termo proporcional a c1 foi considerado. Em [21] o segundo
termo foi inclúıdo.

A combinação da equação de Euler acima com a equação da continuidade
da hidrodinâmica não-relativ́ıstica gera a equação de KdV para ρ

′

com solução
solitônica. Esta solução possui [21] velocidade de propagação u e largura λ
dada por:

λ =

√

√

√

√

2c2
(u−√c1)

√
c1

Vemos que os parâmetros que garantem a existência de solitons são as
constantes c1 e c2. Novamente, de acordo com [24],

√
c1 é a velocidade

do som e
√
c2 é um comprimento pequeno comparado com as dimensões

nucleares. Vemos também que a solução existe apenas quando a velocidade de
propagação é maior do que a velocidade do som e que quando elas coincidem
a largura do sóliton tende a infinito.

Quando a velocidade de propagação aumenta, λ diminui e o pulso fica
mais localizado. Ao mesmo tempo sua amplitude aumenta. Por outro lado,
à medida em que u aumenta, o gradiente de velocidade entre o pulso e o meio
(em repouso) aumenta e os efeitos da viscosidade tornam-se importantes.
Quando eles são inclúıdos, através da subtituição da equação de Euler pela
equação de Navier-Stokes, a energia do pulso é dissipada e transferida para
o meio. Esta perda de energia leva à desaceleração do pulso e à redução de
sua amplitude.

Dada a estabilidade do sóliton, se o projétil se propaga como um pulso
de densidade solitônico em uma colisão central com um alvo pesado, este
projétil viaja através do alvo sem nenhuma interferência apreciável e emerge
na mesma direção do feixe incidente. A assinatura desse evento seria a de-
tecção do projétil ao longo da direção do feixe incidente atrás do núcleo alvo e
seria registrado um pequeno número de part́ıculas leves. Mais ainda, os even-
tos seriam caracterizados por um limite superior na velocidade do projétil da
ordem de duas vezes a velocidade do som, acima do qual o fenômeno de
solitons desapareceria.

Existem processos dissipativos na matéria nuclear e seus efeitos sobre o
pulso solitônico em núcleo finito são dif́ıceis de prever quantitativamente. Ao
final de sua trajetória no núcleo-alvo, o pulso solitônico gera fragmentação e
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ejeção de part́ıculas. Finalmente, o pulso solitônico também poderia ser re-
fletido de volta ao alvo levando à excitação de todo o sistema e ao surgimento
de um núcleo composto.

Do ponto de vista teórico, foi conclúıdo que seria fundamental estudar
os detalhes da dinâmica do sóliton na presença de mecanismos dissipativos
e também incluir o movimento tridimensional. Isto foi feito no trabalho
seguinte do grupo de Marburg [22], com um estudo da equação de Navier-
Stokes em três dimensões no limite de não-linearidade fraca, ou seja, fazendo
expansões das quantidades relevantes em torno de seus valores de equiĺıbrio
e estudando os termos de mesma ordem no parâmetro de expansão.

Como resultado, este estudo trouxe a conclusão surpreendente de que
a viscosidade não altera o movimento. Se o movimento começa com uma
flutuação localizada de densidade, no limite de não-linearidade fraca, a dis-
sipação viscosa não altera a natureza do movimento, independentemente dos
valores dos coeficientes de viscosidade.

A inclusão do movimento transversal, por outro lado, traz uma mudança
significativa. Repetindo o procedimento usado para a obtenção da equação
de KdV no caso unidimensional, é posśıvel chegar a uma nova equação, seme-
lhante à de KdV mas com um termo a mais, que envolve a derivada da densi-
dade com relação à coordenada transversal. Os autores de [22] mostraram que
esta equação de KdV modificada também admite uma solução solitônica. No
entanto, a natureza do movimento resultante varia com o passar do tempo.
Partindo de um pulso localizado de densidade, a amplitude do pulso diminui
com o tempo. O efeito do termo adicional na equação de KdV é dissipativo.
Inicialmente o sóliton permanece localizado por algum tempo mas sempre se
alargando e perdendo amplitude. Para tempos maiores a dissipação destrói
o sóliton e ele se quebra em instabilidades ondulatórias, que se propagam na
direção dianteira. Isto implica numa perda crescente de momento pelo pulso
(o que resta dele) e na perda de localização.

Em resumo, a solução do problema tridimensional conduz a um movi-
mento solitônico predominantemente unidimensional (no nosso caso, ao longo
da direção do feixe) mas que é amortecido e que “vasa” para a direção
transversal.

Continuando a série de trabalhos sobre este tema, o grupo de Marburg
estudou em [26] o efeito do tamanho finito do alvo e, em particular, o efeito
da superf́ıcie nuclear sobre a formação e propagação de solitons. O núcleo foi
dividido em duas componentes: a parte central, com densidade constante, e
a superf́ıcie (ou “pele”), na qual a densidade diminui linearmente com o raio.
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Repetindo mais uma vez todos os procedimentos introduzidos em [21], os
autores chegaram a duas equações diferenciais: a eq. de KdV já encontrada
anteriormente, que continua válida para a parte central do núcleo e uma
equação de KdV “forçada”, válida na superf́ıcie nuclear. A solução desta
última equação também é um sóliton com a interessante propriedade de que,
com o passar do tempo sua amplitude aumenta e sua largura diminui! Para
valores numéricos aceitáveis das variáveis nucleares, a amplitude do sóliton
cresce em até 40 % e a sua largura diminui em até 30 % durante sua passagem
pela superf́ıcie nuclear. Este estudo mostrou que na busca experimental pelo
sóliton nuclear o efeito de superf́ıcie não pode ser desprezado.

A f́ısica do “sóliton nuclear” foi abandonada por quase uma década até a
publicação de [23]. Neste trabalho os autores reconsideraram a expansão (1.2)
e tentaram calcular o parâmetro c2 a partir de uma teoria microscópica da
interação núcleon-núcleon, ingrediente fundamental de uma teoria da matéria
nuclear. Eles usaram a teoria da matéria nuclear desenvolvida por Vautherin
e Brink [27], que tinha como base a interação núcleon-núcleon efetiva de
Skyrme. Os parâmetros desta interação foram ajustados de modo que as
propriedades do estado fundamental do núcleo fossem reproduzidas. Como
é conhecido, a força de Skyrme contém termos dependentes da velocidade.
Estes termos geram na densidade de energia e na função potencial φ corres-
pondentes um termo contendo o laplaciano da densidade cujo coeficiente é
dado por:

c2 = − γ ρ0

m

onde γ é um número positivo que contém os parâmetros ajustados da in-
teração de Skyrme. Na expressão acima vemos que o coeficiente c2 é negativo.
Nos trabalhos anteriores [21, 22, 26] ele tinha sido considerado positivo por
hipótese, sem nunhuma justificativa. Em [23] foi mostrado que, ao repetirmos
o procedimento de obtenção do sóliton, esta mudança de sinal leva também
a um sóliton, um pulso de densidade, mas de sinal negativo, que deve ser
interpretado como um pulso de rarefação ao invés do pulso de compressão
conforme encontrado antes.

Passados mais dez anos depois do último artigo sobre o assunto, nós
voltamos ao tema [28] por causa de duas razões: a evidência experimental
proveniente do RHIC a favor do comportamento hidrodinâmico da matéria
nuclear e a necessidade de melhorar o trabalho teórico publicado em [23],
que está baseado numa teoria microscópica da interação núcleon-núcleon (e
da matéria nuclear) que é muito antiga. Nós nos propusemos a reanalisar o
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formalismo do sóliton tendo como ponto de partida uma teoria relativ́ıstica
da matéria nuclear, baseada numa variante da QHD. Ou seja, a nossa
equação de estado é obtida a partir de uma Teoria de Campo Médio (MFT )
[29, 30, 31] do tipo Walecka (QHD) [32, 33].

Ainda em [28] estudamos a formação e propagação de solitons de KdV na
matéria nuclear fria e conclúımos que essas ondas solitárias podem realmente
existir no meio nuclear, desde que um acoplamento derivativo entre o campo
do núcleon e do méson vetorial seja inclúıdo na lagrangiana de interação.
Para essa classe de equação de estado (EOS), a qual é bem geral, perturbações
na densidade nuclear podem se propagar como um pulso sem dissipação.

Durante a análise de equações de estado mais realistas, percebemos que,
muito freqüentemente a velocidade do som cs está entre os valores 0.15 −
0.25. Comparados com a velocidade da luz (em unidades naturais c = 1)
esses valores não são muito grandes, mas também não são muito pequenos.
Isso sugere que mesmo para um movimento lento da matéria nuclear, efeitos
relativ́ısticos podem ser apreciáveis. Investigamos tais efeitos em [34], em
[35] e em [36].

A propagação de pulsos de densidade pode ser relevante na astrof́ısica de
estrelas densas. Isso nos motivou a estender nossos resultados para a geome-
tria esférica. Em [37, 38] combinamos a equação de Euler e da continuidade
em coordenadas esféricas, considerando simetria angular e obtivemos uma
equação diferencial muito semelhante à equação de KdV: a KdV esférica para
a variável radial! Também em [38] apresentamos todo o estudo já feito na
KdV linear e radial, mas em temperatura finita buscando entender como um
meio quente e denso favorece (ou não) a formação e propagação de sóliton.
Outra novidade é o estudo da formação e quebra de ondas de choque que
também apresentamos em [38]. Mesmo sem uma motivação fenomenológica
clara e apenas por completeza, estudamos também no presente trabalho
a KdV ciĺındrica devido a familiaridade com o formalismo matemático de
obtenção da KdV esférica.

Nesta tese melhoramos e detalhamos nossos estudos publicados em [28,
34, 35, 37, 38], além de apresentar resultados novos. Estudamos as soluções
numéricas, detalhamos a teoria de campo envolvida, verificamos novos méto-
dos de solução das equações diferenciais fazendo assim uma comparação entre
solução anaĺıtica e a numérica. Finalmente, consideramos a hidrodinâmica
de matéria nuclear com fonte, como feito em [39, 40, 41].

No próximo caṕıtulo fazemos uma revisão dos aspectos matemáticos da
equação de Koreteweg-de Vries. No caṕıtulo seguinte fazemos uma revisão
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da hidrodinâmica relativ́ıstica e mostramos como derivar a equação de KdV
(e outras semelhantes a ela) a partir da equação de Euler e da continuidade.
Já no caṕıtulo seguinte apresentamos a teoria de campo médio na matéria
nuclear. Apesar deste assunto ser muito conhecido nós mostramos muitos
detalhes porque estamos introduzindo um termo novo na lagrangiana.

No caṕıtulo 5 derivamos a equação de KdV a partir da hidrodinâmica e
da nossa teoria da matéria nuclear.

No caṕıtulo 6 discutimos métodos de soluções de equações diferenciais
do tipo da KdV, apresentamos soluções anaĺıticas e numéricas das equações
obtidas anteriormente.

No caṕıtulo 7 estudamos as equações que descrevem a propagação de
pulsos de densidade de energia no plasma de quarks e gluons. No caṕıtulo 8
apresentamos nossas conclusões.
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Caṕıtulo 2

Equações de Onda

2.1 Equação de Korteweg e de Vries (KdV)

A onda solitária (sóliton) foi originalmente observada pelo engenheiro naval
escocês John Scott Russel (1808-1882) no “Union Canal” em Hermiston,
próximo ao campus de Riccarton da Universidade Heriot-Watt, em Edim-
burgo.

Russel observou uma barcaça sendo puxada por dois cavalos, um em
cada margem do canal, quando de repente a embarcação parou. A massa
de água que esta arrastava continuou sua propagação com uma velocidade
constante durante um tempo percorrendo uma certa distância. Em suas
próprias palavras descrevendo a observação de tal fenômeno:

“Eu acho que devo introduzir melhor o fenômeno descrevendo as cir-
cunstâncias de quando eu tive meu primeiro contato com tal onda. Eu es-
tava observando o movimento de um barco sendo puxado rapidamente ao
longo de um canal estreito por um par de cavalos, quando o barco parou re-
pentinamente. Então, a massa de água do canal que estava em movimento
acumulou-se ao redor da proa do barco num estado de violenta agitação, e em
seguida deixou-o para trás e rolou com uma grande velocidade, assumindo a
forma de uma larga elevação solitária, um monte d´água redondo, calmo e
bem definido, que continuou seu curso ao longo do canal, aparentemente sem
mudar sua forma ou diminuir sua velocidade. Eu segui tal elevação d´água
a cavalo, e alcancei-a ainda rolando a uma taxa de 8 ou 9 milhas por hora,
preservando sua forma original de 30 pés de longitude e 1 pé e meio de al-
tura. Sua altura diminuiu gradualmente, e após a perseguição de uma ou

8



duas milhas eu a perdi nos ventos do canal. Foi no mês de agosto de 1834
que ocorreu meu primeiro encontro casual com aquele belo fenômeno singular
que eu denominei de “onda de translação”...”

O interesse de Russel por esta onda que não se deformara por uma
razoável distância não se esgotou neste dia. Ele executou uma série de expe-
rimentos que o levou a produzir estas ondas “em série” acumulando água em
uma extremidade de um canal raso separada por um anteparo e, subitamente,
retirando-o.

Estudos mais precisos foram feitos por Lord Rayleigh e Boussinesq, porém
a formulação matemática definitiva do problema só ocorreu no ano de 1895
com o trabalho de Korteweg e de Vries [42] apresentando a equação de onda
chamada de equação de KdV. Esta equação descreve a propagação de uma
onda longa (amplitude muito menor que seu comprimento) e é obtida através
de uma expansão perturbativa das equações da hidrodinâmica [43].

Uma maneira geral de escrever a equação de KdV em notação moderna
é:

∂f

∂t
+ αf

∂f

∂x
+ β

∂3f

∂x3
= 0 (2.1)

com os coeficientes α 6= 0 e β 6= 0. A solução anaĺıtica tipo sóliton para a
equação de KdV é

f(x, t) =
3c

α
sech2

[

√

c

4β
(x− ct)

]

onde c é a velocidade de propagação do sóliton. A expressão acima descreve
um pulso que se propaga mantendo sua forma intacta, sem sofrer dissipação
ou deformação, preservando sua estrutura com largura λ definida por

λ =

√

4β

c

e amplitude dada por 3c/α, ou seja, proporcional à sua velocidade de propa-
gação c.

Além de descrever ondas solitárias em superf́ıcies de canais, a equação
de KdV é utilizada para descrever uma série de fenômenos [44], como por
exemplo, ondas acústicas em redes anarmônicas, ondas iônicas em plasmas,
ondas magneto-hidrodinâmicas em plasmas, fônons excitados termicamente
(a baixas temperaturas) em cristais não-lineares, etc.
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A equação de KdV apresentada até aqui pode também ser chamada de
KdV3 conforme a literatura, pois o termo de maior ordem na derivada es-
pacial é 3 ou simplesmente pelo nome que adotaremos: “KdV linear”. O
procedimento para obtê-la será visto adiante em detalhes.

2.2 Variações da equação de KdV

Existem algumas variantes da equação de KdV que trataremos nesse tra-
balho: KdV esférica, KdV ciĺındrica, KdV forçada e a equação de “onda de
choque”.

As equações de KdV esféricas e ciĺındricas com suas soluções exatas ou
aproximadas, são normalmente encontradas no estudo de ondas não-lineares
em plasmas [45, 46, 47].

No contexto do presente trabalho a palavra “sóliton” é um abuso de
linguagem (utilizado principalmente por razões históricas), uma vez que a
mudança de geometria exigindo ora simetria esférica, ora simetria ciĺındrica
acrescenta um novo termo na equação de KdV usual. Mais especificamente
estamos nos referindo ao último termo na equação escrita abaixo:

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂r
+ β

∂3u

∂r3
+ δ

u

t
= 0 (2.2)

contendo os seguintes casos:

δ ≡











0 KdV linear
1
2

KdV ciĺındrica
1 KdV esférica

Nos últimos anos, soluções exatas de equações diferenciais com derivadas
parciais foram investigadas. Alguns métodos para obtê-las são: método do
balanço homogêneo [48], método da expansão da tangente hiperbólica [49],
método da função tentativa [50], método da tangente hiperbólica [51], método
da transformação não-linear [52], método da transformação do espalhamento
inverso [53], método da transformação de Bäcklund [54], método bilinear
de Hirota [55], método da equação de Riccati generalizada [56], método da
função eĺıptica de Weierstrass [57], método da função theta [58], método
do seno-cosseno [59] e o método da expansão da função eĺıptica de Jacobi
[60, 61]. Um outro método propondo soluções via “aproximações adiabáticas”
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para ondas acústicas em plasmas descritas pela KdV ciĺındrica e esférica é o
“Método da Part́ıcula” [46].

A investigação númérica da equação (2.2) foi feita em [62, 63] tomando
como condição inicial a solução anaĺıtica já conhecida (tipo sech2) da KdV
linear, ou seja, a solução de (2.2) sem o termo δ u

t
.

No caso da KdV ciĺındrica (quando δ = 1
2

em (2.2) ), encontrada primeira-
mente em [64, 65, 66, 67, 68]:

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂r
+ β

∂3u

∂r3
+
u

2t
= 0 (2.3)

temos uma solução anaĺıtica exata pois a equação acima é integrável. Usando
as transformações [64, 65]:

r =
z

τ
t = − 1

2τ 2
(2.4)

e

u(r, t) =
r

2αt
− w(z, τ)

2t
(2.5)

na equação diferencial acima, ela se transforma em :

∂w

∂τ
+ αw

∂w

∂z
+ β

∂3w

∂z3
= 0

que conforme já vimos tem solução anaĺıtica tipo sóliton. Vemos assim que
a solução exata de (2.3) é um sóliton modificado:

u(r, t) =
r

2αt
+

3k

2αt
sech2

[

√

k

8βt
(r + k)

]

com k sendo uma constante relacionada com a velocidade de propagação
dessa onda.

No caso da KdV esférica (dada pela escolha δ = 1 em (2.2)):

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂r
+ β

∂3u

∂r3
+
u

t
= 0 (2.6)

não há um conjunto de mudança de variáveis como (2.4) e (2.5) que a trans-
forme numa KdV linear. Quando tentamos uma generalização do tipo

r =
z

τ
2δ t = − δ

τ 2
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e

u(r, t) = δ
r

αt
− δw(z, τ)

t

vemos que apenas a escolha δ = 1/2 é consistente. Então tal conjunto de
transformações só é válido para a KdV ciĺındrica.

A solução exata de (2.6) de acordo com [69] é dada por:

u(r, t) =
r

α t ln(t)
+

c

t ln(t)

sendo c uma constante qualquer. Notamos que tal solução não é solitônica!
Agora apresentamos a equação de “onda de choque”:

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂x
+ δ

u

t
= 0 (2.7)

que é a equação (2.2) sem o termo de terceira derivada espacial.
Podemos ter equações de onda de choque linear, ciĺındrica e esférica.
Além de diferentes geometrias, podemos ainda ter um agente externo

(fonte) que influencia na formação da onda de choque:

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂x
+ δ

u

t
= F (t) (2.8)

onde F (t) é o termo “forçado” dado por uma função dependente do tempo.
Novamente α é constante. Aqui F (t) representa a fonte de perturbação
do sistema hidrodinâmico em estudo. Agora temos a geometria e a fonte
competindo na perturbação da onda e/ou formação do choque.

Equações do tipo (2.8) foram obtidas em [39, 40] e, mais recentemente,
em [41], onde o termo de fonte é a densidade de força externa atuando num
quark que se move com velocidade constante num plasma de Yang-Mills a
uma temperatura finita.

2.3 Leis de conservação da KdV

2.3.1 Equação da Continuidade

As equações diferenciais que surgem na hidrodinâmica expressam a con-
servação de alguma grandeza. Na hidrodinâmica não-relativ́ıstica, por e-
xemplo, a equação da continuidade exprime a conservação da massa. Nesta
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seção vamos fazer uma revisão das grandezas conservadas na equação de
KdV. Uma parte deste estudo pode ser encontrada no livro texto [70], mas
outra parte só pode ser encontrada em artigos como [71], [72] e [73].

Vamos reescrever as equações (2.1), (2.3) e (2.6) em uma notação com-
pacta. Tal notação engloba as três geometrias de KdV e com ela as três
equações mencionadas podem ser obtidas de:

∂φ

∂t
+ αφ

∂φ

∂X
+ β

∂3φ

∂X3
+
η

2t
φ = 0 (2.9)

onde:

η =











0⇒ X ≡ x caso linear ou cartesiano
1⇒ X ≡ r caso radial ciĺındrico
2⇒ X ≡ r caso radial esférico

(2.10)

Para estudarmos grandezas conservadas em (2.9) no caso linear (η = 0) é
interessante lembrarmos de um caso clássico de conservação na dinâmica dos
gases. Sendo ρ(x, t) a densidade de matéria de um determinado gás e u(x, t)
sua componente da velocidade na direção x temos a equação de conservação
da massa dada por

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρu) = 0 (2.11)

Agora vamos considerar que ρu → constante quando |x| → ∞ e se ρ e
∂(ρu)/∂x são integráveis em x ∈ (−∞,+∞), obtemos:

∂

∂t

( ∫ +∞

−∞
ρ dx

)

= −(ρu)
∣

∣

∣

∣

+∞

−∞
= 0

e conseqüentemente
∫ +∞

−∞
ρ dx = constante (2.12)

A equação (2.12) representa a conservação da “massa total” do sistema. Essa
simples idéia de conservação pode ser generalizada por intermédio de uma
equação na forma:

∂T

∂t
+
∂W

∂x
= 0 (2.13)

onde geralmente T (densidade) e W (fluxo) não contém derivadas no tempo.
A equação (2.13) é também chamada de lei de conservação e conforme já
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mencionamos: W → constante quando |x| → ∞ e (2.13) pode ser integrada
resultando em

∂

∂t

( ∫ +∞

−∞
T dx

)

= 0 ou
∫ +∞

−∞
T dx = constante (2.14)

onde interpretamos a integral de T sobre todo x como uma constante de
movimento.

Para o caso radial ciĺındrico:

∂T

∂t
+

1

r

∂

∂r
(rW ) = 0 (2.15)

temos:
∂

∂t

( ∫ +∞

0
T rdr

)

+
∫ +∞

0

∂W

∂r
rdr +

∫ +∞

0
Wdr = 0

e então

∂

∂t

( ∫ +∞

0
T rdr

)

+Wr
∣

∣

∣

∣

+∞

0
−
∫ +∞

0
Wdr +

∫ +∞

0
Wdr = 0

e como W → zero quando r →∞ ficamos com:

∂

∂t

(
∫ +∞

0
T rdr

)

= 0 ou
∫ +∞

0
T rdr = constante (2.16)

Para o caso radial esférico:

∂T

∂t
+

1

r2

∂

∂r
(r2W ) = 0 (2.17)

temos de forma semelhante:

∂

∂t

( ∫ +∞

0
T r2dr

)

+
∫ +∞

0

∂W

∂r
r2dr + 2

∫ +∞

0
Wrdr = 0

ou ainda:

∂

∂t

( ∫ +∞

0
T r2dr

)

+Wr2
∣

∣

∣

∣

+∞

0
− 2

∫ +∞

0
Wrdr + 2

∫ +∞

0
Wrdr = 0

e como também W → zero quando r →∞ obtemos:

∂

∂t

( ∫ +∞

0
T r2dr

)

= 0 ou
∫ +∞

0
T r2dr = constante (2.18)
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Podemos reunir os três casos (2.13), (2.15) e (2.17) em uma única equação
de conservação:

∂T

∂t
+

1

Xη

∂

∂X
(Xη W ) = 0 (2.19)

com

∂

∂t

(∫ +∞

−∞
T XηdX

)

= 0 ou
∫ +∞

−∞
T XηdX = constante (2.20)

contendo (2.14), (2.16) e (2.18). É importante lembrarmos da sutileza com
relação ao fluxo W :

W → zero quando |X| → ∞ sendo que no caso linear

−∞ < (X ≡ x) <∞

e nos casos radiais temos

0 ≤ (X ≡ r) <∞

2.3.2 Grandezas conservadas da KdV linear

Iniciaremos nosso estudo conforme em [70] com a KdV linear (η = 0):

∂φ

∂t
+ αφ

∂φ

∂x
+ β

∂3φ

∂x3
= 0 (2.21)

que pode ser reescrita na forma (2.13) como

∂φ

∂t
+

∂

∂x

{

α

2
φ2 + β

∂2φ

∂x2

}

= 0 (2.22)

e para o caso em que φ → 0 (bem como suas derivadas espaciais) quando
|x| → ∞ temos:

∂

∂t

( ∫ +∞

−∞
φ dx

)

= −
∫ +∞

−∞

∂

∂x

{

α

2
φ2 + β

∂2φ

∂x2

}

dx = −
{

α

2
φ2 + β

∂2φ

∂x2

}∣

∣

∣

∣

+∞

−∞
= 0

e assim:
∂

∂t

( ∫ +∞

−∞
φ dx

)

= 0 ou
∫ +∞

−∞
φ dx = M (2.23)

com M sendo uma constante identificada com a massa conservada do sistema
descrito pela KdV [70].
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Para encontrarmos outra grandeza conservada basta multiplicarmos a
equação de KdV (2.21) por φ:

φ
∂φ

∂t
+ αφ2∂φ

∂x
+ βφ

∂3φ

∂x3
= 0

que pode ser reescrita como:

∂

∂t

(

φ2

2

)

+
∂

∂x

{

α

3
φ3 + βφ

∂2φ

∂x2
− β

2

(

∂φ

∂x

)2
}

= 0 (2.24)

que está na forma do tipo (2.13). Temos de (2.24):

∂

∂t

( ∫ +∞

−∞

φ2

2
dx
)

= 0 ou
∫ +∞

−∞

φ2

2
dx = constante (2.25)

que é identificada como o “momento” de um sistema descrito pela KdV [70].
Podemos encontrar uma terceira grandeza conservada fazendo:

−α
2
φ2 × (2.21) + β

∂φ

∂x
× ∂

∂x
(2.21) = 0

resultando em

−α
2
φ2∂φ

∂t
− α2

2
φ3∂φ

∂x
− αβ

2
φ2∂

3φ

∂x3
+

+β
∂φ

∂x

∂

∂t

(

∂φ

∂x

)

+ αβ
(

∂φ

∂x

)3

+ αβφ
∂φ

∂x

∂2φ

∂x2
+ β2∂φ

∂x

∂4φ

∂x4
= 0

que pode ser reescrita como:

∂

∂t

{

− α

6
φ3 +

β

2

(

∂φ

∂x

)2}

+

+
∂

∂x

{

−α
2

8
φ4−αβ

2
φ2∂

2φ

∂x2
+αβφ

(

∂φ

∂x

)2

+β2∂φ

∂x

∂3φ

∂x3
−β

2

2

(

∂2φ

∂x2

)2
}

= 0 (2.26)

que também é do tipo (2.13) resultando na grandeza conservada:

∫ +∞

−∞

[

− α

6
φ3 +

β

2

(

∂φ

∂x

)2
]

dx = E (2.27)

onde E é uma constante que identificaremos como a “energia” do sistema
descrito pela KdV [70].
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As três grandezas conservadas apresentadas não esgotam as possibilidades
das leis de conservação da KdV. Miura, Gardner e Kruskal [71] em 1968 en-
contraram mais oito leis de conservação independentes, e na seqüência de
tais estudos mostraram que a KdV possui um número infinito de leis de con-
servação e que essa caracteŕıstica é compartilhada por um grande número de
equações diferenciais: as que recebem o t́ıtulo de sistemas integráveis. Porém
em nosso trabalho atentaremos apenas a essas três grandezas conservadas.

Em nossos estudos de KdV na matéria nuclear encontraremos uma equa-
ção de KdV (2.21) com o acréscimo do termo

cs
∂φ

∂x

ou seja:
∂φ

∂t
+ cs

∂φ

∂x
+ αφ

∂φ

∂x
+ β

∂3φ

∂x3
= 0 (2.28)

que possui as seguintes leis de conservação semelhantes à (2.22), (2.24) e
(2.26):

∂φ

∂t
+

∂

∂x

{

csφ+
α

2
φ2 + β

∂2φ

∂x2

}

= 0 (2.29)

∂

∂t

(

φ2

2

)

+
∂

∂x

{

cs
2
φ2 +

α

3
φ3 + βφ

∂2φ

∂x2
− β

2

(

∂φ

∂x

)2
}

= 0 (2.30)

e
∂

∂t

{

− α

6
φ3 +

β

2

(

∂φ

∂x

)2}

+

+
∂

∂x

{

− αcs
6
φ3 +

βcs
2

(

∂φ

∂x

)2

− α2

8
φ4 − αβ

2
φ2∂

2φ

∂x2
+

+αβφ
(

∂φ

∂x

)2

+ β2∂φ

∂x

∂3φ

∂x3
− β2

2

(

∂2φ

∂x2

)2
}

= 0 (2.31)

e também nos levam às constantes dadas por (2.23), (2.25) e (2.27).

2.3.3 Grandezas conservadas da KdV ciĺındrica
e esférica

Para as equações de KdV ciĺındrica e esférica, dadas respectivamente por
η = 1 e η = 2 em (2.9):

∂φ

∂t
+ αφ

∂φ

∂X
+ β

∂3φ

∂X3
+
η

2t
φ = 0 (2.32)
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o estudo foi desenvolvido por Khater, Moussa e Abdul-Aziz em [72, 73]
baseado no teorema de Noether e duas leis de conservação foram encontradas.

A primeira lei de conservação é obtida reescrevendo (2.32) na forma:

∂

∂t

[

tη/2φ
]

+
∂

∂X

{

tη/2

[

α

2
φ2 + β

∂2φ

∂X2

]}

= 0 (2.33)

e a segunda lei de conservação é dada por φ× (2.32):

φ
∂φ

∂t
+ αφ2 ∂φ

∂X
+ βφ

∂3φ

∂X3
+
η

2t
φ2 = 0

que é reescrita na forma:

∂

∂t

(

tη
φ2

2

)

+
∂

∂X

{

tη
[

α

3
φ3 + βφ

∂2φ

∂X2
− β

2

(

∂φ

∂X

)2
]}

= 0 (2.34)

Vamos agora aplicar o método de identificação de leis de conservação para
nossa KdV com o novo termo

cs
∂φ

∂X

em (2.32), ou seja:

∂φ

∂t
+ cs

∂φ

∂X
+ αφ

∂φ

∂X
+ β

∂3φ

∂X3
+
η

2t
φ = 0 (2.35)

Esta equação possui duas leis de conservação. Uma delas é análoga à (2.33):

∂

∂t

[

tη/2φ
]

+
∂

∂X

{

tη/2

[

α

2
φ2 + csφ+ β

∂2φ

∂X2

]}

= 0 (2.36)

e a outra análoga à (2.34) por intermédio de φ× (2.35):

∂

∂t

(

tη
φ2

2

)

+
∂

∂X

{

tη
[

α

3
φ3 + cs

φ2

2
+ βφ

∂2φ

∂X2
− β

2

(

∂φ

∂X

)2
]}

= 0 (2.37)

Uma observação importante é que não temos para (2.35) uma equação
do tipo (2.26) que está relacionada com a conservação da energia para o caso
ciĺındrico e esférico [72, 73].

Podemos reescrever (2.33) e (2.36) na forma:

∂

∂t

(

tη/2T
)

+
∂

∂X

(

tη/2W
)

= 0
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e então
∂T

∂t
+
∂W

∂X
+
η

2t
T = 0 (2.38)

e também (2.34) e (2.37) como:

∂

∂t

(

tηT
)

+
∂

∂X

(

tηW
)

= 0

ou seja:
∂T

∂t
+
∂W

∂X
+
η

t
T = 0 (2.39)

para estudarmos como (2.38) e (2.39) se assemelham com (2.19):

∂T

∂t
+

1

Xη

∂

∂X
(Xη W ) = 0

ou melhor:
∂T

∂t
+
∂W

∂X
+
η

X
W = 0 (2.40)

Comparando (2.38) com (2.40) conclúımos que

W = T
X

2t
(2.41)

e analogamente para (2.39) com (2.40) obtemos

W = T
X

t
(2.42)

e observamos que W e X estão coerentes em termos dimensionais na relação
densidade e fluxo no contexto da equação de continuidade, ou seja, (2.33),
(2.34), (2.36) e (2.37) são consistentes com (2.40) e apresentam as grandezas
conservadas conforme (2.20):

∂

∂t

( ∫ +∞

−∞
tη/2φ XηdX

)

= 0 ou
∫ +∞

−∞
tη/2φ XηdX = constante (2.43)

e

∂

∂t

( ∫ +∞

−∞
tη
φ2

2
XηdX

)

= 0 ou
∫ +∞

−∞
tη
φ2

2
XηdX = constante (2.44)
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2.4 Prinćıpio Variacional para KdV

Para completar nossa discussão sobre grandezas conservadas vamos desen-
volver um formalismo lagrangiano para a KdV e suas variantes. No for-
malismo lagrangiano grandezas conservadas surgem da invariância da la-
grangiana sob certas transformações. Vamos agora apresentar o formalismo
variacional para sistemas de variáveis independentes (conforme [75]) e o es-
tendê-lo para sistemas que também contém dependência nas derivadas de
ordem superior dessas variáveis independentes.

Esta seção tem o objetivo de preparar a generalização deste formalismo
para teoria de campos que será apresentada em detalhes no Apêndice B e
utilizada no caṕıtulo 4 (conforme [38]).

A lagrangiana para a KdV linear ( η = 0 em (2.9) ):

∂φ

∂t
+ αφ

∂φ

∂x
+ β

∂3φ

∂x3
= 0

de acordo com [70, 74] é dada por:

L = −1

2

∂ψ

∂t

∂ψ

∂x
− α

6

(

∂ψ

∂x

)3

+
β

2

(

∂2ψ

∂x2

)2

(2.45)

onde ψ é um campo auxiliar para obtenção da KdV que satisfaz a definição:

φ ≡ ∂ψ

∂x
(2.46)

Podemos reescrever (2.45) em outra notação:

L = −1

2
ψtψx −

α

6
(ψx)

3 +
β

2
(ψxx)

2 (2.47)

onde

ψt ≡
∂ψ

∂t

ψxx ≡
∂2ψ

∂x2

e assim por diante. A lagrangiana acima é função do campo ψ, e de suas
derivadas, isto é, L = L(ψx, ψt, ψxx). De maneira mais geral podeŕıamos ter
outros termos com derivada de segunda ordem e então:

L = L
(

ψ, ψx , ψt , ψxx , ψtt , ψxt

)
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A ação S para o caso mais completo é dada por:

S =
∫ t2

t1

∫ x2

x1

L
(

ψ, ψx , ψt , ψxx , ψtt , ψxt

)

dx dt (2.48)

e pelo cálculo de sua variação δS = 0 podemos obter as equação de Euler-
Lagrange para o campo ψ cuja variação é dada por:

ψ(x, t)→ ψ(x, t) + δψ(x, t)

As variações de suas derivadas são dadas por:

ψx(x, t) → ψx(x, t) + δψx(x, t)
ψxx(x, t) → ψxx(x, t) + δψxx(x, t)
ψt(x, t) → ψt(x, t) + δψt(x, t)
ψtt(x, t) → ψtt(x, t) + δψtt(x, t)
ψxt(x, t) → ψxt(x, t) + δψxt(x, t)

(2.49)

Em (2.48) δψ(x, t) e suas variações δψx(x, t), δψxx(x, t),.. são nulas nos
extremos que definem a região onde a ação é minimizada: t1 e t2 para t e
x1 e x2 para a coordenada x. O valor estacionário da ação deve satisfazer a
condição:

δS =
∫ t2

t1

∫ x2

x1

δL
(

ψ, ψx, ψt, ψxx, ψtt, ψxt

)

dx dt = 0 (2.50)

que, com o uso de (2.49) se transforma em

δS =
∫ t2

t1

∫ x2

x1

{

∂L

∂ψ
δψ +

∂L

∂ψx

δψx +
∂L

∂ψxx

δψxx +
∂L

∂ψt

δψt+

+
∂L

∂ψtt
δψtt +

∂L

∂ψxt
δψxt

}

dx dt = 0 (2.51)

Integrando por partes a equação acima encontramos:

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂L

∂ψx

δψx dx dt =
∫ t2

t1

[

∂L

∂ψx

δψ
]∣

∣

∣

∣

x2

x1

dt−
∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂

∂x

(

∂L

∂ψx

)

δψ dx dt

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂L

∂ψx
δψx dx dt = −

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂

∂x

(

∂L

∂ψx

)

δψ dx dt (2.52)
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∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂L

∂ψt

δψt dx dt =
∫ x2

x1

[

∂L

∂ψt

δψ
]∣

∣

∣

∣

t2

t1

dx−
∫ x2

x1

∫ t2

t1

∂

∂t

(

∂L

∂ψt

)

δψ dt dx

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂L

∂ψt
δψt dx dt = −

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂

∂t

(

∂L

∂ψt

)

δψ dx dt (2.53)

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂L

∂ψxx

δψxx dx dt =
∫ t2

t1

[

∂L

∂ψxx

δψx

]∣

∣

∣

∣

x2

x1

dt+

−
∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂

∂x

(

∂L

∂ψxx

)

δψx dx dt = −
∫ t2

t1

[

∂

∂x

(

∂L

∂ψxx

)

δψ
]∣

∣

∣

∣

x2

x1

dt+

+
∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂2

∂x2

(

∂L

∂ψxx

)

δψ dx dt

e finalmente:
∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂L

∂ψxx

δψxx dx dt =
∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂2

∂x2

(

∂L

∂ψxx

)

δψ dx dt (2.54)

Analogamente, o quinto termo de (2.51) pode ser reescrito como:

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂L

∂ψtt
δψtt dx dt =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂2

∂t2

(

∂L

∂ψtt

)

δψ dx dt (2.55)

e o sexto termo como:

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂L

∂ψxt
δψxt dx dt =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂2

∂x∂t

(

∂L

∂ψxt

)

δψ dx dt (2.56)

Podemos então reescrever (2.51) usando (2.52) à (2.56):

δS =
∫ t2

t1

∫ x2

x1

{

∂L

∂ψ
− ∂

∂x

(

∂L

∂ψx

)

+
∂2

∂x2

(

∂L

∂ψxx

)

− ∂

∂t

(

∂L

∂ψt

)

+

+
∂2

∂t2

(

∂L

∂ψtt

)

+
∂2

∂x∂t

(

∂L

∂ψxt

)

}

δψ dx dt = 0 (2.57)

de onde encontramos a equação de Euler-Lagrange [73]:

∂L

∂ψ
− ∂

∂x

(

∂L

∂ψx

)

− ∂

∂t

(

∂L

∂ψt

)

+
∂2

∂x2

(

∂L

∂ψxx

)

+
∂2

∂t2

(

∂L

∂ψtt

)

+
∂2

∂x∂t

(

∂L

∂ψxt

)

= 0

(2.58)
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Inserindo (2.47) em (2.58) temos:

− ∂

∂x

[

− 1

2
ψt −

α

2
(ψx)

2
]

− ∂

∂t

(

− 1

2
ψx

)

+
∂2

∂x2
(βψxx) = 0

que se transforma em

∂ψx

∂t
+ αψx

∂ψx

∂x
+ β

∂3ψx

∂x3
= 0

Lembrando de φ ≡ ψx (conforme (2.46)) temos:

∂φ

∂t
+ αφ

∂φ

∂x
+ β

∂3φ

∂x3
= 0 (2.59)

Vemos que de fato (2.47) é a lagrangiana para a KdV linear!
Em [73] uma extensão do formalismo lagrangiano foi feita para (2.9) e

podemos aplicá-la à uma variante da equação (2.9) que possui o termo extra
proporcional a cs conforme já mencionamos:

∂φ

∂t
+ cs

∂φ

∂X
+ αφ

∂φ

∂X
+ β

∂3φ

∂X3
+
η

2t
φ = 0 (2.60)

e sendo assim escrevemos a lagrangiana para (2.60) conforme:

L = tη
[

− 1

2
ψtψX −

cs
2

(ψX)2 − α

6
(ψX)3 +

β

2
(ψXX)2 +

η

4t
ψψX

]

(2.61)

onde X e η são dados por (2.10). As definições das derivadas são as mesmas
já adotadas em (2.47) e o campo ψ é o mesmo definido em (2.46) mas com a
generalização

φ ≡ ∂ψ

∂X
= ψX

Utilizando (2.61) em (2.58) temos:

tη
η

4t
ψX − tη

∂

∂X

[

− 1

2
ψt − csψX −

α

2
(ψX)2 +

η

4t
ψ
]

− ∂

∂t

[

tη
(

− 1

2
ψX

)]

+

+tη
∂2

∂X2
(βψXX) = 0

tη
η

4t
(ψX)− tη η

4t
(ψX) +

tη

2
(ψtX) + tηcs(ψXX) + tηα(ψX)(ψXX)+
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+
η

2t
tη(ψX) +

tη

2
(ψXt) + tηβψXXXX = 0

que dividida por tη e usando a definição de ψX leva a:

∂φ

∂t
+ cs

∂φ

∂X
+ αφ

∂φ

∂X
+ β

∂3φ

∂X3
+
η

2t
φ = 0

que é a própria (2.60)!
A invariância da lagrangiana (2.47) sob translações em φ, x e t junto

com a aplicação do teorema de Noether reproduz as três leis de conservação
para “massa”, “momento” e “energia” já encontradas na última seção [70]. O
mesmo pode ser dito de (2.61), porém a “energia” não é conservada conforme
pode ser constatado em [73].

Uma extensão do formalismo lagrangiano para o hamiltoniano não é tão
trivial, uma vez que requer o uso da derivada variacional ou derivada de
Fréchet [70].
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Caṕıtulo 3

Hidrodinâmica Relativ́ıstica

3.1 Hidrodinâmica e f́ısica de altas energias

O uso da hidrodinâmica relativ́ıstica no contexto de f́ısica de altas energias
teve ińıcio com os estudos de Landau [76] bem antes da descoberta da QCD.
Colisões a altas energias produzem muitos hadrons de diferentes tipos se
propagando em todas as direções. Esperamos que um tratamento coletivo
seja adequado para tratar esse sistema complexo.

Recentemente, por causa das experiências feitas no RHIC, o interesse em
hidrodinâmica aumentou muito. Nas primeiras publicações do RHIC [12]
já citadas, muitos fenômenos foram observados e sugeriram que a matéria
produzida nessas colisões se comportava coletivamente como um fluido. Em
2005, pesquisadores do RHIC afirmaram ter observado o “fluido perfeito”
com a viscosidade mais baixa posśıvel.

A hidrodinâmica relativ́ıstica é simples no sentido de que a dinâmica do
sistema está contida nas propriedades termodinâmicas, isto é, na equação
de estado (EOS). Podemos justificar a necessidade do uso da hidrodinâmica
relativ́ıstica não apenas pela alta velocidade do fluido macroscópico (quando
comparada com a velocidade da luz), mas também em situações onde esta
velocidade não é alta mas o movimento microscópico das part́ıculas do fluido
apresenta velocidades elevadas.
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3.2 Equações de Euler e da Continuidade

Para obtermos as equações de movimento relativ́ısticas precisamos estabele-
cer a forma do tensor energia-momento (T αβ) para um fluido em movimento.
Este tensor é uma grandeza simétrica (T αβ = T βα) cujas componentes pos-
suem toda a informação da densidade de energia e da densidade de momento
do sistema.

O fluxo de momento através de um elemento d~f da superf́ıcie de um corpo
é exatamente a força atuando neste elemento. Então:

T ijdfj

é a i-ésima componente da força atuando no elemento de superf́ıcie. Con-
siderando o referencial próprio do sistema, é válida a lei de Pascal:

T ijdfj = pdfi

onde Tij = pgij com p sendo a pressão. As componentes das densidades de
momento T 0i são nulas no referencial próprio e a componente T 00 = T00 é a
densidade de energia própria do fluido, que será denotada por ε. O tensor
energia-momento é então dado por:

T αβ =











ε 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p











(3.1)

É posśıvel encontrarmos uma expressão para T αβ em qualquer referencial.
Para isso temos que introduzir a 4-velocidade do elemento de fluido:

uµ =
(

γ,
γ~v

c

)

(3.2)

onde γ é o fator de Lorentz:

γ =
1

√

1− v2

c2

(3.3)

Com esta definição é fácil ver que:

uµuµ = γ2 − γ2v2

c2
= 1 (3.4)
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Para uso futuro observamos que:

∂γ

∂t
= γ3 v

c2
∂v

∂t
(3.5)

~∇γ = γ3 v

c2
~∇v (3.6)

Como uµuµ = 1 é uma constante a derivada deste produto deve ser nula:

∂ν(u
µuµ) = 0

Como conseqüência:
(∂νu

µ)uµ + uµ(∂νuµ) = 0

e
2uµ(∂νuµ) = 0

e portanto:
uµ(∂νuµ) = 0 (3.7)

A equação (3.7) que será usada adiante pode também ser obtida mais ex-
plicitamente com o uso de (3.4), (3.5) e (3.6).

No referencial de repouso temos u0 = 1 e ui = 0. Num referencial no qual
o elemento de fluido está em movimento, a generalização de (3.1) é dada por
[77]:

T αβ = (ε+ p)uαuβ − pgαβ (3.8)

onde:

gαβ =











1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1











As componentes do tensor de energia momento são dadas por:

T 00 =
ε+ pv2/c2

(1− v2/c2)
(3.9)

T ik =
(ε+ p)vivk

c2(1− v2/c2)
+ pδik (3.10)

e

T 0i =
(ε+ p)vi

c(1− v2/c2)
(3.11)
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As equações de movimento são obtidas a partir da expressão de conservação
da energia e do momento:

∂νTµ
ν = 0 (3.12)

Projetando (3.12) na direção perpendicular a uµ:

∂νTµ
ν − uµu

ν∂αTν
α = 0 (3.13)

encontramos:

∂ν [(ε+ p)uµu
ν − pgµ

ν ]− uµu
ν∂α[(ε+ p)uνu

α − pgν
α] = 0

que, com o aux́ılio de (3.4) e (3.7) resulta em:

(ε+ p)uν(∂νuµ) = ∂µp− uµu
ν∂νp (3.14)

Escrevemos agora as componentes temporal (µ = 0) e espaciais da expressão
(3.14):

(ε+ p)
γ

c

[

∂

∂t
+ (~v · ~∇)

]

γ =
1

c

∂p

∂t
− γ2

c

[

∂

∂t
+ (~v · ~∇)

]

p (3.15)

−(ε + p)
γ

c2

[

∂

∂t
+ (~v · ~∇)

]

(γ~v) = ~∇p+
γ2~v

c2

[

∂

∂t
+ (~v · ~∇)

]

p (3.16)

Isolando [γ(~v · ~∇)p]/c2 em (3.15), substituindo em (3.16) e usando c = 1
(unidades naturais), encontramos:

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v = − 1

(ε+ p)γ2

(

~∇p+ ~v
∂p

∂t

)

(3.17)

que é a versão relativ́ıstica da equação de Euler [77, 78].
A equação de conservação do número de part́ıculas [77, 78] se dá através

do uso de uα, ou seja, é uma equação cuja componente temporal expressa a
densidade do número de part́ıculas e as três componentes espaciais formam
o vetor fluxo de part́ıculas:

∂αn
α = 0

com nα = nuα, onde n é a densidade de part́ıculas no referencial próprio. A
equação da continuidade para a densidade bariônica (ρB) é dada por:

∂νjB
ν = 0 (3.18)
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onde jB
ν = ρBu

ν . Podemos reescrever (3.18) como:

∂

∂t
(ρBγ) + ~∇ · (ρBγ~v) = 0 (3.19)

que, com o uso de (3.5) e (3.6), resulta na generalização relativ́ıstica da
equação da continuidade em unidades naturais (c = 1):

∂ρB

∂t
+ γ2vρB

(

∂v

∂t
+ ~v · ~∇v

)

+ ~∇ · (ρB~v) = 0 (3.20)

3.3 Limite não-relativ́ıstico

O limite não-relativ́ıstico da equação da continuidade é obtido fazendo-se
v2 << 1 (γ ∼= 1). Neste limite (3.19) e conseqüentemente (3.20) se transfor-
mam em:

∂ρB

∂t
+ ~∇ · (ρB~v) = 0 (3.21)

Em (3.17), além de usarmos γ ∼= 1 é necessário lembrar que a energia está
relacionada com a massa do elemento de fluido M e com o momento P e em
unidades naturais é dada por:

ε =
E

V
=

√
M2 + P 2

V

No limite não-relativ́ıstico M >> P e portanto

ε ∼=
√
M2

V
=
M

V

A densidade de matéria é dada por M
V

= ρ e assim temos:

ε ∼= ρ (3.22)

A pressão é definida como a força por unidade de área de elemento de fluido
A. A força é dada pela derivada temporal do momento P :

p =
força

A
=

1

A

dP

dt

então

~∇p+ ~v
∂p

∂t
=

1

A
~∇dP
dt

+
1

A
~v
d2P

dt2
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Como v é pequena, temos que:

|~v|d
2P

dt2
<<

∣

∣

∣

∣

~∇dP
dt

∣

∣

∣

∣

e então
~∇p + ~v

∂p

∂t
∼= 1

A
~∇dP
dt

e finalmente chegamos a:

~∇p+ ~v
∂p

∂t
∼= ~∇p (3.23)

Com base nas aproximações acima e usando (3.22) concluimos que ε+ p
assume a forma:

ε+ p ∼= ρ+
1

A

dP

dt

e, como ρ >> dP
dt

(pois M >> P ), obtemos:

ε+ p ∼= ρ (3.24)

Substituindo então γ ∼= 1, (3.23) e (3.24) em (3.17) chegamos à versão
não-relativ́ıstica da equação de Euler:

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v = −

(

1

MρB

)

~∇p (3.25)

onde usamos a matéria nuclear dada por ρ = MρB , ρB é a densidade
bariônica e M é a massa do núcleon.

3.4 Ondas sonoras com linearização

Num fluido som é definido como uma perturbação longitudinal na densidade,
que se propaga em tal fluido. As densidades de energia e pressão são escritas
como:

ε(x, y, z, t) = ε0 + δε(x, y, z, t) (3.26)

e
p(x, y, z, t) = p0 + δp(x, y, z, t) (3.27)

respectivamente. ε0 e p0 correspondem ao fluido uniforme e δε e δp corres-
pondem a perturbações nesse meio. De acordo com [1], para se estudar a
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evolução dessa perturbação, uma linearização é feita nas equações de con-
servação de energia e momento onde apenas termos de primeira ordem em
δε, δP e ~v são mantidos nos cálculos. Todos os cálculos são feitos com c = 1.
A linearização proposta em [1] consiste em desprezar termos proporcionais
a:

v2, vδε, vδP, ~v · ~∇v, (~v · ~∇)~v (3.28)

e potências maiores de todos estes produtos ou combinações deles. Con-
seqüentemente temos também

γ =
1√

1− v2
∼ 1

Da expressão (3.12) temos:

uµ∂ν [(ε+ p)uν ] + (ε+ p)uν∂νu
µ − ∂ν(pg

νµ) = 0 (3.29)

A componente µ = 0 de (3.29) é dada por:

γ∂0[(ε+ p)γ] + γ∂i[(ε+ p)ui] + (ε+ p)u0∂0γ + (ε+ p)ui∂iγ − ∂0p = 0 (3.30)

com as aproximações (3.28) a equação acima se transforma em

∂0(ε+ p) + ∂i[(ε+ p)vi]− ∂0p = 0

e finalmente, em:
∂ε

∂t
+ ~∇ · [(ε+ p)~v] = 0 (3.31)

Considerando agora µ = j em (3.29) temos:

uj∂ν [(ε+ p)uν ] + (ε+ p)uν∂νu
j − ∂jp = 0

ou ainda:

uj∂0[(ε+ p)u0] + uj∂i[(ε+ p)ui] + (ε+ p)u0∂0u
j + (ε+ p)ui∂iu

j − ∂jp = 0

Com o uso de (3.28) chegamos a:

∂

∂t
[(ε+ p)~v] + ~∇p = 0 (3.32)

31



Substituindo então as expansões (3.26) e (3.27) nas expressões (3.31) e (3.32)
encontramos:

∂

∂t
[ε0 + δε] + ~∇ · [(ε0 + δε+ p0 + δp)~v] = 0 (3.33)

e
∂

∂t
[(ε0 + δε+ p0 + δp)~v] + ~∇[p0 + δp] = 0 (3.34)

que usando a linearização (3.28) leva a:

∂(δε)

∂t
+ (ε0 + p0)~∇ · ~v = 0 (3.35)

e

(ε0 + p0)
∂~v

∂t
+ ~∇(δp) = 0 (3.36)

A equação (3.35) expressa a conservação de energia na linearização. Já a
expressão (3.36) equivale à 2a Lei de Newton: o produto da inércia do fluido
pela sua aceleração é igual a força resultante.

Definindo a velocidade do som cs como

cs =
(

∂p

∂ε

)1/2

(3.37)

temos que
δp = cs

2 δε (3.38)

Substituindo então (3.38) em (3.36) encontramos:

(ε0 + p0)
∂~v

∂t
+ cs

2~∇(δε) = 0 (3.39)

Integrando com relação ao tempo e considerando a constante de integração
nula, obtemos a expressão para a velocidade:

~v = −cs2
∫ ~∇(δε)

(ε0 + p0)
dt (3.40)

que substitúıda em (3.35):

∂(δε)

∂t
− cs2~∇ ·

∫

~∇(δε)dt = 0

que derivada com relação ao tempo, encontramos finalmente:

∂2(δε)

∂t2
− cs2~∇2(δε) = 0 (3.41)

A expressão (3.41) é a equação de uma onda para a perturbação δε que
se propaga com velocidade cs.
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3.5 Ondas além da linearização

3.5.1 Expansão na densidade e na densidade de energia

Apresentamos nesta seção um procedimento anaĺıtico para obtenção de equa-
ções de onda a partir das equações da hidrodinâmica, que vai além da li-
nearização. Este procedimento já foi utilizado em [21, 23]. Vamos agora
considerar termos do tipo (3.28) mas vamos desprezar termos que são pro-
porcionais a potências mais altas no parâmetro de expansão, que será definido
a seguir. Mais especificamente, executamos as operações seguintes:

1o)Introduzimos as variáveis adimensionais de densidade de matéria ρ e
velocidade v:

ρ̂ =
ρ

ρ0
, v̂ =

v

cs
(3.42)

nas equações (3.17) e (3.20). A grandeza ρ0 é a densidade de equiĺıbrio do
fluido.

2o)Reescrevemos as equações (3.17) e (3.20), em função de ρ̂ e v̂, em
“stretched coordinates” ξ e τ que são dadas por [81]:

ξ = σ1/2 (x− cst)
R

, τ = σ3/2 cst

R
(3.43)

ondeR é uma escala de distância (por exemplo o tamanho do meio em estudo)
e σ (0 < σ < 1) é um parâmetro pequeno de expansão.

3o) Expandimos (3.42) em torno de seus valores de equiĺıbrio (ρ = ρ0 e v =
0):

ρ̂ = 1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . . (3.44)

v̂ = σv1 + σ2v2 + . . . (3.45)

e escrevemos as equações (3.17) e (3.20) como somas de potências do parâmetro
de expansão σ:

σ
(

. . .
)

+ σ2
(

. . .
)

+ σ3
(

. . .
)

+ . . . = 0 (3.46)

Neste trabalho Vamos até a ordem σ2. Os conteúdos dos parênteses são igua-
lados a zero e fornecem um conjunto de equações que, além de gerar v́ınculos
sobre certas variáveis, quando combinadas entre si fornecem equações de
onda mais complexas do que (3.41). Entre elas podemos obter a equação
de KdV. Observamos que equação de KdV só é obtida quando há termos
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contendo laplacianos na densidade. A equação de KdV sem o termo de
terceira derivada é chamada de “equação de quebra de onda”:

∂ρ1

∂τ
+ Aρ1

∂ρ1

∂ξ
= 0 (3.47)

para a perturbação ρ1 na densidade. A é uma constante não nula qualquer.
Podemos repetir os passos mencionados acima e fazer uma expansão na

densidade de energia. Para fluidos relativ́ısticos e para sistemas onde a e-
nergia está armazenada principalmente nos campos, a densidade de energia é
mais relevante do que a densidade de matéria ou densidade bariônica. Como
no caso anterior, fazemos as seguintes operações:

1o)Introduzimos as variáveis adimensionais a partir de ε e v:

ε̂ =
ε

ε0
, v̂ =

v

cs
(3.48)

onde ε0 é a densidade de energia de equiĺıbrio do fluido e cs é a velocidade
do som.

2o)Reescrevemos as equações (3.17) e (3.20) em função de ε̂ e v̂ e no
espaço (ξ − τ) [81]:

ξ = σ1/2 (x− cst)
R

, τ = σ3/2 cst

R
(3.49)

3o)Expandimos (3.48):

ε̂ = 1 + σε1 + σ2ε2 + . . . = 1 + ε̂1 + ε̂2 + . . . (3.50)

v̂ = σv1 + σ2v2 + . . . = v̂1 + v̂2 + . . . (3.51)

e as equações (3.17) e (3.20) são escritas na forma

σ
(

. . .
)

+ σ2
(

. . .
)

+ σ3
(

. . .
)

+ . . . = 0 (3.52)

3.5.2 Coordenadas ciĺındricas e esféricas

Como vamos considerar os casos linear, ciĺındrico e esférico é útil lembrar
algumas definições. Em coordenadas esféricas para um campo escalar

ψ = ψ(r, θ, φ)
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e um campo vetorial

~V = ~V (Vr(r, θ, φ), Vθ(r, θ, φ), Vφ(r, θ, φ))

definimos as operações matemáticas gradiente e divergente como:

~∇ψ = r̂
∂ψ

∂r
+ θ̂

1

r

∂ψ

∂θ
+ φ̂

1

rsen(θ)

∂ψ

∂φ

e
~∇ · ~V =

1

r2sen(θ)

{

sen(θ)
∂

∂r
(r2Vr) + r

∂

∂θ
[sen(θ)Vθ] + r

∂Vφ

∂φ

}

Analogamente, em coordenadas ciĺındricas, para um campo escalar

Ψ = Ψ(r, φ, z)

e um campo vetorial

~W = ~W (Wr(r, φ, z),Wφ(r, φ, z),Wz(r, φ, z))

temos:
~∇Ψ = r̂

∂Ψ

∂r
+ φ̂

1

r

∂Ψ

∂φ
+ ẑ

∂Ψ

∂z

~∇ · ~W =
1

r

∂

∂r
(rWr) +

1

r

∂Wφ

∂φ
+
∂Wz

∂z

As definições acima serão utilizadas para reescrever em coordenadas ciĺındri-
cas e esféricas as versões relativ́ısticas das equações de Euler e da Con-
tinuidade dadas por (3.17) e (3.20) respectivamente:

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v = − 1

(ε+ p)γ2

(

~∇p+ ~v
∂p

∂t

)

(3.53)

∂ρB

∂t
+ γ2vρB

(

∂v

∂t
+ ~v · ~∇v

)

+ ~∇ · (ρB~v) = 0 (3.54)

Por causa da simetria dos problemas a serem estudados, vamos considerar
apenas a componente radial destas equações. Utilizando as operações de
gradiente e divergente na direção radial podemos reescrever (3.53) e (3.54)
numa forma que engloba as duas situações unidimensionais:

∂v

∂t
+ v

∂v

∂X
=

(v2 − 1)

(ε+ p)

(

∂p

∂X
+ v

∂p

∂t

)

(3.55)
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(1− v2)
(

∂ρB

∂t
+ ρB

∂v

∂X
+ v

∂ρB

∂X
+ η

ρBv

X

)

+ vρB

(

∂v

∂t
+ v

∂v

∂X

)

= 0 (3.56)

pois temos ~v = vX̂, com X̂ um versor na direção da coordenada X, rela-
cionada com η por

η =











0⇒ X ≡ x caso linear
1⇒ X ≡ r caso radial ciĺındrico
2⇒ X ≡ r caso radial esférico

(3.57)

Notamos que a única diferença, além da troca de x por r (nas equações (3.55)
e (3.56)) entre a coordenada cartesiana e a coordenada radial, é a presença
do termo

ρBv

r

no caso ciĺındrico e
2ρBv

r

no caso esférico, ambos na equação da continuidade (3.56). Os dois casos
estão contidos na forma compacta

η
ρBv

X

de (3.56) quando η = 1 e η = 2 respectivamente. Se quisermos escrever as
equações da hidrodinâmica em termos de ε, podemos usar (3.37) na forma
p = cs

2ε em (3.55) e assim encontramos:

∂v

∂t
+ v

∂v

∂X
=

(v2 − 1)cs
2

(1 + cs2)ε

(

∂ε

∂X
+ v

∂ε

∂t

)

(3.58)

Analogamente, substituindo p = cs
2ε na relação de Gibbs (A.17) encon-

tramos:

ρB =
(1 + cs

2)ε− Ts
µB

(3.59)

que inserida em (3.56) leva a:

(1− v2)
{

∂

∂t

[

(1 + cs
2)ε− Ts
µB

]

+
[

(1 + cs
2)ε− Ts
µB

]

∂v

∂X
+

+v
∂

∂X

[

(1 + cs
2)ε− Ts
µB

]

+ η
v

X

[

(1 + cs
2)ε− Ts
µB

]}

+
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+v
[

(1 + cs
2)ε− Ts
µB

](

∂v

∂t
+ v

∂v

∂X

)

= 0 (3.60)

Durante a execução das três etapas com (3.58) e (3.60), obtemos um
resultado que é um termo independente de σ, ou seja, é proporcional a σ0 e
aparece em (3.52):

σ0
[

∂

∂ξ

(

Ts

µB

)]

+ σ
(

. . .
)

+ σ2
(

. . .
)

+ σ3
(

. . .
)

+ . . . = 0

e então:
∂

∂ξ

(

Ts

µB

)

= 0 (3.61)

que significa que Ts
µB

é constante em relação a ξ e se lembrarmos de (3.43)
temos

∂

∂ξ

(

Ts

µB

)

=
σ1/2

R

∂

∂X

(

Ts

µB

)

= 0

De (3.43) temos:

X =
Rξσ +Rτ

σ3/2

e conseqüentemente
1

X
=

σ3/2

(Rξσ +Rτ)

Como σ < 1 é razoável supor que:

Rξσ < Rτ (3.62)

e portanto:
1

X
∼= σ3/2

Rτ
(3.63)

A aproximação (3.62) implica que, no espaço (X − t) existe um “horizonte”
definido por:

X < 2cst (3.64)

dentro do qual são válidas as equações diferenciais aqui obtidas. Finalmente,
usando a aproximação (3.63) na solução do sistema dos termos proporcionais
a σ e σ2, pois desprezaremos os termos σ3, σ4, . . . conforme já mencionamos,
encontramos no espaço (X − t):

∂ε̂1

∂t
+ cs

∂ε̂1

∂X
+ cs

[(

3

2
− cs2

)

1

(1 + cs2)
− 1

2

]

ε̂1
∂ε̂1

∂X
+
η

2t
ε̂1 = 0 (3.65)
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Esta equação é do tipo (3.47) com o termo dependente da geometria (pro-
porcional a η) e um novo termo dado por

cs
∂ε̂1

∂X

É curioso que em (3.65) temos a equação para ε̂1. Essa nova função é ε̂1 ≡
σε1. Este termo está em (3.50):

ε̂ = 1 + σε1 + σ2ε2 + . . . = 1 + ε̂1 + ε̂2 + . . . (3.66)

Comparando (3.26):

ε(x, y, z, t) = ε0 + δε(x, y, z, t)

com (3.66) escrita na forma ε = ε0 + ε0ε̂1 + ε0σ
2ε2 + . . . verificamos que

ε0ε̂1 = δε(x, y, z, t)

ou seja, é o mesmo tipo de perturbação na densidade de energia discutido
na seção 3.4, mas que agora, quando termos não-lineares são considerados,
obedece a uma equação diferencial diferente.

3.6 Hidrodinâmica relativ́ıstica com fonte

3.6.1 Motivação

As equações da hidrodinâmica descrevem o movimento de um fluido, durante
o qual a energia é conservada. Em algumas situações a energia pode entrar
ou sair do fluido e este ganho ou perda aparece na equação de Euler na forma
de um termo de inomogeneidade. Por exemplo, nas colisões de ı́ons pesados
estudadas no RHIC, o fenômeno de “jet-quenching” indica que podemos es-
tudar experimentalmente a passagem de um parton rápido por um meio em
equiĺıbrio térmico com a conseqüente deposição apreciável de energia neste
meio. Assim, ao estudarmos a evolução do meio, temos que levar em conta
o fato de que, durante esta evolução, a energia aumenta, sendo “injetada”
no fluido pelo parton. As equações que governam este movimento “forçado”
são [39, 40, 41]:

∂µT
µν = Jν (3.67)
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onde Jν representa o termo de fonte descrevendo o “parton perturbador”
que atravessa rapidamente o meio e também interage com ele. O termo
inomogêneo em (3.67) é dado por [41]:

∂µT
µν = F ν = fµδ3(~x− ~vt)

√
1− v2 (3.68)

onde v é a velocidade constante do quark que atravessa o meio dado por um
plasma de Yang-Mills a uma temperatura finita.

3.6.2 Equação de Euler relativ́ıstica com fonte

A versão relativ́ıstica da equação de Euler com um termo de fonte é:

∂µT
µν = f ν (3.69)

vamos reescrevê-la na forma ∂µT
µν − f ν = 0 e projetá-la na direção perpen-

dicular a uµ:
∂νT

ν
µ − fµ − uµu

ν∂αT
α
ν + uµu

νfν = 0 (3.70)

Podemos verificar que (3.70) é a projeção perpendicular pois, quando a mul-
tiplicamos por uµ temos:

uµ∂νT
ν
µ − uµfµ − uµuµu

ν∂αT
α
ν + uµuµu

νfν = 0

Usando (3.4) na equação acima temos:

uµ∂νT
ν
µ − uµfµ − uν∂αT

α
ν + uνfν = 0

Combinando (3.70) e (3.8) obtemos:

∂ν [(ε+ p)uµu
ν − pgν

µ]− fµ − uµu
ν∂α[(ε+ p)uνu

α − pgα
ν ] + uµu

νfν = 0

ou:

uµ∂ν [(ε+ p)uν] + (ε+ p)uν(∂νuµ)− ∂µp− fµ − uµu
ν{∂α[(ε+ p)uα]}uν+

−uµu
ν [∂αuν](ε+ p)uα + uµu

ν∂νp+ uµu
νfν = 0

Usando (3.4) e (3.7) chegamos a

(ε+ p)uν(∂νuµ) = ∂µp− uµu
ν∂νp+ fµ − uµu

νfν (3.71)
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Notamos que quando não há fonte (fµ = (0,~0)) a equação acima se reduz a
(3.14). Quando µ = 0 temos:

(ε+p)γ
[

∂γ

∂t
+(~v · ~∇)γ

]

=
∂p

∂t
−γ2

[

∂p

∂t
+(~v · ~∇)p

]

+f0−γ2(f0−~v · ~f) (3.72)

e quando µ = j temos:

−(ε+p)γ
[

∂(γvj)

∂t
+(~v·~∇)(γvj)

]

= ∂jp−γ2vj
[

∂p

∂t
+(~v·~∇)p

]

−f j+γ2vj(f0−~v· ~f)

(3.73)
Isolando

∂p

∂t
+ (~v · ~∇)p

em (3.72) e substituindo em (3.73) encontramos a versão relativ́ıstica da
equação de Euler com fonte:

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v = − 1

(ε+ p)γ2

(

~∇p+ ~v
∂p

∂t
+ f0~v − ~f

)

(3.74)

Sem fonte esta equação se reduz a (3.17).

3.6.3 Equação de quebra de onda forçada

Nossa fonte (inspirada por (3.68)) é dada por:

fµ = (f 0, ~f) = (f 0, ~V f 0) (3.75)

com

f 0 =
σ5/2

R
βδ
(

σ1/2

R
(x− V t)

)

(3.76)

com ~V sendo a velocidade do parton perturbador na direção cartesiana x e
β uma constante ajustando a intensidade da força do fluido que atua neste
parton. O argumento

σ1/2

R
(x− V t)

da delta de Dirac em (3.76) define nossas variáveis tipo “stretched”:

ξ = σ1/2 (x− V t)
R

, τ = σ3/2V t

R
(3.77)
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Aplicando agora nossa expansão que envolve usar (3.48), (3.50), (3.51), (3.52)
e (3.77) na combinação de (3.74) e (3.20) obtemos:

∂ε1

∂τ
+
[(

3cs
2

2V 2
− cs2

)

1

(1 + cs2)
− 1

2

]

ε1
∂ε1

∂ξ
=

V β

2cs2ε0
δ(ξ) (3.78)

No caso em que V = cs e β = 0 (sem fonte) recuperamos (3.65) no epaço
ξ − τ com X = x. A equação (3.78) acima é a equação de quebra de onda
inomogênea ou forçada.
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Caṕıtulo 4

Matéria Nuclear

4.1 Motivação

Vimos que a equação de KdV dada por (2.1):

∂f

∂t
+ αf

∂f

∂x
+ β

∂3f

∂x3
= 0

contém um termo de terceira derivada espacial. Vamos mostrar que a KdV
pode ser obtida através da combinação da equação de Euler com a equação
da continuidade na hidrodinâmica relativ́ıstica. Na equação de Euler, que é
dada por

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v = − 1

(ε+ p)γ2

(

~∇p+ ~v
∂p

∂t

)

notamos que há um gradiente de pressão. Esta está relacionada com a den-
sidade de energia ε através da equação de estado (EOS) p = cs

2ε, onde cs é
a velocidade do som na matéria nuclear. Este gradiente é reescrito na forma:

~∇p = cs
2~∇ε

Das equações acima podemos concluir que um termo de terceira derivada
espacial aparecerá se tivermos a seguinte forma para a densidade de energia:

ε ∝ ... + ...~∇2ρB + ...

pois assim teremos:

~∇p ∝ ~∇(...+ ...~∇2ρB + ...) ∝ ...+ ...~∇(~∇2ρB)...+ ...
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Vamos mostrar como obter ~∇p ∝ ~∇(~∇2ρB) na matéria nuclear, partindo
da teoria relativ́ıstica mais simples que é a “Quantum Hadrodynamics”, ou
QHD [33]. Isto pode ser feito de duas maneiras:

1) Conservando a teoria original e mudando o esquema de aproximações
usadas para tratá-la ou 2) modificando a teoria original com a inclusão de
novos termos na lagrangiana.

Vamos iniciar este caṕıtulo descrevendo a alternativa 2) e mais tarde, de
forma resumida a alternativa 1).

A QHD não possui derivadas de ordem superior nos campos fermiônicos
e na sua utilização envolvendo a aproximação mais simples de campo médio
(MFT ), onde as derivadas dos campos mesônicos são desprezadas, não prevê
a formação e propagação de solitons. No entanto, solitons podem surgir
se modificarmos a densidade de lagrangiana, LQHD, com a adição de um
termo que dê origem ao laplaciano da densidade bariônica na densidade de
energia. Vamos mostrar que, com a adição do novo termo, basta prosseguir
no formalismo e naturalmente obteremos a KdV em uma dimensão:

∂ρ1

∂t
+ αρ1

∂ρ1

∂x
+ β

∂3ρ1

∂x3
= 0

onde ρ1 é uma pequena perturbação na densidade bariônica em relação à
densidade de equiĺıbrio do sistema. O termo adicionado a LQHD sobreviverá
no novo esquema de aproximação MFT e desempenha o papel de pequena
correção ao termo usual já existente que envolve o acoplamento entre o campo
fermiônico e o campo vetorial:

gV ψ̄Vµγ
µψ

Desta maneira construimos uma QHD modificada, MQHD, com as vir-
tudes da QHD usual e que comporta solitons. A MQHD é a maneira 2)
mencionada acima.

Tal modificação será apresentada na seção seguinte e por isso detalhamos
vários cálculos neste caṕıtulo pois queremos evidenciar sua contribuição na
QHD e observar sua “propagação” pelas expressões.
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4.2 Modificação mı́nima na QHD

Vamos acrescentar à lagrangiana da QHD [33] um novo termo que chamare-
mos de “termo-d”:

termo-d ≡ d
gV

mV
2
ψ̄(∂ν∂

νVµ)γ
µψ (4.1)

que passará a ser:

L = LQHD+termo-d = ψ̄[γµ(i∂
µ−gV V

µ)−(M−gSφ)]ψ+
1

2

(

∂µφ∂
µφ−mS

2φ2
)

+

−1

4
FµνF

µν +
1

2
mV

2VµV
µ − b

3
φ3 − c

4
φ4 + d

gV

mV
2
ψ̄(∂ν∂

νVµ)γ
µψ (4.2)

O parâmetro d é livre e atuará como um “marcador”, pois para d = 0 temos
a QHD usual e quando d = 1 o acoplamento é o padrão dado por gV . Outros
valores de d implicarão em correções em gV .

Podemos fazer uma estimativa da ordem de grandeza de (4.1) da seguinte
maneira:

(

∂

mV

)2

→
(

p

mV

)2

∼ kF
2

mV
2
∼ 0.12 (4.3)

onde o momento de Fermi é kF ' 0.28 GeV e mV ' 0.8 GeV. Vemos que
(4.1) é apenas uma pequena correção a gV ψ̄Vµγ

µψ conforme mencionamos!
A forma escolhida para a interação dada por (4.1) não é regida por ne-

nhum argumento de simetria e não tem outra justificativa mais profunda. O
acoplamento derivativo (4.1) é apenas um posśıvel termo de interação usado
como protótipo para explorar os efeitos de ordens mais altas nas derivadas
dos campos.

4.3 Equações de movimento

Como (4.2) possui derivadas de ordem mais alta, as equações de Euler-
Lagrange são dadas por (B.4):

∂L
∂ηi
− ∂µ

∂L
∂(∂µηi)

+ ∂µ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

= 0 (4.4)

cuja dedução está no apêndice. Os campos ηi são dados por ηi = ψ, φ, V µ.
Usando (4.4) com (4.2) para o campo ψ encontramos:

[

γµ(i∂
µ − gV V

µ)− (M − gSφ) + d
gV

mV
2
(∂ν∂

νVµ)γ
µ
]

ψ = 0 (4.5)
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Analogamente para o campo φ encontramos:

(∂µ∂
µ +mS

2)φ = gSψ̄ψ − bφ2 − cφ3 (4.6)

Lembrando a definição de Fµν :

Fµν = ∂µVν − ∂νVµ

podemos reescrever o termo: −1
4
FµνF

µν em (4.2) como:

−1

4
FµνF

µν =
1

2
∂µVν∂

νV µ − 1

2
∂µVν∂

µV ν

e assim (4.2) se transforma em:

L = ψ̄[γµ(i∂
µ− gV V

µ)− (M − gSφ)]ψ+
1

2

(

∂µφ∂
µφ−mS

2φ2
)

+
1

2
∂µVν∂

νV µ+

−1

2
∂µVν∂

µV ν +
1

2
mV

2VµV
µ − b

3
φ3 − c

4
φ4 + d

gV

mV
2
ψ̄(∂ν∂

νVµ)γµψ (4.7)

Usando (4.4) e (4.7) para o campo V µ encontramos:

∂µF
µν +mV

2V ν = gV ψ̄γ
νψ − d gV

mV
2
∂µ∂

µ(ψ̄γνψ) (4.8)

4.4 Aproximação de Campo Médio (MFT )

4.4.1 Por que MFT?

No contexto de modelos da matéria nuclear infinita a aproximação de campo
médio usual, conforme [33], é baseada em dois argumentos fortes:

a) as fontes bariônicas são intensas e seus acoplamentos com os campos
mesônicos são fortes. Logo o número de ocupação dos estados mesônicos é
grande e podemos assumir que os campos mesônicos são clássicos.

b) a matéria nuclear infinita é estática, homogênea e isotrópica. Logo
podemos desprezar todas as derivadas dos campos mesônicos.

Sendo assim, podemos fazer as substituições

Vµ →< Vµ >≡ δµ0V0 (4.9)

e
φ→< φ >≡ φ0 (4.10)

em L e nas equações de movimento. Após estas substituições desprezamos
todas as derivadas espaciais e temporais de V0 e φ0.
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4.4.2 Equações de movimento na MFT

Fazendo as substituições de (4.9) e (4.10) nas equações de movimento (4.5)
e (4.6) encontramos:

[

iγµ∂
µ − gV γ0V0 − (M − gSφ0)

]

ψ = 0 (4.11)

(∂µ∂
µ +mS

2)φ0 = gSψ̄ψ − bφ0
2 − cφ0

3 (4.12)

Substituindo (4.9) e (4.10) em (4.8):

∂µ(∂µδν0V0 − ∂νδµ0V0) +mV
2δν0V0 = gV ψ̄γ

νψ − d gV

mV
2
∂µ∂

µ(ψ̄γνψ)

ou seja:

∂0∂
0δν0V0 − ~∇2(δν0V0)− ∂0∂

νV0 +mV
2δν0V0 = gV ψ̄γ

νψ − d gV

mV
2
∂µ∂

µ(ψ̄γνψ)

que multiplicada por δν0 se transforma em:

−~∇2V0 +mV
2V0 = gV ψ̄γ

0ψ − d gV

mV
2
∂µ∂

µ(ψ̄γ0ψ) (4.13)

Finalmente, se desprezarmos todas as derivadas espaciais e temporais de V0

e φ0 nas equações de movimento (4.11), (4.12) e (4.13) obteremos:

[iγµ∂
µ − gV γ0V0 − (M − gSφ0)]ψ = 0 (4.14)

mS
2φ0 = gSψ̄ψ − bφ0

2 − cφ0
3 (4.15)

e
mV

2V0 = gV ψ̄γ
0ψ − d gV

mV
2
∂µ∂

µ(ψ̄γνψ) (4.16)

4.4.3 L na MFT

Para cálculo da densidade de energia ε na MFT com dependência no lapla-
ciano da densidade bariônica faz-se necessário reescrever (4.1) de tal forma
que o termo-d contenha derivadas em ψ̄γµψ, uma vez que a densidade bariô-
nica é dada por ρB = ψ̄γ0ψ.
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Outra razão para reescrevermos (4.1) no cálculo de ε é que na MFT nós
desprezamos todas as derivadas espaciais e temporais de V0 e φ0 e conseqüen-
temente a derivada

d
gV

mV
2
ψ̄(∂ν∂

νVµ)γ
µψ −→ (MFT ) −→ d

gV

mV
2
ψ̄(∂ν∂

νV0)γ
0ψ

será desprezada e então não veremos nenhum efeito do acoplamento deriva-
tivo no cálculo de ε. A contribuição do termo-d em (4.16) isoladamente não
é suficiente para o aparecimento de laplacianos em ρB conforme veremos
adiante. O acoplamento (4.1) está numa forma ideal para ser somado na
LQHD para cálculo das equações de movimento e interpretação f́ısica, porém
deve ser manipulado para fornecer as variações desejadas em ρB e isso é feito
conforme a seguir.

A ação S da teoria
(

usando por exemplo a forma mais detalhada, que é

(4.7)
)

é dada por:

S =
∫

d4xL =
∫

d4x{LQHD + termo-d} =

=
∫

d4xLQHD +
∫

d4x
{

d
gV

mV
2
ψ̄(∂ν∂

νVµ)γ
µψ
}

(4.17)

A integral contendo o termo de acoplamento derivativo pode ser feita medi-
ante integração por partes:

∫

d4x
{

d
gV

mV
2
ψ̄(∂ν∂

νVµ)γ
µψ
}

= −
∫

d4x
{

d
gV

mV
2
[∂ν(ψ̄γ

µψ)]∂νVµ

}

ou
∫

d4x
{

d
gV

mV
2
ψ̄(∂ν∂

νVµ)γ
µψ
}

= −d gV

mV
2

∫

d4x
{

[∂ν(ψ̄γ
µψ)]∂νVµ

}

(4.18)

onde o termo de superf́ıcie é nulo, ou seja:

[

(ψ̄γµψ)∂νVµ

]∣

∣

∣

∣

+∞

−∞
= 0

Fazendo novamente a integração por partes em (4.18) obtemos

∫

d4x
{

d
gV

mV
2
ψ̄(∂ν∂

νVµ)γ
µψ
}

= d
gV

mV
2

∫

d4x
{

[∂ν∂ν(ψ̄γ
µψ)]Vµ

}

(4.19)

47



onde novamente o termo de superf́ıcie é nulo, ou seja:

−
{

[∂ν(ψ̄γ
µψ)]Vµ

}∣

∣

∣

∣

+∞

−∞
= 0

Substituindo (4.19) em (4.17):

∫

d4xL =
∫

d4xLQHD + d
gV

mV
2

∫

d4x
{

[∂ν∂ν(ψ̄γ
µψ)]Vµ

}

resultando numa forma alternativa de L
(

que antes era dada por (4.7)
)

:

L = LQHD + d
gV

mV
2
[∂ν∂ν(ψ̄γ

µψ)]Vµ

ou ainda:

L = ψ̄[γµ(i∂
µ− gV V

µ)− (M − gSφ)]ψ+
1

2

(

∂µφ∂
µφ−mS

2φ2
)

+
1

2
∂µVν∂

νV µ+

−1

2
∂µVν∂

µV ν +
1

2
mV

2VµV
µ − b

3
φ3 − c

4
φ4 + d

gV

mV
2
[∂ν∂ν(ψ̄γ

µψ)]Vµ (4.20)

Agora substituiremos (4.9) e (4.10) em (4.20):

L0 = L
(

Vµ →< Vµ >≡ δµ0V0 , φ→< φ >≡ φ0

)

e encontraremos

L0 = ψ̄[(iγµ∂
µ − gV γ0V0)− (M − gSφ0)]ψ +

1

2

(

∂µφ0∂
µφ0 −mS

2φ0
2
)

+

+
1

2
(~∇V0)

2 +
1

2
mV

2V0
2 − b

3
φ0

3 − c

4
φ0

4 + d
gV

mV
2
[∂ν∂ν(ψ̄γ

0ψ)]V0 (4.21)

e por último basta desprezarmos todas as derivadas espaciais e temporais de
V0 e φ0 em (4.21) obtendo assim a versão final de L na MFT :

L∗ = ψ̄[(iγµ∂
µ − gV γ0V0)− (M − gSφ0)]ψ −

1

2
mS

2φ0
2 +

1

2
mV

2V0
2+

− b
3
φ0

3 − c

4
φ0

4 + d
gV

mV
2
[∂ν∂ν(ψ̄γ

0ψ)]V0 (4.22)
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4.5 Aproximação de campo médio modificada

(MMFT )

No que se segue, vamos introduzir uma esquema de aproximações que é uma
alternativa à teoria de campo médio usual. Continuamos a supor que os
campos mesônicos sejam clássicos, mas vamos introduzir inomogeneidades
pequenas espaciais e temporais. Estas últimas, no entanto serão desprezadas
com base no argumento seguinte. A propagação do número de barions na
matéria nuclear foi estudada em [79] com o aux́ılio da equação de difusão:

∂ρB

∂t
= D ~∇2ρB (4.23)

A constante de difusão D foi numericamente calculada como uma função
da densidade e da temperatura, sendo D ' 0.35 fm para densidades com-
paráveis com a densidade nuclear de equiĺıbrio e temperaturas da ordem de
80 MeV. O valor exato de D em T = 0 é desconhecido, mas sua dependência
com a temperatura e densidade é bem estável e uma extrapolação para T = 0
resulta em valores ainda menores do que 0.35 fm. Esse número é pequeno
quando comparado a qualquer escala de tamanho nuclear e pode ser interpre-
tado como um indicador do não desaparecimento muito rápido de gradientes
espaciais na matéria nuclear. Um gráfico dos valores de D e uma breve
discussão está no Apêndice C.

Além de desprezar a primeira derivada temporal de ρB, se usarmos (4.23)
duas vezes na segunda derivada temporal de ρB:

(

∂2ρB

∂t2

)

=
∂

∂t

(

D~∇2ρB

)

= D~∇2
(

∂ρB

∂t

)

= D2[~∇2(~∇2ρB)] (4.24)

podemos também desprezá-la pois além de D2 << 1 consideramos também
~∇2(~∇2ρB) < (~∇2ρB).

Conforme já mencionamos, a densidade bariônica é dada por ρB = ψ̄γ0ψ =
ψ†γ0γ0ψ = ψ†ψ e conseqüentemente quaisquer derivadas temporais envol-
vendo combinações de [∂0(ψ̄γ

0)] e (∂0ψ) também serão desprezadas. Como
as inomogeneidades espaciais tratadas aqui são pequenas, podemos dizer que
~∇2(~∇2ρB) < (~∇2ρB). Por outro lado, observando (4.16), vemos um termo
proporcional a m−4

V para o campo V0:

−d gV

mV
4
∂µ∂

µ(ρB)
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que, desprezando a segunda derivada temporal, se transforma em:

−d gV

mV
4
∂µ∂

µ(ρB) = d
gV

mV
4
~∇2(ρB)

Este é o termo dominante na nossa correção da teoria de campo médio e
portanto os únicos termos novos a serem considerados serão aqueles propor-
cionais a

~∇2(ρB)

mV
4

Quaisquer termos proporcionais am−n
V com n > 4 e proporcionais a [~∇2(ρB)]m

com m > 1 ou até mesmo proporcionais a combinações destes serão despreza-
dos.

Em resumo a MMFT apresentada aqui consiste em:

1o) Desprezar as derivadas temporais de ρB, pois D2 << 1. (4.25)

2o) Desprezar termos com [∂0(ψ̄γ
0)] ou (∂0ψ). (4.26)

3o) Desprezar termos proporcionais a m−n
V com n > 4 e proporcionais

a [~∇2(ρB)]m com m > 1 e suas combinações (4.27)

4.6 Densidade de energia a temperatura nula

Vamos calcular agora a densidade de energia ε a T = 0MeV . Para tal cálculo
utilizaremos o tensor energia-momento Tµν com (4.22), (4.14), (4.15) e (4.16).
Como (4.22) possui derivadas de ordem mais alta, utilizaremos (B.16) que é
o tensor energia-momento para L com derivadas de ordem superior:

T µ
ν =

∂L
∂(∂µηi)

(∂νηi)− gu
νL+ ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

(∂νηi)
]

− ∂L
∂(∂λ∂ληi)

(∂µ∂νηi)

(4.28)
que está deduzido no apêndice B. A densidade de energia pode ser escrita na
MFT da seguinte forma:

ε =< T00 >= −g00L∗ +
∂L∗

∂(∂0ψ)
∂0ψ +

[

∂0
∂L∗

∂(∂λ∂λψ)

]

(∂0ψ) (4.29)

onde L∗ é (4.22) na MFT , então:

ε = −ψ̄[(iγµ∂
µ−gV γ0V0)−(M−gSφ0)]ψ+

1

2
mS

2φ0
2−1

2
mV

2V0
2+

b

3
φ0

3+
c

4
φ0

4+
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−d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)] + iψ̄γ0∂0ψ + d

gV

mV
2
V0[∂0(ψ̄γ

0)](∂0ψ) (4.30)

Reescrevendo os termos

−ψ̄[(iγµ∂
µ − gV γ0V0)− (M − gSφ0)]ψ + iψ̄γ0∂0ψ

de (4.30) e com uso da equação de movimento (4.14) temos:

−ψ̄[(iγµ∂
µ − gV γ0V0)− (M − gSφ0)]ψ + iψ̄γ0∂0ψ =

−iψ̄γ0~α · ~∇ψ + gV (ψ̄γ0ψ)V0 + ψ̄(M − gSφ0)ψ

e então (4.30) assume a forma:

ε =
1

2
mS

2φ0
2− 1

2
mV

2V0
2+

b

3
φ0

3+
c

4
φ0

4−d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]−iψ̄γ0~α· ~∇ψ+

+gV (ψ̄γ0ψ)V0 + ψ̄(M − gSφ0)ψ + d
gV

mV
2
V0[∂0(ψ̄γ

0)](∂0ψ) (4.31)

Lembramos que a densidade bariônica é dada por

ρB = ψ̄γ0ψ = ψ†γ0γ0ψ = ψ†ψ (4.32)

e a massa efetiva do núcleon é definida por

M∗ = M − gSφ0 (4.33)

e também que, conforme (D.10) do apêndice D, temos:

−iψ̄γ0~α · ~∇ψ + ψ̄M∗ψ =

= ψ†(−i~α · ~∇+ γ0M
∗)ψ −→ γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 (4.34)

Utilizando então (4.32), (4.33) e (4.34) em (4.31) encontramos

ε =
1

2
mS

2φ0
2 − 1

2
mV

2V0
2 +

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4 + gV ρBV0+

+
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 − d gV

mV
2
V0(∂

λ∂λρB)+

+d
gV

mV
2
V0[∂0(ψ̄γ

0)](∂0ψ) (4.35)
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O campo φ0 é dado por (4.33):

φ0 =
(M −M∗)

gS
(4.36)

e o campo V0 é dado por sua equação de movimento (4.16) com uso de (4.32):

V0 =
gV

mV
2
ρB − d

gV

mV
4
∂µ∂

µ(ρB) (4.37)

Inserindo (4.36) e (4.37) em (4.35) encontramos:

ε =
mS

2

2gS
2
(M −M∗)2 − mV

2

2

[

gV

mV
2
ρB − d

gV

mV
4
∂µ∂

µ(ρB)
]2

+

+b
(M −M∗)3

3gS
3

+ c
(M −M∗)4

4gS
4

+

+gV ρB

[

gV

mV
2
ρB − d

gV

mV
4
∂µ∂

µ(ρB)
]

+
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2

−d gV

mV
2

[

gV

mV
2
ρB − d

gV

mV
4
∂µ∂

µ(ρB)
]

(∂λ∂λρB)+

+d
gV

mV
2

[

gV

mV
2
ρB − d

gV

mV
4
∂µ∂

µ(ρB)
]

[∂0(ψ̄γ
0)](∂0ψ) =

=
mS

2

2gS
2
(M −M∗)2 − gV

2

2mV
2
ρB

2 + d
gV

2

mV
4
ρB∂µ∂

µ(ρB)− d2 gV
2

2mV
6

[

∂µ∂
µ(ρB)

]2

+b
(M −M∗)3

3gS
3

+ c
(M −M∗)4

4gS
4

+

+
gV

2

mV
2
ρB

2 − d gV
2

mV
4
ρB∂µ∂

µ(ρB) +
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2

−d gV
2

mV
4
ρB∂µ∂

µ(ρB) + d2 gV
2

mV
6

[

∂µ∂
µ(ρB)

]2

+d
gV

mV
2

[

gV

mV
2
ρB − d

gV

mV
4
∂µ∂

µ(ρB)
]

[∂0(ψ̄γ
0)](∂0ψ) =
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ou melhor:

ε =
gV

2

2mV
2
ρB

2 +
mS

2

2gS
2
(M −M∗)2 + b

(M −M∗)3

3gS
3

+ c
(M −M∗)4

4gS
4

+

+
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 − d gV

2

mV
4
ρB

(

∂2ρB

∂t2
− ~∇2ρB

)

+d2 gV
2

2mV
6

(

∂2ρB

∂t2
− ~∇2ρB

)2

+d
gV

mV
2

[

gV

mV
2
ρB − d

gV

mV
4
∂µ∂

µ(ρB)
]

[∂0(ψ̄γ
0)](∂0ψ) (4.38)

A expressão final de ε obtida com as aproximações (4.25), (4.26) e (4.27) na
equação acima:

ε =
gV

2

2mV
2
ρB

2 +
mS

2

2gS
2
(M −M∗)2 + b

(M −M∗)3

3gS
3

+ c
(M −M∗)4

4gS
4

+

+
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 + d

gV
2

mV
4
ρB
~∇2ρB (4.39)

4.7 QHD modificada a temperatura finita

4.7.1 Operadores hamiltoniano e número bariônico

Vamos agora utilizar a lagrangiana e as equações de movimento na MFT
dadas por (4.22), (4.14), (4.15) e (4.16) em unidades naturais com kB = 1.

Para descrever um sistema a temperatura finita é necessário conhecermos
sua função de partição (conforme (A.27)), o que nos leva ao cálculo do o-
perador hamiltoniano Ĥ e do operador número bariônico B̂, com µB sendo
o potencial barioqúımico.

O operador número bariônico B̂ está relacionado com o operador

B̂ =
∫

d3x ψ̄γ0ψ

pois as medidas das grandezas são tomadas com relação ao vácuo, logo o
número de barions observado é definido pela subtração do valor esperado de
B̂ no vácuo:

B̂ = B̂ − 〈0|B̂|0〉V0=φ0=0 (4.40)
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Utilizamos (D.29) para cálculo de B̂:

B̂ =
∫

d3x ψ̄γ0ψ = ψ†ψ =

=
1

V

∫

d3x
∑

~k′,λ′

∑

~k,λ

{

(A†′U †′AU)e−i(~k′−~k)·~xei[E+(~k′)−E+(~k)]t

+(B′V†′B†V)ei(~k′−~k)·~xei[E−(−~k′)−E−(−~k)]t
}

Usando agora (D.32), (D.33) e o ordenamento normal dado por (D.34) en-
contramos

B̂ =
1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(A†A+BB†) =
1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(A†A−B†B + 1) (4.41)

Substituindo (4.41) em (4.40) temos a versão definitiva para o operador
número bariônico:

B̂ = B̂ − 〈0|B̂|0〉V0=φ0=0 =
1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(A†A−B†B + 1)+

− 1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

〈0|
∑

~k,λ

(A†A− B†B + 1)|0〉 =

onde usamos a notação compacta 〈0|(. . .)|0〉 ≡ 〈0|(. . .)|0〉V0=φ0=0. Na equação
acima observamos que:

B̂ =
1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(A†A− B†B) +
1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

1− 1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

〈0|A†A|0〉

+
1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

〈0|B†B|0〉 − 1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

〈0|1|0〉

e finalmente:
B̂ =

∑

~k,λ

(

A†A− B†B
)

(4.42)

O operador hamiltoniano Ĥ está relacionado com o operador

Ĥ =
∫

d3x T̂00

54



que, com (4.28), (4.22) e (4.14) assume a forma:

Ĥ =
∫

d3x

{

− g00L∗ +
∂L∗

∂(∂0ψ)
∂0ψ +

[

∂0
∂L∗

∂(∂λ∂λψ)

]

(∂0ψ)

}

=
∫

d3x

{

1

2
mS

2φ0
2 − 1

2
mV

2V0
2 +

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

}

+

+
∫

d3x

{

− d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)] + iψ̄γ0∂0ψ + d

gV

mV
2
V0[∂0(ψ̄γ

0)](∂0ψ)

}

(4.43)
Usando (4.26) em (4.43) obtemos:

Ĥ =
∫

d3x

{

1

2
mS

2φ0
2 − 1

2
mV

2V0
2 +

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4+

−d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]

}

+
∫

d3x
{

iψ̄γ0∂0ψ
}

(4.44)

Utilizando (D.29) no termo
∫

d3x
{

iψ̄γ0∂0ψ
}

de (4.44) encontramos:

Ĥ = −V
(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

+ V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]

+
∫

d3x
i

V

∑

~k′,λ′

∑

~k,λ

{

(A†′U †′AU)e−i(~k′−~k)·~xei[E+(~k′)−E+(~k)]t(−iE+(~k))

+(B′V†′B†V)ei(~k′−~k)·~xei[E−(−~k′)−E−(−~k)]t(−iE−(−~k))
}

e usando (D.32) e (D.33) chegamos a:

Ĥ = −V
(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

+ V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]+

1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(

E+(~k)A†A+E−(−~k)BB†
)

(4.45)
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Usando (D.40) e (D.41) para as energias E+ e E− temos:

Ĥ = −V
(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

+ V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)] +

1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

{[

gV V0 + (~k2 +M∗2)1/2
]

A†A+

+
[

gV V0 − (~k2 +M∗2)1/2
]

BB†
}

ou ainda:

Ĥ = −V
(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

+ V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]+

+
1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

gV V0(A
†A +BB†) +

1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2(A†A− BB†)

Identificando (4.41) e usando as relações de anticomutação (D.34) no último
termo, encontramos

Ĥ = −V
(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

+ V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)] + gV V0B̂+

+
1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2(A†A+B†B)− 1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2 (4.46)

O operador hamiltoniano é então calculado por

Ĥ = Ĥ − 〈0|Ĥ|0〉V0=φ0=0 (4.47)

e com o uso de (4.46) chegamos a:

Ĥ = Ĥ − 〈0|Ĥ|0〉V0=φ0=0 =

−V
(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

+ V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+
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−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)] + gV V0

(

B̂ − 〈0|B̂|0〉V0=φ0=0

)

+

+
1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2(A†A+B†B)− 1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2+

−〈0|
{

− V
(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

+ V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]+

+
1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2(A†A+B†B)− 1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2

}

|0〉

onde temos que prestar atenção no termo gV V0

(

B̂ − 〈0|B̂|0〉V0=φ0=0

)

. Lem-

brando que 〈0|(. . .)|0〉 ≡ 〈0|(. . .)|0〉V0=φ0=0 e usando (4.40) encontramos a

expressão final de Ĥ:

Ĥ = −V
(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

+ V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)] + gV V0B̂+

+
1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2(A†A+B†B)− 1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2+

−〈0| 1
V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2+M∗2)1/2(A†A+B†B)|0〉+〈0| 1
V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2+M∗2)1/2|0〉

ou seja:

Ĥ = −V
(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

+ V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)] + gV V0B̂ +

1

V

∫

d3x
∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2(A†A+B†B)

(4.48)
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4.7.2 Função de partição e potencial termodinâmico

Com a função de partição Z dada por (A.27) podemos calcular o potencial
termodinâmico total Ω dado por (A.29) que pode ser reescrito como [80]:

Ω(T, V, µB) = −T ln

{

Tr
[

e
−(Ĥ−µBB̂)

T

]

}

(4.49)

O potencial termodinâmico total também pode ser escrito como:

Ω(T, V, µB) =
∑

k

Ωk (4.50)

onde Ωk é o potencial termodinâmico do k-ésimo estado. Usando o operador
(4.48) em (4.49) podemos escrever Ωk como:

Ωk = −T ln

{

Tr
{

exp

[

V

T

(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

− V

T

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+

+
V

T
d
gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]+

− 1

T
(~k2 +M∗2)1/2(A†A +B†B) +

(µB − gV V0)

T
B̂

]

}

}

que, com o uso de (4.42) se transforma em:

Ωk = −T ln

{

Tr
{

exp

[

V

T

(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

− V

T

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+

+
V

T
d
gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]+

− 1

T
(~k2 +M∗2)1/2(A†A+B†B) +

1

T
(µB − gV V0)(A

†A− B†B)

]

}

}

ou ainda:

Ωk = −T ln

{

Tr
{

exp

[

V

T

(

1

2
mV

2V0
2 − 1

2
mS

2φ0
2

)

− V

T

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+

+
V

T
d
gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)] + αA†A+ βB†B

]

}

}

(4.51)
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onde

α ≡ −(~k2 +M∗2)1/2 + (µB − gV V0)

T
(4.52)

e

β ≡ −(~k2 +M∗2)1/2 − (µB − gV V0)

T
(4.53)

Pelo Prinćıpio de Pauli os números de ocupação em cada estado assumem
apenas valores 0 e 1. Assim uma maneira mais completa de escrever (4.51)
é:

Ωk = −T ln
1
∑

N=0

{

Tr
{

exp

[

N
V

T

(

1

2
mV

2V0
2−1

2
mS

2φ0
2

)

−N V

T

(

b

3
φ0

3+
c

4
φ0

4

)

+

+N
V

T
d
gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]

]

}

}

+

−T
1
∑

N=0

ln〈N |eN(αA†A)|N〉 − T
1
∑

N=0

ln〈N |eN(βB†B)|N〉

Escrevendo as somas explicitamente temos:

Ωk =
V

2
(mS

2φ0
2 −mV

2V0
2) + V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]+

−T ln
[

〈0|1|0〉+ 〈1|e(αA†A)|1〉
]

− T ln
[

〈0|1|0〉+ 〈1|e(βB†B)|1〉
]

(4.54)

Lembramos que:
〈0|1|0〉 = 1

e

〈1|e(αA†A)|1〉 = 〈1|
(

1+αA†A+
α2

2
A†AA†A+ . . .

)

|1〉 = 1+α+
α2

2
+ . . . = eα

pois 〈1|(A†A)j|1〉 = 1, onde j é o número de vezes que A†A atua nos estados.
De maneira análoga:

〈1|e(βB†B)|1〉 = eβ
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Substituindo as expressões acima em (4.54) temos:

Ωk =
V

2
(mS

2φ0
2 −mV

2V0
2) + V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]− T ln

[

1 + eα
]

− T ln
[

1 + eβ
]

(4.55)

Ainda reescreveremos as constantes α e β como em [80]:

α ≡ −(~k2 +M∗2)1/2 + (µB − gV V0)

T
≡ −(h− ν)

T
(4.56)

e

β ≡ −(~k2 +M∗2)1/2 − (µB − gV V0)

T
≡ −(h + ν)

T
(4.57)

onde h é a energia dada por

h ≡ (~k2 +M∗2)1/2 (4.58)

e ν o potencial barioqúımico efetivo definido por

ν ≡ (µB − gV V0) (4.59)

A versão final do k-ésimo potencial termodinâmico é dada pela substituição
de (4.56) e (4.57) em (4.55):

Ωk =
V

2
(mS

2φ0
2 −mV

2V0
2) + V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]− T ln

[

1 + e−(h−ν)/T
]

− T ln
[

1 + e−(h+ν)/T
]

(4.60)

O potencial termodinâmico total é dado pela soma nos k-ésimos estados
fermiônicos, como definido em (4.50):

Ω(T, V, µB) =
V

2
(mS

2φ0
2 −mV

2V0
2) + V

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]− T

∑

~k,λ

{

ln
[

1 + e−(h−ν)/T
]

+ ln
[

1 + e−(h+ν)/T
]

}

(4.61)
Esta expressão é muito semelhante ao potencial termodinâmico encontrado
em [80]. A diferença é que (4.61) contém o termo termo-d:

−V d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]
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4.7.3 Grandezas termodinâmicas

Agora estamos preparados para o cálculo da densidade bariônica, densidade
de entropia, densidade de energia e pressão na QHD modificada, pois estas
grandezas dependem de Ω dado por (4.61).

Para tanto necessitamos conhecer algumas relações. Primeiro identificare-
mos em nossos cálculos os números de ocupação de part́ıculas e antipart́ıculas
dados respectivamente por:

n~k = n~k(T, ν) ≡
1

1 + e(h−ν)/T
(4.62)

n̄~k = n̄~k(T, ν) ≡
1

1 + e(h+ν)/T
(4.63)

e suas relações:
1 + e−(h−ν)/T = (1− n~k)

−1 (4.64)

1 + e−(h+ν)/T = (1− n̄~k)
−1 (4.65)

e(h−ν)/T =
(1− n~k)

n~k

(4.66)

e

e(h+ν)/T =
(1− n̄~k)

n̄~k

(4.67)

Utilizando (A.32) temos:

ρB = − 1

V

(

∂Ω

∂µB

)

T,V
= − 1

V
(−T )

∑

~k,λ

[

e−(h−ν)/T

(1 + e−(h−ν)/T )

]

1

T
+

− 1

V
(−T )

∑

~k,λ

[

e−(h+ν)/T

(1 + e−(h+ν)/T )

](

− 1

T

)

=

=
1

V

{

∑

~k,λ

[

1

(1 + e(h−ν)/T )

]

−
∑

~k,λ

[

1

(1 + e(h+ν)/T )

]

}

que com o uso de (D.42), (4.62) e (4.63) assume a forma:

ρB =
γs

(2π)3

∫

d3k [n~k(T, ν)− n̄~k(T, ν)] (4.68)
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A densidade de entropia é calculada a partir de (A.33):

s = − 1

V

(

∂Ω

∂T

)

V,µB

=
1

V

∑

~k,λ

{

ln
[

1 + e−(h−ν)/T
]

+ ln
[

1 + e−(h+ν)/T
]

}

+

1

V
T

{

∑

~k,λ

e−(h−ν)/T

(1 + e−(h−ν)/T )

[

(h− ν)
T 2

]

+
∑

~k,λ

e−(h+ν)/T

(1 + e−(h+ν)/T )

[

(h+ ν)

T 2

]}

=

=
1

V

∑

~k,λ

{

ln
[

1 + e−(h−ν)/T
]

+ ln
[

1 + e−(h+ν)/T
]

+

+n~k ln
[

e(h−ν)/T
]

+ n̄~k ln
[

e(h+ν)/T
]

}

Usando (4.64) à (4.67) encontramos:

s =
1

V

∑

~k,λ

{

ln
[

(1− n~k)
−1
]

+ ln
[

(1− n̄~k)
−1
]

+

+n~k ln

[

(1− n~k)

n~k

]

+ n̄~k ln

[

(1− n̄~k)

n̄~k

]}

Agrupando os termos semelhantes e usando (D.42) obtemos:

s = − γs

(2π)3

∫

d3k
{

n~k(T, ν)ln
[

n~k(T, ν)
]

+
[

1− n~k(T, ν)
]

ln
[

1− n~k(T, ν)
]

+

+n̄~k(T, ν)ln
[

n̄~k(T, ν)
]

+
[

1− n̄~k(T, ν)
]

ln
[

1− n̄~k(T, ν)
]

}

(4.69)

Antes de calcularmos a pressão e a densidade de energia é importante
calcularmos o valor do campo V0 usando a equação de movimento (4.16):

V0 =
gV

mV
2
〈〈ψ̄γ0ψ〉〉 − d gV

mV
4
∂µ∂

µ
[

〈〈ψ̄γ0ψ〉〉
]

(4.70)

que para cálculo de 〈〈ψ̄γ0ψ〉〉 faz-se necessário lembramos de (A.32):

ρB ≡
〈〈B̂〉〉
V
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onde 〈〈B̂〉〉 significa a média do operador B̂ no ensemble e quando com-
paramos (4.68) com (4.42) podemos identificar o número de ocupação com a
média no ensemble dos operadores:

n~k = 〈〈A†
~k,λA~k,λ〉〉 (4.71)

e
n̄~k = 〈〈B†

−~k,λB−~k,λ〉〉 (4.72)

Então 〈〈ψ̄γ0ψ〉〉 é calculado com o aux́ılio de (D.29) à (D.34):

〈〈ψ̄γ0ψ〉〉 = 〈〈ψ†ψ〉〉 =
1

V

∑

~k,λ

[

〈〈A†
~k,λA~k,λ〉〉 − 〈〈B†

−~k,λB−~k,λ〉〉
]

que com o uso de (D.42), (4.71) e (4.72) nos leva a:

〈〈ψ̄γ0ψ〉〉 =
γs

(2π)3

∫

d3k [n~k(T, ν)− n̄~k(T, ν)]

Comparando a expressão acima com (4.68) podemos concluir que:

〈〈ψ̄γ0ψ〉〉 = ρB (4.73)

Temos assim o valor do campo V0 em temperatura finita dado por (4.73)
e (4.70):

V0 =
gV

mV
2
ρB − d

gV

mV
4
∂µ∂

µ(ρB) (4.74)

que é semelhante ao valor obtido a temperatura nula dado por (4.37).
Para calcularmos a pressão utilizamos (A.34)

p = −Ω(T, V, µB)

V

com (4.61):

p = −1

2
(mS

2φ0
2 −mV

2V0
2)−

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

+d
gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]+

T

V

∑

~k,λ

{

ln
[

1+e−(h−ν)/T
]

+ln
[

1+e−(h+ν)/T
]

}

(4.75)
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Fazendo as aproximações (4.25), (4.26), (4.27), e usando as relações (4.36),
(4.64), (4.65) e (4.74) em (4.75) temos:

p =
gV

2

2mV
2
ρB

2 − mS
2

2gS
2
(M −M∗)2 − b(M −M

∗)3

3gS
3

− c(M −M
∗)4

4gS
4

+

−d gV
2

mV
4
ρB
~∇2ρB − T

γs

(2π)3

∫

d3k
[

ln(1− n~k) + ln(1− n̄~k)
]

(4.76)

que é exatamente igual à pressão encontrada em [80] mas com o termo-d.
Para cálculo da densidade de energia utilizamos (A.35):

ε =
Ω(T, V, µB)

V
+ Ts+ µBρB

que, com o uso de (4.59), (4.61), (4.68) e (4.69), assume a forma:

ε =
1

2
(mS

2φ0
2 −mV

2V0
2) +

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

−d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)]− T

V

∑

~k,λ

{

ln
[

1 + e−(h−ν)/T
]

+ ln
[

1 + e−(h+ν)/T
]

}

+

−T γs

(2π)3

∫

d3k
{

n~kln
[

n~k

]

+
[

1− n~k

]

ln
[

1− n~k

]

+

+n̄~kln
[

n̄~k

]

+
[

1− n̄~k

]

ln
[

1− n̄~k

]

}

+ ν
γs

(2π)3

∫

d3k [n~k − n̄~k]+

+gV V0
γs

(2π)3

∫

d3k [n~k − n̄~k]

Na equação acima vamos substituir (4.64), (4.65) e (D.42) obtendo:

ε =
1

2
(mS

2φ0
2 −mV

2V0
2) +

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

−d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)] + T

γs

(2π)3

∫

d3k

{

ln
[

1− n~k

]

+ ln
[

1− n̄~k

]

}

+

−T γs

(2π)3

∫

d3k
{

n~kln
[

n~k

]

+
[

1− n~k

]

ln
[

1− n~k

]

+
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+n̄~kln
[

n̄~k

]

+
[

1− n̄~k

]

ln
[

1− n̄~k

]

}

+ ν
γs

(2π)3

∫

d3k [n~k − n̄~k]+

+gV V0
γs

(2π)3

∫

d3k [n~k − n̄~k]

Vamos agora reescrever os termos com os logaritmos na última expressão.
Então usamos (4.66) e (4.67):

ε =
1

2
(mS

2φ0
2 −mV

2V0
2) +

(

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4

)

−d gV

mV
2
V0[∂

λ∂λ(ψ̄γ
0ψ)] + T

γs

(2π)3

∫

d3k

{

h

T
(n~k + n̄~k) +

gV V0

T
(n~k − n̄~k)

}

(4.77)
Identificando novamente (4.68) e usando (4.36), (4.74) e as aproximações
(4.25), (4.26) e (4.27) em (4.77) encontramos a expressão final para a densi-
dade de energia em temperatura finita:

ε =
gV

2

2mV
2
ρB

2 +
mS

2

2gS
2
(M −M∗)2 + b

(M −M∗)3

3gS
3

+ c
(M −M∗)4

4gS
4

+

+d
gV

2

mV
4
ρB
~∇2ρB +

γs

(2π)3

∫

d3k h [n~k(T, ν) + n̄~k(T, ν)] (4.78)

que é igual à calculada em [80] mas com o termo-d. Vale notar que se somar-
mos a densidade de energia e a pressão usando (4.78) e (4.76) verificamos
que os termo-d se anulam e a relação de Gibbs dada por (A.17):

ε+ p = µBρB + Ts

é satisfeita, ou seja, nosso cálculos são consistentes com a termodinâmica.

4.8 Densidade de energia na QHD pura

sem MFT

Como foi dito na introdução deste caṕıtulo há duas maneiras de incluir ter-
mos com derivadas de ordem superior na QHD. A primeira é modificar a
lagrangiana introduzindo o termo-d e modificar também a aproximação de
campo médio. Esta estratégia foi apresentada nas seções anteriores. Agora
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vamos descrever a segunda maneira de obter termos com laplacianos na
QHD. Ela consiste em:

? NÂO desprezar todas as derivadas dos campos mesônicos e

? NÃO adicionar nenhum termo-d.
Vamos apenas incluir pequenas inomogeneidades nos campos da QHD usual.

De forma análoga ao já feito neste caṕıtulo, porém sem desprezar derivadas
espaciais e temporais para V0 e φ0, encontramos ao invés de (4.22) a la-
grangiana usual da QHD com termos não-lineares:

L∗ = ψ̄[(iγµ∂
µ − gV γ0V0)− (M − gSφ0)]ψ +

1

2

(

∂µφ0∂
µφ0 −mS

2φ0
2
)

+

+
1

2
(~∇V0)

2 +
1

2
mV

2V0
2 − b

3
φ0

3 − c

4
φ0

4 (4.79)

Desta lagraniana são derivadas as equações de movimento:

−~∇2V0 +mV
2V0 = gV ψ̄γ

0ψ (4.80)

(∂µ∂
µ +mS

2)φ0 = gSψ̄ψ − bφ0
2 − cφ0

3 (4.81)

e
[

iγµ∂
µ − gV γ0V0 − (M − gSφ0)

]

ψ = 0 (4.82)

Utilizando (B.16) para o cálculo do tensor energia-momento e usando (4.79),
chegamos a:

ε =
1

2
(∂0φ0)

2 +
1

2
(~∇φ0)

2 − 1

2
(~∇V0)

2 +
1

2
mS

2φ0
2 − 1

2
mV

2V0
2+

+
b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4 + iψ̄γ0∂0ψ (4.83)

Multiplicando (4.82) por ψ̄ pela esquerda, podemos usar a relação resultante
para reescrever o termo iψ̄γ0∂0ψ em (4.83) como:

iψ̄γ0∂0ψ = −iψ̄γ0~α · ~∇ψ + gV ρBV0 + ψ̄M∗ψ (4.84)

onde ρB é a já conhecida densidade bariônica dada por ρB = ψ̄γ0ψ =
ψ†γ0γ0ψ = ψ†ψ e a massa efetiva do núcleon é definida por M∗ = M − gSφ0.
Dessa última relação, podemos substituir o campo escalar por φ0 = (M −
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M∗)/gS, como já fizemos. O termo −iψ̄γ0~α · ~∇ψ+ ψ̄M∗ψ em (4.84) pode ser
reescrito como [33]:

−iψ̄γ0~α· ~∇ψ+ψ̄M∗ψ = ψ†(−i~α· ~∇+γ0M
∗)ψ −→ γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2+M∗2)1/2

(4.85)
e então (4.84) torna-se:

iψ̄γ0∂0ψ = gV ρBV0 +
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 (4.86)

Substituindo então (4.86) em (4.83) encontramos:

ε =
1

2
(∂0φ0)

2 +
1

2
(~∇φ0)

2 − 1

2
(~∇V0)

2 +
1

2
mS

2φ0
2 − 1

2
mV

2V0
2 +

b

3
φ0

3+

+
c

4
φ0

4 + gV ρBV0 +
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 (4.87)

Integrando por partes o termo contendo gradiente ao quadrado de V0, a
densidade de energia pode ser reescrita como:

ε =
1

2
(∂0φ0)

2 +
1

2
(~∇φ0)

2 +
1

2
(V0

~∇2V0) +
1

2
mS

2φ0
2 − 1

2
mV

2V0
2 +

b

3
φ0

3+

+
c

4
φ0

4 + gV ρBV0 +
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 (4.88)

Multiplicando agora (4.80) por−V0/2 podemos usá-la para reescrever o termo

com 1
2
(V0

~∇2V0) e assim chegamos a:

ε =
1

2
(∂0φ0)

2 +
1

2
(~∇φ0)

2 +
1

2
gV ρBV0 +

1

2
mS

2φ0
2 +

b

3
φ0

3 +
c

4
φ0

4+

+
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 (4.89)

Na expressão acima não há nenhuma aproximação além de (4.9) e (4.10).
Ela contém as inomogeneidades nos campos V0 e φ0 dadas por suas derivadas.
Estes campos são clássicos mas dependem do espaço e do tempo.

A equação de movimento (4.80) pode ser reescrita como:

−~∇2V0 +mV
2V0 = gV ρB (4.90)
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Com base em (4.3) é razoável supor que
~∇2V0

m2
V

<< V0. Desprezando o lapla-

ciano na equação acima podemos obter uma estimativa de ordem zero para
V0:

V0 =
gV

mV
2
ρB (4.91)

Uma estimativa melhor de V0 é então obtida tomando o laplaciano de (4.91)
e inserindo-o no laplaciano que aparece em (4.90). A equação resultante é
então resolvida para V0 nos levando a:

mV
2V0 =

gV

mV
2
~∇2ρB + gV ρB

e conseqüentemente a:

V0 =
gV

mV
2
ρB +

gV

mV
4
~∇2ρB (4.92)

Inserindo agora (4.92) em (4.89) e escrevendo φ0 em termos de M∗ nós en-
contramos a seguinte expressão para ε:

ε =
1

2

{

∂

∂t

[

(M −M∗)

gS

]}2

+
1

2

{

~∇
[

(M −M∗)

gS

]}2

+
mS

2

2gS
2
(M −M∗)2+

+b
(M −M∗)3

3gS
3

+ c
(M −M∗)4

4gS
4

+
gV

2

2mV
2
ρB

2 +
gV

2

2mV
4
ρB
~∇2ρB+

+
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 (4.93)

A expressão acima depende apenas de M∗, de suas derivadas epaciais e tem-
porais, de ρB e seu laplaciano. M∗ é determinada pela condição ∂ε/∂M∗ =
0.

Estamos tratando as variáveis ρB, ~∇2ρB, M∗, ~∇M∗ e ∂M∗/∂t como in-
dependentes. Assim qualquer derivada de uma em relação às outras será
zero. Entretanto, se resolvêssemos exatamente a teoria de campos (4.2)
e pudéssemos determinar Ψ(~r, t), as combinações dos campos bariônicos

ρB = Ψ†(~r, t)Ψ(~r, t) e ~∇2ρB = ~∇2 [ Ψ†(~r, t)Ψ(~r, t) ] estariam também correla-
cionadas, pois os campos e suas derivadas estão acoplados pelas equações de
movimento. O mesmo argumento se aplica ao campo escalar φ, que também
satisfaz uma equação de movimento que contém campos acoplados com suas
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derivadas. Porém, uma solução exata da teoria não pode ser obtida analiti-
camente. Assim sendo, por simplicidade e por falta de solução numérica do
problema, vamos assumir que as variáveis mencionadas sejam independentes.

À temperatura finita, todos os cálculos são análogos aos já feitos neste
caṕıtulo e usando as mesmas aproximações já feitas nesta seção no caso de
temperatura nula, chegamos em:

ε =
1

2

{

∂

∂t

[

(M −M∗)

gS

]}2

+
1

2

{

~∇
[

(M −M∗)

gS

]}2

+
mS

2

2gS
2
(M −M∗)2+

b
(M −M∗)3

3gS
3

+ c
(M −M∗)4

4gS
4

+
gV

2

2mV
2
ρB

2 +
gV

2

2mV
4
ρB
~∇2ρB+

+
γs

(2π)3

∫

d3k h+ [n~k(T, ν) + n̄~k(T, ν)] (4.94)

4.9 Massa efetiva do núcleon

A massa efetiva do núcleon (M∗) em temperatura nula é obtida pela mini-
mização de ε com respeito a M∗:

∂ε

∂M∗ = 0

Usando (4.39) encontramos:

M∗ = M − gS
2

mS
2

γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k

M∗

(~k2 +M∗2)1/2

+
gS

2

mS
2

[

b

gS
3
(M −M∗)2 +

c

gS
4
(M −M∗)3

]

(4.95)

A integração nos momentos pode ser feita resultando em [33]:

M∗ = M − gS
2

mS
2

γsM
∗

4π2

{

kF (kF
2 +M∗2)1/2 −M∗ln

[

kF + (kF
2 +M∗2)1/2

M∗

]}

+

+
gS

2

mS
2

[

b

gS
3
(M −M∗)2 +

c

gS
4
(M −M∗)3

]

(4.96)

À temperatura finita é necessário minimizar o potencial termodinâmico:
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∂Ω

∂φ0
= 0

Usando (4.61) encontramos [80]:

M∗ = M − gS
2

mS
2

γs

(2π)3

∫

d3k
M∗

h

[

n~k(T, ν) + n̄~k(T, ν)
]

+
gS

2

mS
2

[

b

gS
3
(M −M∗)2 +

c

gS
4
(M −M∗)3

]

(4.97)

Vemos que a introdução do (termo-d) (4.1) não modificou as expressões
para M∗. As equações (4.96) e (4.97) são exatamente as mesmas que em
[33, 80]. O mesmo ocorre se usarmos as expressões (4.93) e (4.94) para cálculo

de M∗, pois as variáveis ρB, ~∇2ρB, M∗, ~∇M∗ e ∂M∗/∂t são independentes.

4.10 Parâmetros e acoplamentos

Apesar do modelo original de Walecka [33] reproduzir bem a curva de satura-
ção nuclear, ele não é capaz de reproduzir algumas propriedades nucleares
como a incompressibilidade nuclear K e a energia de superf́ıcie. Obter um
valor de K coerente com o medido experimentalmente é tão importante para
estudo da matéria nuclear quanto para a f́ısica do sóliton nuclear, pois, con-
forme (D.27), ela está diretamente relacionado com a velocidade do som cs
na matéria nuclear. Para fazer uma análise numérica mais realista destas
grandezas é necessário usar o modelo não-linear, que é uma versão da QHD
na qual são adicionados termos de auto-interação do campo escalar dados
pela seguinte lagrangiana de interação:

LNL = − b
3
φ3 − c

4
φ4

e conforme observamos em (4.2) já iniciamos nosso estudo com tais termos.
Como (4.2) é usada para cálculo da densidade de energia e outras grande-

zas relevantes, durante nosso procedimento de obtenção de equações de onda
do tipo KdV e suas variantes, observamos que os acoplamentos e constantes
desta teoria definem os coeficientes das equações e conseqüentemente as pro-
priedades das soluções solitônicas.

Os parâmetros b e c são determinados fazendo o ajuste das propriedades
da matéria nuclear obtidas com este modelo aos valores bem estabelecidos na
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literatura [29, 30, 31]. Na Tabela I apresentamos os valores para as massas
e constantes de acoplamento em temperatura nula.

GM a T = 0
K(MeV) 285 calculado
M(MeV) 938 fixado
mS(MeV ) 511,198 fixado
mV (MeV ) 783,0 fixado
gS 8,175 fixado
gV 9,182 fixado
M∗/M 0,77 calculado
ρ0(fm

−3) 0,145 calculado
b(fm−1) 10,75 fixado
c 31,98 fixado
cs 0,184 calculado

Tabela I: Grandezas relevantes com valores de massas e acoplamentos extráıdos
do conjunto de parâmetros GM [29, 30, 31].

Para T > 0 alguns desses parâmetros mudam, mas os valores das massas e
dos acoplamentos gS, gV , b e c permanecem os mesmos.

Lembramos que apesar da densidade de energia possuir termos propor-
cionais a ∇2ρB, suas propriedades de saturação são as mesmas da QHD na
aproximação de campo médio.

Em nossos cálculos usamos as unidades naturais h̄ = c = 1 e portanto
197, 4MeV ∼= fm−1. Os valores da tabela já foram utilizados no contexto de
solitons na matéria nuclear em [38].
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Caṕıtulo 5

Obtenção de KdV na matéria
nuclear

5.1 Relações para densidade de energia

Neste caṕıtulo utilizaremos a “expansão além da linearização” como em [21,
23] para a obtenção da equação de KdV.

Vamos começar definindo dois sistemas f́ısicos nos quais vamos procurar
estas ondas não-lineares. O primeiro é o núcleo frio. Como de costume,
começamos ignorando os efeitos das bordas e tratamos da matéria nuclear
infinita. O segundo é a matéria nuclear quente e densa que pode ser produzida
nas etapas finais de uma colisão núcleo-núcleo a altas energias.

5.1.1 I - Matéria nuclear com densidade bariônica de

equiĺıbrio ρ0 a temperatura nula

Este sistema satisfaz a seguinte condição de saturação:

∂

∂ρB

(

ε

ρB
−M

)

ρB=ρ0

= 0 (5.1)

A condição (5.1) justifica a expansão em série de Taylor (até o termo de
segunda ordem) em torno de ρ0 da energia por núcleon E = ε/ρB:

E(ρB) = E(ρ0) +
(

∂E

∂ρB

)

ρB=ρ0

(ρB − ρ0) +
1

2

(

∂2E

∂ρB
2

)

ρB=ρ0

(ρB − ρ0)
2
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Esta condição implica em:

∂

∂ρB

(

ε

ρB

−M
)

ρB=ρ0

=
∂

∂ρB

(

E −M
)

ρB=ρ0

=
(

∂E

∂ρB

)

ρB=ρ0

= 0

e portanto:

E(ρB) = E(ρ0) +
1

2

(

∂2E

∂ρB
2

)

ρB=ρ0

(ρB − ρ0)
2 (5.2)

A expressão (5.2) pode ser calculada a partir da densidade de energia na
QHD modificada em temperatura nula, dada por (4.39):

ε =
gV

2

2mV
2
ρB

2 +
mS

2

2gS
2
(M −M∗)2 + b

(M −M∗)3

3gS
3

+ c
(M −M∗)4

4gS
4

+

+
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 + d

gV
2

mV
4
ρB
~∇2ρB (5.3)

que nos leva a:

E(ρ0) =
gV

2

2mV
2
ρ0 +

mS
2

2gS
2ρ0

(M −M∗)2 + b
(M −M∗)3

3gS
3ρ0

+ c
(M −M∗)4

4gS
4ρ0

+

+
γs

(2π)3ρ0

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 + d

gV
2

mV
4
~∇2ρB (5.4)

onde consideramos ρB e ~∇2ρB variáveis independentes. A condição de satura-
ção dada por (5.1) está relacionada a um mı́nimo na energia de ligação [33]
e assim temos que:

(

∂2E

∂ρB
2

)

ρB=ρ0

> 0

e de maneira coerente podemos usar (D.28), uma vez que a incompressibili-
dade K é positiva. Substituindo então (5.4) e (D.28) em (5.2) encontramos:

E(ρB) =
gV

2

2mV
2
ρ0 +

mS
2

2gS
2ρ0

(M −M∗)2 + b
(M −M∗)3

3gS
3ρ0

+ c
(M −M∗)4

4gS
4ρ0

+

+
γs

(2π)3ρ0

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 + d

gV
2

mV
4
~∇2ρB +

Mcs
2

2ρ0
2

(ρB − ρ0)
2 (5.5)

Substituindo agora (5.5) em (A.26) temos:

∂ε

∂ρB

=
gV

2

2mV
2
ρ0 +

mS
2

2gS
2ρ0

(M −M∗)2 + b
(M −M∗)3

3gS
3ρ0

+ c
(M −M∗)4

4gS
4ρ0

+
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+
γs

(2π)3ρ0

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 + d

gV
2

mV
4
~∇2ρB +

Mcs
2

2ρ0
2

(3ρB
2 − 4ρBρ0 + ρ0

2)

(5.6)
Podemos ainda usar (5.6) nas relações (A.23) e (A.24) a serem utilizadas na
hidrodinâmica relativ́ıstica:

~∇p = ρB
~∇
[(

∂ε

∂ρB

)

s

]

= d
gV

2

mV
4
ρB
~∇
(

~∇2ρB

)

+
Mcs

2

2ρ0
2

(

6ρB
2~∇ρB − 4ρ0ρB

~∇ρB

)

(5.7)
e

∂p

∂t
= ρB

∂

∂t

[(

∂ε

∂ρB

)

s

]

= d
gV

2

mV
4
ρB

∂

∂t

(

~∇2ρB

)

+
Mcs

2

2ρ0
2

(

6ρB
2∂ρB

∂t
−4ρ0ρB

∂ρB

∂t

)

(5.8)

5.1.2 II - Matéria hadrônica a temperatura finita em
uma densidade bariônica arbitrária

Este sistema é descrito pela QHD modificada em temperatura finita dada
por (4.78):

ε =
gV

2

2mV
2
ρB

2 +
mS

2

2gS
2
(M −M∗)2 + b

(M −M∗)3

3gS
3

+ c
(M −M∗)4

4gS
4

+

+d
gV

2

mV
4
ρB
~∇2ρB +

γs

(2π)3

∫

d3k h [n~k(T, ν) + n̄~k(T, ν)] (5.9)

Como não há nenhuma condição de saturação, os cálculos de (A.23) e (A.24)
são diretos:

~∇p = ρB
~∇
[(

∂ε

∂ρB

)

s

]

=
gV

2

mV
2
ρB
~∇ρB + d

gV
2

mV
4
ρB
~∇
(

~∇2ρB

)

(5.10)

e
∂p

∂t
= ρB

∂

∂t

[(

∂ε

∂ρB

)

s

]

=
gV

2

mV
2
ρB
∂ρB

∂t
+ d

gV
2

mV
4
ρB

∂

∂t

(

~∇2ρB

)

(5.11)
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5.2 Equação de KdV na matéria nuclear

O procedimento de obtenção da equação de KdV envolve a combinação da
versão relativ́ıstica da equação de Euler (3.55):

∂v

∂t
+ v

∂v

∂X
=

(v2 − 1)

(ε+ p)

(

∂p

∂X
+ v

∂p

∂t

)

(5.12)

com a versão relativ́ıstica da equação da continuidade (3.56):

(1− v2)
(

∂ρB

∂t
+ ρB

∂v

∂X
+ v

∂ρB

∂X
+ η

ρBv

X

)

+ vρB

(

∂v

∂t
+ v

∂v

∂X

)

= 0 (5.13)

ambas no caso unidimensional: ~v = vX̂, sendo X̂ um versor na direção da
coordenada X, relacionada com η através de:

η =











0⇒ X ≡ x caso linear ou cartesiano
1⇒ X ≡ r caso radial ciĺındrico
2⇒ X ≡ r caso radial esférico

(5.14)

Porém, (5.12) contém os termos

∂p

∂X
e

∂p

∂t

que necessitam de (5.7), (5.8), (5.10) e (5.11) escritos em uma dimensão
resumindo todos as situações dadas por (5.14). Para tal, basta escrevermos
o gradiente e o laplaciano de ρB nos casos unidimensionais descritos por
(5.14) nas seguintes formas:

~∇ρB →
∂ρB

∂x
caso linear(η = 0)

~∇ρB →
∂ρB

∂r
caso radial ciĺındrico e esférico(η = 1, 2)

~∇2ρB →
∂2ρB

∂x2
caso linear(η = 0)

~∇2ρB →
1

r

∂ρB

∂r
+
∂2ρB

∂r2
caso radial ciĺındrico(η = 1)

~∇2ρB →
2

r

∂ρB

∂r
+
∂2ρB

∂r2
caso radial esférico(η = 2)

75



que resumidamente são escritos como:

~∇ρB =
∂ρB

∂X
(5.15)

~∇2ρB =
η

X

∂ρB

∂X
+
∂2ρB

∂X2
(5.16)

Substituindo então (5.15) e (5.16) em (5.7) e em (5.8) (na situação I)):

∂p

∂X
= d

gV
2

mV
4
ρB

∂

∂X

(

η

X

∂ρB

∂X
+
∂2ρB

∂X2

)

+
Mcs

2

2ρ0
2

(

6ρB
2∂ρB

∂X
− 4ρ0ρB

∂ρB

∂X

)

(5.17)
∂p

∂t
= d

gV
2

mV
4
ρB

∂

∂t

(

η

X

∂ρB

∂X
+
∂2ρB

∂X2

)

+
Mcs

2

2ρ0
2

(

6ρB
2∂ρB

∂t
−4ρ0ρB

∂ρB

∂t

)

(5.18)

e substituindo também (5.15) e (5.16) em (5.10) e em (5.11) (na situação
II)):

∂p

∂X
=

gV
2

mV
2
ρB
∂ρB

∂X
+ d

gV
2

mV
4
ρB

∂

∂X

(

η

X

∂ρB

∂X
+
∂2ρB

∂X2

)

(5.19)

e
∂p

∂t
=

gV
2

mV
2
ρB
∂ρB

∂t
+ d

gV
2

mV
4
ρB

∂

∂t

(

η

X

∂ρB

∂X
+
∂2ρB

∂X2

)

(5.20)

Notamos que podemos distinguir as situações I) e II) essencialmente pela
escolha de temperatura nula ou temperatura finita respectivamente. Sendo
assim podemos reescrever (5.17) e (5.19) na forma:

∂p

∂X
= φρB

∂ρB

∂X
+ ΦρB

2∂ρB

∂X
+ ωρB

(

− η

X2

∂ρB

∂X
+

η

X

∂2ρB

∂X2
+
∂3ρB

∂X3

)

(5.21)

e reescrever também (5.18) e (5.20) como:

∂p

∂t
= φρB

∂ρB

∂t
+ ΦρB

2∂ρB

∂t
+ ωρB

[

− η

X2
v
∂ρB

∂X
+
η

X

∂

∂t

(

∂ρB

∂X

)

+
∂

∂t

(

∂2ρB

∂X2

)]

(5.22)
onde

Φ ≡
{

3Mcs
2

ρ0
2 T = 0

0 T 6= 0
(5.23)

φ ≡






−2Mcs
2

ρ0
T = 0

gV
2

mV
2 T 6= 0

(5.24)
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ω ≡ d
gV

2

mV
4

T = 0 e T 6= 0 (5.25)

Finalmente podemos escrever a equação de Euler numa forma que contém
todas as situações dadas por (5.14) em temperatura nula e finita, através da
substituição de (5.21), (5.22) e da relação de Gibbs (A.17) em (5.12):

∂v

∂t
+ v

∂v

∂X
=

(v2 − 1)ρB

(µBρB + Ts)

{

φ
∂ρB

∂X
+ ΦρB

∂ρB

∂X
+ ω

(

− η

X2

∂ρB

∂X
+
η

X

∂2ρB

∂X2
+

+
∂3ρB

∂X3

)

+φv
∂ρB

∂t
+ΦvρB

∂ρB

∂t
+ω

[

− η

X2
v2∂ρB

∂X
+
η

X
v
∂

∂t

(

∂ρB

∂X

)

+v
∂

∂t

(

∂2ρB

∂X2

)]

}

ou melhor:

∂v

∂t
+ v

∂v

∂X
=

(v2 − 1)ρB

(µBρB + Ts)

{

(ΦρB + φ)
(

∂ρB

∂X
+ v

∂ρB

∂t

)

+ ω
[

∂3ρB

∂X3
+

+v
∂

∂t

(

∂2ρB

∂X2

)]

− ω η

X2

(

∂ρB

∂X
+ v2∂ρB

∂X

)

+ ω
η

X

(

∂2ρB

∂X2
+ v

∂

∂t

(

∂ρB

∂X

)

}

(5.26)

Agora podemos iniciar o procedimento mencionado no caṕıtulo anterior,
que chamamos de “expansão além da linearização” para obtenção da equação
de KdV.

A primeira etapa consiste na mudança das variáveis de densidade bariônica
ρB e da velocidade v para variáveis adimensionais:

ρ̂ =
ρB

ρ0
, v̂ =

v

cs
(5.27)

Substituindo então (5.27) em (5.26) temos:

cs
∂v̂

∂t
+ cs

2v̂
∂v̂

∂X
=

(cs
2v̂2 − 1)ρ0ρ̂

(µBρ0ρ̂+ Ts)

{

(Φρ0ρ̂+φ)ρ0

(

∂ρ̂

∂X
+ csv̂

∂ρ̂

∂t

)

+ωρ0

[

∂3ρ̂

∂X3
+

+csv̂
∂

∂t

(

∂2ρ̂

∂X2

)]

− ωρ0
η

X2

(

∂ρ̂

∂X
+ cs

2v̂2 ∂ρ̂

∂X

)

+ ωρ0
η

X

(

∂2ρ̂

∂X2
+ csv̂

∂

∂t

(

∂ρ̂

∂X

)

}

(5.28)
e também (5.27) em (5.13):

(1−cs2v̂2)
(

∂ρ̂

∂t
+csρ̂

∂v̂

∂X
+csv̂

∂ρ̂

∂X
+ηcs

ρ̂v̂

X

)

+cs
2v̂ρ̂

(

∂v̂

∂t
+csv̂

∂v̂

∂X

)

= 0 (5.29)
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A segunda etapa é a passagem para o espaço (ξ − τ) como em [21, 23, 81]:

ξ = σ1/2 (X − cst)
R

, τ = σ3/2 cst

R
(5.30)

que geram os operadores:

∂

∂X
=
σ1/2

R

∂

∂ξ
,

∂2

∂X2
=

σ

R2

∂2

∂ξ2
,

∂3

∂X3
=
σ3/2

R3

∂3

∂ξ3
e

∂

∂t
= −csσ

1/2

R

∂

∂ξ
+
csσ

3/2

R

∂

∂τ
(5.31)

e também os termos:

1

X
=

σ3/2

(Rξσ +Rτ)
e

1

X2
=

σ3

(Rξσ +Rτ)2
(5.32)

Vamos considerar apenas o caso em que:

τ > ξσ que significa 2cst > X (5.33)

que, em (5.32), implica em:

1

X
=
σ3/2

Rτ
e

1

X2
=

σ3

(Rτ)2
(5.34)

Usando (5.30), (5.31) e (5.34) em (5.28) temos:

(

− cs
2σ1/2

R

∂v̂

∂ξ
+
cs

2σ3/2

R

∂v̂

∂τ
+ cs

2v̂
σ1/2

R

∂v̂

∂ξ

)

(µBρ0ρ̂+ Ts) =

= (cs
2v̂2 − 1)ρ0ρ̂

{

(Φρ0ρ̂+ φ)ρ0

(

σ1/2

R

∂ρ̂

∂ξ
− cs

2σ1/2v̂

R

∂ρ̂

∂ξ
+
cs

2σ3/2v̂

R

∂ρ̂

∂τ

)

+

+ωρ0

[

σ3/2

R3

∂3ρ̂

∂ξ3
+
(

− cs
2σ1/2

R
v̂
∂

∂ξ
+
cs

2σ3/2

R
v̂
∂

∂τ

)

σ

R2

∂2ρ̂

∂ξ2

]

−ωρ0
ησ3

(Rτ)2

(

σ1/2

R

∂ρ̂

∂ξ
+ cs

2v̂2σ
1/2

R

∂ρ̂

∂ξ

)

+

+ωρ0
ησ3/2

Rτ

[

σ

R2

∂2ρ̂

∂ξ2
+ csv̂

(

− csσ
1/2

R

∂

∂ξ
+
csσ

3/2

R

∂

∂τ

)(

σ1/2

R

∂ρ̂

∂ξ

)]

}

(5.35)
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que multiplicada por
R

cs2σ1/2

assume a forma:
(

− ∂v̂

∂ξ
+ σ

∂v̂

∂τ
+ v̂

∂v̂

∂ξ

)

(µBρ0ρ̂+ Ts) =

= (cs
2v̂2 − 1)ρ0ρ̂

{

(Φρ0ρ̂+ φ)ρ0

(

1

cs2

∂ρ̂

∂ξ
− v̂ ∂ρ̂

∂ξ
+ σv̂

∂ρ̂

∂τ

)

+

+ωρ0

[

σ

cs2R2

∂3ρ̂

∂ξ3
+
(

− v̂ ∂
∂ξ

+ σv̂
∂

∂τ

)

σ

R2

∂2ρ̂

∂ξ2

]

−ωρ0
ησ3

(Rτ)2

(

1

cs2

∂ρ̂

∂ξ
+ v̂2∂ρ̂

∂ξ

)

+

+ωρ0
ησ3/2

Rτ

[

σ1/2

cs2R

∂2ρ̂

∂ξ2
+
(

− v̂ ∂
∂ξ

+ v̂σ
∂

∂τ

)(

σ1/2

R

∂ρ̂

∂ξ

)]

}

(5.36)

Agora, usando também (5.30), (5.31) e (5.34) em (5.29) encontramos:

(1−cs2v̂2)
(

− csσ
1/2

R

∂ρ̂

∂ξ
+
csσ

3/2

R

∂ρ̂

∂τ
+csρ̂

σ1/2

R

∂v̂

∂ξ
+csv̂

σ1/2

R

∂ρ̂

∂ξ
+ηcs

ρ̂v̂σ3/2

Rτ

)

+

+cs
2v̂ρ̂

(

− csσ
1/2

R

∂v̂

∂ξ
+
csσ

3/2

R

∂v̂

∂τ
+ csv̂

σ1/2

R

∂v̂

∂ξ

)

= 0 (5.37)

que multiplicada por
R

csσ1/2

assume a forma:

(1− cs2v̂2)
(

− ∂ρ̂

∂ξ
+ σ

∂ρ̂

∂τ
+ ρ̂

∂v̂

∂ξ
+ v̂

∂ρ̂

∂ξ
+ η

ρ̂v̂σ

τ

)

+

+cs
2v̂ρ̂

(

− ∂v̂

∂ξ
+ σ

∂v̂

∂τ
+ v̂

∂v̂

∂ξ

)

= 0 (5.38)

Na terceira e última etapa, expandimos (5.27) em torno de seus valores de
equiĺıbrio (ou referência):

ρ̂ = 1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . . (5.39)
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v̂ = σv1 + σ2v2 + . . . (5.40)

Então usando (5.39) e (5.40) em (5.36):

[

− ∂

∂ξ
(σv1 + σ2v2 + . . .) + σ

∂

∂τ
(σv1 + σ2v2 + . . .)+

+(σv1 + σ2v2 + . . .)
∂

∂ξ
(σv1 + σ2v2 + . . .)

]

×

×[µBρ0(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .) + Ts] =

= [cs
2(σv1 + σ2v2 + . . .)2 − 1]ρ0(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)×

×
{

[Φρ0(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .) + φ]ρ0

[

1

cs2

∂

∂ξ
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)+

−(σv1 + σ2v2 + . . .)
∂

∂ξ
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)+

+σ(σv1 + σ2v2 + . . .)
∂

∂τ
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)

]

+

+ωρ0

[

σ

cs2R2

∂3

∂ξ3
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .) +

[

− (σv1 + σ2v2 + . . .)
∂

∂ξ
+

+σ(σv1 + σ2v2 + . . .)
∂

∂τ

]

σ

R2

∂2

∂ξ2
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)

]

+

−ωρ0
ησ3

(Rτ)2

[

1

cs2

∂

∂ξ
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)+

+(σv1 + σ2v2 + . . .)2 ∂

∂ξ
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)

]

+

+ωρ0
ησ3/2

Rτ

[

σ1/2

cs2R

∂2

∂ξ2
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)+

+
[

− (σv1 + σ2v2 + . . .)
∂

∂ξ
+

+(σv1 + σ2v2 + . . .)σ
∂

∂τ

](

σ1/2

R

∂

∂ξ

)

(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)
]

}

(5.41)

Desprezando os termos proporcionais a σn para n ≥ 3, temos:
(

− σ∂v1

∂ξ
− σ2∂v2

∂ξ
+ σ2∂v1

∂τ
+ σ2v1

∂v1

∂ξ

)

(µBρ0 + µBρ0σρ1 + Ts) =
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= (−ρ0 − ρ0σρ1)

{

[Φρ0(1 + σρ1) + φ]ρ0

(

σ

cs2

∂ρ1

∂ξ
+
σ2

cs2

∂ρ2

∂ξ
− σ2v1

∂ρ1

∂ξ

)

+

+ωρ0
σ2

cs2R2

∂3ρ1

∂ξ3

}

ou ainda:

−σ∂v1

∂ξ
− σ2∂v2

∂ξ
+ σ2∂v1

∂τ
+ σ2v1

∂v1

∂ξ
− µBρ0

(µBρ0 + Ts)
σ2ρ1

∂v1

∂ξ
+

+
(Φρ0 + φ)

(µBρ0 + Ts)
ρ0

2
(

σ

cs2

∂ρ1

∂ξ
+
σ2

cs2

∂ρ2

∂ξ
−σ2v1

∂ρ1

∂ξ

)

+
(Φρ0 + φ)

(µBρ0 + Ts)

ρ0
2

cs2
σ2ρ1

∂ρ1

∂ξ
+

+
Φρ0

3

(µBρ0 + Ts)cs2

ρ0
2

cs2
σ2ρ1

∂ρ1

∂ξ
+

ωρ0
2

(µBρ0 + Ts)cs2R2
σ2∂

3ρ1

∂ξ3
= 0

que reunindo os termos de ordem σ:

σ

{

− ∂v1

∂ξ
+

(Φρ0 + φ)

(µBρ0 + Ts)

ρ0
2

cs2

∂ρ1

∂ξ

}

+ σ2

{

− ∂v2

∂ξ
+
∂v1

∂τ
+ v1

∂v1

∂ξ
+

− µBρ0

(µBρ0 + Ts)
ρ1
∂v1

∂ξ
+

(Φρ0 + φ)

(µBρ0 + Ts)

ρ0
2

cs2

∂ρ2

∂ξ
− (Φρ0 + φ)ρ0

2

(µBρ0 + Ts)
v1
∂ρ1

∂ξ
+

+
(Φρ0 + φ)

(µBρ0 + Ts)

ρ0
2

cs2
ρ1
∂ρ1

∂ξ
+

Φρ0
3

(µBρ0 + Ts)cs2
ρ1
∂ρ1

∂ξ
+

+
ωρ0

2

(µBρ0 + Ts)cs2R2

∂3ρ1

∂ξ3

}

= 0 (5.42)

que é a equação de Euler no esquema de “expansão além da linearização”.
Para chegarmos em uma forma semelhante para a equação da continuidade
substitúımos (5.39) e (5.40) em (5.38):

[1− cs2(σv1 + σ2v2 + . . .)2]
[

− ∂

∂ξ
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)+

+σ
∂

∂τ
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .) + (1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)

∂

∂ξ
(σv1 + σ2v2 + . . .)+

+(σv1 + σ2v2 + . . .)
∂

∂ξ
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)+

81



+η
(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)(σv1 + σ2v2 + . . .)σ

τ

]

+

+cs
2(σv1 + σ2v2 + . . .)(1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . .)

[

− ∂

∂ξ
(σv1 + σ2v2 + . . .)+

+σ
∂

∂τ
(σv1 +σ2v2 + . . .)+(σv1 +σ2v2 + . . .)

∂

∂ξ
(σv1 +σ2v2 + . . .)

]

= 0 (5.43)

Novamente desprezando os termos proporcionais a σn para n ≥ 3 obtemos:

−σ∂ρ1

∂ξ
− σ2∂ρ2

∂ξ
+ σ2∂ρ1

∂τ
+ σ

∂v1

∂ξ
+ σ2∂v2

∂ξ
+ σ2ρ1

∂v1

∂ξ
+ σ2v1

∂ρ1

∂ξ
+ σ2η

v1

τ
+

+cs
2(σv1 + σ2v2)(1 + σρ1 + σ2ρ2)

(

− σ∂v1

∂ξ
− σ2∂v2

∂ξ
+ σ2∂v1

∂τ
+ σ2v1

∂v1

∂ξ

)

= 0

ou ainda:

−σ∂ρ1

∂ξ
− σ2∂ρ2

∂ξ
+ σ2∂ρ1

∂τ
+ σ

∂v1

∂ξ
+ σ2∂v2

∂ξ
+ σ2ρ1

∂v1

∂ξ
+

+σ2v1
∂ρ1

∂ξ
+ σ2η

v1

τ
− σ2cs

2v1
∂v1

∂ξ
= 0

Agrupando os termos em potências de σ encontramos:

σ

{

−∂ρ1

∂ξ
+
∂v1

∂ξ

}

+σ2

{

−∂ρ2

∂ξ
+
∂ρ1

∂τ
+
∂v2

∂ξ
+ρ1

∂v1

∂ξ
+v1

∂ρ1

∂ξ
+η

v1

τ
−cs2v1

∂v1

∂ξ

}

= 0

(5.44)
Agora temos um sistema de duas equações dadas por (5.42) e (5.44) que

estão na forma:

σ

{

. . .

}

+ σ2

{

. . .

}

= 0

e como σ é um parâmetro de expansão pequeno, resolvemos o sistema igua-
lando cada chave a zero:

{

. . .

}

= 0

em (5.42) e em (5.44). Dos termos proporcionais a σ em (5.42) e em (5.44)
temos:

−∂v1

∂ξ
+

(Φρ0 + φ)

(µBρ0 + Ts)

ρ0
2

cs2

∂ρ1

∂ξ
= 0 (5.45)
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e

−∂ρ1

∂ξ
+
∂v1

∂ξ
= 0 (5.46)

respectivamente. De (5.46) temos:

v1 = ρ1 (5.47)

que substitúıda em (5.45) nos leva ao v́ınculo

(Φρ0 + φ)

(µBρ0 + Ts)

ρ0
2

cs2
= 1 (5.48)

Analogamente, dos termos proporcionais a σ2 em (5.42) e em (5.44) temos:

−∂v2

∂ξ
+
∂v1

∂τ
+ v1

∂v1

∂ξ
+

− µBρ0

(µBρ0 + Ts)
ρ1
∂v1

∂ξ
+

(Φρ0 + φ)

(µBρ0 + Ts)

ρ0
2

cs2

∂ρ2

∂ξ
− (Φρ0 + φ)ρ0

2

(µBρ0 + Ts)
v1
∂ρ1

∂ξ
+

+
(Φρ0 + φ)

(µBρ0 + Ts)

ρ0
2

cs2
ρ1
∂ρ1

∂ξ
+

Φρ0
3

(µBρ0 + Ts)cs2
ρ1
∂ρ1

∂ξ
+

+
ωρ0

2

(µBρ0 + Ts)cs2R2

∂3ρ1

∂ξ3
= 0 (5.49)

e

−∂ρ2

∂ξ
+
∂ρ1

∂τ
+
∂v2

∂ξ
+ ρ1

∂v1

∂ξ
+ v1

∂ρ1

∂ξ
+ η

v1

τ
− cs2v1

∂v1

∂ξ
= 0 (5.50)

respectivamente. Substituindo (5.47) em (5.50) encontramos:

∂ρ2

∂ξ
− ∂v2

∂ξ
=
∂ρ1

∂τ
+ (2− cs2)ρ1

∂ρ1

∂ξ
+ η

ρ1

τ
(5.51)

Agora, substituindo (5.47) e (5.48) em (5.49):

−∂v2

∂ξ
+
∂ρ1

∂τ
+ ρ1

∂ρ1

∂ξ
− µBρ0

(µBρ0 + Ts)
ρ1
∂ρ1

∂ξ
+
∂ρ2

∂ξ
− cs2ρ1

∂ρ1

∂ξ
+

+ρ1
∂ρ1

∂ξ
+
[

1− φρ0
2

(µBρ0 + Ts)cs2

]

ρ1
∂ρ1

∂ξ
+

ωρ0
2

(µBρ0 + Ts)cs2R2

∂3ρ1

∂ξ3
= 0
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resultando em

∂ρ2

∂ξ
− ∂v2

∂ξ
= −∂ρ1

∂τ
− (2− cs2)ρ1

∂ρ1

∂ξ
+

µBρ0

(µBρ0 + Ts)
ρ1
∂ρ1

∂ξ
+

−
[

1− φρ0
2

(µBρ0 + Ts)cs2

]

ρ1
∂ρ1

∂ξ
− ωρ0

2

(µBρ0 + Ts)cs2R2

∂3ρ1

∂ξ3
(5.52)

Substituindo (5.52) em (5.51):

∂ρ1

∂τ
+ (2− cs2)ρ1

∂ρ1

∂ξ
+ η

ρ1

τ
= −∂ρ1

∂τ
− (2− cs2)ρ1

∂ρ1

∂ξ
+

+
µBρ0

(µBρ0 + Ts)
ρ1
∂ρ1

∂ξ
−
[

1− φρ0
2

(µBρ0 + Ts)cs2

]

ρ1
∂ρ1

∂ξ
− ωρ0

2

(µBρ0 + Ts)cs2R2

∂3ρ1

∂ξ3

e finalmente:

∂ρ1

∂τ
+

[

5

2
−cs2− (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

ρ1
∂ρ1

∂ξ
+

[

ωρ0
2

2(Φρ0 + φ)ρ0
2R2

]

∂3ρ1

∂ξ3
+
η

2

ρ1

τ
= 0

(5.53)
que é a equação do tipo KdV (vide (2.9)) na matéria nuclear para ρ1(ξ, τ).
É interessante passarmos (5.53) do espaço (ξ − τ) para o espaço (X − t)
que envolve as geometrias dadas por (5.14). Para tanto, utilizaremos (5.30),
(5.31) e (5.34) resultando em:

∂

∂ξ
=

R

σ1/2

∂

∂X
,

∂3

∂ξ3
=

R3

σ3/2

∂3

∂X3
,

∂

∂τ
=

R

σ3/2cs

∂

∂t
+

R

σ3/2

∂

∂X

e
1

τ
=

R

σ3/2cs t
(5.54)

Substituindo então (5.54) em (5.53):

R

σ3/2cs

∂ρ1

∂t
+

R

σ3/2

∂ρ1

∂X
+

[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

ρ1
R

σ1/2

∂ρ1

∂X
+

+

[

ωρ0
2

2(Φρ0 + φ)ρ0
2R2

]

R3

σ3/2

∂3ρ1

∂X3
+
η

2

R

σ3/2cs

ρ1

t
= 0

que multiplicada por
σ5/2cs
R
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assume a forma:

σ
∂ρ1

∂t
+ σcs

∂ρ1

∂X
+

[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

σ2csρ1
∂ρ1

∂X
+

+

[

ωρ0
2

2(Φρ0 + φ)ρ0
2R2

]

R2σcs
∂3ρ1

∂X3
+
η

2
σ
ρ1

t
= 0

ou de maneira mais simples, utilizando (5.25) que é o mesmo para T = 0 e
T 6= 0:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂X
+

[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

csρ̂1
∂ρ̂1

∂X
+

+d

[

gV
2ρ0

2cs
2mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

∂3ρ̂1

∂X3
+
η

2

ρ̂1

t
= 0 (5.55)

onde usamos
ρ̂1 ≡ σρ1 (5.56)

A equação (5.55) é do tipo (2.2) mas com o acréscimo do termo

cs
∂ρ̂1

∂X

que, conforme veremos adiante, contribui para o caráter supersônico do pulso
solitônico quando d > 0 e subsônico quando d < 0.

5.3 Equação de KdV na QHD pura

Na obtenção da equação de KdV em temperatura nula as expressões (5.7) e
(5.8) nos dizem que a quantidade relevante é ∂ε/∂ρB que está envolvida no
cálculo do gradiente e derivada temporal da pressão. Então usando (4.93),
a hipótese da independência das variáveis do caṕıtulo anterior e a expansão
(5.2), encontramos:

~∇p = ρB
~∇
[(

∂ε

∂ρB

)

s

]

=

=
gV

2

2mV
4
ρB
~∇
(

~∇2ρB

)

+
Mcs

2

2ρ0
2

(

6ρB
2~∇ρB − 4ρ0ρB

~∇ρB

)

(5.57)
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e
∂p

∂t
= ρB

∂

∂t

[(

∂ε

∂ρB

)

s

]

=

=
gV

2

2mV
4
ρB

∂

∂t

(

~∇2ρB

)

+
Mcs

2

2ρ0
2

(

6ρB
2∂ρB

∂t
− 4ρ0ρB

∂ρB

∂t

)

(5.58)

Já para temperatura finita, usamos (4.94) e nesse caso de maneira direta
notamos de (5.10) e (5.11) que

∂ε

∂ρB
=

gV
2

mV
2
ρB +

gV
2

2mV
4
~∇2ρB (5.59)

e conseqüentemente:

~∇p = ρB
~∇
[(

∂ε

∂ρB

)

s

]

=
gV

2

mV
2
ρB
~∇ρB +

gV
2

2mV
4
ρB
~∇
(

~∇2ρB

)

(5.60)

e
∂p

∂t
= ρB

∂

∂t

[(

∂ε

∂ρB

)

s

]

=
gV

2

mV
2
ρB
∂ρB

∂t
+

gV
2

2mV
4
ρB

∂

∂t

(

~∇2ρB

)

(5.61)

Refazendo todos os cálculos usando (5.57) e (5.58) para temperatura nula
encontramos a equação de KdV:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂x
+ (3− cs2)csρ̂1

∂ρ̂1

∂x
+
(

gV
2ρ0

4MmV
4cs

)

∂3ρ̂1

∂x3
= 0 (5.62)

e de forma semelhante, usando (5.60) e (5.61) encontramos para temperatura
finita a seguinte equação de KdV:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂x
+

(

2− cs2 − µBcs
2mV

2

2gV
2ρ0

)

csρ̂1
∂ρ̂1

∂x
+

(

cs
4mV

2

)

∂3ρ̂1

∂x3
= 0 (5.63)

Com as equações (5.62) e (5.63) conclúımos que a QHD com ligeira mo-
dificação no tratamento da MFT comporta solitons sem que se mude sua
lagrangiana com o termo-d.

5.4 Equação de KdV alternativa

Lembramos as duas maneiras estabelecidas no caṕıtuo 4 para aparecimento
da equação de KdV na matéria nuclear:
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1) conservando a teoria original e mudando o esquema de aproximações
usadas para tratá-la;

2) modificando a teoria original com a inclusão de novos termos na la-
grangiana;

Encontramos equações de KdV com o coeficiente do termo de terceira
derivada com termo-d dadas por (5.55) e sem o termo-d dadas por (5.62) e
(5.63).

Apresentamos agora de maneira qualitativa as equações de KdV em tem-
peratura nula e finita conforme em nosso trabalho mais recente [38], numa
forma que combina 1) e 2) resumida por: Modificar a teoria original com
a inclusão do termo-d e mudar o esquema das aproximações conforme na
última seção.

O que observamos neste novo esquema de cálculo “h́ıbrido” para a den-
sidade de energia é a troca de d por d+ 1/2, ou seja:

d←→
(

d+
1

2

)

(5.64)

Essa mudança se “propaga” em todos os resultados se refizermos todos os
cálculos deste caṕıtulo para obtenção da KdV no que diz respeito ao esquema
com uso do termo-d, ou seja, encontraremos as mesmas expressões, porém
com o fator d+ 1/2 no lugar de d. Então basta usarmos (5.64) nas equações
de KdV que contém termo-d.

O termo “KdV alternativa” no nome desta seção é uma maneira de a-
presentar (5.64) que inclui inomogeneidades nos campos vetoriais e também
o termo-d. Tais inomogeneidades agora presentes na estimativa de V0 nos
fornece (4.92) modificada na forma

V0 =
gV

mV
2
ρB +

gV

mV
4
~∇2ρB − d

gV

mV
6
~∇2
[

∂µ∂
µ(ρB)

]

− d gV

mV
4
∂µ∂

µ(ρB) (5.65)

ao invés de (4.37) gerando (5.64) nos resultados finais.
Resumindo tais resultados de [38] encontramos:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂x
+ (3− cs2)csρ̂1

∂ρ̂1

∂x
+
(

d+
1

2

)(

gV
2ρ0

2MmV
4cs

)

∂3ρ̂1

∂x3
= 0 (5.66)

e

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂x
+

(

2− cs2 − µBcs
2mV

2

2gV
2ρ0

)

csρ̂1
∂ρ̂1

∂x
+
(

d+
1

2

)

(

cs
2mV

2

)

∂3ρ̂1

∂x3
= 0

(5.67)
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Observamos em (5.66) e em (5.67) que com a escolha d = −1
2

temos
as equações de quebra de onda para perturbações em ρB. Se d + 1

2
> 0

encontramos a KdV usual com solução solitônica supersônica e se d+ 1
2
< 0

encontramos a KdV com ondas de rarefação subsônica como solução. Para
d = 0 temos as equações de KdV (5.62) e (5.63). A escolha de d ajusta a
situação desejada e envolve as outras situações.
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Caṕıtulo 6

Soluções da equação de KdV

6.1 Introdução

Já mencionamos no Caṕıtulo 2 qualitativamente as condições e os métodos
em busca de soluções da equação de KdV e suas variantes. Neste caṕıtulo
apresentaremos as soluções exatas detalhadas para alguns casos e também as
soluções aproximadas e condições iniciais para estudo numérico das equações
diferenciais que encontramos.

6.2 KdV linear

6.2.1 Solução anaĺıtica

A equação (5.55) com η ≡ 0 de acordo com (5.14) é a equação de KdV linear
modificada no espaço x− t:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂x
+

[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

csρ̂1
∂ρ̂1

∂x
+

+d

[

gV
2ρ0

2cs
2mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

∂3ρ̂1

∂x3
= 0 (6.1)

Esta equação possui uma solução particular tipo sóliton, ou seja, um pulso
bem definido se propagando sem alterar sua forma e velocidade de propagação.
Apresentaremos agora a solução detalhada neste caso.
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Tal solução é obtida pela imposição de:

ρ̂1 = ρ̂1(χ)

com
χ = x− ut

onde u é a velocidade de propagação do sóliton. Verificamos que:

∂ρ̂1

∂t
= −udρ̂1

dχ
(6.2)

∂ρ̂1

∂x
=
dρ̂1

dχ
(6.3)

e
∂3ρ̂1

∂x3 =
d3ρ̂1

dχ3 (6.4)

substituindo (6.2), (6.3) e (6.4) em (6.1) encontramos:

−udρ̂1

dχ
+ cs

dρ̂1

dχ
+

[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

csρ̂1
dρ̂1

dχ
+

+d

[

gV
2ρ0

2cs
2mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

d3ρ̂1

dχ3 = 0 (6.5)

que integrada em relação a χ fornece:

(cs − u)ρ̂1 +

[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

cs
ρ̂2

1

2
+

+d

[

gV
2ρ0

2cs
2mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

d2ρ̂1

dχ2 + C = 0

onde C é uma constante de integração. Integrando a última equação em
relação a ρ̂1 obtemos:

(cs − u)
ρ̂2

1

2
+

[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

cs
ρ̂3

1

6
+

+d

[

gV
2ρ0

2cs
2mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

∫

d2ρ̂1

dχ2 dρ̂1+
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+Cρ̂1 +D = 0 (6.6)

com D sendo outra constante de integração. O termo

∫

d2ρ̂1

dχ2 dρ̂1

pode ser reescrito como:

∫ d2ρ̂1

dχ2 dρ̂1 =
∫ d2ρ̂1

dχ2

dρ̂1

dχ
dχ =

1

2

∫ d

dχ

(

dρ̂1

dχ

)2

dχ =
1

2

(

dρ̂1

dχ

)2

+ E

com E sendo outra constante de integração. A equação (6.6) pode ser rees-
crita na forma:

(cs − u)
ρ̂2

1

2
+

[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

cs
ρ̂3

1

6
+

+d

[

gV
2ρ0

2cs
4mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

(

dρ̂1

dχ

)2

+

+Cρ̂1 +D + F = 0 (6.7)

onde a constante F é dada por

F ≡ E × d
[

gV
2ρ0

2cs
4mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

Impondo as condições solitônicas para ρ̂1(x, t) em (6.7):

ρ̂1 → 0 ,

dρ̂1

dχ
→ 0

e
d2ρ̂1

dχ2
→ 0

quando |χ| → ∞, encontramos D+F = 0 e escolhemos C = 0, uma vez que
o sóliton é uma solução particular da equação de KdV. Com estas escolhas
(6.7) se transforma em:

d

[

gV
2ρ0

2cs
4mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

(

dρ̂1

dχ

)2

=
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= (u− cs)
ρ̂2

1

2
−
[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

cs
ρ̂3

1

6

ou seja:
dρ̂1

dχ
= ±ρ̂1

√

α1 − α2ρ̂1 (6.8)

onde usamos por facilidade de notação:

α1 ≡
2mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2(u− cs)

dgV
2ρ0

2cs
(6.9)

e

α2 ≡
2mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

3dgV
2ρ0

2

[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

(6.10)

Reescrevendo a equação diferencial (6.8) temos:

dρ̂1

dχ
= ±ρ̂1

√

α1 − α2ρ̂1 =⇒ ±
∫

dρ̂1

ρ̂1

√
α1 − α2ρ̂1

=
∫

dχ (6.11)

Impondo a solução solitônica

ρ̂1 = ρ̂1(θ) =
α1

α2

sech2(θ) (6.12)

temos

dρ̂1 = −2α1

α2

senh(θ)

cosh3(θ)
dθ = −2α1

α2
tanh(θ) sech2(θ)dθ (6.13)

Substituindo então (6.12) e (6.13) em (6.11) temos:

∓2
∫

tanh(θ) sech2(θ)

sech2(θ)
√

α1[1− sech2(θ)]
dθ =

∫

dχ

Usando a relação 1− sech2(θ) = tanh2(θ) obtemos:

∓ 2√
α1

∫

dθ =
∫

dχ =⇒ θ = ±
√
α1

2
(χ− χ0) + θ0

Escolhendo o sinal positivo e as constantes χ0 = θ0 = 0 e lembrando que
χ = x− ut temos:

θ =

√
α1

2
(x− ut) (6.14)
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que substitúıda em (6.12) nos dá a solução solitônica de (6.1):

ρ̂1 = ρ̂1(x, t) =
α1

α2
sech2

[

√
α1

2
(x− ut)

]

(6.15)

De (6.9) notamos que a velocidade u é supersônica por causa do fator
(u− cs) > 0 no caso d > 0 e subsônica no caso d < 0 pois assim (u− cs) < 0.
O fator (u− cs) surge por causa do termo

cs
∂ρ̂1

∂x

em (6.1) contribuindo nos termos:

−udρ̂1

dχ
+ cs

dρ̂1

dχ

de (6.5), após a imposição de que a solução deve ser uma onda com velocidade
de propagação u.

6.2.2 Dois casos de interesse

I) Matéria nuclear a T = 0, com densidade bariônica de equiĺıbrio ρ0 e
saturação.

Nesta situação temos do v́ınculo dado por (5.48): µB = M .
A equação (5.55) e sua solução exata (6.15) usando (5.23) e (5.24) são

dadas por:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂x
+ (3− cs2)csρ̂1

∂ρ̂1

∂x
+ d

(

gV
2ρ0

2MmV
4cs

)

∂3ρ̂1

∂x3
= 0 (6.16)

e

ρ̂1(x, t) =
3(u− cs)
cs(3− cs2)

sech2

[

mV
2

gV

√

(u− cs)csM
2dρ0

(x− ut)
]

(6.17)

respectivamente.
Se todo o estudo fosse feito na hidrodinâmica não-relativ́ıstica, ou seja,

se part́ıssemos das equações (3.21) e (3.25), encontraŕıamos

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂x
+ 3csρ̂1

∂ρ̂1

∂x
+ d

(

gV
2ρ0

2MmV
4cs

)

∂3ρ̂1

∂x3
= 0 (6.18)
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e sua solução dada por

ρ̂1(x, t) =
(u− cs)

cs
sech2

[

mV
2

gV

√

(u− cs)csM
2dρ0

(x− ut)
]

(6.19)

conforme em [34, 35, 37]. Tomando o limite não-relativ́ıstico dado por c2s → 0
e conseqüentemente (3− cs2) ∼= 3 em (6.16) e em (6.17), elas se reduzem às
equações (6.18) e (6.19).

II) Matéria hadrônica em T 6= 0 descrita em uma densidade bariônica
arbitrária.

O v́ınculo dado por (5.48) resulta em

gV
2ρ0

mV
2cs2

=
(

µB +
Ts

ρ0

)

(6.20)

Novamente, a equação (5.55) e sua solução exata (6.15) são dadas por:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂x
+

(

2− cs2 − µBcs
2mV

2

2gV
2ρ0

)

csρ̂1
∂ρ̂1

∂x
+ d

(

cs
2mV

2

)

∂3ρ̂1

∂x3
= 0 (6.21)

e

ρ̂1(x, t) =
3(u− cs)

cs

(

2− cs2 − µBcs
2mV

2

2gV
2ρ0

)−1

sech2

[

√

(u− cs)mV
2

2dcs
(x− ut)

]

(6.22)
onde usamos (5.23) e (5.24).

6.2.3 Sobre a largura dos solitons

Em colisões próton-núcleo com a eventual formação de um sóliton, a largura
λ do sóliton é um parâmetro crucial, se ela for da ordem do raio nuclear RN ,
ou seja, λ ∼= RN , a energia do projétil será absorvida pelo núcleo como um
todo e o efeito de transparência não ocorre. Se λ << RN , há uma grande
localização do pulso de energia e o efeito pode ocorrer.

Observando o sóliton (6.17) da KdV linear em temperatura nula (T = 0)
vemos que sua largura é dada por:

λ(T=0) =
gV

mV
2

√

2dρ0

(u− cs)csM
(6.23)
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Já para o sóliton (6.22) em T 6= 0 encontramos a largura:

λ(T 6=0) =

√

2dcs
(u− cs)mV

2
(6.24)

Nas duas situações λ é inversamente proporcional a velocidade do pulso
u, na raiz quadrada. Como o pulso é produzido por um projétil podemos
aproximar u pela velocidade do projétil, que é bem conhecida se soubermos
sua energia E e seu momento p. Temos então:

u ∼= p

E
=

p√
p2 +M2

Por outro lado, observando os solitons (6.17) e (6.22) junto com a ex-
pansão (5.39):

ρB

ρ0

= ρ̂ = 1 + ρ̂1 + . . .

vemos que a perturbação ρ̂1 deve ser menor do que 1 para que tal expansão
faça sentido. Uma vez que

0 < sech2
[

. . .
]

≤ 1

é necessário que o fator presente nas amplitudes dos solitons

u− cs
cs

satisfaça
u− cs
cs

≤ 1

e então temos u ≤ umax = 2cs. Sendo assim temos um valor máximo para o
momento do feixe incidente dado por

pmax =
2csM√
1− 4cs2

(6.25)

Utilizando os valores da Tabela I no caṕıtulo de matéria nuclear em tempe-
ratura nula encontramos:

pmax
∼= 371MeV e umax

∼= 0, 37 (6.26)

onde umax é um valor máximo para a velocidade do pulso solitônico mediante
pmax para d > 0.

Notamos que para d > 0 temos a situação solitônica supersônica com
u > cs e para d < 0 a rarefação subsônica com u < cs, uma vez que d
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determina o sinal do coeficiente do termo de terceira derivada da equação de
KdV. Este racioćınio vem da análise do sinal de d em (6.17), (6.22), (6.23) e
(6.24).

Vale ressaltar que no caso de temperatura finita nas expressões (6.22) e
(6.24) sabemos que

(

2− cs2 − µBcs
2mV

2

2gV
2ρ0

)−1

> 0

Na Tabela II apresentamos os valores da largura λ calculados com (6.23)
para momentos do feixe incidente correspondentes a velocidades entre cs e
2cs para situação de sóliton supersônico com d = 1.

p (MeV) u λ(T=0)

200 0,208 2,146
210 0,218 1,810
220 0,228 1,596
230 0,238 1,444
240 0,248 1,329
250 0,257 1,239
260 0,267 1,166
270 0,276 1,104
280 0,286 1,052
290 0,295 1,000
300 0,304 0,967
310 0,314 0,933
320 0,323 0,901
330 0,332 0,874
340 0,340 0,849
350 0,349 0,826
360 0,358 0,805
370 0,367 0,786

Tabela II: Cálculo das larguras dos solitons em fm.
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6.3 Soluções numéricas da KdV linear

6.3.1 Temperatura nula

a) Escolhemos u = 0, 3 que de acordo com a Tabela II nos dá uma largura
do sóliton λ(T=0)

∼= 1fm, no caso em que d = 1. Usando (6.17) como
condição inicial de (6.16) e resolvendo-a numericamente encontramos as cur-
vas mostradas na Figura 6.1 .

Figura 6.1: Solução exata como condição inicial.

Ou seja, a solução exata é de fato um pulso solitário estável se propagando
sem dissipação ou dispersão.
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b)Podemos multiplicar a condição inicial por um fator qualquer. Quando
“erramos” na condição inicial, como por exemplo, ao multiplicar (6.17) por
10, encontramos as curvas apresentadas na Figura 6.2 .

Figura 6.2: Sóliton exato multiplicado por 10.

Observamos a decomposição do pulso inicial em uma seqüência de pulsos,
onde o maior sóliton vai à frente .
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c) Repetimos agora o exerćıcio mostrado na figura 6.2, porém multipli-
cando a condição inicial (6.17) por 15 e encontramos:

Figura 6.3: Sóliton exato multiplicado por 15.

Agora observamos mais pulsos e estes são formados antes em relação à
Figura 6.2 . Das duas últimas figuras notamos que pulsos de maior amplitude
se propagam mais rapidamente.
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d) Como ilustração de uma situação de pulso de rarefação, vamos usar
(6.17) como condição inicial de (6.16) mas com d = −1, então:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂x
+ (3− cs2)csρ̂1

∂ρ̂1

∂x
−
(

gV
2ρ0

2MmV
4cs

)

∂3ρ̂1

∂x3
= 0 (6.27)

com sua solução exata:

ρ̂1(x, t) =
3(u− cs)
cs(3− cs2)

sech2

[

mV
2

gV

√

(cs − u)csM
2ρ0

(x− ut)
]

< 0 (6.28)

Resolvendo (6.27) numericamente com a condição inicial (6.28) esco-
lhendo λ(T=0)

∼= 1, 16fm, encontramos as curvas da Figura 6.4 .

Figura 6.4: Pulso de rarefação como condição inicial.

Neste gráfico observamos o mesmo tipo de fenômeno mencionado em [23].
Nesta situação u < cs e portanto a rarefação é subsônica. Isso é uma con-
seqüência do coeficiente do termo de terceira derivada espacial ser negativo.
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e) Fazendo d = 0 eliminamos o termo de terceira derivada em (6.16) e
encontramos a chamada equação de quebra de onda. Impondo como condição
inicial (6.17) (com d = 1) temos as curvas encontradas na Figura 6.5 .

Figura 6.5: Quebra de onda com sóliton inicial.

Observamos a formação do choque seguida da dispersão da onda.
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f) Novamente com d = 0, analogamente ao apresentado na Figura 6.5,
mas escolhendo a velocidade de propagação u = 0, 2 (u ∼= cs) encontramos:

Figura 6.6: Quebra de onda com sóliton inicial.

O interessante nesta figura é que para a situação u ∼= cs (cs ∼= 0, 184)
observamos que o pulso inicial necessita de mais tempo para quebrar e dis-
persar, o choque ocorre mais tarde, e o perfil inicial é preservado durante um
intervalo de tempo maior.
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g) Ainda com u = 0, 2 e d = 0, analogamente ao apresentado na Figura
6.6, mas multiplicando a condição solitônica inicial por 10 temos os gráficos
apresentados na Figura 6.7 .

Figura 6.7: Quebra de onda com sóliton inicial multiplicado por 10.

Apesar de u ∼= cs, quando multiplicamos o sóliton inicial por um fator 10,
antecipamos a formação do choque e a dispersão da onda.
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h) Novamente com u = 0, 2 e d = 0, analogamente ao apresentado na
figura 6.7, mas multiplicando a condição solitônica inicial por 30 temos os
gráficos apresentados na Figura 6.8 .

Figura 6.8: Quebra de onda com sóliton inicial multiplicado por 10.

Quando multiplicamos o sóliton inicial (6.17) (com d = 1) por um fator
30 antecipamos a formação do choque e a dispersão da onda em relação à
figura anterior onde o fator multiplicativo era 10.

6.3.2 Temperatura finita

Para estudarmos os efeitos de temperatura finita na propagação dos solitons
e compará-los com a situação de temperatura nula, utilizamos a equação
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diferencial (6.21) com o potencial barioqúımico efetivo fixo ν = 900 MeV
mas com a condição inicial (6.17) (com d = 1) utilizando os parâmetros de
temperatura nula. A densidade de referência ρ0 é calculada a partir de (6.20).
Sendo assim, variar a temperatura significa variar os coeficientes da equação
diferencial, mantendo os parâmetros fixos da condição inicial.

a) Escolhendo a temperatura de 30 MeV encontramos os resultados a-
presentados na Figura 6.9 .

Figura 6.9: Propagação de um sóliton a T = 30 MeV , com ρ0 = 0, 0173fm−3

e cs = 0, 149.

Observamos que o sóliton inicial preserva seu perfil inicial durante um
intervalo de tempo aproximadamente 200 fm. Depois observamos o surgi-
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mento de outro sóliton, conforme o esparado: para condição inicial qualquer
temos solitons e radiação.

b) Analogamente, para temperatura de 80 MeV encontramos os resulta-
dos apresentados na Figura 6.10 .

Figura 6.10: Propagação de um sóliton a T = 80 MeV , com ρ0 = 0, 2fm−3

e cs = 0, 4.

Observamos que o fenômeno de surgimento do outro pulso e da radiação
ocorre antes. O pulso inicial se propaga mais rápido e vai mais longe do que
o pulso da figura anterior.
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c) Para a temperatura de 120 MeV encontramos os resultados apresen-
tados na Figura 6.11 .

Figura 6.11: Propagação de um sóliton a T = 120 MeV , com ρ0 = 0, 54fm−3

e cs = 0, 55.

Observamos também que o fenômeno de surgimento do outro pulso e da
radiação ocorre antes. O pulso inicial se propaga mais rápido e vai mais longe
do que os pulsos das duas figuras anteriores.
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d) Para o estudo do efeito da temperatura sobre a quebra de onda, basta
fazermos d = 0 e iniciarmos o estudo em temperatura de 30 MeV :

Figura 6.12: Quebra de onda a T = 30 MeV , com ρ0 = 0, 0173fm−3 e
cs = 0, 149.

Notamos que a quebra de onda e sua conseqüente dispersão ocorrem mais
adiante no espaço em comparação com o observado na Figura 6.6 . O au-
mento da temperatura torna o pulso mais rápido e os fenômenos de quebra
e dispersão ocorrem depois.
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e) Aumentando a temperatura para T = 80 MeV encontramos as curvas
da Figura 6.13 .

Figura 6.13: Quebra de onda a T = 80 MeV , com ρ0 = 0, 2fm−3 e cs = 0, 4.

Notamos que o pulso vai mais longe e a quebra de onda e a conseqüente
dispersão ocorrem mais adiante em relação à figura anterior.
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f) Finalizando o estudo do efeito da temperatura sobre a quebra de onda,
mostramos na Figura 6.14 a evolução de um pulso num meio a T = 120MeV .

Figura 6.14: Quebra de onda a T = 120 MeV , com ρ0 = 0, 54fm−3 e
cs = 0, 55.

O pulso vai mais longe ainda e a dispersão ocorre um pouco mais adiante
em relação às duas últimas figuras.
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6.4 KdV ciĺındrica

6.4.1 Solução anaĺıtica

Mencionamos no Caṕıtulo 2 que a KdV ciĺındrica possui solução exata con-
forme mostrado em [64, 65, 66, 67, 68]. Fazendo η ≡ 1 (de acordo com (5.14))
em (5.53) temos a equação de KdV ciĺındrica:

∂ρ1

∂τ
+

[

5

2
−cs2− (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

ρ1
∂ρ1

∂ξ
+

[

ωρ0
2

2(Φρ0 + φ)ρ0
2R2

]

∂3ρ1

∂ξ3
+

1

2

ρ1

τ
= 0

(6.29)
Ela é do tipo (2.3) e por conveniência vamos reescrevê-la como:

∂ρ1

∂τ
+ αρ1

∂ρ1

∂ξ
+ β

∂3ρ1

∂ξ3
+

1

2

ρ1

τ
= 0 (6.30)

onde

α ≡
[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

(6.31)

β ≡ d

[

gV
2ρ0

2cs
2mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

(6.32)

A equação (6.30) possui solução anaĺıtica exata pois torna-se integrável
mediante as transformações [64, 65]:

ξ =
z

ζ
τ = − 1

2ζ2
(6.33)

e

ρ1(ξ, τ) =
ξ

2ατ
− w(z, ζ)

2τ
(6.34)

Das equações acima segue que:

∂

∂ξ
= ζ

∂

∂z
,

∂3

∂ξ3
= ζ3 ∂

3

∂z3
e

∂

∂τ
= ζ3 ∂

∂ζ
+ ζ2z

∂

∂z
(6.35)

e também:

ρ1 = −zζ
α

+ wζ2 (6.36)
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Substituindo então (6.35) e (6.36) em (6.30):

(

ζ3 ∂

∂ζ
+ ζ2z

∂

∂z

)(

− zζ

α
+ wζ2

)

+

+α
(

− zζ

α
+ wζ2

)

ζ
∂

∂z

(

− zζ

α
+ wζ2

)

+ βζ3 ∂
3

∂z3

(

− zζ

α
+ wζ2

)

+

−ζ2
(

− zζ

α
+ wζ2

)

= 0

encontramos
∂w

∂ζ
+ αw

∂w

∂z
+ β

∂3w

∂z3
= 0 (6.37)

que conforme já vimos possui solução solitônica:

w(z, ζ) =
3c

α
sech2

[

√

c

4β
(z − cζ)

]

(6.38)

onde c é a velocidade de propagação do sóliton no espaço (z − ζ).
Para retornarmos com a solução ao espaço (ξ − τ) basta substituirmos

(6.33) e (6.38) em (6.34) para encontrar:

ρ1(ξ, τ) =
ξ

2ατ
− 3c

2ατ
sech2

[

√

c

4β
(ξζ − cζ)

]

=

=
ξ

2ατ
− 3c

2τα
sech2

[

√

cζ2

4β
(ξ− c)

]

=
ξ

2ατ
− 3c

2ατ
sech2

[

√

−c
8βτ

(ξ− c)
]

(6.39)

Como c é uma constante arbitrária escolhida para ser a velocidade de propaga-
ção de (6.38), podemos escolhê-la como

c = −k (6.40)

com k sendo uma constante positiva. Então temos (6.39) reescrita na forma:

ρ1(ξ, τ) =
ξ

2ατ
+

3k

2ατ
sech2

[

√

k

8βτ
(ξ + k)

]

(6.41)

que é a solução exata de (6.29).
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Entretanto, para conseguirmos a solução anaĺıtica da KdV ciĺındrica (6.29)
no espaço (r − t) temos que fazer η = 1 em (5.55), obtendo assim:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂r
+

[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

csρ̂1
∂ρ̂1

∂r
+

+d

[

gV
2ρ0

2cs
2mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

∂3ρ̂1

∂r3
+

1

2

ρ̂1

t
= 0 (6.42)

que é uma equação muito dif́ıcil de integrar utilizando transformações seme-
lhantes a (6.33) e (6.34) por causa do termo de primeira derivada espacial
proporcional a cs. Vamos então encontrar sua solução exata usando (5.30)
com η = 1 em (6.41), obtendo:

ρ̂1(r, t) =
(r − cst)

2αcst
+

3kR

2ασ1/2cst
sech2

{
√

kR

8βσ3/2cst

[

σ1/2

R
(r−cst)+k

]

}

(6.43)

que é uma expressão dependente de algumas constantes: R, k e σ. É in-
teressante encontrarmos algum v́ınculo entre elas ou com algum parâmetro.
Substituindo (6.43) em (6.42) para verificarmos a validade da solução, obte-
mos a relação

R2cs = 1fm2 (6.44)

que deve ser satisfeita. Isso nos define, por exemplo:

0, 1 ≤ cs ≤ 0, 9

resultando em
3, 16 fm ≥ R ≥ 1, 05 fm

Vale lembrar que ρ̂1 ≡ σρ1 e α e β são dados por (6.31) e (6.32) respec-
tivamente. As constantes σ e k são adimensionais e devem ser escolhidas
apropriadamente.

6.4.2 Dois casos de interesse

I) Matéria nuclear a T = 0, com densidade bariônica de equiĺıbrio ρ0 e
saturação.

Lembramos que o v́ınculo dado por (5.48) resulta em µB = M .
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A equação (6.42) e sua solução exata (6.43) (com (5.23) e (5.24)) são
dadas por:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂r
+ (3− cs2)csρ̂1

∂ρ̂1

∂r
+ d

(

gV
2ρ0

2MmV
4cs

)

∂3ρ̂1

∂r3
+

1

2

ρ̂1

t
= 0 (6.45)

e

ρ̂1(r, t) =
(r − cst)

2(3− cs2)cst
+

+
3kR

2(3− cs2)σ1/2cst
sech2

{
√

kRMmV
4cs

4dgV
2ρ0σ3/2cst

[

σ1/2

R
(r − cst) + k

]

}

(6.46)

respectivamente. Podemos estudar também como condição inicial para (6.45)
com t0 6= 0:

ρ̂1(r, t0) =
3(u− cs)
cs(3− cs2)

sech2

[

mV
2

gV

√

(u− cs)csM
2dρ0

(r − ut0)
]

(6.47)

II) Matéria hadrônica em T 6= 0 descrita em uma densidade bariônica
arbitrária.

Agora lembramos que o v́ınculo dado por (5.48) resulta em

gV
2ρ0

mV
2cs2

=
(

µB +
Ts

ρ0

)

(6.48)

A equação (6.42) e sua solução exata (6.43) (com (5.23) e (5.24)) são
dadas por:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂r
+

(

2− cs2 − µBcs
2mV

2

2gV
2ρ0

)

csρ̂1
∂ρ̂1

∂r
+ d

(

cs
2mV

2

)

∂3ρ̂1

∂r3
+

1

2

ρ̂1

t
= 0

(6.49)
e

ρ̂1(r, t) =
(r − cst)

2cst

(

2− cs2 − µBcs
2mV

2

2gV
2ρ0

)−1

+

+
3kR

2σ1/2cst

(

2− cs2 − µBcs
2mV

2

2gV
2ρ0

)−1

sech2

{

√

kRmV
2

4dσ3/2cs2t

[

σ1/2

R
(r − cst) + k

]

}

(6.50)
respectivamente.
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Podemos estudar também como condição inicial para (6.49) com t0 6= 0:

ρ̂1(r, t0) =
3(u− cs)

cs

(

2− cs2 − µBcs
2mV

2

2gV
2ρ0

)−1

sech2

[

√

(u− cs)mV
2

2dcs
(r− ut0)

]

(6.51)
Apesar da KdV ciĺındrica ter solução exata ela depende de σ que é um

parâmetro de expansão. Isso traz uma ambiguidade à esta solução. De-
sejamos soluções e/ou condições iniciais mais simples para efeitos de com-
paração de comportamentos com a temperatura e em geometrias diferentes.

Sendo assim, utilizaremos o pulso solitônico da KdV linear (6.47) como
condição em temperatura nula e finita, e vamos estudar soluções numéricas
de (6.45).

6.5 Método da expansão em funções eĺıpticas

de Jacobi

Apresentamos o método de expansão em funções eĺıpticas de Jacobi (JEF)
para solução das equações de KdV linear, ciĺındrica e esférica em certas
condições. Tais equações de KdV são dadas em uma notação compacta por
(2.2):

∂v

∂t
+ αv

∂v

∂y
+ β

∂3v

∂y3
+ δ

v

y
= 0 (6.52)

onde na própria seção 2.2 deste trabalho mencionamos alguns métodos uti-
lizados na literatura para estudo de suas soluções.

O método de Expansão em JEF consiste em escrever um ansatz para a
equação diferencial (6.52) em termos das JEF: sn, cn, dn, etc e depois estudar
em quais condições elas se transformam em sech2, ou melhor dizendo, em
quais condições elas se tornam soluções solitônicas. As JEF estão melhor
apresentadas e definidas no Apêndice E deste trabalho, mas ao longo deste
caṕıtulo apresentaremos algumas de suas propriedades mais relevantes.

Em [82] Zuntao Fu e colaboradores aplicaram o método de expansão em
JEF na obtenção da solução da equação de KdV

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+ β

∂3v

∂x3
= 0

via ansatz dado por série de snϑ com ϑ = k(x − ct). A solução encontrada
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foi:
v(x.t) = c+ 4(1− 2m2)βk2 + 12m2βk2cn2ϑ

que com a escolha da constante c = 4βk2 e o parâmetro livre m = 1 (que
implica cnϑ→ sechϑ) leva à já conhecida solução solitônica:

v(x.t) = 3c× sech2
[

√

c

4β
(x− ct)

]

Ainda em [82] o método de expansão em JEF foi aplicado em mais quatro
casos: a) Equação de Boussinesq:

∂2v

∂t2
− c02 ∂

2v

∂x2
− α∂

4v

∂x4
− β∂

2v2

∂x2
= 0

b) Equação de KdV modificada:

∂v

∂t
+ αv2 ∂v

∂x
+ β

∂3v

∂x3
= 0

c) Equação não-linear de Klein-Gordon:

∂2v

∂t2
− c02 ∂

2v

∂x2
+ αv − βv2 = 0

∂2v

∂t2
− c02 ∂

2v

∂x2
+ αv − βv3 = 0

d) Variantes da equação de Boussinesq acopladas:

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+
∂u

∂x
+ α

∂3v

∂t∂x2
= 0

∂u

∂t
+
∂(vu)

∂x
+ β

∂3v

∂x3
= 0

onde em todos os casos α, β e c0 são constantes não nulas.
Esse estudo mostrou que o método de expansão em JEF contém as

soluções solitônicas e nos casos b e c contém as soluções do tipo ondas de
choque.

Em [83] foram exploradas outras possibilidades pelos ansatz dados em
séries de cnϑ, dnϑ e csϑ levando a outras soluções solitônicas e outras ondas
de choque. Em resumo, dada a “espécie” de JEF escolhida como ansatz,
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obtém-se uma onda solitônica espećıfica ou onda de choque como solução
para a equação de onda espećıfica em estudo.

Aproximadamente três anos após [83] o método foi utilizado em [84] no
estudo de soluções da equação de KdV com coeficientes variáveis:

∂u

∂t
+ α(t)u

∂u

∂x
+ β(t)

∂3u

∂x3
= 0

e também na solução da KdV forçada:

∂v

∂t
+ av

∂v

∂x
+ b

∂3v

∂x3
= F (t)

O interessante em [84] é que a equação de KdV com coeficientes variáveis pode
ser transformada em uma KdV ciĺındrica e sendo assim, o método foi aplicado
à equação de KdV ciĺındrica e generalizado para (6.52), que é exatamente o
que desejamos em nosso trabalho: soluções para a KdV ciĺındrica e esférica
dadas por (5.55).

6.5.1 Aplicação na KdV

Seguiremos os procedimentos de [84] aplicados à (5.55):

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂X
+

[

5

2
− cs2 − (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

csρ̂1
∂ρ̂1

∂X
+

+d

[

gV
2ρ0

2cs
2mV

4(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

∂3ρ̂1

∂X3
+
η

2

ρ̂1

t
= 0

Usando
δ ≡ η

2

e também (6.31) e (6.32) a equação acima assume a forma

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂X
+ αcsρ̂1

∂ρ̂1

∂X
+ β

∂3ρ̂1

∂X3
+ δ

ρ̂1

t
= 0 (6.53)

com notação semelhante à (6.52). Nosso objetivo é considerar a equação
não-linear N com coeficientes variáveis mais geral posśıvel:

N
(

u,
∂u

∂t
,
∂u

∂X
,
∂2u

∂t2
,
∂2u

∂X2
, . . .

)

= 0 (6.54)
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e buscar soluções do tipo:

u = u(ϑ), ϑ = f(t)X + g(t) (6.55)

onde f(t) e g(t) são funções do tempo a serem determinadas.
Então o ansatz para (6.54) é dado por

u(ϑ) =
n
∑

j=0

aj(t)sn
jϑ (6.56)

e quando m→ 1 ⇒ snϑ→ tanhϑ e (6.56) se transforma em

u(ϑ) =
n
∑

j=0

aj(t)tanh
jϑ (6.57)

Sabendo também m→ 1 ⇒ cnϑ→ sechϑ e usando as devidas manipulações
conseguimos reescrever as soluções em ondas solitônicas correspondentes.

A partir de (6.56) temos que:

du

dϑ
=

n
∑

j=0

jaj(t)sn
j−1ϑ cnϑ dnϑ (6.58)

e as relações
cn2ϑ = 1− sn2ϑ (6.59)

dn2ϑ = 1−msn2ϑ (6.60)

com módulo m (0 < m < 1) juntamente com as derivadas

d

dϑ
snϑ = cnϑ dnϑ,

d

dϑ
cnϑ = −snϑ dnϑ,

d

dϑ
dnϑ = −msnϑ cnϑ (6.61)

Notamos que

O
(

u(ϑ)
)

= n (6.62)

O
(

dPu

dϑP

)

= n + P, P = 1, 2, 3, . . . (6.63)

e

O
(

uq d
Pu

dϑP

)

= (q + 1)n + P, q = 0, 1, 2, . . . , P = 1, 2, 3, . . . (6.64)
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e poderemos escolher n adequadamente para (6.56) igualando a ordem do
termo não-linear com a ordem do termo de derivada mais alta.

Para resolvermos (6.53) fazemos

u = tδρ̂1 (6.65)

e assim reescrevemos (6.53) como

∂u

∂t
+ cs

∂u

∂X
+ αcst

−δu
∂u

∂X
+ β

∂3u

∂X3
= 0 (6.66)

Com o uso de
y = t−δ/2X (6.67)

transforma (6.66) em

∂u

∂t
+ cst

−δ/2 ∂u

∂y
+ αcst

−3δ/2u
∂u

∂y
+ βt−3δ/2 ∂

3u

∂y3
= 0 (6.68)

que é uma equação de KdV com coeficientes variáveis, ou seja, (6.53) está
reescrita como (6.68) e por facilidade de cálculo é ainda escrita na forma:

∂u

∂t
+ cs(t)

∂u

∂y
+ α(t)u

∂u

∂y
+ β(t)

∂3u

∂y3
= 0 (6.69)

onde
cs(t) ≡ cst

−δ/2 (6.70)

α(t) ≡ αcst
−3δ/2 (6.71)

e
β(t) ≡ βt−3δ/2 (6.72)

Substituindo então (6.55) e (6.56) em (6.69) encontramos:

u = a0(t) + a1(t)snϑ+ a2(t)sn
2ϑ (6.73)

pois igualando a ordem do termo não-linear com a do termo de terceira
derivada: 2n+ 1 = n+ 3 temos n = 2 em (6.56) com ϑ = f(t)y + g(t).

As derivadas são dadas por:

∂u

∂t
= a0

′ + a1
′snϑ+ a2

′sn2ϑ+ (a1 + 2a2 snϑ)(f ′y + g′)cnϑ dnϑ (6.74)
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∂u

∂y
= f(a1 + 2a2 snϑ)cnϑ dnϑ (6.75)

u
∂u

∂y
= f

[

a0a1 +(a1
2 +2a0a2)snϑ+3a1a2 sn

2ϑ+2a2
2 sn3ϑ

]

cnϑ dnϑ (6.76)

e

∂3u

∂y3
= f 3

[

− (1+m)a1−8(1+m)a2 snϑ+6ma1 sn
2ϑ+24ma2 sn

3ϑ
]

cnϑ dnϑ

(6.77)
onde a notação “ ′ ” denota a derivada com relação ao tempo.

Substituindo então (6.74) à (6.77) em (6.69) encontramos:

a0
′ + a1

′snϑ+ a2
′sn2ϑ+ a1

[

f ′y + g′ + α(t)fa0 − (1 +m)β(t)f 3+

+cs(t)f
]

cnϑ dnϑ+
[

2a2(f
′y + g′) + α(t)f(a1

2 + 2a0a2)− 8(1 +m)β(t)f 3a2+

+2a2cs(t)f
]

snϑ cnϑ dnϑ+ 3a1f
[

α(t)a2 + 2mβ(t)f 2
]

sn2ϑ cnϑ dnϑ+

+2a2f
[

α(t)a2 + 12mβ(t)f 2
]

sn3ϑ cnϑ dnϑ = 0 (6.78)

ou seja:
a0

′ = a1
′ = a2

′ = 0 (6.79)

a1

[

f ′y + g′ + α(t)fa0 − (1 +m)β(t)f 3 + cs(t)f
]

= 0 (6.80)

2a2(f
′y+g′)+α(t)f(a1

2 +2a0a2)−8(1+m)β(t)f 3a2 +2a2cs(t)f = 0 (6.81)

3a1f
[

α(t)a2 + 2mβ(t)f 2
]

= 0 (6.82)

2a2f
[

α(t)a2 + 12mβ(t)f 2
]

= 0 (6.83)

De (6.79) conclúımos que os coeficientes a0, a1 e a2 são constantes com
relação ao tempo. De (6.80) e (6.82) temos que

a1 = 0 (6.84)

Já de (6.83) encontramos

a2 = −12m
β(t)

α(t)
f 2 (6.85)
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Utilizando o fato de que a0 é constante em relação ao tempo e substituindo
(6.84) e (6.85) em (6.81) encontramos:

f(t) = k →constante (6.86)

e também:

a0 = − g′

α(t)k
+ 4(1 +m)

β(t)

α(t)
k2 − cs(t)

α(t)

com

− g′

α(t)k
− cs(t)

α(t)
= c →constante (6.87)

resultando em

a0 = c+ 4(1 +m)
β(t)

α(t)
k2

Usando (6.71) e (6.72) temos:

β(t)

α(t)
=

β

αcs
= constante (6.88)

e assim encontramos:

a0 = c+ 4(1 +m)
β

αcs
k2 (6.89)

e também:

a2 = −12m
β

αcs
k2 (6.90)

Usando (6.70), (6.71) e (6.86) em (6.87) obtemos:

g(t) = −2cs α c k

(2− 3δ)
t1−3δ/2 − 2cs k

(2− δ)t
1−δ/2 (6.91)

Usando ϑ = f(t)y + g(t) e (6.86) na substituição de (6.84), (6.89), (6.90) e
(6.91) em (6.73) temos:

u(y, t) = c+ 4(1 +m)
β

αcs
k2+

−12m
β

αcs
k2sn2

[

ky − 2cs α c k

(2− 3δ)
t1−3δ/2 − 2cs k

(2− δ)t
1−δ/2

]

(6.92)

que é a solução de (6.69).
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Usando na expressão (6.92) a relação (6.59) e a condição m → 1 ⇒
cnϑ→ sechϑ encontramos a solução solitônica para (6.69):

u(y, t) = c− 4βk2

αcs
+

12βk2

αcs
sech2

[

ky − 2cs α c k

(2− 3δ)
t1−3δ/2 − 2cs k

(2− δ)t
1−δ/2

]

(6.93)
A solução de (6.53) que é o que desejamos, é dada pelo uso de (6.65) e

(6.67) em (6.93):

ρ̂1(X, t) =
1

tδ

{

c− 4βk2

αcs
+

+
12βk2

αcs
sech2

[

k t−δ/2 X − 2cs α c k

(2− 3δ)
t1−3δ/2 − 2cs k

(2− δ)t
1−δ/2

]}

(6.94)

de onde observamos que para a situação da KdV linear (δ = 0) com a escolha
das constantes:

c =
4βk2

αcs
(6.95)

e

k2 =
(u− cs)

4β
(6.96)

obtemos uma versão de (6.94) igual a (6.17) e (6.22) nas situações de tempe-
ratura nula e temperatura finita respectivamente!

Uma observação importante é que na verificação de (6.94) como solução
de (6.53), ou seja, substituindo (6.94) em (6.53) notamos que apenas no caso
δ = 0 ocorre uma situação de solução exata, sendo que nos casos ciĺındrico e
esférico onde δ 6= 0, (6.94) só é válida como solução para a condição X = 0
(equivalente a r = 0), o que nos leva à conclusão de que o método de expansão
em JEF leva à solução exata da KdV linear.

6.5.2 Aplicação na equação de quebra de onda forçada

a)Solução da KdV forçada

Antes da seção anterior mencionamos que o método de expansão em JEF é
utilizado também na solução da KdV forçada:

∂v

∂t
+ av

∂v

∂x
+ β

∂3v

∂x3
= F (t) (6.97)
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e de acordo com [84] é necessária apenas uma única mudança de variável:

v = u+ Γ(t) (6.98)

onde

Γ(t) =
∫ t

0
F (t′)dt′ (6.99)

e sendo assim, (6.98) aplicada em (6.97) resulta em:

∂u

∂t
+ a[Γ(t) + u]

∂u

∂x
+ β

∂3u

∂x3
= 0 (6.100)

Pelos mesmos argumentos da seção anterior, a solução de (6.100) é dada
por (6.56). Igualando a ordem do termo não-linear com a do termo de terceira
derivada: 2n+ 1 = n+ 3 temos n = 2 e sendo assim:

u = a0(t) + a1(t)snϑ+ a2(t)sn
2ϑ (6.101)

com ϑ = f(t)x+ g(t).
Substituindo então (6.101) em (6.100) encontramos:

a0
′ + a1

′snϑ+ a2
′sn2ϑ+ a1

[

f ′x+ g′ + αfa0 + αfΓ− (1 +m)βf 3
]

cnϑ dnϑ+

+
[

2a2(f
′x+ g′) + αf(a1

2 + 2a0a2) + 2αfΓa2+

−8(1 +m)βf 3a2

]

snϑ cnϑ dnϑ+ 3a1f
[

αa2 + 2mβf 2
]

sn2ϑ cnϑ dnϑ+

+2a2f
[

αa2 + 12mβf 2
]

sn3ϑ cnϑ dnϑ = 0 (6.102)

ou melhor:
a0

′ = a1
′ = a2

′ = 0 (6.103)

a1

[

f ′x+ g′ + αfa0 + αfΓ− (1 +m)βf 3
]

= 0 (6.104)

2a2(f
′x+ g′) + αf(a1

2 + 2a0a2) + 2αfΓa2 − 8(1 +m)βf 3a2 = 0 (6.105)

3a1f
[

αa2 + 2mβf 2
]

= 0 (6.106)

2a2f
[

αa2 + 12mβf 2
]

= 0 (6.107)

que de (6.104) e de (6.106) resulta em:

a1 = 0 (6.108)
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Já de (6.107) encontramos

a2 = −12m
β

α
f 2 (6.109)

Como a0 é constante em relação ao tempo, substituindo (6.108) e (6.90) em
(6.105) encontramos:

f(t) = k →constante (6.110)

e também:

a0 = − g′

αk
− Γ + 4(1 +m)

β

α
k2

e então

− g′

αk
− Γ =

c

α
(6.111)

com c sendo uma constante. Prosseguindo nos cálculos:

a0 =
c

α
+ 4(1 +m)

β

α
k2 (6.112)

e

a2 = −12m
β

α
k2 (6.113)

Usando também (6.110) em (6.111) obtemos:

g(t) = −ctk − αk
∫ t

0
Γ(τ)dτ (6.114)

Substituindo então (6.99), (6.101), (6.108), (6.110), (6.112) e (6.113) em
(6.98) encontramos a solução exata de (6.97):

v(x, t) =
c

α
+ 4(1 +m)

β

α
k2 − 12m

β

α
k2sn2ϑ+

∫ t

0
F (t′)dt′

ou melhor, usando sn2ϑ = 1− cn2ϑ, temos:

v(x, t) =
c

α
+ 4(1 +m)

β

α
k2− 12m

β

α
k2 + 12m

β

α
k2cn2ϑ+

∫ t

0
F (t′)dt′ (6.115)

com sua correspondente solitônica (m→ 1 ⇒ cnϑ→ sechϑ):

v(x, t) =
c

α
− 4

β

α
k2 + 12

β

α
k2sech2ϑ+

∫ t

0
F (t′)dt′ (6.116)

Usando também (6.110) e (6.114) em ϑ = f(t)x+ g(t) encontramos:

ϑ = k
[

x− ct− α
∫ t

0

∫ t′

0
F (ψ)dψdt′

]

(6.117)
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b)Estudo da equação de quebra de onda forçada

Na situação β = 0 em (6.97) encontramos

∂v

∂t
+ av

∂v

∂x
= F (t)

que é uma equação semelhante a (3.78):

∂ε1

∂τ
+
[(

3cs
2

2V 2
− cs2

)

1

(1 + cs2)
− 1

2

]

ε1
∂ε1

∂ξ
=

V β

2cs2ε0

δ(ξ) (6.118)

conforme apresentada no caṕıtulo 3 (seção 3.6.3) proveniente do estudo da
hidrodinâmica com fonte via expressões (3.74), (3.75) e (3.76).

Mas (6.118) está no espaço ξ− τ que para retornar ao espaço x− t basta
utilizar os operadores provenientes de (3.77):

∂

∂ξ
=

R

σ1/2

∂

∂x

∂

∂τ
=

R

V σ3/2

∂

∂t
+

R

σ3/2

∂

∂x

e sendo assim encontramos (6.118) na forma:

∂ε̂1

∂t
+V

∂ε̂1

∂x
+
[(

3cs
2

2V 2
−cs2

)

1

(1 + cs2)
−1

2

]

V ε̂1
∂ε̂1

∂x
=
V 2βσ5/2

2cs2ε0R
δ
(

σ1/2

R
(x−V t)

)

(6.119)
onde

ε̂1 ≡ σε1 (6.120)

Ainda por facilidade de notação reescreveremos (6.121) como:

∂ε̂1

∂t
+ V

∂ε̂1

∂x
+ αV ε̂1

∂ε̂1

∂x
= γδ

(

σ1/2

R
(x− V t)

)

(6.121)

com os coeficientes rotulados de

[(

3cs
2

2V 2
− cs2

)

1

(1 + cs2)
− 1

2

]

≡ α (6.122)

e
V 2βσ5/2

2cs2ε0R
≡ γ (6.123)
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Uma maneira de tratar (6.121) apenas com termo de perturbação no tempo
conforme b = 0 em (6.97), é considerarmos no argumento da Delta de Dirac
a aproximação x << V t, então:

σ1/2

R
(x− V t) ∼= −σ

1/2

R
V t (6.124)

e assim:
∂ε̂1

∂t
+ V

∂ε̂1

∂x
+ αV ε̂1

∂ε̂1

∂x
= γδ

(

σ1/2

R
V t
)

≡ F (t) (6.125)

Entretanto, se buscarmos uma solução exata para (6.125) encontraremos
apenas uma solução constante combinada com o termo forçado, pois igua-
lando a ordem do termo não-linear com a do termo de primeira derivada (que
é a derivada espacial de ordem mais alta), encontramos 2n + 1 = n + 1 ⇒
n = 0 e sendo assim:

ε̂1 = a0 +
∫ ∞

0
δ
(

σ1/2

R
(V t′)

)

dt′

o que não é muito interessante pois queremos estudar (6.125) quanto a
comportamentos ondulatórios, ou melhor dizendo, com uma condição ini-
cial solitônica. Para tanto basta resolvermos (6.125) com o acréscimo do
termo de terceira derivada, que é uma KdV perturbada conforme (6.97):

∂ε̂1

∂t
+ V

∂ε̂1

∂x
+ αV ε̂1

∂ε̂1

∂x
+ β

∂3ε̂1

∂x3
= γδ

(

σ1/2

R
V t
)

≡ F (t) (6.126)

e tal solução exata de (6.126) será a condição inicial para (6.125) com o
parâmetro livre β.

A diferença essencial comparando a forma de (6.126) com (6.97) é o termo

V
∂ε̂1

∂x

que nos leva a uma solução anaĺıtica exata:

ε̂1(x, t) =
c

α
− 4

β

α
k2 + 12

β

α
k2sech2ϑ+

∫ t

0
F (t′)dt′ (6.127)

com ϑ = f(t)x+ g(t), ou seja:

ϑ = k
[

x− ct− V t− α
∫ t

0

∫ t′

0
F (ψ)dψdt′

]

(6.128)
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semelhante a (6.116) com argumento (6.117).
Como

γδ
(

σ1/2

R
V t
)

≡ F (t)

temos

F (t) =
∫ t

0
γδ
(

σ1/2

R
V t′

)

dt′

e então

F (t) =
∫ t

0

∫ t′

0
γδ
(

σ1/2

R
V ψ

)

dψdt′

logo:
∫ t

0

∫ t′

0
F (ψ)dψdt′ =

∫ t

0

∫ t′

0
γδ
(

σ1/2

R
V ψ

)

dψdt′

em (6.128).
Apresentamos nesta seção uma parte do cenário de cultura de soluções de

equações de ondas, mas conclúımos que JEF reproduz o que já sab́ıamos da
solução da KdV linear e não resolve a KdV ciĺındrica e esférica. JEF nos dá a
solução exata da KdV forçada, onde o termo forçado depende explicitamente
do tempo.

Porém, em (6.126) temos uma aproximação para usarmos (6.128) que
despreza o caráter de propagação x−V t e sendo assim perdemos a informação
sobre propagação do parton perturbador no fluido. Outra possibilidade é
estudar um sóliton inicial para (6.126), mas temos dois parâmetros livres: σ e
R que são arbitrários e torna o estudo fenomenológico complicado. Deixamos
assim o estudo da quebra de onda forçada para outra oportunidade.
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6.6 Soluções numéricas da KdV ciĺındrica

6.6.1 Temperatura nula

a) Iniciaremos nosso estudo em temperatura nula usando como condição
inicial o sóliton (6.47) com d = 1 para a equação (6.45). Os resultados
correspondentes estão na Figura 6.15 .

Figura 6.15: KdV ciĺındrica a temperatura nula.

Dado um sóliton como condição inicial, observamos seu amortecimento
dado pelo termo ρ̂1/2t em contraste com a KdV linear.
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b) Ainda em temperatura nula, mas usando como condição inicial o
sóliton (6.47) com d = 1 multiplicado por um fator 10, encontramos as
curvas da Figura 6.16 .

Figura 6.16: KdV ciĺındrica a temperatura nula com sóliton inicial multipli-
cado por 10.

Observamos que apesar do amortecimento é posśıvel ver o efeito de mul-
tiplicação por um fator 10 na condição inicial: sólitons seguidos de radiação.
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c) Usaremos como condição inicial o sóliton (6.47) com d = 1 multiplicado
por um fator 30, encontramos as curvas da Figura 6.17 .

Figura 6.17: KdV ciĺındrica a temperatura nula com sóliton inicial multipli-
cado por 30.

O comportamento é muito parecido com o da figura anterior, mas agora
observamos mais radiação.
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d) Para estudo de equação de quebra de onda ciĺındrica fazemos d = 0
em (6.45) e como condição inicial usamos (6.47) com d = 1. Os resultados
estão na Figura 6.18 .

Figura 6.18: Quebra de onda ciĺındrica com sóliton inicial.

Observamos que o sóliton inicial é amortecido e à medita em que isso
ocorre notamos a formação do choque, ou seja, uma espécie de deformação
do sóliton formando uma “parede”. Tal onda será quebrada e dispersada
mais adiante mas tal efeito não é observado aqui devido ao amortecimento.
Podemos dizer que nesta situação o pulso percorre grande distância.
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e) Resolvendo a equação de quebra de onda ciĺındrica com a condição
inicial (6.47) com d = 1 multiplicada por 10 encontramos os resultados da
Figura 6.19 .

Figura 6.19: Quebra de onda ciĺındrica com sóliton inicial multiplicado por
10.

Observamos simultaneamente o amortecimento do sóliton inicial com a
quebra e a dispersão da onda. Aumentando a amplitude da condição inicial
por um fator multiplicativo 10 antecipamos o efeito de quebra seguida de
dispersão que não era visto na figura anterior.
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f) Finalmente, resolvemos a equação de quebra de onda ciĺındrica com
a condição inicial (6.47) com d = 1 multiplicada por 30 encontramos os
resultados da Figura 6.20 .

Figura 6.20: Quebra de onda ciĺındrica com sóliton inicial multiplicado por
30.

Observamos o mesmo comportamento já visto na Figura 6.19. Agora há
maior antecipação da quebra seguida de dispersão.

6.6.2 Temperatura finita

Seguindo o mesmo racioćınio ao já feito para a KdV linear, estudamos a
equação diferencial (6.49) com o potencial barioqúımico efetivo fixo ν = 900
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MeV e com a condição inicial (6.51) (com d = 1) utilizando os parâmetros de
temperatura nula. Novamente a densidade de referência é calculada a partir
de (6.48).

a) Para a temperatura de 30 MeV encontramos os resultados da Figura
6.21 .

Figura 6.21: KdV ciĺındrica a T = 30 MeV , com ρ0 = 0, 0173fm−3 e cs =
0, 149.

Em relação à figura 6.15 que é em temperatura zero, notamos que para
T = 30MeV o sóliton inicial vai menos longe, porém com efeito de amorte-
cimento.
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b) Para a temperatura de 80 MeV encontramos os resultados da Figura
6.22 .

Figura 6.22: KdV ciĺındrica a T = 80 MeV , com ρ0 = 0, 2fm−3 e cs = 0, 4.

Em relação à figura anterior a T = 30 MeV observamos que o pulso é
mais rápido apesar do amortecimento.

135



c) Já para a temperatura de 120 MeV encontramos os resultados da
Figura 6.23 .

Figura 6.23: KdV ciĺındrica a T = 120 MeV , com ρ0 = 0, 54fm−3 e cs =
0, 55.

À medida que a temperatura aumenta, o amortecimento ocorre mas o
pulso vai mais rápido.
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d) Para estudo de efeito de temperatura na equação de quebra de onda
ciĺındrica fazemos d = 0 em (6.45) e como condição inicial usamos (6.47) com
d = 1. Os resultados são as curvas na Figura 6.24 .

Figura 6.24: Quebra de onda ciĺındrica a T = 30 MeV , com ρ0 =
0, 0173fm−3 e cs = 0, 149

.

O que ocorre nesta figura é semelhante ao que ocorre na figura 6.18 a
temperatura nula. Tal onda será quebrada e dispersada mais adiante mas tal
efeito não é observado devido amortecimento. O pulso é ligeiramente mais
rápido do que em temperatura nula.
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e) Equação de quebra de onda ciĺındrica a T = 80 MeV . Os resultados
são as curvas na Figura 6.25 .

Figura 6.25: Quebra de onda ciĺındrica a a T = 80 MeV , com ρ0 = 0, 2fm−3

e cs = 0, 4.

Observamos o pulso mais rápido do que na temperatura nula e em T =
30 MeV . Também notamos o amortecimento do sóliton inicial, mas não
podemos ver a quebra da onda e sua conseqüente dispersão.
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f) Equação de quebra de onda ciĺındrica a T = 120 MeV . Os resultados
são as curvas na Figura 6.26 .

Figura 6.26: Quebra de onda ciĺındrica a 120MeV , com ρ0 = 0, 54fm−3 e
cs = 0, 55.

O pulso é mais rápido que nas situações de temperatura menor mas não
vemos a quebra seguida de dispersão. A melhor maneira de visualizarmos
quebra e dispersão é através das variantes da condição inicial dada por fatores
multiplicativos na amplitude da mesma conforme figuras 6.19 e 6.20.
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6.7 KdV esférica

A KdV esférica é obtida fazendo η ≡ 2 ( de acordo com (5.14) ) em (5.53):

∂ρ1

∂τ
+

[

5

2
−cs2− (µBρ0cs

2 + φρ0
2)

2(Φρ0 + φ)ρ0
2

]

ρ1
∂ρ1

∂ξ
+

[

ωρ0
2

2(Φρ0 + φ)ρ0
2R2

]

∂3ρ1

∂ξ3
+
ρ1

τ
= 0

(6.129)
e novamente por conveniência vamos reescrevê-la como:

∂ρ1

∂τ
+ αρ1

∂ρ1

∂ξ
+ β

∂3ρ1

∂ξ3
+
ρ1

τ
= 0 (6.130)

com α e β dados por (6.31) e (6.32).

6.7.1 Dois casos de interesse

Analogamente ao já feito para a KdV ciĺındrica, temos:
I) Matéria nuclear a T = 0, com densidade bariônica de equiĺıbrio ρ0 e

saturação.
Lembramos que o v́ınculo dado por (5.48) resulta em µB = M . A KdV

esférica é dada por:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂r
+ (3− cs2)csρ̂1

∂ρ̂1

∂r
+ d

(

gV
2ρ0

2MmV
4cs

)

∂3ρ̂1

∂r3
+
ρ̂1

t
= 0 (6.131)

e uma condição inicial com t0 6= 0:

ρ̂1(r, t0) =
3(u− cs)
cs(3− cs2)

sech2

[

mV
2

gV

√

(u− cs)csM
2dρ0

(r − ut0)
]

(6.132)

II) Matéria hadrônica em T 6= 0 descrita em uma densidade bariônica
arbitrária.

Agora lembramos que o v́ınculo dado por (5.48) resulta em

gV
2ρ0

mV
2cs2

=
(

µB +
Ts

ρ0

)

(6.133)

Nesse caso temos:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂r
+

(

2− cs2 − µBcs
2mV

2

2gV
2ρ0

)

csρ̂1
∂ρ̂1

∂r
+ d

(

cs
2mV

2

)

∂3ρ̂1

∂r3
+
ρ̂1

t
= 0

(6.134)
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e como condição inicial para (6.134) com t0 6= 0:

ρ̂1(r, t0) =
3(u− cs)

cs

(

2− cs2 − µBcs
2mV

2

2gV
2ρ0

)−1

sech2

[

√

(u− cs)mV
2

2dcs
(r− ut0)

]

(6.135)
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6.8 Soluções numéricas da KdV esférica

6.8.1 Temperatura nula

a) Iniciaremos nosso estudo em temperatura nula usando como condição
inicial o sóliton (6.132) com d = 1 para a equação (6.131). Os resultados são
as curvas na Figura 6.27 .

Figura 6.27: KdV esférica a temperatura nula.

O sóliton inicial é amortecimento por causa do termo ρ̂1/t em contraste
com a KdV linear. É interessante que agora o amortecimento ρ̂1/t é maior
do que no caso ciĺındrico: ρ̂1/2t.
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b) Ainda em temperatura nula, mas usando como condição inicial o
sóliton (6.132) com d = 1 multiplicado por um fator 10 encontramos os
gráficos da Figura 6.28 .

Figura 6.28: KdV esférica a temperatura nula com sóliton inicial multiplicado
por 10.

Apesar do pulso ser um pouco mais rápido, o amortecimento ocorre para
um pulso inicial com amplitude elevada.
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c) Usaremos como condição inicial agora o sóliton (6.132) com d = 1
multiplicado por um fator 30 encontramos os gráficos da Figura 6.29 .

Figura 6.29: KdV esférica a temperatura nula com sóliton inicial multiplicado
por 30.

Com relação às duas últimas figuras o pulso vai mais rápido e o amorte-
cimento é forte em contraste à KdV ciĺındrica a temperatura nula. Na KdV
esférica não observamos a radiação.
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d) Para o estudo de equação de quebra de onda esférica fazemos d = 0
em (6.131) e como condição inicial usamos (6.132) com d = 1 encontramos
os gráficos da Figura 6.30 .

Figura 6.30: Quebra de onda esférica com sóliton inicial.

Dado amortecimento forte, não observamos a quebra e dispersão do sóliton
inicial.
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e) Equação de quebra de onda esférica com a condição inicial (6.132) com
d = 1 multiplicada por 10. Os resultados são os gráficos da Figura 6.31 .

Figura 6.31: Quebra de onda esférica com sóliton inicial multiplicado por 10.

Apesar de multiplicarmos o sóliton inicial por 10 aumentando sua ampli-
tude, notamos que o mesmo é um pouco mais rápido mas ainda não obser-
vamos a quebra seguida de dispersão.
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f) Equação de quebra de onda esférica com a condição inicial (6.132) com
d = 1 multiplicada por 30. Os resultados são os gráficos da Figura 6.32 .

Figura 6.32: Quebra de onda esférica com sóliton inicial multiplicado por 30.

A mulitiplicação por um fator 30 na amplitude do sóliton inicial pos-
sibilita a formação do choque, sendo que agora o pulso é mais rápido em
relação à figura anterior e notamos sua quebra e dispersão, apesar do forte
amortecimento.

6.8.2 Temperatura finita

Seguindo o mesmo racioćınio “tradicional” ao já feito para a KdV linear
e ciĺındrica, estudamos a equação diferencial (6.134) com o potencial bari-
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oqúımico efetivo fixo ν = 900 MeV e com a condição inicial (6.135) (com
d = 1) utilizando os parâmetros em temperatura nula. Novamente a densi-
dade de referência é calculada a partir de (6.133).

a) Para a temperatura de 30 MeV encontramos os gráficos apresentados
na figura 6.33 .

Figura 6.33: KdV esférica a T = 30 MeV , com ρ0 = 0, 0173fm−3 e cs =
0, 149.

Em relação à situação de temperatura nula dada pela Figura 6.27 o pulso
vai mais rápido e é amortecido.
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b) Para a temperatura de 80 MeV encontramos os gráficos apresentados
na figura 6.34 .

Figura 6.34: KdV esférica a T = 80 MeV , com ρ0 = 0, 2fm−3 e cs = 0, 4.

Idem ao comentário da figura anterior.
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c) Já para a temperatura de 120 MeV encontramos os gráficos apresen-
tados na figura 6.35 .

Figura 6.35: KdV esférica a T = 120 MeV , com ρ0 = 0, 54fm−3 e cs = 0, 55.

Idem ao comentário da figura anterior, conclúımos que aumentando a
temperatura o pulso vai mais rápido sofrendo amortecimento.
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d) Para estudo de efeito de temperatura na equação de quebra de onda
esférica fazemos d = 0 em (6.134) e como condição inicial usamos (6.135)
com d = 1, análogo ao feito para os casos linear e ciĺındrico.

Figura 6.36: Quebra de onda esférica a T = 30 MeV , com ρ0 = 0, 0173fm−3

e cs = 0, 149
.

Em relação à figura 6.30 a temperatura nula notamos que o pulso é ligeira-
mente mais rápido, apesar do amortecimento que não possibilita observamos
o efeito de quebra da onda.
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e) Equação de quebra de onda esférica a temperatura de 80 MeV . Os
gráficos são apresentados na figura 6.37 .

Figura 6.37: Quebra de onda esférica a a T = 80 MeV , com ρ0 = 0, 2fm−3

e cs = 0, 4.

Pulso mais rápido e seguido de amortecimento em relação às temperaturas
menores.
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f) Equação de quebra de onda esférica a temperatura de 120 MeV .

Figura 6.38: Quebra de onda esférica a T = 120 MeV , com ρ0 = 0, 54fm−3

e cs = 0, 55.

O pulso é mais rápido à medida que a temperatura aumenta e o amorte-
cimento não permite a observação da quebra seguida de dispersão.

6.9 Comentários sobre as soluções

Na Figura 6.1 observamos o esperado da equação de KdV: pulso preservado
se propagando. Nas Figuras 6.2 e 6.3 observamos a sensibilidade da KdV com
relação às condições iniciais ligeiramente diferentes de sua solução anaĺıtica
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exata. Observamos então que quando “erramos” na codição inicial temos
o pulso inicial seguido de outros, ou seja, temos sóliton mais radiação. Na
Figura 6.4 ilustramos um caso de rarefação ao invés de compressão e notamos
o comportamento subsônico (u < cs) da solução, essencialmente é a Figura
6.1 com ρ̂1 < 0.

Da Figura 6.5 à 6.8 temos o estudo da equação de quebra de onda linear
em temperatura nula com um sóliton como condição inicial. Notamos que à
medida que a velocidade de propagação u do pulso é próxima da velocidade
do som cs, tal pulso é preservado e a quebra do mesmo ocorre após este
percorrer uma distância maior. A antecipação da quebra é observada quando
a condição inicial é ligeiramente perturbada por fator multiplicativo em sua
amplitude: quanto maior a amplitude, antes ocorre a quebra.

Em todas as situações de temperatura finita, apenas os coeficientes das
equações diferenciais variam com a temperatura, a condição inicial é a mesma
que em temperatura nula para compararmos como a evolução da temperatura
contribui nos solitons em todos os casos.

Da Figura 6.9 à 6.11 notamos que com o aumento da temperatura o
pulso se propaga mais rápido, vai mais longe e ondas (radiação) surgem.
Analogamente, para as Figuras 6.12 à 6.14 a quebra de onda seguida da
dispersão ocorre após o pulso ir mais longe à medida que a temperatura
aumenta.

Na Figura 6.15 em temperatura nula, observamos o amortecimento do
sóliton inicial devido ao efeito da geometria ciĺındrica. Já nas Figuras 6.16
e 6.17 observamos a sensibilidade ao fator multiplicativo na amplitude da
condição inicial usada em 6.15: observamos sóliton seguido de radiação com
amortecimento. A quebra de onda ciĺındrica em temperatura nula não é
observada, nem sua dispersão conforme em 6.18 devido ao amortecimento.
Tal quebra seguida de dispersão só e vista nas Figuras 6.19 e 6.20 quando
aumentamos a amplitude do pulso inicial. Com o aumento da temperatura
a KdV ciĺındrica amortece o pulso, mas o comportamento é semelhante ao
da KdV linear: a condição solitônica inicial vai mais longe. Isso está nas
Figuras 6.21 à 6.23. A quebra da onda seguida de sua dispersão na geome-
tria ciĺındrica com o aumento da temperatura também não é observada pois
o amortecimento prevalesce sobre o efeito de quebra e dispersão conforme
temos nas Figuras 6.24 à 6.26.

Na Figura 6.27 iniciamos o estudo de propagação de sólition na KdV
esférica e observamos que o amortecimento esférico ρ̂1/t é maior do que no
caso ciĺındrico, dado por ρ̂1/2t. Já nas Figuras 6.28 e 6.29 com amplitude e
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pulso mais rápido, não observamos o surgimento da radiação. Nas Figuras
6.30 e 6.31 não observamos a quebra seguida de dispersão. Isso só é observado
de fato em 6.32, quando multiplicamos a condição inicial por 30, ainda com
forte amortecimento. Das Figuras 6.33 à 6.35 vemos que para KdV esférica
o pulso anda mais rápido à medida que a temperatura se eleva, apesar do
amortecimento.

Ainda em temperatura finita, mas para a equação de quebra de onda, o
pulso é mais rápido à medida em que a temperatura aumenta e o amorte-
cimento não permite a observação da quebra seguida de dispersão conforme
Figuras 6.36 à 6.38.

Todo o estudo anaĺıtico e numérico neste caṕıtulo nos dá fundamentos
para observar os comportamentos de pulsos em outros cenários. No próximo
caṕıtulo apresentamos uma nova situação f́ısica envolvendo propagação de
perturbações e usamos todo conhecimento até aqui obtido nas equações que
regem tais perturbações.
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Caṕıtulo 7

Propagação de ondas no plasma
de quarks e gluons

7.1 Motivação

Nos caṕıtulos 1 e 3 mencionamos que em colisões de ı́ons pesados relativ́ısticos
a passagem de partons energéticos pelo plasma pode formar ondas de choque
e “cones de Mach” [13, 14]. Já existem evidências experimentais de que esse
fenômeno ocorre no RHIC [15, 16]. Os estudos teóricos da propagação de
perturbações apresentados em [39, 40, 41] fazem usos de certas aproximações.

Como exemplo de um esquema destas aproximações temos a chamada
“linearização” descrita em [1] que diz que para se estudar a evolução de
uma pertubação, basta considerarmos apenas os termos de primeira ordem
em δε (perturbação na densidade de energia), δP (perturbação na pressão)
e ~v (campo de velocidade do fluido) nos cálculos envolvendo as equações
de conservação de energia e momento, ou seja, desprezando combinações
que envolvem gradientes de velocidade com derivadas temporais de veloci-
dade, gradientes de pressão com velocidade, termos proporcionais a potências
quadráticas ou maiores dessas grandezas, etc. Isso nos leva à equação de onda
(3.41) obtida em [1]:

∂2(δε)

∂t2
− cs2~∇2(δε) = 0

para a perturbação δε que se propaga com velocidade cs.
Também mencionamos que indo “além da linearização” conforme em [21,

23] que implica considerarmos todas as derivadas temporais e espaciais de
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qualquer ordem e também todas as potências de δε, δP e ~v nos cálculos,
com as expansões nas perturbações de velocidade, densidade bariônica ou
densidade de energia temos uma equação de onda mais complexa. De fato
utilizando esse formalismo mais geral que considera efeitos perturbativos de
ordem mais alta encontramos uma equação unidimensional do tipo (3.65):

∂ε̂1

∂t
+ cs

∂ε̂1

∂x
+ cs

[(

3

2
− cs2

)

1

(1 + cs2)
− 1

2

]

ε̂1
∂ε̂1

∂x
= 0

chamada de equação de quebra de onda para a perturbação na densidade de
energia ε̂1(x, t) com cs a velocidade do som no fluido.

Nosso esquema de expansão “além da linearização” nos levou à equação
de quebra de onda e à equação de KdV na matéria nuclear. Neste caṕıtulo
vamos aplicar o nosso esquema de expansão ao plasma de quarks e gluons
(QGP), encontrando a equação de quebra de onda e observando em quais
circunstâncias tal quebra ocorre. Agora a propagação de onda é mais com-
plexa.

Todos os cálculos na obtenção da equação de onda são anaĺıticos e não é
necessário desprezar nenhum termo nas equações de movimento da hidrodi-
nâmica relativ́ıstica. Também não desprezamos potências maiores, gradientes
e derivadas temporais das grandezas termodinâmicas do fluido.

7.2 Equação de estado para o QGP

Conforme em [33, 80] para a fase bárion-méson temos em MFT a densidade
bariônica, a densidade de energia e a pressão dadas respectivamente por:

ρB =
γs

(2π)3

∫

d3k [n~k(T, ν)− n̄~k(T, ν)] (7.1)

ε =
gV

2

2mV
2
ρB

2 +
mS

2

2gS
2
(M −M∗)2 + b

(M −M∗)3

3gS
3

+ c
(M −M∗)4

4gS
4

+

+
γs

(2π)3

∫

d3k h [n~k(T, ν) + n̄~k(T, ν)] (7.2)

e

p =
gV

2

2mV
2
ρB

2 − mS
2

2gS
2
(M −M∗)2 − b(M −M

∗)3

3gS
3

− c(M −M
∗)4

4gS
4

+
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−T γs

(2π)3

∫

d3k
[

ln(1− n~k) + ln(1− n̄~k)
]

(7.3)

onde γs = 4. De acordo com (D.12) em T = 0, temos:

ρB =
2

3π2
kF

3 (7.4)

ou seja, em T = 0 kF denota o ńıvel bariônico de mais alta ocupação.
Para o plasma de quarks e gluons (QGP) vamos considerar apenas os

quarks u e d:

ψ =

(

u
d

)

(7.5)

Cada quark possui três estados de carga de cor e não possui massa. Também
temos oito gluons sem massa e as interações no QGP serão desprezadas.

Para modelarmos a propriedade de confinamento introduzimos uma cons-
tante, que é uma energia positiva por unidade de volume no vácuo:

B =
(

E

V

)

vac
(7.6)

interpretada como a energia necessária para criar uma bolha ou sacola no
vácuo, na qual os quarks e gluons não interagentes estão confinados.

A densidade bariônica, densidade de energia e pressão no QGP são seme-
lhantes às expressões (7.1), (7.2), (7.3), mas os quarks possuem número
bariônico 1/3 e o potencial qúımico dos gluons é zero. Assim, ficamos com:

ρB =
1

3

γQ

(2π)3

∫

d3k [n~k − n̄~k] (7.7)

onde

n~k ≡ n~k(T ) =
1

1 + e(k−
1
3
µ)/kBT

(7.8)

e

n̄~k ≡ n̄~k(T ) =
1

1 + e(k+ 1
3
µ)/kBT

(7.9)

com µ sendo o potencial barioqúımico. Na densidade de energia, a con-
tribuição dos gluons é dada por:

ε = B +
γG

(2π)3

∫

d3k k (ek/kBT − 1)−1 +
γQ

(2π)3

∫

d3k k [n~k + n̄~k] (7.10)
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onde, no primeiro termo usamos o fato de que para bosons temos:

< N >= −
(

∂Ω

∂µ

)

TV
=

∞
∑

i=1

1

e(Ei−µ)/T − 1

Antes de escrevermos a expressão da pressão podemos resolver parcial-
mente de forma anaĺıtica a integral nos momentos em (7.3) adaptada para
os quarks com γs → γQ:

Ip ≡ −kBT
γQ

(2π)3

∫

d3k
[

ln(1− n~k) + ln(1− n̄~k)
]

Usando a simetria esférica do problema temos:

Ip ≡ −kBT4π
γQ

(2π)3

∫ ∞

0
dk k2

[

ln(1− n~k) + ln(1− n̄~k)
]

As integrações em k são feitas por partes:

∫ ∞

0
dk k2 ln(1− n~k) =

k3

3
ln(1− n~k)

∣

∣

∣

∣

∞

0
− 1

3

∫ ∞

0
dk k3 1

(1− n~k)

(

− dn~k

dk

)

Usando o resultado

dn~k

dk
= −

(

1

kBT

)

e(k+ 1
3
µ)/kBT

[1 + e(k+ 1
3
µ)/kBT ]2

e o fato de que o termo de superf́ıcie vai a zero em k = 0 e

limk→∞

[

ln(1− n~k)
]

−→ ln(1) = 0

encontramos:

∫ ∞

0
dk k2 ln(1− n~k) = − 1

3kBT

∫ ∞

0
dk k3 e(k+ 1

3
µ)/kBT

(1− n~k)[1 + e(k+ 1
3
µ)/kBT ]2

=

= − 1

3kBT

∫ ∞

0
dk k3 n~k

e da mesma forma:

∫ ∞

0
dk k2 ln(1− n̄~k) = − 1

3kBT

∫ ∞

0
dk k3 n̄~k
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de tal maneira que Ip fica:

Ip ≡
kBT4π

3kBT

γQ

(2π)3

∫ ∞

0
dk k3

[

n~k + n̄~k

]

=
γQ

3(2π)3

∫

d3k k
[

n~k + n̄~k

]

e conseqüentemente a expressão para a pressão é:

p = −B+
1

3

{

γG

(2π)3

∫

d3k k (ek/kBT−1)−1+
γQ

(2π)3

∫

d3k k
[

n~k+n̄~k

]

}

(7.11)

Os fatores de degenerescência são dados por

γG = 2(polarizações)× 8(cores) = 16 para gluons (7.12)

e

γQ = 2(spins)× 2(sabores)× 3(cores) = 12 para quarks (7.13)

Ainda podemos fazer a integral sobre os gluons (que chamaremos de
Igluons) presente em (7.10) e (7.11):

Igluons ≡
∫ ∞

0
dk k3 (ek/kBT − 1)−1

A primeira etapa é reescrever Igluons como:

Igluons ≡
∫ ∞

0
dk k3 (ek/kBT − 1)−1 =

=
∫ ∞

0
dk k2

√

k2 + µG
2 (e
√

k2+µG
2/kBT − 1)−1 (7.14)

e ao final dos cálculos estudarmos o limite para gluons em que µG → 0.
Fazendo as mudanças de variáveis

z =
µG

kBT
(7.15)

e

x =
k

µG

(7.16)

em (7.14) temos:

Igluons = (kBT )4z4
∫ ∞

0

x2
√
x2 + 1

(

ez
√

x2+1 − 1
)dx =
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= (kBT )4z4
∫ ∞

0

x2
√
x2 + 1

(

e−z
√

x2+1
)

(

1− e−z
√

x2+1
) dx

Usando a expansão:

(

1− e−z
√

x2+1
)−1

=
∞
∑

n=0

e−nz
√

x2+1

encontramos:

Igluons = (kBT )4z4
∞
∑

n=0

∫ ∞

0
x2
(√

x2 + 1
)

e−(n+1)z
√

x2+1dx

que pode ser reescrita como:

Igluons = (kBT )4z4
∞
∑

n=0

1

(n+ 1)2

∂2

∂z2

∫ ∞

0

x2

(√
x2 + 1

)e−(n+1)z
√

x2+1dx

Usando x = senh(y) a equação acima assume a forma:

Igluons = (kBT )4z4
∞
∑

n=0

1

(n+ 1)2

∂2

∂z2

∫ ∞

0
senh2(y) e−(n+1)zcosh(y) dy (7.17)

Lembrando a forma da função de Bessel modificada:

Kν(w) =
π1/2

(ν − 1/2)!

(

w

2

)ν ∫ ∞

0
senh2ν(y) e−wcosh(y) dy (7.18)

podemos reescrever (7.17) como:

Igluons = (kBT )4z4
∞
∑

n=0

1

(n+ 1)2

∂2

∂z2

{

2(1− 1/2)! K1[(n+ 1)z]

π1/2(n+ 1)z

}

Usando (1− 1/2)! = π1/2/2 escrevemos a última expressão como:

Igluons = (kBT )4z4
∞
∑

n=0

1

(n + 1)2

∂2

∂z2

{

K1[(n + 1)z]

(n + 1)z

}

(7.19)

e mediante as relações de recorrência para as funções de Bessel:

Kν−1(w)−Kν+1(w) = −2ν

w
Kν(w) (7.20)
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e
Kν−1(w) +Kν+1(w) = −2K ′

ν(w) (7.21)

conseguimos escrever (7.19) na seguinte forma:

Igluons = (kBT )4z4
∞
∑

n=0

1

(n + 1)2

∂2

∂z2

{

K1[(n+ 1)z]

(n + 1)z

}

=

= (kBT )4z4
∞
∑

n=0

1

(n+ 1)2

∂

∂z

{

K2[(n + 1)z]

z

}

=

= (kBT )4z2
∞
∑

n=0

1

(n + 1)2

{

3K2[(n + 1)z] + (n + 1)z K1[(n+ 1)z]
}

(7.22)

Vamos tomar o limite µG → 0 na equação acima, o que equivale a fazer
z → 0. Precisamos assim da forma assintótica (para pequenos argumentos)
das funções de Bessel modificadas:

limw→0

[

Kν(w)
]

=
(ν − 1)! 2ν−1

wν
(7.23)

e então (7.22) tem seu limite calculado como

Igluons = (kBT )4 limz→0

∞
∑

n=0

z2

(n+ 1)2

{

3K2[(n+1)z]+ (n+1)z K1[(n+1)z]
}

que, com o uso de (7.23) se transforma em:

Igluons = (kBT )4 limz→0

∞
∑

n=0

{

6

(n+ 1)4
+

z2

(n + 1)2

}

= (KBT )4 6
∞
∑

n=0

1

(n+ 1)4

Finalmente encontramos:

Igluons = (KBT )4 6 ζ(4) = (kBT )4 6
π4

90
= (kBT )4 π

4

15
(7.24)

Agora podemos escrever as formas finais de (7.7), (7.10) e (7.11) usando
(7.12), (7.13) e (7.24). Os resultados são:

ρB =
2

π2

∫ ∞

0
dk k2[n~k − n̄~k] (7.25)

e

3(p+ B) = ε− B =
8π2

15
(kBT )4 +

6

π2

∫ ∞

0
dk k3[n~k + n̄~k] (7.26)

que nos fornece a equação de estado do QGP em todas as densidades bariôni-
cas e temperaturas

p =
1

3
ε− 4

3
B (7.27)
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7.3 Equação de onda no QGP

7.3.1 Temperatura nula

No interior de uma estrela a temperatura é nula e a densidade bariônica é
apreciável. Vamos estudar o comportamento de uma perturbação na den-
sidade bariônica supondo que no interior desta estrela exista uma fase de
plasma de quarks e gluons. Para obtermos uma equação de propagação
dessa pertubação podemos combinar as versões relativ́ısticas da equação de
Euler e da conservação da densidade bariônica.

Nesta situação de temperatura nula (T = 0) a função de distribuição de
quarks torna-se a função degrau com µ = 3kF e então temos (7.26) na forma:

3(p+ B) = ε− B =
6

π2

(

k4

4

∣

∣

∣

∣

kF

0

)

e assim

3(p+ B) = ε− B =
3

2π2
kF

4 (7.28)

Usando (7.4) encontramos:

3(p+ B) = ε− B =
(

3

2

)7/3

π2/3ρB
4/3

e assim

ε(ρB) =
(

3

2

)7/3

π2/3ρB
4/3 + B (7.29)

Substituindo (7.29) em (7.27) encontramos:

p(ρB) =
1

3

(

3

2

)7/3

π2/3ρB
4/3 − B (7.30)

de tal forma que podemos escrever a soma da densidade de energia e pressão
como:

ε+ p =
4

3

(

3

2

)7/3

π2/3ρB
4/3 (7.31)

De (7.27) temos que:

~∇p =
1

3
~∇ε e também

∂p

∂t
=

1

3

∂ε

∂t
(7.32)
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e com uso de (7.29) temos:

~∇p =
4

9

(

3

2

)7/3

π2/3ρB
1/3 ~∇ρB (7.33)

e
∂p

∂t
=

4

9

(

3

2

)7/3

π2/3ρB
1/3 ∂ρB

∂t
(7.34)

Sustituindo (7.31), (7.33) e (7.34) em (3.17):

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v = − 1

(ε+ p)γ2

(

~∇p+ ~v
∂p

∂t

)

encontramos:

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v = (v2 − 1)

[

4

3

(

3

2

)7/3

π2/3ρB
4/3
]−1

×

×
[

4

9

(

3

2

)7/3

π2/3ρB
1/3 ~∇ρB + ~v

4

9

(

3

2

)7/3

π2/3ρB
1/3 ∂ρB

∂t

]

ou ainda:

ρB

[

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v

]

=
(v2 − 1)

3

[

~∇ρB + ~v
∂ρB

∂t

]

(7.35)

que é a versão relativ́ıstica da equação de Euler para o QGP a T = 0.
Já a equação da continuidade é dada por (3.20):

∂ρB

∂t
+ γ2vρB

(

∂v

∂t
+ ~v · ~∇v

)

+ ~∇ · (ρB~v) = 0 (7.36)

Vamos considerar (7.35) e (7.36) em uma dimensão e fazer as expansões
(5.39) e (5.40) desprezando os termos proporcionais a σn para n ≥ 3. Nova-
mente, como no caṕıtulo 5, (7.35) e (7.36) podem ser escritas como séries do
tipo:

σ

{

. . .

}

+ σ2

{

. . .

}

= 0

Como σ é um parâmetro de expansão pequeno, resolvemos o sistema fazendo:

{

. . .

}

= 0
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e dos termos proporcionais a σ temos os resultados: cs
2 = 1/3 e ρ1 = v1, que

usados nos termos proporcionais a σ2 no espaço ξ − τ resulta em:

∂ρ1

∂τ
+

2

3
ρ1
∂ρ1

∂ξ
= 0 (7.37)

Escrevendo (7.37) no espaço x− t encontramos:

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂x
+

2

3
csρ̂1

∂ρ̂1

∂x
= 0 (7.38)

lembrando que ρ̂1 ≡ σρ1 é a pequena perturbação na densidade bariônica.
A equação (7.38) é a equação de quebra de onda que a perturbação na

densidade bariônica ρ̂1 (em temperatura nula no QGP) deve satisfazer.

7.3.2 Temperatura Finita

O desenvolvimento que se segue tem como perspectiva a aplicação ao estudo
da propagação de perturbações num gás de quarks e gluons desconfinados.
Acreditamos que um sistema deste tipo seja formado em colisões de ions
pesados, na região central de rapidez. Nesta região, observamos experimen-
talmente que ρB = 0. Vamos estudar a propagação de perturbações na
densidade de energia ε.

Como ρB = 0, o potencial barioqúımico é zero (µ = 0) e assim as funções
de distribuição (7.8) e (7.9) são iguais:

n~k = n̄~k =
1

1 + ek/kBT

e então (7.26) assume a forma

3(p+ B) = ε− B =
8π2

15
(kBT )4 +

12

π2

∫ ∞

0
dk

k3

[1 + ek/kBT ]
(7.39)

A integral sobre o momento dos quarks (Iquarks):

Iquarks =
∫ ∞

0
dk

k3

[1 + ek/kBT ]
(7.40)

em (7.39) pode ser calculada analiticamente usando o fato de que µ = 0:

Iquarks = limµ→0

∫ ∞

0
dk

k2
√
k2 + µ2

[1 + e
√

k2+µ2/kBT ]
(7.41)
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Usando z = µ/kBT , x = k/µ e a expansão
(

1−e−z
√

x2+1
)−1

=
∑∞

n=0 e
−nz

√
x2+1

podemos reescrever a equação acima como:

Iquarks = (kBT )4 limz→0

{

z4
∞
∑

n=0

(−1)n
∫ ∞

0
dx x2

√
1 + x2 e−(n+1)z

√
1+x2

}

=

= (kBT )4 limz→0

{

z4
∞
∑

n=0

(−1)n

(n + 1)2

∂2

∂z2

∫ ∞

0
dx

x2

√
x2 + 1

e−(n+1)z
√

1+x2

}

(7.42)
Fazendo a transformação de variáveis x = senh(y) e usando (7.18), (7.20) e
(7.21) temos:

Iquarks =

= (kBT )4 limz→0

{

z2
∞
∑

n=0

(−1)n

(n + 1)2

{

3K2[(n + 1)z] + (n + 1)z K1[(n+ 1)z]
}

}

(7.43)
Usando agora a forma assintótica de Kν dada por (7.23), encontramos:

Iquarks = (kBT )4 limz→0

{

z2
∞
∑

n=0

(−1)n

(n + 1)2

[

6

(n+ 1)2z2
+ 1

]

}

=

= (kBT )4 6
∞
∑

n=0

[

(−1)n

(n+ 1)4

]

= (kBT )4 7

8

π4

15
(7.44)

Finalmente, substituindo (7.44) em (7.39) encontramos:

3(p+ B) = ε− B =
37

30
π2T 4 (7.45)

em unidades naturais, onde kB = 1.
A equação de onda que descreve uma perturbação em ε é o resultado da

combinação da versão relativ́ıstica da equação de Euler dada por (3.17) com
a equação de conservação da densidade de entropia s.

Esta última equação é obtida a partir de (3.12):

∂µT
µν = 0

que, projetada na direção de uν e com o aux́ılio de (3.4) e (3.7) se reduz a:

(ε+ p)∂µu
µ + uµ∂µε = 0
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Usando (A.17) e (A.19) quando ρB = 0 (dρB = 0) encontramos:

Ts(∂µu
µ) + Tuµ(∂µs) = 0

ou seja:
∂ν(su

ν) = 0 (7.46)

que, com o uso de (3.5) e (3.6) se transforma em:

∂s

∂t
+ γ2vs

(

∂v

∂t
+ ~v · ~∇v

)

+ ~∇ · (s~v) = 0 (7.47)

em unidades naturais (c = 1).
De (A.33) e (A.34) temos

s =

(

∂p

∂T

)

V

(7.48)

que, com o uso de (7.45), leva a:

s =
∂

∂T

(

− B +
37

90
π2T 4

)

= 4
37

90
π2T 3 (7.49)

O parâmetro B, a “constante da sacola” (“bag constant”) pode ser obtido
fenomenologicamente, através da análise da espectroscopia hadrônica, ou de
cálculos na rede. No que se segue vamos, por conveniência, trocar B por outro
parâmetro Tc, a temperatura cŕıtica de transição de fase quark-hádron. Tc é
obtida a partir de (7.45) lembrando que na transição de fase temos p = 0.
Quando p = 0, (7.45) se reduz a:

B =
37

90
π2(Tc)

4 (7.50)

Reescrevendo (7.45) como:

T =

[

30

37π2
(ε− B)

]1/4

(7.51)

e inserindo a equação acima em (7.49) encontramos

s = s(ε) = 4
37

90
π2

[

30

37π2
(ε− B)

]3/4
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Numa notação mais compacta:

s(ε) = A(ε− B)3/4 (7.52)

onde

A ≡ 4
37

90
π2

[

30

37π2

]3/4

(7.53)

Substituindo então (7.52) em (7.47) no caso unidimensional encontramos:

(1− v2)

[

3

4(ε− B)

∂ε

∂t
+
∂v

∂x
+

3v

4(ε− B)

∂ε

∂x

]

+ v

(

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x

)

= 0 (7.54)

Notamos que a constante A foi simplificada e o termo (ε − B) pode ainda
com o aux́ılio de (7.45) ser reescrito como:

(1−v2)

[(

90

148π2T 4

)

∂ε

∂t
+
∂v

∂x
+

(

90v

148π2T 4

)

∂ε

∂x

]

+v

(

∂v

∂t
+v

∂v

∂x

)

= 0 (7.55)

Esta é a equação da continuidade para s com dependência na temperatura.
De (7.45) temos que

ε+ p =
148

90
π2T 4 (7.56)

Substituindo então (7.32) e (7.56) em (3.17) em uma dimensão encontramos:

148

30
π2T 4

(

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x

)

= (v2 − 1)
(

∂ε

∂x
+ v

∂ε

∂t

)

(7.57)

que é a equação de Euler dependente da temperatura.
Vamos agora reescrever (7.55) e (7.57) nas variáveis adimensionais

v̂ =
v

cs
(7.58)

e
ε̂ =

ε

ε0
(7.59)

com cs a velocidade do som (cs
2 = 1/3) e ε0 a densidade de energia de

referência. Em seguida essas equações são passadas para o espaço ξ− τ , com
o uso de (5.30), (5.31) e expandidas através de

v̂ = σv1 + σ2v2 + . . . (7.60)
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e
ε̂ = 1 + σε1 + σ2ε2 + . . . (7.61)

Como antes, vamos desprezar os termos proporcionais a σn para n ≥ 3.
Como no caṕıtulo 5 e na situação do QGP a temperatura nula encontramos:

σ

{

. . .

}

+ σ2

{

. . .

}

= 0

para (7.55) e (7.57) após todos estes cálculos mencionados. De novo resolve-
mos o sistema fazendo:

{

. . .

}

= 0

e dos termos proporcionais a σ obtemos:

v1 =
90ε0

148π2T 4
ε1 (7.62)

Esta igualdade é substitúıda nos termos proporcionais a σ2. Igualando a
zero os coeficientes dos termos proporcionais a σ2 chegamos a uma equação
diferencial que no espaço x− t é:

∂ε̂1

∂t
+ cs

∂ε̂1

∂x
+

(

90ε0

148π2T 4

)

2

3
csε̂1

∂ε̂1

∂x
= 0 (7.63)

onde ε̂1 ≡ σε1 é a pequena perturbação na densidade de energia. Substi-
tuindo (7.50) em (7.45) encontramos:

ε =
37

30
π2

(

T 4 +
Tc

4

3

)

Definimos a densidade de energia de referência ε0 como sendo aquela cor-
respondente à temperatura de referência T0:

ε0 =
37

30
π2

(

T0
4 +

Tc
4

3

)

(7.64)

Sobre ε0 ocorre a perturbação ε̂1. Substituindo então (7.64) em (7.63) temos:

∂ε̂1

∂t
+ cs

∂ε̂1

∂x
+

[

1 +
1

3

(

Tc

T0

)4]
cs
2
ε̂1
∂ε̂1

∂x
= 0 (7.65)

Quando T0 = Tc (7.65) se reduz a:

∂ε̂1

∂t
+ cs

∂ε̂1

∂x
+

2

3
csε̂1

∂ε̂1

∂x
= 0 (7.66)
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7.4 Análise numérica

7.4.1 Condição inicial

As equações de onda para estudo numérico são dadas por (7.38) em tempe-
ratura nula e (7.65) em temperatura finita e ambas são do tipo

∂f

∂t
+ cs

∂f

∂x
+ αf

∂f

∂x
= 0 (7.67)

com

α =
2

3
cs e f = ρ̂1 para temperatura nula

e

α =

[

1 +
1

3

(

Tc

T0

)4]
cs
2

e f = ε̂1 para T0 6= 0 MeV

onde T0 é a temperatura finita que escolhemos para estudo do comportamento
da onda com a temperatura. Ela define também a densidade de referência
ε0 sobre a qual ocorre a perturbação ε̂1.

A equação (7.67) é a equação de quebra de onda conforme já vimos
ao longo deste trabalho. Como condição inicial para o estudo de posśıvel
formação de choque e conseqüente quebra da onda utilizamos o sóliton:

f(x, t0) = A sech2

[

1

λ
(x− ut0)

]

(7.68)

com A sendo sua amplitude, λ sua largura, u sua velocidade e t0 o instante
inicial. Este perfil representa o pulso inicial e é proveniente de nosso estudo
da KdV, dada por (7.67) suplementada com um termo contendo a terceira
derivada espacial de f :

∂f

∂t
+ cs

∂f

∂x
+ αf

∂f

∂x
+D

∂3f

∂x3
= 0 (7.69)

Sua solução anaĺıtica exata já vista ao longo deste trabalho é:

f(x, t) =
3(u− cs)

α
sech2

[

√

(u− cs)
4D

(x− ut)
]

(7.70)

com

amplitude =
3(u− cs)

α
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e

largura =

√

4D

(u− cs)
de onde notamos as caracteŕısticas do sóliton:

amplitude ∼ velocidade

e

largura ∼ 1√
velocidade

Queremos que nosso pulso inicial seja localizado, isto é, tenha uma largura
compacta em relação às dimensões nucleares, então escolhemos:

D =
l(u− cs)

4
(7.71)

de maneira que para termos λ = 1 fm fazemos o parâmetro arbitrário l = 1.
Como l é um fator de alteração da largura, podemos também estudar o que
ocorre quando temos λ < 1 fm. Já a amplitude será sempre menor do que
1 pois seja ela uma perturbação ρ̂1 na densidade bariônica dada por:

ρ̂ =
ρB

ρ0

= 1 + σρ1 + σ2ρ2 + . . . = 1 + ρ̂1 + . . .

ou uma perturbação ε1 na densidade de energia dada por:

ε̂ =
ε

ε0
= 1 + σε1 + σ2ε2 + . . . = 1 + ε̂1 + . . .

Devemos manter coerência com estas expansões usadas na dedução de nossas
equações de onda e também considerar que a amplitude também contribui
para a localização do pulso com relação às dimensões nucleares.

Podemos manter fixa a largura do sóliton e iremos variar de forma inde-
pendente sua amplitude. Outra possibilidade é mantermos fixa a amplitude
do sóliton inicial e diminuir sua largura através de l. Mais detalhes a seguir.

7.4.2 Temperatura nula

A equação de onda é dada por (7.38):

∂ρ̂1

∂t
+ cs

∂ρ̂1

∂x
+

2

3
csρ̂1

∂ρ̂1

∂x
= 0 (7.72)
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e sua condição inicial do tipo (7.70) considerando (7.71) com l = 1 (λ = 1 fm)
é:

ρ̂1(x, t0) =
9(u− cs)

2cs
sech2(x− ut0) (7.73)

onde escolhemos o tempo inicial t0 = 0 fm, usamos cs
2 = 1/3, (7.71) e

α = 2
3
cs.

Já no caso de variação da largura, temos (7.70) considerando (7.71) com l 6= 1
e obtemos

largura =
√
l

então:

ρ̂1(x, t0) =
9(u− cs)

2cs
sech2

[

(x− ut0)√
l

]

(7.74)

Qualquer alteração da amplitude se dá por um fator multiplicativo em (7.73)
ou (7.74).

A seguir apresentamos as soluções numéricas em alguns casos de interesse.
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a) Usando (7.73) como condição inicial de (7.72) temos as curvas conforme
Figura 7.1 .

Figura 7.1: Pulso com u > cs.

Em torno de t = 10 fm já observamos a quebra da onda e conseqüente-
mente sua dispersão.
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b) Usando (7.73) multiplicada por 10 como condição inicial de (7.72)
obtemos agora as curvas conforme Figura 7.2 .

Figura 7.2: Estudo do efeito de quebra e dispersão com amplitude maior.

Em torno de t = 1 fm já observamos a quebra da onda e sua dispersão,
que ocorre bem antes do que no caso mostrado na Figura 7.1 .
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c) Usando novamente (7.73) como condição inicial de (7.72) mas agora
mudando o parâmetro u temos a Figura 7.3 .

Figura 7.3: Mudança do valor de u.

A quebra da onda ocorre antes com relação às Figuras 7.1 e 7.2 pois
agora u = 0, 8 > 0, 65 > cs. Mudar u implica em mudar a amplitude do
pulso inicial.
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d) Usando (7.73) como condição inicial de (7.72), mas agora com u =
0, 601, ou seja, u bem próximo de cs encontramos as curvas apresentas na
Figura 7.4 abaixo.

Figura 7.4: Pulso inicial com parâmetro u− cs pequeno.

Na figura acima, o pulso é mais estável e sua quebra seguida de dispersão
ocorre mais tarde em relação aos outros casos. Próximo de t = 25 fm já
é posśıvel notar a formação da frente de onda (choque) e depois a quebra
seguida de dispersão em torno de t = 35 fm. Quanto mais próximo u for de
cs o pulso inicial “sobrevive” mais tempo preservando seu perfil inicial pois
apesar de estarmos com sua largura inicial fixa em 1 fm, u − cs pequeno
resulta em uma amplitude pequena, favorecendo a localização do pulso e a
preservação de dessa forma.
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e) Usando (7.73) multiplicada por 10 como condição inicial de (7.72),
encontramos as curvas apresentas na Figura 7.5 abaixo.

Figura 7.5: Novamente parâmetro u− cs pequeno.

Com o aumento da amplitude por um fator 10 observamos que o pulso se
propaga por aproximadamente 40 fm com sua forma intacta. Neste caso o
efeito de preservação do pulso é melhor observado. Em t = 65 fm já estamos
observando a quebra e dispersão.
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f) Usando (7.73) mas agora multiplicada por 20 como condição inicial de
(7.72), encontramos as curvas apresentas na Figura 7.6 abaixo.

Figura 7.6: Amplitude maior com parâmetro u− cs pequeno.

Com o aumento da amplitude por um fator 20 (o dobro da Figura 7.5)
observamos que o pulso se propaga por aproximadamente 15 fm com sua
forma intacta. Com relação à Figura 7.5 antecipamos o efeito de quebra e
dispersão.

Dados os coeficientes fixos da equação (7.72) podemos dizer que pela
escolha de parâmetros na condição inicial definida por (7.73), temos a figura
7.5 simulando melhor o efeito solitônico, pois o pulso percorre uma grande
trajetória.
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g) Usamos agora (7.74) como a condição inicial de (7.72), com l = 0, 25
para termos uma largura de 0, 5 fm, ou seja, metade do que utilizamos até
a Figura anterior. Sendo assim, encontramos as curvas apresentas na Figura
7.7 abaixo.

Figura 7.7: Solução largura reduzida.

Comparando a Figura 7.7 com a Figura 7.4 observamos que a quebra
seguida de dispersão ocorre antes, temos o efeito solitônico simulado apenas
por aproximadamente 10 fm, que é a distância percorrida pelo pulso sem
deformação apreciável.
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h) Usamos agora (7.74) multiplicada por 10 como condição inicial de
(7.72), com l = 0, 25 (λ = 0, 5 fm). Sendo assim, encontramos as curvas
apresentas na Figura 7.8 abaixo.

Figura 7.8: Solução para largura reduzida e amplitude inicial maior.

Com relação à Figura 7.5 observamos que a quebra seguida de dispersão
ocorre antes, temos o efeito solitônico agora simulado aproximadamente por
10 fm, que é o percorrido pelo pulso sem deformação apreciável. Mas com
relação à figura anterior notamos que a quebra e dispersão já é menos intensa,
ou seja, quando diminúımos a largura é necessário alterar a amplitude do
pulso inicial para que ele se propague por mais tempo sem se deformar.
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i) Usando novamente (7.74) agora multiplicada por 30 como condição ini-
cial de (7.72), ainda com l = 0, 25 (λ = 0, 5 fm). Sendo assim, encontramos
as curvas apresentas na Figura 7.9 abaixo.

Figura 7.9: Solução com largura reduzida e amplitude inicial aumentada em
relação às figuras anteriores.

Com relação à Figura anterior notamos que a quebra e dispersão é menos
intensa. Multiplicando a amplitude inicial por 30 temos um pulso se propa-
gando por mais tempo do que nas figuras anteriores.
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j) Usando novamente (7.74) agora multiplicada por 35 como condição ini-
cial de (7.72), ainda com l = 0, 25 (λ = 0, 5 fm). Sendo assim, encontramos
as curvas apresentas na Figura 7.10 abaixo.

Figura 7.10: O mesmo que nas figuras anteriores, mas para um pulso inicial
com amplitude maior.

Com relação à Figura anterior, notamos que a mudança é muito pequena.
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k) Usamos agora (7.74) multiplicada por 35 como condição inicial de
(7.72), mas com l = 0, 16 (λ = 0, 4 fm). Encontramos as curvas apresentas
na Figura 7.11.

Figura 7.11: O mesmo que a figura anterior para uma largura menor do pulso
inicial.

Nesta figura observamos que a quebra praticamente não ocorre!
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l) A Figura 7.12 é uma continuação da Figura 7.11 com os mesmos
parâmetros mas para distâncias bem maiores.

Figura 7.12: Continuação da Figura 7.11.

Notamos que em t = 355 fm estamos praticamente reproduzindo o pulso
inicial. A quebra nesse caso é despreźıvel. Esta é uma situação na qual o
pulso simula um sóliton.
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7.4.3 Temperatura finita

A equação de onda é dada por (7.65):

∂ε̂1

∂t
+ cs

∂ε̂1

∂x
+

[

1 +
1

3

(

Tc

T0

)4]
cs
2
ε̂1
∂ε̂1

∂x
= 0 (7.75)

e sua condição inicial do tipo (7.70) é:

ε̂1(x, t0) =
6(u− cs)

cs

[

1 +
1

3

(

Tc

T0

)4]−1

sech2(x− ut0) (7.76)

onde novamente escolhemos o tempo inicial t0 = 0 fm, cs
2 = 1/3, (7.71) e

agora

α =

[

1 +
1

3

(

Tc

T0

)4]
cs
2

Como já mencionamos, quando T0 = Tc temos (7.66):

∂ε̂1

∂t
+ cs

∂ε̂1

∂x
+

2

3
csε̂1

∂ε̂1

∂x
= 0 (7.77)

que é igual a (7.38) bastando trocar ρ̂1 por ε̂1. Então numericamente nesta
situação temos as mesmas Figuras 7.1 a 7.6 com a troca de ρ̂1 por ε̂1.

No limite em que T0 >> Tc temos (7.75) na forma:

∂ε̂1

∂t
+ cs

∂ε̂1

∂x
+
cs
2
ε̂1
∂ε̂1

∂x
= 0 (7.78)

e (7.76) na forma:

ε̂1(x, t0) =
6(u− cs)

cs
sech2(x− ut0) (7.79)

respectivamente.
Vamos agora iniciar o estudo para T0 > Tc considerando B1/4 = 170 MeV

como na referência [87] e que através de (7.50) nos dá Tc
∼= 120 MeV .

Analogamente ao estudo de temperatura nula, podemos usar também
uma largura do sóliton inicial diferente de 1 fm por uma variante de (7.79)
de acordo com o parâmetro l de escolha de largura, então:

ε̂1(x, t0) =
6(u− cs)

cs
sech2

[

(x− ut0)√
l

]

(7.80)

Seguem estudos para algumas escolhas de T0.
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a)Usando (7.76) como condição inicial de (7.75) com u = 0, 65 e T0 =
150 MeV temos as curvas conforme Figura 7.13 a seguir.

Figura 7.13: Solução de (7.75) com os parâmetros indicados na tabela e
condição inicial (7.76).

Com relação à figura 7.1 não notamos diferença quanto ao tempo de
ocorrência da quebra de onda, pois, numericamente, o coeficiente

[

1 +
1

3

(

Tc

T0

)4
]

cs
2
∼= 0, 34

com T0 = 150 MeV da equação diferencial (7.75) é ligeiramente diferente de
2
3
cs ∼= 0, 4 que é o coeficiente de (7.72). A diferença está no contexto f́ısico.

Agora a perturbação ε̂1 é na densidade de energia e não ρ̂1 na densidade
bariônica.
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b)Usando (7.76) como condição inicial de (7.75) com u = 0, 65 mas agora
T0 = 300 MeV temos as curvas da Figura 7.14 .

Figura 7.14: O mesmo que a Figura 7.13 para T0 = 300 MeV .

Ocorre o mesmo que na Figura 7.13 mas com a amplitude inicial maior

e o coeficiente dado agora por

[

1 + 1
3

(

Tc

T0

)4
]

cs

2
∼= 0, 3 para T0 = 300 MeV .

Já estamos na situação (7.78) com (7.79) onde para u = 0, 65 a amplitude
inicial do sóliton é 0, 5 .
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c)Usando (7.76) como condição inicial de (7.75) com u = 0, 601 com
T0 = 300 MeV temos as curvas conforme Figura 7.15 .

Figura 7.15: O mesmo que a figura anterior, mas com u− cs menor.

Assim como no caso de temperatura nula na Figura 7.4, quando u ∼= cs
temos o pulso inicial preservado por mais tempo com a quebra e dispersão
do mesmo ocorrendo mais tarde. Lembrando que estamos na situação (7.78)
com (7.79) com um efeito solitônico simulado por aproximadamente 60 fm.
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d)Usando (7.76) multiplicada por 10 como condição inicial de (7.75) com
u = 0, 601 com T0 = 300 MeV temos a Figura 7.16 .

Figura 7.16: O mesmo que a figura anterior mas com a amplitude inicial
multiplicada por 10.

Continuando com u ∼= cs temos o pulso inicial com amplitude maior e
forma inicial preservada percorrendo aproximadamente 30 fm com a quebra
e dispersão da onda ocorrendo antecipadamente com relação à figura 7.15.
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e)Usando (7.80) multiplicada por 55 como condição inicial de (7.75) com
u = 0, 601, T0 = 300 MeV e l = 0, 16 para uma largura de 0, 4 fm temos a
Figura 7.17 .

Figura 7.17: O mesmo que nas figuras anteriores mas diminuindo a largura
do pulso inicial.

Esta Figura é análoga à Figura 7.11, onde a quebra é pouco apreciável e
na próxima figura temos a continuação desta situação.
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f)Continuando a Figura anterior, que é (7.80) multiplicada por 55 como
condição inicial de (7.75) com u = 0, 601, T0 = 300 MeV e l = 0, 16 (λ =
0, 4 fm) temos a Figura 7.18 .

Figura 7.18: Continuação da anterior.

Analogamente ao ocorrido na Figura 7.12, agora observamos que para
t = 350 fm temos praticamente a condição inicial reproduzida da Figura
anterior, apesar da quebra ter ocorrido e uma pequena dispersão ainda existir.
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7.4.4 Considerações finais

Utilizamos cálculos exatos de equação de estado para o QGP a fim de estudar
efeitos de perturbação em temperatura nula e finita. As equações de onda
obtidas foram estudadas numericamente através de um pulso solitônico como
condição inicial. Tal pulso inicial foi justificado com base na nossa experiência
com a equação de KdV já apresentada neste trabalho.

Neste contexto conclúımos que a quebra de onda sempre ocorre em tem-
peratura nula ou finita, pois tal perturbação (na densidade de energia ou
densidade bariônica) é quebrada e dispersada pela equação diferencial que
define sua evolução. Entretanto, o sóliton inicial demora para quebrar e dis-
persar com relação às dimensões nucleares, pois de acordo com os gráficos
observamos que a propagação do pulso pode atingir 40 fm em temperatura
nula e 60 fm em temperatura finita. Podemos considerar que temos um
pulso sobrevivente, ou sóliton, sem termos a equação de KdV, ou seja, esta-
mos simulando a propagação de sóliton com a equação de quebra de onda.
O importante também para o efeito de sóliton ser observado neste contexto é
seu tamanho compacto em relação ao meio, ou melhor dizendo, sua pequena
amplitude e largura igual a 1 fm.

Conforme já mencionamos, o parâmetro u = 0, 601, relacionado com a
velocidade de propagação do pulso ser próximo à velocidade do som cs = 0, 6
no plasma favorece a preservação do efeito solitônico do pulso contribuindo
na propagação e amplitude.

Além de tudo isso, constatamos também que reduzindo a largura inicial
do sóliton e elevando sua amplitude inicial, apesar da quebra ocorrer, esta
não é muito apreciável e na dispersão há um pulso que se propaga pratica-
mente reproduzindo o inicial, ou seja, é uma simulação solitônica também,
onde podemos considerar o pulso percorrendo uma grande distância, além de
200 fm, tanto no caso de temperatura nula, como em temperatura finita. A
largura inicial nos dois casos é λ = 0, 4 fm.
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Caṕıtulo 8

Conclusões

Das equações da hidrodinâmica relativ́ıstica, mais especificamente da versão
relativ́ıstica da equação de Euler e da versão relativ́ıstica da equação da con-
tinuidade para a densidade bariônica, usando uma equação de estado prove-
niente do modelo não-linear de Walecka (QHD), encontramos uma equação
de KdV para perturbações na densidade bariônica. Tal equação de KdV foi
obtida através de um tratamento ligeiramente diferente ao feito em campo
médio (MFT ) onde agora consideramos variações nos campos mesônicos per-
mitindo então que inomogeneidades na matéria nuclear sejam consideradas.
Na MFT tradicional modificamos a lagrangiana da QHD sem comprometer
suas virtudes e também obtivemos uma equação de KdV para perturbações
na densidade bariônica. Entretanto, quando essa modificação não é feita,
a QHD em MFT pura fornece a equação de quebra de onda. Tal fato é
posśıvel pois nosso protótipo de modificação na QHD possui um parâmetro
livre que ajusta a relevância desta pequena correção que leva ao aparecimento
de solitons.

Também conclúımos que usando a modificação na lagrangiana da QHD
e o novo tratamento para os campos mesônicos na MFT , ou seja, através de
duas abordagens, encontramos uma equação de KdV ou quebra de onda.

Das equações de onda citadas acima, seus coeficientes são determina-
dos pela dinâmica de troca de mesons e sendo assim, as propriedades do
pulso descrito por tais equações dependem dos parâmetros microscópicos da
QHD. Um fato importante é que os pulsos descritos por essas equações
são pulsos de compressão de natureza supersônica ou pulsos de rarefação de
natureza subsônica, em virtude do fato do novo termo na lagrangiana ter o
parâmetro livre que pode ser positivo (compressão) ou negativo (rarefação).
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Todo conteúdo mencionado até o momento é uma sofisticação do já feito
na década de 80 no estudo do sóliton nuclear, mas nossa contribuição é ori-
ginal em modificar a lagrangiana da QHD e ir além da MFT , tendo como
motivação a busca por ondas supersônicas e outros fenômenos ondulatórios
alicerçados em observações como “cones de Mach” conforme mencionamos
na introdução deste trabalho. Mostramos também como estas equações e
suas soluções solitônicas se comportam com a temperatura e constatamos
que os efeitos do pulso ir mais longe e a quebra seguida de dispersão ocorrer
antecipadamente devido ao aumento da temperatura são resultados de um
tratamento minucioso da QHD com e sem modificação em sua lagrangiana,
o que nos levou a apresentar os cálculos etapa por etapa para vermos como as
grandezas termodinâmicas se alteravam e conseqüentemente como alteravam
os coeficientes das equações de onda obtidas.

No contexto matemático da hidrodinâmica relativ́ıstica, QHD e do for-
malismo de obtenção das equações de onda e suas soluções, avançamos no
estudo de sistemas com simetria angular e obtivemos as mesmas equações de
onda na direção radial em coordenadas ciĺındricas e esféricas. Observamos
que nessas geometrias há um termo de amortecimento e uma análise numérica
foi feita não apenas para testarmos as soluções anaĺıticas, mas estudar os
efeitos de amortecimento e a sensibilidade quanto às condições iniciais. Nas
figuras que apresentamos isso pode ser visto tanto quantitativamente quanto
qualitativamente onde observamos que pulsos de maior amplitude são mais
ligeiros e tal efeito também é observado com o aumento da temperatura.
Conforme dissemos, “desligando” o termo de modificação na lagrangiana ob-
servamos que para um sóliton inicial temos a formação da onda de choque,
sua quebra e conseqüente dispersão. Tanto a quebra como a propagação da
onda depende da largura e amplitude do pulso inicial e da temperatura do
meio.

Estudamos vários métodos de solução de equações diferenciais e os adap-
tamos para nosso problema. Como não havia em livros texto, procuramos (e
encontramos na literatura) extensões do formalismo lagrangiano para deriva-
das de ordem mais alta. Pudemos assim fazer a generalização do formalismo
para o tratamento da QHD modificada.

A menos do caso com geometria ciĺındrica, todos os outros casos já foram
publicados em [34, 35, 37, 38].

Em nossa busca por soluções de equações de onda não-lineares, desen-
volvemos uma solução anaĺıtica para a KdV forçada. Isso nos motivou
também a estudar hidrodinâmica com fonte e aplicar nosso formalismo. En-
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contramos uma equação de quebra de onda forçada. Entretanto, dado excesso
de parâmetros arbitrários em tal equação, pretendemos estudar melhor este
tema num futuro próximo.

A “expansão além da linearização” usada neste trabalho parece melhor do
que a tradicional linearização da hidrodinâmica aplicada a ı́ons relativ́ısticos.
Consideramos todas as variações de todos os termos presentes nas equações
da hidrodinâmica relativ́ıstica de forma a considerar inomogeneidades de
modelos covariantes, como, por exemplo, a QHD. Nossa equação de onda
é mais complexa, prevê pulsos solitários (solitons) ou formação de ondas de
choque seguida de quebra e dispersão.

Nosso resultado original mais recente vem do estudo de equações de onda
com a EOS do QGP. Buscamos soluções com solitons ou quebra de onda em
temperatura nula para perturbações na densidade bariônica e perturbações
na densidade de energia em temperatura finita. As equações no QGP foram
estudas numericamente e encontramos um “sóliton” sem a equação de KdV.

No geral podemos concluir que nossos pulsos se propagam por grandes
distâncias quando comparáveis com as dimensões nucleares mas se propagam
por curtas distâncias quando comparadas com dimensões estelares.

Como observação final, estamos cientes dos problemas que o laplaciano
da densidade bariônica pode trazer, ou melhor, derivadas de ordem superior
podem levar a uma violação de causalidade conforme na equação de Navier-
Stokes, embora não tenhamos visto nada de errado em nossos cálculos para
obtenção da KdV.
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Apêndice A

Termodinâmica

A.1 Densidade de energia e pressão

A entropia de um sistema é função das variáveis [89]:

S = S(E, V,N1, N2, ..., Nm) (A.1)

onde E é a energia do sistema, V é o volume do sistema e Ni , com i =
1, 2, 3, ..., m é o número de part́ıculas do tipo i. Considerando agora um
sistema com NB≡ número de barions, temos então a expressão para entropia
(A.1) na forma:

S = S(E, V,NB) (A.2)

e conseqüentemente a variação de entropia é dada por:

dS =

(

∂S

∂E

)

V,NB

dE +

(

∂S

∂V

)

E,NB

dV +

(

∂S

∂NB

)

V,E

dNB (A.3)

Da relação fundamental da termondinâmica com dNB = 0 temos:

dS =
dQ

T
=
dE + pdV

T
(A.4)

Comparando os coeficientes de dE e dV entre as expressões (A.3) e (A.4)
temos:

(

∂S

∂E

)

V,NB

=
1

T
(A.5)
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e
(

∂S

∂V

)

E,NB

=
p

T
(A.6)

Introduzindo uma nova grandeza, chamando-a de potencial barioqúımico:

µB ≡ −T
(

∂S

∂NB

)

V,E

(A.7)

que juntamente com (A.5) e (A.6) substitúıdas em (A.4) resulta na expressão:

dS =
1

T
dE +

p

T
dV − µB

T
dNB (A.8)

que é a generalização da relação fundamental (A.4) para a situação em que
o número de part́ıculas(no caso o número de barions) pode variar, porém no
nosso caso vale lembrar que dNB = 0, mas (A.7) continua válida, bem como
as expressões a seguir. Da expressão (A.8) temos:

dE = TdS − pdV + µB dNB (A.9)

que escrita em termos da energia livre de Gibbs:

dG ≡ d(E − TS + pV ) = −SdT + V dp+ µB dNB (A.10)

de onde temos agora:

µB =

(

∂G

∂NB

)

p,T

(A.11)

e como só estamos considerando neste estudo apenas um tipo de part́ıcula
(barions) temos:

G = G(T, p,NB) (A.12)

como quantidade extensiva. Logo:

G(T, p,NB) = NB g(T, p) (A.13)

com g(T, p) uma função que não depende de NB e assim:

µB =

(

∂G

∂NB

)

p,T

= g(T, p) (A.14)

197



ou seja: o potencial qúımico por bárion é igual à energia livre de Gibbs por
bárion:

G = µBNB (A.15)

Então podemos dizer que

G ≡ E − TS + pV = µBNB (A.16)

que dividindo por V temos:

ε+ p = µBρB + Ts (A.17)

onde ε é a densidade volumétrica de energia, ρB é a densidade bariônica
(números de barions por volume) e s é adensidade volumétrica de entropia.

De (A.17) temos:

dε+ dp = ρBdµB + µBdρB + dTs+ Tds

que em um sistema isentrópico (dS = 0 e s variando) continuamos com:

dε+ dp = ρBdµB + µBdρB + sdT + Tds (A.18)

Substituindo então a primeira lei da Termodinâmica:

dε = Tds+ µBdρB (A.19)

em (A.18) obtemos:
dp = ρBdµB + sdT (A.20)

Também de (A.19) temos:

µB =

(

∂ε

∂ρB

)

s

(A.21)

que inserida em (A.20) e considerando T = 0 ou T =constante (dT = 0):

dp = ρB d

[(

∂ε

∂ρB

)

s

]

(A.22)

resultando em

~∇p = ρB
~∇
[(

∂ε

∂ρB

)

s

]

(A.23)
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e
∂p

∂t
= ρB

∂

∂t

[(

∂ε

∂ρB

)

s

]

(A.24)

Da energia por núcleon (E) dada por:

E =
ε

ρB

(A.25)

pode-se usar também:
∂ε

∂ρB
= E + ρB

∂E

∂ρB
(A.26)

As relações (A.23) à (A.26) são utilizadas na hidrodinâmica relativ́ıstica,
mais especificamente nas versões relativ́ısticas da Equação de Euler e da
continuidade.

A.2 Potencial termodinâmico e funções

termodinâmicas

As funções termodinâmicas tais como a densidade de energia ε, densidade
bariônica ρB, densidade de entropia s e pressão p em uma teoria em particu-
lar, requerem o conhecimento do potencial termodinâmico Ω(T, V, µB) para
seus cálculos expĺıcitos.

Tais funções serão relacionadas com as médias dos operadores quânticos
no ensemble [80, 89]. Isso pode ser feito através da função de partição Z
dada por:

Z ≡ Tr
{

exp
[−(Ĥ − µBB̂)

T

]}

≡ exp[−Ω(T, V, µB)/T ] (A.27)

onde Ĥ é o operador hamiltoniano, B̂ é operador número bariônico e µB o
potencial barioqúımico.

Então a média no ensemble de um operador Â é dada por

A ≡ 〈〈Â〉〉 = Z−1Tr
[

Âe
−(Ĥ−µBB̂)

T

]

(A.28)

De (A.27) temos que

Ω(T, V, µB) = −T ln(Z) (A.29)
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e é dado pela transformação de Legendre:

Ω(T, V, µB) = −pV = E − TS − µBNB (A.30)

de forma que

dΩ = dE − TdS − SdT − µBdNB −NBdµB

que usando (A.9) resulta em

dΩ(T, V, µB) = −SdT − pdV −NBdµB (A.31)

De (A.28), (A.30) e (A.31) temos

ρB ≡
〈〈B̂〉〉
V

= − 1

V

(

∂Ω

∂µB

)

T,V
(A.32)

s = − 1

V

(

∂Ω

∂T

)

V,µB

(A.33)

p = −Ω(T, V, µB)

V
(A.34)

ε =
Ω(T, V, µB)

V
+ Ts+ µBρB (A.35)

200



Apêndice B

O Prinćıpio de Mı́nima Ação
com derivadas de ordem
superior nos campos

Apresentamos a obtenção das equações de Euler-Lagrange e do tensor Energia-
Momento para teorias com derivadas de ordem superior nos campos. Tais
estudos são alicerçados em [90].

B.1 Equações de Euler-Lagrange

Considerando a ação S:

S =
∫

Ω
d4x L(ηi, ∂µηi, ∂

λ∂ληi) (B.1)

e calculando sua variação δS podemos obter as equações de Euler-Lagrange
para os campos ηi cujas variações são dadas por ηi(x)→ ηi(x) + δηi(x).

Em (B.1), Ω é uma região arbitrária do espaço-tempo. δηi(x) é nulo em
Γ, onde Γ = Γ(Ω) é a superf́ıcie de contorno de Ω.

Buscando por um valor estacionário da ação:

δS =
∫

Ω
d4x δL(ηi, ∂µηi, ∂

λ∂ληi) = 0 (B.2)

encontramos

δS =
∫

Ω
d4x

{

∂L
∂ηi

δηi +
∂L

∂(∂µηi)
δ(∂µηi) +

∂L
∂(∂λ∂ληi)

δ(∂µ∂
µηi)

}

= 0
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A expressão acima pode ser reescrita utilizando ∂µ(δηi) e ∂µ∂
µ(δηi):

δS =
∫

Ω
d4x

{

∂L
∂ηi

δηi +
∂L

∂(∂µηi)
∂µ(δηi) +

∂L
∂(∂λ∂ληi)

∂µ∂
µ(δηi)

}

= 0

Integrando por partes os dois últimos termos da última expressão e assumindo
que os termos de superf́ıcie são nulos, encontramos:

δS =
∫

Ω
d4x

{

∂L
∂ηi
− ∂µ

∂L
∂(∂µηi)

+ ∂µ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]}

δηi = 0 (B.3)

que nos fornece as equações de Euler-Lagrange para ηi quando
L(ηi, ∂µηi, ∂λ∂

ληi):

∂L
∂ηi

− ∂µ
∂L

∂(∂µηi)
+ ∂µ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

= 0 (B.4)

B.2 Tensor Energia-Momento

Iniciamos nossos cálculos com a ação S:

S =
∫

Ω
d4x L(ηi, ∂µηi, ∂

λ∂ληi, x
µ)

A variação na ação entre dois pontos do espaço-tempo x′µ e xµ é dada
por:

δS =
∫

Ω
d4x′ L(η′i, ∂µη

′
i, ∂

λ∂λη
′
i, x

′µ)−
∫

Ω
d4x L(ηi, ∂µηi, ∂

λ∂ληi, x
µ) (B.5)

A translação x→ x′ pode ser implementada por:

x′µ = xµ + δxµ ⇒ ∂µx
′µ = 1 + ∂µ(δxµ)

e d4x′ = J(x′/x)d4x = [1 + ∂µ(δxµ)]d4x, onde J(x′/x) é o Jacobiano da
transformação x→ x′ dado por:

J
(

x′

x

)

= det
(

∂x′µ

∂xµ

)

= 1 + ∂µ(δxµ) (B.6)

Substituindo a expressão para d4x′ em (B.5) obtemos:

δS =
∫

Ω
d4x (δL+ L∂µδx

µ) (B.7)
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Usando:

δL =
∂L
∂ηi

δηi +
∂L

∂(∂µηi)
δ(∂µηi) +

∂L
∂(∂λ∂ληi)

δ(∂µ∂µηi) + (∂µL)δxµ

encontramos:

δS =
∫

Ω
d4x

[

∂L
∂ηi

δηi +
∂L

∂(∂µηi)
δ(∂µηi)+

+
∂L

∂(∂λ∂ληi)
δ(∂µ∂µηi) + (∂µL)δxµ + L∂µδx

µ
]

ou, de maneira equivalente:

δS =
∫

Ω
d4x

[

∂L
∂ηi

δηi +
∂L

∂(∂µηi)
δ(∂µηi) +

∂L
∂(∂λ∂ληi)

δ(∂µ∂µηi) + ∂µ(Lδxµ)
]

(B.8)
Os segundo e terceiro termos na integral da última expressão podem ser

reescritos usando a divergência total, então assumem a forma:

∂L
∂(∂µηi)

δ(∂µηi) =
∂L

∂(∂µηi)
∂µ(δηi) = ∂µ

[

∂L
∂(∂µηi)

δηi

]

− ∂µ

[

∂L
∂(∂µηi)

]

δηi (B.9)

e
∂L

∂(∂λ∂ληi)
δ(∂µ∂µηi) =

∂L
∂(∂λ∂ληi)

∂µ∂µ(δηi) = ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

∂µ(δηi)
]

− ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

∂µ(δηi)

(B.10)
Inserindo (B.9) e (B.10) em (B.8) e rearranjando os termos, encontramos:

δS =
∫

Ω
d4x

{

∂L
∂ηi

δηi − ∂µ

[

∂L
∂(∂µηi)

]

δηi − ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

∂µ(δηi)
}

+

+
∫

Ω
d4x ∂µ

{[

∂L
∂(∂µηi)

δηi

]

+
[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

∂µ(δηi)
]

+ (Lδxµ)
}

(B.11)

A segunda integral em (B.11) pode ser reescrita usando 4−dimensional gene-
ralização do teorema de Gauss e assume a forma:

δS =
∫

Ω
d4x

{

∂L
∂ηi

δηi − ∂µ

[

∂L
∂(∂µηi)

]

δηi − ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

∂µ(δηi)
}

+
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+
∫

∂Ω

{

∂L
∂(∂µηi)

δηi +
∂L

∂(∂λ∂ληi)
∂µ(δηi) + Lδxµ

}

dσµ (B.12)

Agora, na última integral da equação anterior somaremos o seguinte “zero”:

∂L
∂(∂µηi)

(∂νηi)δx
ν − ∂L

∂(∂µηi)
(∂νηi)δx

ν+

+∂µ
[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

(∂νηi)δx
ν − ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

(∂νηi)δx
ν = 0

e (B.12) torna-se:

δS =
∫

Ω
d4x

{

∂L
∂ηi

δηi − ∂µ

[

∂L
∂(∂µηi)

]

δηi − ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

∂µ(δηi)
}

+

+
∫

∂Ω

{

∂L
∂(∂µηi)

δηi+
∂L

∂(∂λ∂ληi)
∂µ(δηi)+

∂L
∂(∂µηi)

(∂νηi)δx
ν− ∂L

∂(∂µηi)
(∂νηi)δx

ν+

+∂µ
[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

(∂νηi)δx
ν − ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

(∂νηi)δx
ν + Lδxµ

}

dσµ (B.13)

a qual, após um rearranjo de termos:

δS =
∫

Ω
d4x

{

∂L
∂ηi

δηi − ∂µ

[

∂L
∂(∂µηi)

]

δηi − ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

∂µ(δηi)

}

+

+
∫

∂Ω

{

∂L
∂(∂µηi)

[δηi + (∂νδηi)δx
ν ] +

∂L
∂(∂λ∂ληi)

∂µ(δηi)+

+∂µ
[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

(∂νηi)δx
ν+

−
[

∂L
∂(∂µηi)

(∂νηi)− gu
νL+ ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

(∂νηi)

]

δxν

}

dσµ (B.14)

Do último termo de (B.14) obtemos o tensor Energia-Momento:

T µ
ν ≡

∂L
∂(∂µηi)

(∂νηi)− gu
νL+ ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

(∂νηi) (B.15)

O último termo da última equação pode ser reescrito com o aux́ılio da iden-
tidade

∂µ
[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

]

(∂νηi) = ∂µ
[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

(∂νηi)
]

− ∂L
∂(∂λ∂ληi)

(∂µ∂νηi)
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e então (B.15) torna-se finalmente:

T µ
ν =

∂L
∂(∂µηi)

(∂νηi)− gu
νL+ ∂µ

[

∂L
∂(∂λ∂ληi)

(∂νηi)
]

− ∂L
∂(∂λ∂ληi)

(∂µ∂νηi)

(B.16)
que é a expressão final para o tensor Energia-Momento.

Notamos também que a primeira integral em (B.14) nos leva às equações
de Euler-Lagrange quando o termo de superf́ıcie vai a zero.
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Apêndice C

Constante de difusão bariônica

A constante de difusão bariônica D para a matéria hadrônica densa e quente
foi estudada em [79] por intermédio de um gerador de eventos chamado
URASiMA (Ultra-Relativistic AA collision Simulator based on Multiple Sca-
ttering Algorithm).

Os ensembles estat́ısticos com temperatura e potencial qúımico fixos são
gerados a partir da imposição da conservação da densidade de energia e da
densidade bariônica. Tais ensembles alcançam o equiĺıbrio térmico onde é
investigada a dependência com a temperatura e com o potencial qúımico da
constante D.

Apresentaremos aqui uma breve descrição da teoria envolvida no cálculo
de tal constante e alguns de seus valores dependentes da temperatura.

O primeiro Teorema de dissipação-flutuação [91] nos diz que a constante
de difusão D é dada pela seguinte correlação:

D =
1

3

∫ ∞

0
< ~v(t) · ~v(t+ t′) > dt′. (C.1)

onde a média < · · · > é dada por

< · · · >=
1

número de ensembles

∑

ensembles
×

× 1

número de part́ıculas

∑

part́ıculas

· · · (C.2)

Se a correlação decresce exponencialmente, isto é:
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< ~v(t) · ~v(t+ t′) >∝ exp (−t
′

τ
) (C.3)

com τ sendo o tempo de relaxamento, a constante de difusão pode ser rees-
crita em uma forma mais simples:

D =
1

3
< ~v(t) · ~v(t) > τ (C.4)

A equação de difusão é dada por:

∂

∂t
f(t, ~x) = D∇2f(t, ~x) (C.5)

e a constante de difusão D tem dimensão de [L2/T ].

Devido natureza relativ́ıstica do sistema, usaremos ~β(t) = ~v
c

= ~p
E

ao invés
de ~v em (C.1) e D é obtida por

D =
1

3

∫ ∞

0
< ~β(t) · ~β(t+ t′) > dt′c2 =

1

3
< ~β(t) · ~β(t) > c2τ

⇒ D =
1

3
<

(

~p(t)

E(t)

)

·
(

~p(t)

E(t)

)

> c2τ (C.6)

com c sendo a velocidade da luz.
A figura C.1 mostra a função de correlação em função do tempo e indica

que o amortecimento exponencial (C.3) é uma boa aproximação.
Já a figura C.2 mostra os resultados para a constante de difusão via (C.6)

em função da temperatura.
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Figura C.1: As linhas correspondem a resultados fitados pela função expo-
nencial.
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Figura C.2: Constante de difusão bariônica na matéria hadrônica densa.
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Apêndice D

Relações na QHD

D.1 Relações úteis em temperatura nula

É interessante estudarmos primeiro em temperatura nula como o termo
ψ̄(−i~α ·∇+βM∗)ψ da expressão (4.14) possui dependência com ρB [33, 80].

Então:
ψ = φ(~k, λ)ei~k·~x−iEt (D.1)

com λ sendo o ı́ndice de spin.
Substituindo então (D.1) em (4.14):

[iγµ∂
µ − gV γ0V0 − (M − gSφ0)]φ(~k, λ)ei~k·~x−iEt = 0

(lembrando da definição M∗ = M − gSφ0)

=⇒ [iγ0∂
0 + iγ0~α · ∇ − gV γ0V0 −M∗]φ(~k, λ)ei~k·~x−iEt = 0

=⇒ [γ0E − γ0~α · ~k − gV γ0V0 −M∗]φ(~k, λ) = 0

que multiplicada por −γ0 e usando a notação β ≡ γ0 fica na forma:

[−E + ~α · ~k + gV V0 + βM∗]φ(~k, λ) = 0

fornecendo por sua vez:

[~α · ~k + βM∗]φ(~k, λ) = [E − gV V0]φ(~k, λ) (D.2)

Quadrando a expressão acima:

(~α · ~k)2 + (βM∗)2 + ~α · ~kβM∗ + βM∗~α · ~k = [E − gV V0]
2 (D.3)
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Mas devido a
{β, αi} = 0

os termos
~α · ~kβM∗ + βM∗~α · ~k

de (D.3) podem ser escritos como:

~α·~kβM∗+βM∗~α·~k = M∗(α1k1β+α2k2β+α3k3β+βα1k1+βα2k2+βα3k3) =

= M∗(k1α1β + k2α2β + k3α3β + βα1k1 + βα2k2 + βα3k3) =

= M∗(k1{β, α1}+ k2{β, α2}+ k3{β, α3}) = 0

então (D.3) pode ser reescrita como:

(~k2 +M∗2) = [E − gV V0]
2 (D.4)

uma vez que foi utilizado também

(αi)2 = β2 = I

De (D.4) tem-se:

±(~k2 +M∗2)1/2 = E(±) − gV V0

que considerando apenas as energias positivas:

E(+) = (~k2 +M∗2)1/2 + gV V0 (D.5)

Substituindo (D.5) em (D.2):

[~α · ~k + βM∗]φ(~k, λ) = [E(+) − gV V0]φ(~k, λ)

=⇒ [~α · ~k + βM∗]φ(~k, λ) = (~k2 +M∗2)1/2φ(~k, λ) (D.6)

Sendo

φ(~k, λ) =
1√
V

∑

~k,λ

A~k,λU(~k, λ)

em (D.1) tem-se que:

ψ =
1√
V

∑

~k,λ

A~k,λU(~k, λ)ei~k·~x−iEt (D.7)
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fornecendo, utilizando (D.6):

ψ†(−i~α · ∇ + βM∗)ψ =
1

V

∑

~k,λ

∑

~k′ ,λ′

(~k2 +M∗2)1/2A†
~k′ ,λ′A~k,λU

†(~k
′

, λ
′

)U(~k, λ)

mas ψ†(−i~α · ∇+ βM∗)ψ deve ser aplicado no estado com n nucleons:

〈

n
∣

∣

∣ψ†(−i~α · ∇+ βM∗)ψ
∣

∣

∣n
〉

=
1

V

∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2
〈

n
∣

∣

∣A†
~k,λ
A~k,λ

∣

∣

∣n
〉

(D.8)

onde foi utilizada a relação:

U †(~k
′

, λ
′

)U(~k, λ) = δ~k′~kδλλ′

De (D.8):
〈

n
∣

∣

∣A†
~k,λ
A~k,λ

∣

∣

∣n
〉

=
〈

n
∣

∣

∣A†
~k,λ

∣

∣

∣n− 1
〉

=
〈

n
∣

∣

∣n
〉

= 1

de tal maneira que (D.8) assume a forma:

〈

n
∣

∣

∣ψ†(−i~α · ∇ + βM∗)ψ
∣

∣

∣n
〉

=
1

V

∑

~k,λ

(~k2 +M∗2)1/2 (D.9)

Utilizando:
1

V

∑

~k,λ

−→
∫ kF

0

d3k

(2π)3

em (D.9) acima e multiplicando pelo fator de degenerescência spin-isospin
γs, tem-se portanto:

ψ†(−i~α · ∇+ βM∗)ψ −→ γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k(~k2 +M∗2)1/2 (D.10)

Finalmente, a relação entre kF e ρB é calculada por:

ρB ≡
〈

n
∣

∣

∣ψ†(~x)ψ(~x)
∣

∣

∣n
〉

(D.11)

Então, utilizando (D.7) na (D.11) acima:

ρB ≡
〈

n
∣

∣

∣ψ†(~x)ψ(~x)
∣

∣

∣n
〉

=
1

V

∑

~k,λ

〈

n
∣

∣

∣n
〉
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fornecendo:

ρB =
1

V

∑

~k,λ

〈

n
∣

∣

∣n
〉

=
1

V

∑

~k,λ

1

que novamente utilizando

1

V

∑

~k,λ

−→
∫ kF

0

d3k

(2π)3

e multiplicando por γs obtém-se:

ρB =
γs

(2π)3

∫ kF

0
d3k

=⇒ ρB =
γs

6π2
kF

3 (D.12)

O estado fundamental da matéria nuclear é obtido preenchendo os ńıveis
até kF com {p ↑, p ↓, n ↑, n ↓}; o fator de degenerescência para a matéria
nuclear é então γs = 4 e para a matéria neutra γs = 2.

A incompressibilidade da matéria nuclear de acordo com o modelo de
Walecka é [33]:

K =
(

kF
2 ∂

2E

∂kF
2

)

eq
(D.13)

com E = ε/ρB sendo a energia do núcleon. Notamos também que K > 0.
A relação do momento de Fermi com a densidade bariônica foi encontrada

pela expressão (D.12) que fornece o operador:

∂

∂kF
=
∂ρB

∂kF

∂

∂ρB
=

3γskF
2

6π2

∂

∂ρB
(D.14)

e conseqüentemente:

∂2

∂kF
2 =

6γskF

6π2

∂

∂ρB
+

3γskF
2

6π2

∂2

∂kF∂ρB
(D.15)

Mas o último termo da expressão acima pode ser escrito como:

3γskF
2

6π2

∂2

∂kF∂ρB
=

3γskF
2

6π2

∂

∂kF

∂

∂ρB
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que utilizando (D.14) fica na forma:

3γskF
2

6π2

∂2

∂kF∂ρB
=
(

3γskF
2

6π2

)
2
∂2

∂ρ2
B

(D.16)

Substituindo então (D.16) em (D.15):

∂2

∂kF
2 =

γskF

π2

∂

∂ρB
+
(

γskF
2

2π2

)
2
∂2

∂ρ2
B

(D.17)

Aplicando (D.17) na energia por núcleon E:

∂2E

∂kF
2 =

γskF

π2

∂E

∂ρB
+
(

γskF
2

2π2

)
2
∂2E

∂ρ2
B

que na situação de equiĺıbrio fornece:

(

∂2E

∂kF
2

)

eq
=
(

γskF
2

2π2

)
2
(

∂2E

∂ρ2
B

)

eq
(D.18)

uma vez que da saturação:
(

∂E

∂ρB

)

eq
= 0

De (D.12):

kF =
(

6π2ρB

γs

)1/3

que substitúıda em (D.13) juntamente com (D.18):

K =
(

9ρB
2 ∂

2E

∂ρB
2

)

eq
= 9ρ0

2
(

∂2E

∂ρB
2

)

ρB=ρ0

(D.19)

A relação entre a incompressibilidade (K) e a velociade do som cs
1

provém da relação de Gibbs:

p+ ε = Ts+ µBρB (D.20)

que em T = 0 e considerando a matéria nuclear no equiĺıbrio p = 0, temos a
expressão acima na forma:

ε = µBρB

1Agradecemos ao prof. M. Malheiro por nos ter apresentado este cálculo.
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fornecendo então:
ε

ρB

= µB (D.21)

e
∂ρB

∂ε
=

1

µB
(D.22)

Da curva de saturação temos:
ε

ρB

−M ∼= −16MeV

que utilizando (D.21) nos fornece:

µB = M − 16

ou aproximadamente:
µB
∼= M (D.23)

A definição da velocidade do som (cs) é dada pela EOS:

cs
2 =

∂p

∂ε
(D.24)

que pode ser reescrita como:

cs
2 =

∂p

∂ρB

∂ρB

∂ε

Utilizando (D.22) na expressão acima:

cs
2 =

1

µB

∂p

∂ρB
(D.25)

Como a incompressibilidade (K) é calculada a partir de [33, 80]:

K = 9
∂p

∂ρB

temos:
∂p

∂ρB
=
K

9
(D.26)

que substituindo (D.26) e (D.23) em (D.25) encontramos:

cs
2 =

1

M

K

9
(D.27)

Finalmente, substituindo (D.27) em (D.19) obtemos:
(

∂2E

∂ρB
2

)

ρB=ρ0

=
Mcs

2

ρ0
2

(D.28)
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D.2 Relações úteis em temperatura finita

Na temperatura finita escreveremos uma forma para o campo ψ levando em
conta a existência das antipart́ıculas que aparecem no mar de Fermi devido
apenas pela excitação térmica.

À medida que um sistema tem sua temperatura elevada surgem an-
tipart́ıculas com massa comparável a kBT do sistema, então analogamente a
(D.1) temos:

ψ = φa(~k, λ)ei~k·~x−iE+(~k)t + φb(~k, λ)e−i~k·~x−iE−(−~k)t (D.29)

novamente com λ sendo o ı́ndice de spin e também:

φa(~k, λ) =
1√
V

∑

~k,λ

A~k,λ U(~k, λ) (D.30)

φb(~k, λ) =
1√
V

∑

~k,λ

B†
−~k,λ V(~k, λ) (D.31)

com os spinores satisfazendo:

U †(~k
′

, λ
′

)U(~k, λ) = V†(~k
′

, λ
′

)V(~k, λ) = δ~k′~kδλλ′ (D.32)

e os operadores satisfazendo:

{A,B} = {A†, B†} = 0 (D.33)

e
{B,B†} = {A,A†} = 1 (D.34)

Substituindo (D.29) na equação de movimento (4.14):

[iγµ∂
µ − gV γ0V0 − (M − gSφ0)]

[

φa(~k, λ)ei~k·~x−iE+(~k)t+

+φb(~k, λ)e−i~k·~x−iE−(−~k)t
]

= 0

obtemos:
[γ0E

+(~k)− γ0~α · ~k − gV γ0V0 −M∗]φa(~k, λ) = 0

e
[γ0E

−(−~k) + γ0~α · ~k − gV γ0V0 −M∗]φb(~k, λ) = 0
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que multiplicadas por −γ0 e usando a notação β ≡ γ0 obtemos:

[E+(~k)− gV V0]φa(~k, λ) = [~α · ~k + βM∗]φa(~k, λ) (D.35)

e
[E−(−~k)− gV V0]φb(~k, λ) = [−~α · ~k + βM∗]φb(~k, λ) (D.36)

Após usarmos {β, αi} = 0 e (αi)2 = β2 = I conforme na última seção
notamos que:

[~α · ~k + βM∗]2 = [−~α · ~k + βM∗]2 = (~k2 +M∗2) (D.37)

e quando quadramos (D.35) encontramos:

[E+(~k)− gV V0]
2 = (~k2 +M∗2) (D.38)

e para (D.36):

[E−(−~k)− gV V0]
2 = (~k2 +M∗2) (D.39)

Em termos de escolha de sinal para as energias, temos para as part́ıculas:

E+(~k) = gV V0 + (~k2 +M∗2)1/2 (D.40)

e para as antipart́ıculas do mar de Fermi:

E−(−~k) = gV V0 − (~k2 +M∗2)1/2 (D.41)

A passagem de somatória para integral é semelhante à usada na última
seção para temperatura nula, porém a integral não é feita de 0 a kF , então:

1

V

∑

~k,λ

−→ γs

(2π)3

∫

d3k (D.42)
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Apêndice E

Funções Eĺıpticas de Jacobi

O método de Expansão em funções eĺıpticas de Jacobi (JEF) foi utilizado
no caṕıtulo 6 para obtenção da solução da equação de KdV. Entretanto
tais funções foram apenas enunciadas juntamente com suas propriedades e
aplicadas com uma condição onde se degeneram em funções solitônicas.

Nesta seção apresentaremos em detalhes as JEF e suas propriedades
seguindo os estudos em [92, 93].

Vamos começar pela equação da elipse:

(

x

a

)2

+
(

y

b

)2

= 1

e sua excentricidade:

b2

a2
= 1− ε2 ou ε =

√

1− b2

a2

lembrando que para ε = 0 temos o ćırculo. Normalizando as duas expressões
pela escolha de b = 1 temos:

(

x

a

)2

+ y2 = 1 (E.1)

e

ε ≡ k =

√

1− 1

a2

que é o módulo da função eĺıptica correspondente. Então 0 ≤ k ≤ 1.
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O próximo e mais importante passo nesse estudo é definir o argumento u
das funções eĺıpticas. No caso de funções trigonométricas o argumento seria
o ângulo θ, mas u é um pouco mais sofisticado:

u ≡
∫ Q

P
rdθ (E.2)

O segmento de extremidades P e Q no contorno da elipse define u de uma
maneira geral de tal forma que não é um ângulo, comprimento de arco ou
alguma grandeza relacionada com área. Tal segmento pode ser visto conforme
a figura a seguir.

�


�


�

 �


�


� � 


�


1


y





x



 a


P




Q





r

θ

Figura E.1: Elipse com suas medidas especificadas.

Entretanto u se torna um ângulo θ ou um comprimento de arco no limite
a→ 1 ou k → 0 quando a elipse se torna um ćırculo.

Com argumento e módulo da elipse definidos, as funções eĺıpticas são
definidas como razões da mesma maneira que na trigonometria usual. São
elas:

sn(u, k) = y (E.3)

cn(u, k) = x/a (E.4)

dn(u, k) = r/a (E.5)

As funções (E.3) e (E.4) generalizam o seno e o cosseno. Já (E.5) surge
devido r não ser constante na elipse. Quando k → 0 temos a = 1, e assim
(E.3), (E.4) e (E.5) tendem a y, x e 1 respectivamente desde que r → 1
também. Isso conecta a elipse com as funções senθ, cosθ e 1.
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Normalmente na literatura por questão de facilidade de escrita o módulo k
é omitido, então sn(u) = sn(u, k) e assim por diante. Também encontramos
o módulo complementar a k, dado por

k′ =
√

1− k2

que em notação moderna conforme usamos no caṕıtulo 6 é escrito como
m = k2, então:

sn(u|m) ≡ sn(u, k) onde m = k2

Existem ainda mais nove funções eĺıpticas de Jacobi, definidas por:

ns u =
1

sn u
nc u =

1

cn u
nd u =

1

dn u

sc u =
sn u

cn u
dc u =

dn u

cn u
cs u =

cn u

sn u

ds u =
dn u

sn u
sd u =

sn u

dn u
cd u =

cn u

dn u

totalizando assim doze “espécies”.
De (E.1) temos:

cn2u+ sn2u = 1 (E.6)

que generaliza cos2θ + sen2θ = 1.
De x2 + y2 = r2, (E.3), (E.4), (E.5), (E.6) e m = 1− 1/a2 temos

dn2u+m sn2u = 1 (E.7)

De

θ = arc tg
(

y

x

)

temos

dθ =
1

r2
(xdy − ydx)

Mas

du = rdθ =
1

r
(xdy − ydx)

e de (E.1):
xdx

a2
+ ydy = 0
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de onde conclúımos que

dy = − x

a2y
dx

ou

dx = −a
2y

x
dy

e assim temos a variação correspondente du:

du =
1

r

(

− x2

a2y
− y

)

dx

ou

du =
1

r

(

x+
a2y2

x

)

dy

Outra variação importante é de x2 + y2 = r2:

dr =
xdx+ ydy

r

As derivadas são dadas por:

d

du
sn u =

dy

du
=

dy

1
r

(

x+ a2y2

x

)

dy
= cn u dn u (E.8)

(e analogamente:)
d

du
cn u = −sn u dn u (E.9)

d

du
dn u = −m sn u cn u (E.10)

conforme utilizamos no caṕıtulo 6.
Também no caṕıtulo 6 mencionamos que

m→ 1⇒ cn u→ sech u

e nesse texto
m→ 0⇒ cn u→ cos u

Tais situações podem ser verificadas graficamente nas próximas páginas
mediante variação do parâmetro m.
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Figura E.2: Parâmetro m = 0, m = 0, 99 e m = 0, 999 respectivmante.
Notamos que cn(u|0) = cos(u).
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Figura E.3: Parâmetro m = 1: cn(u|1) = sech(u). Notamos também
cn2(u|1) = sech2(u).
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