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Abstract

Assuming that nuclear matter can be treated as a perfect fluid, we study
the propagation of perturbations in the baryon density. The equation of
state is derived from a relativistic mean field model, which is a variant of
the non-linear Walecka model. The expansion of the Euler and continuity
equations of relativistic hydrodynamics around equilibrium configurations
leads to differential equations for the density perturbation. We solve them
numerically for linear and spherical perturbations and follow the propagation
of the initial pulses. For linear perturbations we find single soliton solutions
and solutions with one or more solitons followed by “radiation”. Depending
on the equation of state a strong damping may occur. We consider also the
evolution of perturbations in a medium without dispersive effects. In this
case we observe the formation and breaking of shock waves. We study all
these equations also for matter at finite temperature. Our results may be
relevant for the analysis of RHIC data. They suggest that the shock waves
formed in the quark gluon plasma phase may survive and propagate in the
hadronic phase. We also study the non-linear wave equation for pertubations
in baryon density and energy density in quark-gluon-plasma (QGP). Under
certains conditions solitons may exist in QGP.

Finally we discuss alternatives methods for solving non-linear differential
equations.



Resumo

Assumindo que a matéria nuclear seja um fluido perfeito, estudamos a
propagacao de perturbacoes na densidade barionica. A equacao de estado é
obtida através de um modelo relativistico em campo médio, o qual é uma
variante do modelo nao-linear de Walecka. A expansao das equagoes de Euler
e da continuidade na hidrodinamica relativistica em torno das configuracoes
de equilibrio nos levam a equacoes diferenciais para a perturbacao na den-
sidade. Resolvemos tais equagoes numericamente para perturbacoes lineares
e esféricas mediante pulsos iniciais. Para perturbagoes lineares econtramos
solugoes solitonicas de pulsos isolados e solugoes com varios solitons seguidas
de “radiacao”. Dependendo da equagao de estado um forte amortecimento
pode ocorrer. Consideramos também a evolucao de perturbagoes em um
meio sem efeitos dissipativos. Nesse caso observamos a formacao e quebra de
ondas de choque. Depois estudamos todo o formalismo na matéria nuclear
em temperatura finita. Nossos resultados podem ser relevantes para analise
de dados do RHIC. Eles sugerem que ondas de choque formadas na fase de
plasma de quarks e gluons podem sobreviver e se propagar na fase hadronica.
Também estudamos a equacao de onda nao-linear para perturbacoes na den-
sidade barionica e densidade de energia no plasma de quarks e gluons (QGP).
Sob certas condigoes solitons podem existir no QGP.

Finalmente discutimos métodos alternativos de solugoes de equagoes di-
ferenciais nao-lineares.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Hidrodinamica, ondas e solitons na
matéria nuclear

Como pode ser visto na literatura [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7], 0 uso da hidrodinamica
em sistemas que interagem fortemente vem ganhando importancia continu-
amente tanto no estudo de nicleos estéticos [8], como também no estudo de
nicleos em colisoes a energias baixas [8], intermedidrias [3, 9, 10] e altas [11].

Os modelos hidrodinamicos tornaram-se mais sofisticados e receberam
confirmacoes de dados experimentais, em particular de medidas de escoa-
mento eliptico no RHIC [12]. As outras abordagens, tais como modelos de
cascata de partons, podem oferecer descrigoes satisfatérias das medidas de
distribuicoes de rapidez e de momento transversal das particulas produzidas,
mas quando o sistema apresenta escoamento eliptico (vy), a Unica maneira
de entender os dados experimentais é através da hidrodinamica. A medida
de v, sugere fortemente que estamos observando “o fluido perfeito”.

Um fenoémeno caracteristico de fluidos é a formacao de ondas. Ondas em
um meio hadronico podem ser produzidas em muitas situacoes fisicas e é
possivel que ja tenham sido observadas no RHIC. Em colisoes de ions pesa-
dos relativisticos temos colisoes parton - parton nas quais os partons finais
atravessam o fluido que os envolve e escapam formando jatos. A passagem
desses partons pode formar ondas de choque com “cones de Mach” [13, 14],
os quais afetarao a distribuicao de momento transversal das particulas finais
observadas. Existem evidéncias da formagao de “cones de Mach” no RHIC
(15, 16].



Sob certas condigdes solitons (ondas solitarias) podem ser formados. Por
essa razao podemos dar um passo adiante no estudo de ondas e procurar
por solitons num meio hadronico. No caso do RHIC, por exemplo, o mesmo
movimento supersonico que gera ondas de choque conicas pode também gerar
solitons. Tudo depende de detalhes da equagao de estado (EOS) e de apro-
ximagoes usadas na descricao hidrodinamica do movimento. Solitons po-
dem também aparecer no ntcleo de estrelas densas. Aqui perturbacoes na
densidade barionica podem ser produzidas, por exemplo, por interagoes de
neutrinos com a matéria barionica. Estas perturbacoes podem se propagar
como pulsos localizados. Isso nos leva a estudar se e como um sistema es-
fericamente simétrico favorece a propagacao de pulso solitonico na direcao
radial.

Ondas e solitons na matéria nuclear comegaram a ser estudados em de-
talhe hé mais de trinta anos [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23]. Até onde sabemos
a primeira aplicacao da hidrodinamica a colisoes nicleon-nicleo a energias
intermedidrias foi feita por Glassgold e colaboradores [24]. Eles assumiram
que a energia do projétil nao era grande o suficiente para que ele “cavasse um
buraco” no alvo e trataram a colisao como a propagacao supersonica de uma
perturbacao num meio fluido infinito. Sugeriram que haveria a formagao de
uma onda de choque conica com a conseqiiente emissao lateral de particulas
do alvo e o angulo formado pelas particulas produzidas com a direcao do
feixe seria o angulo de Mach. Mais tarde, em estudo feito por Amsden e
colaboradores [25], foi mostrado que um projétil puntiforme nao seria capaz
de gerar uma onda de choque, mas um ion pesado leve seria capaz de fazé-lo.

Em [21] esta idéia foi levada adiante. A substituigdo de um projétil pun-
tiforme e leve (tipicamente um ntcleon) por um fon pesado leve implicava
em uma perturbacao maior do meio e isto exigia a inclusao de um termo
a mais na expansao em gradientes de densidade feita inicialmente em [24].
A inclusao deste novo termo mudou substancialmente a solucao encontrada
para as equacoes de movimento, que deixou de ser uma onda e passou a ser
um pulso localizado, um séliton de KdV. Mais precisamente, a equacgao de
Euler para este movimento é dada por:

ov

onde ¢ é o potencial introduzido em [24]:

/ ’
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Na expressao anterior p = p — py é a variacdo da densidade causada pelo
ion-projétil, py é a densidade nuclear de equilibrio e ¢; e ¢y sao constantes
provenientes da teoria utilizada para descrever a matéria nuclear e sua EOS.
Em [24] apenas o termo proporcional a ¢; foi considerado. Em [21] o segundo
termo foi incluido.

A combinacao da equagao de Euler acima com a equacao da continuidade
da hidrodinamica nao-relativistica gera a equacao de KAV para p’ com solucao
solitonica. Esta solucao possui [21] velocidade de propagacao u e largura A
dada por:

202
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Vemos que os parametros que garantem a existéncia de solitons sao as
constantes c¢; e c;. Novamente, de acordo com [24], \/c; é a velocidade
do som e /c; ¢ um comprimento pequeno comparado com as dimensoes
nucleares. Vemos também que a solucao existe apenas quando a velocidade de
propagagcao ¢ maior do que a velocidade do som e que quando elas coincidem
a largura do séliton tende a infinito.

Quando a velocidade de propagacao aumenta, A diminui e o pulso fica
mais localizado. Ao mesmo tempo sua amplitude aumenta. Por outro lado,
a medida em que u aumenta, o gradiente de velocidade entre o pulso e o meio
(em repouso) aumenta e os efeitos da viscosidade tornam-se importantes.
Quando eles sao incluidos, através da subtituicao da equagao de Euler pela
equacao de Navier-Stokes, a energia do pulso é dissipada e transferida para
o meio. Esta perda de energia leva a desaceleracao do pulso e a reducao de
sua amplitude.

Dada a estabilidade do soéliton, se o projétil se propaga como um pulso
de densidade solitonico em uma colisao central com um alvo pesado, este
projétil viaja através do alvo sem nenhuma interferéncia apreciavel e emerge
na mesma direcao do feixe incidente. A assinatura desse evento seria a de-
teccao do projétil ao longo da direcao do feixe incidente atras do nicleo alvo e
seria registrado um pequeno ntimero de particulas leves. Mais ainda, os even-
tos seriam caracterizados por um limite superior na velocidade do projétil da
ordem de duas vezes a velocidade do som, acima do qual o fenémeno de
solitons desapareceria.

Existem processos dissipativos na matéria nuclear e seus efeitos sobre o
pulso solitonico em ntcleo finito sao dificeis de prever quantitativamente. Ao
final de sua trajetoria no nucleo-alvo, o pulso solitonico gera fragmentagao e

\ =



ejecao de particulas. Finalmente, o pulso solitonico também poderia ser re-
fletido de volta ao alvo levando a excitacao de todo o sistema e ao surgimento
de um ntcleo composto.

Do ponto de vista tedrico, foi concluido que seria fundamental estudar
os detalhes da dinamica do séliton na presenca de mecanismos dissipativos
e também incluir o movimento tridimensional. Isto foi feito no trabalho
seguinte do grupo de Marburg [22], com um estudo da equagao de Navier-
Stokes em trés dimensoes no limite de nao-linearidade fraca, ou seja, fazendo
expansoes das quantidades relevantes em torno de seus valores de equilibrio
e estudando os termos de mesma ordem no parametro de expansao.

Como resultado, este estudo trouxe a conclusao surpreendente de que
a viscosidade nao altera o movimento. Se o movimento comeca com uma
flutuacao localizada de densidade, no limite de nao-linearidade fraca, a dis-
sipacao viscosa nao altera a natureza do movimento, independentemente dos
valores dos coeficientes de viscosidade.

A inclusao do movimento transversal, por outro lado, traz uma mudanca
significativa. Repetindo o procedimento usado para a obtencao da equagao
de KdV no caso unidimensional, é possivel chegar a uma nova equacgao, seme-
lhante & de KdV mas com um termo a mais, que envolve a derivada da densi-
dade com relagao & coordenada transversal. Os autores de [22] mostraram que
esta equagao de KdV modificada também admite uma solugao solitonica. No
entanto, a natureza do movimento resultante varia com o passar do tempo.
Partindo de um pulso localizado de densidade, a amplitude do pulso diminui
com o tempo. O efeito do termo adicional na equacao de KdV é dissipativo.
Inicialmente o soliton permanece localizado por algum tempo mas sempre se
alargando e perdendo amplitude. Para tempos maiores a dissipacao destréi
o soliton e ele se quebra em instabilidades ondulatoérias, que se propagam na
direcao dianteira. Isto implica numa perda crescente de momento pelo pulso
(o que resta dele) e na perda de localizagao.

Em resumo, a solucao do problema tridimensional conduz a um movi-
mento solitonico predominantemente unidimensional (no nosso caso, ao longo
da diregdo do feixe) mas que é amortecido e que “vasa” para a diregao
transversal.

Continuando a série de trabalhos sobre este tema, o grupo de Marburg
estudou em [26] o efeito do tamanho finito do alvo e, em particular, o efeito
da superficie nuclear sobre a formagao e propagacao de solitons. O ntcleo foi
dividido em duas componentes: a parte central, com densidade constante, e
a superficie (ou “pele”), na qual a densidade diminui linearmente com o raio.
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Repetindo mais uma vez todos os procedimentos introduzidos em [21], os
autores chegaram a duas equagoes diferenciais: a eq. de KdV ja encontrada
anteriormente, que continua vélida para a parte central do nicleo e uma
equacao de KdV “forcada”, valida na superficie nuclear. A solucao desta
ultima equacao também é um soliton com a interessante propriedade de que,
com o passar do tempo sua amplitude aumenta e sua largura diminui! Para
valores numéricos aceitaveis das variaveis nucleares, a amplitude do séliton
cresce em até 40 % e a sua largura diminui em até 30 % durante sua passagem
pela superficie nuclear. Este estudo mostrou que na busca experimental pelo
soliton nuclear o efeito de superficie nao pode ser desprezado.

A fisica do “séliton nuclear” foi abandonada por quase uma década até a
publicagao de [23]. Neste trabalho os autores reconsideraram a expansao (1.2)
e tentaram calcular o parametro ¢y a partir de uma teoria microscopica da
interacao nucleon-nicleon, ingrediente fundamental de uma teoria da matéria
nuclear. Eles usaram a teoria da matéria nuclear desenvolvida por Vautherin
e Brink [27], que tinha como base a intera¢ao nucleon-nticleon efetiva de
Skyrme. Os parametros desta interagao foram ajustados de modo que as
propriedades do estado fundamental do nicleo fossem reproduzidas. Como
é conhecido, a forca de Skyrme contém termos dependentes da velocidade.
Estes termos geram na densidade de energia e na fungao potencial ¢ corres-
pondentes um termo contendo o laplaciano da densidade cujo coeficiente é
dado por:

!

m

Co =

onde 7 é um numero positivo que contém os parametros ajustados da in-
teracao de Skyrme. Na expressao acima vemos que o coeficiente ¢, é negativo.
Nos trabalhos anteriores [21, 22, 26] ele tinha sido considerado positivo por
hipétese, sem nunhuma justificativa. Em [23] foi mostrado que, ao repetirmos
o procedimento de obtencao do séliton, esta mudanca de sinal leva também
a um soliton, um pulso de densidade, mas de sinal negativo, que deve ser
interpretado como um pulso de rarefacdo ao invés do pulso de compressao
conforme encontrado antes.

Passados mais dez anos depois do tltimo artigo sobre o assunto, nos
voltamos ao tema [28] por causa de duas razoes: a evidéncia experimental
proveniente do RHIC a favor do comportamento hidrodinamico da matéria
nuclear e a necessidade de melhorar o trabalho tedrico publicado em [23],
que esta baseado numa teoria microscépica da interagao nicleon-ntcleon (e
da matéria nuclear) que é muito antiga. N6s nos propusemos a reanalisar o



formalismo do séliton tendo como ponto de partida uma teoria relativistica
da matéria nuclear, baseada numa variante da QHD. Ou seja, a nossa
equacao de estado é obtida a partir de uma Teoria de Campo Médio (M FT)
29, 30, 31] do tipo Walecka (QH D) [32, 33].

Ainda em [28] estudamos a formagao e propagagao de solitons de KdV na
matéria nuclear fria e concluimos que essas ondas solitarias podem realmente
existir no meio nuclear, desde que um acoplamento derivativo entre o campo
do ntcleon e do méson vetorial seja incluido na lagrangiana de interacao.
Para essa classe de equagao de estado (EOS), a qual é bem geral, perturbagoes
na densidade nuclear podem se propagar como um pulso sem dissipacao.

Durante a analise de equacoes de estado mais realistas, percebemos que,
muito freqiilentemente a velocidade do som ¢, esta entre os valores 0.15 —
0.25. Comparados com a velocidade da luz (em unidades naturais ¢ = 1)
esses valores nao sao muito grandes, mas também nao sao muito pequenos.
Isso sugere que mesmo para um movimento lento da matéria nuclear, efeitos
relativisticos podem ser aprecidveis. Investigamos tais efeitos em [34], em
[35] e em [36].

A propagacao de pulsos de densidade pode ser relevante na astrofisica de
estrelas densas. Isso nos motivou a estender nossos resultados para a geome-
tria esférica. Em [37, 38| combinamos a equacdo de Euler e da continuidade
em coordenadas esféricas, considerando simetria angular e obtivemos uma
equagao diferencial muito semelhante a equagao de KdV: a KdV esférica para
a variavel radiall Também em [38] apresentamos todo o estudo ja feito na
KdV linear e radial, mas em temperatura finita buscando entender como um
meio quente e denso favorece (ou nao) a formacao e propagagao de séliton.
Outra novidade é o estudo da formacao e quebra de ondas de choque que
também apresentamos em [38]. Mesmo sem uma motivac¢ao fenomenolégica
clara e apenas por completeza, estudamos também no presente trabalho
a KdV cilindrica devido a familiaridade com o formalismo matemaético de
obtencao da KdV esférica.

Nesta tese melhoramos e detalhamos nossos estudos publicados em [28,
34, 35, 37, 38|, além de apresentar resultados novos. Estudamos as solugoes
numéricas, detalhamos a teoria de campo envolvida, verificamos novos méto-
dos de solugao das equacoes diferenciais fazendo assim uma comparacao entre
solucao analitica e a numérica. Finalmente, consideramos a hidrodinamica
de matéria nuclear com fonte, como feito em [39, 40, 41].

No proximo capitulo fazemos uma revisao dos aspectos matematicos da
equacao de Koreteweg-de Vries. No capitulo seguinte fazemos uma revisao



da hidrodinamica relativistica e mostramos como derivar a equacao de KdV
(e outras semelhantes a ela) a partir da equacao de Euler e da continuidade.
Ja no capitulo seguinte apresentamos a teoria de campo médio na matéria
nuclear. Apesar deste assunto ser muito conhecido nés mostramos muitos
detalhes porque estamos introduzindo um termo novo na lagrangiana.

No capitulo 5 derivamos a equacao de KdV a partir da hidrodinamica e
da nossa teoria da matéria nuclear.

No capitulo 6 discutimos métodos de solucoes de equacoes diferenciais
do tipo da KdV, apresentamos solugoes analiticas e numéricas das equacoes
obtidas anteriormente.

No capitulo 7 estudamos as equagoes que descrevem a propagacao de
pulsos de densidade de energia no plasma de quarks e gluons. No capitulo 8
apresentamos nossas conclusoes.



Capitulo 2

Equacoes de Onda

2.1 Equacgao de Korteweg e de Vries (KdV)

A onda solitéria (séliton) foi originalmente observada pelo engenheiro naval
escocés John Scott Russel (1808-1882) no “Union Canal” em Hermiston,
préoximo ao campus de Riccarton da Universidade Heriot-Watt, em Edim-
burgo.

Russel observou uma barcaga sendo puxada por dois cavalos, um em
cada margem do canal, quando de repente a embarcacao parou. A massa
de dgua que esta arrastava continuou sua propagacao com uma velocidade
constante durante um tempo percorrendo uma certa distancia. Em suas
proprias palavras descrevendo a observacao de tal fenémeno:

“Bu acho que devo introduzir melhor o fenéomeno descrevendo as cir-
cunstancias de quando eu tive meu primeiro contato com tal onda. Fu es-
tava observando o movimento de um barco sendo puxado rapidamente ao
longo de um canal estreito por um par de cavalos, quando o barco parou re-
pentinamente. Entao, a massa de dagua do canal que estava em movimento
acumulou-se ao redor da proa do barco num estado de violenta agitagao, e em
sequida deizou-o para tras e rolou com uma grande velocidade, assumindo a
forma de uma larga elevacao solitdria, um monte d dgua redondo, calmo e
bem definido, que continuou seu curso ao longo do canal, aparentemente sem
mudar sua forma ou diminuir sua velocidade. Fu sequi tal elevagao d dgua
a cavalo, e alcancei-a ainda rolando a uma taza de 8§ ou 9 milhas por hora,
preservando sua forma original de 30 pés de longitude e 1 pé e meio de al-
tura. Sua altura diminuiv gradualmente, e apds a persequicao de uma ou



duas milhas eu a perdi nos ventos do canal. Foi no mes de agosto de 183
que ocorreu meu primeiro encontro casual com aquele belo fenomeno singular
que eu denominei de “onda de translagao”...”

O interesse de Russel por esta onda que nao se deformara por uma
razoavel distancia nao se esgotou neste dia. Ele executou uma série de expe-
rimentos que o levou a produzir estas ondas “em série” acumulando agua em
uma extremidade de um canal raso separada por um anteparo e, subitamente,
retirando-o.

Estudos mais precisos foram feitos por Lord Rayleigh e Boussinesq, porém
a formulagao matemética definitiva do problema s6 ocorreu no ano de 1895
com o trabalho de Korteweg e de Vries [42] apresentando a equagao de onda
chamada de equacao de KdV. Esta equagao descreve a propagacao de uma
onda longa (amplitude muito menor que seu comprimento) e é obtida através
de uma expansao perturbativa das equagoes da hidrodinamica [43].

Uma maneira geral de escrever a equacao de KdV em notagao moderna

af / +60x€ — (2.1)

com os coeficientes a # O e ﬂ # 0. A solugao analitica tipo séliton para a

equacao de KdV é
flz,t) = §sech2{ i( - ct)]
R 43 *

onde ¢ é a velocidade de propagacao do soliton. A expressao acima descreve
um pulso que se propaga mantendo sua forma intacta, sem sofrer dissipacao
ou deformacao, preservando sua estrutura com largura A definida por

+fa

e amplitude dada por 3¢/«, ou seja, proporcional a sua velocidade de propa-
gacao c.

Além de descrever ondas solitarias em superficies de canais, a equagao
de KdV ¢ utilizada para descrever uma série de fenémenos [44], como por
exemplo, ondas acusticas em redes anarmonicas, ondas ionicas em plasmas,
ondas magneto-hidrodinamicas em plasmas, fonons excitados termicamente
(a baixas temperaturas) em cristais nao-lineares, etc.



A equacao de KAV apresentada até aqui pode também ser chamada de
KdV3 conforme a literatura, pois o termo de maior ordem na derivada es-
pacial é 3 ou simplesmente pelo nome que adotaremos: “KdV linear”. O
procedimento para obté-la sera visto adiante em detalhes.

2.2 Variacoes da equacao de KdV

Existem algumas variantes da equacao de KdV que trataremos nesse tra-
balho: KdV esférica, KAV cilindrica, KdV forcada e a equagao de “onda de
choque”.

As equagoes de KdV esféricas e cilindricas com suas solugoes exatas ou
aproximadas, sao normalmente encontradas no estudo de ondas nao-lineares
em plasmas [45, 46, 47].

No contexto do presente trabalho a palavra “séliton” é um abuso de
linguagem (utilizado principalmente por razoes histéricas), uma vez que a
mudanga de geometria exigindo ora simetria esférica, ora simetria cilindrica
acrescenta um novo termo na equacgao de KAV usual. Mais especificamente
estamos nos referindo ao tltimo termo na equagao escrita abaixo:

Ou ou Pu u
— — —+06—=0 2.2
T R (22)
contendo os seguintes casos:
KdV linear

KdV cilindrica
KdV esférica

(%)
Il
—o= O

Nos tltimos anos, solucoes exatas de equacgoes diferenciais com derivadas
parciais foram investigadas. Alguns métodos para obteé-las sao: método do
balan¢o homogéneo [48], método da expansao da tangente hiperbdlica [49],
método da fungao tentativa [50], método da tangente hiperbdlica [51], método
da transformagao ndo-linear [52], método da transformagao do espalhamento
inverso [53], método da transformagao de Bécklund [54], método bilinear
de Hirota [55], método da equagao de Riccati generalizada [56], método da
fungao eliptica de Weierstrass [57], método da fungao theta [58], método
do seno-cosseno [59] e o método da expansao da fungao eliptica de Jacobi
(60, 61]. Um outro método propondo solugoes via “aproximagoes adiabéticas”
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para ondas acusticas em plasmas descritas pela KdV cilindrica e esférica é o
“Método da Particula” [46].

A investigacdo numérica da equagao (2.2) foi feita em [62, 63] tomando
como condigao inicial a solugao analitica ji conhecida (tipo sech?) da KdV
linear, ou seja, a solucao de (2.2) sem o termo §%.

No caso da KdV cilindrica (quando § = § em (2.2) ), encontrada primeira-
mente em [64, 65, 66, 67, 68]:

o ot o =0 (2.3)

temos uma solucgao analitica exata pois a equagao acima ¢ integravel. Usando
as transformagoes [64, 65]:

z 1
=2 t=__" 2.4
" T 272 (24)
’ (z,7)
r w(z, T
)= — — == 2.5
wrt) =50 T Ty (2:5)

na equacao diferencial acima, ela se transforma em :

ow, w0
or aw@z 0z3

que conforme ja vimos tem solucao analitica tipo séliton. Vemos assim que
a solugao exata de (2.3) é um séliton modificado:

o 3k 9 k
u(r,t) = ot + 2#.étsech {1/8—/&(7“ + k)}

com k sendo uma constante relacionada com a velocidade de propagacao
dessa onda.
No caso da KdV esférica (dada pela escolha 6 = 1 em (2.2)):

=0

o haus 4 Bog 2 =0 (2.6)

nao hé um conjunto de mudanga de varidveis como (2.4) e (2.5) que a trans-
forme numa KdV linear. Quando tentamos uma generaliza¢ao do tipo

)
r=225 t=-=
T T

11



u(r,t) = 5% — 5w(21;, ™)
a

vemos que apenas a escolha § = 1/2 é consistente. Entao tal conjunto de
transformacoes so é valido para a KdV cilindrica.
A solugao exata de (2.6) de acordo com [69] é dada por:

r_,_¢
atin(t)  tin(t)

u(r,t) =

sendo ¢ uma constante qualquer. Notamos que tal solu¢ao nao é solitonica!
Agora apresentamos a equacao de “onda de choque”:

Ju ou u
—4+au—+06—=0 2.7
ot ox t (27)
que é a equagao (2.2) sem o termo de terceira derivada espacial.
Podemos ter equacoes de onda de choque linear, cilindrica e esférica.
Além de diferentes geometrias, podemos ainda ter um agente externo
(fonte) que influencia na formagao da onda de choque:

2t aut 465 = F(b) (2.8)

onde F(t) é o termo “forgado” dado por uma fun¢ao dependente do tempo.
Novamente « é constante. Aqui F(t) representa a fonte de perturbagao
do sistema hidrodinamico em estudo. Agora temos a geometria e a fonte
competindo na perturbacao da onda e/ou formagao do choque.

Equagoes do tipo (2.8) foram obtidas em [39, 40] e, mais recentemente,
em [41], onde o termo de fonte é a densidade de forca externa atuando num
quark que se move com velocidade constante num plasma de Yang-Mills a
uma temperatura finita.

2.3 Leis de conservacao da KdV

2.3.1 Equacao da Continuidade

As equagoes diferenciais que surgem na hidrodinamica expressam a con-
servacao de alguma grandeza. Na hidrodinamica nao-relativistica, por e-
xemplo, a equacao da continuidade exprime a conservacao da massa. Nesta

12



secao vamos fazer uma revisao das grandezas conservadas na equacgao de
KdV. Uma parte deste estudo pode ser encontrada no livro texto [70], mas
outra parte s6 pode ser encontrada em artigos como [71], [72] e [73].

Vamos reescrever as equagoes (2.1), (2.3) e (2.6) em uma notagao com-
pacta. Tal notacao engloba as trés geometrias de KdV e com ela as trés
equagoes mencionadas podem ser obtidas de:

3¢ 0o
T x T

[0

755 T 3 Lo=0 (2.9)

o +0

onde:
0= X =2z caso linear ou cartesiano

n=< 1= X =r caso radial cilindrico (2.10)
2= X =r caso radial esférico

Para estudarmos grandezas conservadas em (2.9) no caso linear (n = 0) é
interessante lembrarmos de um caso classico de conservacao na dinamica dos
gases. Sendo p(x,t) a densidade de matéria de um determinado gas e u(z, t)
sua componente da velocidade na direcao x temos a equacao de conservacao
da massa dada por

dp 0 B
o T g () =0 (2.11)

Agora vamos considerar que pu — constante quando |z| — oo e se p e
Jd(pu)/0x sdo integraveis em = € (—o0, +00), obtemos:

0 400 400
e conseqiientemente
+0o0
/ p dx = constante (2.12)

A equagao (2.12) representa a conservagao da “massa total” do sistema. Essa
simples idéia de conservagao pode ser generalizada por intermédio de uma
equacao na forma:

or ow
o or
onde geralmente T (densidade) e W (fluzo) nao contém derivadas no tempo.
A equagao (2.13) é também chamada de lei de conservacao e conforme ja

=0 (2.13)
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mencionamos: W — constante quando |z| — oo e (2.13) pode ser integrada
resultando em

0 ( [T oo
5% (/ T dx> =0 ou / T dx = constante (2.14)

onde interpretamos a integral de T" sobre todo x como uma constante de
movimento.
Para o caso radial cilindrico:

or 10
= 4L -2 — 2.1
ot * rar(rw) 0 (2.15)
temos: 0 +00 +oo OW +o00
a< 0 T?"d?">+/0 WT’CZT’—F/O WdT:O
e entao

0

+o0o
a( ; Trdr) +Wr

+oo +o00 +o0
_ / Wdr + / Wdr =0
0 0 0

e como W — zero quando r — oo ficamos com:

a +o00 +oo
—( T rdr> =0 ou T rdr = constante (2.16)
ot \Jo 0
Para o caso radial esférico:
oT 10,,
— 4+ —— = 2.1
ot + 72 87’(T W) (2.17)

temos de forma semelhante:

+o00 +00 “+oo
2(/ Tr2dr) +/ a—Wﬂdwz/ Wrdr =0
ot \Jo 0 or 0
ou ainda:

0 400 5 5
E(/o Trdr)—i—Wr

e como também W — zero quando r — oo obtemos:

o0 400 400
—2/ Wrdr+2/ Wrdr =0
0 0 0

0 +o00 400
—(/ T rzdr> =0 ou / T r?dr = constante (2.18)
ot \ Jo 0
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Podemos reunir os trés casos (2.13), (2.15) e (2.17) em uma nica equacao

de conservagao:

oar 1 d
_ _ n
o ar (XTW) =0 (2.19)

com

0 400 400
&(/ T X"dX) =0 ou / T X"dX = constante (2.20)

contendo (2.14), (2.16) e (2.18). E importante lembrarmos da sutileza com
relacao ao fluxo W:
W — zero quando |X| — oo sendo que no caso linear

—o< (X =) <o
e nos casos radiais temos

0<(X=r)<o

2.3.2 Grandezas conservadas da KdV linear

Iniciaremos nosso estudo conforme em [70] com a KdV linear (n = 0):

99 96 Po

En + ¢— —l—ﬁaxg = (2.21)
que pode ser reescrita na forma (2.13) como
2

2—f+—{ * + a¢} 0 (2.22)

e para o caso em que ¢ — 0 (bem como suas derivadas espaciais) quando
|x| — oo temos:

w([ow) == [ g {5o vt a={5e g -

e assim:
3( o d)—O Y de = M 2.23)
i\, ¢dr) =0 ou /_w¢x_ (2

com M sendo uma constante identificada com a massa conservada do sistema
descrito pela KdV [70].
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Para encontrarmos outra grandeza conservada basta multiplicarmos a
equagao de KdV (2.21) por ¢:

0 o?
6% 10?20 4 590 2 =0
que pode ser reescrita como:
2 o 0
a(3) rass s -5(a) =0 e

que estd na forma do tipo (2.13). Temos de (2.24):

0 +oo Q§2 400 ¢2
E</_oo o dx ) ou /_oo 1 dx = constante (2.25)

que ¢é identificada como o “momento” de um sistema descrito pela KdV [70].
Podemos encontrar uma terceira grandeza conservada fazendo:

_%qs? (2.21) +ﬁ—¢ x 8—(2 21)=0

resultando em

9 9 L&
__¢_¢_a_¢3_¢_% 8—f+
0¢ 0 (0¢ 0¢ 00 0%¢  ,000"
+ 8938t(8:)3>+ f@( ) taboy o T gr

que pode ser reescrita como:

w50+ 1

+2{_O‘_2¢4_0‘6¢ 82¢+ 5¢( ¢> 52%@_ﬁ_2<82¢) }:0 (2.26)
8

Oz Ox Ox3 0x?
que também é do tipo (2.13) resultando na grandeza conservada:
+oo a g I6; <a¢>2
= Gy =F 2.2
/_oo l 6% T 3\as) |* (2.27)

onde E é uma constante que identificaremos como a “energia” do sistema
descrito pela KdV [70].
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As trés grandezas conservadas apresentadas nao esgotam as possibilidades
das leis de conservagao da KdV. Miura, Gardner e Kruskal [71] em 1968 en-
contraram mais oito leis de conservacao independentes, e na sequéncia de
tais estudos mostraram que a KdV possui um nimero infinito de leis de con-
servacao e que essa caracteristica é compartilhada por um grande nimero de
equagoes diferenciais: as que recebem o titulo de sistemas integraveis. Porém
em nosso trabalho atentaremos apenas a essas trés grandezas conservadas.

Em nossos estudos de KdV na matéria nuclear encontraremos uma equa-
¢ao de KdV (2.21) com o acréscimo do termo

@
REr
ou seja: ,
g—f + s% + ¢8¢ + ﬁﬁ =0 (2.28)

que possui as seguintes leis de conservagao semelhantes a (2.22), (2.24) e
(2.26):

Zf {s¢+ ¢2+6a2¢} (2.29)
8t(q;2> a{ ¢ + ¢3+5¢@—é(gi)} 0 (2.30)

a0 5@ b

0 acs 5 PBes (09N o, af 202¢
*%{‘ 55 (o)~ T
d¢ 9P 5 (0%
+aﬁ¢( ) +62%%__<ax2> }_0 (2.31)

e também nos levam as constantes dadas por (2.23), (2.25) e (2.27).

2.3.3 Grandezas conservadas da KdV cilindrica
e esférica

Para as equacgoes de KdV cilindrica e esférica, dadas respectivamente por
n=1en=2em (2.9):
d¢ 9¢

o %5 + 055

[0

-5t 5 qb —0 (2.32)
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o estudo foi desenvolvido por Khater, Moussa e Abdul-Aziz em [72, 73]
baseado no teorema de Noether e duas leis de conservagao foram encontradas.
A primeira lei de conservagao é obtida reescrevendo (2.32) na forma:

0 [tn/Zqﬂ 0 {tn/2l ¢+ 3 82¢]} —0 (2.33)

ot 0X 0X?

e a segunda lei de conservagao é dada por ¢ x (2.32):

96,0 o

42—
057 +adt o+ Boo b+ Lt =0

que ¢ reescrita na forma:

@t< (22>+8—X{"[%¢3+5¢§;£ ﬂ(gg;)]}zo (2.34)

Vamos agora aplicar o método de identificagao de leis de conservacao para
nossa KdV com o novo termo

.99
“ax
m (2.32), ou seja:
d¢ % 9¢ 3¢ _
E_'_ 38—X+ ¢ +58X3+ ¢ 0 (2.35)
Esta equagao possui duas leis de conserva¢ao. Uma delas é andloga a (2.33):
0 0 0¢
n/2 2| & 2 _
at[t ¢}+8X{t l ¢ +c (9X2H 0 (2.36)
e a outra andloga a (2.34) por intermédio de ¢ x (2.35):

¢* ¢’ Po B 0¢
at(tn2>+ax{nl%¢3+s +6¢8X2__<8X>H:0 (2:37)

Uma observagao importante é que nao temos para (2.35) uma equagao
do tipo (2.26) que esta relacionada com a conservagao da energia para o caso
cilindrico e esférico [72, 73].

Podemos reescrever (2.33) e (2.36) na forma:

0
ot

(17°1) + 2 (72W) = 0
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e entao 9T oW
n
AR
ot T ax Tl T

e também (2.34) e (2.37) como:
0

(o) + (1) = 0

ou seja:

or ow n.
o Tax Tyl =Y

para estudarmos como (2.38) e (2.39) se assemelham com (2.19):

ar 1 0
- _ n —
o T xmax X' W) =0

ou melhor:

Comparando (2.38) com (2.40) concluimos que

X
= T—
W 2t

e analogamente para (2.39) com (2.40) obtemos

X

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

e observamos que W e X estao coerentes em termos dimensionais na relagao
densidade e fluxo no contexto da equagao de continuidade, ou seja, (2.33),
(2.34), (2.36) e (2.37) sao consistentes com (2.40) e apresentam as grandezas

conservadas conforme (2.20):

& o o0

400 2 +00 2
Q(/ t"% X"dX) =0 ou / t"% X"dX = constante

Ot \J-oo

— o0
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2.4 Principio Variacional para KdV

Para completar nossa discussao sobre grandezas conservadas vamos desen-
volver um formalismo lagrangiano para a KdV e suas variantes. No for-
malismo lagrangiano grandezas conservadas surgem da invariancia da la-
grangiana sob certas transformagoes. Vamos agora apresentar o formalismo
variacional para sistemas de variaveis independentes (conforme [75]) e o es-
tendé-lo para sistemas que também contém dependéncia nas derivadas de
ordem superior dessas variaveis independentes.

Esta secao tem o objetivo de preparar a generalizacao deste formalismo
para teoria de campos que sera apresentada em detalhes no Apéndice B e
utilizada no capitulo 4 (conforme [38]).

A lagrangiana para a KdV linear (7 =0 em (2.9) ):

¢ dp = P9

de acordo com [70, 74] é dada por:
10 oy aoNE B 0*\?
L=~3%a: " o\ar) *2lar) (24)

onde ¥ é um campo auxiliar para obtencao da KdV que satisfaz a defini¢ao:

_%
- Ox

Podemos reescrever (2.45) em outra notagao:

(2.46)

&

1 «

onde
_
ot
_ P
Voo = 5y
e assim por diante. A lagrangiana acima é funcao do campo 1, e de suas
derivadas, isto é, L = L(t,, ¢, ¥y,). De maneira mais geral poderfamos ter
outros termos com derivada de segunda ordem e entao:

L = L(w7¢xa¢tuwmmawttv¢xt)

(e
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A acao S para o caso mais completo é dada por:

S= [ [ (0t e 0 ) dd (2.48)

e pelo calculo de sua variacao 6S = 0 podemos obter as equagao de Euler-
Lagrange para o campo ¢ cuja variagao ¢ dada por:

W(x,t) — P(x,t) + 0 (x,t)

As variagoes de suas derivadas sao dadas por:

Ve(x,t) —  p(x,t) +  0u(x,t)
() —  (x,t) 4+ 0w, t) (2.49)
Yu(z,t) — Yu(z,t) + 0ulx,t)
Yor(,t) — Uz, t) 4+ 0g(x,t)

Em (2.48) d¢(x,t) e suas variagoes 09, (x,t), 0¢y,(2,t),.. sdo nulas nos
extremos que definem a regiao onde a acao é minimizada: t; e t, para t e
1 e To para a coordenada x. O valor estacionario da acao deve satisfazer a
condigao:

58 = /f | 0L s s ) v it = 0 (2.50)

que, com o uso de (2.49) se transforma em

L
ss= [ [ {—6w+ OL sy, + (% L e+ a¢t5¢t+
0
Il th} dzdt =0 (2.51)

Integrando por partes a equacao acima encontramos:

[0 gt [ [ [ [ 5 (G Yoo

/: : eipL 0ty dar dt = /”/ = (% )&pdxdt (2.52)
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[ swinine [ 2] 7 2o

to X2 8L to
/tl [ gy dwdt = /t / at(%)wdmt (2.53)

to xo 17) 8L x2
[ [ gaoveani= [ [grmon]

/ o <8¢m>5¢”” d dt = /tt [88:5 (a?bi ) (w]

17 X2 82
L o s v s
e finalmente:

to x2 to xr2 82
9.54
/tl A memdzdt /t/ (awm)&bdmdt (2.54)

Analogamente, o quinto termo de (2.51) pode ser reescrito como:

dt+

dt+

1

ta rx2 Of, ta px2 2
/tl [ St dedt = / / <a %)wd;pdt (2.55)

€ 0 sexto termo como:
to x9 2 02 aL
St dedt = [ (5, )00 dodt 2.56
/tl - awm G drdt =]y 920t \ 90, )00 (2:56)
Podemos entao reescrever (2.51) usando (2.52) a (2.56):

/ {aw ax(§i>+aa;(a?éx> _%(%>+
92 /oL 0 /0L
ﬁ(awtt) * v <a¢m

de onde encontramos a equagao de Euler-Lagrange [73]:

8_L_g<8L>_g<8L>+ 82<8L)+8_2<8L>+ ok <8L)_
O 0x\OY,) Ot\OU) 022 \Otpye) O \Oy/)  Oxdt\Opw)

(2.58

_|_

)}&p drdt =0 (2.57)

e}

~—
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Inserindo (2.47) em (2.58) temos:

0 1 0 1 0?
“arl T §¢t (%c) ] 8t( 5%) + @(@%m) =0
que se transforma em
Oy 3% Py
ot + wm +5 oxd
Lembrando de ¢ = 1, (conforme (2.46)) temos:
0¢ 0¢ Po
N + ¢— + ﬁaxg = (2.59)

Vemos que de fato (2.47) é a lagrangiana para a KdV linear!

Em [73] uma extensdo do formalismo lagrangiano foi feita para (2.9) e
podemos aplica-la a uma variante da equagao (2.9) que possui o termo extra
proporcional a ¢ conforme ja mencionamos:

o¢ 9¢ 9¢ 9+ o

E“_ 58—X+ qb 68X3+ gb (2.60)

e sendo assim escrevemos a lagrangiana para (2.60) conforme:

&

D=1 = St = SWxP = S+ St + oux| - 261)

onde X e n sao dados por (2.10). As defini¢oes das derivadas sao as mesmas
ja adotadas em (2.47) e o campo ¢ é o mesmo definido em (2.46) mas com a
generalizagao

%

= Ux
Utilizando (2.61) em (2.58) temos:

n 0 1 o) n 0 1
t X — t"8—X — ¥t~ Cs¥x — §(¢X)2 + EID] o [t”< - 5%{)]‘1‘
82
an —5 (Bxx) =0
W) t"%@m + 5 (W) + 116, () + () ()
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+2%t"(¢x) + g(¢Xt> +t"8Yxxxx =0

que dividida por t7 e usando a definicao de ¥ x leva a:

¢ ¢ ¢ Pon

o Teax T %x axs Ty

ot T %ax +5

=0
que é a prépria (2.60)!

A invariancia da lagrangiana (2.47) sob translagbes em ¢, x e t junto
com a aplicacao do teorema de Noether reproduz as trés leis de conservacao
para “massa”, “momento” e “energia” ja encontradas na tltima segao [70]. O
mesmo pode ser dito de (2.61), porém a “energia” nao é conservada conforme
pode ser constatado em [73].

Uma extensao do formalismo lagrangiano para o hamiltoniano nao é tao
trivial, uma vez que requer o uso da derivada wariacional ou derivada de

Fréchet [70].
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Capitulo 3

Hidrodinamica Relativistica

3.1 Hidrodinamica e fisica de altas energias

O uso da hidrodinamica relativistica no contexto de fisica de altas energias
teve inicio com os estudos de Landau [76] bem antes da descoberta da QCD.
Colisoes a altas energias produzem muitos hadrons de diferentes tipos se
propagando em todas as direcoes. Esperamos que um tratamento coletivo
seja adequado para tratar esse sistema complexo.

Recentemente, por causa das experiéncias feitas no RHIC, o interesse em
hidrodinamica aumentou muito. Nas primeiras publica¢ées do RHIC [12]
ja citadas, muitos fenomenos foram observados e sugeriram que a matéria
produzida nessas colisoes se comportava coletivamente como um fluido. Em
2005, pesquisadores do RHIC afirmaram ter observado o “fluido perfeito”
com a viscosidade mais baixa possivel.

A hidrodinamica relativistica é simples no sentido de que a dinamica do
sistema estd contida nas propriedades termodinamicas, isto é, na equacao
de estado (EOS). Podemos justificar a necessidade do uso da hidrodinamica
relativistica ndo apenas pela alta velocidade do fluido macroscépico (quando
comparada com a velocidade da luz), mas também em situagoes onde esta
velocidade nao é alta mas o movimento microscépico das particulas do fluido
apresenta velocidades elevadas.

25



3.2 Equacoes de Euler e da Continuidade

Para obtermos as equacoes de movimento relativisticas precisamos estabele-
cer a forma do tensor energia-momento (7%) para um fluido em movimento.
Este tensor é uma grandeza simétrica (T’ = T%®) cujas componentes pos-
suem toda a informacao da densidade de energia e da densidade de momento
do sistema.

O fluxo de momento através de um elemento d f da superficie de um corpo
¢é exatamente a forga atuando neste elemento. Entao:

T df;

¢é a i-ésima componente da forca atuando no elemento de superficie. Con-
siderando o referencial proprio do sistema, é valida a lei de Pascal:

Tdf; = pdf

onde Tj; = pg;; com p sendo a pressao. As componentes das densidades de
momento 7% sao nulas no referencial préprio e a componente 7% = Ty, é a
densidade de energia prépria do fluido, que serd denotada por €. O tensor
energia-momento é entao dado por:

T = (3.1)

SO O M
oo O
oz © O
" O OO

E possivel encontrarmos uma expressao para 7%’ em qualquer referencial.
Para isso temos que introduzir a 4-velocidade do elemento de fluido:

w = (7.2 (3.2)
c
onde ~ é o fator de Lorentz:
1
1= (3.3)
T2

Com esta definicao ¢ facil ver que:
22
2

=1 (3.4)

o 2
ufu, =7 —
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Para uso futuro observamos que:

v 3V Ov
— =7'=—= 3.5
ot~ 2ot (3:5)
V=32V (3.6)

=75V :
Como utu, = 1 é uma constante a derivada deste produto deve ser nula:

Oy (u'u,) =0

Como conseqiiéncia:
(Opu")uy, + ut(0yuy,) =0

2ut(0,u,) =0

e portanto:
u'(Oyuy,) =0 (3.7)

A equagao (3.7) que serd usada adiante pode também ser obtida mais ex-
plicitamente com o uso de (3.4), (3.5) e (3.6).

No referencial de repouso temos u’ = 1 e u’ = 0. Num referencial no qual
o elemento de fluido estd em movimento, a generalizacao de (3.1) é dada por
[77]:

T = (¢ + p)uu® — pg*™’ (3.8)
onde:
1 0 0 0
w 0o =1 0 o0
9710 0 -1 0
0 0 0 -1

As componentes do tensor de energia momento sao dadas por:

e+ pv?/c?
= (39)
a (e +pot
) (e +p)v
; (et p)
L =, (3.11)
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As equagoes de movimento sao obtidas a partir da expressao de conservagao

da energia e do momento:
0,7, =0 (3.12)

Projetando (3.12) na diregao perpendicular a ut:
0,1, —u,u”0,1T," =0 (3.13)
encontramos:
O,[(e + p)uyu” — pg,”] — uu”0u[(e + p)u,u® — pg,*] =0
que, com o auxilio de (3.4) e (3.7) resulta em:
(e + p)u”(Oyuy) = Oup — uyu”o,p (3.14)

Escrevemos agora as componentes temporal (1 = 0) e espaciais da expressao
(3.14):

(5+p)ﬂ%+(a 6)] %%—Vg{%ﬂaﬁ)}p (3.15)
—(€+p)%[%+(ﬁ~ﬁ)}(vﬁ)zﬁp—l—g[%—l—(ﬁ-ﬁ)]p (3.16)

Isolando [y(7- V)p]/c? em (3.15), substituindo em (3.16) e usando ¢ = 1
(unidades naturais), encontramos:

ou

o (T V)i = —%@ + *8p> (3.17)

CES R AN

que ¢é a versao relativistica da equagao de Euler [77, 78].

A equagao de conservacao do nimero de particulas [77, 78] se dd através
do uso de u®, ou seja, é uma equagao cuja componente temporal expressa a
densidade do numero de particulas e as trés componentes espaciais formam

o vetor fluxo de particulas:
Oan® =0

com n® = nu®, onde n ¢é a densidade de particulas no referencial préprio. A
equagao da continuidade para a densidade barionica (pg) é dada por:

d,jg’ =0 (3.18)
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onde jp” = ppu”’. Podemos reescrever (3.18) como:

0 = -
57 (PE7) TV - (ppyd) =0 (3.19)

que, com o uso de (3.5) e (3.6), resulta na generalizagao relativistica da
equagao da continuidade em unidades naturais (¢ = 1):

aPB

o 7 w) +V - (ppt) =0 (3.20)

Ov
+ 7% PB(at

3.3 Limite nao-relativistico

O limite nao-relativistico da equagao da continuidade é obtido fazendo-se
v?2 << 1 (y = 1). Neste limite (3.19) e conseqiientemente (3.20) se transfor-

mam em:
aPB

ot
Em (3.17), além de usarmos v = 1 ¢é necessario lembrar que a energia esta
relacionada com a massa do elemento de fluido M e com o momento P e em
unidades naturais é dada por:

+V - (ps?) =0 (3.21)

,/MZ + P2
V
No limite nao-relativistico M >> P e portanto
VM2 M
vV oV

M
v

E =

<=

IIZ

A densidade de matéria é dada por 5> = p e assim temos:

= (3.22)

A pressao é definida como a forca por unidade de area de elemento de fluido
A. A forca é dada pela derivada temporal do momento P:
forca  1dP

A Adt

p:

entao Op_ 1gdP 1 &P
p _—— Vi J— [
v PG =gVt At
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Como v é pequena, temos que:

L d*P - dP
M <<V
e entao 9 1 . dP
Vi 0P o L gdl
VPG = AV
e finalmente chegamos a:
. o =
Vp + 778_7; >~ Vp (3.23)

Com base nas aproximagoes acima e usando (3.22) concluimos que € + p
assume a forma:

STPEPT 0

e, como p >> % (pois M >> P), obtemos:
ce+pp (3.24)

Substituindo entdao v = 1, (3.23) e (3.24) em (3.17) chegamos a versao
nao-relativistica da equacao de Euler:

ov - 1 \=

5+ Vi==(3-)Y 3.25

5+ 9= (57 ¥ (3.25)
onde usamos a matéria nuclear dada por p = Mppg, pp é a densidade

barionica e M é a massa do nucleon.

3.4 Ondas sonoras com linearizacao

Num fluido som é definido como uma perturbacao longitudinal na densidade,
que se propaga em tal fluido. As densidades de energia e pressao sao escritas
como:

e(z,y, z,t) = o + 0e(z, y, 2, t) (3.26)

p(x,y,z,t) :p0+5p(x,y,z,t) (327)

respectivamente. €y e py correspondem ao fluido uniforme e de e dp corres-
pondem a perturbagoes nesse meio. De acordo com [1], para se estudar a
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evolucao dessa perturbacao, uma linearizacao é feita nas equacoes de con-
servagao de energia e momento onde apenas termos de primeira ordem em
de, 0P e ¥ sao mantidos nos calculos. Todos os calculos sao feitos com ¢ = 1.
A linearizacao proposta em [1] consiste em desprezar termos proporcionais
a:

V2, wée, vOP, T-Vu, (7-V)T (3.28)

e poténcias maiores de todos estes produtos ou combinagoes deles. Con-
seqiientemente temos também

= \/ﬁ
Da expressao (3.12) temos:
w9, [(e + p)u’] + (e + p)u"du" — 0, (pg™) =0 (3.29)
A componente p = 0 de (3.29) é dada por:
¥00[(e +p)7] +70;[(e + p)u'] + (e +p)u" 0oy + (e + p)u'iy — Bop = 0 (3.30)
com as aproximagoes (3.28) a equagao acima se transforma em
do(e +p) + 0il(e + p)v'] — dop = 0

e finalmente, em:

% +V-[e+p)d =0 (3.31)

Considerando agora 1 = j em (3.29) temos:
w8, [(e + p)u”’] + (e + p)u”du’ — Fp =0
ou ainda:
w Oo[(e + p)u’] + W di[(e + p)u'] + (g + p)u’dor’ + (¢ + p)u'di’ — Fp =0

Com o uso de (3.28) chegamos a:

%[(a +p)8] +Vp=0 (3.32)
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Substituindo entao as expansoes (3.26) e (3.27) nas expressoes (3.31) e (3.32)
encontramos:

0 -
E[eo +de] + V- [(eg + 0 + po + 0p)7] =0 (3.33)
‘ 9
o7 [(20+ 02 + po + 3p)7] + Vpo + dp] = 0 (3.34)
que usando a linearizagao (3.28) leva a:
(6 -
(af) + (€0 +po)V-T=0 (3.35)
e
v =
(0 + PO)E +V(dp) =0 (3.36)

A equagdo (3.35) expressa a conservagao de energia na linearizagdo. Jé a
expressao (3.36) equivale a 2* Lei de Newton: o produto da inércia do fluido
pela sua aceleracao ¢ igual a forca resultante.

Definindo a velocidade do som ¢, como

Ap\ 1/2
s = | = 3.37
¢ <8€> (3:37)
temos que
6p = c,* b (3.38)
Substituindo entao (3.38) em (3.36) encontramos:
ov -
(c0 + po)a—: +e2V(8e) =0 (3.39)

Integrando com relacao ao tempo e considerando a constante de integracao
nula, obtemos a expressao para a velocidade:

=

o
7= —c, / _V0e) (3.40)
(€0 + po)
que substituida em (3.35):
d(de) - -
—¢“V - og)dt =
etV / V(0¢)dt = 0

que derivada com relagao ao tempo, encontramos finalmente:

9 (d¢) 252

oz G VZ(de) =0 (3.41)

A expressao (3.41) é a equagdo de uma onda para a perturbagao de que
se propaga com velocidade c;.
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3.5 Ondas além da linearizacao

3.5.1 Expansao na densidade e na densidade de energia

Apresentamos nesta secao um procedimento analitico para obtencao de equa-
¢oes de onda a partir das equagoes da hidrodinamica, que vai além da li-
nearizagao. FEste procedimento ja foi utilizado em [21, 23]. Vamos agora
considerar termos do tipo (3.28) mas vamos desprezar termos que sao pro-
porcionais a poténcias mais altas no parametro de expansao, que sera definido
a seguir. Mais especificamente, executamos as operacoes seguintes:
1°)Introduzimos as varidveis adimensionais de densidade de matéria p e
velocidade v: "
p=L, s=2 (3.42)
£o Cs
nas equagoes (3.17) e (3.20). A grandeza p, é a densidade de equilibrio do
fluido.
2°)Reescrevemos as equagoes (3.17) e (3.20), em funcdo de p e 0, em
“stretched coordinates” £ e 7 que sdo dadas por [81]:

_ 1/2 (x —cst) _ 3/2Cit 343
E=0 —5 o T=07g (3.43)
onde R é uma escala de distancia (por exemplo o tamanho do meio em estudo)
eo (0 <o <1)éum parametro pequeno de expansao.
3°) Expandimos (3.42) em torno de seus valores de equilibrio (p = pge v =
0):
p=140p +’py+ ... (3.44)

O =ov, + 0%y + ... (3.45)

e escrevemos as equagoes (3.17) e (3.20) como somas de poténcias do parametro

de expansao o:
o—(...>+02(...)+o—3(...)+...:0 (3.46)

Neste trabalho Vamos até a ordem 2. Os contetidos dos parénteses sao igua-
lados a zero e fornecem um conjunto de equacoes que, além de gerar vinculos
sobre certas variaveis, quando combinadas entre si fornecem equagoes de
onda mais complexas do que (3.41). Entre elas podemos obter a equagao
de KdV. Observamos que equacao de KdV s6 é obtida quando ha termos
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contendo laplacianos na densidade. A equacao de KdV sem o termo de
terceira derivada é chamada de “equagao de quebra de onda”:

L Ap =2 =0 (3.47)

para a perturbagao p; na densidade. A é uma constante nao nula qualquer.
Podemos repetir os passos mencionados acima e fazer uma expansao na
densidade de energia. Para fluidos relativisticos e para sistemas onde a e-
nergia estd armazenada principalmente nos campos, a densidade de energia é
mais relevante do que a densidade de matéria ou densidade barionica. Como
no caso anterior, fazemos as seguintes operacoes:
1°)Introduzimos as variaveis adimensionais a partir de € e v:

c=S =2 (3.48)

€0 Cg

onde gy é a densidade de energia de equilibrio do fluido e ¢, é a velocidade
do som.
2°)Reescrevemos as equagoes (3.17) e (3.20) em fungdo de € e ¥ e no

espago (& — 1) [81]:

£ = ol (x — cst) o= 03/2% (3.49)

3°)Expandimos (3.48):
é:1—|—0’€1—|—0’2€2—|—...:1+él+ég+... (350)

TA):O"U1—|—0'2’U2+...:’(A11+TA)2+... (351)

e as equagoes (3.17) e (3.20) s@o escritas na forma

a(...>+02(...)+03(...)+...:0 (3.52)

3.5.2 Coordenadas cilindricas e esféricas

Como vamos considerar os casos linear, cilindrico e esférico é util lembrar
algumas definicoes. Em coordenadas esféricas para um campo escalar

b =19(r,0,0)
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e um campo vetorial
V =V (Vi(r,0,0),Vo(r,0,9), Vy(r,6,0))

definimos as operacoes matematicas gradiente e divergente como:

ST P B
VY = "or * 97“ 00 * ¢rsen(9) 0p

7 = gy {0 V) 1 iy
V-V= r2sen(0) {Sen(@)ar (r*Ve) + ey [sen(0)Vy] +r 3

Analogamente, em coordenadas cilindricas, para um campo escalar
U =U(r ¢, z)
e um campo vetorial
W= W(Wo(r,0,2), Wo(r, 6,2), W.(r. 6, 2))

temos:

- ov L1 0¥ oV
VY = T 0% T
Lo 10 1OW, oW,
VW= et i T

As defini¢oes acima serao utilizadas para reescrever em coordenadas cilindri-
cas e esféricas as versoes relativisticas das equacoes de Euler e da Con-
tinuidade dadas por (3.17) e (3.20) respectivamente:

W o= 1 = Op
g T = (Vp 4o m) (3.53)
W+7 UpB(a‘FU‘V’U)—FV'(pBU)—O (3.54)

Por causa da simetria dos problemas a serem estudados, vamos considerar
apenas a componente radial destas equacoes. Utilizando as operagoes de
gradiente e divergente na diregao radial podemos reescrever (3.53) e (3.54)
numa forma que engloba as duas situagoes unidimensionais:

v v (v¥—=1) (@ @)

§+U8—X: (e +p) 8X+U8t

(3.55)
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dpp ov 0pp PBYU ov ov
1—2<— Vo —) (— —):0 3.56
W= Trogx Tvax T x ) e\ G T ax (3:56)
pois temos v = vX , com X um versor na direcao da coordenada X, rela-
cionada com 7 por

0= X =2 caso linear
n=+¢ 1= X =r casoradial cilindrico (3.57)
2= X =r caso radial esférico

Notamos que a tnica diferenga, além da troca de = por r (nas equagoes (3.55)
e (3.56)) entre a coordenada cartesiana e a coordenada radial, é a presenca

do termo
PBY

T

no caso cilindrico e
2ppv

T

no caso esférico, ambos na equagdo da continuidade (3.56). Os dois casos
estao contidos na forma compacta

PBY

X

de (3.56) quando n = 1 e n = 2 respectivamente. Se quisermos escrever as
equagoes da hidrodinamica em termos de €, podemos usar (3.37) na forma
p = cs’c em (3.55) e assim encontramos:

dv <v2‘1)032<8€ 86) (3.58)

o TUaX T (rene \ox 1 Var

Analogamente, substituindo p = c,%¢ na relacao de Gibbs (A.17) encon-

tramos: (1 2) T
+cs)e—1's
pB = (3.59)
HB

que inserida em (3.56) leva a:

a _U2){%[(1+Ci?§_T$] N {(1+cil€—Ts]§_}v(+

0 [(1+052)5—T$] N 1[(1+cs2)5—Ts}}+

+v==
0X MB Tx KB

36



(1+cs2)5—TsK@ @) _
+v[ e BT + Vox) = 0 (3.60)

Durante a execugao das trés etapas com (3.58) e (3.60), obtemos um
resultado que é um termo independente de o, ou seja, é proporcional a o e

aparece em (3.52):
a%%(%) +o—(...>+02(...) +o—3(...) +...=0
6(5>=o (3.61)

a_f KB
que significa que % é constante em relagdo a & e se lembrarmos de (3.43)

temos
2% - al/zi(5> 0
€ \ g R 0X \up

e entao:

De (3.43) temos:

Réo + Rt
X — 5%
a3/2
e conseqiientemente
1 0.3/2

X (Rféo + Rr)

Como o < 1 é razoavel supor que:

R¢o < Rt (3.62)
e portanto:

1 0.3/2

X~ hr (3.63)

A aproximagao (3.62) implica que, no espago (X — t) existe um “horizonte”
definido por:
X < 2c,t (3.64)

dentro do qual sao validas as equagoes diferenciais aqui obtidas. Finalmente,
usando a aproximagcao (3.63) na solugao do sistema dos termos proporcionais

a o e 0%, pois desprezaremos os termos o3, ¢, ... conforme ji4 mencionamos,
encontramos no espaco (X — t):
051 851 3 2 1 1 851 n
I () —— —Zla2 + La =0 (365
8t+c(9X+CK2 ¢ )(1+082) 2} ox tat (3.65)
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Esta equagao é do tipo (3.47) com o termo dependente da geometria (pro-
porcional a 1) e um novo termo dado por
0¢,
C _
"X
E curioso que em (3.65) temos a equagao para £;. Essa nova fungao é é; =
oeq. Este termo estd em (3.50):

E=140e1+0%+...=1+& +6&+... (3.66)
Comparando (3.26):
e(x,y, z,t) = eo + 0e(x,y, 2, 1)
com (3.66) escrita na forma e = gq + £¢é; + £90%e3 + . .. verificamos que
goé1 = de(x,y, 2, 1)

ou seja, ¢ o mesmo tipo de perturbacao na densidade de energia discutido
na secao 3.4, mas que agora, quando termos nao-lineares sao considerados,
obedece a uma equacao diferencial diferente.

3.6 Hidrodinamica relativistica com fonte

3.6.1 Motivacgao

As equacoes da hidrodinamica descrevem o movimento de um fluido, durante
o qual a energia é conservada. Em algumas situagoes a energia pode entrar
ou sair do fluido e este ganho ou perda aparece na equacao de Euler na forma
de um termo de inomogeneidade. Por exemplo, nas colisoes de ions pesados
estudadas no RHIC, o fenomeno de “jet-quenching” indica que podemos es-
tudar experimentalmente a passagem de um parton rapido por um meio em
equilibrio térmico com a conseqiiente deposicao apreciavel de energia neste
meio. Assim, ao estudarmos a evolugao do meio, temos que levar em conta
o fato de que, durante esta evolucao, a energia aumenta, sendo “injetada”
no fluido pelo parton. As equacoes que governam este movimento “forcado”
sao [39, 40, 41]:

0, T = J” (3.67)
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onde J¥ representa o termo de fonte descrevendo o “parton perturbador”
que atravessa rapidamente o meio e também interage com ele. O termo
inomogéneo em (3.67) é dado por [41]:

9,T" = F" = fr§*(Z — tt)V'1 — 02 (3.68)

onde v é a velocidade constante do quark que atravessa o meio dado por um
plasma de Yang-Mills a uma temperatura finita.

3.6.2 Equacao de Euler relativistica com fonte

A versao relativistica da equacao de Euler com um termo de fonte é:
0,T" = f¥ (3.69)

vamos reescreve-la na forma 9,7"” — f¥ = 0 e projeta-la na direcao perpen-
dicular a u*:
a,,T; — fu — w0 TS +uu”f, =0 (3.70)

Podemos verificar que (3.70) é a projecao perpendicular pois, quando a mul-
tiplicamos por u* temos:

ut0, T, —u"f, — u'u,u” 0, T + uu,u”f, =0
Usando (3.4) na equacdo acima temos:
w0, T — vt fr — u" 0T, +u"f, =0
Combinando (3.70) e (3.8) obtemos:
Au[(e + p)upu” — pgt] — fu — w,u”0a(e + plusu® — pgl] +uwu’ f, = 0
ou:
U 1(& + )] + (= + D) (D) — Bup — fo — uu {Dal(e + Py, +

—u,u’[Oauy) (e + p)u® + wu”Oyp + uu’ f, =0
Usando (3.4) e (3.7) chegamos a

(e + p)u”(Oyuy) = Oup — uu”Oup + f — uyu” f, (3.71)
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Notamos que quando nio hé fonte (f* = (0,0)) a equacdo acima se reduz a
(3.14). Quando p = 0 temos:

C+on o 90| = L - [ L @ D]+ fo— o7 ) (372

e quando p = j temos:

d(yv?)
ot

(4w | S @V 00)| = Bip?0d | (3] 47 (fo i

Isolando 9
p 5 —
2 +(7-V)p

em (3.72) e substituindo em (3.73) encontramos a versao relativistica da
equacao de Euler com fonte:
ov
ot

1

(T V= —
@ V) (e +p)y?

.9 p
<vp + T+ fo - f> (3.74)

Sem fonte esta equagao se reduz a (3.17).

3.6.3 Equacao de quebra de onda forcada
Nossa fonte (inspirada por (3.68)) é dada por:

= =V (3.75)
com 5/2 1/2
fozzfﬁfﬁa(fﬁfcx—-vw) (3.76)

com V sendo a velocidade do parton perturbador na direcao cartesiana z e
(£ uma constante ajustando a intensidade da for¢ca do fluido que atua neste

parton. O argumento
1/2

%(x — V)
da delta de Dirac em (3.76) define nossas varidveis tipo “stretched”:
-Vt t
£ = 01/27(:6 RV ) , T= 03/2% (3.77)
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Aplicando agora nossa expansao que envolve usar (3.48), (3.50), (3.51), (3.52)
e (3.77) na combinagao de (3.74) e (3.20) obtemos:

de1 [<3cs2_02> 1 _1] O _ VB
or " L\2v2 T )1+ 2

818—5 = 2c.25, (€) (3.78)

No caso em que V = ¢, e § = 0 (sem fonte) recuperamos (3.65) no epago

& —71com X = x. A equagao (3.78) acima é a equacao de quebra de onda
inomogénea ou forcada.
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Capitulo 4

Matéria Nuclear

4.1 Motivacgao

Vimos que a equagao de KAV dada por (2.1):

of of  Pf

o T s

contém um termo de terceira derivada espacial. Vamos mostrar que a KdV
pode ser obtida através da combinagao da equagao de Euler com a equacao
da continuidade na hidrodinamica relativistica. Na equacao de Euler, que é
dada por

+ 0% =0

ov -

a—l—(v-V)v:— Vp—l—v—>

1
@+MV< ot
notamos que ha um gradiente de pressao. Esta estd relacionada com a den-
sidade de energia ¢ através da equagao de estado (EOS) p = c¢,2%¢, onde ¢, é
a velocidade do som na matéria nuclear. Este gradiente é reescrito na formas:

Vp = ¢,*Ve

Das equacgoes acima podemos concluir que um termo de terceira derivada
espacial aparecera se tivermos a seguinte forma para a densidade de energia:

EX ... + ...62p3 + ...

pois assim teremos:

—

Vpx V(4. Vip+. ).+ . .NVVp).. + ..
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Vamos mostrar como obter ﬁp X ﬁ(ﬁzp p) na matéria nuclear, partindo
da teoria relativistica mais simples que é a “Quantum Hadrodynamics”, ou
QHD [33]. Isto pode ser feito de duas maneiras:

1) Conservando a teoria original e mudando o esquema de aproximagoes
usadas para tratd-la ou 2) modificando a teoria original com a inclusio de
novos termos na lagrangiana.

Vamos iniciar este capitulo descrevendo a alternativa 2) e mais tarde, de
forma resumida a alternativa 1).

A QHD nao possui derivadas de ordem superior nos campos fermionicos
e na sua utilizacao envolvendo a aproximacao mais simples de campo médio
(MFT), onde as derivadas dos campos mesonicos sao desprezadas, nao preve
a formacao e propagacao de solitons. No entanto, solitons podem surgir
se modificarmos a densidade de lagrangiana, Lopp, com a adicao de um
termo que dé origem ao laplaciano da densidade barionica na densidade de
energia. Vamos mostrar que, com a adicao do novo termo, basta prosseguir
no formalismo e naturalmente obteremos a KdV em uma dimensao:

0 + ozpl% +B8—+— =0

ot x
onde p; é uma pequena perturbagao na densidade barionica em relagao a
densidade de equilibrio do sistema. O termo adicionado a Lymp sobrevivera
no novo esquema de aproximagao M F'T" e desempenha o papel de pequena
correcao ao termo usual ja existente que envolve o acoplamento entre o campo
fermionico e o campo vetorial:

GOVt

Desta maneira construimos uma (QHD modificada, MQHD, com as vir-
tudes da QH D usual e que comporta solitons. A MQHD é a maneira 2)
mencionada acima.

Tal modificacao sera apresentada na secao seguinte e por isso detalhamos
varios calculos neste capitulo pois queremos evidenciar sua contribuicao na
QHD e observar sua “propagacao” pelas expressoes.
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4.2 Modificacao minima na QHD

Vamos acrescentar a lagrangiana da QH D [33] um novo termo que chamare-
mos de “termo-d’:

(0,0"Vi)v" (4.1)

gv
termo-d = d——
my
que passara a ser:

E = EQHD+term0—d = 15[%(ia“—gv‘/“)—(M—gsqﬁ)]lwr%(8u¢8“¢—mg2¢2)+

L Fu P A = 26— St 0,0 (42)
O parametro d € livre e atuard como um “marcador”, pois para d = 0 temos
a QH D usual e quando d = 1 o acoplamento é o padrao dado por gy. Outros
valores de d implicarao em correcoes em gy .

Podemos fazer uma estimativa da ordem de grandeza de (4.1) da seguinte

maneira: ) ) )

k

<i> o <i> ~ B 002 (4.3)
my mys my

onde o momento de Fermi é kr ~ 0.28 GeV e my ~ 0.8 GeV. Vemos que
(4.1) é apenas uma pequena corregao a gV@EV,ﬁ“w conforme mencionamos!

A forma escolhida para a interacao dada por (4.1) nao é regida por ne-
nhum argumento de simetria e nao tem outra justificativa mais profunda. O
acoplamento derivativo (4.1) é apenas um possivel termo de intera¢ao usado
como protétipo para explorar os efeitos de ordens mais altas nas derivadas
dos campos.

4.3 Equacoes de movimento

Como (4.2) possui derivadas de ordem mais alta, as equagoes de Euler-

Lagrange sao dadas por (B.4):
oL oL oL
— —0y=———+40"0 [7]20 4.4
an.~ "50m) @) 4

cuja deducao estd no apéndice. Os campos 7; sao dados por n; = ¥, ¢, V*.
Usando (4.4) com (4.2) para o campo 1) encontramos:

00" — gy V) = (M = gs0) + &5 0,0V, [ =0 (@45)
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Analogamente para o campo ¢ encontramos:

(0,0 +ms®)p = gsip — bp? — c¢® (4.6)
Lembrando a defini¢ao de F),,
F, =9V, -0V,
podemos reescrever o termo: —1F,, F* em (4.2) como:
1

1 1
— " = SOV = SOV,

e assim (4.2) se transforma em:
o 1 1 )
L= PP(i0" — gy V") = (M = gso)lu + 5 (0,60"0 —ms*¢* ) + S9,V,0" V¥ +

1 1 b c gv -
- uy v - 2 w23 4 EASE v i
SOV 4 Smy VUV = 267 — 26" + A S500,0 V'Y (A7)

Usando (4.4) e (4.7) para o campo V# encontramos:

O™ 4"V = gy — A3 0,04 (0 0) (48)

4.4 Aproximacao de Campo Médio (M FT)

4.4.1 Por que MFT?

No contexto de modelos da matéria nuclear infinita a aproximagcao de campo
médio usual, conforme [33], é baseada em dois argumentos fortes:

a) as fontes barionicas sao intensas e seus acoplamentos com 0s campos
mesonicos sao fortes. Logo o numero de ocupacdo dos estados mesonicos é
grande e podemos assumir que 0s campos mesonicos sao cldssicos.

b) a matéria nuclear infinita € estdtica, homogénea e isotropica. Logo
podemos desprezar todas as derivadas dos campos mesonicos.

Sendo assim, podemos fazer as substituigoes

V=<V, >= 6,0 (4.9)

» =< P >= ¢y (4.10)
em L e nas equacoes de movimento. Apés estas substituigoes desprezamos
todas as derivadas espaciais e temporais de Vj e ¢g.
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4.4.2 Equacoes de movimento na MFT

Fazendo as substitui¢oes de (4.9) e (4.10) nas equagoes de movimento (4.5)
e (4.6) encontramos:

7u0" — gv Vo — (M — gs¢o)|¢ =0 (4.11)

(8,0" + mg?) o = gshp — bdy” — co” (4.12)
Substituindo (4.9) e (4.10) em (4.8):

0, (046"Vy — 0" 5"°Vy) + my 26"V, = gy — d%aﬂ“(%%)
Vv

ou seja:
P57V = V2 (57Vo) = 000 Vo -+ 5"V = gy = d-25 0,04 (1)
que multiplicada por §*° se transforma em:

—V2Vy 4 my 2V = gy iy — d-250,0"(69°) (4.13)

mv2

Finalmente, se desprezarmos todas as derivadas espaciais e temporais de Vj
e ¢ nas equacoes de movimento (4.11), (4.12) e (4.13) obteremos:

(170" — gvr0Vo — (M — gs¢o)]th = 0 (4.14)
ms2¢0 = 951Z¢ - b¢02 - C¢03 (4.15)

€
Vo = guin" — d 50,04 () (4.16)

4.4.3 L na MFT

Para calculo da densidade de energia € na M FT com dependéncia no lapla-
ciano da densidade barionica faz-se necessério reescrever (4.1) de tal forma
que o termo-d contenha derivadas em 1*1), uma vez que a densidade bario-
nica é dada por pg = 1)7°1).
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Outra razao para reescrevermos (4.1) no calculo de € é que na M FT nés
desprezamos todas as derivadas espaciais e temporais de Vj e ¢ e conseqiien-
temente a derivada

AL (0,0 V)b — (MFT) — d-2_(0,0" V)7
v my

seré desprezada e entao nao veremos nenhum efeito do acoplamento deriva-
tivo no célculo de €. A contribuigao do termo-d em (4.16) isoladamente nao
é suficiente para o aparecimento de laplacianos em pp conforme veremos
adiante. O acoplamento (4.1) estd numa forma ideal para ser somado na
Loup para célculo das equacoes de movimento e interpretacao fisica, porém
deve ser manipulado para fornecer as variagoes desejadas em pg e isso é feito
conforme a seguir.

A acao S da teoria (usando por exemplo a forma mais detalhada, que é

(4.7)) é dada por:
S = [dior = [ de{Lon + termo-d} =
= [datonn+ [ d { 5(0,0"V,)y ¢} (4.17)

A integral contendo o termo de acoplamento derivativo pode ser feita medi-
ante integracao por partes:

[ata{asi @0V} = - [ da{a25 0,000

/d4{ D0,V )7 }_—d v /d4{ ()Y } (4.18)

onde o termo de superficie é nulo, ou seja:

+oo
=0

—00

Gy,

Fazendo novamente a integragao por partes em (4.18) obtemos

Ja

@V p = a2 [ ol (@)

47



onde novamente o termo de superficie é nulo, ou seja:

+o00
=0

— 00

A

Substituindo (4.19) em (4.17):

[dtac = o [aa{era@rom

resultando numa forma alternativa de £ (que antes era dada por (4.7)):

L= ﬁQHDer—[a” L (V)] V,
ou ainda:

L = P (i0" — gy V") — (M — gs¢)Jtp + %(Q@@“(ﬁ —mg?¢?) + %@Lvyavvu

1 1 b c gv -
- WY/ V - 2 w2 a3 4 IV r1qu n
28MVV8 VY + 5V A% 3gz5 4¢ +dmv2 1070, (Y )|V, (4.20)

Agora substituiremos (4.9) e (4.10) em (4.20):
Lo=L(V, =<V >=6uVo , 6 —<¢>= o)

e encontraremos
o 1
Lo = Y[(i7,0" — gv Vo) — (M — gsoo)]t + 2 ((Mbo@”aﬁo - m52¢02)+

l = 1 2 b o5 ¢ IV tavq (7
+§(VV0)2+§WLV2V0 —§¢0 —Zﬁbo +dm—‘/2[8 A, (P PV (4.21)

e por ultimo basta desprezarmos todas as derivadas espaciais e temporais de
Vo e ¢ em (4.21) obtendo assim a versao final de £ na M FT":

-, 1 1
L = P[(i7,0" — gv Vo) — (M — gsoo) |t — §ms2¢02 + imv2%2+

——¢o ——cb +d [” L (07" 0)] Vo (4.22)
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4.5 Aproximacao de campo médio modificada
(MMFT)

No que se segue, vamos introduzir uma esquema de aproximagoes que ¢ uma
alternativa a teoria de campo médio usual. Continuamos a supor que os
campos mesonicos sejam classicos, mas vamos introduzir inomogeneidades
pequenas espaciais e temporais. Estas tltimas, no entanto serao desprezadas
com base no argumento seguinte. A propagacao do nimero de barions na
matéria nuclear foi estudada em [79] com o auxilio da equacao de difusao:

5 = = DV (4.23)
A constante de difusao D foi numericamente calculada como uma funcao
da densidade e da temperatura, sendo D ~ 0.35 fm para densidades com-
paraveis com a densidade nuclear de equilibrio e temperaturas da ordem de
80 MeV. O valor exato de D em T = 0 é desconhecido, mas sua dependéncia
com a temperatura e densidade é bem estavel e uma extrapolacao para T = 0
resulta em valores ainda menores do que 0.35 fm. Esse nimero é pequeno
quando comparado a qualquer escala de tamanho nuclear e pode ser interpre-
tado como um indicador do nao desaparecimento muito rapido de gradientes
espaciais na matéria nuclear. Um grafico dos valores de D e uma breve
discussao estd no Apéndice C.

Além de desprezar a primeira derivada temporal de ppg, se usarmos (4.23)
duas vezes na segunda derivada temporal de pp:

(82523) ;<szp3) sz((?at) D[V2(V?pp)] (4.24)

pﬂodeﬁmos tamb§m despreza-la pois além de D? << 1 consideramos também
V2(V%pp) < (V?pg). )

Conforme j4 mencionamos, a densidade bariénica é dada por pg = % =
Piy940%) = Ty e conseqiientemente quaisquer derivadas temporais envol-
vendo combinacdes de [9y(11°)] e (Jptp) também serdo desprezadas. Como
as inomogeneidades espaciais tratadas aqui sao pequenas, podemos dizer que
V2(V2pg) < (V2pg). Por outro lado, observando (4.16), vemos um termo
proporcional a my* para o campo Vp:

d 0 10" (p)
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que, desprezando a segunda derivada temporal, se transforma em:

—d

5348;18”@3) = dnz:; VZ(p5)
Este é o termo dominante na nossa correcao da teoria de campo médio e
portanto os Unicos termos novos a serem considerados serao aqueles propor-
cionais a .
V2(pp)
mv4

Quaisquer termos proporcionais a my," com n > 4 e proporcionais a [62(p B)|™
com m > 1 ou até mesmo proporcionais a combinacoes destes serao despreza-
dos.

Em resumo a MM FT apresentada aqui consiste em:

1°) Desprezar as derivadas temporais de pg, pois D* << 1. (4.25)

2°) Desprezar termos com [0o(¥y%)] ou (0p)). (4.26)

n

3°) Desprezar termos proporcionais a my," com n > 4 e proporcionais

a [V2(pp)]™ comm > 1 e suas combinagdes (4.27)

4.6 Densidade de energia a temperatura nula

Vamos calcular agora a densidade de energiac al’ = 0 MeV. Para tal calculo
utilizaremos o tensor energia-momento 7}, com (4.22), (4.14), (4.15) e (4.16).
Como (4.22) possui derivadas de ordem mais alta, utilizaremos (B.16) que é
o tensor energia-momento para £ com derivadas de ordem superior:

oL oL oL

T = 8(8;”72') 3(&8,\77@') (8,,772-)} N 8(8*&7)2-)

(a“&ﬂh‘)

(4.28)
que esta deduzido no apéndice B. A densidade de energia pode ser escrita na
MFT da seguinte forma:

(@) — 9", + 0"

. ar oL
e =< Ty >= —gooL" + maow + [%W] (Oo¥) (4.29)

onde L£* é (4.22) na M FT, entao:

) 1 1 b c
€= —¢[(Z%8”—9V%V0)—(M—Qs¢o)]¢+§m52¢o2—§mv2%2+§¢03+1¢04+
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— 4LV [0 0\ (7)) + 0Bt + A2 Vo[00(97°))(O0w)  (4.30)
my my

Reescrevendo os termos

—[(i7,0" — gv Vo) — (M — gsoo) v + ith 000t

de (4.30) e com uso da equagao de movimento (4.14) temos:
—[(17,0" = gvroVo) — (M = gsoo)l¥) + ipy000¢) =

—ipy0@ - VU + gy (vy00) Vo + D(M — gseo)t)

e entao (4.30) assume a forma:

1 1 b c - - L=
e = =ms’go” —smy Vol + 2o’ + o' —d gvz%[ﬁAaA(TP”YO?ﬁ)]—W”YOOK'VTP‘F
2 2 3 4 my
+9v (¥1010) Vo + (M — gsdo)ip + dﬂz—“;%[ﬁo(@’yo)](aoiﬁ) (4.31)
Lembramos que a densidade barionica é dada por

pp =7 = Py = ply (4.32)
e a massa efetiva do nicleon é definida por
M* =M — gs¢o (4.33)
e também que, conforme (D.10) do apéndice D, temos:

—ityd - Vi + O M =

= o kr o .
= Yt (—id -V + oM )p — (21)3 /0 Bl(R? + M2)V? (4.34)

Utilizando entao (4.32), (4.33) e (4.34) em (4.31) encontramos
1 1

b c
€= §m32¢02 — §mV2V02 + gﬁbog + 1%4 + gvpsVot

o kr =
+(277T>3 /0 Bk + M™2)12 d—j;zvo(ﬁAa)\PB)-i-

Vo[ (07))(000) (4.35)
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O campo ¢, é dado por (4.33):

(M — M)
gs

Po = (4.36)

e o campo V; é dado por sua equagao de movimento (4.16) com uso de (4.32):
9v_

Vo = —-d————@ o 4.37

o= o (op) (437

Inserindo (4.36) e (4.37) em (4.35) encontramos:

m52
295>

E =

* gv gv
M — M — —— d
( ) 2 [mv

ACC At CL et
39s° 4gst

gv gv Vs kr 37 /72 £211/2
W g IV o ] / Br(E2 + M)V
toves | 5ps = A O (pB)| + @n) o (k% + M™)

gv gv
——5PB dwﬁua“(pg)

(0*Onpp)+

[0 (7)) (00v) =

gv gv
—PB— dmaua“(PB)

2
ms #\2 gv 2 gv° 2
g (M = M) = S o d pBa & (ps) = &5 50,0 (o)
(M= M (M=)
b
" 39s° g
2 2 k
gv 2 " Vs Fo32 £2\1/2
gv 2 gV I
—d 4/)38 O (pp) +d” [8 " (pp)]
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ou melhor:

(M= (M= My
3953 4ggt

kr = 2 =
+ Vs /0 d?’k:(k:2+M*2)1/2 dQV (8 PB —V2p3>

(2m)3 BIE
2 gV 8 PB B =0 >2
+ 2my° < ot Virs
2L 20,0 (439

A expressao final de € obtida com as aproximagoes (4.25), (4.26) e (4.27) na
equacao acima:

(M —MP (M)

2 2
gv 2 ms %2
: g ( AP 1gs"

2my 2gs?

+

kr =
«+<£fplé PR(R2 + M2)V? ¢ d9V4pBVﬂpB (4.39)

4.7 (HD modificada a temperatura finita

4.7.1 Operadores hamiltoniano e niimero barionico

Vamos agora utilizar a lagrangiana e as equagoes de movimento na M EF'T
dadas por (4.22), (4.14), (4.15) e (4.16) em unidades naturais com kg = 1.
Para descrever um sistema a temperatura finita é necessario conhecermos
sua fungdo de partigdo (conforme (A.27)), o que nos leva ao cédlculo do o-
perador hamiltoniano H e do operador niimero barionico B, com pp sendo
o potencial barioquimico.
O operador nimero bariénico B estd relacionado com o operador

B = /d?’x vy

pois as medidas das grandezas sao tomadas com relagao ao vacuo, logo o
numero de barions observado é definido pela subtragao do valor esperado de
B no vacuo: A A A

B=B- <0\B\O>VO:¢O:O (4.40)
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Utilizamos (D.29) para calculo de B:
B= [ dnin =l =

/d3 > Z{ (ATUY At)e 7 il BT (R~ BB

RN R
+(B/VT/BTV)ei(E’_E)-fei[E(_E')_E(_E)]t}

Usando agora (D.32), (D.33) e o ordenamento normal dado por (D.34) en-
contramos

.1
== / Pr Y ATA +BBh = /d3 ATA ~B'B+1) (441)

Substituindo (4.41) em (4.40) temos a versao definitiva para o operador
ntmero barionico:

B=B—(01Bl0)y,_y_0 = /d3 ATA—BTB+1)+

——/d3 0|Z (ATA— BB +1)[0) =

onde usamos a notagao compacta <0|( =10y = (0[(- - )[0)y;, —g,—0- Na equagao
acima observamos que:

R 1 1 1
B= V/d?’:): S (ATA-B'B) + /d%: R /d%: S (0]ATAl0)
EA kA kA

1
+V/d3x S (0|B'BJ0) — /d3 0\1|0

kA
e finalmente: A

B=Y (A'A-B'B) (4.42)

EA
O operador hamiltoniano H est4 relacionado com o operador
7:{ = /d3l' TOO
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que, com (4.28), (4.22) e (4.14) assume a forma:

s+ [ (5@ w)}@ow}

—/d3 { —mg2py? _lm‘/?VO + Cbo + ¢0}

. oLx
H:/d3${—900£*—|— (00¢)

2

@0 { = 42000 + it + 2V ) |

(4.43)
Usando (4.26) em (4.43) obtemos:
H= /dg{ms¢o—;mv2%+ S%0° + ¢0
2|+ [ d fimaw) ()

Utilizando (D.29) no termo [ dz {izﬁfyoﬁow} de (4.44) encontramos:
~ 1 1 b c
H= —V<§mV2Vb2 - §m52¢02> + V<§¢03 + 1%4)4‘

VALV [00,(6710)]

+/d3x “ Z Z{ AT/Z/{T/AZ/{ —i(K'—k) i[E+(k’)—E+(E)]t(_Z»E+(E))
B KA
_'_(B/VT’BTV)ei(ﬁ’—E)-fei[E(—E’)—E(—E)]t(_iE—(_]a)}
e usando (D.32) e (D.33) chegamos a

- 1 1 b c
H= —V(§WV2VEJ2 - §ms2¢02> + V(gﬁbo?’ + 1%4)4‘

Vi [a*ak(m%)wé / &z Y (E*(k)ATA+E~(~F)BB') (4.45)
my 3
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Usando (D.40) e (D.41) para as energias E™ e E~ temos:

. 1 1 b
H= —V<—mv2‘/b2 - —ms2¢02> + V(gﬁbo?’ + 2%4)4‘

2 2
Va0 + 5 [ xS {[ovV (7 + M) atay
+ovVo — (K + M*2)1/2}BB*}

ou ainda:
N 1 1 b c
H = —V<§mv2vo2 — §m32¢02> + V(g%g + Z¢04>+
—Vdg—VQVo[é“aA(Ww)H
/ d's Y gvVo(ATA + BBT) + / &z + M*)V2(ATA — BBY)

EA

Identificando (4.41) e usando as relagoes de anticomuta(;éo (D.34) no tultimo
termo, encontramos

- 1 1 b c
H= —V(§WV2VEJ2 - §ms2¢02> + V(gﬁbo?’ + 1%4)4‘

—Vdﬂi’—;%[y&(ww)] + gy VoB+
—i—%/d?’x k2+M*2)1/2(ATA+BTB /d3 k2+M*2)1/2 (4.46)

O operador hamiltoniano é entao calculado por

H =H — (0|H|0)y, _s_o (4.47)

e com o uso de (4.46) chegamos a:

H=H — (0[H|0)y, 49 =

1 1 b c
—V(§WV2V02 - §ms2¢02> + V(gﬁbo?’ + Z¢04>+
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VTV 0509 0)] + 9 Vo (B~ O1BI0)y;., o)+

1
o [ A SR+ M)A+ BIB) - /d3 + M2y
kA

1 1 b c
_<0|{ _ V<§mV2‘/E)2 o §mS2¢O2> + V<§¢03 + Z¢O4>+

VL Vo [0 0n (07 °0)]+
my
1
+V/d3x }ﬂ (K 4+ M*)Y2(ATA 4+ B'B) - /d3 M*2)1/2}\O>

onde temos que prestar atengdo no termo gv%( <0\B\O>VO — o= ) Lem-
brando que (0](...)|0) = (0[(...)[0)y,—_4,—0 € usando (4.40) encontramos a
expressao final de H:

1 b
H= —V< my*Vy? — gms ¢02> + V(g%?’ + §¢04>+

VA VO[O 03 (07 )] + v Vo B+

+%/d3x Z(E2+M*2)1/Q(ATA+BTB _ l/d?’ (Ez M*2)1/2+
kA
1
_<0|V/d3517 k,2 M*2)1/2(ATA+BTB |O /d3 k2+M*2)1/2|O>
ou seja:

~ 1 1 b c
H = —V<§mvzvo2 - §m52¢02> + V(g%?’ + Z¢04>+

- . 1 -
VAP R )] + v B+ 3 [ de SR+ M) (ATA+ B1B)
kX

(4.48)

o7



4.7.2 Funcao de particao e potencial termodinamico

Com a funcao de partigdo Z dada por (A.27) podemos calcular o potencial
termodinamico total € dado por (A.29) que pode ser reescrito como [80]:

QT,V,up) = T ln{Tr [ew}} (4.49)

O potencial termodinamico total também pode ser escrito como:

onde §2;, é o potencial termodinamico do k-ésimo estado. Usando o operador
(4.48) em (4.49) podemos escrever (), como:

Vil 1 ViIb c
Q. =-T ln{ {ea:p[T <2mv2V02 — §ms2¢o2> -7 <§¢03 + Z¢04>+

4LV 000 7w+
_%@;’2 + MPYVY2(ATA + BIB) + (1B —TgvVO)B] }}

que, com o uso de (4.42) se transforma em:

Vil 1 V(b c
Q. =-T ln{ Tr {emp l? <§mV2V02 — 5m52¢o2> -7 (g%s + 1%4) +

+¥dg—VVo[3A3A(%°¢)]+
_%(122 + M**)YV2(ATA + B'B) + %(ug — gvVo)(ATA — BTB)] }}
ou ainda:
Q=T ln{ Tr {empl% <%mvzvo2 - %m52¢02> - —( ¢o” + qbo )
+¥dg—VVo[ (U )] + aATA + BBTB] }} (4.51)
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onde ~
—(]{72 +M*2)1/2 4 (NB _QV‘/EJ)
T

Q
Il

(4.52)

—(B* + M**)V2 — (up — gvVo)
g T
Pelo Principio de Pauli os ntimeros de ocupacao em cada estado assumem
apenas valores 0 e 1. Assim uma maneira mais completa de escrever (4.51)
é:

(4.53)

1 vV /1 1 V(b c
O =-T lnNz::O{ Tr{exp [N? <§mv2%2—§m52¢02> —N? <§¢03+1¢04>+

Vv B
N2 00 e} |+

1 1
TS In(N[eNCAVINY — TS In(N[eNOBB)| )

N=0 N=0

Escrevendo as somas explicitamente temos:

% b c
Q= 5(m52¢02 — my?Vp?) + V(g%g + 1%4)

—Vd%%[8A8A<¢v°¢>]+

=T In[(0[1]0) + (1] **'D|1)| — T In[(0]1]0) + (1P P 1)]  (4.54)
Lembramos que:
(0[1]0) =1
€
2

2
A D) = (1](1+adla+ SaTAAA+ 1) = 14a+ St = e

pois (1|(ATA)7|1) = 1, onde j é o ntimero de vezes que AT A atua nos estados.

De maneira analoga:
<1‘e(ﬁB*B)‘1> — B
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Substituindo as expressoes acima em (4.54) temos:

14 b c
Qk = §(mS2¢O2 _ mv2%2) + V(§¢03 + Z¢04>
_ gv A (700N o] 3
Vi SVol0 07 )] = Tin[1 + ¢] = Tin[1 + ¢ (4.55)
Ainda reescreveremos as constantes a e  como em [80]:

—(R2+ MY 4 (g — V) (h—v)

= =" 4.
a T T (4.56)
¢ 12 2\1/2
—(k* + M*")'% — (up — gvVo) (h+v)
= =— 4.
b T T (4.57)
onde h é a energia dada por
h= (kK + M*?)/? (4.58)

e v o potencial barioquimico efetivo definido por

v= (s — gvWo) (4.59)
A versao final do k-ésimo potencial termodinamico é dada pela substituicao
de (4.56) e (4.57) em (4.55):
V

b c
Q= §(ms2¢02 — mv2V02) + V(g%g + Z¢04>

VALV 006 (07 °0)] = Tin[L 4 ¢ “~"] = Tin[1 4 e/ (4.60)
\%

O potencial termodinamico total é dado pela soma nos k-ésimos estados
fermionicos, como definido em (4.50):

V b c
AT, V,up) = 5(77152(1502 —my°Vo?) + V(g%g + Z¢04>

~Vd nf;%[&AaA(lEva)] -7y {zn[l + eI in 1 4 e (/T }
EA

(4.61)
Esta expressao é muito semelhante ao potencial termodinamico encontrado
em [80]. A diferenga é que (4.61) contém o termo termo-d:

—Vdﬂi’—;vo[awww)]
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4.7.3 Grandezas termodinamicas

Agora estamos preparados para o cdlculo da densidade barionica, densidade
de entropia, densidade de energia e pressao na (QH D modificada, pois estas

grandezas dependem de 2 dado por (4.61).

Para tanto necessitamos conhecer algumas relagoes. Primeiro identificare-
mos em nossos calculos os niimeros de ocupagao de particulas e antiparticulas

dados respectivamente por:

e suas relagoes:

Utilizando (A.32) temos:

1/ 09 1 )T 11
= —— | — _ _T _
Pe V<6NB)T,V V( )EXA: [(1+6_(h_’/)/T)]T+

(_ l) _
=)=
1 1

:V{g[m}_g{(ﬁre(—l’””w)”

que com o uso de (D.42), (4.62) e (4.63) assume a forma:

1 6—(h+u)/T
AN [(1 e BTy
EA

pB = (277:)3 /dg/f [ng(T,v) — (T’ )]
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A densidade de entropia é calculada a partir de (A.33):

1 /709 1
e e _ = —(h—v)/T —(h+v)/T
5= V<8T>V7MB_V§E>\:{ZTL[1+€ ]+ln[1+e + ]}+

1 —(h—v)/T h — —(h+v)/T h -+
VT{ Z (1 _T_ e—(h—u)/T) [( sz)] + Z (1 _T_ e—(h—l—u)/T) [( T2V)‘| } -
kA kA

= % ,;z/\: {ln[l + e_(h_”)/T} + ln{l + e_(h“)/T}jL

+nz In {e(h_”)/T} +ng In [e(h”)/T}}

Usando (4.64) a (4.67) encontramos:

s= o 3 {m[(l — n,;)‘l] + ln[(l - ﬁ;;)_l]+

+ng ln[(l ;ﬁn,;)] +ng n [7(1 ;ﬂng)] }

Agrupando os termos semelhantes e usando (D.42) obtemos:

+ig(T, v)in|ag(T,v)] + |1 = 7T, v)]in[1 — 7g(T, v)] } (4.69)

Antes de calcularmos a pressao e a densidade de energia é importante
calcularmos o valor do campo Vj usando a equacao de movimento (4.16):

Vo= (")) = o000 ()] (4.70)

my

que para calculo de ((1)7%%)) faz-se necessario lembramos de (A.32):

(B))

PB v
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onde ((B)) significa a média do operador B no ensemble e quando com-
paramos (4.68) com (4.42) podemos identificar o niimero de ocupagao com a
média no ensemble dos operadores:

ng = (AT Ar ) (4.71)

g = ((B"_z\B_g) (4.72)
Entdo ((17°%)) é calculado com o auxilio de (D.29) & (D.34):
(P)) = (G0} = o 3 (AT A 0) = (BT 3B g )

que com o uso de (D.42), (4.71) e (4.72) nos leva a:

(5"0) = ooy [ &% 1(T0) = (T, )]

(2

Comparando a expressao acima com (4.68) podemos concluir que:

{(")) = pB (4.73)

Temos assim o valor do campo Vj em temperatura finita dado por (4.73)
e (4.70):
gv gv
Vo = m—v2pB - dm—vﬂﬁu&“(PB) (4.74)

que ¢é semelhante ao valor obtido a temperatura nula dado por (4.37).
Para calcularmos a pressao utilizamos (A.34)

Q(Tv v7 :U’B)

p=- %

com (4.61):
1 b
p= —§(m52¢02 —my?Vp?) — <§¢03 + 2%4)
- T
+a 2V 000 ()] Y {ln[He‘(h‘”” T |1+t ] } (4.75)
v EA
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Fazendo as aproximagoes (4.25), (4.26), (4.27), e usando as relagoes (4.36),
(4.64), (4.65) e (4.74) em (4.75) temos:
2 M—M*)3 (M_M*>4

gv 2 ms * (
P= yals g M = M = b e e

2
gv =) Vs 3 _
ooV ips ~ T /d k[In(l—ng) +in(L—np)]  (4.76)

que ¢ exatamente igual a pressdo encontrada em [80] mas com o termo-d.
Para célculo da densidade de energia utilizamos (A.35):

T, V,
o VMB>+T3+,UBPB

que, com o uso de (4.59), (4.61), (4.68) e (4.69), assume a forma:
1 b c
€= §(ms2¢02 —my?Vo?) + (g%s + 1%4)

_dg

(020 (¥ )] — % > {ln[l + e—(h—V)/T} + ln{l 4 e—(h-i—u)/T} }+
9\

k{n,;ln[n,;} + [1 — n,ﬂ ln{l — nl;}+

+igtn[ig] + [1 = gl tm[1 = ]} + v g+
+9VV0(; E /d3k‘ [ng; — 7]

Na equagao acima vamos substituir (4.64), (4.65) e (D.42) obtendo:

1 b c
€= §(ms2¢02 — my?Vp?) + <§¢03 + Z¢o4>

_d%%[aAaA(mOzp 78 / &k {ln n,;]+zn[1—n,;}}+

—T(QZ:)?’ /d3k {n,;ln[ng] + [1 — ng} ln[l — nl;}+
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snghnfig] + [1 = aglin[1 = gl } + vl [ @ g = gl

Vs _
vV s / &’k [ng — g

Vamos agora reescrever os termos com os logaritmos na ultima expressao.
Entao usamos (4.66) e (4.67):

—_

b c
€= §(ms2¢02 — my?Vp?) + (g@bog + Z¢o4>

—d

- s h _ _
ni; Vol ox (¥ )] + T(;T)g /dg/f {T(n,; + 1) + gVC—FVo (ng — n;;)}
(4.77)
Identificando novamente (4.68) e usando (4.36), (4.74) e as aproximagoes
(4.25), (4.26) e (4.27) em (4.77) encontramos a expressao final para a densi-

dade de energia em temperatura finita:

2 2 *\3 *\4
w: o, ms vy (M =M% (M~ M)
© = o2 T g N B P
9V2 =9 Vs 3
sV + / &k h [ng(T,v) + ip(T, v)] (4.78)

que ¢é igual a calculada em [80] mas com o termo-d. Vale notar que se somar-
mos a densidade de energia e a pressdo usando (4.78) e (4.76) verificamos
que os termo-d se anulam e a relagao de Gibbs dada por (A.17):

e+p=uppp+71s

é satisfeita, ou seja, nosso calculos sao consistentes com a termodinamica.

4.8 Densidade de energia na QHD pura
sem MFT

Como foi dito na introducao deste capitulo ha duas maneiras de incluir ter-
mos com derivadas de ordem superior na QHD. A primeira é modificar a
lagrangiana introduzindo o termo-d e modificar também a aproximacao de
campo médio. Esta estratégia foi apresentada nas secoes anteriores. Agora
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vamos descrever a segunda maneira de obter termos com laplacianos na
QHD. Ela consiste em:
* NAO desprezar todas as derivadas dos campos mesonicos e

* NAO adicionar nenhum termo-d.
Vamos apenas incluir pequenas inomogeneidades nos campos da (Q H D usual.
De forma analoga ao ja feito neste capitulo, porém sem desprezar derivadas
espaciais e temporais para Vj e ¢g, encontramos ao invés de (4.22) a la-
grangiana usual da QH D com termos nao-lineares:

L* = Y[(i7,0" — gvyoVo) — (M — gsdo)y + %((‘Lgbo@”qﬁo - m52¢02)+

1 = 1 b c
+§(VV0)2 + §mV2V62 - §¢03 - 1%4 (4.79)
Desta lagraniana sao derivadas as equacoes de movimento:
V2V + my Vo = gy (4.80)
(00" + ms®)do = gsth — be” — e’ (4.81)
e
0" — gv1oVo — (M — gsdo) | = 0 (4.82)

Utilizando (B.16) para o célculo do tensor energia-momento e usando (4.79),
chegamos a:

1 1 > 1 > 1 1
€= 5(80%)2 + §(V¢0)2 - §(VV0)2 + §m32¢02 - §mv2V02+
b, s ¢, 4 .-
+§¢0 + Z% + 1000t (4.83)

Multiplicando (4.82) por 1& pela esquerda, podemos usar a relagao resultante
para reescrever o termo y,0pt) em (4.83) como:

Wy00ot) = —iyed@ - Vb + gy ppVo + DM (4.84)
onde pp é a ja conhecida densidade barionica dada por pp = YO =

1y9~09) = 9)Te) e a massa efetiva do nticleon é definida por M* = M — ggdy.
Dessa ultima relagao, podemos substituir o campo escalar por ¢y = (M —
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M*)/gs, como ja fizemos. O termo —it)yyd - Vip + P M*) em (4.84) pode ser
reescrito como [33]:

_ o _ o kr N
—itp0d- VY+PM = Y (=id- V410 M ) — i [ a4 )

(2m)3 Jo
(4.85)
e entdo (4.84) torna-se:
- _ Vs e #2\1/2
Z@D’)/an’l/f = gvaVE) + (27‘(‘)3 0 d k‘(k‘ + M ) (486)
Substituindo entao (4.86) em (4.83) encontramos:
1 1 = 1 = 1 1 b
€= 5(30%)2 + §(V¢0)2 - §(VVEJ)2 + §m52¢02 - §mv2vo2 + §¢03+
€4 Vs /kF L2 4 Mf*2)L/2 4
+4¢0 + gvpsVo + —(27r)3 ; d’k(k* + ) (4.87)

Integrando por partes o termo contendo gradiente ao quadrado de V4, a
densidade de energia pode ser reescrita como:

1 1 > 1 - 1 1 b
€= 5(80?250)2 + §(V¢0)2 + §(V0V2Vo) + éms2¢o2 - §mv2V02 + §¢03+
c 75 kF > *
+Z¢04 + gvpsVo + 2r) /0 Bl(k* + M*2)Y? (4.88)

Multiplicando agora (4.80) por —V; /2 podemos usé-la para reescrever o termo
com 3(VoV2Vp) e assim chegamos a:

1 1 - 1 1 b c
€= 5(80%)2 + §(V¢0)2 + =gvpsVo + =ms e’ + §¢03 + Z¢04+

2 2
Vs ke g 7 2\1/2
+(2W)3/ Bk + MY (4.89)
0

Na expressao acima nao hé nenhuma aproximacao além de (4.9) e (4.10).
Ela contém as inomogeneidades nos campos V; e ¢g dadas por suas derivadas.
Estes campos sao classicos mas dependem do espago e do tempo.

A equagao de movimento (4.80) pode ser reescrita como:

—62% + mv2% = gvps (490)
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Com base em (4.3) é razodvel supor que

622‘/ 0 << V. Desprezando o lapla-
2

m
ciano na equagao acima podemos obter uma estimativa de ordem zero para

Vo:

Vo= 2 pp (4.91)

my

Uma estimativa melhor de Vj é entao obtida tomando o laplaciano de (4.91)
e inserindo-o no laplaciano que aparece em (4.90). A equagao resultante é
entao resolvida para Vj nos levando a:

gv &
my*Vo = =5 V2pp + gvps
my
e conseqiientemente a:

Vo= T pp + L%, (4.92)
my my

Inserindo agora (4.92) em (4.89) e escrevendo ¢y em termos de M* néds en-
contramos a seguinte expressao para e:

e IR e | RS

= —
20t gs gs 29s?
(M —M*)* (M —=M) g® 5 g’ =
b \Y
+ 305 +c Igst + 2mv2pB + va4pB pPB+
kr o
+ (277;*‘)3 /0 PR+ M)/ (4.93)

A expressao acima depende apenas de M*, de suas derivadas epaciais e tem-
porais, de pp e seu laplaciano. M* é determinada pela condi¢ao de/OM* =
0.

Estamos tratando as variaveis pp, §2p3, M*, VM* e OM* /0t como in-
dependentes. Assim qualquer derivada de uma em relacao as outras serd
zero. Entretanto, se resolvéssemos exatamente a teoria de campos (4.2)
e pudéssemos determinar W(7,t), as combinacoes dos campos barionicos
pp = V(7 OU(F 1) e Vg = V2 [ U7 £)U(7, 1) ]| estariam também correla-
cionadas, pois os campos e suas derivadas estao acoplados pelas equagoes de
movimento. O mesmo argumento se aplica ao campo escalar ¢, que também
satisfaz uma equagao de movimento que contém campos acoplados com suas
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derivadas. Porém, uma solucao exata da teoria nao pode ser obtida analiti-
camente. Assim sendo, por simplicidade e por falta de solu¢ao numérica do
problema, vamos assumir que as variaveis mencionadas sejam independentes.

A temperatura finita, todos os calculos sao analogos aos ja feitos neste
capitulo e usando as mesmas aproximagcoes ja feitas nesta se¢ao no caso de
temperatura nula, chegamos em:

c— QUMDY L IGIM M sy gy

ot gs 2 gs 29s*
(M =M (M=M)*  g® 5 g =
b
3055 +c 1ot + 2mV2pB + 2mv4va pB+
Vs _
+Hany [ @k b [ng(T,0) + (T, )] (4.94)

4.9 Massa efetiva do nucleon

A massa efetiva do nicleon (M*) em temperatura nula é obtida pela mini-
mizacao de £ com respeito a M*:

Oe

OM*

Usando (4.39) encontramos:

2 k M*
M* - M - gi2 fys 3 / " dgkﬁ
mg? (2m)3 Jo (k2 + M*?)1/2

2
gs b 12 c * 3}

—l——[—M—M +—(M-M 4.95
mS2 gsg( ) 954( ) ( )

A integragao nos momentos pode ser feita resultando em [33]:

2 * 2 *2 1/2
* gs stM 2 *2\1/2 * kF+<kF + M )
e {k;F(kF M )/—Mln{ — ”+
+9—52[i(M-M*)2+ i(M—M*)ﬂ (4.96)
ms?Lgs3 gst '

A temperatura finita é necessario minimizar o potencial termodinamico:
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o0

— =0
Do

Usando (4.61) encontramos [80]:

2 *
. _ gs~ s 3, M _
e e [ : [nE(T, V) + (T, u)}
| 9 | LV VR My (4.97)
ms® Lgs® gs* '

Vemos que a introdugao do (termo-d) (4.1) ndo modificou as expressoes
para M*. As equagoes (4.96) e (4.97) sdo exatamente as mesmas que em
[33, 80]. O mesmo ocorre se usarmos as expressoes (4.93) e (4.94) para célculo

de M*, pois as variaveis pp, ﬁng, M*, VM* e OM* /0t sao independentes.

4.10 Parametros e acoplamentos

Apesar do modelo original de Walecka [33] reproduzir bem a curva de satura-
¢ao nuclear, ele nao é capaz de reproduzir algumas propriedades nucleares
como a incompressibilidade nuclear K e a energia de superficie. Obter um
valor de K coerente com o medido experimentalmente é tao importante para
estudo da matéria nuclear quanto para a fisica do séliton nuclear, pois, con-
forme (D.27), ela estd diretamente relacionado com a velocidade do som ¢
na matéria nuclear. Para fazer uma andlise numérica mais realista destas
grandezas é necessario usar o modelo nao-linear, que é uma versao da QQH D
na qual sao adicionados termos de auto-interacao do campo escalar dados
pela seguinte lagrangiana de interacao:

_ by ¢,y
Lni = 3¢ 4¢

e conforme observamos em (4.2) ja iniciamos nosso estudo com tais termos.

Como (4.2) é usada para calculo da densidade de energia e outras grande-
zas relevantes, durante nosso procedimento de obtencao de equagoes de onda
do tipo KdV e suas variantes, observamos que os acoplamentos e constantes
desta teoria definem os coeficientes das equacgoes e conseqiientemente as pro-
priedades das solugoes solitonicas.

Os parametros b e ¢ sao determinados fazendo o ajuste das propriedades
da matéria nuclear obtidas com este modelo aos valores bem estabelecidos na
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literatura [29, 30, 31]. Na Tabela I apresentamos os valores para as massas
e constantes de acoplamento em temperatura nula.

GMaT=0
K(MeV) 285 | calculado
M(MeV) 938 fixado
ms(MeV) 511,198 fixado
my (MeV) 783,0 fixado
Js 8,175 fixado
gv 9,182 fixado
M* /M 0,77 | calculado
po(fm™3) 0,145 | calculado
b(fm™1) 10,75 fixado
c 31,98 fixado
Cs 0,184 | calculado

Tabela I: Grandezas relevantes com valores de massas e acoplamentos extraidos
do conjunto de parametros GM [29, 30, 31].

Para T' > 0 alguns desses parametros mudam, mas os valores das massas e
dos acoplamentos gg, gy, b € ¢ permanecem 0s MesSMOs.

Lembramos que apesar da densidade de energia possuir termos propor-
cionais a V?pg, suas propriedades de saturacao sao as mesmas da QHD na
aproximacao de campo médio.

Em nossos calculos usamos as unidades naturais 7 = ¢ = 1 e portanto
197,4MeV = fm~!. Os valores da tabela j& foram utilizados no contexto de
solitons na matéria nuclear em [38].
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Capitulo 5

Obtencao de KdV na matéria
nuclear

5.1 Relacoes para densidade de energia

Neste capitulo utilizaremos a “expansao além da lineariza¢ao” como em [21,
23] para a obtengao da equacao de KdV.

Vamos comecar definindo dois sistemas fisicos nos quais vamos procurar
estas ondas nao-lineares. O primeiro é o nicleo frio. Como de costume,
comecamos ignorando os efeitos das bordas e tratamos da matéria nuclear
infinita. O segundo é a matéria nuclear quente e densa que pode ser produzida
nas etapas finais de uma colisao nicleo-ntcleo a altas energias.

5.1.1 I - Matéria nuclear com densidade barionica de
equilibrio py a temperatura nula

Este sistema satisfaz a seguinte condicao de saturacao:

(o)
— | — - M = 0 5.1
Ops \pB PB=P0 ( )

A condigao (5.1) justifica a expansao em série de Taylor (até o termo de
segunda ordem) em torno de py da energia por nicleon £ = ¢/ppg:

oFE 1/0°E

Blon) = B+ (52) o=+ 32,

. 2
Opp )pB=P0 (pB p(])
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Esta condigao implica em:

0 (5 0 oF
M) = (Beu) = (o) 0
apB PB PB=p0 apB PB=p0 apB PB=p0

e portanto:
82
Blow) = Blon) + 5(5-3) (o5 =) (52)
PB pPB=p0
A expressao (5.2) pode ser calculada a partir da densidade de energia na
QH D modificada em temperatura nula, dada por (4.39):

2 2 *\3 *\4
gv 2, Ms *\2 (M — M~) (M — M~)
*= Smya?® gl R T A PR
Vs /kF B2+ M*2)1/2 dgv 2
_'_(277')3 0 ( + ) 4va PB (53>
que nos leva a:
E()——gV2 + 52(M—M*)2+b(M_‘W>3+c(M_M*>4
)= 2™ ™ 29570 395”po 4gs*po
Vs /kF BE(E2 + M*2)1/2 dgv 6 5.4
g Jy MM Ve o4

onde consideramos pg e V2 pp variaveis independentes. A condicao de satura-
¢ao dada por (5.1) estd relacionada a um minimo na energia de ligagao [33]

e assim temos que:
0’E
< 2) >0
8/)B PB=p0

e de maneira coerente podemos usar (D.28), uma vez que a incompressibili-
dade K é positiva. Substituindo entdo (5.4) e (D.28) em (5.2) encontramos:

2 2 *\3 *\4
gv ms o2, (M= M) (M — M*)
E + M — M) +b +
lem) = 2my 2" %m;m( ) 39s°po 4gs*po
Vs /k d?’k‘ ]{52 M*2 1/2 d gV =2 Mcs2 _ 2 5.5
Substituindo agora (5.5) em (A.26) temos:
Oe v mg? (M —M*)® (M — M*)*

(M = M*)?+1b

_— = —p —|— _'_ C
Opp  2my? 2952 po 3953 po 4gs*po
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Vs kr P * gV2 = A]\4Cs2
+ (27)%00 /0 PR(E + M*)'? + dm—v4V2p 2002 (3p5> — 4pBpo + po’)
(5.6)

Podemos ainda usar (5.6) nas relagoes (A.23) e (A.24) a serem utilizadas na
hidrodinamica relativistica:

Oe 2 Lo Me? - -
Vp = /)BVKa ) ] =d gv4pBV(V2pB) 3 (6,032Vp3 - 4popBVpB)
PBJ Po
(5.7)
e

dp 0 Oe B gv? 0 Mcﬁ( ,0pB 0pp
2 ()] b

5.1.2 1II - Matéria hadronica a temperatura finita em
uma densidade baridnica arbitraria

Este sistema é descrito pela QH D modificada em temperatura finita dada
por (4.78):

2 2 *\3 *\4
gv 5 Mg 2 (M—M) (M—M)
= M— M b
c73 v P 2952( )yt 3953 e 4gs* *

9v2 =
+d 4pBV2
my

/d3k h [ng(T, v) + 7g(T, V)] (5.9)

Como nao hé nenhuma condlgao de saturagao, os calculos de (A.23) e (A.24)
sao diretos:

= [ Oe _gv 2 V2
Vp=psV|{5—] | = 2,OBV,OB + d 4/)BV(V ) (5.10)
[\9pB ) |

op 8’(&)’_9& Opp

op O gV 0 2
ot~ PPot|\ops ) |~ m2"" on AP B&t(v pz) (5.11)
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5.2 Equacao de KdV na matéria nuclear

O procedimento de obtencao da equacao de KdV envolve a combinacao da
versao relativistica da equagao de Euler (3.55):

o (-1 (@ N @) (5.12)

ot T 'ox ~ (e+p) \OX Vot

com a versao relativistica da equagao da continuidade (3.56):

0 0 0 0 0
(e SR an (G ) <0 620

ambas no caso unidimensional: ¥ = vX, sendo X um versor na direcao da
coordenada X, relacionada com 7 através de:

0= X =2z caso linear ou cartesiano
n=4 1= X =r -casoradial cilindrico (5.14)
2= X =r caso radial esférico

Porém, (5.12) contém os termos

o Op

0X ot
que necessitam de (5.7), (5.8), (5.10) e (5.11) escritos em uma dimensao
resumindo todos as situagoes dadas por (5.14). Para tal, basta escrevermos

o gradiente e o laplaciano de pp nos casos unidimensionais descritos por
(5.14) nas seguintes formas:

Vps — % caso linear(n = 0)

- 0
Vo — % caso radial cilindrico e esférico(n = 1,2)
r

=2 *ps
Vipp — g2 C2%0 linear(n = 0)
x
- 10 o
Vipp — —% 8,02]3 caso radial cilindrico(n = 1)
r or r
- 20 02
Vipp — —% 8sz caso radial esférico(n = 2)
r or r
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que resumidamente sao escritos como:

- 0
- n dpp | Opp
Vs = X ox T axe (5.16)

Substituindo entao (5.15) e (5.16) em (5.7) e em (5.8) (na situagao 1)):

I _ g9 i(ﬁ% 8%3) Mcs2<6 205 %)

X~ “myi"Pax \Xax T oxz) " 2p2 VPP ax  PPEGX
(5.17)

dop g’ 8<77 dpp 82p3> M082< ,0pp 8p3)

P _ A o085 _ 9PBY (5.1

o~ i a\Xax T axe) o \6rr g ~ AT ) (5:18)

e substituindo também (5.15) e (5.16) em (5.10) e em (5.11) (na situacdo
1)):

op  gv* Ops g O (77 dpp 02/)B>

X~ mp2"Pax T aPax \Xax T axe (5.19)
e

dp  gv* Ops gt 0 (77 dpp 82p3)

9P _ 9 (1 9ps 2

ot~ mPP o T e \xax T axe (5.20)

Notamos que podemos distinguir as situagdes I) e I1) essencialmente pela
escolha de temperatura nula ou temperatura finita respectivamente. Sendo
assim podemos reescrever (5.17) e (5.19) na forma:

dp . Ops 20pB
ax 9Py TGy

n dps , n Pps 3303)
_ N9 1 21
+°"’)B< ox Txoxz T oxs) 2

e reescrever também (5.18) e (5.20) como:

o _ 4, 008 g 2005 [_1% 22(%) 2(8%)
ot~ PPy T g ters| — 5ty Yy e \ax ) T o\ axe
(5.22)
onde 1o
3Mcs® T =0
P = po? 2
{o T+0 (5.23)
_2Mcs2 T =0
= , PO 5.24
Pt 24
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9\/2

my

w=d T=0eT#0 (5.25)

4

Finalmente podemos escrever a equacao de Euler numa forma que contém
todas as situagoes dadas por (5.14) em temperatura nula e finita, através da
substituigao de (5.21), (5.22) e da relacao de Gibbs (A.17) em (5.12):

R C 2 { o

o ox T (uppp +Ts) | 0X

P ps dpp dpp n ,0pp  n 0 (dpp\, O (Ppp
oo ) 5 2]

dpp n Ops | 1 Pps
Ppn B _ 0 ers
* pBax“”( X2ox T X ox?

_|_

0X3 X2 90X X 0t\oX 0X?2
ou melhor:
ov ov o (U2—1)pB 8pB 8pB 83pB
9t " '8X  (upps + Ts) (@on+0)( G +o ) e gt

It \ 0X? X X ox? Yo\ ax

Agora podemos iniciar o procedimento mencionado no capitulo anterior
)
que chamamos de “expansao além da linearizagao” para obtencao da equacgao
de KdV.
A primeira etapa consiste na mudanga das variaveis de densidade barionica
pp € da velocidade v para variaveis adimensionais:

9 (Pps n (Ops . ,0ps n(0°ps 0 (Opp
+v—< )]—wﬁ<—+v2—)+wy< + ( ) (5.26)

p=L8 p=— (5.27)

Substituindo entao (5.27) em (5.26) temos:

00 L 06 (e —pop(,. . op o 0
S A, S = 00— (I) JR U—
St aX T e+ Ts) | popm)p"(ax T ”at) +“p°{ax3+

L0 (07D ap 2 Op *p L0 (0p
+csv—< P )} —wpo%<—p +082v2—p> +wpo%<—p +csv—<—p>}

ot \0X? 0X 0X 0X? Ot \0X
(5.28)
e também (5.27) em (5.13):
o [0p 0D . 0p P (00 O
1— 82 2 <_ sP =<~ sU=~ s_> 82 <_ S —) = 2
(1—cs"07) 8t+can+cv8X+ncX +eg“0p 8t+cvﬁX 0 (5.29)
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A segunda etapa é a passagem para o espago (§{ — 7) como em [21, 23, 81]:

X —
é-: 0_1/2( Rcst) ’ = 03/2% (530)
que geram os operadores:
0 a2 9 0? o 0? 03 o312 §?
9X R 0 ° 0X® RPOE ' 0X° R oE
9 o o2 9 03?0
= = — 5.31
ot R o R or (5:31)
e também os termos:
1 3/2 1 3
e L A (5.32)
X (R¢o+ R7) X2  (Réo + Rt)?
Vamos considerar apenas o caso em que:
7> &0 quesignifica  2cit > X (5.33)
que, em (5.32), implica em:
1 o2 1 o3
S S = .34
X Rr ° X2 (Rrp (5:34)
Usando (5.30), (5.31) e (5.34) em (5.28) temos:
(- el R00 | el 00 | 2T (%)( +Ts) =
R o6 R or "% U R g) rerd
1/2 9p Cs 1/2,U ap 3/21) ap
— (.27 — 1)pop! (@ ( op )
(cs™0 )pop{( pop + 9)po\ 5 %€ R o = 5

i [ﬂ?@+( e’0'2, 0 | el 8)1@}
“P0| "R aes R ‘oc T T R "or)RPoe?
—w 0o’ <i/2@+620201/23p)
P RE\R o¢ R o€
3/2 8%p 1/2 o 3/2 o 0.1/2 95
no i_p . CsO CsO o —_p
My [RQ g2 T ( R % R (97)( R ag)” (5:35)
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que multiplicada por

R
c 201/

assume a forma:

o ov 00 .
<_ : - 2V (uppop + Ts) =

8_£ + O'E + U8—£>
N . . 1 0p .0p op
= (¢,20? — 1),00,0{((I>p0p + ¢)po<?a— va—S + O”U—)‘l—

o Bp .0 0N o 0%
+wpo[ + <—v—+av—) }

cs2R2 O¢3 0& or) R? 9¢?
3 A A
Copy 1 (L 0P Az@>
“W%Rﬂ2Qﬁa§+”a§*_
3/2 1/2 82 o o 01/2 dp
no 0
TR {cgfzag2+‘< Yae T )(43 8£>}} (5.36)
Agora, usando também (5.30), (5.31) e (5.34) em (5.29) encontramos:
1/2 dp ¢, o3/2 ap ol/2 b ol/2 aﬁ pU03/2
1 - 82/\2 <_ CSO’ _p a S sV 5~ 7)
N A I e L T
1/2 o 3/2 % 1/2 )
9. cs0 /200 c0”® 0 AN
+cs vp( 7 0§+ 7 or + ¢ 7 05) 0 (5.37)
que multiplicada por
R
o0/
assume a forma:
. ap 8p 00 8p poo
R R
(1 — ¢s"0%) o€ +o —I— 85 +0 € +n +
00 00 00
255 _— —_— —_— =
—msw< %5 -+%%) 0 (5.38)

Na terceira e ultima etapa, expandimos (5.27) em torno de seus valores de
equilibrio (ou referéncia):

p=1+op +’py+... (5.39)
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b =ocv +0%vy + ... (5.40)
0) em

Entao usando (5.39) e (5.4 (5.36):

9 9 ;
— —(ov; +0*va+...) +o=—(ov, + 0Pvg +...)+

0& or (

+(ovy + vy + . ovy + oty + .. .) | %

gl
x[uppo(1+op1 +0’pa+...) +Ts] =
= [e?(ovy + 0%y +...)* = 1po(1 +op1 + 0%ps +...)x

10
x{[@po(l—l—apl+02p2+...)—|—¢>]p0 68—20—§(1—|—0p1+02p2+...)+
2 9 2
—(ovy + 0o vg+...)a—€(1+0p1+a P2+ .. )+
+0(ov; + 0%vg + ... )E(l +opL+0%py+ .. )}—l—

o O ) 9,
+wpo —(1+o0p +0°py+ .. )+[-(0’U1+0’Ug+...)——|—

2R 063 0
to(ov, + c%vy + ... 318_1+0p1+0p2+ )+
8 R? 9¢?
o3 11 0
—WpOUZ—TyLz%ﬂ*'UPlﬂLU p2+...)+
0
+(ovy + 0%y +...)? a5(1#—0p1+0 P2+ .. )]+
N2 gl2 o2
WP { 2R8§2(1+0p1+0 p2+...)+

0
+[— (ov1 + 0?0y —i—...)a—g—i-

o172
+(ovy + vy + . )aag] ( 7 885>(l +op1+02pa+ . )]} (5.41)

Desprezando os termos proporcionais a ¢™ para n > 3, temos:

( oy 50Uy 8211 5  Ov

_08—5_0 A e 57 +o%v a€>(ﬂBPO+NBpOUp1+TS)
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o dp1  o* dps dp1
= (—po — ﬂoUpl){[(I)m(l +op1) + ¢]Po<?a—£ + 20 o’v € )+

+ o’ Fp
Wpocssz 0&3
ou ainda:
8@1 2 8v2 8@1 2 81}1 HUBPo 2 8@1
—0— —0"—+o0 +ovnM—r — =0 p1——+
I I (TP S T:

(Ppo + ¢) 2(i%+‘72 dpa aﬂl>+((®00+¢) 00202 aﬂl+

(spo+Ts) " \e2o¢ "2 o 7 "o wepo + T's) ¢ o
i Ppy’ Po2 o2p Ip 4 wpo® 0,23301 —0
(ppo + T's)cs? ¢s? a3 (uppo + Ts)cs2R? - O&3

que reunindo os termos de ordem o:

O'{ 8’(]1 X ((I)p(] + (b) p02 %} X 0_2{ 8’(]2 81)1 81)1

et Tuget

3¢ " (uppo+Ts) c? € 3 O
__HBpo ,01% (Ppo + ¢) Po2 dpa (Ppo + ¢)Po 3ﬂ1 9
(kBpo+Ts)" O (quo T Ts)¢2 06 (jppo+ Ts) " O
L (@ t+d) p 8p1 Ppy’ L) 1
(1Bpo + TS) 2”06 (uppo+ Ts)cs? o
wpo® > pr .
T it To)c2TE 360 } =0 (5.42)

que é a equacao de Euler no esquema de “expansao além da linearizacao”.
Para chegarmos em uma forma semelhante para a equacao da continuidade
substituimos (5.39) e (5.40) em (5.38):

0
[1—032(001+0202+...)2]{ 85(1+0p1+a p2+ .. )+

+U§(1+0p1 +a?pat . )+ (L+op+a’pa+ .. )a§<UU1 +0%vg + .. )+

0
1+opr+a%py+..)+

+(O’Ul—|—0'2’02+ )8§<
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14+0p 4+ 20+ ... ) (v, + 209+ ... )o
+77( p1 P2 7)( 1 2 )}jL

0
e (ovy +o*vy + .. )1+ 0opr+0py +..) [ — a—g(avl + 0%y + .. )+

0 3}
+a§(av1 +o%vy+...)+ (o + vy + .. .)a—g(avl + 0%+ .. )} =0 (5.43)

Novamente desprezando os termos proporcionais a ¢™ para n > 3 obtemos:

O 200 000 Ov a0V g O 0P e
085 o ¢ +o 8T+08£ +o ¢ +0p18§+UU18£ +O’T}T+

0 0 0 0
—l—csz(avl + 0'21)2)(1 +op1 + U2p2) ( — 08151 — 028152 + 02% + 021)18151) =0

ou ainda:

Ip1 2 dpa 2 Op1 on 9 0vy 9 ovy

Opl U1 8211
2 2 2.2 _
+o Ul_@ﬁ +o 7]—7_ o°cy Ul_@g =0

Agrupando os termos em poténcias de o encontramos:

{ O avl}+U2{—%+%+%+pl%+vl%+n%—cs2vl%}:0

(5.44)
Agora temos um sistema de duas equagoes dadas por (5.42) e (5.44) que

estao na forma:
a{...}+02{...}:0

e como ¢ é um parametro de expansao pequeno, resolvemos o sistema igua-
lando cada chave a zero:
{ - } 0

em (5.42) e em (5.44). Dos termos proporcionais a ¢ em (5.42) e em (5.44)

temos: 9 (<I> ¢) 2
U1 Po + pPo” Op1
+ RN el 5.45
9 (uppo+Ts)cs? 0§ (545)
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dp1  Ovy
S Ed | 5.46
o€ " oe (5.46)
respectivamente. De (5.46) temos:
U1 = P1 (547)

que substituida em (5.45) nos leva ao vinculo

(Ppo+¢) po*

=1 5.48
(1Bpo +T's) ¢s? (548)
Analogamente, dos termos proporcionais a 0 em (5.42) e em (5.44) temos:

_Ovr  Ouw  Ovi
oc " or o

_ BBPo pl% (Ppo+¢) po®Ips  (Ppo +¢)pozvl%+
(mBpo+Ts)" 0 (uppo+Ts)cs® 96 (uppo+Ts) O
(P té) po O Epo’ Op1
(spo+ Ts) ¢ 08 T (uppo + Ts)e2" ' 0€
wpo” & p .

o T 36 0 (5.49)

e
8p2 8p1 8’(]2 8’(]1 8p1 U1 2 81)1
B e Ty 5.50
8§+8T+8§ +'018£ +v185 +nT c “185 (5.50)
respectivamente. Substituindo (5.47) em (5.50) encontramos:
0pa 0vy ops 2 Op1 P1
2 TP 9 9y g 51
Agora, substituindo (5.47) e (5.48) em (5.49):
dvy  Opy dp1 KUBpPo dp1  Ops s Op
2 e - PP T T et
o or Y ae T (umpo + Ts) " oe T e Y-
Ip1 opo’ Ip1 wpo” & py

1 on —0
o3 (Bpo + T's)es? "¢ - (Bpo + T's)cs? R? OE?
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resultando em

Op2 _Ova __Opv (g, 2

_ % 4 KBPo Ip
o€ 3 or

—+
PYoE T (uppo + Ts) ' 0€

" (uapo+ T9)e2 1”06 T (unpo + Ts)e? B2 0€°
Substituindo (5.52) em (5.51):

dpo” dp: wpo? > py (5.52)

Ip o O P1 Ip1 o Op1
USRI B et 2P g et
R e =i G N
HBPO % B {1 B Ppo } % B wpo® > p1
(ppo + 1) € (uppo + T)e2 1 06~ (uppo + T's)e?R2 03

e finalmente:

o 12, 2_(#300052 + ¢po®) 0 %+ wpo® > p npey _
ar |2 7 2(@po+d)pe? |7 0E | 2(Ppo + ¢)pR2] B 2 7

5.53
que ¢ a equagao do tipo KdV (vide (2.9)) na matéria nuclear para p;(§, 7).
E interessante passarmos (5.53) do espago (£ — 7) para o espago (X —t)
que envolve as geometrias dadas por (5.14). Para tanto, utilizaremos (5.30),
(5.31) e (5.34) resultando em:

6o_RO ¥ R 9 _ R I R I
o6 ol29X T 08 o320X3 T Or o3¢0t 0320X
e i (5.54)

7 ot
Substituindo entao (5.54) em (5.53):

2% T 2@t ot |VoRax

+ S5+

R dp R Op; 5 o (wBpocs® + ¢po?) R Op
o32¢c, Ot  03/20X

=0

N wpo? R &pr ' n R p
2(Ppo + P)po?R? | 03/20X3  20%%¢4 t

que multiplicada por
5/2

R
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assume a forma:

Ip1 op1  [5  5  (uBpocs® +dpo®)| 5 Op
o T T 2T T @p o |7 Pox T
2 3
wpPo 9 0 p1 n _p1
Rloco =t + 158 —
+[2(<I)p0 T qﬁ)pO?R?] 7Caxs 2%

ou de maneira mais simples, utilizando (5.25) que é o mesmo para 7' =0 e
T #0:

e,
2 2(®pg + &) po?

— T CGaiu t+ CsP1 v+

dp1 o 5 o (uBpocs® + ¢po®)]| . Op
ot 0X 0X

2 2 35 A
gvpo°cs &p1  mp
—— =0 5.55
+ [va4(®po + ¢)poz‘| 0X3 + 2t ( )
onde usamos
pr=o0p (5.56)
A equagao (5.55) é do tipo (2.2) mas com o acréscimo do termo
C %
"0X
que, conforme veremos adiante, contribui para o carater supersonico do pulso
solitonico quando d > 0 e subsonico quando d < 0.

5.3 Equacao de KdV na QHD pura

Na obtengao da equacao de KdV em temperatura nula as expressoes (5.7) e
(5.8) nos dizem que a quantidade relevante é ds/0pp que esta envolvida no
célculo do gradiente e derivada temporal da pressdo. Entao usando (4.93),
a hipétese da independéncia das variaveis do capitulo anterior e a expansao

(5.2), encontramos:
=07 (35,) ] -
PB)

Meg?

200

_ gv’ (o2
= 2m‘/4pB ( PB)+

(6p326p3 — 4p0p36p3) (557)
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9 _ 010 _
ot~ "ot |\ops) | ~
2 2
gv 0 Mec, ( 20pB apB)
= 2V hp— —4 _FB
2my PP Bt apo? 0P8 5 — Apors g,

J& para temperatura finita, usamos (4.94) e nesse caso de maneira direta
notamos de (5.10) e (5.11) que

(V?05) + (5.58)

Oz 9V2 gv2 =

R 2
95 mv2pB + 2mV4V B (5.59)
e conseqiientemente:
= [ 0\ | gv* = g’ = (2
Vp=psV || =— = \Y V(V 5.60
P =pB _<5PB>8_ mv2pB pB + 2mv4pB ( pB) ( )

op O [[foe\] g® Ops g 0 =
T /)Ba _<%>& = mv2pB ot + 2mv4p3a(v PB) (5.61)

Refazendo todos os calculos usando (5.57) e (5.58) para temperatura nula
encontramos a equacao de KdV:
O P P ( 9v>po >83ﬁ1

—_ —_ — 2 A —_
ot + G ox + (3= e or + AMmy e, ) Ox3

=0 (5.62)

e de forma semelhante, usando (5.60) e (5.61) encontramos para temperatura
finita a seguinte equacao de KdV:

0p 0p 2my 2 0p .\ 0°p
ﬁﬂtcsﬁ%— 2—082—7%90 v csﬁlﬂ%— < P1
29v2po ox dmy? ) Ox3

o & =0 (5.63)

Com as equagdes (5.62) e (5.63) concluimos que a QH D com ligeira mo-
dificacao no tratamento da M F'T comporta solitons sem que se mude sua
lagrangiana com o termo-d.

5.4 Equacao de KdV alternativa

Lembramos as duas maneiras estabelecidas no capituo 4 para aparecimento
da equacao de KdV na matéria nuclear:
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1) conservando a teoria original e mudando o esquema de aprorimagoes
usadas para tratd-la;

2) modificando a teoria original com a inclusao de novos termos na la-
grangiana,

Encontramos equagoes de KdV com o coeficiente do termo de terceira
derivada com termo-d dadas por (5.55) e sem o termo-d dadas por (5.62) e
(5.63).

Apresentamos agora de maneira qualitativa as equacoes de KAV em tem-
peratura nula e finita conforme em nosso trabalho mais recente [38], numa
forma que combina 1) e 2) resumida por: Modificar a teoria original com
a inclusio do termo-d e mudar o esquema das aproximacgoes conforme na
ultima secao.

O que observamos neste novo esquema de calculo “hibrido” para a den-
sidade de energia é a troca de d por d 4+ 1/2, ou seja:

e (d + %) (5.64)

Essa mudanca se “propaga” em todos os resultados se refizermos todos os
calculos deste capitulo para obtencao da KdV no que diz respeito ao esquema
com uso do termo-d, ou seja, encontraremos as mesmas expressoes, porém
com o fator d + 1/2 no lugar de d. Entao basta usarmos (5.64) nas equagoes
de KdV que contém termo-d.

O termo “KdV alternativa” no nome desta se¢cao é uma maneira de a-
presentar (5.64) que inclui inomogeneidades nos campos vetoriais e também
o termo-d. Tais inomogeneidades agora presentes na estimativa de V[ nos
fornece (4.92) modificada na forma

— 9gv gV =2 gV =9 gv
Vo = mvng + mV4V PB — d—mvﬁv {&L@“(pB)} — dmv4auau(pB) (5.65)

ao invés de (4.37) gerando (5.64) nos resultados finais.
Resumindo tais resultados de [38] encontramos:

A A 2 3/\
%+csa—$+(3—cs2)csﬁl%+(d+1)( v_Po )8pl:0 (5.66)

ot 0 2/ \2Mmy e,/ Ox?
e
dp1 p1 o HpCsSmyt\ . 0Py ( 1) cs \Ph
o, Cr 2— s T T a5 9 _ sHP1™ d . =
ot e ox + ¢ 2912 po P or A 2/)\2my? ) 0x3
(5.67)
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Observamos em (5.66) e em (5.67) que com a escolha d = —% temos
as equagoes de quebra de onda para perturbacoes em pg. Se d + % > 0
encontramos a KdV usual com solucao solitonica supersonica e se d + % <0
encontramos a KdV com ondas de rarefacao subsonica como solugao. Para
d = 0 temos as equagoes de KdV (5.62) e (5.63). A escolha de d ajusta a
situacao desejada e envolve as outras situagoes.
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Capitulo 6

Solucoes da equacao de KdV

6.1 Introducao

J& mencionamos no Capitulo 2 qualitativamente as condicoes e os métodos
em busca de solugoes da equacao de KdV e suas variantes. Neste capitulo
apresentaremos as solugoes exatas detalhadas para alguns casos e também as
solucgoes aproximadas e condicoes iniciais para estudo numérico das equagoes
diferenciais que encontramos.

6.2 KdV linear

6.2.1 Solucgao analitica

A equagao (5.55) com 1 = 0 de acordo com (5.14) ¢é a equagdo de KdV linear
modificada no espago = — t:

A~ A~ 2 2 A
ot ox 2 2(Ppo + ¢)po? oz
2.2 3 A
gv“po~Cs 0°p1
+d =0 6.1
[2mv4(¢po + qb)po?] o3 (6.1)

Esta equagao possui uma solucao particular tipo séliton, ou seja, um pulso
bem definido se propagando sem alterar sua forma e velocidade de propagacao.
Apresentaremos agora a solucao detalhada neste caso.

89



Tal solugao é obtida pela imposigao de:

pr = pr(x)
com
X=z—ut

onde u é a velocidade de propagacao do séliton. Verificamos que:

9p1 dp
— = 2
ot udX (6:2)
O _ dpy

PFp _ A,

= 6.4
01'3 dX3 ( )
substituindo (6.2), (6.3) e (6.4) em (6.1) encontramos:

Cs” — Csp1——+
2 2(®po + D)po? | dx
2 2 35
gv=po”cs d”py
+d =0 6.5
[27”\/4(@00 + ¢)Poz} dx’ (65)
que integrada em relacao a y fornece:

Cs—+
2 2(Ppo + ¢)po> | 7 2
2,2 2 A
gv=Po~Cs d“p
+d +C=0
[27”\/4((1)00 + ¢)P02] dy?

onde C' é uma constante de integragao. Integrando a ultima equacao em
relacao a p; obtemos:

. ) o (uBpocs® + ¢po?®) | p3
(cs—u)p+ |z — ¢ —

)

(cs—u 5

+ F _ o (pBpocs® + ¢002)] sﬁ_?jL

cs® —

2 2(®po + ¢)po? 6

—|—d[ 9v2P02Cs ] dzﬁl
2my(Ppo + ¢)po? dy’

dpr+
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+Cp1+D =0
com D sendo outra constante de integracao. O termo
d2

dx 2dp1

pode ser reescrito como:
d*p d*py dp dp 1 /7dp1\?
hin= [ = [ () ()
T2 dx 2\ dyx
com E sendo outra constante de integracao. A equagao (6.6) pode ser rees-

crita na forma:

[5 2 (MBPOCS2 +¢Poz)] Pl+

A2
P1
Cs—U)— + |z —C" —
( ) 2 2(®po +d)po? |6

2
gv-pPo Cs dﬁl 2
+d (22)+
l4mv4((1>po + qﬁ)poz] dx
+Cpr+D+F =0

(6.7)

onde a constante F' é dada por

2 2
gv_Po Cs
F=Fxd
l4mv4(®f)o + ¢)P02]
Impondo as condigdes solitonicas para p;(z,t) em (6.7)

ﬁl_)o )

quando |x| — oo, encontramos D + F' = 0 e escolhemos C' = 0, uma vez que
o soliton é uma solucao particular da equacao de KdV. Com estas escolhas

(6.7) se transforma em:

gv2po’cs ] (@)2
Amy(Ppo + ¢)po? | \ dx
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= (u — cs)ﬁ% - [5 — ¢ — (pBpocs” + ¢Poj)]csﬁ_?
2(®po + ¢)po 6

ou seja:

dp . N
P = Lp1far — asir (6.8)

dx
onde usamos por facilidade de notacao:

_ 2my " (Ppo + ¢)po”(u — )

= 6.9
“ dgv?po®cs (6.9)
¢ 1P 2 2 2
2 5 s
= my*( p02—|—2¢)p0 [_ _el2— (1BpocC +¢Po2 )] (6.10)
3dgy*po 2 2(®po + &) po

Reescrevendo a equagao diferencial (6.8) temos:

dpy

— i
— dpiSo — = i/ :/d 6.11
e e e )

Impondo a solugao solitonica

o= pi(0) = Lsech?(0) (6.12)

&%)

temos 5 1o 5
dpy = 20 senhl0) 200, 6) sech?(6)d0 (6.13)

ay cosh3(0) an

Substituindo entao (6.12) e (6.13) em (6.11) temos:

tanh(0) sech®(0) _
2/ sech?(8)y/aun[L — sech?(6) = / R

Usando a relacao 1 — sech?(0) = tanh?(0) obtemos:

2 &)
jF\/OTl/d@:/dX — Hzi\/;(X_XO)""HO

Escolhendo o sinal positivo e as constantes yo = 6y = 0 e lembrando que

X = « — ut temos:

0= (x — ut) (6.14)

“[5
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que substituida em (6.12) nos d4 a solugao solitonica de (6.1):

Ja
p1 = pi(x,t) = M sech? [—1(5K — ut)] (6.15)
(6) 2
De (6.9) notamos que a velocidade u é supersonica por causa do fator
(u—cs) > 0 mno caso d > 0 e subsonica no caso d < 0 pois assim (u — ¢,) < 0.
O fator (u — ¢,) surge por causa do termo

* Ox

em (6.1) contribuindo nos termos:

de (6.5), ap6s a imposigao de que a solugao deve ser uma onda com velocidade
de propagacao u.

6.2.2 Dois casos de interesse

I) Matéria nuclear a T = 0, com densidade barionica de equilibrio py e
saturacao.

Nesta situacao temos do vinculo dado por (5.48): up = M .

A equacdo (5.55) e sua solugao exata (6.15) usando (5.23) e (5.24) s@o
dadas por:

op Ip1 oy~ Op1 < 9v°po )83/51

et e+ (B3 =) esp— + d =0 6.16

ot te ox (B —e)eshn ox * 2Mmytes) Ox3 ( )
e

. 3(u — ¢) o[ my? [(u— cg)esM

t) = ——sech —ut 6.17

prlant) = 2| [t ) e

respectivamente.

Se todo o estudo fosse feito na hidrodinamica nao-relativistica, ou seja,
se partissemos das equagoes (3.21) e (3.25), encontrarfamos

O 9p p 200\ 9%
ﬂ+csﬂ+3csﬁ1ﬂ+d< Jv_po ) PL_yp (6.18)

ot ox ox 2Mmy*e, | Ox3
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e sua solucao dada por

(u — cy) coch? [mv2 (u — c5)esM
Cs gv 2dpo

p1(x,t) = (x — ut)] (6.19)
conforme em [34, 35, 37]. Tomando o limite niao-relativistico dado por ¢ — 0

e conseqiientemente (3 — ¢,?) 2 3 em (6.16) e em (6.17), elas se reduzem as
equagoes (6.18) e (6.19).

II) Matéria hadronica em T # 0 descrita em uma densidade barionica
arbitrdria.
O vinculo dado por (5.48) resulta em

gv’po _ < Ts> (6.20)

my2cg? #e o

Novamente, a equagao (5.55) e sua solugao exata (6.15) sao dadas por:

0p 0p 2my? 0p R ?p
ﬂ+csﬂ+<2_cs2_w>cﬁﬂ+d< ¢ ) p1:0(6,21)
T

ot o 20v200 ) 7t o 2my2 ) Oa3
€
(1) = S ) (5 o pmei a2 [l cIm? L P
T = —cs” — sec r—u
pILe Cs 29V2P0 2dcs

onde usamos (5.23) e (5.24).

6.2.3 Sobre a largura dos solitons

Em colisoes proton-nicleo com a eventual formacao de um séliton, a largura
A do soliton é um parametro crucial, se ela for da ordem do raio nuclear Ry,
ou seja, A = Ry, a energia do projétil sera absorvida pelo nicleo como um
todo e o efeito de transparéncia nao ocorre. Se A << Ry, hd uma grande
localizacao do pulso de energia e o efeito pode ocorrer.

Observando o séliton (6.17) da KdV linear em temperatura nula (7' = 0)
vemos que sua largura é dada por:

av 2dpo
my?\ (u — cs)es M

A(r=0) = (6.23)
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J& para o séliton (6.22) em 7' # 0 encontramos a largura:

2dc,

—(u - (6.24)

A(rz0) =

Nas duas situagoes A é inversamente proporcional a velocidade do pulso

u, na raiz quadrada. Como o pulso é produzido por um projétil podemos

aproximar u pela velocidade do projétil, que é bem conhecida se soubermos
sua energia I/ e seu momento p. Temos entao:

P D
E PP+ M2

Por outro lado, observando os solitons (6.17) e (6.22) junto com a ex-
pansao (5.39):

12

u

p—B: A:1+ﬁ1—|—
Po
vemos que a perturbacgao p; deve ser menor do que 1 para que tal expansao

faca sentido. Uma vez que
0< sechﬂ...] <1

é necessario que o fator presente nas amplitudes dos solitons

U — Cg U — Cg

satisfaca <1

Cs Cs

e entao temos u < Uper = 2¢,. Sendo assim temos um valor maximo para o
momento do feixe incidente dado por

 2eM
Pmaz = /71 — 4032

Utilizando os valores da Tabela I no capitulo de matéria nuclear em tempe-
ratura nula encontramos:

(6.25)

Pmaz = 3TIMeV e Upay = 0,37 (6.26)

onde Uy, ¢ um valor maximo para a velocidade do pulso solitonico mediante
Pmaz Para d > 0.

Notamos que para d > 0 temos a situacao solitonica supersonica com
u > ¢, e para d < 0 a rarefacdo subsonica com u < c¢,, uma vez que d
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determina o sinal do coeficiente do termo de terceira derivada da equacao de
KdV. Este raciocinio vem da analise do sinal de d em (6.17), (6.22), (6.23) e
(6.24).

Vale ressaltar que no caso de temperatura finita nas expressoes (6.22) e
(6.24) sabemos que

—1
SO 1C5 42 o W
° 2gv2po

Na Tabela IT apresentamos os valores da largura A calculados com (6.23)
para momentos do feixe incidente correspondentes a velocidades entre c; e
2¢, para situacao de soliton supersonico com d = 1.

p(MeV) (% )\(T:O)
200 0,208 | 2,146
210 0,218 | 1,810
220 0,228 | 1,596
230 0,238 | 1,444
240 0,248 | 1,329
250 0,257 | 1,239
260 0,267 | 1,166
270 0,276 | 1,104
280 0,286 | 1,052
290 0,205 | 1,000
300 0,304 | 0,967
310 0,314 | 0,933
320 0,323 | 0,901
330 0,332 | 0,874
340 0,340 | 0,849
350 0,349 | 0,826
360 0,358 | 0,805
370 0,367 | 0,786

Tabela II: Céalculo das larguras dos solitons em fm.
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6.3 Solucoes numéricas da KdV linear

6.3.1 Temperatura nula

a) Escolhemos u = 0,3 que de acordo com a Tabela II nos d4 uma largura

do soliton Air—gy = 1fm, no caso em que d = 1.

Usando (6.17) como

condigao inicial de (6.16) e resolvendo-a numericamente encontramos as cur-
vas mostradas na Figura 6.1 .

0,7 5

0,6 -

0,5 1

0,4 -

o>

0,3 -

0,2 +

0,1

KdV linear a

T=0 MeV e u=0,3
—1t=0fm
- --1t=3fm

0,0

15 20 25 30
x (fm)

Figura 6.1: Solugao exata como condic¢ao inicial.

Ou seja, a solugao exata é de fato um pulso solitario estavel se propagando
sem dissipacao ou dispersao.
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b)Podemos multiplicar a condigao inicial por um fator qualquer. Quando
“erramos” na condigao inicial, como por exemplo, ao multiplicar (6.17) por
10, encontramos as curvas apresentadas na Figura 6.2 .

10
KdV linear a .
T=0 MeV e u=0,3 {
T . h
com 10c.i. W
8 - t=0 fm :l '
---t=3fm " :
6 g
A "
P, i .
4 - >
2- ¥
0 } k J \ '
0 40

x (fm)

Figura 6.2: Séliton exato multiplicado por 10.

Observamos a decomposicao do pulso inicial em uma seqiiéncia de pulsos,

onde o maior soliton val a frente .
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¢) Repetimos agora o exercicio mostrado na figura 6.2, porém multipli-
cando a condigao inicial (6.17) por 15 e encontramos:

KdV linear a
149 | T=0 MeV e u=0,3
1 com 15c¢.i. ,
12 - t=0 fm :
---1t=3fm "
— e n
10 - t=8 fm
p 8-
6 -
4 -
g )\
O I ' I J \ I

25 30 35

Figura 6.3: Séliton exato multiplicado por 15.

Agora observamos mais pulsos e estes sao formados antes em relagao a
Figura 6.2 . Das duas tltimas figuras notamos que pulsos de maior amplitude
se propagam mais rapidamente.
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d) Como ilustragdo de uma situagdo de pulso de rarefagdo, vamos usar

(6.17) como condigao inicial de (6.16) mas com d = —1, entao:
op dp1 o~ Op1 ( 9v°po )53,61
b=+ (3= N egp— — =0 6.27
ot te ox * €7 )espr ox 2Mmytey ) Ox3 ( )
com sua solucao exata:
A 3(u— cs) o[ my? [(cs —u)esM
t) = ——<sech —ut)| <0 6.28
prlant) = 20| 2 [0 (629

Resolvendo (6.27) numericamente com a condigao inicial (6.28) esco-
lhendo Ar—g) = 1,16 fm, encontramos as curvas da Figura 6.4 .

0,0 +——T—

-0,1 4

-0.24 | KdV linear a

A
P, T=0 MeV e u=0,1
rarefagdo subsénica
-0,3 t=0 fm
---1t=3fm
----- t=15 fm
04 —1t=45fm
-0,5 -

Figura 6.4: Pulso de rarefagao como condigao inicial.

Neste gréfico observamos o mesmo tipo de fendmeno mencionado em [23].
Nesta situagao u < ¢, e portanto a rarefagao é subsonica. Isso é uma con-
seqiiéncia do coeficiente do termo de terceira derivada espacial ser negativo.
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e) Fazendo d = 0 eliminamos o termo de terceira derivada em (6.16) e
encontramos a chamada equagao de quebra de onda. Impondo como condicao
inicial (6.17) (com d = 1) temos as curvas encontradas na Figura 6.5 .

1,4 -
1,2 - KdV linear com d=0
T=0 MeV e u=0,3
quebra de onda
1.0 t=0 fm
7 ---t=3fm
6\ 084 | ----- t=8 fm
‘ ——t=15 fm
0,6 —
0,4
0,2 -
0,0 . ' |
° > 20

Figura 6.5: Quebra de onda com sdéliton inicial.

Observamos a formacao do choque seguida da dispersao da onda.
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f) Novamente com d = 0, analogamente ao apresentado na Figura 6.5,
mas escolhendo a velocidade de propagacao u = 0,2 (u = ¢,) encontramos:

KdV linear com d=0
T=0 MeV e u=0,2
quebra de onda
t=0 fm
---t=3fm

0,2 5

o>

----- t=120 fm
—— =160 fm

Figura 6.6: Quebra de onda com soéliton inicial.

O interessante nesta figura é que para a situacdo u = ¢4 (¢s = 0,184)
observamos que o pulso inicial necessita de mais tempo para quebrar e dis-
persar, o choque ocorre mais tarde, e o perfil inicial é preservado durante um

intervalo de tempo maior.
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g) Ainda com u = 0,2 e d = 0, analogamente ao apresentado na Figura
6.6, mas multiplicando a condicao solitonica inicial por 10 temos os graficos

apresentados na Figura 6.7 .

KdV linear com d=0

T=0 MeV e u=0,2

quebra de onda com 10c.i.
t=0 fm

---1t=3fm

o>

20

0 x (fm)
Figura 6.7: Quebra de onda com sdéliton inicial multiplicado por 10.

Apesar de u = ¢, quando multiplicamos o séliton inicial por um fator 10,
antecipamos a formagao do choque e a dispersao da onda.
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h) Novamente com v = 0,2 e d = 0, analogamente ao apresentado na
figura 6.7, mas multiplicando a condicao solitonica inicial por 30 temos os
graficos apresentados na Figura 6.8 .

6 —
KdV linear com d=0 '
T=0 MeV e u=0,2 IR
4- quebra de onda com 30c.i.
t=0 fm
---1t=3fm
A |l t=5 fm
P,
2
U T
0 20
x (fm)

Figura 6.8: Quebra de onda com sdéliton inicial multiplicado por 10.

Quando multiplicamos o séliton inicial (6.17) (com d = 1) por um fator
30 antecipamos a formagao do choque e a dispersao da onda em relagao a
figura anterior onde o fator multiplicativo era 10.

6.3.2 Temperatura finita

Para estudarmos os efeitos de temperatura finita na propagacao dos solitons
e compara-los com a situagao de temperatura nula, utilizamos a equacao
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diferencial (6.21) com o potencial barioquimico efetivo fixo v = 900 MeV
mas com a condi¢ao inicial (6.17) (com d = 1) utilizando os parametros de
temperatura nula. A densidade de referéncia pg é calculada a partir de (6.20).
Sendo assim, variar a temperatura significa variar os coeficientes da equacao
diferencial, mantendo os parametros fixos da condicao inicial.

a) Escolhendo a temperatura de 30 MeV encontramos os resultados a-
presentados na Figura 6.9 .

KdV linear com v=900MeV
T=30 MeV e u=0,2
0,14 - ——1t=0fm
- - -1=90 fm
----- t=200 fm
0,12 - —-—-1=380 fm
1 | e t=520 fm
—t=600 fm
0,10 |\
A . |!
P, i
0,08 ! !!
| 'I I |
[} . | l
0,06 Y il
! n
o it
0,04 - o !
) 1!
! o
4 ¢ ! I
0,02 , .‘ ‘ : i ‘
/I v B ! !
) \ L . / \ .
0,00 T T T T T T T T T T T } T
0 20 40 60 80 100 120

Figura 6.9: Propagacao de um séliton a 7' = 30 MeV, com py = 0,0173 fm =3
e cs = 0,149.

Observamos que o séliton inicial preserva seu perfil inicial durante um
intervalo de tempo aproximadamente 200 fm. Depois observamos o surgi-
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mento de outro séliton, conforme o esparado: para condicao inicial qualquer
temos solitons e radiagao.

b) Analogamente, para temperatura de 80 MeV encontramos os resulta-
dos apresentados na Figura 6.10 .

1| KdV linear com v=900MeV
0,164 | T=80 MeV e u=0,2
4| —t=0fm
0,14 | - - -t=30fm
11 t=90 fm
—-—- t=150 fm
0,124 | oo t=200 fm
N t=250 fm 5
A O, 10 - — =300 fm ‘i .
P, | . i H
h I i
0,08 " it ¥
Iy | "
- o " H
0,06 - X ¥ 3
_ [ o I
I ‘ | ' H
0,04 - ' I i
I [ N
) [ P N
0,02 o /! o
] \ . \ s \
) / \ ‘l \ 3 s :‘ [}
\ S " / \- .-': / \
0,00 S L B S B R B |
0 20 40 60 80 100 120 140

x (fm)

Figura 6.10: Propagacao de um séliton a T' = 80 MeV, com py = 0,2fm =3
ec,=0,4.

Observamos que o fenomeno de surgimento do outro pulso e da radiacao
ocorre antes. O pulso inicial se propaga mais rapido e vai mais longe do que
o pulso da figura anterior.
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¢) Para a temperatura de 120 MeV encontramos os resultados apresen-
tados na Figura 6.11 .

0,16 — KdV linear com v=900MeV
T=120 MeV e u=0,2
i —1t=0fm
0,14 - - - —t=30 fm
l t=90 fm
—-—-1t=120 fm
L t=150 fm
d 0 e t=200 fm
0710 _ — =250 fm 5':
. b i
A N i i
P, 0,08 " i! 3
1 i ! 13
' ¥ T
0,06 : ! P! i
. I : i) i
. H ' 'I
0,04 — 1y D o
. ' P
1 " [ v
oy I l .'l '
0,02 - A
J ! \ ) ! [ . : |
1] \ . . ‘/ '\',' ' ::’
0,00 T - —  E— i T
0 50 100 150
x (fm)

Figura 6.11: Propagacao de um séliton a T' = 120 MeV, com py = 0, 54 fm =3
ec, =0,55.

Observamos também que o fenémeno de surgimento do outro pulso e da
radiacao ocorre antes. O pulso inicial se propaga mais rdapido e vai mais longe
do que os pulsos das duas figuras anteriores.
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d) Para o estudo do efeito da temperatura sobre a quebra de onda, basta
fazermos d = 0 e iniciarmos o estudo em temperatura de 30 MeV':

0,16 -
!
0,14 - | ‘
i
[
0,124 | f. \ KdV linear com d=0
$ i i v=900MeV
0.10 4 i H :l 4 T=30 MeV e u=0,2
’ b B ! quebra de onda
A ' oo NN t=0 fm
P 0,084 " (L T B L A - - -t=90 fm
L oo 3 -+ t=130fm
' eon —-—- =200 fm
0,06 - P N || t=250 fm
'l || " o : RTHEHT | (|| — =300 fm
P RN H --—-- t=360 fm
0,04 ~ b VAR RN -+ =+ t=420 fm
ro) oo ——1t=500 fm
rod T i
3 A
0,02 ,' e ',! H !
/ S / l 3 ;i
0,00 T T it T T . . .
0 20 40 60 80 100 120
x (fm)

Figura 6.12: Quebra de onda a T = 30 MeV, com py = 0,0173fm™3 e

cs = 0,149.

Notamos que a quebra de onda e sua conseqiiente dispersao ocorrem mais
adiante no espaco em comparagao com o observado na Figura 6.6 . O au-
mento da temperatura torna o pulso mais rapido e os fenomenos de quebra

e dispersao ocorrem depois.
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e) Aumentando a temperatura para T'= 80 MeV encontramos as curvas

da Figura 6.13 .

KdV linear com d=0
i v=900MeV
0,14 4 T=80 MeV e u=0,2 !
quebra de onda H
. t=0 fm :
- - t=30fm ’
0,12 <+« - t=00 fm H
| |- t=150 fm ‘
—1t=250 fm :'.
0,10 - .
p
' 0,08 !
|
]
0,06 - "
] |
[ |
0,04 . i
| ron
I h -
) ;o
0,02 - Do
0,00 T T ‘ T 2 T ‘\' T T T T
40 60 80 100 120 140
X (fm)

Figura 6.13: Quebra de onda a T = 80 MeV, com pg = 0,2fm 3 e c, = 0, 4.

Notamos que o pulso vai mais longe e a quebra de onda e a conseqiiente
dispersao ocorrem mais adiante em relacao a figura anterior.
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f) Finalizando o estudo do efeito da temperatura sobre a quebra de onda,
mostramos na Figura 6.14 a evolugao de um pulso num meio a 7' = 120 MeV .

0,14 4 KdV linear com d=0
v=900MeV
T=120 MeV e u=0,2
0,12 N quebra de onda
t=0 fm
: = = t=30fm
“ <+ - t=90 fm
0,10 P E | e t=150 fm
. —— =250 fm
A N .
p, 0,08+ n
N
i
1
0,06 - 1
1
1
1
0,04 — 1
1
[
0,02 - -
1o h
! \ . . :
\ : ", S L
0,00 L L A B B T T

T L B — 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
x (fm)

Figura 6.14: Quebra de onda a T' = 120 MeV, com py = 0,54fm=3 e
cs = 0,55.

O pulso vai mais longe ainda e a dispersao ocorre um pouco mais adiante
em relacao as duas ultimas figuras.
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6.4 KdV cilindrica

6.4.1 Solucao analitica

Mencionamos no Capitulo 2 que a KdV cilindrica possui solucao exata con-
forme mostrado em [64, 65, 66, 67, 68]. Fazendo n = 1 (de acordo com (5.14))
em (5.53) temos a equagao de KdV cilindrica:

Op1 15,2 (1ppocs® + ¢,002)] dp1 l wpo” ] Po, 1o
or |20 2(Tpo+d)pe? |06 T | 2(Dpo + d)po2R2| O
(6.29)
Ela é do tipo (2.3) e por conveniéncia vamos reescrevé-la como:
Iy 8,01 Pp 1 P
-—— =0 6.30
o Torige Thga t (6.30)
onde . ( 2 4 bped)
_ 2 (UBPOCs™ + Ppo
a= |- —c — 6.31
[2 2(®po + ¢)po® 1 (031
2.2
gv=pPo"Cs
=d 6.32
) lQmV‘l(@po + ¢)P02] (6.52)

A equagao (6.30) possui solu¢ao analitica exata pois torna-se integrével
mediante as transformacoes [64, 65]:

z 1
’ £ w0
w(z,
p1(§,7) = 20r  or (6.34)
Das equagoes acima segue que:
00 B
of "0z T 08 023
0
— 3 2 -
5= Cac o (6.35)
e também:
p1 = —% + w(? (6.36)
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Substituindo entao (6.35) e (6.36) em (6.30):

(€3 ) (= 5 vt

o (e (- o

—C2<—%+wg2> =0

ow ow Pw
5 ey, g =0 (6.37)

que conforme ja vimos possui solucao solitonica:

w(z,¢) = %secfﬂ [\/% (z — cg)} (6.38)

onde ¢ é a velocidade de propagacao do séliton no espaco (z — ().
Para retornarmos com a solu¢ao ao espaco (£ — 7) basta substituirmos
(6.33) e (6.38) em (6.34) para encontrar:

PET) = 5o o seon? [\/% (€~ Q)] =
3 2 3 | —
— % — ﬁseciﬁ[ %(f — c)} = % — ﬁ €Ch2{ S‘ﬁi(f - C)} (6.39)

Como ¢ é uma constante arbitraria escolhida para ser a velocidade de propaga-
¢ao de (6.38), podemos escolhé-la como

encontramos

c=—k (6.40)

com k sendo uma constante positiva. Entao temos (6.39) reescrita na forma:

p(6,7) = % + ;’—k ech? [\/8;(5 + k;)] (6.41)

que é a solugao exata de (6.29).

112



Entretanto, para conseguirmos a solugao analitica da KdV cilindrica (6.29)
no espago (r —t) temos que fazer n = 1 em (5.55), obtendo assim:

dp o 5 o (uBpocs® + opo®)| . O
R Rl EE Copr ot
ot or 2 2(®po + @) po? or

22S aSA 15
+[ gvpo’e ]pl o, (6.42)

_'_ . —

2mv4(<I>p0 + ¢)p02 or3 2t

que é uma equacao muito dificil de integrar utilizando transformacoes seme-

lhantes a (6.33) e (6.34) por causa do termo de primeira derivada espacial

proporcional a ¢s. Vamos entao encontrar sua solugao exata usando (5.30)
com n =1 em (6.41), obtendo:

/61 (Tv t) =

(r—ct) 3kR ) LR rol/?
2ac,t 2ozal/2cst860h 860’3/20315[ R (T_Cst)%} (6.43)

que ¢ uma expressao dependente de algumas constantes: R, k e o. E in-
teressante encontrarmos algum vinculo entre elas ou com algum parametro.
Substituindo (6.43) em (6.42) para verificarmos a validade da solugao, obte-
mos a relacao

R%c, = 1fm? (6.44)

que deve ser satisfeita. Isso nos define, por exemplo:
0,1<¢,<0,9

resultando em

3,16 fm > R>1,05 fm

Vale lembrar que p; = op; e a e 3 sao dados por (6.31) e (6.32) respec-
tivamente. As constantes o e k sao adimensionais e devem ser escolhidas
apropriadamente.

6.4.2 Dois casos de interesse

I) Matéria nuclear a T = 0, com densidade barionica de equilibrio py e
saturacao.
Lembramos que o vinculo dado por (5.48) resulta em ug = M.
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A equacao (6.42) e sua solucao exata (6.43) (com (5.23) e (5.24)) sao
dadas por:
Ip1 Ipr

5 o

dp1 a’po \Pp  1p
_ ’ d
+B8-¢ )Cpla i <2va4cs>
(r — cst)
2(3 = cg?)cst
3kR kERMmyic, [ol/?
h2 : [ et k;] 6.46
+2(3—cs2)01/2cstsec {\/4dgv2p003/2cst R (r—edt) + (6.46)

respectivamente. Podemos estudar também como condigao inicial para (6.45)
com tg # 0:

Iél (Tv t) =

3 — Cs 2 — Cs sM
p1(r tg) = (u=c) sech? [mv (u— co)e

(B -c?) gv 2dpy (r— Uto)l (6.47)

II) Matéria hadronica em T # 0 descrita em uma densidade barionica
arbitrdria.
Agora lembramos que o vinculo dado por (5.48) resulta em

2
gv-po Ts)
— il 6.48
2.2 (MB + P ( )

A equagao (6.42) e sua solugao exata (6.43) (com (5.23) e (5.24)) s@o
dadas por:

dp1 p1 (2 o2 MBCSZW\/Z) dp1 +d< Cs )53/51 Lo

ot T 88— * 2912 po P, or omyv2 ) o T2t
(6.49)

€ 1

(r — cst) s HpCsimy?\
)= ——"2—¢" ——/—55—
3kR ,uBcssz2 -1 k Ry g1/2
(22— h? [ — st k‘]

* 201/20515( T gt ) M\ ddorea | m e
(6.50)

respectivamente.
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Podemos estudar também como condigao inicial para (6.49) com t, # 0:

. 3(u— ¢, c2my?) U — cg)my?
P1 (’f’, to) = % <2 — 052 — %) S€Ch2 [ %(T - Uto)‘|
(6.51)

Apesar da KdV cilindrica ter solucao exata ela depende de o que é um
parametro de expansao. Isso traz uma ambiguidade a esta solugao. De-
sejamos solugbes e/ou condigoes iniciais mais simples para efeitos de com-
paracao de comportamentos com a temperatura e em geometrias diferentes.

Sendo assim, utilizaremos o pulso soliténico da KdV linear (6.47) como
condi¢ao em temperatura nula e finita, e vamos estudar solugbes numéricas

de (6.45).

6.5 Método da expansao em funcoes elipticas
de Jacobi

Apresentamos o método de expansao em fungdes elipticas de Jacobi (JEF)
para solucao das equacoes de KdV linear, cilindrica e esférica em certas
condicoes. Tais equagoes de KdV sao dadas em uma notacao compacta por
(2.2): \

%+avg—2+ﬁg—yg+5§ =0 (6.52)
onde na propria secao 2.2 deste trabalho mencionamos alguns métodos uti-
lizados na literatura para estudo de suas solucoes.

O método de Expansao em JEF consiste em escrever um ansatz para a
equagao diferencial (6.52) em termos das JEF: sn, cn, dn, etc e depois estudar
em quais condicoes elas se transformam em sech?, ou melhor dizendo, em
quais condigoes elas se tornam solugoes solitonicas. As JEF estao melhor
apresentadas e definidas no Apéndice E deste trabalho, mas ao longo deste
capitulo apresentaremos algumas de suas propriedades mais relevantes.

Em [82] Zuntao Fu e colaboradores aplicaram o método de expansao em
JEF na obtencao da solucao da equagao de KdV

via ansatz dado por série de sn¥ com ¥ = k(x — ct). A solugado encontrada
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foi:
v(x.t) = ¢+ 4(1 — 2m?) BE* + 12m* Bk*cn®y

que com a escolha da constante ¢ = 48k* e o parametro livre m = 1 (que
implica cnt — sech?) leva a j& conhecida solucao solitonica:

v(x.t) = 3¢ x sech? [\/%(i — ct)}

Ainda em [82] 0 método de expansao em JEF foi aplicado em mais quatro
casos: a) FEquagao de Boussinesq:

0*v , 0% v 0%
B g o P Y
b) Equacao de KAV modificada:
ov 5 OV P
ot Ty Hgm =0
¢) Equagdo nao-linear de Klein-Gordon:
0% , 0%V
2 o +av— B =0
0%v , 0%
w a B + av — ﬁv =0

d) Variantes da equagao de Boussinesq acopladas:

ov  Ov  Ou Pv
9t " or T or T %ot0a2 "
ou  J(vu) v
— + + B =
ot Ox Ox?
onde em todos 0s casos «, (e ¢y sao constantes nao nulas.

Esse estudo mostrou que o método de expansao em JEF contém as
solugoes solitonicas e nos casos b e ¢ contém as solucoes do tipo ondas de
choque.

Em [83] foram exploradas outras possibilidades pelos ansatz dados em
séries de cnd, dni e csv) levando a outras solugoes solitonicas e outras ondas
de choque. Em resumo, dada a “espécie” de JEF escolhida como ansatz,
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obtém-se uma onda solitonica especifica ou onda de choque como solugao
para a equacao de onda especifica em estudo.

Aproximadamente trés anos apds [83] o método foi utilizado em [84] no
estudo de solugoes da equagao de KdV com coeficientes variaveis:

e também na solucao da KdV forcada:

3
% + avg—z + b% = F(t)

O interessante em [84] é que a equacao de KAV com coeficientes variaveis pode

ser transformada em uma KdV cilindrica e sendo assim, o método foi aplicado

a equacao de KdV cilindrica e generalizado para (6.52), que é exatamente o

que desejamos em nosso trabalho: solugoes para a KdV cilindrica e esférica

dadas por (5.55).

6.5.1 Aplicagcao na KdV

Seguiremos os procedimentos de [84] aplicados a (5.55):

o o [5 > (mBpocs® +¢P02)]C . Opy

Cs
2 2(®po + ¢)po®

pla—X—i—

+[ gv2po’es 18%1 1 pr

A —
2mv4(®,00 + ¢)p02 0X3 + 2t

Usando
)

N3

e também (6.31) e (6.32) a equagdo acima assume a forma

dp1 p1 . Op1
ot TGax TPy T

pr
0X3

+ 5% =0 (6.53)
com notagao semelhante a (6.52). Nosso objetivo é considerar a equagao

nao-linear N com coeficientes varidveis mais geral possivel:

< ou Ou 0*u O%u )_0

gu ou gugu 54
YU ax o axY (6.54)
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e buscar solucoes do tipo:
u=u(), v=f(t)X+g(t) (6.55)

onde f(t) e g(t) sdo fungdes do tempo a serem determinadas.
Entao o ansatz para (6.54) é dado por

u(@) = a;(t)sn’ (6.56)
7=0
e quando m — 1 = snd — tanhd e (6.56) se transforma em
u(9) = a;(t)tanh’y (6.57)
=0

Sabendo também m — 1 = cni — sechd e usando as devidas manipulacoes
conseguimos reescrever as solugoes em ondas solitonicas correspondentes.
A partir de (6.56) temos que:

d_u — Zjaj(t)snj_lﬁ cnd dnid (6.58)
dv =
e as relagoes
en? =1 — sn?0 (6.59)
dn’9 =1 — msn?9 (6.60)

com médulo m (0 < m < 1) juntamente com as derivadas

ismS‘ = cnd dni, icm9 = —snd dnv,

dv dv
ialmS‘——msmS‘c v (6.61)
79 = n )
Notamos que
o(uw)) — (6.62)
dPu
e
0<qdﬁ>—(+1) +P, ¢=012,.., P=1,23 (6.64)
udﬁp - q n ) q_ [t R A Ty Ay e e .
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e poderemos escolher n adequadamente para (6.56) igualando a ordem do
termo nao-linear com a ordem do termo de derivada mais alta.
Para resolvermos (6.53) fazemos

u=tp (6.65)
e assim reescrevemos (6.53) como

Pu

ou ou

gu 9 65, 0% L g
BT +csaX+ozcst U8X+ e 0 (6.66)
Com o uso de
y=t"92X (6.67)
transforma (6.66) em
du 5/90U du PPu
— et — 32y — 4 pt P2 = 6.68
8t+c ay+ac u8y+ﬁ o7 (6.68)

que é uma equagao de KdV com coeficientes varidveis, ou seja, (6.53) estd
reescrita como (6.68) e por facilidade de calculo é ainda escrita na forma:

ou ou ou Pu
onde
cs(t) = cit ™92 6.70)
a(t) = act =32 (6.71)
e
B(t) = pt=>7 (6.72)

Substituindo entao (6.55) e (6.56) em (6.69) encontramos:
u = ao(t) + a1 (t)snd + aq(t)snv (6.73)

pois igualando a ordem do termo nao-linear com a do termo de terceira
derivada: 2n + 1 =n+ 3 temos n = 2 em (6.56) com ¥ = f(t)y + g(t).

As derivadas sao dadas por:

du

5= ag’ + ay'snv + ag'sn*V + (ay + 2ay snd)(f'y + ¢)end dnd (6.74)
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g_z = f(ay + 2ay snd)cny dnd (6.75)

u% = f[aoal + (a1? + 2apaz) snv + 3a1ay sn*9 + 2a5° sn?’zﬂ end dnd (6.76)
Yy

(S

Pu

8—y3 = f?’{— (14+m)a; —8(14+m)ay snd+ 6ma, sn*d+24mas sn?’ﬁ] cn dnid

(6.77)
onde a notagao “’” denota a derivada com relacao ao tempo.
Substituindo entao (6.74) a (6.77) em (6.69) encontramos:

ag’ + ay'snd + ay'sn* + a; [f/y + g 4+ alt)fag — (1 +m)B(t) f2+

—|—cs(t)f} end dnd) + [2a2(f'y +g") +a(t) f(ar® + 2apas) — 8(1 +m)B(t) fPas+
—|—2agcs(t)f] snd end dnd) + 3ay f [a(t)ag + 2mﬁ(t)f2] sn?9 end dnid+

+2a2f{a(t)a2 + 12mﬁ(t)f2} sn®9 end) dnid) = 0 (6.78)

ou seja:
/ / /
CLO = al = CLQ = 0

(6.79)
a|fly+9g +alt)fag— 1+m)BE) P+ (B)f| =0 (6.80)
2a5(f'y+ ') +a(t) f (a1’ 4 2apas) — 8(1+m) B(t) f2as + 2as¢,(t) f =0 (6.81)
3ayf [a(t)ay + 2mB(t) 2] = 0 (6.82)

2axf [a(t)as + 12mB(t) ] = 0 (6.83)

De (6.79) concluimos que os coeficientes ag, a; € as sdo constantes com
relacdo ao tempo. De (6.80) e (6.82) temos que

a =0 (6.84)
Ja de (6.83) encontramos
_ B(t) o
as = 12ma(t)f (6.85)
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Utilizando o fato de que a¢ é constante em relagao ao tempo e substituindo
(6.84) e (6.85) em (6.81) encontramos:

f(t) = k —constante (6.86)
e também: /
ao = —aé)k +4(1 +m)%k‘2 - 2((:))
o — (gt,) - (;((f)) — ¢ —constante (6.87)

resultando em

ag = c+4(1 +m)@k‘2

a(t)
Usando (6.71) e (6.72) temos:

t
& = 8 = constante (6.88)
alt)  acg
e assim encontramos: 5
ao = ¢+ 4(1 + m) k2 (6.89)
acs
e também: 5
ag = —12m——Fk? (6.90)
acs

Usando (6.70), (6.71) e (6.86) em (6.87) obtemos:

2cs v cky_ss0 2es k150

90 =~ =35 )

(6.91)

Usando ¥ = f(t)y + g(t) e (6.86) na substituigao de (6.84), (6.89), (6.90) e
(6.91) em (6.73) temos:

u(y,t) =c+4(1+ m)£k2+
acs
B 5 2c, e ck 55 2cs k{1
—12m—=kK ky — ————= E—— S 92
e I MY T Ty g 2—9) (6.92)

que ¢ a solugao de (6.69).
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Usando na expressao (6.92) a relagdo (6.59) e a condicdo m — 1 =
cn — sechy) encontramos a solugdo solitonica para (6.69):

460k*  120k* ) 2cs v c k| s 25 k
t)=c— WP ky — =72 g0
ulyt) = e ac, * ac, R (2 —30) (2 —9)
(6.93)
A solugao de (6.53) que é o que desejamos, ¢ dada pelo uso de (6.65) e
(6.67) em (6.93):
1 45k>
p1(X, 1) = —{c—
pl( ) ) t(g{c ac, +
123k? 2c, o c k 2¢, k
h2 k t—5/2 X _ S t1—35/2 _ S t1—5/2 . 4
ac, °C [ (2= 30) 2—0) (6.94)

de onde observamos que para a situacao da KdV linear (0 = 0) com a escolha
das constantes:

‘= 45 fj (6.95)
e
o 4_;8) (6.96)

obtemos uma versao de (6.94) igual a (6.17) e (6.22) nas situagoes de tempe-
ratura nula e temperatura finita respectivamente!

Uma observagao importante é que na verificagao de (6.94) como solugao
de (6.53), ou seja, substituindo (6.94) em (6.53) notamos que apenas no caso
0 = 0 ocorre uma situagao de solugao exata, sendo que nos casos cilindrico e
esférico onde 6 # 0, (6.94) s6 é valida como solu¢ao para a condicao X = 0
(equivalente a 7 = 0), o que nos leva a conclusao de que o método de expansao
em JEF leva a solucao exata da KdV linear.

6.5.2 Aplicacao na equagao de quebra de onda forgcada
a)Solucao da KdV forcada

Antes da secao anterior mencionamos que o método de expansao em JEF é
utilizado também na solucao da KdV forcada:

v ov P
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e de acordo com [84] é necessaria apenas uma unica mudanga de variavel:

v=u+TI(t) (6.98)
onde .
I(t) = / F(t)dt (6.99)
0
e sendo assim, (6.98) aplicada em (6.97) resulta em:
ou ou Pu

Pelos mesmos argumentos da segao anterior, a solu¢ao de (6.100) é dada
por (6.56). Igualando a ordem do termo nao-linear com a do termo de terceira
derivada: 2n 4+ 1 =n + 3 temos n = 2 e sendo assim:

u = ao(t) + a1 (t)snd + aq(t)snv (6.101)

com ¥ = f(t)x + g(t).
Substituindo entao (6.101) em (6.100) encontramos:

ag’ + ar'snd) + ay'sn® + a1 [ 'z + g + afag + afT — (1+m)Bf*|end dni+

+[2a2(f’:c +¢') + af(a® + 2apas) + 2afTag+
—8(1 + m)ﬂf‘q’ag} st end dnd + 3a, f [aag + 2m6f2] sn?Y end dni+
+2asf |y + 12mB 2500 end) dnd = 0 (6.102)

ou melhor:
CLQI = al' = CL2/ =0

(6.103)
ar|f'z+ g +afag+afl = (1+m)Bf°] =0 (6.104)
2a5(f'w + ¢') + af(a® + 2apaz) + 2afTag — 8(1 +m)Bf3a; =0 (6.105)
3a1f[aa2 + 2mﬁf2} =0 ( )
2axf [aas + 12mBf*| = 0 (6.107)

que de (6.104) e de (6.106) resulta em:

a1 =0 (6.108)
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Ja de (6.107) encontramos

g

ag = —12m=—f? (6.109)
«

Como ag é constante em relagdo ao tempo, substituindo (6.108) e (6.90) em
(6.105) encontramos:

f(t) = k —constante (6.110)
e também:
_ 9 piai e m) e
ag = ok + ( +m)a
e entao ,
g c
- —-I'=- 6.111
ak « ( )
com ¢ sendo uma constante. Prosseguindo nos calculos:
g0 = < 4+ 4(1 4 m) g2 (6.112)
Q@ o
e
ag = —12mék2 (6.113)
Q@

Usando também (6.110) em (6.111) obtemos:
t
g(t) = —ctk — ak/ L(7)dr (6.114)
0

Substituindo entao (6.99), (6.101), (6.108), (6.110), (6.112) e (6.113) em
(6.98) encontramos a solucao exata de (6.97):
g g

oz, t) = 2 AL+ m)=k? = 12m=

t
Ksn®o + [ F(¢)ar
0

ou melhor, usando sn?¥ = 1 — en?y, temos:

g B

v(z,t) = 2 +4(1 ~|—m)ak2 — 12ma b

t
k> + 12mak20n219—|—/ F(t"dt" (6.115)
0

com sua correspondente solitonica (m — 1 = cnd — sech?):

ol t) = < — 42 A
a o« a
Usando também (6.110) e (6.114) em ¥ = f(t)z + g(t) encontramos:

t
k2 1 122 K2sech?d + / F(t)at (6.116)
0

9= k[x et a/ot /Ot' F(w)dwdt’] (6.117)
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b)Estudo da equacao de quebra de onda forgada

Na situacao § = 0 em (6.97) encontramos

ov ov
5t + o = F(t)

que é uma equacgao semelhante a (3.78):

O=1 |
or

3cs? 9 1 17 0¢ Vi3
— | —— — = |e— = ) 6.118
(2\/2 ¢ ) (1+c2) 2]51 %~ 205,00 (6.118)
conforme apresentada no capitulo 3 (secao 3.6.3) proveniente do estudo da
hidrodindmica com fonte via expressoes (3.74), (3.75) e (3.76).
Mas (6.118) estd no espago £ — 7 que para retornar ao espago x — t basta
utilizar os operadores provenientes de (3.77):

o_ R 9_ no R0
o0& o2 0x or Vo320t o320z

e sendo assim encontramos (6.118) na forma:

~ A 2 A 21,.5/2 1/2
851+V861+{<303 S2>( 1 1}VA 0é,  V<f@o 5<a (:):—Vt)>

ot e \2v2 T )0 e 2 Y ar T 2¢25R ‘\R
(6.119)
onde
él =0&1 (6120)
Ainda por facilidade de notacao reescreveremos (6.121) como:
051 851 N 851 0'1/2
— +V— Vér— = 5(— —Vt) 6.121
o Ve TVagy =0 gV (6.121)
com os coeficientes rotulados de
3c¢s? 9 1 1
—el)— | = 122
[(2{/2 s >(1+082) 2] “ (6.122)
¢ 2305/2
V<Bo
— = 6.123
2052€0R 7 ( )
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Uma maneira de tratar (6.121) apenas com termo de perturbagao no tempo
conforme b = 0 em (6.97), é considerarmos no argumento da Delta de Dirac
a aproximacao r << V't, entao:

ol/2 ol/?
-~ (z — = 124
(= Vt) oVt (6.124)
e assim: o1/2
% + V? + aVa&ai: = 75<—R Vt) F(t) (6.125)

Entretanto, se buscarmos uma solugao exata para (6.125) encontraremos
apenas uma solucao constante combinada com o termo forgado, pois igua-
lando a ordem do termo nao-linear com a do termo de primeira derivada (que
é a derivada espacial de ordem mais alta), encontramos 2n +1 =n+1 =

n = 0 e sendo assim:
1/2
81 = Qo —|—/ ( )dt

0 que nao é muito interessante pois queremos estudar (6.125) quanto a
comportamentos ondulatérios, ou melhor dizendo, com uma condi¢ao ini-
cial solitonica. Para tanto basta resolvermos (6.125) com o acréscimo do
termo de terceira derivada, que é uma KdV perturbada conforme (6.97):
0é 1 0é 1 é 8 € 1 g 1/2
+VLpave s = (—Vt) — F(t 6.126
v 7 =0( % 0 (612)
e tal solugao exata de (6.126) serd a condigao inicial para (6.125) com o
parametro livre (.
A diferenga essencial comparando a forma de (6.126) com (6.97) é o termo

881
8x
que nos leva a uma solucao analitica exata:
éi(x,t) = € _ 4Py + 126 k?sech®d + / t')dt' (6.127)
Q@ Q@
com ¥ = f(t)x + g(t), ou seja:
t t
9= k|w—ct —Vi— a/ / F(w)dwdt’} (6.128)
0 Jo
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semelhante a (6.116) com argumento (6.117).

Como "
o
ol —Vt) = F(t
7 ( R ) (t)
temos 12
t o
F(t) = ol — t/)dt/
)= [ 20( TV
e entao /o
t ot o )
Ft) = /0 /0 76(FV¢>dwdt
logo:
t ot/ t ot ol/?
F()dipdt = 5(— )d dt’
| [ Fyavar = [ [ 96(Tve)ay
em (6.128).

Apresentamos nesta se¢ao uma parte do cenario de cultura de solugoes de
equagoes de ondas, mas concluimos que JEF reproduz o que ja sabiamos da
solucao da KdV linear e nao resolve a KdV cilindrica e esférica. JEF nos da a
solucao exata da KdV forcada, onde o termo forcado depende explicitamente
do tempo.

Porém, em (6.126) temos uma aproximagao para usarmos (6.128) que
despreza o carater de propagacgao x—V't e sendo assim perdemos a informagao
sobre propagacao do parton perturbador no fluido. Outra possibilidade é
estudar um séliton inicial para (6.126), mas temos dois parametros livres: o e
R que sao arbitrarios e torna o estudo fenomenoldgico complicado. Deixamos
assim o estudo da quebra de onda forcada para outra oportunidade.
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6.6 Solucoes numéricas da KdV cilindrica

6.6.1 Temperatura nula

a) Iniciaremos nosso estudo em temperatura nula usando como condic¢ao
inicial o séliton (6.47) com d = 1 para a equacdo (6.45). Os resultados
correspondentes estao na Figura 6.15 .

0,08 -
0,06 —
KdV cilindrica a
T=0 MeV e u=0,2
A —1t=1fm
P,
---1t=10fm
0,04 -
/ -~
/
0,02
0,00
10

Figura 6.15: KdV cilindrica a temperatura nula.

Dado um sdliton como condicao inicial, observamos seu amortecimento
dado pelo termo p; /2t em contraste com a KdV linear.
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b) Ainda em temperatura nula, mas usando como condigao inicial o
séliton (6.47) com d = 1 multiplicado por um fator 10, encontramos as

curvas da Figura 6.16 .

o>

KdV cilindrica a
T=0 MeV e u=0,2
com 10c.i.

t=1 fm
---t=10fm

---=+ t=140 fm
—— =260 fm

r (fm)

60

Figura 6.16: KdV cilindrica a temperatura nula com séliton inicial multipli-

cado por 10.

Observamos que apesar do amortecimento é possivel ver o efeito de mul-
tiplicacao por um fator 10 na condigao inicial: sélitons seguidos de radiagao.
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¢) Usaremos como condicao inicial o séliton (6.47) com d = 1 multiplicado
por um fator 30, encontramos as curvas da Figura 6.17 .

KdV cilindrica a
A T=0 MeV e u=0,2
pl com 30c.i.
t=1fm
---1t=30fm
............ t=80 fm

14 —t=200 fm

10 20 30 40 50 60 70 80
r (fm)

Figura 6.17: KdV cilindrica a temperatura nula com séliton inicial multipli-

cado por 30.

O comportamento é muito parecido com o da figura anterior, mas agora

observamos mais radiagao.
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d) Para estudo de equagao de quebra de onda cilindrica fazemos d = 0
usamos (6.47) com d = 1. Os resultados

em (6.45) e como condigao inicial

estao na Figura 6.18 .

0,08

0,06

o>

0,04

0,02

KdV cilindrica com d=0
T=0 MeV e u=0,2
quebra de onda

t=1 fm
---1=30fm

..... t=70 fm

------ t=140 fm

............ t=240 fm
——t=340 fm

0,00

Figura 6.18: Quebra de onda cilindrica com séliton inicial.

Observamos que o soliton inicial é amortecido e a medita em que isso
ocorre notamos a formacao do choque, ou seja, uma espécie de deformacao
do séliton formando uma “parede”. Tal onda serd quebrada e dispersada
mais adiante mas tal efeito nao é observado aqui devido ao amortecimento.
Podemos dizer que nesta situagao o pulso percorre grande distancia.
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e) Resolvendo a equacao de quebra de onda cilindrica com a condigao
inicial (6.47) com d = 1 multiplicada por 10 encontramos os resultados da
Figura 6.19 .

. KdV cilindrica com d=0
T=0 MeV e u=0,2

quebra de onda com 10c.i.
t=1 fm
---t=10fm
---=- t=15fm
..... t=20 fm

o>

r (fm)

Figura 6.19: Quebra de onda cilindrica com séliton inicial multiplicado por
10.

Observamos simultaneamente o amortecimento do séliton inicial com a
quebra e a dispersao da onda. Aumentando a amplitude da condi¢ao inicial
por um fator multiplicativo 10 antecipamos o efeito de quebra seguida de
dispersao que nao era visto na figura anterior.
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f) Finalmente, resolvemos a equagao de quebra de onda cilindrica com
a condi¢do inicial (6.47) com d = 1 multiplicada por 30 encontramos os
resultados da Figura 6.20 .

KdV cilindrica com d=0
T=0 MeV e u=0,2

quebra de onda com 30c.i.
t=1fm

---t=3fm

-

30
r (fm)

Figura 6.20: Quebra de onda cilindrica com séliton inicial multiplicado por
30.

Observamos o mesmo comportamento ja visto na Figura 6.19. Agora ha
maior antecipacao da quebra seguida de dispersao.

6.6.2 Temperatura finita

Seguindo o mesmo raciocinio ao ja feito para a KdV linear, estudamos a
equagao diferencial (6.49) com o potencial barioquimico efetivo fixo v = 900
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MeV e com a condigao inicial (6.51) (com d = 1) utilizando os parametros de
temperatura nula. Novamente a densidade de referéncia é calculada a partir
de (6.48).

a) Para a temperatura de 30 MeV encontramos os resultados da Figura
6.21 .

0,10
0,08 —
KdV cilindrica com v=900MeV
T=30 MeV e u=0,2
—t=1fm
A 0064 - - - t=10 fm
P,
0,04 —
/ -
0,024
0,00
10

Figura 6.21: KdV cilindrica a T = 30 MeV, com py = 0,0173fm ™3 e ¢, =
0, 149.

Em relacao a figura 6.15 que é em temperatura zero, notamos que para
T = 30MeV o soliton inicial vai menos longe, porém com efeito de amorte-
cimento.
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b) Para a temperatura de 80 MeV encontramos os resultados da Figura
6.22 .

0,08 —
0.06 KdV cilindrica com v=900MeV
’ T=80 MeV e u=0,2
A —t=1fm
P, - --1t=10fm
..... t=30 fm
0044 \ | == t=50 fm
............ t=70 fm
—t=90 fm
0,02
0,00 p——e T

Figura 6.22: KdV cilindrica a T'= 80 MeV, com py = 0,2fm ™3 e ¢, = 0, 4.

Em relagao a figura anterior a 7' = 30 MeV observamos que o pulso é
mais rapido apesar do amortecimento.
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¢) Ja para a temperatura de 120 MeV encontramos os resultados da
Figura 6.23 .

KdV cilindrica com v=900MeV
T=120 MeV e u=0,2
—t=1fm

---t=10fm

o>

ol el
30 40 50 60 70
r (fm)

Figura 6.23: KdV cilindrica a T' = 120 MeV, com py = 0,54fm™3 e ¢, =
0, 55.

A medida que a temperatura aumenta, o amortecimento ocorre mas o
pulso vai mais répido.
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d) Para estudo de efeito de temperatura na equagao de quebra de onda
cilindrica fazemos d = 0 em (6.45) e como condi¢ao inicial usamos (6.47) com
d = 1. Os resultados sao as curvas na Figura 6.24 .

0,08 -

KdV cilindrica com d=0
0,06 v=900MeV

T=30 MeV e u=0,2
quebra de onda
t=1fm
---t=10fm
............ t=50 fm
—-=--t=100 fm
----- t=200 fm
------ t=400 fm
—1t=700 fm

o>

I I I I
40 50 60 70 80 9 100 110 120 130
r (fm)

Figura 6.24: Quebra de onda cilindrica a T" = 30 MeV, com p, =
0,0173fm3 e c, = 0,149

O que ocorre nesta figura é semelhante ao que ocorre na figura 6.18 a
temperatura nula. Tal onda sera quebrada e dispersada mais adiante mas tal
efeito nao é observado devido amortecimento. O pulso é ligeiramente mais
rapido do que em temperatura nula.
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e) Equagao de quebra de onda cilindrica a T' = 80 MeV'. Os resultados
sao as curvas na Figura 6.25 .

0,08 —
KdV cilindrica com d=0
0,06 7 v=900MeV
A T=80 MeV e u=0,2
P, quebra de onda
t=1fm
0,04 - -=-1t=10fm
............ t=50 fm
..... t=100 fm
A t=200 fm
0,02 4 : .l ——1t=400 fm
A
'
! : : .
\ i L l,’\‘
0,00 S —— ' , AN
50 100 150

r (fm)

Figura 6.25: Quebra de onda cilindrica a a 7' = 80 MeV, com py = 0,2fm =3
ecs=0,4.

Observamos o pulso mais rapido do que na temperatura nula e em 7' =
30 MeV. Também notamos o amortecimento do séliton inicial, mas nao
podemos ver a quebra da onda e sua conseqiiente dispersao.
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f) Equagao de quebra de onda cilindrica a "= 120 MeV'. Os resultados

sao as curvas na Figura 6.26 .

o>

0,08
0,06 - KdV cilindrica com d=0
v=900MeV
4 T=120 MeV e u=0,2
quebra de onda
’ ---t=10fm
..... t=50 fm
11\~ ] e t=100 fm
—1t=200 fm
0,02
0,00 —_—— ' J\
50 r (fm) 100

Figura 6.26: Quebra de onda cilindrica a 120MeV, com py = 0,54fm=3 e
cs = 0,55.

O pulso é mais rapido que nas situacoes de temperatura menor mas nao
vemos a quebra seguida de dispersao. A melhor maneira de visualizarmos
quebra e dispersao ¢é através das variantes da condicao inicial dada por fatores
multiplicativos na amplitude da mesma conforme figuras 6.19 e 6.20.
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6.7 KdV esférica

A KdV esférica é obtida fazendo n = 2 ( de acordo com (5.14) ) em (5.53):

Opr |5 _ o (1BpPoCs® + dpo?) ) Ip1 wpo® Pp Py
or |2 2(@po+d)pe® | OE T [2(Ppe + G)p®R2| OG3 7
(6.129)
e novamente por conveniéncia vamos reescrevé-la como:
Ip1 Ip Pp1 ;m
s e, R 6.130
or Toe TPoe T (6.130)

com « e 3 dados por (6.31) e (6.32).

6.7.1 Dois casos de interesse

Analogamente ao ja feito para a KdV cilindrica, temos:
I) Matéria nuclear a T = 0, com densidade barionica de equilibrio py e
saturagao.
Lembramos que o vinculo dado por (5.48) resulta em pup = M. A KdV
esférica é dada por:
. . . 2 55 R
% + cs% +(3- cﬁ)csﬁl% + d(zz\%@iic) ar’;} + % —0 (6.131)

e uma condicao inicial com tg # 0:

3(u—cs)
cs(3 — ¢?)

my? [(u— cs)esM
gv 2dpo

p1(r,to) = sech? [

(r— uto)l (6.132)
II) Matéria hadréonica em T # 0 descrita em uma densidade barionica
arbitrdria.
Agora lembramos que o vinculo dado por (5.48) resulta em

2
gv=po T8>
— il 6.133
T <uB + . ( )

Nesse caso temos:

dp1 dp1 2 MBCsszZ . Op Cs 83,51 f1
Ta, S A 2 - S - T4 5 S a + d P
ot te or + ¢ 2912 po G or
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e como condi¢ao inicial para (6.134) com ¢y # 0:

~ 3(u — ¢,
,01(7’,150):7( c )<2—052

2 2
HBCs™ My

29v2po

141
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cs)my
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6.8 Solucoes numéricas da KdV esférica

6.8.1 Temperatura nula

a) Iniciaremos nosso estudo em temperatura nula usando como condicao
inicial o séliton (6.132) com d = 1 para a equacao (6.131). Os resultados sdo
as curvas na Figura 6.27 .

0,10
0,08 -
KdV esférica a
0,06 T=0 MeV e U=0,2
o —t=1fm

p ---1t=3fm
pl ..... t=5 fm

ooad \ |7

0102 N

0’00 T ..' B , ' |
’ " 20 25

Figura 6.27: KdV esférica a temperatura nula.

O sdliton inicial é amortecimento por causa do termo p;/t em contraste
com a KdV linear. E interessante que agora o amortecimento p;/t é maior
do que no caso cilindrico: p,/2t.
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b) Ainda em temperatura nula, mas usando como condigao inicial o
séliton (6.132) com d = 1 multiplicado por um fator 10 encontramos os
graficos da Figura 6.28 .

0,8 +
KdV esférica a
T=0 MeV e u=0,2
com 10c.i.
0,6 - t=1 fm
A ---t=3fm
p1 ..... t=5 fm
oad O\ |
0,2 4
0,0 T T = T T |
10 15 r (fm) 20 25

Figura 6.28: KdV esférica a temperatura nula com séliton inicial multiplicado
por 10.

Apesar do pulso ser um pouco mais rapido, o amortecimento ocorre para
um pulso inicial com amplitude elevada.
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¢) Usaremos como condigao inicial agora o séliton (6.132) com d = 1
multiplicado por um fator 30 encontramos os graficos da Figura 6.29 .

KdV esférica a
T=0 MeV e u=0,2
com 30c.i.
t=1 fm

Figura 6.29: KdV esférica a temperatura nula com séliton inicial multiplicado
por 30.

Com relagao as duas tltimas figuras o pulso vai mais rapido e o amorte-
cimento ¢é forte em contraste a KdV cilindrica a temperatura nula. Na KdV
esférica nao observamos a radiacao.
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d) Para o estudo de equacao de quebra de onda esférica fazemos d = 0
em (6.131) e como condicao inicial usamos (6.132) com d = 1 encontramos
os graficos da Figura 6.30 .

0,10
0,08 -
KdV esférica com d=0
4 T=0 MeV e u=0,2
quebra de onda
A 0,06 - t=1fm
P, ---t=3fm
4\ | e.... t=7 fm
0,04
0,02
0,00 T T - T
10 12 14 16 18 20 22

Figura 6.30: Quebra de onda esférica com séliton inicial.

Dado amortecimento forte, nao observamos a quebra e dispersao do soliton
inicial.
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e) Equagao de quebra de onda esférica com a condicao inicial (6.132) com
d = 1 multiplicada por 10. Os resultados sao os graficos da Figura 6.31 .

1,0 4
0,8 -
KdV esférica com d=0
- T=0 MeV e u=0,2
quebra de onda com 10c.i.
0,6 1 t=1 fm
~ |\
P, .
044 O\ | e
0,2 1
0,0 T T T ]
10 15 r (fm) 20 25

Figura 6.31: Quebra de onda esférica com soliton inicial multiplicado por 10.

Apesar de multiplicarmos o séliton inicial por 10 aumentando sua ampli-
tude, notamos que o mesmo é um pouco mais rapido mas ainda nao obser-
vamos a quebra seguida de dispersao.
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f) Equaca@o de quebra de onda esférica com a condigao inicial (6.132) com
d = 1 multiplicada por 30. Os resultados sao os graficos da Figura 6.32 .

KdV esférica com d=0

T=0 MeV e u=0,2

quebra de onda com 30c.i.
t=1 fm

---t=3fm

..... t=5fm

o>

20 r (fm) 25 30

Figura 6.32: Quebra de onda esférica com soliton inicial multiplicado por 30.

A mulitiplicagdo por um fator 30 na amplitude do séliton inicial pos-
sibilita a formacao do choque, sendo que agora o pulso é mais rapido em
relacao a figura anterior e notamos sua quebra e dispersao, apesar do forte
amortecimento.

6.8.2 Temperatura finita

Seguindo o mesmo raciocinio “tradicional” ao ja feito para a KdV linear
e cilindrica, estudamos a equagao diferencial (6.134) com o potencial bari-
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oquimico efetivo fixo v = 900 MeV e com a condigao inicial (6.135) (com
d = 1) utilizando os parametros em temperatura nula. Novamente a densi-
dade de referéncia é calculada a partir de (6.133).

a) Para a temperatura de 30 MeV encontramos os graficos apresentados
na figura 6.33 .

0,10
0,08
KdV esférica com v=900MeV
T=30 MeV e u=0,2
0,06 — —t=1fm
A ---t=3fm
L N
0,04 -
0,02
0,00 T T 7 — T
10 15 20

r (fm)

Figura 6.33: KdV esférica a T' = 30 MeV, com py = 0,0173fm > e ¢, =
0, 149.

Em relacao a situacao de temperatura nula dada pela Figura 6.27 o pulso
vai mais rapido e é amortecido.
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b) Para a temperatura de 80 MeV encontramos os graficos apresentados
na figura 6.34 .

0,08 —

0,06 —
KdV esférica com v=900MeV

) ] T=80 MeV e u=0,2

—t=1fm
..... t=3fm

0,04 7 - - -t=5fm

0,02

Y e e e e —— e

10 12 14 16 18 20 22 24

r (fm)

Figura 6.34: KAV esférica a T' = 80 MeV, com py = 0,2fm ™3 e ¢, = 0, 4.

Idem ao comentario da figura anterior.
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¢) Ja para a temperatura de 120 MeV encontramos os gréficos apresen-
tados na figura 6.35 .

0,08 —
0,06 —
KdV esférica com v=900MeV
6 ] T=120 MeV e u=0,2
1 —t=1fm
0,04 -
0,02
0,00 e . ——pe : : .
10 15 20 25
r (fm)

Figura 6.35: KdV esférica a T = 120 MeV, com py = 0,54fm =3 e ¢, = 0, 55.

Idem ao comentario da figura anterior, concluimos que aumentando a
temperatura o pulso vai mais rapido sofrendo amortecimento.
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d) Para estudo de efeito de temperatura na equagao de quebra de onda
esférica fazemos d = 0 em (6.134) e como condicao inicial usamos (6.135)
com d = 1, andlogo ao feito para os casos linear e cilindrico.

0,10
0,08 4
KdV esférica com d=0
0,06 - KaV esfér
A T=30 MeV e u=0,2
" - quebra de onda
t=1fm
1 ---t=3fm
0024 ‘ S .
0’00 ........................... : .' |
10 e -

Figura 6.36: Quebra de onda esférica a T' = 30 MeV, com py = 0,0173 fm ™3
ec,=0,149

Em relagao a figura 6.30 a temperatura nula notamos que o pulso é ligeira-
mente mais rapido, apesar do amortecimento que nao possibilita observamos
o efeito de quebra da onda.
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e) Equagao de quebra de onda esférica a temperatura de 80 MeV. Os
graficos sao apresentados na figura 6.37 .

0,08 —
4 KdV esférica com d=0
v=900MeV
0,06 _ T=80 MeV e u=0,2
quebra de onda
A | t=1fm
P, ---1t=3fm
0,04 —
0,02
0,00 T

r (fm)

Figura 6.37: Quebra de onda esférica a a T' = 80 MeV, com py = 0,2fm=3
ecs=0,4.

Pulso mais réapido e seguido de amortecimento em relacao as temperaturas
menores.
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f) Equagao de quebra de onda esférica a temperatura de 120 MeV'.

0,08 -
KdV esférica com d=0
A 0,06 - v=900MeV
P, T=120 MeV e u=0,2
quebra de onda
t=1fm
---t=3fm
0044 N\ | ... t=5 fm
RN
7 \
0,02
0,00 4=t

Figura 6.38: Quebra de onda esférica a T = 120 MeV, com py = 0,54 fm =3
e cs = 0,55.

O pulso é mais rapido a medida que a temperatura aumenta e o amorte-
cimento nao permite a observagao da quebra seguida de dispersao.
6.9 Comentarios sobre as solucoes

Na Figura 6.1 observamos o esperado da equagao de KdV: pulso preservado
se propagando. Nas Figuras 6.2 e 6.3 observamos a sensibilidade da KdV com
relacao as condigoes iniciais ligeiramente diferentes de sua solucao analitica
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exata. Observamos entao que quando “erramos” na codi¢ao inicial temos
o pulso inicial seguido de outros, ou seja, temos séliton mais radiagao. Na
Figura 6.4 ilustramos um caso de rarefacao ao invés de compressao e notamos
o comportamento subsonico (u < ¢g) da solugao, essencialmente é a Figura
6.1 com p; < 0.

Da Figura 6.5 a 6.8 temos o estudo da equacao de quebra de onda linear
em temperatura nula com um séliton como condicao inicial. Notamos que a
medida que a velocidade de propagacao v do pulso é proxima da velocidade
do som ¢, tal pulso é preservado e a quebra do mesmo ocorre apos este
percorrer uma distancia maior. A antecipacao da quebra é observada quando
a condicao inicial é ligeiramente perturbada por fator multiplicativo em sua
amplitude: quanto maior a amplitude, antes ocorre a quebra.

Em todas as situacoes de temperatura finita, apenas os coeficientes das
equagoes diferenciais variam com a temperatura, a condicao inicial é a mesma
que em temperatura nula para compararmos como a evolucao da temperatura
contribui nos solitons em todos os casos.

Da Figura 6.9 a 6.11 notamos que com o aumento da temperatura o
pulso se propaga mais rapido, vai mais longe e ondas (radiagdo) surgem.
Analogamente, para as Figuras 6.12 a 6.14 a quebra de onda seguida da
dispersao ocorre apds o pulso ir mais longe a medida que a temperatura
aumenta.

Na Figura 6.15 em temperatura nula, observamos o amortecimento do
soliton inicial devido ao efeito da geometria cilindrica. Ja nas Figuras 6.16
e 6.17 observamos a sensibilidade ao fator multiplicativo na amplitude da
condicao inicial usada em 6.15: observamos séliton seguido de radiagao com
amortecimento. A quebra de onda cilindrica em temperatura nula nao é
observada, nem sua dispersao conforme em 6.18 devido ao amortecimento.
Tal quebra seguida de dispersao s6 e vista nas Figuras 6.19 e 6.20 quando
aumentamos a amplitude do pulso inicial. Com o aumento da temperatura
a KdV cilindrica amortece o pulso, mas o comportamento é semelhante ao
da KdV linear: a condigao solitonica inicial vai mais longe. Isso esta nas
Figuras 6.21 a 6.23. A quebra da onda seguida de sua dispersao na geome-
tria cilindrica com o aumento da temperatura também nao é observada pois
o amortecimento prevalesce sobre o efeito de quebra e dispersao conforme
temos nas Figuras 6.24 a 6.26.

Na Figura 6.27 iniciamos o estudo de propagacao de soélition na KdV
esférica e observamos que o amortecimento esférico p;/t é maior do que no
caso cilindrico, dado por p;/2t. J& nas Figuras 6.28 e 6.29 com amplitude e
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pulso mais rdpido, nao observamos o surgimento da radiacao. Nas Figuras
6.30 e 6.31 nao observamos a quebra seguida de dispersao. Isso s6 é observado
de fato em 6.32, quando multiplicamos a condicao inicial por 30, ainda com
forte amortecimento. Das Figuras 6.33 a 6.35 vemos que para KdV esférica
o pulso anda mais rapido a medida que a temperatura se eleva, apesar do
amortecimento.

Ainda em temperatura finita, mas para a equacao de quebra de onda, o
pulso é mais rapido a medida em que a temperatura aumenta e o amorte-
cimento nao permite a observacao da quebra seguida de dispersao conforme
Figuras 6.36 a 6.38.

Todo o estudo analitico e numérico neste capitulo nos da fundamentos
para observar os comportamentos de pulsos em outros cenarios. No proximo
capitulo apresentamos uma nova situacao fisica envolvendo propagacao de
perturbacgoes e usamos todo conhecimento até aqui obtido nas equacgoes que
regem tais perturbacoes.
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Capitulo 7

Propagacao de ondas no plasma
de quarks e gluons

7.1 Motivacao

Nos capitulos 1 e 3 mencionamos que em colisoes de ions pesados relativisticos
a passagem de partons energéticos pelo plasma pode formar ondas de choque
e “cones de Mach” [13, 14]. J4 existem evidéncias experimentais de que esse
fenémeno ocorre no RHIC [15, 16]. Os estudos tedricos da propagagao de
perturbagoes apresentados em [39, 40, 41] fazem usos de certas aproximagoes.
Como exemplo de um esquema destas aproximagoes temos a chamada
“linearizacao” descrita em [1] que diz que para se estudar a evolugao de
uma pertubacao, basta considerarmos apenas os termos de primeira ordem
em de (perturbacao na densidade de energia), 6 P (perturbagao na pressao)
e U (campo de velocidade do fluido) nos calculos envolvendo as equagoes
de conservagao de energia e momento, ou seja, desprezando combinagoes
que envolvem gradientes de velocidade com derivadas temporais de veloci-
dade, gradientes de pressao com velocidade, termos proporcionais a poténcias
quadréticas ou maiores dessas grandezas, etc. Isso nos leva a equagao de onda
(3.41) obtida em [1]:
0?(de)
ot?
para a perturbacao de que se propaga com velocidade c;.
Também mencionamos que indo “além da lineariza¢ao” conforme em [21,
23] que implica considerarmos todas as derivadas temporais e espaciais de

—¢2V2(0e) = 0
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qualquer ordem e também todas as poténcias de de, 0P e ¥ nos calculos,
com as expansoes nas perturbacoes de velocidade, densidade baridnica ou
densidade de energia temos uma equacao de onda mais complexa. De fato
utilizando esse formalismo mais geral que considera efeitos perturbativos de
ordem mais alta encontramos uma equagao unidimensional do tipo (3.65):

%4_ %_‘_ [(é_ 2>;_1]§%—0
ot " %or T\ % )01 2% r

chamada de equacao de quebra de onda para a perturbacao na densidade de
energia & (z,t) com ¢, a velocidade do som no fluido.

Nosso esquema de expansao “além da linearizacao” nos levou a equagao
de quebra de onda e a equacao de KdV na matéria nuclear. Neste capitulo
vamos aplicar o nosso esquema de expansao ao plasma de quarks e gluons
(QGP), encontrando a equagao de quebra de onda e observando em quais
circunstancias tal quebra ocorre. Agora a propagacgao de onda é mais com-
plexa.

Todos os calculos na obtencao da equacao de onda sao analiticos e nao é
necessario desprezar nenhum termo nas equacoes de movimento da hidrodi-
namica relativistica. Também nao desprezamos poténcias maiores, gradientes
e derivadas temporais das grandezas termodinamicas do fluido.

7.2 Equacao de estado para o QGP

Conforme em [33, 80] para a fase barion-méson temos em M FT' a densidade
barionica, a densidade de energia e a pressao dadas respectivamente por:

Vs _
P = o [ @k ng(T,v) = (T, v)] (7.1)
2 2 *\3 *\4
av 2 , Mg £12 (M_M) (M_M)
_ M— M2 +b
= a2 g R P
Vs 3 _
+ o [ &k b ng(T,0) + (T )] (72)
e
2 2 *\3 *\4
gv 2 Mg *12 (M_M) (M_M)
= Ve M — M) —b -
P oy 2P T g0 ) 305 O dgst
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=T

(218)3 / 'k [In(1 = ng) +in(1 - np)| (7.3)

onde 5, = 4. De acordo com (D.12) em T = 0, temos:

2
= —kp° 7.4
PB 32 F (7.4)
ou seja, em 1" = 0 kr denota o nivel barionico de mais alta ocupagao.
Para o plasma de quarks e gluons (QGP) vamos considerar apenas os

quarks u e d:
b= < Z ) (7.5)

Cada quark possui trés estados de carga de cor e nao possui massa. Também
temos oito gluons sem massa e as interagoes no QGP serao desprezadas.

Para modelarmos a propriedade de confinamento introduzimos uma cons-
tante, que é uma energia positiva por unidade de volume no vacuo:

interpretada como a energia necessaria para criar uma bolha ou sacola no
vacuo, na qual os quarks e gluons nao interagentes estao confinados.

A densidade barionica, densidade de energia e pressao no QGP sao seme-
lhantes as expressoes (7.1), (7.2), (7.3), mas os quarks possuem nimero
barionico 1/3 e o potencial quimico dos gluons é zero. Assim, ficamos com:

]_ ’}/Q 3 _
o =3 gm | b= 7l (77)
onde - . . .
nk = nk( ) - 1+ 6(k—%ﬂ)/kBT ( . )
e
_ _ 1

1 4 ekt kBT

com g sendo o potencial barioquimico. Na densidade de energia, a con-
tribui¢ao dos gluons ¢ dada por:

e=B+

(27;)3/d3k; k (ek/kBT_l)—le(;TQ)g/dsk kg +ag  (7.10)
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onde, no primeiro termo usamos o fato de que para bosons temos:

o0 o0 1
N >=—| — — s
=0 (8M)TV ; eEi—1)/T _ 1

Antes de escrevermos a expressao da pressao podemos resolver parcial-
mente de forma analitica a integral nos momentos em (7.3) adaptada para
os quarks com 5 — Yg:

( 27;?)3 / @k [In(1 — ng) +in(1 - np)]

Usando a simetria esférica do problema temos:

I, =—

(27;9)3 /OOO dk K [in(1 = ng) +in(1 - ap)]

As integracoes em k sao feitas por partes:

00 3 0o
/0 dk K In(1 — ny) = %ln(l —ng)| -
0

1 fee 1 dn;
- [T akw (- 2F)
3, A—np\~ dk

dn];» 1 e(k"’_%u)/k‘BT
dk (kBT> 1+ etr5m/kaT]2

Usando o resultado

e o fato de que o termo de superficie vai a zero em k=0 e

limg_oo |In(1 — n,;)} —In(1)=0
encontramos:
) e(k+51)/kBT
/ dk K In(1 — ny) 3k:BT 1 e

_ > 3.
_ ngT/O dk | n

e da mesma forma:

o) 1 o]
2 10(1 — 7)) = — 3~
/0 dk K In(1 — 7iz) 31<;BT/0 dk K 7
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de tal maneira que I, fica:

kpT4m g /OO 3{ _ } 7Q / 3 [ _ ]
I, = - S| = - -
P = BheT @7) o dk k” |n; + ng 302r)8 d°k k|ng + ng

e conseqiientemente a expressao para a pressao é:

o 1 gle 3 k/kpT _qy—1, 1@ 3 [ . —ﬁ]
b= B+3{(2W)3/d k k(e 1) +(27T)3/d kk|ng+7z| b (7.11)

Os fatores de degenerescéncia sao dados por

Yo = 2(polarizagdes) x 8(cores) = 16 para gluons (7.12)

Yo = 2(spins) x 2(sabores) x 3(cores) = 12 para quarks (7.13)

Ainda podemos fazer a integral sobre os gluons (que chamaremos de
Iiuons) presente em (7.10) e (7.11):

(o]
_ 3 ( k/kpT -1
Lytuons :/0 dk k* (eF/*T 1)
A primeira etapa é reescrever /g, ons COMO:

Lyuons = [ dk K (/50T — 1)~ =
0

— /oo die kK2 + pg? (eVFHre/beT _ 1)1 (7.14)
0

e ao final dos célculos estudarmos o limite para gluons em que pg — 0.
Fazendo as mudancas de variaveis

Ha

=07 (7.15)
‘ k
T = ,U_G (7.16)
em (7.14) temos:
00 2 2 1
]gluons = (kBT>4Z4/ udl‘ =
0

(ezx/m _ 1)
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o 2 2 1(e—* z2+1
- )= [ _151,2—“) -

Usando a expansao:

Vel e NCast
(e oS

encontramos:
]gluons - (kBT)4Z4 Z / ;1;2 (m) 6_(n+1)z\/x2+1d1’
—1J0

que pode ser reescrita como:

2

1 9? x
4 4 —(n+1)zvVa2+1
Lyiwons = (kgT) E 0 1202 / 7( — 1)6 (n+1) dx

Usando = = senh(y) a equagao acima assume a forma:

1 0?

1
(n+1)2022

gluons — (kBT 4 4 Z

/ senh?(y) e~ (nHbzeoshv) gy (7.17)

Lembrando a forma da funcao de Bessel modificada:

,wa):——lif——(g>y/msaﬁf%y)(fwwm@)dy (7.18)
w—1/2\2) ko

podemos reescrever (7.17) como:

_ iz 1 0% (2(1—1/2)! Ky[(n+1)7]
[gluons - (kBT Z 7’L + 1)2 022{ 7T1/2(n + 1)2’ }

Usando (1 —1/2)! = 7!/2/2 escrevemos a tiltima expressdao como:

e mediante as relagoes de recorréncia para as fungoes de Bessel:

Koa (1) = Kpia() = —2 K, () (7.20)
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K, 1(w) + K11 (w) = —2K](w) (7.21)
conseguimos escrever (7.19) na seguinte forma:
1 0* (Ki[(n+1)7]
Lyiuons = k T ! 4 { }:
stuons = (K Z (n+1)20221 (n+1)z

— (kpT)*+* Z 10 {K2[(n+ 1)2]} _

= (n+1)? 0z 2
1
knT 4.2

( B ) Z ( + 1)
Vamos tomar o hmlte e — 0 na equacao acima, o que equivale a fazer

z — 0. Precisamos assim da forma assintética (para pequenos argumentos)
das fungoes de Bessel modificadas:

{3K2[(n D)2+ (n+ D)z Ky[(n + 1)z]} (7.22)

— 1) 2v-t
o )] - 022 -
wl/
e entdo (7.22) tem seu limite calculado como
2

Lytwoms = (kuT)* lim.—o Z %1){:%[(“ 2]+ (n+ 1)z Ki[(n+ 1)4}
que, com o uso de (7.23) se transforma em:

Latuans = (ki T)! “mz*oz{(nf 1)t +(nj—1)2} (KT 6ZT1)

Finalmente encontramos:

4

[gluons = (KBT)4 6 C(4> = (kBT) 6 % (kBT)

Agora podemos escrever as formas finais de (7.7), (7.10
(7.12), (7.13) e (7.24). Os resultados sdo:

9 oo _
pp =5 /0 dk k2[ng — fig] (7.25)

i
o (7.24)
) e (7.11) usando

872 6 [o°
3(p+B)=c—B= % (kpT)" + p/ dk Kng + 7] (7.26)
0
que nos fornece a equacao de estado do QGP em todas as densidades barioni-

cas e temperaturas
p=-c—=8 (7.27)



7.3 Equacao de onda no QGP

7.3.1 Temperatura nula

No interior de uma estrela a temperatura é nula e a densidade barionica é
apreciavel. Vamos estudar o comportamento de uma perturbacao na den-
sidade barionica supondo que no interior desta estrela exista uma fase de
plasma de quarks e gluons. Para obtermos uma equagao de propagacao
dessa pertubacao podemos combinar as versoes relativisticas da equacao de
Euler e da conservacao da densidade barionica.

Nesta situacdo de temperatura nula (7" = 0) a funcao de distribuicao de
quarks torna-se a fung¢ao degrau com p = 3kp e entao temos (7.26) na forma:

kp)
0

4
3(p+15’):5—l3:£<k—

w2\ 4
e assim 5
Usando (7.4) encontramos:
_ . _p_(3 B oas a4
3p+B)=c—-B= 5) s
e assim
BN a5
c(p) = <§) 723" 4 B (7.29)
Substituindo (7.29) em (7.27) encontramos:
1/3\7/3
p(ps) = 3 <§> mPpp'* — B (7.30)

de tal forma que podemos escrever a soma da densidade de energia e pressao
como:

4 /3\7/3
eE+p= §<§> m23ppt/3 (7.31)
De (7.27) temos que:
L 1- 1
Vp = §V€ e também % = 5% (7.32)
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e com uso de (7.29) temos:

> 473\7/3 2/3  1/3 &

Vb= (§> ™ pp'’® Vpp (7.33)
¢ Op 43073 9

p p

w=5(5) et 2 (7.34)

Sustituindo (7.31), (7.33) e (7.34) em (3.17):

ov - 1 - dp

W (5 e = —7(v ~_>

ot " (v- V) (e +p)y? T

encontramos:
o , ) 43\, -
- 7. P g— S Yl e /3 . 4/3
g T VU= ){3<2) AR
4 /3\73 - 4 /3\7/3 dp
il /3 1/3 ol 2/3 1/3 _B]
><La(z) Tps va+v9<2) TPET

ou ainda:

or . = 2 —1)[= _0
ps [E + (5 V)v] | ) [va + U% (7.35)
que é a versao relativistica da equacao de Euler para o QGP a T = 0.
Ja a equagao da continuidade é dada por (3.20):

8pB 2 aU S = - -
W+7 v,oB<E+v-Vv>+V'(va)—0 (7.36)

Vamos considerar (7.35) e (7.36) em uma dimensao e fazer as expansoes
(5.39) e (5.40) desprezando os termos proporcionais a ¢” para n > 3. Nova-
mente, como no capitulo 5, (7.35) e (7.36) podem ser escritas como séries do

o)) o

Como ¢ é um parametro de expansao pequeno, resolvemos o sistema fazendo:

{.]=0
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e dos termos proporcionais a ¢ temos os resultados: ¢,> = 1/3 e p; = vy, que
usados nos termos proporcionais a o no espaco ¢ — 7 resulta em:

</} i 2,.om

or 85

Escrevendo (7.37) no espago « — t encontramos:

0p1 dpr 2 . O;

L _'_ CS— _'_ _CS L

ot “or 3o

lembrando que p; = op; é a pequena perturbacao na densidade barionica.

A equacgao (7.38) é a equagao de quebra de onda que a perturbacao na
densidade barionica p; (em temperatura nula no QGP) deve satisfazer.

=0 (7.37)

=0 (7.38)

7.3.2 Temperatura Finita

O desenvolvimento que se segue tem como perspectiva a aplicacao ao estudo
da propagacao de perturbacoes num gas de quarks e gluons desconfinados.
Acreditamos que um sistema deste tipo seja formado em colisbes de ions
pesados, na regiao central de rapidez. Nesta regiao, observamos experimen-
talmente que pgp = 0. Vamos estudar a propagacao de perturbacoes na
densidade de energia €.

Como pp = 0, o potencial barioquimico é zero (1 = 0) e assim as fungoes
de distribuigao (7.8) e (7.9) sao iguais:

=S 1+ elk/’fBT
e entao (7.26) assume a forma
3p+B)—c— B =" (kT / dk (7.39)
15 6k/k o7
A integral sobre o momento dos quarks (Iquarks):
Tquarks = / dk T ek/kBT] (7.40)

m (7.39) pode ser calculada analiticamente usando o fato de que pu = 0:

RN
[1+ 6\/k2+u2/kBT]

Lyarks = limn, g / dk (7.41)
0
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1

~ _ 2 _ 2
Usando z = u/kgT, x = k/p e a expansao (1—6 e +1) = 3% jenEvettl
podemos reescrever a equacao acima como:

Lywarks = (kpT)* limz—>(){z4 Z(—l)n/ de 2*V/1 + 22 e_("+1)2\/1+7} =
0

n=0

1 n LL’2
kgT)* li s 4 —(n+1)zv 1422
= (kgT)" lim o{zZ 2322 v =T ¢
(7.42)

Fazendo a transformacao de variaveis x = senh(y) e usando (7.18), (7.20) e
(7.21) temos:

Iquarks =

{3Kz[(n + 1z + (n+ 1)z Ka[(n+ ”Z]}}

(7.43)
Usando agora a forma assintética de K, dada por (7.23), encontramos:

(—1)"

= (kgT)* lzmzqo{z2 > Tl)

S Ty -

n+1
L7
— (knT)* 6 Z [ ] N (7.44)
8 15
Finalmente, substituindo (7.44) em (7.39) encontramos:
37 o
3(p+B):a—B:%7TT (7.45)

em unidades naturais, onde kg = 1.

A equagao de onda que descreve uma perturbacao em ¢ é o resultado da
combinagao da versao relativistica da equagao de Euler dada por (3.17) com
a equacao de conservacao da densidade de entropia s.

Esta tltima equacao é obtida a partir de (3.12):

9,T"" =0
que, projetada na dire¢do de u” e com o auxilio de (3.4) e (3.7) se reduz a:

(e +p)Oyut +u'de =0
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Usando (A.17) e (A.19) quando pp = 0 (dpp = 0) encontramos:

Ts(0,u") + Tu"(0,s) =0

ou seja:
Oy(su”) =0

que, com o uso de (3.5) e (3.6) se transforma em:

Oos 5, [(Ov _ = =
a—i—”y vs(a—i-v-Vv)—i-V(sv)—O

em unidades naturais (¢ = 1).
De (A.33) e (A.34) temos

que, com o uso de (7.45), leva a:

9 37 37
N . B <0 2T4> — 4 2T3
iy aT( T o0” 90"

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)

O parametro B, a “constante da sacola” (“bag constant”) pode ser obtido
fenomenologicamente, através da andlise da espectroscopia hadronica, ou de
calculos na rede. No que se segue vamos, por conveniéncia, trocar B por outro
parametro T, a temperatura critica de transicao de fase quark-hadron. T, é
obtida a partir de (7.45) lembrando que na transi¢ao de fase temos p = 0.

Quando p = 0, (7.45) se reduz a:

37 54
B = 50" (T.)

Reescrevendo (7.45) como:

30 1/4
T= l377r2 (e — B)]

e inserindo a equagao acima em (7.49) encontramos

= ]

%ﬂ 37m2
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Numa notagao mais compacta:
s(e) = A(e — B)** (7.52)

onde

(7.53)

4§7T2 30 1%
90 |37m?

Substituindo entao (7.52) em (7.47) no caso unidimensional encontramos:

(1—?) 3 %jL@jL 3v  Oe ov dv
"Niaec—Byot " ox  4=-B)ox| "

Notamos que a constante A foi simplificada e o termo (¢ — B) pode ainda
com o auxilio de (7.45) ser reescrito como:

90 O Ov 90v Oe dv  Ov
- || —r | o —F+ | —— | = —+v— | =0 (7.55
(1=v )[<1487T2T4> ot or <1487T2T4> 8x] +U<8t +”ax> (7.35)
Esta é a equagao da continuidade para s com dependéncia na temperatura.
De (7.45) temos que

148 ,
= —7T .
E+p 50" (7.56)
Substituindo entao (7.32) e (7.56) em (3.17) em uma dimensdo encontramos:
148 4<8v 8v> 9 <8£ 86)
i ] Gt R S Y (i .
50" L \ar TVan) W U g e (7.57)

que ¢é a equacao de Euler dependente da temperatura.
Vamos agora reescrever (7.55) e (7.57) nas variaveis adimensionais

0= — 7.58
-2 (7.58)
¢ £

e = — 7.59

-2 (759
com ¢, a velocidade do som (c,2 = 1/3) e g9 a densidade de energia de

referéncia. Em seguida essas equagoes sao passadas para o espaco & — 7, com
o uso de (5.30), (5.31) e expandidas através de

TA):O"U1—|—0'2U2+... (760)
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=140, +0%q+... (7.61)

Como antes, vamos desprezar os termos proporcionais a ¢ para n > 3.
Como no capitulo 5 e na situacao do QGP a temperatura nula encontramos:

of ol =0

para (7.55) e (7.57) apds todos estes cdlculos mencionados. De novo resolve-
mos o sistema fazendo:
{ - } 0

e dos termos proporcionais a o obtemos:
90¢g
~ 148727
Esta igualdade é substituida nos termos proporcionais a ¢2. Igualando a

zero os coeficientes dos termos proporcionais a 0 chegamos a uma equacao
diferencial que no espaco x —t é:

051 % ( 9080 )2 051

(7.62)

U1

50551% = (763)

onde £; = 0e; é a pequena perturbacao na densidade de energia. Substi-
tuindo (7.50) em (7.45) encontramos:

37 ofw T
e L
© 307T< +3>

Definimos a densidade de energia de referéncia ¢y como sendo aquela cor-
respondente a temperatura de referéncia Tp:

ot %o T\ Taseer

37 of q T
= —7° T .64
€0 307T<0+3> (7.64)
Sobre gy ocorre a perturbagao €;. Substituindo entao (7.64) em (7.63) temos:
01 0 1T\ e . 04
s 1 a9l 5 = '
ot ¢ 8:c+[ +3<T0> 2515 ! (7.65)

Quando Ty =T, (7.65) se reduz a:
0, 06, 2 . 04

rn + 03% + gcs&% =0 (7.66)
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7.4 Analise numérica

7.4.1 Condicao inicial

As equagoes de onda para estudo numérico sao dadas por (7.38) em tempe-
ratura nula e (7.65) em temperatura finita e ambas sao do tipo
of | of f

0
- +c S_+ f

e (7.67)

com
a=—-cs e f=p paratemperatura nula

1(T.\"e
l1+3<TZ>]§S e f=¢ para Ty#0 MeV

onde Ty é a temperatura finita que escolhemos para estudo do comportamento
da onda com a temperatura. Ela define também a densidade de referéncia
€p sobre a qual ocorre a perturbacao £;.

A equacao (7.67) é a equagdo de quebra de onda conforme ji vimos
ao longo deste trabalho. Como condigao inicial para o estudo de possivel
formagao de choque e conseqliente quebra da onda utilizamos o séliton:

f(z,ty) = A sech? l)\ (x — uto)] (7.68)

com A sendo sua amplitude, A sua largura, u sua velocidade e ty o instante
inicial. Este perfil representa o pulso inicial e é proveniente de nosso estudo
da KdV, dada por (7.67) suplementada com um termo contendo a terceira
derivada espacial de f:

of . 9f (9f >’f

Sua solucao analitica exata ja vista ao longo deste trabalho é:

f(z,t) = w sechzl %(w — ut)] (7.70)
com
amplitude = w
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4D
(u—cs)

de onde notamos as caracteristicas do séliton:

largura =

amplitude ~ velocidade

1
v velocidade

Queremos que nosso pulso inicial seja localizado, isto é, tenha uma largura
compacta em relagao as dimensoes nucleares, entao escolhemos:
l(u— c)

4

largura ~

D= (7.71)
de maneira que para termos A = 1 fm fazemos o parametro arbitrario [ = 1.
Como [ é um fator de alteracao da largura, podemos também estudar o que
ocorre quando temos A < 1 fm. Ja a amplitude serd sempre menor do que
1 pois seja ela uma perturbagao p; na densidade barionica dada por:

p—B:1+0p1—|—02p2—|—...:1+ﬁ1+...

Po

p
ou uma perturbacao €; na densidade de energia dada por:

~ € 2 ~
E=— =140 +0%y+...=1+& +...
€o
Devemos manter coeréncia com estas expansoes usadas na dedugao de nossas
equagoes de onda e também considerar que a amplitude também contribui
para a localizacao do pulso com relacao as dimensoes nucleares.
Podemos manter fixa a largura do séliton e iremos variar de forma inde-

pendente sua amplitude. Outra possibilidade é mantermos fixa a amplitude
do sdliton inicial e diminuir sua largura através de [. Mais detalhes a seguir.

7.4.2 Temperatura nula
A equagao de onda é dada por (7.38):

op opy 2 . 0p
ﬁ _'_Csﬁ _'_ _Cspl pl

ot or T3Py, =0 (7.72)
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e sua condigao inicial do tipo (7.70) considerando (7.71) com{ =1 (A =1 fm)

é:
9I(u — cs)

Cs

p1(x,to) = sech?(x — uty) (7.73)

onde escolhemos o tempo inicial t, = 0 fm, usamos ¢, = 1/3, (7.71) e
2
o = §Cs-

Ja no caso de variagao da largura, temos (7.70) considerando (7.71) com [ # 1
e obtemos

largura = Vi
entao: o( ) ( to)
. ~9(u—cs o [(z — uty
p1(x,to) = e sech [7\/Z } (7.74)

Qualquer alteracao da amplitude se d& por um fator multiplicativo em (7.73)
ou (7.74).
A seguir apresentamos as solu¢oes numéricas em alguns casos de interesse.
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a) Usando (7.73) como condigao inicial de (7.72) temos as curvas conforme
Figura 7.1 .

0,7 5
T=0 MeV e u=0,65
— =0 fm

0,6 - - - -t=1fm

---- t=5fm
—-—-1t=10 fm
os54 R t=25 fm

o>

0,4 -

0,3 1

0,2 +

0,1

25 30 35 40 45 50
x (fm)

0,0

Figura 7.1: Pulso com u > c;.

Em torno de t = 10 fm ja observamos a quebra da onda e conseqiiente-
mente sua dispersao.
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b) Usando (7.73) multiplicada por 10 como condi¢do inicial de (7.72)
obtemos agora as curvas conforme Figura 7.2 .

6 -
| HE
] ::
4 | T=0Mev e u=0,65 i vl
A ——1t=0fm n E*:l:
Py - - -t=1fm SRR
-+ t=5fm .
——+t=10fm
|
I
|
2 |
I
I
\
I
|
'|,
0 I I |’ I ‘l'k I
0 5 10 15 20 25

x (fm)

Figura 7.2: Estudo do efeito de quebra e dispersao com amplitude maior.

Em torno de t =1 fm ja observamos a quebra da onda e sua dispersao,
que ocorre bem antes do que no caso mostrado na Figura 7.1 .
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¢) Usando novamente (7.73) como condigao inicial de (7.72) mas agora
mudando o parametro u temos a Figura 7.3 .

T=0 MeV e u=0,8
——1t=0fm

x (fm)
Figura 7.3: Mudanca do valor de wu.

A quebra da onda ocorre antes com relagao as Figuras 7.1 e 7.2 pois
agora u = 0,8 > 0,65 > ¢,. Mudar v implica em mudar a amplitude do

pulso inicial.
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d) Usando (7.73) como condigao inicial de (7.72), mas agora com u =
0,601, ou seja, u bem proximo de ¢, encontramos as curvas apresentas na
Figura 7.4 abaixo.

0,008
0,007 H m
0,006 '
61 0,005 — iwt\é :.mu=o,so1
P - - t=1fm
. - - -t=5fm
0,004 7 N —-—t=10fm
H H B [ s t=15 fm
N R =20 fm
0,003 HE] ----t=25fm
P ---- t=35fm
——t=55fm
0,002 P
0,001 - P
0,000 L NESON /'\ : : ' '
o 30 35 40 45 50 55 60
x (fm)

Figura 7.4: Pulso inicial com parametro v — ¢, pequeno.

Na figura acima, o pulso é mais estavel e sua quebra seguida de dispersao
ocorre mais tarde em relagdo aos outros casos. Proximo de t = 25 fm ja
é possivel notar a formacao da frente de onda (choque) e depois a quebra
seguida de dispersao em torno de t = 35 fm. Quanto mais proximo u for de
¢s 0 pulso inicial “sobrevive” mais tempo preservando seu perfil inicial pois
apesar de estarmos com sua largura inicial fixa em 1 fm, u — ¢s pequeno
resulta em uma amplitude pequena, favorecendo a localizacao do pulso e a
preservacao de dessa forma.
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e) Usando (7.73) multiplicada por 10 como condigao inicial de (7.72),
encontramos as curvas apresentas na Figura 7.5 abaixo.

0,09 —

0,08 - o ;
; .o [ i
0,07 - N i i

. n ” i! i
0,06 oo "

0,05 - "

T=0 MeV e u=0,601
——1t=0fm
- = t=5fm

o>

0,04

]
]
]
|
]
0,03 :
I
|
]

0,02 -

0,01

'|'|L'|"'|"|'.'i|';"|"|"|"|'|'|'|'|'|
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85

x (fm)

0,00

Figura 7.5: Novamente parametro u — c; pequeno.

Com o aumento da amplitude por um fator 10 observamos que o pulso se
propaga por aproximadamente 40 fm com sua forma intacta. Neste caso o
efeito de preservagao do pulso é melhor observado. Em t = 65 fm ja estamos
observando a quebra e dispersao.
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f) Usando (7.73) mas agora multiplicada por 20 como condigao inicial de
(7.72), encontramos as curvas apresentas na Figura 7.6 abaixo.

0,20 4
0,18 - .
] : i
ool
| | i ii
o1 ﬂ hoon i
T o [l " ] =0 MeV e u=
A 0124 ot i kb
oo ¥ st
R i m
0,10 - vl | i.! = -t=15fm
1 IR i s
0,08 (| b —em- 1245 fm
i 1! c I' | .: —t=65 fm
0,06 bl i
i TR N
0,04 R .
i L N . i i
0,021 . P
’ ! A \ ! !
. / " \ ) .. \ ! ¢ '-... I" I.| \‘
o]0 SZNPR A VL A, * S, ¥ S NS AU
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

x (fm)

Figura 7.6: Amplitude maior com parametro u — ¢, pequeno.

Com o aumento da amplitude por um fator 20 (o dobro da Figura 7.5)
observamos que o pulso se propaga por aproximadamente 15 fm com sua
forma intacta. Com relacao a Figura 7.5 antecipamos o efeito de quebra e
dispersao.

Dados os coeficientes fixos da equagao (7.72) podemos dizer que pela
escolha de parametros na condicao inicial definida por (7.73), temos a figura
7.5 simulando melhor o efeito solitonico, pois o pulso percorre uma grande
trajetoria.
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g) Usamos agora (7.74) como a condi¢ao inicial de (7.72), com | = 0,25
para termos uma largura de 0,5 fm, ou seja, metade do que utilizamos até

a Figura anterior. Sendo assim, encontramos as curvas apresentas na Figura
7.7 abaixo.

0,007 '
0,006
0,005

0,004

o>

T=0 MeV e u=0,601
——1t=0fm
- =t=5fm
== t=10fm
—t=15fm

0,003

0,002

0,001

0,000 : peian N\

Figura 7.7: Solucao largura reduzida.

Comparando a Figura 7.7 com a Figura 7.4 observamos que a quebra
seguida de dispersao ocorre antes, temos o efeito solitonico simulado apenas

por aproximadamente 10 fm, que é a distancia percorrida pelo pulso sem
deformagao apreciavel.
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h) Usamos agora (7.74) multiplicada por 10 como condigao inicial de

(7.72), com | = 0,25 (A = 0,5 fm). Sendo assim, encontramos as curvas
apresentas na Figura 7.8 abaixo.

0,07 4 A
0,06 -
0,05 4

0,04

o>

T=0 MeV e u=0,601
——1t=0fm
= =t=5fm
-+ - t=10fm
—t=15fm

0,03

0,02 -

0,01

0,00 . s ';';; A
5 10 15

x (fm)

25

Figura 7.8: Solucao para largura reduzida e amplitude inicial maior.

Com relacao a Figura 7.5 observamos que a quebra seguida de dispersao
ocorre antes, temos o efeito solitonico agora simulado aproximadamente por
10 fm, que é o percorrido pelo pulso sem deformacao apreciavel. Mas com
relacao a figura anterior notamos que a quebra e dispersao ja é menos intensa,
ou seja, quando diminuimos a largura é necessario alterar a amplitude do
pulso inicial para que ele se propague por mais tempo sem se deformar.
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i) Usando novamente (7.74) agora multiplicada por 30 como condigao ini-

cial de (7.72), ainda com [ = 0,25 (A = 0,5 fm). Sendo assim, encontramos
as curvas apresentas na Figura 7.9 abaixo.

0,25 -
:
i i
" i
0,20 ! ¥
; l i
" '
1! i
1! '
0,15 - ! o)
1) [
A 1! i
P, i ! T=0 MeV e u=0,601
1! [ ——1t=0fm
] : - t=
0,10 - L h T omm
' P ---=t=20 fm
[ i ——1t=30 fm
1) :
! [
0,05 - : 'I i
! [
\ .
: ! Ao
! '\, A K \
0,00 T T — e f‘ T T 1
5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 7.9: Solucao com largura reduzida e amplitude inicial aumentada em
relacao as figuras anteriores.

Com relacao a Figura anterior notamos que a quebra e dispersao é menos
intensa. Multiplicando a amplitude inicial por 30 temos um pulso se propa-
gando por mais tempo do que nas figuras anteriores.
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j) Usando novamente (7.74) agora multiplicada por 35 como condigao ini-
cial de (7.72), ainda com [ = 0,25 (A = 0,5 fm). Sendo assim, encontramos
as curvas apresentas na Figura 7.10 abaixo.

0,30
0,254 Lo
» "
. "
[N
0,20 o '
oL il
0 T=0 MeV e u=0,601
' —t=0fm
Ip\ 0’15_ Vi - - .-t=5fm
1 . - = t=10fm
. : .......... t=20 fm
s : ! — =30 fm
0,10 - I
co 1\
i oo [ HE
N : [
0,051 IR
. N ] ] H
. oo
N H k
000 +——
5 10 15 20 25 30 35 40

x (fm)

Figura 7.10: O mesmo que nas figuras anteriores, mas para um pulso inicial
com amplitude maior.

Com relacao a Figura anterior, notamos que a mudanca é muito pequena.
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k) Usamos agora (7.74) multiplicada por 35 como condigao inicial de
(7.72), mas com [ = 0,16 (A = 0,4 fm). Encontramos as curvas apresentas
na Figura 7.11.

0,25 - ;
0,20
15
61 0, T=0 MeV e u=0,601

—1t=0fm
..... t=25 fm
.......... t=55 fm

0,10

0,05 4

0,00 'J'k' T T T T :| " 1 ' I T "'. . S T B T I

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
x (fm)

Figura 7.11: O mesmo que a figura anterior para uma largura menor do pulso
inicial.

Nesta figura observamos que a quebra praticamente nao ocorre!
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[) A Figura 7.12 é uma continuagdo da Figura 7.11 com os mesmos
parametros mas para distancias bem maiores.

0,25 .
i
i
i
0,20 - .
i
A 0,15+ i
pl ::
T=0 MeV e u=0,601 i
—— =305 fm ;:
----- t=325 fm i
0,101 —— =355 fm : :
¥
0,05 — : :
] P K
0,00 - , J \ —rt : J :
180 200 220 240

x (fm)

Figura 7.12: Continuagao da Figura 7.11.

Notamos que em t = 355 fm estamos praticamente reproduzindo o pulso
inicial. A quebra nesse caso é desprezivel. Esta é uma situacao na qual o
pulso simula um séliton.
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7.4.3 Temperatura finita
A equagao de onda é dada por (7.65):

8&?1 8{51 1 Tc * Cs 8él _
E‘I'Csa—x—l- ll‘l’g(ﬁ) ]56187 =0 (775)

e sua condigao inicial do tipo (7.70) é:

&1(x, ty) = M l1 + % (%) ]_ sech?(x — uto) (7.76)

onde novamente escolhemos o tempo inicial ¢y = 0 fm, ¢, = 1/3, (7.71) e

agora
P 1/(T, ! Cs
a= 3\, ) |2

Como ja mencionamos, quando Ty = T, temos (7.66):

0¢, 0é; 2 0¢,
— + Cs—— -+ _Csé —_— = O 777
ot dr 3 ox (7.77)
que é igual a (7.38) bastando trocar p; por ;. Entao numericamente nesta
situacao temos as mesmas Figuras 7.1 a 7.6 com a troca de p; por £;.
No limite em que Ty >> T, temos (7.75) na forma:
8{51 c 8&?1 Cs . 8&?1

E o + 551% =0 (778)

e (7.76) na forma:

6(u — cs)
Cs

E1(z,to) = sech?(x — uty) (7.79)
respectivamente.
Vamos agora iniciar o estudo para Ty > T, considerando BY/* = 170 MeV
como na referéncia [87] e que através de (7.50) nos da T, = 120 MeV .
Analogamente ao estudo de temperatura nula, podemos usar também
uma largura do séliton inicial diferente de 1 fm por uma variante de (7.79)
de acordo com o parametro [ de escolha de largura, entao:

6(u — cs) soch? {(1’ — uto)]

v (7.80)

E1(x, o) =

Cs

Seguem estudos para algumas escolhas de 7.
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a)Usando (7.76) como condicao inicial de (7.75) com u = 0,65 ¢ Ty =
150 MeV temos as curvas conforme Figura 7.13 a seguir.

0.8 5
0,7 -
T=150 MeV e u=0,65
—1t=0fm
0,6 - - = t=1fm
) e e e -t=5fm
[ S t=10 fm
0,5 ] | S t=25 fm
H ——1t=50 fm

0>

— I "l.. I ' - I ' I ' I ' I ' I
20 25 30 35 40 45 50
x (fm)

Figura 7.13: Solucdo de (7.75) com os parametros indicados na tabela e
condigao inicial (7.76).

Com relagao a figura 7.1 nao notamos diferenca quanto ao tempo de
ocorréncia da quebra de onda, pois, numericamente, o coeficiente

1 /TN cq
1+-(=) |==0,34
1) 520
com Ty = 150 MeV da equagao diferencial (7.75) é ligeiramente diferente de

%cs =~ (),4 que é o coeficiente de (7.72). A diferenga estd no contexto fisico.

Agora a perturbacao £; é na densidade de energia e nao p; na densidade
barionica.
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b)Usando (7.76) como condigao inicial de (7.75) com u = 0,65 mas agora
Ty = 300 MeV temos as curvas da Figura 7.14 .

0,8 -

1}
1]
L]
’
’
’
-1 ]
L]
.
0,7 4 H
H
1 g T=300 MeV e u=0,65
0.6 - 4 | ——t=0fm
’ s == t=1fm
Ln | ----t=5fm
: ~t=10 fm
----- t=25 fm
——1t=50 fm
|

Figura 7.14: O mesmo que a Figura 7.13 para Ty = 300 MeV'.

Ocorre o mesmo que na Figura 7.13 mas com a amplitude inicial maior
4
e o coeficiente dado agora por [1 + %(%) ]% >~ 0,3 para Ty = 300 MeV'.

J& estamos na situagao (7.78) com (7.79) onde para u = 0,65 a amplitude
inicial do soliton ¢ 0,5 .
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c)Usando (7.76) como condicao inicial de (7.75) com u = 0,601 com
Th = 300 MeV temos as curvas conforme Figura 7.15 .

0,010 ,,
Voo ! i ]
;- P :
[ I " H
1] " " 1
0,008 || n i i i
n i i i
! I " i
" | i i
1] '| :: :'
_ 1 . W it
(l-;\ 0,006 ': |: " i} T=300 MeV e u=0,601
1 " i t s
:l o i n il -+ - t=151m
'I - | :a |' —-=t=50fm
0,004 [[! :: il i il e
o i 0 [ == t=120 fm
) i! H i ——t=150 fm
[ ol P i
L | v i
00024 ||} :: i HE P
T 3
[ IR [ b : i
:k\: . S ARG J
0,000 =TT T T T T

— ]
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

Figura 7.15: O mesmo que a figura anterior, mas com u — ¢5 menor.

Assim como no caso de temperatura nula na Figura 7.4, quando u = ¢,
temos o pulso inicial preservado por mais tempo com a quebra e dispersao
do mesmo ocorrendo mais tarde. Lembrando que estamos na situagao (7.78)
com (7.79) com um efeito solitonico simulado por aproximadamente 60 fm.
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d)Usando (7.76) multiplicada por 10 como condi¢ao inicial de (7.75) com
u = 0,601 com Ty = 300 MeV temos a Figura 7.16 .

0,14 -
4 f
§
0,12 - 2
: ]
- ' ! :
_ b i
R AR A ii
] 'l poowa i T=300 MeV e u=0,601
. |: ii " '. :: o
& oo ||n o GioWo ; L e
1 N h " " :' .: —--ti30fm
BB i [ | =i
0064 ||+ n i i L oo
. : | it i ——t=120m
B 1 ' .. ! h
| 1! . I FYH
S B i
0,04 — L by it
" Pt i
. T i
R Sob o i .
0,02 L it
. 1t Dol . i
0,00 17—
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
x (fm)

Figura 7.16: O mesmo que a figura anterior mas com a amplitude inicial
multiplicada por 10.

Continuando com u = ¢4 temos o pulso inicial com amplitude maior e

forma inicial preservada percorrendo aproximadamente 30 fm com a quebra
e dispersao da onda ocorrendo antecipadamente com relagao a figura 7.15.
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e)Usando (7.80) multiplicada por 55 como condi¢ao inicial de (7.75) com
u = 0,601, Ty, =300 MeV el = 0,16 para uma largura de 0,4 fm temos a
Figura 7.17 .

0,6 4 , ,
| : !
! : \
| \
0,5 / : :
] ! :
[ : H
' s
] "
0,4 - ' i
" "
" 5
i K "
| . T=300 MeV e u=0,601 "
0,3 i L —tom
M : - — t=35fm
A " " -+« - +t=60 fm
€ N . ---- t=120 fm
. l
0,2 :'
1"
[
0,1 f
[l
A
1! ’
" PR . M
0,0 T T L 1 T T e T
0 20 40 60 80 100

x (fm)

Figura 7.17: O mesmo que nas figuras anteriores mas diminuindo a largura
do pulso inicial.

Esta Figura é analoga a Figura 7.11, onde a quebra é pouco apreciavel e
na proxima figura temos a continuacao desta situacao.
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f)Continuando a Figura anterior, que é (7.80) multiplicada por 55 como
condicao inicial de (7.75) com u = 0,601, 7o = 300 MeV el = 0,16 (A =
0,4 fm) temos a Figura 7.18 .

0,6 -
0,5 -
0,4 4
0,3 -
T=300 MeV e u=0,601
é\ ............ t=200 fm
1 _
0,2 _ — t=350 fm
0,1
0,0 —bpmspests i |'E U — passesqasssg i /l\ T T U
120 140 160 180 200 220 240 260
x (fm)

Figura 7.18: Continuagao da anterior.

Analogamente ao ocorrido na Figura 7.12, agora observamos que para
t = 350 fm temos praticamente a condicao inicial reproduzida da Figura
anterior, apesar da quebra ter ocorrido e uma pequena dispersao ainda existir.
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7.4.4 Consideracoes finais

Utilizamos calculos exatos de equacao de estado para o QGP a fim de estudar
efeitos de perturbacao em temperatura nula e finita. As equacgoes de onda
obtidas foram estudadas numericamente através de um pulso solitonico como
condigao inicial. Tal pulso inicial foi justificado com base na nossa experiéncia
com a equacao de KdV ja apresentada neste trabalho.

Neste contexto concluimos que a quebra de onda sempre ocorre em tem-
peratura nula ou finita, pois tal perturbacdo (na densidade de energia ou
densidade bariénica) é quebrada e dispersada pela equacao diferencial que
define sua evolucao. Entretanto, o séliton inicial demora para quebrar e dis-
persar com relacao as dimensoes nucleares, pois de acordo com os graficos
observamos que a propagacao do pulso pode atingir 40 fm em temperatura
nula e 60 fm em temperatura finita. Podemos considerar que temos um
pulso sobrevivente, ou séliton, sem termos a equacao de KdV, ou seja, esta-
mos simulando a propagacao de séliton com a equacao de quebra de onda.
O importante também para o efeito de séliton ser observado neste contexto é
seu tamanho compacto em relagao ao meio, ou melhor dizendo, sua pequena
amplitude e largura igual a 1 fm.

Conforme ja mencionamos, o parametro u = 0,601, relacionado com a
velocidade de propagacao do pulso ser préximo a velocidade do som ¢y = 0,6
no plasma favorece a preservacao do efeito solitonico do pulso contribuindo
na propagacao e amplitude.

Além de tudo isso, constatamos também que reduzindo a largura inicial
do soliton e elevando sua amplitude inicial, apesar da quebra ocorrer, esta
nao é muito apreciavel e na dispersao ha um pulso que se propaga pratica-
mente reproduzindo o inicial, ou seja, ¢ uma simulagao solitonica também,
onde podemos considerar o pulso percorrendo uma grande distancia, além de
200 fm, tanto no caso de temperatura nula, como em temperatura finita. A
largura inicial nos dois casos é A = 0,4 fm.
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Capitulo 8

Conclusoes

Das equagoes da hidrodinamica relativistica, mais especificamente da versao
relativistica da equacao de Euler e da versao relativistica da equagao da con-
tinuidade para a densidade barionica, usando uma equacao de estado prove-
niente do modelo nao-linear de Walecka (Q H D), encontramos uma equacao
de KdV para perturbacoes na densidade barionica. Tal equagao de KdV foi
obtida através de um tratamento ligeiramente diferente ao feito em campo
médio (M F'T') onde agora consideramos varia¢oes nos campos mesonicos per-
mitindo entao que inomogeneidades na matéria nuclear sejam consideradas.
Na M F'T tradicional modificamos a lagrangiana da QH D sem comprometer
suas virtudes e também obtivemos uma equacao de KdV para perturbacoes
na densidade barionica. Entretanto, quando essa modificacao nao é feita,
a QHD em MFT pura fornece a equacao de quebra de onda. Tal fato é
possivel pois nosso protétipo de modificagao na (QH D possui um parametro
livre que ajusta a relevancia desta pequena corregao que leva ao aparecimento
de solitons.

Também concluimos que usando a modificagao na lagrangiana da QH D
e 0 novo tratamento para os campos mesonicos na M F'T'| ou seja, através de
duas abordagens, encontramos uma equacao de KdV ou quebra de onda.

Das equagoes de onda citadas acima, seus coeficientes sao determina-
dos pela dinamica de troca de mesons e sendo assim, as propriedades do
pulso descrito por tais equacoes dependem dos parametros microscépicos da
QHD. Um fato importante é que os pulsos descritos por essas equagoes
sao pulsos de compressao de natureza supersonica ou pulsos de rarefacao de
natureza subsonica, em virtude do fato do novo termo na lagrangiana ter o
parametro livre que pode ser positivo (compressao) ou negativo (rarefagao).
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Todo conteido mencionado até o momento é uma sofisticagao do ja feito
na década de 80 no estudo do séliton nuclear, mas nossa contribuicao é ori-
ginal em modificar a lagrangiana da QHD e ir além da M FT, tendo como
motivacao a busca por ondas supersonicas e outros fenomenos ondulatérios
alicercados em observagoes como “cones de Mach” conforme mencionamos
na introdugao deste trabalho. Mostramos também como estas equacoes e
suas solugoes solitonicas se comportam com a temperatura e constatamos
que os efeitos do pulso ir mais longe e a quebra seguida de dispersao ocorrer
antecipadamente devido ao aumento da temperatura sao resultados de um
tratamento minucioso da Q@ H D com e sem modificacao em sua lagrangiana,
o que nos levou a apresentar os calculos etapa por etapa para vermos como as
grandezas termodinamicas se alteravam e conseqlientemente como alteravam
os coeficientes das equacgoes de onda obtidas.

No contexto matemético da hidrodinamica relativistica, QH D e do for-
malismo de obtencao das equagoes de onda e suas solugoes, avancamos no
estudo de sistemas com simetria angular e obtivemos as mesmas equacoes de
onda na diregao radial em coordenadas cilindricas e esféricas. Observamos
que nessas geometrias hd um termo de amortecimento e uma analise numérica
foi feita nao apenas para testarmos as solugoes analiticas, mas estudar os
efeitos de amortecimento e a sensibilidade quanto as condigoes iniciais. Nas
figuras que apresentamos isso pode ser visto tanto quantitativamente quanto
qualitativamente onde observamos que pulsos de maior amplitude sao mais
ligeiros e tal efeito também é observado com o aumento da temperatura.
Conforme dissemos, “desligando” o termo de modificacao na lagrangiana ob-
servamos que para um soliton inicial temos a formagao da onda de choque,
sua quebra e conseqiiente dispersao. Tanto a quebra como a propagacao da
onda depende da largura e amplitude do pulso inicial e da temperatura do
meio.

Estudamos varios métodos de solucao de equacgoes diferenciais e os adap-
tamos para nosso problema. Como néao havia em livros texto, procuramos (e
encontramos na literatura) extensées do formalismo lagrangiano para deriva-
das de ordem mais alta. Pudemos assim fazer a generalizacao do formalismo
para o tratamento da (QH D modificada.

A menos do caso com geometria cilindrica, todos os outros casos ja foram
publicados em [34, 35, 37, 38].

Em nossa busca por solucoes de equacoes de onda nao-lineares, desen-
volvemos uma solucao analitica para a KdV forcada. Isso nos motivou
também a estudar hidrodinamica com fonte e aplicar nosso formalismo. En-
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contramos uma equacao de quebra de onda forcada. Entretanto, dado excesso
de parametros arbitrarios em tal equacao, pretendemos estudar melhor este
tema num futuro préximo.

A “expansao além da linearizagao” usada neste trabalho parece melhor do
que a tradicional linearizacao da hidrodinamica aplicada a fons relativisticos.
Consideramos todas as variagoes de todos os termos presentes nas equagoes
da hidrodinamica relativistica de forma a considerar inomogeneidades de
modelos covariantes, como, por exemplo, a QHD. Nossa equacao de onda
é mais complexa, prevé pulsos solitdrios (solitons) ou formagao de ondas de
choque seguida de quebra e dispersao.

Nosso resultado original mais recente vem do estudo de equacoes de onda
com a EOS do QGP. Buscamos solugoes com solitons ou quebra de onda em
temperatura nula para perturbacoes na densidade barionica e perturbagoes
na densidade de energia em temperatura finita. As equacoes no QGP foram
estudas numericamente e encontramos um “séliton” sem a equagao de KdV.

No geral podemos concluir que nossos pulsos se propagam por grandes
distancias quando comparaveis com as dimensoes nucleares mas se propagam
por curtas distancias quando comparadas com dimensoes estelares.

Como observagao final, estamos cientes dos problemas que o laplaciano
da densidade barionica pode trazer, ou melhor, derivadas de ordem superior
podem levar a uma violagao de causalidade conforme na equacao de Navier-
Stokes, embora nao tenhamos visto nada de errado em nossos calculos para
obtencao da KdV.
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Apeéendice A

Termodinamica

A.1 Densidade de energia e pressao
A entropia de um sistema ¢ funcao das variaveis [89]:
S:S(E,V,Nl,NQ,...,Nm) (A].)

onde E é a energia do sistema, V é o volume do sistema e N; , com ¢ =
1,2,3,...,m é o numero de particulas do tipo 7. Considerando agora um
sistema com Np= numero de barions, temos entao a expressao para entropia
(A.1) na forma:

S = S(E,V, Ny) (A.2)
e conseqiientemente a variacao de entropia é dada por:
s = <§> dE + (§> dv + <ﬁ> dNp (A.3)
OE )y ., V' ) g N, ONB )y g

Da relacao fundamental da termondinamica com dNg = 0 temos:

_@_dEijdV

as T 7

(A4)

Comparando os coeficientes de dE e dV entre as expressoes (A.3) e (A.4)
temos: 59
1
— =— (A.5)
(58)..., =7
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oS D
(W)m o7 (46)

Introduzindo uma nova grandeza, chamando-a de potencial barioquimico:

oS
=7 = AT
i <aNB>V,E ( )

que juntamente com (A.5) e (A.6) substituidas em (A.4) resulta na expressao:

1

dS:T

P _ B
dE + dV — =2 dNp (A.8)

que é a generalizacdo da relagdo fundamental (A.4) para a situacdo em que
o nimero de particulas(no caso o niimero de barions) pode variar, porém no
nosso caso vale lembrar que dNg = 0, mas (A.7) continua vélida, bem como
as expressoes a seguir. Da expressao (A.8) temos:

dE =TdS — pdV + pp dNp (A.9)
que escrita em termos da energia livre de Gibbs:
dG=d(E—-TS+pV)=—-SdT'+Vdp+ pup dNp (A.10)
de onde temos agora:

oG
= —— All
s ( aNB)M (A11)

e como sO estamos considerando neste estudo apenas um tipo de particula
(barions) temos:
G =G(T,p,Ng) (A.12)

como quantidade extensiva. Logo:
com ¢(7T,p) uma fungdo que nao depende de Np e assim:

[ = (%) =9(T,p) (A.14)
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ou seja: o potencial quimico por barion é igual a energia livre de Gibbs por
bérion:

G = upNp (A.15)
Entao podemos dizer que
G=E-TS+pV =upNg (A.16)
que dividindo por V' temos:
e+p=uppp+7Ts (A.17)

onde € é a densidade volumétrica de energia, pp é a densidade barionica
(nimeros de barions por volume) e s é adensidade volumétrica de entropia.
De (A.17) temos:

de + dp = de,U/B + ,qupB +dI's+Tds
que em um sistema isentrépico (dS = 0 e s variando) continuamos com:
de + dp = de,U/B + ,qupB + sdT'+Tds (Alg)

Substituindo entao a primeira lei da Termodinamica:

de =Tds + NdeB (A19)
em (A.18) obtemos:
dp = ppdup + sdT (A.20)
Também de (A.19) temos:
Oe
= (a—) (A21)
ps)

que inserida em (A.20) e considerando 7" = 0 ou 7" =constante (d1" = 0):

vnil(@)] e

Vp = ppV [(%) ] (A.23)
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Jp 0| Oe
| A.24
o = ovan| (o). =
Da energia por nticleon (E) dada por:
£
E=— A.25
PB ( )
pode-se usar também: 5 5
5 E
— =F+pp7— A.26
9o PB 905 ( )

As relagoes (A.23) a (A.26) s@o utilizadas na hidrodinamica relativistica,
mais especificamente nas versoes relativisticas da Equacao de Euler e da
continuidade.

A.2 Potencial termodinamico e funcoes
termodinamicas

As fungoes termodinamicas tais como a densidade de energia e, densidade
barionica pg, densidade de entropia s e pressao p em uma teoria em particu-
lar, requerem o conhecimento do potencial termodinamico Q(7,V, ug) para
seus calculos explicitos.

Tais fungoes serao relacionadas com as médias dos operadores quanticos
no ensemble [80, 89]. Isso pode ser feito através da fungdo de partigdo Z
dada por:

—(H — upB)

Z = Tr{emp[ T

H = eap[—QT, V, uz)/T] (A.27)

onde H é o operador hamiltoniano, B é operador niimero barionico e pug o
potencial barioquimico.
Entao a média no ensemble de um operador A é dada por

~ —(HA-ppB)
B

A= ((A)) = Z27'Tr|Ae (A.28)
De (A.27) temos que
T, V,up) =—-TIn(2) (A.29)
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e é dado pela transformacao de Legendre:
AT, V,ug) = —pV =E—-TS — ugNg (A.30)
de forma que
dQY=dE —-TdS — SdT — updNp — Npdug
que usando (A.9) resulta em
dUT,V,up) = —SdT — pdV — Npdug (A.31)

De (A.28), (A.30) e (A.31) temos

(B)) _ 1 ( o9 )
_ N A.32
1 /09
s=—3 (a_T)WB (A.33)
p= UL Vinn) (A.34)
%
T, V.
€= % +T's+ ppps (A.35)

200



Apeéendice B

O Principio de Minima Acao
com derivadas de ordem
superior nos campos

Apresentamos a obtencao das equagoes de Euler-Lagrange e do tensor Energia-
Momento para teorias com derivadas de ordem superior nos campos. Tais
estudos sao alicergados em [90].

B.1 Equacoes de Euler-Lagrange
Considerando a acao S:
S = /Q d'z L, 8, 9 On1gs) (B.1)

e calculando sua variagao 65 podemos obter as equagoes de Euler-Lagrange
para os campos 7); cujas variagoes sao dadas por n;(z) — n;(z) + on;(x).

Em (B.1),  é uma regiao arbitraria do espago-tempo. 0m;(x) é nulo em
[, onde I' = T'(2) é a superficie de contorno de €.

Buscando por um valor estacionario da acao:

58 = /Q 'z SL(, 8, 0am:) = 0 (B.2)
encontramos
8£ oL
4 i - . =
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A expressao acima pode ser reescrita utilizando 0,(dn;) e 0,0"(dn;):

oL oL
05 = /d { O(OMn,)a u(0m:) + 0(@0’\1%-)8”8 (5772)} 0

Integrando por partes os dois tltimos termos da tltima expressao e assumindo
que os termos de superficie sao nulos, encontramos:

oL oL
4 % e
05 = /‘d {8m “a«%ng + 99, hxag%ng]}ém 0 (B.3)

que nos fornece as equacoes de Euler-Lagrange para 7; quando

5(% aﬂh‘, aAa)\ni)3
oL oL

= _y, —=_ B.4
o~ 5@ (B-4)

oc
H ——
0 a“[&(axaxm)]

B.2 Tensor Energia-Momento

Iniciamos nossos calculos com a agao S:
S = / d'x L1, 0pmi, a)‘aﬂh ")
Q

A variacao na acao entre dois pontos do espaco-tempo x* e z* é dada
por:

08 = /Qd%/ L(n}, 8., 00, x'™) — /Qd‘lx L, Oumi, 0*Oxmi, v)  (B.5)
A translacdo x — 2’ pode ser implementada por:
2 =t + bt = Gua = 14 9, (0a")

e d*z’ = J(a'/x)d*z = [1 + 0,(6z")]d*z, onde J(z'/z) é o Jacobiano da
transformacao © — 2’ dado por:

T oxt

/ n
J<£) _ det(ax ) = 1+ 8,(6a") (B.6)
Substituindo a expressao para d*z’ em (B.5) obtemos:
58 = /Q d*z (5L + L£0,67") (B.7)
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Usando:

oL oL oL
= — . . ) dad " . i
oL an, on; + a(aum)ﬂ@;ﬂh) + 8(8@%)5(8 Aumi) + (9,L)0x
encontramos:

oL oL
_ 4 ) .

05 = /Qd v [an,- O gy 0 )T

+i6(8“8 i) + (0,L)8z" + L£8,62"
a0 dm,) - g

ou, de maneira equivalente:

oL oL oL
= 4 . [ . _ I . 1
6S /Qd x [améer 0(%?705(8“”2) + 8(8A8Ani)6(8 0uni) + 0, (Lox )]
(B.8)

Os segundo e terceiro termos na integral da tltima expressao podem ser
reescritos usando a divergéncia total, entao assumem a forma:

or oL or Ye
9% 5am) = 9, (5m:) = 9 7(52}—8[7]52-39
50, ) = Gy e Om) = O gy O] O gy |0 (B9
¢ or
- 12 ) —
5@ o) " o)
e Ye Ye
e — ) = I~ 1) N — T A .

(B.10)
Inserindo (B.9) e (B.10) em (B.8) e rearranjando os termos, encontramos:

o5 = [t {Son — o[ 55ms o - 0,5 onon +
+/Qd4x au{[a(g—jmém} + {%aﬂb(am)} + (&W)} (B.11)

A segunda integral em (B.11) pode ser reescrita usando 4—dimensional gene-
ralizacao do teorema de Gauss e assume a forma:

oL oL oL
= ) 22 5n. _ 7™ A Sn. — = A Sh.
55 /Q dw {8’fh 5772 a'u [8(&77@) ] 5772 a'u [8(8>‘8)\7h):|8 (5772)}_'_
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+ /m {idni + i@“(ém) + Eéx”}dau (B.12)

O(9umi) 9(0*0xm:)
Agora, na tltima integral da equacao anterior somaremos o seguinte “zero”:
oL L
— a,/ i 51,1/ — a,/ i (5!13'11—‘—
8((%72-)( i) 8((%72-)( i)
oL oL
b . v I 14 - . v =
+0 [70( = awi)](aun,)ax o| o awi)}(aum)ax 0
e (B.12) torna-se:
oL oL oL
= 4 _ 7" A sn — = A (Sn
08 /Qd x {8772' on; — Oy [a(aum)}énz A {a(aAa)\m)}a (5772)}“'
oL oL oL oL
+[ A St O (S15) 42 (B,m)60" — =25 (D) 60"+
o0 00" 0o M 80 P 8@, P
oL oL
p|l__ Y~ NSt — gn| T~ NSV p
+0 [8(8A0A77,-)](8ym)6x 0 [8(8/\0A77,-)](8ym)5x + Léx }da“ (B.13)

a qual, apoés um rearranjo de termos:

oL oL oL
— 4 L 7= L S 517" )
o5 /Qd v {&h i = O {a(aum)}m O b(&kaﬂh)}& (5”2)}+

oL oL
0L sk 0]+ —2E—on (o,
L, {0<%>[ i (O0m)0a |+ Fg @ O F

Lom [

oL )
o) G+

[a(gifm)(aum) —g" L+ aﬂ[%] (&ﬂh’)] 5m”}dau (B.14)

Do tltimo termo de (B.14) obtemos o tensor Energia-Momento:

oL oL
v, =% (am) - mmﬂi] O B.15
8(8u7h‘)( 77) g 8(3’\8,\771') ( 77) ( )

O 1ltimo termo da ultima equacao pode ser reescrito com o auxilio da iden-
tidade
oL oL oL

8“[m] (Dms) = 0" [m(aﬂ%)} - m(a’@ym)
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e entdo (B.15) torna-se finalmente:

oL oL oL

™, = Om) — g L+ | —% (g - -5
S 0~ 9 5o M| T a o)

(auaunz)

(B.16)
que é a expressao final para o tensor Energia-Momento.
Notamos também que a primeira integral em (B.14) nos leva as equagoes
de Euler-Lagrange quando o termo de superficie vai a zero.
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Apéndice C
Constante de difusao barionica

A constante de difusao barionica D para a matéria hadronica densa e quente
foi estudada em [79] por intermédio de um gerador de eventos chamado
URASIMA (Ultra-Relativistic AA collision Simulator based on Multiple Sca-
ttering Algorithm,).

Os ensembles estatisticos com temperatura e potencial quimico fixos sao
gerados a partir da imposi¢ao da conservacao da densidade de energia e da
densidade barionica. Tais ensembles alcancam o equilibrio térmico onde é
investigada a dependéncia com a temperatura e com o potencial quimico da
constante D.

Apresentaremos aqui uma breve descri¢ao da teoria envolvida no célculo
de tal constante e alguns de seus valores dependentes da temperatura.

O primeiro Teorema de dissipagao-flutuagao [91] nos diz que a constante
de difusao D é dada pela seguinte correlagao:

D= 1/°° < B(t)- T+ t) > i (1)
3 Jo

onde a média < --- > é dada por

1
< e >= — X
numero de ensembles Z
ensembles

X ! )RR (C.2)

nimero de particulas .
particulas

Se a correlagao decresce exponencialmente, isto é:
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0(t+t') >oc exp (—t;/) (C.3)

< U(t)-v
com 7 sendo o tempo de relaxamento, a constante de difusdao pode ser rees-
crita em uma forma mais simples

1 — —
D= 3 < o(t)-o(t) > 7 (C.4)
A equacao de difusao é dada por:
0 9 S
1t 7) = DV (t,7) (C5)

e a constante de difusao D tem dimensdo de [L?/T]
Devido natureza relativistica do sistema, usaremos 3(t) = ¢ = & ao invés

de 7 em (C.1) e D é obtida por

D:%/Ooo<ﬁ(t)-ﬁ(t+t)>dtc _%
)

~0-3<(5w) (&

) (C.6)

com c sendo a velocidade da luz
A figura C'.1 mostra a fungao de correlagao em funcao do tempo e indica
que o amortecimento exponencial (C.3) é uma boa aproximacao.
Ja a figura C.2 mostra os resultados para a constante de difusao via (C.6)

em funcao da temperatura.
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< v(0) v(t) >

t [fm/c] t [fm/c]
. Ny = 0.3125 [fm ]

@ = 0.469 GeV/im®
m ¢ = 0.625 GeV/im®
&¢=0.781 GeV/im®
Ac=0.937 GeV/im®
Ve =1.094 GeV/im®

Figura C.1: As linhas correspondem a resultados fitados pela funcao expo-
nencial.

0.6 : : : :
on,=0.16fm"
Ong=0.23fm™
Ang=031fm”® [}
g 05 $ e
=00 § I |
£ L) ®
@ o
(2]
g 7 [l
5 o ®
2 O
S04 x i i
© i A
x i
x
03 1 1 1 1
80 100 120 140 160 180
T [MeV]

Figura C.2: Constante de difusao barionica na matéria hadronica densa.
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Apeéendice D
Relacoes na QHD

D.1 Relacoes tteis em temperatura nula

E interessante estudarmos primeiro em temperatura nula como o termo

W(—id -V 4 fM*)1) da expressao (4.14) possui dependéncia com pg [33, 80].
Entao: . L
¢ — (b(ka A)ezk-m—zEt (Dl)

com A sendo o indice de spin.
Substituindo entao (D.1) em (4.14):

170" = gvroVo — (M = gsao)|o(k, )e™ = = 0
(lembrando da definicao M* = M — ggs¢y)
= (760" + 706 - V — g0V — M*](K, \)eF 7t = o

= oE — 70d - k — gvyoVo — M*|p(k, \) = 0

que multiplicada por —vy e usando a notagao 3 = -, fica na forma:
[—E+a - k+gvVo+ BMp(k,\) =0
fornecendo por sua vez:
@k + BM(k, A) = [E = gvValo(k, ) (D.2)

Quadrando a expressao acima:

(@B + (BM*)? + @ - kBM" + BM*G - |k = [E — gy Vy]? (D.3)
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Mas devido a .
{B,a'} =0
0s termos . .
a-kpM* + M*a -k

de (D.3) podem ser escritos como:

G-kBM*+BM*a-k = M*(a'k' B+02k* B+ 0’k B+ Ba' k' + B’k + Ba’k®) =

= M*(K'a'B + K*a?B + K*a’B + Ba’k' + Ba’k? + pa’k?) =

= M*(K"{B,a'} + K*{3,0%} + K*{B,a’}) =0

entao (D.3) pode ser reescrita como:
(2 + M%) = [E — gy Vol
uma vez que foi utilizado também
(@)= =1
De (D.4) tem-se:

j:(l_c? +M*2)1/2 — &) — Vi
que considerando apenas as energias positivas:

BO) = (B 4+ )12 4 gy
Substituindo (D.5) em (D.2):

(6 &+ BM]p(k, ) = [EY) — gy Volo(k, )

— (G -k + BM]p(k, ) = (K2 + M) 26k, \)
Sendo )
SR A) = —= 3" Ap U(E,N)

vV kA
em (D.1) tem-se que:

]_ — -
w - = ZAE,)\U(]{;u )\)ezk-x—zEt
kA

\/V )
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fornecendo, utilizando (D.6):

Yi(—ia -V + M)y Z 3 (R + M) 2al, VAU E N U (R, N
k)\k >\

mas YT (—i@ - V + SM*)t deve ser aplicado no estado com n nucleons:

< W —id -V + BM) w‘ > 1 Z(kz M2 1/2< ’A ‘n> (D.8)

k)\

onde foi utilizada a relagao:

UMK YU (K, N) = 6720,y

n> = <n‘A£’A n— 1> = <n}n> =1

de tal maneira que (D.8) assume a forma:

De (D.8):
<”‘A£:AAE,A

(nfuf(=id -V + BM*)g|n) = Z(k? M*2)1/2 (D.9)

k)\

1 ke Bk
% g _> /0 (2m)3

m (D.9) acima e multiplicando pelo fator de degenerescéncia spin-isospin
s, tem-se portanto:

Utilizando:

PGV 4 OM) — o / T BR(R M) (D.10)

Finalmente, a relacao entre kr e pp é calculada por:
ps = (Ul (@)e(@)|n) (D.11)
Entao, utilizando (D.7) na (D.11) acima:
1
= .‘— oed 7 _ —
o = (nfo! @@} = 5 5 (n]n)

EA
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fornecendo:

-

1
o=y 2 (r) = 0
EA EA
que novamente utilizando
1 ke d3k
v % 7 /0 (27)3

e multiplicando por v, obtém-se:

Vs /kF 3
= d’k
PB (2m)3 Jo

O estado fundamental da matéria nuclear é obtido preenchendo os niveis
até krp com {p T,p [,n T,n |}; o fator de degenerescéncia para a matéria
nuclear é entao vy, = 4 e para a matéria neutra vs = 2.

A incompressibilidade da matéria nuclear de acordo com o modelo de
Walecka é [33]:

PE
K= (k 2—) D.13
( F 0kp?) eq (D.13)

com FE = ¢/pp sendo a energia do nucleon. Notamos também que K > 0.
A relagdo do momento de Fermi com a densidade barionica foi encontrada
pela expressao (D.12) que fornece o operador:

d  Opp O _3%7€F2 0
81{5}7 N 8kp8p3 n 672 8pB

(D.14)

e conseqiientemente:

82 _6”)/31471? 0 3’}/51{5}72 82
okp? 612 Opgp 672 Okpdpg

(D.15)

Mas o ultimo termo da expressao acima pode ser escrito como:

3’}/51{5}72 82 N 3’}/51{5}72 8 8
672 8kF0pB_ 672 8kF8pB
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que utilizando (D.14) fica na forma:

Byke® <3%k:p2)2 o (D.16)
6m2 Okpdpg \ 672 op% ’
Substituindo entao (D.16) em (D.15):
& ke 0 (vskpzf o (D.17)
Okp® 72 Opp 272 ) Op% ’

Aplicando (D.17) na energia por nicleon E:

PE _ ke OF (%k;Fz)QéﬂE
okr® w2 Ops 212 ) Op%

que na situagao de equilibrio fornece:

PEN (ke (OE
(—aszL—( ) (@L (D.18)

uma vez que da saturagao:
oF
()., =
Opp eq

kF _ (67T2pB)1/3

s

De (D.12):

que substituida em (D.13) juntamente com (D.18):

OE O°F
K = (9 2 ) _9 2( ) D.19
PB 8p32 eq po 8PB2 PB=P0 ( )

A relagao entre a incompressibilidade (K) e a velociade do som c, !

provém da relagao de Gibbs:
p+e=Ts+ uppn (D.20)

que em T = 0 e considerando a matéria nuclear no equilibrio p = 0, temos a
expressao acima na forma:
€ = UBPB

! Agradecemos ao prof. M. Malheiro por nos ter apresentado este calculo.
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fornecendo entao: -
(D.21)

PB
¢ ) 1
9P _ (D.22)
e KB

Da curva de saturagao temos:
= M= —16MeV

PB
que utilizando (D.21) nos fornece:
UB = M — 16
ou aproximadamente:
A definigao da velocidade do som (¢,) é dada pela EOS:
Ip
2
s = o D.24
€ = 52 (D.24)
que pode ser reescrita como:
.2 _ Op Ops
* 8,03 Os
Utilizando (D.22) na expressao acima:
1 0
2= — L (D.25)
uB Opp
Como a incompressibilidade (K) ¢é calculada a partir de [33, 80]:
K =9
dpn
temos: 5 i
P
— = — D.26
9o 90 (D.26)
que substituindo (D.26) e (D.23) em (D.25) encontramos:
1 K
= D.27
& =09 (D.27)
Finalmente, substituindo (D.27) em (D.19) obtemos:
( O’E ) _ Me? (D.28)
aPB2 pPB=p0 po* .
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D.2 Relacgoes tteis em temperatura finita

Na temperatura finita escreveremos uma forma para o campo v levando em
conta a existéncia das antiparticulas que aparecem no mar de Fermi devido

apenas pela excitacao térmica.

A medida que um sistema tem sua temperatura elevada surgem an-
tiparticulas com massa comparavel a kg1’ do sistema, entao analogamente a

(D.1) temos:
P = %(E’ )\)eu;.f_im(Eﬂ + ¢b(]g’ )\)e—ilg-f—iE*(—E)t

novamente com A sendo o indice de spin e também:

QSa(k’,)\) = W Z Ak)\ U(k,)\)
kA
1

com os spinores satisfazendo:
UTE UK, N) = VIE X)WV (E, ) = 60,y
e os operadores satisfazendo:

{A,B}y={A", B} =0

e
{B, B} ={A, A1} =1
Substituindo (D.29) na equagdo de movimento (4.14):
[17.0" — gvyoVo — (M — gseo)] [%(E, A)etRT-iET Ry
+¢b(E, )\)6—2'];:?:'—2'E’(—E)t} -0
obtemos: . B B
[VET (k) = v0a - k — gyyoVo — M7|ga(k, A) = 0

e

V0B~ (k) + %@ - k — gvyoVo — M*]u(k, ) = 0
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que multiplicadas por —v, e usando a notacao = 7y obtemos:

[E* (k) — gvValoa(k,\) = [ k + BM*]¢a(k, \) (D.35)

[E=(—k) — gvValow(k, \) = [—a - k + BM*] 6y (k, \) (D.36)

Ap6s usarmos {3,a’'} = 0 e (a')? = 3? = I conforme na tltima segao
notamos que:

[@-k+BM*)? = [-@ -k + BM*]? = (k* + M*?) (D.37)
e quando quadramos (D.35) encontramos:
[E* (k) — gvVol* = (K + M*) (D.38)

e para (D.36): ) )
[E™(=k) — gvVo]* = (K* + M*?) (D.39)

Em termos de escolha de sinal para as energias, temos para as particulas:
E*(K) = gvVo + (K + M*#)'/2 (D.40)

e para as antiparticulas do mar de Fermi:
E™(—k) = gvVo — (k* + M**)"/2 (D.41)

A passagem de somatoria para integral é semelhante a usada na ultima
secao para temperatura nula, porém a integral nao é feita de 0 a kp, entao:

1 Vs 3
. % — Gy /d k (D.42)
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Apeéendice E
Funcoes Elipticas de Jacobi

O método de Expansdo em fungoes elipticas de Jacobi (JEF) foi utilizado
no capitulo 6 para obtencao da solucao da equagao de KdV. Entretanto
tais funcoes foram apenas enunciadas juntamente com suas propriedades e
aplicadas com uma condi¢ao onde se degeneram em fungoes solitonicas.
Nesta secao apresentaremos em detalhes as JEF e suas propriedades
seguindo os estudos em [92, 93].
Vamos comecar pela equacao da elipse:

BRORE

e sua excentricidade:

lembrando que para € = 0 temos o circulo. Normalizando as duas expressoes
pela escolha de b = 1 temos:

(5)2 +yt=1 (E.1)

que é o médulo da funcao eliptica correspondente. Entao 0 < k < 1.
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O préximo e mais importante passo nesse estudo é definir o argumento u
das funcgoes elipticas. No caso de fungoes trigonométricas o argumento seria
o angulo 0, mas u é um pouco mais sofisticado:

u= /PQ rdf (E.2)

O segmento de extremidades P e () no contorno da elipse define u de uma
maneira geral de tal forma que nao é um angulo, comprimento de arco ou
alguma grandeza relacionada com area. Tal segmento pode ser visto conforme
a figura a seguir.

_________________ .
1T / Ao e
o)

Figura E.1: Elipse com suas medidas especificadas.

Entretanto u se torna um angulo 6 ou um comprimento de arco no limite
a — 1 ou k — 0 quando a elipse se torna um circulo.

Com argumento e modulo da elipse definidos, as fungoes elipticas sao
definidas como razoes da mesma maneira que na trigonometria usual. Sao
elas:

sn(u, k) =y (E.3)
en(u, k) = z/a (E.4)
dn(u, k) =r/a (E.5)

As fungoes (E.3) e (E.4) generalizam o seno e o cosseno. Ja (E.5) surge
devido r nao ser constante na elipse. Quando k — 0 temos a = 1, e assim
(E.3), (E4) e (E.5) tendem a y, x e 1 respectivamente desde que r — 1
também. Isso conecta a elipse com as funcoes send, cost e 1.
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Normalmente na literatura por questao de facilidade de escrita o médulo k&
é omitido, entao sn(u) = sn(u, k) e assim por diante. Também encontramos
o modulo complementar a k, dado por

K= VIR

que em notagado moderna conforme usamos no capitulo 6 é escrito como
m = k?, entao:

sn(ulm) = sn(u,k) onde m = k?

Existem ainda mais nove funcoes elipticas de Jacobi, definidas por:

1 1 1

ns u = ne u = nd u=——

sn u cn u dn u

sn u dn u cnou
scu= de u = cs u =

enu enou sn U

dn u sn u cn u
ds u = sd u = cd u =

sn u dn u dn u

totalizando assim doze “espécies”.
De (E.1) temos:
en*u 4 sn*u =1 (E.6)

que generaliza cos?0 + sen?0 = 1.
De 22 + y? =% (E.3), (E4), (E5), (E.6) e m =1—1/a® temos

dn*u+m sn’u =1 (E.7)
De
0 =arc tg(g)
x
temos 1
df = ﬁ(:cdy — ydx)
Mas ]
du = rdf = ;(a:dy — ydz)
e de (E.1):
d
:c_;c +ydy =0
a
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de onde concluimos que

dy = ———dx
avy
ou 9
a
dr = ——ydy
T

e assim temos a variacao correspondente du:

2
du:1<—$—— >dx

r a?y

ou . )
du = —(:L’—l— ﬂ)dy
r x

Outra variacao importante é de 22 + y? = r%:

xdx + ydy
dr = ———=
,
As derivadas sao dadas por:
d dy dy
d—snu:d—: = =cnudnu
U U %( 4 amy )dy
(e analogamente:)
d
—cnu=—snudnu
du
—dnu=—m snucnu
du

conforme utilizamos no capitulo 6.
Também no capitulo 6 mencionamos que

m— 1= cn u— sech u

e nesse texto
m— 0= cnu— cosu

(E.8)

Tais situagoes podem ser verificadas graficamente nas préximas paginas

mediante variagao do parametro m.
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Figura E.2: Parametro m = 0, m = 0,99 e m = 0,999 respectivmante.
Notamos que cn(u|0) = cos(u).
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Figura E.3: Parametro m

en?(u|l) = sech?(u).

en(ull)
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