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1 Introduction
La mécanique quantique sur espace non-commutatif (MQNC) a, dans un

premier temps, été proposée par Heisenberg [1] dans les années 30 puis déve-
loppée par Snyder à la fin des années 40 [2], dans l’espoir que les propriétés de
non-localisabilité induite par la non-commutativité des coordonnées d’espace
permettraient de résoudre le problème des divergences à courte distance (ul-
tra violette) de la théorie des champs. Mais les succès de la renormalisation
rendirent cette piste caduque et elle fut abandonnée. Récemment, certains
développements de la théorie des cordes l’ont sortie de l’oubli. En effet, l’on
a pu montrer que dans certaines conditions [3], les systèmes engendrés par la
théorie des cordes font intervenir des coordonnées dont le crochet est non-nul.
Ces découvertes justifient le regain d’intérêt pour la théorie des champs sur
espace non-commutatif et, en particulier, pour la mécanique quantique sur es-
pace non-commutatif qui, vu comme une théorie des champs à une particule,
constitue un excellent “toy model”. Par exemple, l’étude des systèmes exac-
tement solubles de la MQNC devrait permettre une meilleur compréhension
de la théorie des champs sur espace non-commutatif.

Les formalismes de la MQNC sont aussi nombreux que ceux de la mé-
canique quantique et j’ai eu l’occasion de travailler sur quelques-uns de ces
formalismes au cours de mon stage. La première partie de mon rapport consis-
tera en l’exposition de des divers formalismes qui nous serons utiles pour la
suite. Il s’agira de l’approche par le star-produit et de sa relation à la repré-
sentation par les opérateurs canoniques puis de la procédure de Dirac pour
le traitement des lagrangiens singuliers. Ce dernier formalisme nous servira,
dans la seconde partie, de base pour l’analyse d’un lagrangien général et de
ses relations au système hamiltonien d’algèbre quelconque. Nous avons tra-
vaillé à expliciter cette approche lagrangienne déjà présente en germe dans
la littérature et l’avons appliquè entre autre à la MQNC. J’exposerai en-
suite un développement de cette méthode dans le cadre des systèmes avec
contraintes mécaniques, que j’appliquerai en particulier au cas de la sphère
non-commutative. Pour finir j’utiliserai le formalisme du star-produit pour
calculer les équations du mouvement d’une particule dans un champs ex-
térieur sur un espace non-commutatif ; on verra en particulier les similarité
avec celles d’une particule dans un champ non-abélien. Au cours de mon
stage, j’ai également travaillé sur les intégrales de chemins sur espace non-
commutatif. Il s’agit en effet d’une étape importante pour la compréhension
et la formulation d’une théorie des champs sur espace non-commutative. La
formulations d’une telle intégrale est loin d’être définitivement établie. On
trouve dans la littérature un grand nombre de formulations aux résultats pas
toujours équivalents. Mon travail sur le sujet a été largement bibliographique
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et j’ai tenté de comparer et de comprendre les différentes approches les unes
en regard des autres. Cependant, je considère que mon travail sur ce sujet
n’est pas suffisamment abouti pour figurer dans ce rapport.

2 Formalisme

2.1 Généralité sur mécanique quantique sur espace non-
commutatif

La notion de mécanique quantique sur espace des configurations, non-
commutatif, ou plus simplement mécanique quantique non-commutative, se
réfère à une mécanique quantique dont l’algèbre des coordonnées et des im-
pulsions est non canonique. En toute généralité on a :

[X̂i, X̂j] = iθij1, [P̂i, P̂j] = iFij1, [X̂i, P̂j] = i~δij1 , avec i, j = 1, ..., d
(1)

où θ paramètre la non-commutativité des positions et F celle des impul-
sions et sont toutes deux des matrices antisymétriques constantes. La non-
commutativité des impulsions peut être interprétée comme la présence d’un
champs magnétique, Fij est alors simplement la partie spatiale du champs
électromagnétique. On constate en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz
que la non-commutativité sur les positions mène aux relations d’incertitude :

∆X̂i∆X̂j ≥
1

2
|θij| (2)

Ces inégalités impliquent que, dans ce cadre là, une particule ne peut pas
être localisée à l’intérieur d’un certain volume défini par les composantes de
θ. On voit alors que l’espace devient en quelque sorte “flou" ou muni d’une
structure cellulaire. Ce volume caractéristique introduit naturellement une
échelle minimale de longueur, c’est cette propriété qui a poussé Heisenberg
à proposer la MQNC comme une solution aux divergences ultraviolettes. La
non-commutativité engendre également des difficultés pour la construction
de l’intégrale de chemins. En effet, puisque les différentes composantes du
vecteur position ne sont pas simultanément définies, il est impossible de dé-
finir une base de vecteurs propres de l’opérateur position, ce qui invalide la
méthode standard pour la construction de l’intégrale de chemins. La solution
peut être, par exemple, de considérer des bases du type |x1, p2〉 [4] , où une
approche en termes d’états cohérents [5].

On remarque une certaine similarité formelle entre θij et Fij. Cette si-
militude amène à voire θ comme l’analogue d’un champs magnétique. Cette
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analogie est renforcé quand on écrit θij = εijkθk, comparé à Fij = εijkBk.
On voit alors que la non-commutativité peut être paramétrée par un champs
de vecteurs θk. Cette écriture met en évidence l’existence d’une direction
privilégiée dans le cadre de la MQNC.

Le fait que la structure cellulaire de l’espace ne soit pas observée au ni-
veau macroscopique implique que la non-commutativité ne doit se mani-
fester qu’à des échelles de l’ordre de l’échelle de Planck. En particulier les
paramètres de la non-commutativité (qui ont une dimension inverse de celle
d’une masse) peuvent être contraints grâce à divers phénomènes. En effet, il
a par exemple été montré [6] que la présence de non-commutativité pourrait
engendrer une déformation anormale des raies d’interférences des électrons
dans l’expérience de Tonomura [7] pour l’étude de l’effet Aharonov-Bohm.
On peut également exploiter la violation de la symétrie de Lorentz qu’en-
gendrerait la non-commutativité [8]. La limite actuelle (θ ≤ 10−30GeV −1)
vient de la limite sur la décomposition du boson Z en deux photons [9]. Il
est important de remarquer que θ n’a pas de rapport avec ~ et donc que
la quantification standard et la non-commutativité de l’espace peuvent être
vues comme deux notions indépendantes.

Il est intéressant de noter qu’au delà de l’aspect fondamental, la MQNC
peut trouver des applications en tant que théorie effective dans le cadre de
l’effet Hall ou de la superfluidité. La mécanique classique sur espace non-
commutatif trouve également des applications dans le cadre de la magnéto-
hydrodynamique.

2.2 Star-produit et approche opératorielle

Le formalisme du star-produit initié par Weyl et Wigner pour permettre
une description de la mécanique quantique en termes d’espace des phases[10],
s’articule non pas autour d’opérateurs non commutants, comme dans l’ap-
proche opératorielle, mais autour de la déformation du produit entre les va-
riables de l’espace des phases, cette procédure de quantification est d’ailleurs
appelée ”déformation quantization“ . Nous allons voir comment ce formalisme
peut être utilisé dans le cadre de MQNC.

On commence par le cas le plus général. Soit ~ξ =

(
~x
~p

)
un vecteur de

l’espace des phases. Les relations de commutation :

[ξ̂I , ξ̂J ] = iΩIJ , où I,J cours sur tout l’espace des phases (3)

peuvent être implémentées dans l’espace des phases en imposant une règle de
produit non-commutative (appelée ?-produit) entre les variables de l’espace

3



Diverses Approches de la Mécanique Quantique sur Espace Non-Commutatif Justin Gabriel

des phases telle que :

ξI ? ξJ − ξJ ? ξI ≡ [ξI , ξJ ]? = iΩIJ , (4)

Dans le cadre de ce formalisme les états quantiques sont décrits par des
fonctions dans l’espace des phases appelées fonctions de Wigner. La cor-
respondance entre les fonctions de l’espace des phases et la représentation
opératorielle est assurée par la correspondance de Weyl :

Â(ξ̂) =
1

(2π)2

∫
dχdξ a(ξ)eiχ(ξ̂−ξ) (5)

Le produit entre deux fonctions de l’espace des phases peut être obtenu
à partir de celui des opérateur grâce à la correspondance de Weyl. Il peut
s’écrire :

A(~ξ) ? B(~ξ) = e
i
2

ΩIJ ∂

∂ξI
∂

∂χJ A(~ξ)B(~χ)|~χ=~ξ, (6)

On peut vérifier que cette règle de produit donne bien les commutateurs (4).
Ici nous allons développer une approche un peu différente, celle utilisée

dans le cadre de la théorie des champs non-commutative. Il s’agit de n’uti-
liser le star produit que dans l’espace des configurations (i.e que pour la
multiplication des variables xi), les états quantiques seront décrits par des
fonctions ψ(~x) sur lesquelles l’action de l’impulsion est décrite par pi ≡ ∂i.
On demande :

[xi, xj]? = xi ? xj − xj ? xi = iθij, (7)

On va maintenant définir le ?-produit entre les fonction de ~x, en utilisant le
produit (6). On peut écrire (6) en série de θ :

A(~x) ? B(~x) = AB +
i

2
θij∂iA∂jB +

1

2!
(
i

2
)2θijθkl∂i∂kA∂j∂lB + ..., (8)

Comme on l’a déjà mentionné plus haut, les composantes de θ doivent être pe-
tites, ce qui permet, en écrivant la mécanique quantique en remplaçant le pro-
duit par le star-produit, puis en tronquant le développement ci-dessus, cal-
culer les corrections aux premiers ordres apportées par la non-commutativité
à la mécanique quantique.

On note quelques propriétés du ?-produit sous l’intégrale qui sont parti-
culièrement utiles :∫

(f ? g)(x)dnx =

∫
(g ? f)(x)dnx =

∫
(f · g)(x)dnx, (9)

∫
(f ? g ? h)(x)dnx =

∫
(f · (g ? h))(x)dnx =

∫
((f ? g) · h)(x)dnx, (10)
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∫
(f ? g ? h)(x)dnx =

∫
(h ? f ? g)(x)dnx =

∫
(g ? h ? f)(x)dnx, (11)

Nous allons maintenant voir une approche opératorielle de la mécanique
quantique non-commutative. Il s’agit de la représentation de la MQNC en
termes des opérateurs canoniques de la mécanique quantique.

Le théorème de Darboux pour les variétés symplectique nous dit que
toutes les variétés symplectiques de dimension 2d sont localement symplec-
tomorphes. En particulier toute forme symplectique de dimensions 2d peut
être ramenée à la 2-forme canonique : ωcan = dpi ∧ dqi avec i = 1...d. Ce
théorème implique en particulier que pour toute algèbre [ξ̂I , ξ̂J ] = iΩIJ , il
existe un changement de coordonnées local ξ̃I = ξ̃I(ξ̂) telles que le crochet
des ξ̃I soit canonique. En particulier pour le cas :

[x̂i, x̂j] = iθij1, [p̂i, p̂j] = 0, [x̂i, p̂j] = iδij1, (12)

on a :
x̃i = x̂i +

θij
2
p̂j, p̃i = p̂i, (13)

Cette représentation a l’avantage de rendre les prédictions de la mécanique
quantique et celles de la MQNC facilement comparables. De plus, cette re-
présentation peut être mise en correspondance avec la précédente. En effet,
on peut écrire :

A(~̂x)ψ(~x) = A(x̃− θij
2
p̃j)ψ(~x)

= A(~x)ψ(~x) +
i

2
θij∂iA(~x)∂jψ(~x) +

1

2!
(
i

2
)2θijθkl∂i∂kA(~x)∂j∂lψ(~x) + ...

(14)

En comparant ce développement avec (8), on voit que l’on peut écrire l’éga-
lité :

A(~x) ? ψ(~x) = A(x̃− θij
2
p̃j)ψ(~x), (15)

Cette relation nous sera utile dans la dernière section où nous partirons de
la fomulation par le ?-produit pour déterminer les équations d’évolutions des
opérateurs.

2.3 Procédure de Dirac pour les systèmes dynamiques
contraints.

La procédure de Dirac a été proposée par ce dernier dans les années 50,
pour le traitement des systèmes dynamiques contraints et leur quantification
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canonique. Les systèmes dynamiques contrains sont décrits par des lagran-
giens dits ”singuliers“, caractérisés par le fait que le déterminant de leur ma-
trice hessienne soit nul (det( ∂2L

∂ẋi∂ẋj
) = 0). Cette caractéristique rend la trans-

formation qui amène du lagrangien au hamiltonien irréversible, et engendre
un système hamiltonien non physiquement équivalent au système lagrangien.

Regardons plus en détail ce qui se passe avec les lagrangiens singuliers.
Soit un lagrangien L singulier. Les équations du mouvement sont données
par les équations de Lagrange :

d

dt

∂L

∂ẋi
=
∂L

∂xi
⇔ ẍj

∂2L

∂ẋj∂ẋi
=
∂L

∂xi
− ẋj

∂2L

∂xj∂ẋi
(16)

On voit que lorsque la matrice hessienne est non-inversible (i.e. det( ∂2L
∂ẋi∂ẋj

) =

0), on ne peut pas exprimer chaque composante de l’accélération comme une
fonction de ~x et ~̇x. En particulier, cela signifie qu’il existe des équations qui
relient ~x et ~̇x. Ces équations ne sont pas des équations dynamiques, elles sont
appelées contraintes. Cette appellation se justifie en partie car ces relations
contraignent les valeurs initiales des vitesses en fonction des valeurs initiales
des coordonnées. On peut extraire ces relations en remarquant que la matrice
hessienne du lagrangien doit posséder N = d−R vecteur propres V i

n associés
à la valeur propre nulle, avec R le rang de la matrice et d la dimension
de l’espace. En contractant l’équation (16) avec ces derniers, on obtient N
relations entre ~x et ~̇x :

Ψn(~x, ~̇x) = V i
n(
∂L

∂xi
− ẋj

∂2L

∂xj∂ẋi
) = 0, n = 1, ..., N (17)

Parmi ces équations celle qui sont indépendantes sont appelées contraintes
lagrangiennes.

Exemple :
Soit

L(x1, x2, ẋ1, ẋ2) =
1

2
(ẋ1 − ẋ2)2 − ω2

2
(x1 − x2)2, (18)

Il n’y alors qu’une unique équation du mouvement :

ω2(x1 − x2) = ẍ1 − ẍ2, (19)

Cette équation laisse x1 + x2 complètement indéterminée et arbitraire.
On peut aussi prendre l’exemple plus fondamental de l’électromagnétisme

où la densité lagrangienne est donnée par :

L = −1

4
FµνF

µν , (20)
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qui donne les équations de Lagrange :

∂νF
νµ = 0, (21)

On remarque que la composante 0 de ces équations ne contient pas de terme
en dérivée seconde du temps, ce qui manifeste la présence de la symétrie
de jauge dans le lagrangien, et rend nécessaire la fixation de jauge pour la
quantification.

Voyons maintenant en quoi tout cela pose problème pour le passage au
formalisme Hamiltonien. La transformation du lagrangien au hamiltonien
nécessite de définir les moments conjugués :

pi =
∂L

∂ẋi
(22)

On voit, en dérivant (22) par ẋj, que, si la matrice hessienne est de déter-
minant nul, l’on ne peut pas écrire ẋi = ẋi(q, p). En d’autres termes, les
moments (22) ne peuvent pas être tous indépendants et il doit exister un
certain nombre N relations indépendantes :

φn(~x, ~p) = 0, n = 1, ..., N (23)

On appelle ces relations les contraintes primaires. On supposera que ces
fonctions sont régulières c’est à dire qu’elle peuvent localement être prises
comme les M premières coordonnées dans le voisinage de l’hypersurface
Γφ = {(~x, ~p) | φn(~x, ~p) = 0, n = 1, ..., N}, ou de manière équivalente qu’une
variation δφn est d’ordre ε si les variations δpi, δxi sont d’ordre ε . Si cette
hypothèse est vérifiée, alors on a d’intéressants théorèmes [11].

Définition : On appel, une égalité faible, une égalité vraie à une combi-
naison linéaire de contraintes prés, et on note :

F (~x, ~p) = G(~x, ~p) + cn(~x, ~p)φn ⇔ F (~x, ~p) ≈ G(~x, ~p), (24)

Théorème 1 : Si une fonction F (~x, ~p) s’annule faiblement, alors il existe
des fonctions fn telles que

F = fnφn (25)

Théorème 2 : Si λiδxi + µiδpi = 0, pour toute variation δxi, δpi tangente à
Γφ, c’est à dire

δφn =
∂φn
∂xi

δxi +
∂φn
∂pi

δpi = 0, (26)

alors il existe des fonctions un telles que, sur Γφ,

λi = un
∂φn
∂xi

, (27)
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µi = un
∂φn
∂pi

(28)

Ces contraintes peuvent poser problème, en particulier au regard des règles
de crochets que doivent vérifier xi et pi. En effet l’on doit avoir :

{xi, pj} = δij. (29)

Mais imaginons le cas où une contrainte primaire impose pi = 0 pour certains
i donnés (c’est le cas pour l’électromagnétisme où le moment conjugué de A0

doit être nul). Dans ce cas les relations (29) ne peuvent pas être vérifiés. On
voit apparaître une contradiction formelle qui doit être résolue en calculant
d’abord le crochet de manière générale, puis en l’évaluant sur la surface des
contraintes. Cette contradiction vient du fait que le système hamiltonien
défini par les crochets canoniques (i.e. (29)) et le hamiltonien :

H(~x, ~p) = ẋipi − L, (30)

est défini dans tout l’espace des phases, alors que le système physique est
contraint sur une hypersurface définie par les fonctions φm(~x, ~p). En réalité
le système hamiltonien précédent est certes défini mais pas forcément bien
défini dans tout l’espace des phases. Reprenons l’exemple du lagrangien (18).
Le calcul du Hamilton par l’expression (30) donne :

p1 =
∂L

∂ẋ1

= ẋ1 − ẋ2,

p2 =
∂L

∂ẋ2

= −(ẋ1 − ẋ2)

(31)

H(x1, x2, p1, p2) =
1

2
(ẋ1 − ẋ2)2 +

ω2

2
(x1 − x2)2

=
1

2
p2

1 +
ω2

2
(x1 − x2)2

=
1

2
p2

2 +
ω2

2
(x1 − x2)2

=
1

4
(p2

1 + p2
2) +

ω2

2
(x1 − x2)2

(32)

On remarque que ces trois expressions de H sont définies sur tout l’espace des
phases mais ne sont équivalentes que sur la surface définie par la contrainte
φ ≡ p1 − p2 = 0. Ainsi, H n’est bien défini que sur cette surface. On voit
donc que la transformation standard (30) ne tient pas compte des contraintes,
cette information est perdue dans la transformation. La solution proposée par
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Dirac intègre cette information dans le crochet à l’aide d’un crochet déformé.
Nous allons voir comment l’on peut arriver à cette idée.

Dans un premier temps, différencions sur Γφ les deux côtés de l’équation
(30). On obtient :

(
∂H

∂xi
+
∂L

∂xi
)δxi + (

∂H

∂pi
− ẋi)δpi = 0, (33)

En utilisant le théorème 2, on obtient qu’il existe des fonctions un telles que :

ẋi ≈ ∂H

∂pi
+ un

∂φn
∂pi

, (34)

− ∂L

∂xi
|ẋ ≈

∂H

∂xi
|p + un

∂φn
∂xi

= −ṗi, (35)

où la dernière égalité a été obtenue en utilisant les équations de Lagrange.
On est maintenant en mesure d’écrire l’équation d’évolution d’une fonction
G(~x, ~p) quelconque pour un système contraint sur la surface Γφ . On a :

Ġ ≈ ∂G

∂xi
ẋi +

∂G

∂pi
ṗi +

∂G

∂t

≈ ∂G

∂xi
∂H

∂pi
− ∂H

∂xi
∂G

∂pi
+ un(

∂G

∂xi
∂φn
∂pi
− ∂φn
∂xi

∂G

∂pi
) +

∂G

∂t

≈ {G,H}+ un{G, φn}+
∂G

∂t
,

(36)

On va maintenant utiliser la condition de stabilité(i.e. φ̇n = 0) des contraintes
pour déterminer les fonctions un. En premier lieu, on fait quelques hypothèses
sur les contraintes. On suppose que les fonctions φn ne dépendent pas expli-
citement du temps et on se place dans le cadre des contraintes de seconde
classe, c’est à dire {φn, φm} = χnm avec χ une matrice non nulle et que nous
supposerons inversible. Cette dernière hypothèse ne rend pas cette approche
moins générale, puisque les systèmes avec contraintes de première classe(i.e.
χ nulle), c’est à dire possédant une symétrie de jauge, peuvent toujours se
ramener à un système de contraintes de seconde classe au prix d’une fixation
de jauge. On écrit la condition de stabilité des contraintes en utilisant (36) :

φ̇n ≈ 0 ⇔ {φn, H}+ um{φn, φm} = 0, (37)

ce qui donne pour les fonctions un :

un ≈ −χnm{φm, H}, avec χnmχml = δnl (38)

On peut réinjecter cette expression générale dans (36), on trouve :
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Ġ ≈ {G,H} − {G, φm}χmn{φn, H}+
∂G

∂t
, (39)

Cette dernière expression justifie le remplacement du crochet Poisson par
un nouveau crochet dit crochet de Dirac :

{A,B}d = {A,B} − {A, φm}χmn{φn, B}, (40)

On peux vérifier que ce crochet vérifie bien les propriétés de bilinéarité,
antisymétrique, les identités de Jacobi et la règle de Leibniz pour le produit.
Avec ce crochet l’équation d’évolution sur la surface des contraintes se réécrit :

Ġ = {G,H}d +
∂G

∂t
, (41)

Le crochet d’une contrainte avec une fonction quelconque de l’espace des
phases est toujours nul et nul partout. Ainsi, contrairement au cas du cro-
chet de Poisson, les contraintes peuvent être mises à zéro, avant ou après le
calcul du crochet, levant ainsi l’ambiguïté formelle du crochet de Poisson. En
particulier toute les égalités faibles peuvent être prises comme des égalités
”fortes“. On peut donc effectuer la quantification de ce type de système en
substituant des commutateurs aux crochets de Dirac.

3 Travail de recherche

3.1 Mécanique classique comme système hamiltonien
contrain

La référence [13] fait apparaître que certains systèmes dynamiques clas-
siques non-commutatifs peuvent être décris comme des systèmes hamiltoniens
contrains. Ce résultat nous a amené à généraliser cette approche à n’importe
quel systèmes hamiltoniens sur une variété symplectique. Cette idée avait
déjà été ébauchée dans certains cas particuliers dans les références [14]-[17]
et, en particulier, pour le cas de la matrice de Poisson constante. Nous avons
donc formulé cette approche de manière unifiée.

Comme annoncé précédemment, nous allons travailler avec un système
hamiltonien défini sur une variété symplectique, ce qui implique que l’espace
des phases soit de dimension paire et que le crochet de Poisson soit générée
par un matrice symplectique. On se place donc dans un espace des phases Γ
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paramétré par ~ξ =

(
~x
~p

)
1,...,2d

. Le crochet de Poisson est donné de manière

générale sous la forme :

{A(~ξ), B(~ξ)} = ΩIJ∂IA∂JB, en particulier {ξI , ξJ} = ΩIJ (42)

La matrice Ω est appelée matrice de Poisson. Elle est antisymétrique, non-
dégénérée et en général elle peut dépendre de ~ξ. Les identités de Jacobi pour
le crochet donne :

ΩIL∂LΩJK + ΩKL∂LΩIJ + ΩJL∂LΩKI = 0, (43)

La matrice qui génère la forme symplectique de l’espace est appelée ma-
trice symplectique et correspond à l’inverse de la matrice de Poisson, ωIJ =
(ΩIJ)−1. La matrice ωIJ est antisymétrique et non dégénérée et en particu-
lier :

∂IωJK + ∂KωIJ + ∂JωKI = 0, (44)

La 2-forme symplectique est alors donnée par :

ω =
1

2
ωIJdω

I ∧ dωJ , (45)

Les identités de Bianchi (44), équivalent au fait que cet forme soit fermée(i.e.
dω=0).

On considère maintenant un système dynamique décrit par le Hamilto-
nien H(~ξ). Le système hamiltonien ainsi défini sur la variété symplectique
précédente admet comme équation du mouvement :

ξ̇I = {ξi, H(~ξ)} = ΩIJ∂JH ⇔ ωIJ ξ̇
J = ∂IH, (46)

Le premier problème est de déterminer en toute généralité une fonction la-
grangienne qui fournisse des équations équivalentes à ces dernières via les
équations de Lagrange. Pour ce faire, nous allons utiliser les propriétés de
fermeture de ω. On a :

dω = 0 ⇒ ω = da, avec a une 1-forme (47)

et en particulier :
ωIJ = ∂IaJ − ∂JaI , (48)

En remplaçant cette dernière expression dans les équations du mouvement,
on trouve :

(∂IaJ − ∂JaI)ξ̇J = ∂IH ⇔ ξ̇J∂IaJ − ∂IH =
daI
dt
, (49)

11



Diverses Approches de la Mécanique Quantique sur Espace Non-Commutatif Justin Gabriel

Ici, on peut reconnaître les équations de Lagrange pour le lagrangien défini
sur l’espace des phases :

L(~ξ, ~̇ξ) = ξ̇IaI −H, (50)

On a donc trouvé une forme générale de lagrangien définé dans l’espace des
phases, équivalente au système hamiltonien {H(~ξ),ΩIJ}. Où l’équivalence,
donnée par celle des équations de Lagrange et des équations de hamiltoniens
(49) est évidente par construction. Ce lagrangien est du premier ordre, on
peut donc dire qu’il est singulier dans le sens défini plus haut. C’est cette
caractéristique qui invite naturellement à utiliser la procédure de Dirac pour
le traitement de ce type de lagrangien. L’idée est d’utiliser la définition des
moments conjugués mI associés aux ξI comme une contrainte. Ainsi, on a un
ensemble de contraintes :

φI = mI −
∂L(~ξ, ~̇ξ)

∂ξ̇I
= mI − aI(ξ) ≡ 0, (51)

Dans le double espace des phases Γ2 = (~x, ~p, ~mx, ~mp), la définition du mo-
ment conjugué constitue bien un ensemble de contraintes dans la mesure où,
dans le cas d’un lagrangien du premier ordre, elle ne fait intervenir aucun
ξ̇. Autrement dit, cette définition définit bien une hypersurface dans Γ2. On
peut remarquer que, dans ce cas là, on a un nombre 2d de contraintes.

On va suivre la procédure de Dirac. On a le hamiltonien canonique :

Hcan(~ξ,mξ) = ξ̇ImI − L(~ξ, ~̇ξ) ≈ H(~ξ), (52)

Pour déterminer le crochet de Dirac, il faut déterminer l’algèbre des contraintes :

{φI , φJ} = ∂IaJ − ∂JaI = ωIJ , (53)

En utilisant la définition (40), on peut calculer le crochet de Dirac des va-
riables ξI :

{ξI , ξJ}d = {ξI , ξJ} − {ξI , φK}ΩKL{φL, ξJ}
= −{ξI ,mK}ΩKL{mL, ξ

J}
= ΩIJ ,

(54)

où par définition on a utilisé {ξI ,mK} = δIK . Il est important de noter que
le crochet de Poisson des ξI est nul car xi et pi sont ici des variables de
l’espace Γ2 indépendantes et non des variables conjuguées. L’usage du crochet
de Dirac nous permet de transformer l’égalité faible dans (52) en égalité
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forte. On remarque que Hcan et {ξI , ξJ}d sont indépendants de moments
conjuguésm on peut donc tronquer l’espace de définition Γ2 de notre système
en un espace (~x, ~p). On retrouve alors le système d’origine (H,ΩIJ) définit
sur Γ. Ainsi, on a montré l’équivalence entre le lagrangien (50) et le système
hamiltonien défini sur la variété symplectique défini par la forme ω.

On remarque en particulier que, dans le processus que l’on vient de décrire,
on part d’un espace des phases (~x, ~p) de dimension 2d, puis on passe au
formalisme lagrangien dans un espace (~x, ~p, ~̇x, ~̇p) de dimension 4d et ,pour
finir, on revient à un système hamiltonien défini dans un espace (~x, ~p, ~mx, ~mp)
de dimension 4d, mais qui peut se réduire trivialement à l’espace d’origine
(~x, ~p). La singularité d’un lagrangien peut manifester le fait que l’espace de
définition de ce dernier permet plus de degrés de liberté que le système n’en a
réellement. Ici l’espace des phases Γ2 permet 2d degrés de liberté, cependant
le système ne peut clairement avoir que d degrés de liberté physique. Les
équations de Lagrange de (50) donnent :

ξ̇I = ΩIJ∂JH, (55)

Si on pense en termes de contraintes lagrangiennes, il semblerait que toutes
les équations ne sont que des contraintes, puisqu’elles permettent d’exprimer
complètement les ξ̇I en fonction des ξ. Dans ce cas le système ne possé-
derait aucun degré dynamique, ce serait le cas si le lagrangien était défini
sur l’espace standard. Cependant, il faut garder à l’esprit que la moitiè de
ces équations porte sur ṗ. En mécanique classique la détermination com-
plète d’un système physique passe par la donnée des vitesses et des positions
initiales, pas par celle des impulsions et de leurs dérivées temporelles. Autre-
ment dit, seules les positions doivent être des degrés dynamiques. Pour bien
comprendre ces équations, il faut se rappeler que les impulsions ne sont pas
des degrés de liberté. En réalité pour bien interpréter ces équations, il faut
les traiter comme des équations hamiltoniennes. Ainsi, on peut, en principe,
obtenir d équations dynamiques pour x en réinjectant les contraintes sur les
impulsions dans les dérivées temporelles des équations sur les positions.

Exemple :
Nous allons utiliser ce que nous venons d’exposer pour déterminer le la-

grangien pour une particule dans un champs magnétique sur un espace non
commutatif . On prend le cas d=3. Suivant la référence [12], on considère la
2-forme symplectique :

ω = dpi∧dxi+
1

2
eεijkB

kdxi∧dxj+ 1

2
εijkθ

kdpi∧dpj, avec i, j, k = 1...3 (56)

où e est la charge électrique, ~B(~x) un champs magnétique et ~θ(~p) le champs
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qui paramètre la non-commutativité. Pour que ω soit fermée, ~B doit suivre
les équations de Maxwell div ~B = 0, i.e. ~B ≡ ~rot ~A, et ~θ doit être de divergence
nulle dans l’espace des impulsions et donc ~θ(~p) ≡ ∂

∂~p
× ~̃A(~p). On a, de manière

équivalente la structure de Poisson :

{xi, xj} =
1

κ
εijkθk, {pi, pk} =

1

κ
eεijkBk, {xi, pj} =

1

k
(δij − eBiθj), (57)

Ici, on voit bien apparaître les similitudes formelles entre le champs magné-
tique et le champs de non-commutativité. Avec le Hamiltonien :

H(~x, ~p, t) =
~p2

2m
+ eV (~x, t), (58)

on obtient les équations du mouvement :

~̇p = e ~E + e~̇x× ~B

~̇x =
~p

m
− ~̇p× ~θ,

(59)

où ~E(~x, t) = − ~grad(V (~x, t)). La seconde relation se réduit bien au cas stan-
dard quand ~θ = 0, mais on remarque que les vecteurs ~p et ~v ne sont pas
colinéaires lorsque ~θ n’est pas nul, même en l’absence de champs magné-
tique. La 2-forme (56) peut se réécrire ω = da avec

a = aI(ξ)dξ
I = pidx

i + eAi(~x)dxi + Ãidpi (60)

En reprenant la forme (50) on peut écrire un lagrangien définit dans l’espace
des phases qui mène aux équations (59). On trouve :

L(~x, ~̇x, ~p, ~̇p, t) = (~p+ e ~A) · ~̇x+ ~̇p · ~̃A− ~p2

2m
− eV, (61)

Nous avons montré comment l’approche de Dirac permet de retrouver
le système Hamiltonien, et en particulier de retrouver la bonne structure
symplectique. Je propose ici une approche alternative, plus "axiomatique".
L’idée étant de chercher à déterminer à partir du lagrangien de la forme (50)
quels doivent être les crochets des ξI afin que l’on puisse écrire les équations
de Lagrange sous la forme :

ξ̇I = {ξI , H}, (62)
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De manière générale on considère un système lagrangien contraint par les M
contraintes fm(~ξ, ~̇ξ) = 0. On sait que le système physique doit être contraint
sur cette surface, aussi on différencie les équations (62) sur la surface :

δ(ξ̇I − {ξI , H}) = 0⇔ δ(ξ̇I − {ξI , ξJ}∂JH) = 0

⇔ δξ̇I − δξK∂K{ξI , ξJ}∂JH − δξK{ξI , ξJ}∂K∂JH = 0,

(63)

sachant que l’on a :
∂fm

∂ξ̇I
δξ̇I +

∂fm
∂ξI

δξI = 0, (64)

en contractant (63) avec ∂fm
∂ξ̇I

on trouve les équations que doit vérifier le
crochet :

∂fm

∂ξ̇I
∂KC

IJ∂JH +
∂fm

∂ξ̇I
CIJ∂K∂JH −

∂fm
∂ξI

= 0, (65)

où CIJ = {ξI , ξJ}. Ces équations montrent le lien entre les contraintes lagran-
giennes et la déformation du crochet. On remarque que l’on obtient M × 2d
équations, et que le crochet CIJ possède 4d2 composantes. Il faut donc un
système maximale ment contraint (i.e. M = 2d) pour déterminer complète-
ment le crochet à partir des équations précédentes. On a vu que c’était le cas
du lagrangien (50). Ainsi avec les contraintes lagrangiennes

f(~x, ~̇x) = ξ̇I − ΩIJ∂JH, (66)

On obtient :

∂K(CIJ − ΩIJ)∂JH + (CIJ − ΩIJ)∂K∂JH = 0, . (67)

On a la solution évidente : CIJ = ΩIJ

3.2 Système avec contraintes mécaniques

On a vu dans la section précédente que, à n’importe quel système hamil-
tonien défini sur une variété symplectique, on peut associer un lagrangien
défini sur l’espace des phases de la forme (50). Il existe une classe de système
pour lequel le système hamiltonien (H(~ξ,ΩIJ)) ne peut pas être défini sur
une variété symplectique. C’est en particulier le cas lorsque Ω n’est pas in-
versible. Les systèmes hamiltoniens soumis à des contraintes mécaniques et
décrits en termes de coordonnées globales sont de ceux-là. Ces systèmes sont
contraints sur une sous-variété de l’espace des configurations. J’appelle les
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coordonnées de l’espace des configutations, coordonnées globales, qui s’op-
posent aux coordonnées définies sur la sous-varièté.

Exemple :
La particule libre sur une sphère de rayon a peut être décrite en termes

des coordonnées de R
3 et de leurs impulsions associèes, avec la contrainte

x2 = a2. Dans cette représentation on a :

H =
p2

2m
, ΩIJ =

1

a2

(
0 a2δij − xixj

−a2δij + xixj pixj − xipj
)

(68)

avec i = 1, .., 3. On peut vérifier que la matrice de Poisson est ici non-
inversible. En conséquence, il n’y a pas dans cette représentation, de des-
cription possible en termes de variété symplectique. Cependant, en termes
des coordonnées sur la sphère, il est possible de faire une telle description.

J’ai travaillé à savoir s’il était possible de faire entrer ce type de système
dans l’approche décrite dans la section précédente, sans avoir à les décrires
en termes des coordonnées sur la sous-variété des contraintes. Ce travail a en
particulier, était motivé par l’étude de la sphère non-commutative.

Commençons par le cas de la particule libre sur la sphère commutative.
Le méthode standard pour contraindre mécaniquement un système est celle
des multiplicateurs de Lagrange. Pour le cas de la particule libre sur la sphère
commutative de rayon a, on a donc le lagrangien défini sur espace des phases :

L(~x, ~p, ~̇x, ~̇p, α) = ~p · ~̇x− ~p2 − α(~x2 − a2), (69)

où on a pris la masse de la particule m = 1
2
, et où α est un multiplicateur

de Lagrange. La présence de ce dernier empêche d’écrire le lagrangien sous
la forme (50). L’idée, pour permettre cette écriture, est de remarquer que la
contrainte peut aussi s’écrire :

dx2

dt
= 0 ⇔ x2 = cste ≡ a2, (70)

On peut donc réécrire le lagrangien :

L(~x, ~p, ~̇x, ~̇p, α, α̇) = ~p · ~̇x− ~p2 − α ˙(x2)

= ~p · ~̇x− ~p2 + α̇x2
(71)

où la dernière égalité est vraie à une dérivée totale près. Ce dernier lagrangien
peut être écrit sous la forme (50). Cependant la dimension de l’espace (~x, ~p, α)
étant impaire, la matrice ωij sera de dimension impaire et donc non inversible.
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Il faut donc une seconde contrainte à imposer pour avoir un espace pair. On
peut imposer la stabilité de la première contrainte. D’abord réécrivons la
première contrainte

dx2

dt
= 0 ⇔ ẋixi = 0. (72)

Dans notre cas, on peut sans peine affirmer que l’impulsion doit être colinéaire
à la vitesse. On peut donc écrire la contrainte sous la forme pixi = 0 et la
stabilité s’écrit dpixi

dt
= 0. En rajoutant cette contrainte on peut écrire le

lagrangien :

L(~x, ~p, ~̇x, ~̇p, α̇, β̇) = ~p · ~̇x− ~p2 + α̇x2 + β̇pixi, (73)

Pour vérifier la validité du lagrangien on peut calculer les équations du mou-
vement. On a

x2 = cste ≡ a2, ~p · ~x = cste ≡ 0,

ẋi = −xiβ̇ + 2pi, ṗi = 2xiα̇ + piβ̇
(74)

On peut résoudre ces équations pour α̇ et β̇ :

α̇ = −p
2

a2
, β̇ =

2~p · ~x
a2

= 0

ẋi = 2pi, ṗi = −2p2

a2
xi,

(75)

On retrouve bien les équations du mouvement de la particule libre sur la
sphère. Il faut noter que le lagrangien (71) donne les mêmes équations, la
dernière contrainte n’intervient que pour des raisons formelles.

Le lagrangien est maintenant défini sur l’espace (~χ =


~x
~p
α
β

, ~̇χ) et on peut

écrire :

L(~χ, ~̇χ) = χ̇RaR −H, H = p2, ~a =


~p
~0
x2

~p · ~x

 (76)

avec R = 2d+ 2. Ainsi on a la matrice :

ωRS = ∂RaS − ∂SaR =


0 −δij xi pi
δij 0 0 xi
−xj 0 0 0
−pj −xj 0 0

 (77)
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Dans cette dernière matrice, on a enlevé les facteurs dans le secteur de α
par souci de simplicité. Cela n’a aucune influence sur la physique puisque
les contrainte sont définies à un facteur près. Pour déterminer le crochet que
doivent suivre les variables ξI , on inverse la matrice ωRS et on extrait la sous-
matrice Ω̃IJ correspondant au secteur physique (i.e les composantes pour R
et S allant de 1 à 2d). On trouve :

Ω̃IJ =
1

a2

(
0 a2δij − xixj

−a2δij + xixj pixj − xipj
)
, (78)

On retrouve bien l’algèbre que doivent suivre les coordonnées de l’espace des
phases sur la sphère, et en particulier le système hamiltonien (H(ξ), Ω̃IJ)
correspondant à la particule libre sur la sphère.

On va maintenant voir dans quelle mesure on peut généraliser le rai-
sonnement précédent. On va prendre le cas d’un système contraint par un
nombre M de contraintes mécaniques quelconques fm(~x) = 0, non dépen-
dantes explicitement du temps. Si M est pair, alors, la procédure s’applique
sans problème. Sinon, il faut rajouter une contrainte. On peut essayer de
rajouter une condition de stabilité d’une des M contraintes :

dfm(~x)

dt
= ẋi∂ifm(~x) = 0, (79)

Pour appliquer l’astuce d’écrire pi∂ifm(~x) = 0, il faut que ~p soit partout
tangent à l’hypersurface décrite par l’une des contraintes. Autrement dit,
l’impulsion doit différer de la vitesse d’une quantité vectorielle partout tan-
gente à cette hypersurface. Si une telle contrainte existe, appelons la fa(~x),
alors on peut rajouter la contrainte pi∂ifm(~x) = 0 de la même manière que
dans le cas de la sphère. La présence de champs magnétique en particu-
lier peut rendre l’astuce précédente impossible. Cependant dans le cas ou
le champs magnétique est partout perpendiculaire à l’hypersurface générée
par l’une des contraintes, la contribution du champs magnétique à ~̇p est tan-
gente à cette hypersurface, et donc ~p reste partout tangente à celle-ci (cf les
équations (59)).

La procédure décrite précédemment peut aussi être vue en termes des
variétés symplectiques. La particule libre peut être décrite par un hamiltonien
H = p2, sur un variété de forme symplectique ωcan = dpi ∧ dxi. On remarque
que l’adjonction de contraintes dans le lagrangien correspond à l’ajout de
termes supplémentaires dans la 2-forme. En effet dans notre cas, on peut
écrire la 2-forme contrainte générée par la matrice (77) comme :

ω = ωcan + xidxi ∧ dα + pidxi ∧ dβ + xidpi ∧ dβ, (80)
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L’étude des cas sur espace non commutatif par cette méthode est encore
largement en cours. L’idée est de tenter de décrire les surfaces plongées dans
un espace non-commutatif. La première intuition suggère qu’il est difficile de
définir une surface dans un espace "flou", et en particulier qu’une surface n’est
bien définie que si elle est en tout point perpendiculaire au champs de non-
commutativité. On se place donc dans ce cas. Ces surfaces, pour peu qu’elles
soient suffisamment régulières, ont la propriété particulière de pouvoir être
localement vues comme un plan non-commutatif. Si la norme du champs
de non-commutativité est constante, j’appelle ces surfaces, les surfaces non-
commutatives. J’ai, pour l’instant, réduit mon étude à ces dernières pour des
raisons techniques, et par ce qu’il s’agit probablement des cas les plus phy-
siquement pertinents. L’application de la méthode précédente à l’obtention
du plan non-commutatif par plongement dans un espace non-commutatif de
dimensions trois donne de bon résultat, mais est un peut triviale. Cependant
c’est la seule qui ne soit pas problématique. En effet l’obtention de surface
non-commutative, autres que le plan, par plongement nécessite que le champs
de non-commutativité soit dépendant des coordonnées de l’espace de plonge-
ment, afin qu’il soit partout normal à la surface. Par exemple pour la sphère
de rayon a, on doit choisir ~θ(~x) = θ

a
~x. Or les identités de Jacobi sur les cro-

chets de l’espace de plongement interdisent toutes dépendances en ~x pour le
champs θ. De plus, cette dépendance peut rendre impossible l’écriture d’un
lagrangien de la forme (50), ce qui amoindri l’intérêt de la méthode. Cepen-
dant, si on accepte que le plongement s’effectue dans un espace non-physique,
ce qui n’empêche pas la surface d’être physiquement pertinente (i.e. d’avoir
des crochets qui vérifient les identités de Jacobi), cette méthode reste un
moyen relativement intuitif d’obtenir les crochets sur la surface.

Considérons le cas de la sphère non-commutative. En partant de la 2-forme
(80) à laquelle on ajoute le terme de non-commutativité 1

2
εijkθ

kdpi ∧ dpj, on
obtient une 2-forme générée par la matrice :

ωRS =


0 −δij xi pi
δji

θ
a
εijkxk 0 xi

−xj 0 0 0
−pj −xj 0 0

 , avec i, j = 1...3, et R, S = 1...5, (81)

On suppose, ici, que l’impulsion reste tangente à la sphère. L’examen des
équations (59) va dans ce sens, cependant l’espace de plongement n’étant pas
physique, l’hypothèse demanderait de plus amples investigations. La sous-
matrice correspondant au secteur physique de l’inverse de ωRS nous donne
l’algèbre des ξI sur la sphère non-commutative :

Ω̃IJ =

(
θ
a
εijkxk δij − xixj

a2
+ θ

a3
L̃ixj

−δij +
xixj
a2
− θ

a3
L̃jxi − 1

a2
εijkL̃k

)
(82)
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où L̃ = εijkxjpk est différent du moment angulaire L qui est le générateur
des rotations, doit recevoir des corrections du fait de la non-commutativité.
On peut d’ailleurs écrire l’algèbre sur la sphère non-commutative en repré-
sentation (xi, Li). En effet par définition on doit avoir :

{Li, xj} = εijkxk, {Li, Lj} = εijkLk, (83)

On doit rajouter à ces crochets celui des xi, que l’on peut extraire de (82) :

{xi, xj} =
θ

a
εijkxk (84)

On obtient, à un changement d’échelle près, l’algèbre proposée par Nair et
Polychronakos [18] pour la sphère non-commutative. Contrairement à celle
proposée dans [18], cette algèbre fait intervenir explicitement le paramètre
de non-commutativité, et la limite vers la sphère commutative se retrouve
simplement en prenant θ = 0.

On peut également vérifier que l’on retrouve localement le plan non-
commutatif. On se place au voisinage d’un pôle de la sphère x3 ≈ a et on
prend a→∞ . A l’ordre 0 en δ on a :

{xr, xs} = θεrs(1 +
1

a
) ≈ θεrs

{xr, ps} = δrs −
xrxs
a2

+
θ

a3
L̃rδ ≈ δrs,

(85)

et tous les autres crochets s’annulent. Ainsi on retrouve bien les crochets du
plan non-commutatif.

Ce travail est loin d’être terminé. Je pense que l’on peut généraliser dans
une certaine mesure, l’approche exposée précédemment pour déterminer une
algèbre plus générale pour les surfaces non-commutatives. Le point principal
restant à examiner étant celui de déterminer quelles sont les conditions qui
laissent l’impulsion tangente à la surface. Un deuxième point pourrait être
de chercher une autre contrainte à substituer à cette dernière. Reste égale-
ment que la méthode exposée ne permet pas de formuler un lagrangien pour
la sphère non-commutative, on peut espérer qu’il existe une autre manière
d’exploiter le lagrangien (50).

3.3 Particule dans un champ extérieur sur espace non-
commutatif

Dans cette section, nous allons nous intéresser à la dynamique d’une parti-
cule chargée dans un champs abélien extérieur sur un espace non-commutatif.
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L’étude d’une telle dynamique a déjà était menée en perturbation dans la
référence [21]. J’ai procédé à une étude à tous les ordres. Cette étude met
en évidence les similarités entre le cas du champs abélien sur espace non-
commutatif et celui du champs non-abélien sur espace commutatif. Pour se
faire nous allons reprendre la démarche de Wong [19], qui a fait ce calcul pour
le cas non-abélien. Nous allons également utiliser la correspondance entre le
formalisme de ?-produit et celui des opérateurs, exposés plus haut. L’action
de la QED non-commutative est écrite en substituant le ?-produit au produit
commutatif dans l’action de la QED standard :

S =

∫
d4x(−1

4
Fµν ? F

µν − ψ̄ ? γµ(∂µ − igAµ) ? ψ − imψ̄ ? ψ) (86)

où on prend ~ = c = 1, µ, ν = 0, .., 4 et où

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ]? (87)

La propriété (10) permet de simplifier, sous l’intégrale, un ?-produit par
monôme. On peux donc écrire l’action :

S =

∫
d4x(−1

4
FµνF

µν − ψ̄γµ(∂µ − igAµ?)ψ − imψ̄ψ) (88)

On calcule les équations du mouvement pour ψ :

γµ(∂µ − igAµ?)ψ + imψ = 0

⇔ αi(−i∂i − gAi?)ψ +mβψ − gA0 ? ψ = i∂tψ,
(89)

avec αi = γ0γi et β = γ0. En utilisant la relation (15) on peut réécrire cette
équation sous la forme :

αi(−i∂i − gÃi) +mβ − gÃ0)ψ = i∂tψ, avec Ãµ = Aµ(x̂i −
θij
2
p̂j). (90)

En interprétant cette équation comme une équation de Schrödinger, on peut
extraire un hamiltonien :

Ĥ = αi(p̂i − gÃi) +mβ − gÃ0 (91)

Pour déterminer la dynamique d’une particule dans le champs extérieur Aµ,
on calcule les équations de Hamilton engendré par ce dernier hamiltonien.

˙̂xi = i[H, x̂i] = αi + g
θki

2
αµ∂̃kAµ (92)
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Avec ∂̃kAµ = ∂kAµ|x̂i−θij p̂j , et αµ = 1.

Remarque :
Dans le cas commutatif on a ˙̂xi = αi. Cette relation trouve une interpré-

tation particulièrement intéressante. Pour en savoir plus on pourra se référer
à la référence [22].

On fait de même pour l’impulsion :

˙̂pi = i[H, p̂i] = gαµ∂̃iAµ (93)

On peut définir le moment mécanique π̂ = p̂i − gÃi. On peut calculer ˙̂π :

˙̂πi = gαµ(∂̃µAi − ∂̃iAµ) + ig2[αµÃµ, Ãi] = −gαµF̃µi, (94)

avec F̃µi = ∂̃µAi − ∂̃iAµ − ig[Ãµ, Ãi]. On remarque que les équations (92) et
(93) permettent d’écrire :

αi = ˙̂x
i
+
θij

2
˙̂pj, (95)

On remarque également qu’il est raisonnable de prendre ˙̂x
0

= 1 et θ0i = 0.
La dernière égalité ce justifie en particulier par des considérations liées à
l’unitarité de la théorie des champs [20]. On peut donc réécrire (94) sous la
forme :

˙̂πi = g( ˙̂x
µ

+
θµν

2
˙̂pν)F̃iµ = ˙̃xµF̃iµ (96)

Ce résultat est très similaire à celui de Wong pour les champs non-abéliens,
qui trouve :

˙̂πi = ˙̂xµF a
iµT̂a (97)

Avec F a
µiT̂a = ∂µAi − ∂iAµ − ig[Aµ, Ai]

22



Diverses Approches de la Mécanique Quantique sur Espace Non-Commutatif Justin Gabriel

4 Conclusion
Les réflexions menées ici doivent encore être développées. L’approche pro-

posée dans la section 3.1, qui trouve également des applications dans le
cadre de la description lagrangienne des systèmes ”non-lagrangiens“[25], doit
égalment pouvoir être développé dans le cadre de la théorie des champs. Le
développement de cette approche dans le cadre des systèmes avec contraintes
mécaniques, doit encore eclairci sur de nombreux aspects, en particulier en
ce qui concerne les espaces de plongements des surfaces non-commutatives.

Que l’espace soit ou ne soit pas réellement commutatif, la mécanique
quantique sur espace non-commutatif est un sujet intéressant. Elle porte en
elle des questions formelles d’intérêt, et nourri des réflexions plus générales
qui vont au-delà de son propre domaine. Elle pousse à élargir les formalismes
de la mécanique classique, ce qui ne peut que leurs apportés plus de pro-
fondeur. Si elle peut apporter de réponse sur des sujets précis, comme dans
le cas de la théorie des cordes en présence de B-field [3], elle apporte aussi
de pistes sur des sujets plus généraux comme pour la description des inter-
actions non-locales [23]. Comme le montre certaine recherche les propriétés
de non-localité approte toujours une piste intéressante dans la construction
d’une théorie des champs sans divergences ultravilettes [24].
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