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Grados de libertad en teorías teleparalelas
de gravedad modificada

Resumen

En esta Tesis se desarrolla la formulación Hamiltoniana de teorías telepa-
ralelas de gravedad modificada, utilizando el formalismo de Dirac–Bergmann
para sistemas Hamiltonianos con vínculos, con el fin de comprender la natu-
raleza de los grados de libertad en este tipo de teorías. En primer lugar se
aplica el procedimiento al equivalente teleparalelo de la relatividad general
(ETRG), a partir de un Lagrangiano escrito en términos del vierbein (tétrada
ortonormal), que es la variable canónica utilizada. Así se obtiene el álgebra de
vínculos de la teoría ETRG, la cual incluye el álgebra del formalismo ADM
de la relatividad general, pero contiene además nuevos vínculos relaciona-
dos con el grupo de Lorentz que manifiestan que la elección del vierbein en
ETRG no es más que una fijación de gauge. Usando estos resultados como
base, se ha desarrollado la estructura de vínculos de la gravedad telepara-
lela modificada, también conocida como gravedad f(T), una extensión de la
relatividad general basada en un espacio-tiempo con estructura teleparalela,
donde el vierbein no sólo es portador de la información sobre la estructura
métrica del espacio-tiempo sino que contiene grados de libertad adicionales
cuyo número y caracterísiticas se desea establecer. Mientras que en ETRG
todos los vínculos son de primera clase y, por lo tanto, generan transforma-
ciones de gauge, en las teorías f(T) la familia de vínculos se ve agrandada,
produciéndose una intrincada álgebra de vínculos que comprende vínculos
de primera y de segunda clase. A partir de esta álgebra se puede determinar
el número de grados de libertad, las cantidades que son puro gauge, y los
observables de las teorías f(T) . El significado de los grados de libertad extra
puede ser mejor entendido en soluciones simples. Para ello se han estudiado
dos soluciones de gravedad f(T) cuya estructura métrica es compartida con
soluciones conocidas de RG: el agujero negro rotante de Kerr, y la solución
de agujero negro en un fondo cosmológico o solución de McVittie. En estos
casos, la resolución de las ecuaciones dinámicas para el vierbein se facilita
mediante la utilización de tétradas nulas asociadas al vierbein.

Palabras Clave: Gravedad Modificada, Teleparalelismo, Sistemas Ha-
miltonianos con vínculos, Gravedad f(T), Relatividad General
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Degrees of freedom in modified teleparallel
theories of gravity

Abstract

In this Thesis we develop the Hamiltonian formulation of modified telepa-
rallel theories of gravity, using the Dirac–Bergmann formalism for constrai-
ned Hamiltonian systems, in order to understand the nature of the degrees of
freedom of this kind of theories. First we apply this procedure to the telepa-
rallel equivalent of general relativity (TEGR), through a Lagrangian written
in terms of the vierbein (orthonormal tetrad), which is the canonical varia-
ble used. In this way we obtain the constraint algebra of the TEGR theory,
which includes the algebra of the ADM formalism for general relativity, but
it also contains new constraints related with the Lorentz group, which mani-
fest that the choice of the vierbein in TEGR is nothing more than a gauge
fixation. Using this results as a basis, we developed the constraint structure
of the modified teleparallel gravity, also known as f(T ) gravity, an extension
of general relativity based on a space-time with teleparallel structure, where
the vierbein is not only the carrier of the information of the metric structure
of the space-time, but it also contains additional degrees of freedom whose
number and characteristics we would like to establish. While in TEGR all
constraints are first class, and therefore they generate gauge transformations,
in f(T ) theories the constraint familiy is enlarged, giving as a result an intri-
cate constraint algebra that comprehends first and second class constraints.
Through this algebra it can be established the number of degrees of freedom,
the quantities that are pure gauge, and the observables of the f(T ) theories.
The meaning of the extra degrees of freedom can be better understood in
simple solutions. For that, it has been studied two solutions of f(T ) gravity
whose metric structure is shared with known solutions of general relativity:
the Kerr rotating black hole, and the cosmological black hole or McVittie
solution. In this cases, the resolution of the dynamical equations for the vier-
bein is facilitated using null tetrads associated to the vierbein.

Keywords: Modified Gravity, Teleparallelism, Constrained Hamiltonian
systems, f(T) gravity, General Relativity
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Introducción

Nos encontramos en una época única en la historia de la humanidad, una
en la que los avances científicos y tecnológicos nos han permitido realizar
mediciones del Universo del que formamos parte con una precisión exquisita
e inimaginable. En el campo de la gravitación y la cosmología, hemos sido
testigos de observaciones y detecciones que nos han hecho cambiar, más de
una vez, los paradigmas sostenidos acerca del comportamiento del Universo.
Observaciones como el descubrimiento de la expansión acelerada del Universo
[1, 2] o el conjunto de observaciones que llevaron a la hipótesis de la materia
oscura [3], han removido los cimientos de la relatividad general (RG) en
cuanto ésta no posee un marco teórico que pueda explicar estos fenómenos.
Por otro lado, la reciente detección de ondas gravitacionales en la fusión de
un sistema binario de agujeros negros [4, 5], ha confirmado la predicción de
las ondas gravitacionales que hiciera Einstein cien años atrás.

En el ámbito de la física teórica, encontramos muchas preguntas funda-
mentales relacionadas con problemas de ajuste fino, y con la consistencia
interna de las teorías a la hora de efectuar una unificación entre las teorías
cuánticas de campos y la gravitación. Además, la relatividad general pre-
senta el problema de la aparición de singularidades en soluciones de agujero
negro y el comienzo del universo (el Big-Bang). Algunas veces, los intentos
para resolver un problema pueden llevar a solucionar otros; por ejemplo, una
extensión a la RG que otorgue una expansión acelerada, en un régimen de
energía diferente podría ser útil para la regularización de singularidades. La
búsqueda del conocimiento no es un camino lineal, y es por esto que todas
las alternativas teóricas bien fundamentadas merecen ser exploradas hasta
sus últimas consecuencias, pues sería poco sensato pensar que estamos en la
cúspide del conocimiento. Al contrario, en la actualidad nos enfrentamos a
desafíos tanto teóricos como experimentales. En lo que respecta a la física teó-
rica, a la hora de estudiar la teoría de gravitación a altas energías/curvatura
grande, a escalas del orden de la energía de Planck EP ≈ 1019GeV, existen
impedimentos instrumentales para testear de manera directa estos niveles de
energía, haciendo necesario recurrir a observaciones indirectas de procesos a
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altas energías en el ámbito de la astrofísica y la cosmología.
Viéndonos enfrentados a la tarea de estudiar teorías de gravedad alterna-

tiva, el estudio de la historia de la RG resulta reconfortante, pues nos otorga
algunas claves que nos permiten evaluar la factibilidad de realizar ciertas
modificaciones. La historia de la RG comienza con la relatividad especial
en 1905, la cual logra incluir el electromagnetismo de Maxwell en un con-
junto de leyes fundamentales que son válidas en cualquier sistema inercial,
es decir, un sistema que no presenta aceleración y se cumplen las leyes de
la mecánica de Newton. Más tarde en 1907, Einstein propone el principio
de equivalencia entre la fuerza gravitacional y la fuerza inercial, que viene
de la igualdad teórica entre la masa gravitacional y la masa inercial. Esta
igualdad induce el concepto de universalidad de la caída libre, es decir que
cuerpos con diferente masa y composición son acelerados del mismo modo,
además de la identidad entre fuerzas gravitatorias e inerciales. Fue esta visión
la que permitió el paso hacia la relatividad general en 1915. Por medio de la
comprensión de que un campo universal debía regir la fuerza experimentada
por todas las partículas, Einstein llegó a la conclusión que ese campo debía
ser el tensor métrico, el ente físico que describe el espacio-tiempo. Así, la
materia y el espacio-tiempo se encontrarían entrelazados: la materia curva el
espacio-tiempo, y el espacio-tiempo rige el movimiento de la materia.

La curvatura del espacio-tiempo sería la propiedad intrínseca en la que
radica la diferencia con la interpretación Newtoniana de la gravedad. Aquí,
en vez de ser interpretada como una fuerza, la gravedad es la consecuencia de
la deformación espacio-temporal, que induce a las partículas libres a seguir
las geodésicas determinadas por las ecuaciones dinámicas de la teoría. En
ausencia de gravedad, nos encontramos con un espacio-tiempo plano, el cual
está descrito por la métrica de Minkowski de acuerdo a la relatividad espe-
cial. Esta métrica es constante, por lo tanto tiene curvatura cero, y puede
ser interpretada como la métrica plana que describe localmente el espacio
tangente de la variedad espacio-temporal.

Si bien el tensor métrico ha sido históricamente el único ente presente en la
descripción del espacio-tiempo, han habido intentos de describir la gravedad
por medio de otros campos físicos. Por ejemplo, es sabido que Einstein estu-
dió por el año 1925 un intento de unificar la gravedad y el electromagnetismo
por medio de las componentes del campo de tétradas, una base ortonormal
definida en el espacio tangente [6]. Estos intentos fueron infructuosos, y fue-
ron inspirados por idénticos intentos realizados por Weyl en 1918 [7]. Ya que
el campo de tétradas no es un objeto simétrico, tiene 16 componentes inde-
pendientes, a diferencia de las 10 componentes independientes de la métrica.
Con estos 6 grados adicionales de libertad de la tétrada, se intentaría in-
troducir el campo electromagnético. Más tarde, llegarían a la conclusión de
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que estos grados de libertad adicionales pueden ser absorbidos por medio de
transformaciones locales de Lorentz que dada una tétrada, dejan invariante
a la métrica. Estos intentos sentarían las bases de lo que hoy se conoce como
teorías de gravedad teleparalelas, que serán objeto de nuestro estudio.

Otros intentos de unificación fueron realizados por Kaluza [8] y Klein
[9] en la década del 20, mientras que al mismo tiempo, Cartan habría desa-
rrollado una modificación a la RG basada en un espacio-tiempo con cur-
vatura y torsión, la cual es conocida hoy como teoría de Einstein–Cartan
[10, 11, 12, 13]. En esta teoría la conexión posee torsión diferente de cero, y
puede obtenerse una ecuación lineal que la determine a partir de las ecuacio-
nes de movimiento. Al igual que en RG, la fuente de la curvatura es el tensor
de energía-momento, mientras que el spin es la fuente de la torsión a través
de una ecuación algebraica. Cabe destacar que en aquella época en la cual la
teoría fue formulada, el concepto de spin aún no habría sido formalizado por
completo, por tanto sus intentos fueron prematuros para la época 1.

Luego de este período, no hubieron avances en las teorías de gravedad te-
leparalelas hasta la década de los 60, en la cual Møller revive la idea original
de Einstein, pero con el propósito de encontrar una expresión tensorial para
la densidad gravitacional de energía-momento. Møller tuvo éxito en encon-
trar un tensor invariante bajo transformaciones generales de coordenadas,
pero no que fuera invariante bajo transformaciones locales de Lorentz [15].
Siguiendo este trabajo, Pellegrini y Plebański encontraron una formulación
Lagrangiana de la teoría de gravedad teleparalela [16], y luego en 1967 Ha-
yashi y Nakano formularon una teoría de gauge para el grupo de traslaciones
2 [17]. Luego en 1967, Cho probó que el Lagrangiano teleparalelo es inva-
riante bajo transformaciones locales de Lorentz, salvo por una divergencia.
Por lo tanto, mostró que el Lagrangiano del teleparalelismo es equivalente al
Lagrangiano de Einstein-Hilbert de la RG [18]. Más tarde Hayashi y Shira-
fuji definen una teoría teleparalela general con coeficientes arbitrarios, para
encontrar que el equivalente teleparalelo de la relatividad general ocurre para
una elección específica de dichos coeficientes [19].

Otros aportes han ocurrido luego de estos trabajos a lo largo de los años,
sin embargo las bases teóricas de la gravedad teleparalela se encuentran rela-
tivamente bien fundadas. El interés por la gravedad teleparalela en la última
década surge porque se ha propuesto como base para construir teorías de
gravedad modificada, más conocidas como gravedad teleparalela modificada
o teorías f(T ). El primer modelo fué presentado en [20] y consiste en una

1Recién en 1925, Uhlenbeck y Goudsmit postularían la existencia de una nueva propie-
dad intrínseca de las partículas que más tarde Pauli acuñaría con el nombre de spin [14]

2Hay que tener cautela al hablar de grupos de gauge en el contexto de teorías telepara-
lelas, porque la analogía no es completa del todo. Volveremos a este tema en el Capítulo 3
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deformación tipo Born–Infeld del Lagrangiano de la gravedad teleparalela, la
cual resuelve exitosamente el paradigma inflacionario sin recurrir al campo
del inflatón. Si bien la teoría fue pensada originalmente como una exten-
sión en el régimen ultravioleta (o de altas energías) para la regularización
de singularidades en el Big-Bang o en agujeros negros [21, 22], también per-
mite explicar fenómenos a bajas energías como la expansión acelerada del
universo, sin recurrir al concepto de energía oscura [23]. Desde entonces la
gravedad f(T ) y algunas de sus variantes han sido estudiadas extensamente
en la literatura (ver [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37,
38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 53, 55, 56,
57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65] y sus referencias, entre otros). Un aspecto
de la teoría que no ha pasado desapercibido desde sus comienzos es que se
caracteriza por la pérdida de la invariancia local de Lorentz [20, 66, 36, 67].
La consecuencia de este hecho se ve reflejada en la emergencia de marcos de
referencia priviliegiados, que aparecen como entes físicos que describen las
interacciones gravitacionales. La interpretación de estos grados de libertad
adicionales de la teoría, los cuales fijan los marcos de referencia, es un proble-
ma controversial, que no se encuentra resuelto [29, 49, 68], y es la principal
motivación del trabajo que presentaremos a lo largo de esta Tesis.

El objetivo principal de esta Tesis es estudiar los grados de libertad de la
gravedad f(T ). Si bien existen diversas estrategias a seguir para cumplir esta
misión, nos hemos enfocado principalmente en la formulación Hamiltoniana
de la teoría y la utilización del algoritmo de Dirac–Bergmann para la búsque-
da y el estudio de la consistencia de los vínculos. Esta tarea ha requerido de
varios pasos previos. En particular, el estudio del formalismo Hamiltoniano
del electromagnetismo y de la relatividad general, para luego desarrollar un
método independiente que describa el formalismo Hamiltoniano de la grave-
dad teleparalela. Esta no es una tarea simple, puesto que a diferencia de la
relatividad general, la gravedad teleparalela posee más variables dinámicas
codificadas en la tétrada, las cuales complican la estructura de vínculos y
el cálculo de los corchetes de Poisson de la teoría. Con este formalismo a
la mano, es que nos fue posible desarrollar la formulación Hamiltoniana de
la gravedad f(T ). Otros métodos para enfrentar el problema de los grados
de libertad de la teoría han sido desarrollados, en particular el estudio de
transformaciones conformes y el método de la tétrada nula para encontrar
soluciones de RG que se preservan en teorías f(T ).

Dada la variedad y complejidad de los tópicos que trataremos en el trans-
curso de esta Tesis, es que hemos incluído varios Capítulos introductorios.
En el Capítulo 1 realizamos una introducción matemática a los conceptos de
tétrada, conexión, torsión y curvatura. La base matemática de esta introduc-
ción, a saber la geometría diferencial, se presenta para un lector principiante
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en el Apéndice A. Luego se presentará el equivalente teleparalelo de la relati-
vidad general (ETRG) o gravedad teleparalela, un caso particular de teorías
de gravedad con estructura teleparalela que será de nuestro interés durante
esta Tesis. En el Capítulo 2 introduciremos los fundamentos de la gravedad
teleparalela modificada o gravedad f(T ) y algunos tópicos de interés rela-
cionados con la pérdida de la invariancia local de Lorentz. En el Capítulo 3
presentamos el marco teórico bajo el cual se estudian los sistemas Hamiltonia-
nos con vínculos, y presentaremos dos casos de interés: el electromagnetismo
de Maxwell y la relatividad general de Einstein. En el Capítulo 4 presen-
tamos la formulación Hamiltoniana de la gravedad teleparalela a través de
un formalismo independiente que hemos desarrollado durante el trabajo de
esta Tesis. Usamos ésto como base para estudiar el formalismo Hamiltoniano
de la gravedad f(T ) en el Capítulo 5. Aquí se exhiben los resultados más
importantes de esta Tesis, los cuales estimamos que tendrán una amplia re-
percusión en trabajos previos en la materia. Finalmente, en el Capítulo 6
estudiamos las soluciones de Kerr y McVittie en gravedad f(T ) por medio
del método de la tétrada nula, el cual facilita considerablemente la búsqueda
de soluciones a las ecuaciones dinámicas de la teoría. Terminamos con varias
observaciones conclusivas y proyecciones de este trabajo a futuro. Se incluye,
además, una sección de Apéndices que permiten ilustrar aspectos que, debido
a su complejidad, y en aras de favorecer una lectura amena, es conveniente
tratar por separado.
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Capítulo 1

El equivalente teleparalelo de la
relatividad general

Para comprender y describir las interacciones gravitatorias es necesario
entender el lenguaje de la geometría diferencial, en cuanto todas las teorías
de gravedad están descritas en términos de objetos geométricos definidos en
el espacio tangente de la variedad del espacio-temporal. Para el lector que
no posea conocimiento de geometría diferencial, se ha incluído el Apéndice A
que sintetiza las definiciones básicas de tensores, p−formas, y operaciones
con estos objetos, como la derivada de Lie, la derivada exterior y el produc-
to wedge. En este capítulo comenzaremos definiendo los objetos geométricos
fundamentales que describen las propiedades del espacio-tiempo. Estos ob-
jetos corresponden a la tétrada y la conexión de spin, los cuales a su vez
definen la torsión y la curvatura. Los diferentes valores que pueden tomar
la torsión y la curvatura describen distintos tipos de geometrías, que son los
escenarios en los cuales se desarrollan las diferentes teorías de gravedad.

1.1. Objetos geométricos fundamentales

Tétrada

La tétrada consiste en una base ortonormal de vectores definida local-
mente en el espacio tangente de la variedad espacio-temporal. Denotaremos
esta base por medio del conjunto de n vectores {Ea}, con a = 0, . . . , n − 1,
y a la base dual en el espacio cotangente por medio de {Ẽb}, tal que ambas
satisfacen la siguiente relación de completitud

Ea(Ẽ
b) = δba. (1.1)
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Podemos descomponer la base de vectores y 1−formas en una base coorde-
nada, por medio de las matrices Eµ

a y E b
ν de dimensión n× n, como

Ea = Eµ
a∂µ, Ẽb = E b

ν dx
ν , (1.2)

tal que las relaciones de completitud se pueden reescribir como

Eµ
aE

b
µ = δba, Eµ

aE
a
ν = δµν . (1.3)

Aquí los índices griegos µ = 0, . . . , n−1 son índices de coordenadas, a diferen-
cia de los índices latinos a, b, . . . que denotan índices en el espacio tangente.
La condición de ortonormalidad será definida una vez se haya definido el
tensor métrico. Mientras tanto, estaremos trabajando con bases anholóno-
mas generales (ver Apéndice A para su definición).

Conexión

Se define la conexión Γcab por medio de la derivada covariante de un vector
base respecto a otro, lo cual da origen a la relación

∇Ea
Eb = ΓcabEc. (1.4)

Es decir, las componentes de la conexión Γ representan los coeficientes de la
combinación lineal de los vectores base, que definen la variación de una base
respecto a sí misma. Dada esta definición, podemos reescribir la derivada
covariante de un vector V a lo largo de U como sigue

∇UV = Ua[Ea(V
c) + ΓcabV

b]Ec,

≡ Ua(∇V )caEc

(1.5)

donde ahora el objeto (∇V )ca = Ea(V
c) + ΓcabV

b no depende de U , es decir
es una derivada covariante independiente de la dirección de derivación.

Es importante conocer cómo transforma esta conexión ante cambios de
bases. Se puede demostrar que, dado un cambio de base Ea′ = Λa

a′Ea, la
conexión transforma como

Γcba = Λc
c′ [Λ

a′

a Ea′(Λ
c′

b ) + Λa′

a Λb′

b Γc
′

b′a′ ]. (1.6)

Se debe utilizar la relación (1.1), y aplicar la regla de Leibniz. Es posible
definir también la acción de la derivada covariante sobre una 1−forma base,
lo cual corresponde al objeto ∇Ea

Ẽc = −ΓcdaẼ
d. Con estas herramientas

podemos definir la derivada covariante de cualquier objeto tensorial.
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Finalmente, con el concepto de derivada covariante podemos definir la
noción de curvas autoparalelas. Se define que una curva es autoparalela si su
vector tangente V satisface la relación

∇V V = fV . (1.7)

Es decir, en este tipo de curvas, la derivada covariante del vector tangente
es proporcional al mismo vector tangente, en todo punto de la curva. Esta
noción da origen al concepto de geodésicas en relatividad general, y será
esencial en la definición de gravedad teleparalela.

Torsión

La torsión T es un tensor tipo
(

1
2

)
que actua sobre dos vectores U y V de

la siguiente forma

T (U, V ) = ∇UV −∇VU − [U, V ], (1.8)

con [U, V ] la derivada de Lie de los vectores respectivos. La torsión es un
objeto antisimétrico bajo el intercambio U ←→ V . Este tensor mide la dife-
rencia entre el desplazamiento infinitesimal de dos puntos en una variedad.
Podemos obtener una interpretación geométrica de este objeto matemático
de la siguiente forma. En un punto P consideramos dos vectores infinitesi-
males UP y V P . Realizando el transporte paralelo de UP a lo largo de V P ,
se obtiene el vector U ||R en el punto R. De la misma forma, transportando
paralelamente el vector V P a lo largo de UP obtenemos el vector V ||Q. En un
espacio-tiempo con torsión no nula, los vectores no forman un paralelogramo
y la diferencia está dada por la torsión T (U, V ). Este procedimiento se ve
reflejado en la Figura 1.1.

Sin embargo, en una variedad con curvatura diferente de cero, el vector que se
obtiene luego de realizar el transporte paralelo ya no es paralelo al vector de
partida. Por ejemplo, en el caso del transporte paralelo de UP a lo largo de V P

en una variedad con curvatura, se obtiene el vector UR, no U
||
R. La diferencia

entre ambos vectores está representada por el vector ∇VU . De la misma
forma, la diferencia entre V Q y V

||
Q es ∇UV . Finalmente, el conmutador

entre U y V corresponde a la diferencia entre los vectores V Q y UR, como
puede apreciarse en la Figura 1.2.
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Figura 1.1: La torsión es la diferencia en el cierre de un paralelógramo gene-
rado por el transporte paralelo infinitesimal del par de vectores U y V .

Figura 1.2: La definición de la torsión T (U, V ) representada geométricamen-
te.

En esta figura se aprecia la definición de la torsión de modo geométrico, en
el paralelógramo formado por los vectores ∇VU , ∇UV , [U, V ] y T (U, V ), los
cuales representan la definición dada en la ecuación (1.8).

Ahora calcularemos la torsión en una base coordenada, para lo cual to-
mamos como argumento los vectores coordenados, es decir consideraremos la
expresión T ( ; ∂µ, ∂ν). Un cálculo simple muestra que

T ( ; ∂µ, ∂ν) = ∇∂µ∂ν −∇∂ν∂µ = (Γλνµ − Γλµν)∂λ. (1.9)

Por lo tanto, es posible interpretar las componentes de la torsión en base coor-
denada, como la parte antisimétrica de la conexión, es decir T µνλ = 2Γµ[νλ].
Sin embargo, para una base anholónoma esta expresión es más complicada.
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Si damos como argumento a (1.8) una base anholónoma Ea = Eµ
a∂µ, donde

Eµ
a son los coeficientes de una combinación lineal genérica, se obtiene que

T ( ;Ea, Eb) = ∇Ea
Eb −∇Eb

Ea − [Ea, Eb]

= ΓcbaEc − ΓcabEc − (Eµ
a∂µE

ν
b − E

µ
b ∂µE

ν
a )∂ν .

(1.10)

Las componentes T cab de este objeto geométrico se calculan dando a T ( ;Ea, Eb)
como primer argumento una 1−forma Ẽc, tal que

T cab = T (Ẽc;Ea, Eb) = Γcba − Γcab − Ec
ν(E

µ
a∂µE

ν
b − E

µ
b ∂µE

ν
a ). (1.11)

Con todo esto es posible escribir la torsión en lenguaje geométrico de la
siguiente forma. Tomamos la torsión en una base anholónoma T = T cabEc ⊗
Ẽa ⊗ Ẽb, tal que

T = T cabEc ⊗ Ẽa ⊗ Ẽb

= (Eµ
aE

ν
b ∂µE

c
ν − E

µ
b E

ν
a∂µE

c
ν + Γcba − Γcab)Ec ⊗ Ẽa ⊗ Ẽb

= (Eµ
aE

ν
b ∂µE

c
ν + Γcba)Ec ⊗ Ẽa ∧ Ẽb

= Ec ⊗ (d̃E
c

+ ΓcbaẼ
a ∧ Ẽb).

(1.12)

En la última linea vemos que la torsión puede escribirse como el producto
tensorial de un vector por una 2−forma. Si denotamos por T c a esta 2−forma,
podemos escribir

T c = T (Ẽc; , ) = d̃E
c

+ ΓcbaẼ
a ∧ Ẽb. (1.13)

Es decir, la torsión es una colección de 2−formas, etiquetadas por el índice
c que posee n valores posibles. En esta definición se encuentra codificado un
objeto de importancia crucial en la geometría diferencial: la conexión de spin
ω̃ab , dada por

ω̃cb = ΓcbaẼ
a, (1.14)

la cual es una colección de 1−formas que nos permite escribir la torsión como

T̃ c = d̃E
c

+ ω̃cb ∧ Ẽb. (1.15)

Curvatura

La curvatura se define, en notación geométrica, como

R( ;C,A,B) = [∇A,∇B]C −∇[A,B]C, (1.16)
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la cual posee la propiedad de antisimetría

R( ;C,A,B) = −R( ;C,B,A). (1.17)

La curvatura representa el cambio que experimenta un vector al realizar su
transporte paralelo a lo largo de una curva cerrada. Al efectuar este proce-
dimiento en una variedad con curvatura diferente de cero, el vector final no
es necesariamente idéntico al vector de partida. Este hecho se traduce como
una no conmutatividad de la derivada covariante de un par de vectores base.

Si calculamos la curvatura (1.16) en una base coordenada, se obtienen las
componentes del tensor de curvatura, las cuales corresponden a

Rσ
λµν = Γσλν,µ − Γσλµ,ν + ΓαλνΓ

σ
αµ − ΓαλµΓσαν . (1.18)

Estas componentes forman lo que se conoce como el tensor de Riemann. Si to-
das las componentes de este tensor son nulas, entonces el transporte paralelo
de vectores es independiente del camino. Es posible encontrar una expresión
para la curvatura en lenguaje geométrico, si damos como argumento a (1.16)
un conjunto de vectores base Ec, Ea, Eb. Puede mostrarse que

R( ;Ec, Ea, Eb) = R̃d
c ≡ ΓdcedẼ

e + ΓecbΓ
d
eaẼ

a ∧ Ẽb + Eµ
a (∂µΓdcbẼ

a ∧ Ẽb).
(1.19)

Utilizando el hecho de que

dẼe = d(Ee
ν d̃x

ν
) = ∂µE

e
ν d̃x

µ ∧ d̃xν = Eµ
aE

ν
b Ẽ

a ∧ Ẽb,

reescribimos R̃a
b como

R̃a
b = d(ΓdcbẼ

b) + (ΓdeaẼ
a) ∧ (ΓecbẼ

b)

= dω̃ab + ω̃ac ∧ ω̃cb.
(1.20)

Vemos que la curvatura está dada por la 2−forma R̃a
b, la cual está definida

en términos de la conexión de spin y su derivada exterior.
La 2−forma curvatura aparece de manera natural al definir una derivada

exterior covariante D = d + ω. Por ejemplo, para un vector de Lorentz φa,
se tiene que

Dφa = dφa + ωabφ
b. (1.21)

Si tomamos nuevamente la derivada exterior covariante de esta expresión,
obtenemos

D2φa =D[dφa + ωabφ
b]

=d[dφa + ωabφ
b] + ωab[dφ

b + ωbcφ
c]

=[dωab + ωac ∧ ωcb]φb.
(1.22)
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Vemos que la 2−forma que multiplica a φb,

R̃a
b = dωac ∧ ωcb (1.23)

es precisamente la 2−forma curvatura que hemos definido con anterioridad.
En este punto cabe mencionar una relación de importancia entre la deriva-

da exterior covariante y la curvatura, conocida como la identidad de Bianchi
y dada por

DRa
b = dRa

b + ωac ∧Rc
b − ωcb ∧Ra

c ≡ 0, (1.24)

que es una identidad que no aporta información nueva, puesto que se satisface
por cualquier conexión bien definida de manera trivial.

El espacio métrico

Las nociones de distancia y ángulo son posibles de definir por medio del
tensor métrico, el cual es un tensor

(
0
2

)
simétrico definido en la variedad M ,

dado por la expresión
g = gabẼ

a ⊗ Ẽb. (1.25)

Podemos definir el producto escalar de vectores en función de g de la siguiente
forma

A ·B ≡ g(A,B) = gabẼ
a(A)Ẽb(B) = gabA

aBb. (1.26)

Definiremos el intervalo o longitud de arco ∆s2 en función de g y un despla-
zamiento infinitesimal ∆x = ∆xµ ∂

∂xµ
, con ∆xµ −→ 0 como

∆s2 = ∆x ·∆x = g

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
∆xµ∆xν = gµν∆x

µ∆xν . (1.27)

La métrica nos permite definir la operación de subir y bajar índices, lo cual
equivale a una asociación entre vectores y 1−formas. Por ejemplo, sea V un
vector en TP , se tendrá que

g(V , ) ≡ Ṽ ∈ T∗P . (1.28)

Hemos definido la 1−forma Ṽ tal que, al ser aplicada sobre un vector U ,
otorga

Ṽ (U) = g(V , U) = gabV
aU b = VbU

a, (1.29)

donde se ha definido la operación de bajar índices por medio de las compo-
nentes de la métrica como gabV a = Vb. La operación inversa estará dada por
las componentes de la métrica inversa gab, tal que V a = gabVb = gbaVb.

En la gravedad teleparalela trabajaremos con bases ortonormales, las
cuales pueden ser definidas únicamente a partir de este punto, puesto que
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el tensor métrico permite tener una noción de producto escalar. Definimos
las bases ortonormales como el conjunto {E â} tal que su producto escalar
satisface

E â · E b̂ = g(E â, E b̂) = ηab, (1.30)

con ηab = diag(1,−1,−1,−1) las componentes de la métrica de Minkows-
ki. Estas bases ortonormales satisfacen, además, que la base dual es Ẽ â =
ηacg(E ĉ, ). En efecto,

Ẽ â(E b̂) = ηacg(E ĉ, E b̂) = ηacηcb = δab . (1.31)

Notar que es innecesario indicar si los tensores η y δ tienen índices orto-
normales o no, puesto que ηâb̂ = ηab y δâb̂ = δab . Las bases ortonormales nos
permiten definir la noción de volumen métrico, cuya n−forma está dada por

Ẽ 1̂ ∧ Ẽ 2̂ ∧ · · · ∧ Ẽn̂ = E 1̂
µE

2̂
ν · · · d̃x

µ ∧ d̃xν ∧ · · ·

= det(E â
µ)d̃x

1 ∧ d̃x2 ∧ · · · ∧ d̃xn.
(1.32)

Finalmente, por medio del tensor métrico podemos definir la operación de
la estrella de Hodge ∗, que es una aplicación lineal que asocia p−formas con
(n− p)− formas. Sea α̃ una p−forma, se tiene que ∗α̃ es una (n− p)− forma
dada por

(∗α̃)ip+1...in ≡
det(gµν)

p!
εi1...ipip+1...inα

i1...ip . (1.33)

Conexiones métricas

Se dirá que una conexión es métrica si es que su derivada covariante aso-
ciada cumple la regla de Leibniz ante el producto escalar. Podemos encontrar
la condición que debe cumplir una conexión métrica aplicando la derivada
covariante ∇Eĉ

sobre el producto E â · E b̂ = ηab. Se obtiene

∇Eĉ
E â · E b̂ + E â · (∇Eĉ

E b̂) = 0,

−→ Γd̂âĉE d̂ · E b̂ + Γd̂
b̂ĉ
E â · E d̂ = 0,

−→ Γd̂âĉηd̂b̂ + Γd̂
b̂ĉ
ηâd̂ = 0,

−→ Γd̂âĉηd̂b̂Ẽ
ĉ + Γd̂

b̂ĉ
ηâd̂Ẽ

ĉ = 0,

−→ ω̃d̂âηdb + ω̃d̂
b̂
ηad = 0.

(1.34)
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Para que se satisfaga la última igualdad debe cumplirse que

ω̃b̂â + ω̃âb̂ = 0, (1.35)

por tanto, una conexión métrica es aquella que satisface una relación de an-
tisimetría entre sus índices en una base ortonormal.

Conexión de Levi-Civita

Si a la propiedad de metricidad se agrega la anulación de la torsión, es
decir imponemos

T a = dẼ â + ωâĉ ∧ Ẽ ĉ = 0, (1.36)

la conexión de spin queda totalmente determinada. Imponiendo este requie-
rimiento junto a la condición de metricidad, se obtiene la siguiente conexión

(
L

ω̃âb̂)ĉ =
1

2

(
(dẼâ)b̂ĉ + (dẼb̂)ĉâ − (dẼĉ)âb̂

)
, (1.37)

la cual corresponde a la conexión de Levi-Civita. Si usamos una base coor-

denada, obtenemos los símbolos de Christoffel
L

Γλµν en función de las compo-
nentes del tensor métrico,

L

Γλµν =
1

2
gλρ(∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν). (1.38)

En relatividad general, las geodésicas son curvas autoparalelas de esta cone-
xión, es decir la ecuación de la geodésica se escribe como

d2xµ

dτ 2
+

L

Γµνρ
dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0. (1.39)

Conviene definir también la contorsión K̃a
b, que es la diferencia entre la

conexión de spin y la conexión de Levi-Civita,

K̃a
b = ω̃ab −

L

ω̃ab. (1.40)

Se puede mostrar que existe una relación entre la torsión y la contorsión

(dado que
L

ω̃ab tiene torsión nula), otorgando

T̃ a = K̃a
b ∧ Ẽb = −Ẽb ∧ K̃a

b . (1.41)
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La conexión de Weitzenböck

La conexión de Weitzenböck corresponde a escoger una conexión de spin
que se anule, es decir ωab ≡ 0. La componentes de la conexión de Weitzenböck
en base coordenada, están dadas por

Γλµν = E λ
a ∂νE

a
µ = −Ea

µ∂νE
λ
a . (1.42)

A partir de la definición en (1.20), es sencillo ver que la curvatura de es-
ta conexión se anula no solo en base coordenada sino en toda base, pues
la curvatura es un tensor. Para estudiar las propiedades de la conexión de
Weitzenböck, definimos la derivada covariante asociada a ella mediante su
acción en la tétrada

∇νE
a
µ = ∂νE

a
µ − ΓλµνE

a
λ. (1.43)

Es sencillo ver que a partir de la definición en la Ec. (1.42), la derivada cova-
riante de la tétrada (1.43) se anula. Esto significa que la tétrada es transpor-
tada paralelamente de manera automática a lo largo de cualquier curva. Esto
significa también que es métrica-compatible. Más aún, el transporte paralelo
de cualquier vector en un espacio–tiempo con esta conexión no depende del
camino, ya que la curvatura siempre es cero. La derivada covariante de un
vector con respecto a la conexión de Weitzenböck es

∇νU = ∇ν(U
aEa) = Ea∂νU

a, (1.44)

entonces el vector U se verá transportado paralelamente si y sólo si sus com-
ponentes Ua son constantes.

Geometrías del espacio-tiempo

A lo largo de esta breve introducción matemática hemos visto que pode-
mos caracterizar una variedad por medio de vectores en el espacio tangente
Ea y 1−formas Ẽa. Estos objetos geométricos, junto a las derivada de Lie y
derivada exterior por sí solos no bastan para definir por completo las propie-
dades de la variedad. Es necesario introducir la noción de conexión de spin,
la cual indica cómo varían los vectores base con respecto a sí mismos. Este
objeto nos permite definir la curvatura, y junto al vielbein definen la torsión.
La curvatura y la torsión caracterizan por completo la geometría del espacio-
tiempo, a menos que se introduzcan nuevos grados de libertad relacionados
con la condición de metricidad. Esta condición sobre la conexión de spin ya
la vimos en (1.35), pero puede representarse también en lenguaje coordenado
a través del tensor Qµνλ, el cual está definido en términos de la métrica como

Qµνλ = −∇µgνλ = 0. (1.45)
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Si el tensor de metricidad Qµνλ es cero, se dice que estamos en un espacio-
tiempo métrico-compatible, cuya conexión de spin es antisimétrica, como
ya probamos en la ecuación (1.35). Se dice que un espacio-tiempo con esta
característica es un espacio-tiempo de Riemann–Cartan, y se denota por
Ud. Esta condición deja libre tanto la torsión como la curvatura. Si queremos
que la conexión quede totalmente determinada por la métrica, y la métrica
sea el único campo indeterminado, entonces se debe imponer que el tensor
de torsión T̃ a se anule. Esta imposición da origen a la conexión de Levi-
Civita y sus componentes están dadas por los símbolos de Christoffel. Un
espacio-tiempo de Riemann–Cartan Ud con torsión nula corresponde a un
espacio-tiempo de Riemann Vd. Es en esta sub-variedad en la cual se
encuentra definida la teoría de la relatividad general. Existe, sin embargo,
otra forma de reducir el número de campos independientes: imponiendo que
el tensor de curvatura Ra

b se anule. En este caso, tanto la métrica como la
conexión están completamente determinadas en términos de la tétrada: una
base ortonormal de vectores en el espacio tangente. En este caso se utiliza
la conexión de Weitzenböck 1, la cual posee torsión. Un espacio-tiempo de
Riemann–Cartan equipado con esta conexión se dice que es un espacio-
tiempo de Weitzenböck Ad, y es en esta variedad en la cual está definida la
gravedad teleparalela, que estudiaremos en los siguientes capítulos. Si tanto la
torsión como la curvatura se anulan, se tiene un espacio-tiempo de Minkowski
Md [71].

Notación

En lo que sigue efectuaremos un cambio de notación para denotar bases
ortonormales. En particular, usaremos letra en negrita para escribir tanto
bases de vectores como de 1−formas, es decir Ea ≡ ea, y Ẽb ≡ eb. Así
mismo, cualquier p−forma se escribirá en letra negrita, como por ejemplo
la 2−forma torsión Ta y la 2−forma curvatura Ra

b. Las componentes de la
tétrada se denotarán con la letra e mayúscula o minúscula, Ea

µ o eaµ, de
manera indistinta y de acuerdo al contexto. El determinante de la tétrada
será e = det(eaµ).

1Sin embargo, la imposición de curvatura cero no determina por completo la conexión,
existiendo otras conexiones que también satisfacen la condición de curvatura nula. Por
ejemplo, ver [69] y [70].
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1.2. El equivalente teleparalelo de la relativi-
dad general

En esta sección introduciremos el formalismo para estudiar teorías de
gravedad basadas en el teleparalelismo, esto significa, teorías que poseen una
noción bien definida del paralelismo entre vectores definidos en diferentes
puntos de la variedad espacio-temporal. En contraste, teorías como la rela-
tividad general y algunas de sus generalizaciones poseen curvatura diferente
de cero, por lo cual el transporte paralelo de vectores depende del recorrido
y no existe una noción de paralelismo absoluto. La conexión de Weitzenböck
posee curvatura idénticamente cero, por lo cual es natural su elección para
definir una teoría física con paralelismo absoluto. La gravedad teleparale-
la es una descripción equivalente a la relatividad general de los fenómenos
gravitatorios, que lleva a resultados físicos equivalentes, pues la equivalencia
ocurre a nivel de las ecuaciones de movimiento. De igual forma, la acción
para ambas teorías es idéntica, salvo por un término de borde.

El campo físico fundamental de esta clase de teorías es el vielbein Ea
µ. En

el caso de dimensión n = 4, se le llama tétrada o vierbein (cuatro patas, en
alemán). De ahora en adelante usaremos vielbein y tétrada como sinónimos,
teniendo en mente esta distinción inicial. La tétrada posee n2 componentes
independientes, mientras que la métrica posee n(n+1)

2
. Las componentes extra

del vielbein son n(n−1)
2

, el mismo número de componentes de un tensor n×n
antisimétrico. Esta casualidad no pasó desapercibida en la historia, y Einstein
mismo propuso que una forma de unificar la gravedad y el electromagnetismo
podría consistir en una teoría basada en la tétrada. Luego, notaría que las
componentes extra pueden ser removidas introduciendo invariancia local de
Lorentz, por medio de una conexión construída a partir del vielbein.

Si no se tiene interés en formular teorías teleparalelas con invariancia local
de Lorentz desde el principio, es posible comenzar construyendo teorías gene-
rales que tengan únicamente invariancia general de coordenadas e invariancia
global de Lorentz.

1.2.1. Teorías teleparalelas generales

La construcción de un Lagrangiano para una teoría teleparalela genérica
es en apariencia sencilla: se buscan términos que tengan invariancia global
de Lorentz y que sean, a lo sumo, cuadráticos en derivadas de la tétrada [71].
Una teoría teleparalela posee un tensor de curvatura nulo, por tanto este
objeto geométrico no se encuentra disponible para construir parte de un La-
grangiano. Debemos encontrar invariantes que dependan de las componentes
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de la torsión de la conexión de Weitzenböck T ρµν = Eρ
a(∂µE

a
ν − ∂νEa

µ), que
es el único objeto disponible para construir una dinámica. En dimensión n,
existen tres términos que se comportan como escalares bajo transformacio-
nes de Lorentz, que son densidades bajo cambios generales de coordenadas,
y son cuadráticos en derivadas de primer orden de la tétrada. Estos son los
invariantes de Weitzenböck I1, I2 e I3, dados por [71]

I1 = eTµνρT
µνρ,

I2 = eTµνρT
ρνµ,

I3 = eT ρ
µρ T

µ σ
σ .

(1.46)

Existe un cuarto invariante I4, que es cuadrático en primeras derivadas de la
tétrada, pero únicamente en n = 4. En dimensión arbitraria está dado por

I4 = εµ1···µn−3ν1ν2ν3T ρ1
µ1ρ1

T ρ2
µ2ρ2

· · ·T ρn−3
µn−3ρn−3

Tν1ν2ν3 , (1.47)

sin embargo no es invariante bajo transformaciones de paridad, y por tanto no
será tomado en cuenta. Por otro lado, el determinante e es otro invariante que
no será considerado aquí. El Lagrangiano teleparalelo más general, propuesto
por Pellegrini y Plebański en [16], es una combinación lineal de los invariantes
de Weitzenböck, es decir

LT =
3∑
i=1

ciIi, (1.48)

con ci coeficientes arbitrarios, de los cuales sólo dos son independientes, ya
que mediante una normalización podemos fijar uno de ellos. Existen otras
formas de parametrizar este Lagrangiano, por ejemplo construir una teoría
comenzando con las partes irreducibles de la torsión que son invariantes ante
el grupo de Lorentz SO(3, 1) [19]. Es común encontrar esta clasificación en
términos del lenguaje geométrico, en particular puede escribirse este Lagran-
giano como

L = ηabe
a ∧∗ (a

(1)
1 Tb + a

(2)
2 Tb + a

(3)
3 Tb), (1.49)

donde se define
(1)Ta = Ta −(2) Ta −(3) Ta,

(2)Ta =
1

3
ea ∧ (Tbeb),

(3)Ta = −1

3

∗
(ea ∧∗ (Tb ∧ eb)).

(1.50)

Las partes (1)Ta, (2)Ta y (3)Ta son llamadas tentor, trator y axitor, respec-
tivamente. Las dos primeras poseen 4 componentes libres y la última, 16
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componentes. La relación entre los coeficientes libres de ambas parametriza-
ciones descritas es

a1 = c1 +
1

2
c2, a2 = c1 +

1

2
c2 +

(n− 1)

2
c3, a3 = c1 − c2. (1.51)

La última expresión (1.49) para la densidad Lagrangiana puede escribirse en
una base coordenada como

L = a1t
λµνtλµν + a2v

µvµ + a3a
µaµ + a0, (1.52)

donde se define

tλµν =
1

2
(Tλµν + Tµλν) +

1

6
(gνλvµ + gνµvλ)−

1

3
gλµvν ,

vµ = T λλµ,

aµ =
1

6
εµνρσT

νρσ.

(1.53)

El tensor de torsión se escribe en términos de estas tres partes irreducibles
como

Tλµν =
2

3
(tλµν − tλνµ) +

1

3
(gλµvν − gλνvµ) + ελµνρa

ρ. (1.54)

La observación de que el Lagrangiano (1.48) posee un límite en el cual es
equivalente a la relatividad general proviene de Møller, quien por primera
vez observara que para c1 = 1, c2 = 2 y c3 = −4, este Lagrangiano es equiva-
lente al Lagrangiano de Einstein–Hilbert, salvo por derivadas totales [15]. Es
sencillo ver también que se obtiene el Lagrangiano de Yang–Mills para c1 = 2,
c2 = 0 = c3. Realizando un estudio de perturbaciones a primer orden en la
tétrada es posible mostrar que el Lagrangiano (1.48) es fenomenológicamente
viable si se cumple que [71]

2c1 + c2 + c3 = 0. (1.55)

1.2.2. Gravedad teleparalela en lenguaje geométrico

Ahora dedicaremos nuestra atención al equivalente teleparalelo de la rela-
tividad general o gravedad teleparalela, que corresponde a la elección c1 = 1,
c2 = 2, c3 = −4 2. Definiremos el Lagrangiano en lenguaje geométrico a

2De ahora en adelante usaremos los términos equivalente teleparalelo de la relatividad
general y gravedad teleparalela de manera indistinta, teniendo en cuenta que la gravedad
teleparalela podría estarse refiriendo a una elección de coeficientes más general.
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partir del Lagrangiano de Einstein–Hilbert, para luego estudiar la equiva-
lencia entre ambas teorías, y estudiaremos las ecuaciones de movimiento en
lenguaje de coordenadas.

La acción de Einstein–Hilbert es la 4−forma definida por

SEH =

∫
LEH =

1

4κ

∫
εabcd ea ∧ eb ∧

L

Rcd, (1.56)

con κ = 8πG. El objeto geométrico
L

Rcd corresponde a la 2−forma curvatura
calculada a partir de la conexión de Levi-Civita. No debe confundirse con
la 2−forma curvatura general Ra

b que está evaluada para una conexión ar-
bitraria. La diferencia entre ambas 2−formas curvatura puede expresarse en
términos de la contorsión y su derivada covariante como

Ra
b −

L

Ra
b =

L

DKa
b + Ka

c ∧Kc
b = DKa

b + Ka
c ∧Kc

b, (1.57)

donde
L

D es la derivada exterior covariante con respecto a la conexión de
Levi-Civita. Con la propiedad obtenida en (1.57), el Lagrangiano de Einstein–
Hilbert se reescribe como

LEH =
1

4κ
εabcde

a ∧ eb
(

Rcd −
L

DKcd −Kc
eK

ed

)
. (1.58)

Si usamos las propiedades de metricidad y torsión nula de la conexión de
Levi-Civita, representadas respectivamente por las expresiones

L

Dεabcd = 0 y
L

Dea = 0, (1.59)

se obtiene que

LEH =
1

4κ

[
εabcd ea ∧ eb(Rcd −Kc

eK
ed)−

L

D(εabcde
a ∧ eb ∧Kcd)

]
. (1.60)

En el último término de esta expresión puede usarse que
L

D(εabcd ea ∧ eb ∧
Kcd) = d(εabcd ea∧eb∧Kcd), ya que εabcd ea∧eb∧Kcd es un escalar invariante de
Lorentz. Por lo tanto, el último término en la expresión (1.60) es un término
de borde, que puede ser suprimido para otorgar el siguiente Lagrangiano

L =
1

4κ
εabcd ea ∧ eb ∧ (Rcd −Kc

eK
ed). (1.61)

Este Lagrangiano está escrito en términos de una conexión de spin arbitraria
ωcd, sin embargo la variación con respecto a dicha conexión es un término

21



de superficie. Por lo tanto, el Lagrangiano (1.61) no otorga una dinámica
a la conexión de spin. De hecho, hemos mostrado que la acción asociada a
este Lagrangiano equivale a la acción de Einstein–Hilbert más un término de
borde. Sin embargo, ya que la conexión de spin ωcd no está contenida en LEH ,
es posible concluir que la variación de (1.61) con respecto a ωcd producirá
un término de borde que compensará la variación del término de borde que
acabamos de suprimir. Dicho término puede escribirse como [49]

δωL =
1

4κ
d(εabcde

a ∧ ebδωcd). (1.62)

Por ende, la conexión ωcd aparece en el Lagrangiano (1.61) como una variable
espuria, que puede fijarse de manera arbitraria. En ETRG la conexión de spin
se escoge ωcd = 0; esta elección corresponde a la conexión de Weitzenböck,
como ya hemos visto. Con esto, la 2−forma curvatura Rcd es trivialmente
cero, mientras que la contorsión se convierte en

Kc
e = −

L

ωce[e], (1.63)

es decir, es lineal y homogénea en derivadas de la tétrada. Entonces, el La-
grangiano se escribe como

LETRG = − 1

4κ
εabcd ea ∧ eb ∧Kc

e[e] ∧Ked[e]. (1.64)

Esta elección de la conexión hace que el Lagrangiano sea cuadrático en de-
rivadas de primer orden de la tétrada, pues la conexión de Levi-Civita es

(
L
ωab)c =

1

2
[(dea)bc + d(eb)ca − (dec)ab].

Si bien la conexión ωcd es una variable espuria y carente de dinámica,
tiene un rol importante pues hace que la expresión (1.61) sea un volumen es-
calar invariante de Lorentz, es decir, que es invariante bajo transformaciones
locales de Lorentz en la tétrada. Esto ocurre porque la contorsión Kc

e está
definida como una diferencia entre conexiones, y por tanto es un tensor de
Lorentz. Pero al eliminar ωcd del Lagrangiano, la contorsión pierde su carác-
ter tensorial, y pasa a ser una conexión que mantiene un carácter tensorial
únicamente bajo transformaciones globales de Lorentz de la tétrada. Esto
no debería ser visto como un problema, ya que una transformación local de
Lorentz de la tétrada genera un término de borde, que es inofensivo para la
dinámica de la teoría. De hecho, si realizamos una transformación local de
Lorentz δΛ en LEH en (1.58) y (1.60) para ωcd = 0, y ya que LEH no es
sensible ante esta transformación, se tiene que

δΛLETRG =
1

4κ
δΛd(εabcde

a ∧ eb ∧Kcd[e]) =
1

4κ
d(εabcde

a ∧ ebηdeΛc
e′dΛe′

e).

(1.65)
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Esto implica que la gravedad teleparalela es insensible a la orientación local
de la tétrada, y al igual que la relatividad general, describe la dinámica local
del tensor métrico, que es un invariante local en la teoría. Podría agregarse
un término de borde para equilibrar el comportamiento de LETRG en (1.65),
y construir una acción que es invariante local de Lorentz de la forma

SETRG[e] = − 1

4κ

∫
U

εabcd ea ∧ eb ∧Kc
e[e] ∧Ked[e]

− 1

4κ

∫
∂U

εabcd ea ∧ eb ∧Kcd[e],

(1.66)

donde nuevamente Kc
e[e] = −

L

ωce[e].

1.2.3. Gravedad teleparalela en términos de coordena-
das

Ahora obtendremos el Lagrangiano de la gravedad teleparalela en len-
guaje coordenado, que es la forma en la cual comúnmente se estudia en la
literatura. Comenzamos descomponiendo la contorsión en una base anholó-
noma como Kc

e = Kc
efe

f , tal que el primer término en (1.66) se escribe
como

LETRG = − 1

4κ
εabcdK

c
efK

ed
g ea ∧ eb ∧ ef ∧ eg. (1.67)

Reconocemos en esta expresión la 4−forma volumen, que denotaremos por
Ω, y la cual puede ser expresada en una base coordenada como

ea ∧ eb ∧ ef ∧ eg = εabfg Ω = e εabfg dx0dx1dx2dx3. (1.68)

Reemplazando en (1.67) y usando la propiedad del símbolo de Levi-Civita
εabfgεabcd = 2(δgc δ

f
d − δfc δ

g
d), se tiene que

LETRG =
1

2κ
(Kc

ecK
ed
d −Kc

edK
ed
c)Ω. (1.69)

Tomaremos en cuenta las siguientes identidades entre la contorsión y la tor-
sión

Kc
ec = −T cec,

Ked
d = −T d ed ,

Kc
edK

ed
c = Kc

[ed]K
ed
c = −1

2
T cedK

ed
c,

(1.70)
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para reescribir el argumento en (1.69) como

Kc
ecK

ed
d −Kc

edK
ed
c = T cecT

d e
d +

1

2
T cedK

ed
c

=
1

2
T ced(T

ae
a δdc − T ad

a δec +Ked
c) = T cedS

ed
c .

(1.71)

Aquí se ha definido

S ed
c =

1

2
Ked

c + T a[e
a δd]

c =
1

2
Ked

c +K a[e
a δd]

c (1.72)

como el superpotencial de la teoría. La combinación T cedS ed
c ≡ T es el escalar

de torsión o escalar de Weitzenböck. Todas estas cantidades son tensores bajo
una transformación de Lorentz, siempre y cuando no fijemos la conexión de
spin a cero. En el caso con conexión de spin cero, estas cantidades serán ten-
sores únicamente bajo transformaciones globales de Lorentz. Es importante
notar que, debido a que la tétrada transforma índices del espacio tangente a
índices de coordenadas, el escalar de torsión puede escribirse también como
T = T λµνS

µν
λ . Por tanto, también podemos escribir el superpotencial como

S µν
ρ = −1

4
(T µνρ − T νµρ − T µν

ρ ) +
1

2
δµρT

σν
σ −

1

2
δνρT

σµ
σ. (1.73)

Con esta forma podemos encontrar comúnmente escrita a la acción de la
gravedad teleparalela la cual, con una constante cosmológica Λ, queda como

SETRG =
1

2κ

∫
d4x e (T − 2Λ) + Sm[eaµ], (1.74)

donde Sm[eaµ] representa una acción para la materia. El Lagrangiano conte-
nido en (1.74) y los Lagrangianos anteriores que hemos presentado, si bien se
entienden en términos de la conexión de Weitzenböck y su respectiva torsión,
no determinan totalmente todas las componentes de la tétrada, sino que de-
terminan la métrica. Debido a que la teoría es equivalente a la relatividad
general, este hecho es esperable. Más aún, para campos de materia que se en-
cuentren acoplados minimalmente con la métrica, las partículas libres siguen
geodésicas delimitadas por la conexión de Levi-Civita.

Aún a pesar de ésto, se dice que el teleparalelismo es una teoría donde
los efectos gravitacionales están codificados en la torsión de la conexión de
Weitzenböck. Podría pensarse en que la fijación de la conexión ω = 0 es
una fijación de gauge, en analogía con el electromagnetismo. Sin embargo,
la analogía no es completa del todo, puesto que al fijar el campo de gauge
A0 en electromagnetismo, el potencial Ai queda determinado por completo.
En cambio, al fijar ω ni la tétrada ni la torsión quedan determinadas, puesto
que es una teoría que determina únicamente la métrica.
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1.2.4. Término de borde

El término de borde

− 1

4κ

∫
∂U

εabcde
a ∧ eb ∧Kcd[e] (1.75)

contribuye con un término − 1
4κ
d(εabcde

a ∧ eb ∧ Kcd) al Lagrangiano. Pero
esta 4−forma es exacta, y por tanto puede reescribirse en términos de una
cuadri-divergencia. Esto lo logramos notando que Kcd = Kcd

ee
e, y que

ea ∧ eb ∧ ee = −εabefΩ(ef ). (1.76)

Es decir, favorecemos la expresión para la 4−forma volumen en lugar del
producto wedge entre las bases. Con esto, escribimos el término de borde
como

d(εabcde
a ∧ eb ∧Kcd) = d(2(δecδ

f
d − δ

f
c δ

e
d)K

cd
eΩ(ef ))

= 4d(Kcd
cΩ(ed)) =

4

e
∂µ(eKcd

ce
µ
d)Ω

=
4

e
∂µ(eT ν µ

ν )Ω.

(1.77)

En la última igualdad Ω = e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3 = e dx0dx1dx2dx3, y ∂µ(eT ν µ
ν )

es la cuadri-divergencia que en la literatura convencional, diferencia los La-
grangianos de RG y ETRG. Es decir, la relación entre ambos Lagrangianos
es

− eR = eT − 2∂ρ(eT
µρ
µ ). (1.78)

El motivo de este término de borde puede ser trazado al siguiente hecho: el
Lagrangiano de relatividad general está definido en términos de primeras y
segundas derivadas del tensor métrico. Por otro lado, la gravedad teleparalela
posee primeras y segundas derivadas en la tétrada. Pero notablemente, en el
teleparalelismo equivalente todos los términos con derivadas segundas de la
tétrada se encuentran dentro del término de borde [72].

1.3. Ecuaciones de movimiento y equivalencia
Las ecuaciones de movimiento de la gravedad teleparalela se obtienen

variando la acción (1.74) con respecto a la tétrada eaµ. Considerando un La-
grangiano LTG = eT y un Lagrangiano para la materia Lm, las ecuaciones
de movimiento serán

∂LTG

∂eaµ
− ∂ν

∂LTG

∂(∂νeaµ)
= Θµ

a . (1.79)
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Aquí se tiene un tensor de energía-momento definido por

Θµ
a =

1

e

δLm

δeaµ
. (1.80)

Es preciso calcular dos variaciones del escalar de torsión con respecto a la
tétrada. Estos cálculos otorgan

∂T

∂(∂νeaµ)
= −4S µν

a , (1.81)

∂T

∂eaµ
= −4T bνaS

νµ
b , (1.82)

donde se define S µν
a = eρaS

µν
ρ y T bνa = ebρe

µ
aT

ρ
νµ. Juntando todo esto, se

obtiene que las ecuaciones de movimiento para la gravedad teleparalela son

e−1∂σ(eeλaS
σν
λ ) + eλa

(
T ρσλS

σν
ρ − 1

4
δνλT

)
= −1

2
κeλaΘ

ν
λ . (1.83)

Estas ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones de Einstein para materia
sin spin; esto puede mostrarse considerando la relación entre la conexión de

Weitzenböck, la conexión de Levi-Civita, y la contorsión Γρµν =
L

Γρµν +Kρ
µν .

Luego de un cálculo extenso, pero sencillo, se demuestra que [72]

∂σ(eeλaS
σν
λ ) + eλa

(
T ρσλS

σν
ρ − 1

4
δνλT

)
≡

eσa

(
gσµR

µν − 1

2
δνσR

)
= −1

2
κeλaΘ

ν
λ .

(1.84)

Es importante remarcar que en esta identidad, tanto el lado izquierdo como
el derecho están utilizando diferentes conexiones: Weitzenböck y Levi-Civita,
respectivamente. Apreciamos, además, que en ambas teorías el tensor de
energía-momento aparece como fuente de diferentes propiedades geométricas.
En relatividad general, la materia es fuente de la curvatura, mientras que en
gravedad teleparalela, la materia es fuente de una torsión particular, aquella
obtenida a partir de la conexión de Weitzenböck. Es correcto inferir que
esta equivalencia muestra que la curvatura y la torsión describen los mismos
grados de libertad del campo gravitacional.

Los efectos gravitatorios de la gravedad teleparalela pueden entenderse
reescribiendo la ecuación de la geodésica en este formalismo. La ecuación de
movimiento para una partícula libremente gravitante se escribe como

d2xµ

dτ 2
+ Γµνρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
= −Kµ

νρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
. (1.85)
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El lado izquierdo es equivalente a la ecuación de la geodésica de la relatividad
general, salvo que la conexión ahora es la de Weitzenböck, no la de Levi-
Civita, al comparar con la ecuación (1.39). No obstante, en el lado derecho de
(1.85) aparece la contorsión, la cual puede interpretarse como una fuerza que
desvía a las partículas de su trayectoria autoparalela. Esta ecuación implica
una diferencia puramente conceptual, puesto que la ecuación de la geodésica
es equivalente en ambos marcos teóricos y da origen a trayectorias idénticas
para partículas de igual masa.

En esta Tesis nos interesa estudiar teorías de gravedad modificada con
estructura teleparalela, es decir, teorías definidas en un espacio-tiempo equi-
pado con la conexión de Weitzenböck, pero cuyo Lagrangiano es una genera-
lización del Lagrangiano de la gravedad teleparalela. Introduciremos este tipo
de teorías, sus propiedades y sus ecuaciones de movimiento en el siguiente
Capítulo.
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Capítulo 2

Teorías f(T): Gravedad
teleparalela modificada

2.1. Motivación teórica

Se han propuesto muchos modelos de gravedad modificada para enfrentar
los problemas de la relatividad general. Dentro de estos problemas, nos en-
contramos con la existencia de singularidades [73, 74], la expansión acelerada
del universo [75], y el problema de la gravedad cuántica [74]. Estos problemas
requieren proponer deformaciones de la relatividad general tanto a pequeñas
como a grandes escalas; es lo que se conoce en la literatura como deformacio-
nes ultravioletas e infrarrojas, respectivamente. Las deformaciones a escalas
pequeñas, o altas energías, podrían ayudar a esclarecer si existe alguna teoría
que describa una transición entre la relatividad general clásica y la gravedad
cuántica.

Existen diversos esquemas a partir de los cuales se puede comenzar a
construir modificaciones a la gravedad. Son muchas las suposiciones que son
susceptibles de ser modificadas, pero la mayoría consisten en diferentes tipos
de modificaciones a la acción de RG. Éstas pueden clasificarse someramente
como:

reemplazo de la variable dinámica fundamental, esto es, reemplazar la
métrica por la tétrada, por dos métricas como en teorías de bigravedad
[76], o añadir otras variables fundamentales como la conexión de spin
en teorías de Einstein-Cartan [10, 11, 12, 13],

dimensiones extra, las cuales pueden compactificarse mediante el pro-
cedimiento de Kaluza-Klein [8, 9], o pueden aparecer en la forma de
dimensiones extendidas como en teorías de branas [77] y análogas,
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modificaciones al Lagrangiano de relatividad general: el escalar de Ricci
R puede ser reemplazado por una función de éste, como en las teorías
f(R) [78, 79], puede agregarse una dependencia en la traza del tensor
de energía-momento T, o agregarse términos topológicos en la acción,
y

adición de nuevos campos escalares, vectoriales y/o tensoriales; en esta
categoría encontramos teorías TeVeS [80], MOG [81], Brans-Dicke [82],
galileones [83], etc.

Esta clasificación es imprecisa en el sentido que habrán modificaciones de
más de un tipo: por ejemplo una teoría bimétrica puede considerarse tanto
como un reemplazo del tensor métrico (por dos métricas), como la añadidura
de un campo tensorial adicional.

Una de las modificaciones posibles, que estudiaremos a continuación, pue-
de entenderse como la composición de dos variaciones diferentes a la relativi-
dad general. Por un lado, tomaremos a la tétrada como la variable dinámica
en vez de la métrica. Por otro lado, utilizaremos a la gravedad teleparalela
como base para construir un tipo de teorías de gravedad más generales, co-
nocidas como gravedades f(T ), de la misma forma como la gravedad f(R)
es una generalización del Lagrangiano de Einstein–Hilbert.

2.2. Teorías f (T ) de gravedad
De manera análoga a las gravedades f(R), [78, 79], en las cuales el La-

grangiano de relatividad general es modificado por una función f arbitraria
del escalar de curvatura R, las teorías f(T ) corresponden a una modificación
del Lagrangiano del equivalente teleparalelo de la relatividad general. La mo-
dificación ocurre en términos de una función arbitraria f del invariante de
Weitzenböck T ≡ S µν

ρ T ρ µν [20, 21], que define una acción de la siguiente
forma

S[ea] =
1

2κ

∫
d4x e f(T ) . (2.1)

Considerando un término para un campo de materia minimalmente acoplado
en la acción, las ecuaciones dinámicas se calculan variando con respecto a la
tétrada, obteniéndose que

e−1 ∂µ(e eλa S
µν

λ f ′(T )) + eλa T
ρ
µλ S

µν
ρ f ′(T ) − 1

4
eνa f(T ) = −1

2
κ eλa Θ ν

λ ,

(2.2)
donde Θ ν

λ es el tensor de energía-momento. Vemos que tanto a nivel del La-
grangiano como de las ecuaciones de movimiento, la dinámica de la gravedad
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teleparalela se recupera restringiendo la teoría al caso particular f(T ) = T .
Las ecuaciones dinámicas son de segundo orden, lo cual no es común en la
mayoría de las teorías de gravedad modificada, las cuales poseen ecuaciones
dinámicas con derivadas de órdenes mayores. Efectivamente, debido a que las
derivadas en el Lagrangiano de la gravedad teleparalela son de primer orden
en la tétrada, las ecuaciones de movimiento siempre serán de segundo orden
sin importar la forma de la función f , lo cual es una propiedad deseable en
cualquier teoría física.

2.3. Soluciones de vacío en f (T )

Las soluciones de vacío en relatividad general imponen que el tensor de
Einstein se anule, por tanto, el tensor de Ricci y el escalar de curvatura R
también se anulan. Sin embargo, en gravedad teleparalela una solución de
vacío de las ecuaciones de movimiento no anula el escalar de torsión T , dado
que existe un término de borde que diferencia ambos escalares. La búsqueda
de soluciones de vacío para la gravedad f(T ) se ve facilitada por el siguiente
resultado [32]: si una solución de vacío de la gravedad f(T ) tiene escalar de
torsión nulo (T = 0), entonces dicha solución resolverá también las ecuaciones
de la gravedad teleparalela sin modificar. A modo general, si reemplazamos
T = Tc en las ecuaciones de movimiento de la gravedad f(T ), entonces se
cumple que ∂µT = 0. Por tanto, podemos reescribir (2.2) como sigue

G ν
µ −

1

2
δ ν
µ Tc +

1

2
δ ν
µ

f(Tc)

f ′(Tc)
=

κ

f ′(Tc)
Θ ν
µ , (2.3)

donde se define el tensor G ν
µ como

G ν
µ ≡ −2eaµ

(
e λ
a T

ρ
σλS

σν
ρ + e−1∂σ(ee λ

a S
σν
λ )

)
+

1

2
δ ν
µ T. (2.4)

La parte simétrica de esta expresión corresponde al tensor de Einstein con
un índice covariante y otro contravariante 1. Notablemente, las ecuaciones
(2.3) corresponden a las ecuaciones de Einstein en ETRG, para un tensor
de energía-momento simétrico, y con una constante de Newton y constante
cosmológica redefinidas como

G̃ =
G

f ′(Tc)
, Λ =

1

2

(
Tc −

f(Tc)

f ′(Tc)

)
. (2.5)

Esto quiere decir que, si f(T = 0) = 0, entonces las soluciones de ETRG que
tengan T = 0 seguirán siendo soluciones de las ecuaciones de movimiento de

1Si bajamos un índice coordenado, esta expresión puede escribirse como G(µν) = · · · .
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la gravedad f(T ). En el caso de soluciones que no son de vacío, es preciso
ajustar la constante de Newton y la constante cosmológica. Incluso si Tc 6= 0,
se puede considerar a una solución de ETRG con T = Tc como una solución
de las ecuaciones de f(T ), ajustando de manera apropiada la constante de
Newton y la constante cosmológica. Este teorema es una estrategia muy útil
para encontrar soluciones en este tipo de teorías, puesto que encontrar una
tétrada que posea ecuaciones de movimiento consistentes es una tarea ardua
en esta teoría si la geometría en cuestión posee pocas simetrías. Este hecho
se encuentra relacionado con el asunto de la pérdida de la invariancia local
de Lorentz, que revisaremos a continuación.

2.4. Invariancia local de Lorentz y simetrías re-
manentes

La gravedad f(T ), como otras teorías de gravedad modificada, posee gra-
dos de libertad extra al ser comparada con la gravedad teleparalela (o la
relatividad general). Dejando de lado el caso trivial f(T ) = T , las ecuacio-
nes dinámicas (2.2) son sensibles a transformaciones locales de Lorentz en la
tétrada

ea
′

µ = Λa′

a e
a
µ. (2.6)

Podemos apreciar la pérdida de la invariancia local de Lorentz a nivel del
Lagrangiano, pues bajo una transformación local de Lorentz el Lagrangiano
cambia de la siguiente forma

e f(T ) −→ e f(T + 4-divergencia) . (2.7)

En esta ecuación la cuadri-divergencia queda encapsulada dentro de la fun-
ción f en lugar de generar un término de borde, provocando la pérdida de
la invariancia local de Lorentz. Esta pérdida puede interpretarse como una
determinación por parte de la teoría de un marco de referencia global delimi-
tado por las curvas autoparalelas de la variedad, que resuelven las ecuaciones
de movimiento de manera consistente. En otras palabras, las ecuaciones (2.2)
determinan no sólo la métrica, sino otras características de la tétrada que le
otorgan una paralelización absoluta al espacio-tiempo. Las tétradas que es-
tán conectadas por transformaciones locales de Lorentz otorgan la misma
métrica pero son diferentes con respecto al marco paralelo adecuado. Debido
a esta característica esencial de las teorías f(T ), encontrar el ansatz para
una tétrada adecuada a partir de las simetrías de la métrica es en general un
procedimiento dificultoso. Las simetrías ayudan a encontrar las coordenadas
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adecuadas para escribir la métrica en una forma simple, pero no dicen mucho
respecto a cómo escoger la tétrada [66, 36, 29, 67, 68].

Como vimos en el Capítulo 1, es posible aislar el término de borde ob-
tenido luego de variar la acción de la gravedad teleparalela con respecto a
una transformación local de Lorentz infinitesimal. Si este término de borde
se anula, podemos obtener la condición necesaria para que la gravedad f(T )
sea invariante local de Lorentz. Esta condición se expresa como

d(εabcdea ∧ eb ∧ ηdeΛc
f ′dΛf ′

e) = 0. (2.8)

Esta ecuación se satisface de manera trivial para transformaciones globales
de Lorentz, es decir aquellas que cumplen dΛf ′

e = 0. En [49] se ha propuesto
que existe un sub-conjunto de transformaciones locales de Lorentz que dejan
invariante la teoría, llamadas conjunto de simetrías remanentes, y denota-
das por A(ea). Este conjunto de transformaciones existe siempre para un
espacio-tiempo determinado por una tétrada ea, por tanto está definido on-
shell. Este conjunto no cumplirá, en general, las propiedades de un grupo,
pero si se encuentra un elemento dentro del conjunto, entonces su inversa
también lo será. Esto en virtud de que la relación Λc

f ′Λ
f ′
e = δce implica que

Λc
f ′dΛf ′

e = −Λf ′
edΛc

f ′ . Para saber bajo qué circunstancias este grupo se con-
vierte en un grupo de Lie 2, se escribe una transformación de Lorentz como
una combinación lineal de los generadores σef como

Λa
b′ = exp

(
1

2
σef (x)(Mef )

a
b′

)
≈ δab′ +

1

2
σef (x)(Mef )

a
b′ +O(σ2), (2.9)

donde, en la última expresión, estamos tomando una transformación infini-
tesimal a primer orden en los parámetros σ. En este caso, la expansión de las
matrices Λ en (2.8) queda como Λc

f ′dΛf ′
e ' ηgedσ

gc. Luego, obtenemos que
la condición (2.8) es

d(εabcde
a ∧ eb ∧ dσcd) = εabcdd(ea ∧ eb) ∧ dσcd = 0. (2.10)

Esta expresión es lineal en σcd, lo cual significa que una composición de dos
transformaciones infinitesimales locales que pertenezcan a A(ea) satisfacen
la ecuación anterior, a primer orden. Por lo tanto, las transformaciones infi-
nitesimales de Lorentz que pertenecen a A(ea) forman un grupo de Lie.

Es posible realizar una clasificación de las soluciones a las ecuaciones de
movimiento (2.2) de acuerdo al número n de 2−formas cerradas indepen-
dientes que participan en la simetría local remanente. Es decir, una solución

2Es decir, que la composición de dos elementos del grupo pertenezca también al grupo.
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ea de las ecuaciones de movimiento es llamada una n−CAF (closed area fra-
me, por sus siglas en inglés ) si es que satisface que la derivada exterior de
la 2−forma ea ∧ eb se anula, es decir d(ea ∧ eb) = 0, para n de los pares
a− b, donde n oscila entre 0 y 6 en dimensión 4. Para una 6−CAF, todos los
parámetros infinitesimales σab permanecen libres. Un claro ejemplo de una
6−CAF es el espacio-tiempo de Minkowski, el cual puede ser representado
por un marco Euclidiano ea = δabdx

b. Ya que T a = dea = 0, el escalar de
torsión es idénticamente nulo, y por tanto es una solución de vacío de las
ecuaciones de f(T ) para cualquier función f en T = 0.

Volveremos a esta clasificación en el Capítulo 6, donde encontraremos
soluciones de agujero negro en la gravedad f(T ), y tendremos interés en
determinar si dos soluciones que describen la misma geometría están o no
conectadas por un elemento del conjunto de simetrías remanentes. Algunos
ejemplos de esta clasificación en el ámbito de la cosmología pueden encon-
trarse en [49].

2.5. Transformaciones conformes
Conviene mencionar brevemente el comportamiento de la acción de la gra-

vedad f(T ) bajo una transformación conforme. Conocer el comportamiento
de las teorías de gravedad modificada bajo este tipo de transformaciones es
de interés general, ya que ayudaría a develar la naturaleza de los grados de
libertad. A modo de ejemplo, es sabido que la gravedad f(R) posee un único
grado de libertad adicional, cuyo significado puede ser entendido a través de
una transformación conforme. Es posible parafrasear esta teoría como una
teoría escalar-tensorial con la siguiente acción

S[gµν , φ] = − 1

2κ

∫
d4x
√
−g[φR− V (φ)]. (2.11)

La variación con respecto a φ otorga R = V ′(φ). El Lagrangiano contenido
en la acción anterior es la transformada de Legendre de la función V (φ), por
tanto podemos llamarlo f(R) ≡ φR − V (φ), mostrando que la teoría f(R)
en el formalismo métrico es dinámicamente equivalente a la acción (2.11).
Es importante notar que esta acción es un caso particular de una acción de
Brans-Dicke

SBD[gµν , φ] = − 1

2κ

∫
d4x
√
−g
(
φR− ω(φ)

φ
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ)

)
, (2.12)

con parámetro ω = 0. A partir de la acción (2.11) es posible obtener una
acción donde la teoría se escriba como el Lagrangiano de la relatividad general
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más un Lagrangiano para un campo escalar. Esto se conoce como el marco
de Einstein, y se obtiene por medio de las siguientes redefiniciones

φ −→ φ̃ =

√
3

2κ
ln(φ),

gµν −→ g̃µν = φgµν ,
√
−g = φ−2

√
−g̃,

(2.13)

donde g̃µν se encuentra relacionado con gµν por medio de una transforma-
ción conforme a través del campo escalar φ. Realizando la transformación
conforme en el escalar de Ricci R, puede mostrarse que la acción (2.11) es

S ′[g̃µν , φ̃] = −
∫
d4x

√
−g̃

[
R̃

2κ
− 1

2
g̃µν∂µφ̃∂νφ̃+ U(φ̃)

]
, (2.14)

donde el potencial U(φ̃) está dado por

U(φ̃) = −V (φ)

2κφ2
=
f(R)−Rf ′(R)

2κf ′(R)2
. (2.15)

Por medio de una transformación conforme hemos obtenido la acción (2.14),
que describe un campo gravitacional g̃µν y un campo escalar φ̃ minimalmente
acoplado, la cual tiene dos grados de libertad asociados a la métrica y un
grado de libertad representado por un campo escalar masivo φ̃.

La pregunta natural que surge es si acaso para la gravedad f(T ) esto
también es cierto. Es decir, si se cumple que la acción

S[eaµ, φ] = − 1

2κ

∫
d4x e [φT − V (φ)] (2.16)

puede ser reescrita como la acción de gravedad teleparalela más un campo
escalar acoplado minimalmente. Para verificar la veracidad de esta hipótesis,
debemos aplicar una transformación conforme en la tétrada, que es la varia-
ble fundamental de la teoría. Bajo una transformación conforme, la tétrada
transforma como êaµ = Ω(x)eaµ, su inversa como êµa = Ω−1(x)eµa , y el determi-
nante de la tétrada como ê = Ω4 e. Por lo tanto, la torsión y el superpotencial
transforman como

T̂ ρµν = T ρµν + Ω−1[δρν∂µΩ− δρµ∂νΩ],

Ŝ µν
ρ = Ω−2S µν

ρ + Ω−3(δµρ∂
νΩ− δνρ∂µΩ).

(2.17)

Usando estas expresiones, podemos mostrar que el escalar de torsión trans-
formado T̂ y el escalar sin modificar T están relacionadas por la siguiente
expresión [29]

T = Ω2T̂ − 4Ω−1∂µΩT̂ ρρµ + 6Ω−2∂µΩ∂µΩ. (2.18)
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Notar que, ya que las coordenadas xµ no se ven afectadas por la transfor-
mación conforme, las derivadas parciales permanecen inalteradas, es decir
∂µ = ∂̂µ. Sin embargo, la derivada covariante depende de la conexión, la cual
cambia bajo la transformación conforme Ω, por tanto no se cumplirá la igual-
dad ∇̂µ = ∇µ, excepto para una función escalar en la cual ∇µ = ∂µ. Dada
la transformación conforme, podemos reescribir la acción para f(T ) (2.16)
como

SEF =
1

2κ

∫
d4xÊ

[
T̂ + 2F−3∂̂µFT̂ ρρµ −

1

2
ĝµν∇̂µψ∇̂νψ − U(ψ)

]
+ Sm

[
F (ϕ)−1/2êaµ

]
,

(2.19)

donde se ha definido F (ϕ) = Ω2, U(ψ) = 2V (ϕ)/F 2(ϕ), y(
dψ

dϕ

)2

=
2ω

F
− 3

(F ′(ϕ))2

F 4
. (2.20)

La acción (2.19) es el equivalente del marco de Einstein para la gravedad
teleparalela. Vemos que posee el escalar de torsión transformado y un sector
dinámico para un campo escalar. Sin embargo, hay un término de acopla-
miento de tipo escalar-tensorial dado por 2F−3∂̂µFT̂ ρρµ que no puede ser re-
movido por transformaciones conformes. Este resultado fue encontrado por
primera vez en [29], y muestra que la teoría f(T ) no posee un marco de
Einstein que la describa, en la misma forma que la gravedad f(R) lo posee.
Cabe preguntarse porqué existe el marco de Einstein en una teoría y no en
la otra, pero la equivalencia entre las teorías f(R) y las f(T ) dista de ser
completa, puesto que en estas últimas el objeto dinámico es la tétrada, y
la violación local de Lorentz podría provocar un comportamiento diferente
al de las f(R) bajo transformaciones conformes. Hasta el momento, este es
un tema abierto, aunque luego en el Capítulo 5 retomaremos este problema
desde una arista diferente.
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Capítulo 3

Sistemas Hamiltonianos con
vínculos

La mayoría de las teorías que describen fenómenos físicos se caracteri-
zan por poseer vínculos, es decir, son sistemas donde no todas las variables
dinámicas son independientes las unas de las otras. Podemos pensar que
las variables dinámicas se especifican con respecto a un marco de referencia
cuya elección es arbitraria en cada instante de tiempo. Las variables que tie-
nen importancia física serán, entonces, aquellas que son independientes de la
elección del marco de referencia local. Una transformación de las variables
inducida por un cambio en el marco de referencia arbitrario es llamada una
transformación de gauge [84].

Hoy en día las teorías de gauge son de suma importancia en física, pues
describen exitosamente la dinámica de las partículas elementales 1. Por ejem-
plo, la electrodinámica cuántica es una teoría de gauge abeliana del grupo de
simetría U(1), y su campo de gauge es el cuadri-potencial electromagnético,
siendo el fotón el bosón de gauge asociado. Esta teoría se ve enmarcada en
el resto de las interacciónes a microescala por medio del modelo estándar de
física de partículas, el cual es una teoría de gauge no abeliana 2 del grupo de
simetría U(1)× SU(2)× SU(3), que posee doce bosones de gauge: el fotón,
tres bosones de la interacción nuclear débil y ocho gluones.

En virtud del éxito de la descripción del modelo estándar de física de
partículas en término de teorías de gauge, es razonable preguntarse si la in-
teracción gravitacional también puede ser considerada dentro de este esque-
ma. Debido a que la relatividad general es una teoría con invariancia ante

1A pesar de ésto, la teoría tiene cuestiones sin resolver, como por ejemplo las oscilaciones
de neutrinos y sus masas, y los dilemas de materia y energía oscura, entre otras.

2Se dice que un grupo de Lie es no abeliano cuando sus elementos no satisfacen una
regla de conmutación.
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transformaciones generales de coordenadas, podría pensarse que la gravedad
posee una invariancia de gauge producto de esta simetría local. Empero, la
analogía no es completa, puesto que las transformaciones de coordenadas
cambian tanto el argumento como las componentes del campo, mientras que
una transformación de gauge usual deja el argumento inalterado. Aunque,
adoptando una representación de la teoría en el espacio tangente, es posi-
ble encontrar una combinación correcta de los campos tal que un cambio de
marco no cambie las coordenadas. No obstante, si queremos probar que la
acción para la gravedad es invariante bajo el grupo de traslaciones locales
(el análogo en el espacio tangente de un cambio local en las coordenadas del
espacio-tiempo), la acción de la gravedad cambia por un término que se anu-
la solamente cuando las ecuaciones de movimiento se satisfacen. Esto podría
ser considerado, a lo más, una simetría on-shell [85]. El tema de si la grave-
dad es o no una teoría de gauge se encuentra lleno de sutilezas, y diferentes
autores tienen opiniones divididas al respecto; mas para comprender estas
cuestiones en profundidad, se sugiere estudiar la gravedad gaugeada desde la
perspectiva de la teoría del fibrado tangente, lo cual excede las pretensiones
de esta Tesis [71, 86].

Volviendo a términos más generales, en una teoría de gauge no todas las
variables dinámicas quedan determinadas por las ecuaciones de movimiento,
dadas ciertas condiciones iniciales. Esto pues siempre podemos cambiar el
marco de referencia en el futuro, mientras se mantienen las condiciones ini-
ciales fijas. Una evolución temporal diferente se derivará, por tanto, de las
mismas condiciones iniciales. Entonces, es una propiedad clave de las teorías
de gauge que la solución general de las ecuaciones de movimiento contenga
funciones arbitrarias del tiempo. Es posible realizar un tratamiento comple-
to de una teoría de gauge a través de la formulación Hamiltoniana, para lo
cual es preciso definir el Lagrangiano de la teoría. Si bien es posible reali-
zar el estudio de la estructura de vínculos en la formulación Lagrangiana, si
se desea desarrollar un procedimiento válido de cuantificación canónica, es
de suma importancia poseer una formulación Hamiltoniana consistente. Por
otro lado, el procedimiento Hamiltoniano determina los grados de libertad
independientes de la teoría, exhibiendo su consistencia interna y además es-
tableciendo el número mínimo de condiciones iniciales independientes para
resolver el problema de Cauchy.

Como establecimos anteriormente, la presencia de funciones arbitrarias
del tiempo en la solución general de las ecuaciones de movimiento implica
que las variables canónicas no son todas independientes. En cambio, hay re-
laciones entre ellas que llamamos vínculos. Entonces, un sistema de gauge es
siempre un sistema Hamiltoniano con vínculos. Sin embargo, lo contrario no
es cierto. No todos los vínculos concebibles de un sistema Hamiltoniano emer-
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gen de una invariancia de gauge. En las próximas secciones comenzaremos con
la formulación Lagrangiana de una teoría física para luego describir el pro-
cedimiento Hamiltoniano, y examinaremos el algoritmo de Dirac-Bergmann
con el propósito de identificar los grados de libertad espurios de una teoría
física con vínculos.

3.1. Formulación Lagrangiana
Comenzaremos a discutir la dinámica de los sistemas de gauge a partir

del formalismo Lagrangiano que define la teoría física. En todo este Capítulo
seguiremos principalmente las referencias [87, 84, 88]. Las ecuaciones de mo-
vimiento del sistema se obtienen haciendo estacionaria la acción S que define
su dinámica, escrita en términos del Lagrangiano L(qk, q̇k) como

S =

∫ t2

t1

L(qk, q̇k)dt, k = 1, . . . , N, (3.1)

bajo variaciones δqk(t) de las variables dinámicas qk tal que se anulan en los
puntos extremos t1 y t2. Con este procedimiento encontramos las ecuaciones
de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

∂qk
= 0. (3.2)

Si expandimos la derivada temporal, obtenemos con mayor detalle que(
∂2L

∂q̇k∂q̇j

)
q̈j +

(
∂2L

∂q̇k∂qj

)
q̇j − ∂L

∂qk
= 0,

−→ Vk −Wkj q̈
j = 0,

(3.3)

donde hemos definido

Vk :=
∂L

∂qk
− ∂2L

∂q̇k∂qj
q̇j, Wkj :=

∂2L

∂q̇k∂q̇j
. (3.4)

La matriz Wkj es llamada a veces Hessiano, y tiene un rol crucial en el
formalismo. La definición de los momentos canónicos se obtiene en virtud de
la ecuación

pk(q, q̇) =
∂L

∂q̇k
, (3.5)

en la cual vemos que sólo en el caso regular donde det(Wkj) 6= 0, todos los
pk(q, q̇) pueden ser despejados en función de todas las velocidades q̇j(q, p), al
menos localmente.
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A partir de (3.3) vemos que si det(Wkj) 6= 0, podemos despejar q̈k en
función de q̇k y qk, y el sistema se encontrará totalmente determinado. En
caso contrario, el sistema posee arbitrariedad en su descripción dinámica.
Dicho de otra forma, la matriz Wkj tendrá un rango R < N , lo cual dará
origen a P = N −R autovectores nulos ξkρ tales que

ξkρWkj = 0, ρ = 1, . . . , P. (3.6)

El rango del Hessiano es independiente de qué coordenadas generalizadas se
escogen para el Lagrangiano. Los autovectores nulos serán de utilidad para
identificar aquellas ecuaciones en (3.3) que no tienen términos de segundo
orden q̈k, pues si contraemos estos vectores con q̈j, obtenemos P ecuaciones

χρ = ξkρVk(q, q̇) = 0, (3.7)

que en la formulación Lagrangiana pueden entenderse como vínculos Lagran-
gianos primarios, mientras que en la formulación Hamiltoniana corresponde-
rán, como veremos más adelante, a vínculos primarios genuinos.

3.2. Vínculos primarios

Hemos visto que si el rango de Wkj es R = N − P , podremos localmente
resolver R de las velocidades en función de las posiciones, momentos y las
velocidades restantes en la Ec. (3.5). Esto es debido a la condición de no
invertibilidad de esta matriz, es decir det(Wkj) = 0. En otras palabras, no es
posible despejar todos los q̇k en función de los (qk, pk), pues la transformación
no es invertible. En este caso particular, los momentos pk no son todos lineal-
mente independientes, sino que estarán relacionados con los qk por medio de
una relación del tipo

φρ(q, p) = 0, ρ = 1, . . . , P. (3.8)

Estos son llamados vínculos primarios, y aparecen de manera trivial a partir
de la definición de los momentos canónicos, sin haber usado aún las ecuacio-
nes de movimiento.

Por simplicidad, se asume que el rango de la matriz Wkj es constante a
través de todo el espacio de fase Γ, y que por tanto las ecuaciones (3.8) definen
una subvariedad ΓP ⊂ Γ inmersa en el espacio de fase. Esta subvariedad de
dimensión P , es conocida como la superficie de vínculos primarios.
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3.2.1. Equivalencias débiles y fuertes

La interpretación del resultado de un corchete de Poisson sobre ΓP de-
be ser tratada con cautela, debido a la presencia de vínculos primarios que
restringen en todo punto los momentos y posiciones canónicas. Es por ésto
que Dirac introdujo los conceptos de equivalencias “débiles” y “fuertes”, cuya
definición es como sigue. Si una función F (q, p) definida en una vecindad
de ΓP es idénticamente cero cuando se restringe a la hipersuperficie ΓP , es
llamada débilmente cero, y denotada por F ≈ 0,

F (q, p)|ΓP = 0 ←→ F ≈ 0. (3.9)

Si el gradiente de F también es idénticamente cero en ΓP , es decir, si se
cumple (

∂F

∂qi
,
∂F

∂pk

)
|ΓP = 0, (3.10)

entonces se dice que F es fuertemente cero, denotado por F ' 0.
Es posible mostrar que si F es débilmente cero, entonces es fuertemente

equivalente a una combinación lineal de los vínculos que definen la superficie
de vínculos ΓP , es decir

F ≈ 0 ←→ F − fρφρ ' 0. (3.11)

En efecto, el subespacio ΓP puede definirse a sí mismo por medio de las
equivalencias débiles

φρ ≈ 0, (3.12)

debido a que los vínculos no se anulan fuertemente en éste.

3.3. Hamiltoniano canónico y total

Ya poseemos todas las herramientas para definir el Hamiltoniano canónico
Hc, dada la definición de los momentos pk en (3.5), se tendrá que

Hc = q̇kpk − L(q, q̇), (3.13)

el cual es una función de qk y q̇k, y depende exclusivamente de las variables
qk y pk. Este hecho puede apreciarse realizando una variación en p y q,
obteniéndose

δHc = (δpi)q̇
i − ∂L

∂qi
δqi − ∂L

∂q̇i
δq̇i = q̇iδpi −

∂L

∂qi
δqi. (3.14)
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En esta expresión ya se ha utilizado la definición de momento, y revela que
Hc en efecto depende únicamente de qk’s y pk’s.

El Hamiltoniano canónico está determinado sólo en la subvariedad φρ ≈
0, ρ = 1, . . . , P , por lo tanto las predicciones de la teoría deben permanecer
invariantes bajo el cambio

Hc −→ Hc + cρ(q, p)φρ(q, p), (3.15)

con cρ(q, p) funciones arbitrarias.
El principio de acción estacionaria en función del Hamiltoniano se escribe

como

δ

∫ t2

t1

(pkq̇
k −H)dt = 0, (3.16)

con q y p sujetos a las condiciones de borde δqk(t1) = δqk(t2) = 0 y φρ(q, p) ≈
0. Los vínculos primarios pueden garantizarse desde el principio introducien-
do multiplicadores de Lagrange uρ(t) los cuales se varían de manera inde-
pendiente a las variables canónicas p y q. Con éstos, el principio de acción se
escribe como

δ

∫ t2

t1

(pkq̇
k −H − uρ(t)φρ(q, p))dt, (3.17)

sujeto a las condiciones de borde δqk(t1) = δqk(t2) = 0. Por tanto, es posible
remover los vínculos primarios incluyéndolos en el Hamiltoniano por medio
de los multiplicadores de Lagrange.

Este Hamiltoniano construido en términos de los φρ, es llamado Hamil-
toniano primario, y generará la evolución temporal del sistema, como se
deduce del principio variacional. Podemos resumir su construcción por medio
de la Figura 3.1.

3.3.1. Corchete de Poisson

Calcularemos la ecuación de movimiento de una variable dinámica gené-
rica F (q, p), a través de su variación diferencial

dF (q, p) =
∂F

∂qk
dqk +

∂F

∂pk
dpk −→

dF (q, p)

dt
=
∂F

∂qk
dqk

dt
+
∂F

∂pk

dpk
dt
. (3.18)

De la variación de la acción obtenemos las siguentes ecuaciones dinámicas

q̇k =
∂H

∂pk
+ uρ

∂φρ
∂pk

, −ṗk =
∂H

∂qk
+ uρ

∂φρ
∂qk

. (3.19)

42



Figura 3.1: Construcción del Hamiltoniano primario a partir de la formulación
Lagrangiana.

Poniendo esto de vuelta en (3.18), obtenemos que

Ḟ =
∂F

∂qk

(
∂H

∂pk
+ uρ

∂φρ
∂pk

)
− ∂F

∂pk

(
∂H

∂qk
+ uρ

∂φρ
∂qk

)
. (3.20)

Reescribimos esta expresión como

Ḟ =
∂F

∂qk
∂H

∂pk
− ∂F

∂pk

∂H

∂qk
+ uρ

(
∂φρ
∂pk

∂F

∂qk
− ∂φρ
∂qk

∂F

∂pk

)
. (3.21)

Esto puede escribirse de manera más abreviada haciendo uso de la definición
del paréntesis o corchete de Poisson { , }, definidos como

{F,G} =
∂F

∂qk
∂G

∂pk
− ∂F

∂pk

∂G

∂qk
, (3.22)

tal que la ecuación (3.21) se compacta como

Ḟ = {F,H}+ uρ{F, φρ}, φρ = 0. (3.23)

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen son equivalentes a aquellas ob-
tenidas a partir de la acción original sin los uρ. Este formalismo es claramente
invariante ante cambios del Hamiltoniano de la forma

H −→ H + cρφρ, (3.24)

ya que esto sólo redefine las variables uρ. Si los uρ fueran arbitrarios, entonces
la evolución de F también lo sería, dada su expresión en la ecuación (3.23). Sin
embargo, los uρ están sujetos a la restricción de que los vínculos primarios se
preserven en el tiempo. Esta condición la escribimos como φ̇ρ(q, p) ≈ 0, ρ =
1, . . . , P .
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3.3.2. Consistencia de los vínculos

Estamos en condiciones de establecer la evolución de los vínculos prima-
rios φρ en el tiempo, la cual será, dadas las definiciones anteriores,

φ̇ρ = {φρ, H}+ uσ{φρ, φσ}. (3.25)

Exigimos que esta expresión sea cero, lo cual impone la siguiente condición
sobre los φρ y los uρ

{φρ, H}+ uσ{φρ, φσ}
!
≈ 0. (3.26)

En esta expresión nos convendrá definir hρ = {φρ, H} y Cρσ = {φρ, φσ}. Las
soluciones para uσ en (3.26) pueden ser separadas en dos pares de subgrupos:
si hρ se anula débilmente (II) o no (I), y si det(Cρσ) se anula débilmente (B)
o no (A). De esta forma separamos cuatro subcasos

I.A) (3.26) es un sistema de ecuaciones lineales inhomogéneo para uσ,
cuya solución es

uσ = −(Cρσ)−1hρ. (3.27)

Si los uσ son fijados (débilmente), las ecuaciones de movimiento para
cualquier función F (q, p) del espacio de fases se convierte en

Ḟ ≈ {F,Hc} − {F, φρ}(Cρσ)−1{φσ, Hc}. (3.28)

Estas ecuaciones podrán ser resueltas de manera no ambigua luego de
especificar condiciones iniciales para las coordenadas y los momentos,
sujetos a las restricciones φρ(q, p) ≈ 0.

I.B) hρ 6≈ 0, det(Cρσ) ≈ 0. Para que el sistema de ecuaciones para uσ
tenga soluciones, las componentes de hρ deben cumplir ciertas relacio-
nes. Si el rango de la matriz Cρσ es M , y ya que Cρσ es una matriz de
P × P , esto implica la existencia de P −M autovectores nulos lineal-
mente independientes ωραCρσ ≈ 0. Entonces en (3.26) resulta

ωραhρ ≈ 0. (3.29)

Estas ecuaciones o se satisfacen de manera trivial o dan origen a un
número S ′ de nuevos vínculos

φρ ≈ 0, ρ = P + 1, . . . , P + S ′, (3.30)

que son llamados vínculos secundarios, y son independientes de los
vínculos primarios φρ.
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II.A) hρ ≈ 0 y det(Cρσ) 6≈ 0. En este caso existe una solución trivial
uσ ≈ 0, es decir Hp = Hc. Si hρ ≈ 0 debido a que Hc ≈ 0, sería una
situación difícil de interpretar, pues un Hamiltoniano nulo no permitiría
ninguna dinámica desde el comienzo. Para evitar esta situación, es que
se impone det(Cρσ) ≈ 0.

II.B) hρ ≈ 0 y det(Cρσ) ≈ 0. En este caso existe un sistema homogéneo
de ecuaciones para los uσ, que otorga soluciones no triviales. Ya que
Cρσ tiene rango M , entonces habrán N − R −M multiplicadores que
estarán débilmente determinados.

De todos estos escenarios posibles, concluimos que hay algunos casos en los
cuales emergerán nuevos vínculos: ({φσ, Hc} 6≈ 0, det(Cρσ) ≈ 0) y (Hc =
0, det(Cρσ) 6≈ 0). En estos escenarios se dice que estamos en presencia de
vínculos secundarios. A diferencia de los vínculos primarios, no son conse-
cuencia de la definición de los momentos, sino que son derivados a partir de
las ecuaciones de movimiento.

Está claro que este procedimiento debe iterarse con los vínculos secunda-
rios, es decir, imponer que sean preservados en el tiempo. Esto podría dar
origen a nuevos vínculos secundarios (llamados a veces vínculos terciarios),
los cuales repiten el procedimiento.

El algoritmo termina cuando la siguiente situación ocurre: existe una
hipersuperficie ΓC en el espacio de fase de dimensión 2N , definida por

φρ ≈ 0, (ρ = 1, . . . , P )

φρ ≈ 0, (ρ = P + 1, . . . , P + S).
(3.31)

El primer conjunto {φρ} contiene todos los P vínculos primarios, mientras
que el otro conjunto {φρ} contiene los S vínculos secundarios, terciarios,
etc. Será conveniente usar una notación en común para todos los vínculos,
denotándolos por φρ̂, con ρ̂ = 1, . . . , P + S. Con ésto, para cada autovector
nulo ωρ̂α de la matriz

Cρ̂ρ = {φρ̂, φρ}, (3.32)

se cumplen las condiciones

ωρ̂α{φρ̂, HC} ≈ |ΓC0. (3.33)

Para los multiplicadores de Lagrange se cumplirán las siguientes ecuaciones

{φρ̂, HC}+ uρ{φρ̂, φρ} ≈ |ΓC0. (3.34)

Notar que la última igualdad débil es con respecto a la hipersuperficies de
vínculos final ΓC .
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3.4. Vínculos de primera y segunda clase
La búsqueda de los multiplicadores uρ en (3.34) nos lleva a la defini-

ción de vínculos de primera y segunda clase. Algunas de estas ecuaciones se
cumplirán de manera idéntica, mientras que otras representarán verdaderas
condiciones sobre los uρ. El caso en el cual nos encontremos dependerá del
rango de la matriz Cρσ definida en (3.32). Si su rango es P , entonces todos
los multiplicadores quedarán fijados. Si su rango es K < P , entonces habrá
P −K soluciones a la ecuación

Cρ̂ρV
ρ
α = {φρ̂, φρ}V ρ

α ≈ 0, α = 1, . . . , P −K. (3.35)

La solución más general al conjunto de ecuaciones (3.34) será

uρ = Uρ + vαV ρ
α , (3.36)

donde Uρ será una solución particular y los vα serán coeficientes arbitrarios
que multiplican a las soluciones del sistema homogéneo (3.35). De modo que
hay P −K multiplicadores que no quedan determinados.

Se dice que una función del espacio de fase F(q, p) es de primera clase
(PC), si tiene corchetes de Poisson débilmente cero con el resto de los vínculos
de la teoría, es decir

{F(q, p), φρ̂} ≈ 0. (3.37)

Si una función del espacio de fase no es de primera clase, entonces es de
segunda clase (SC). Dadas las definiciones de igualdades débil y fuerte, una
función de primera clase satisface la siguiente igualdad fuerte

{F, φρ̂} ' f σ̂ρ̂ φσ̂. (3.38)

De esto se concluye la propiedad de que los vínculos de primera clase son
preservados bajo la operación del corchete de Poisson. En otras palabras, el
corchete de Poisson de dos funciones de primera clase es de primera clase.
Esto se demuestra de la siguiente forma. Si F y G son dos funciones de
primera clase, entonces ya que el corchete de Poisson sigue la identidad de
Jacobi, se tiene que

{{F,G}, φρ̂} = {F, {G, φρ̂}} − {G, {F, φρ̂}}
= {F, g σ̂

ρ̂ φσ̂} − {G, f σ̂ρ̂φσ̂}

= {F, g σ̂
ρ̂ }φσ̂ + g σ̂

ρ̂ f
λ̂
σ̂ φλ̂ − {G, f

σ̂
ρ̂}φσ̂ − f σ̂ρ̂g λ̂

σ̂ φλ̂ ≈ 0.

(3.39)

Por tanto, queda demostrado que el corchete de ambas funciones también es
de primera clase.
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Será conveniente reformular la teoría en términos del número máximo de
vínculos de primera clase independientes, y los restantes vínculos de segunda
clase. Asumimos que el número máximo de vínculos de primera clase fue
encontrado luego de construir combinaciones lineales adecuadas de vínculos.
Denotamos a este conjunto de vínculos de primera clase ΦI , (I = 1, . . . , L),
y el resto de los vínculos de segunda clase como χA. Para asegurarnos de que
hemos encontrado el número máximo de ΦI ’s, tendremos que chequear que
la matriz construida a partir de los corchetes de Poisson de los vínculos de
segunda clase

(∆AB) = {χA, χB} (3.40)

tiene determinante diferente de cero. Si esta matriz fuera singular, entonces
existiría un vector nulo eA∆AB ≈ 0 ≈ {eAχA, χB}, tal que el vínculo eAχA
conmutaría con todos los vínculos de segunda clase. Sin embargo, eAχA es-
taría cumpliendo la definición de vínculo de primera clase, lo cual contradice
la afirmación de que habíamos encontrado un conjunto completo e indepen-
diente de vínculos de segunda clase. Sin buscarlo, concluímos que el número
de vínculos de segunda clase debe ser un número par, pues de otra forma
det(∆AB) = 0.

El procedimiento que nos lleva a un conjunto linealmente independiente
de vínculos de primera y segunda clase puede resumirse a partir del diagrama
de flujo de la Figura (3.2).

Ahora reescribimos el Hamiltoniano total con la ayuda de (3.36), obte-
niendo

HT = H ′ + vαφα, (3.41)

con
H ′ = HC + Uρφρ. (3.42)

Observamos que H ′ es una función de primera clase, y que el Hamiltoniano
total es la suma de un Hamiltoniano de primera clase y una combinación
lineal de vínculos de primera clase primarios.

El sistema de ecuaciones (3.34) se cumplirá de manera trivial para los
vínculos de primera clase, mientras que para los de segunda clase se escribe
como

{χA, HC}+ ∆ABu
B ≈ 0. (3.43)

Cabe considerar que los multiplicadores de Lagrange uB para los vínculos
secundarios de segunda clase no fueron definidos, pues sólo vínculos primarios
forman parte del Hamiltoniano total. Por lo tanto, en la expresión (3.43) se
ha adoptado la notación de que uB = 0 si χB es un vínculo secundario.
Haciendo esta salvedad, podemos resolver para el resto de los uB asociados a
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Figura 3.2: Diagrama de flujo que representa el algoritmo de Dirac–
Bergmann. La clasificación en vínculos de primera y segunda clase se realiza
una vez que ha terminado la búsqueda de vínculos secundarios.

un χB primario, usando la inversa ∆
AB de la matriz de vínculos de segunda

clase, obteniendo que
uB = ∆

BA{χA, Hc}. (3.44)

El resultado de este procedimiento es que todos los multiplicadores asociados
a vínculos primarios de segunda clase en H ′ están determinados unívocamen-
te, y los únicos parámetros sin determinar son los vα. Por tanto, habrán tantas
funciones arbitrarias en el Hamiltoniano como vínculos primarios de primera
clase hayan. Si ponemos (3.44) de vuelta en la ecuación de movimiento para
una función genérica F (q, p) del espacio de fase, pueden escribirse como

Ḟ (q, p) ≈ {F,HT} ≈ {F,HC}+ {F, φα}vα − {F, χA}∆
AB{χB, HC}. (3.45)

3.5. La conjetura de Dirac y simetrías variacio-
nales

Vimos con anterioridad la diferencia esencial entre sistemas regulares y
singulares, en tanto que en los últimos habrán funciones arbitrarias que mul-
tiplicarán los vínculos primarios de primera clase. Se podría sospechar que
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estos vínculos estarán relacionados con simetrías locales a nivel del Lagran-
giano. Dirac, en sus famosas conferencias [89], introdujo un argumento de
invariancia en el cual conjeturó que también los vínculos secundarios de pri-
mera clase originan invariancias. Esto dió lugar a la opinión generalizada de
que los vínculos de primera clase son generadores de transformaciones de
gauge. Sin embargo, como veremos, es necesario hacer una revisión completa
a la estructura de los vínculos antes de realizar esta afirmación.

En el trabajo de Dirac, se estable que para una variable dinámica genérica
g con valor inicial g0, su valor en un tiempo δt es

g(δt) = g0 + ġδt = g0 + {g,HT}δt = g0 + δt[{g,H ′}+ vα{g, φα}]. (3.46)

Los coeficientes v son completamente arbitrarios, por tanto podemos tomar
un valor diferente v′ y calcular la diferencia ∆g(δt), la cual sería

∆g(δt) = δt(v′α − vα){g, φα} = ∆g(δt) = εα{g, φα}, (3.47)

donde se define εα = δt(v′α − vα) como un parámetro infinitesimal arbitra-
rio. Aplicar este cambio a nuestra variable Hamiltoniana no debería afectar
el estado físico descrito; este cambio equivale a aplicar una transformación
infinitesimal de contacto con una función generatriz εαφα. Concluímos, por
tanto, que los φα que encontramos en la teoría como vínculos primarios de
primera clase, son funciones generadoras de transformaciones infinitesimales
de contacto, que llevan a cambios en las variables dinámicas q y p que no
afectan el estado físico [89]. Podemos calcular el conmutador de dos trans-
formaciones de contacto con parámetros ε, ε′,

(∆ε∆ε′ −∆ε′∆ε)g = εαε′β{g, {φα, φβ}}, (3.48)

viéndose claramente que {φα, φβ} es también una función generadora de
transformaciones infinitesimales de contacto. Ya que los φα son vínculos de
PC su corchete de Poisson es una equivalencia fuerte de una combinación
lineal de vínculos de PC. Ya que en general, dentro de esta combinación li-
neal aparecerán también vínculos secundarios de PC, es posible conjeturar
que todos los vínculos de PC daran orgien a cambios en los q y p que no
afecten el estado físico. Esto es conocido como la conjetura de Dirac. Esto
llevó a Dirac a introducir el Hamiltoniano extendido, el cual contiene todos
los vínculos de PC

HE = HT + vα
′
φα′ = H ′ + vIΦI , (3.49)

y establece que la presencia de estos términos en el Hamiltoniano producirán
cambios adicionales en g, pero no corresponderán a ningún cambio en el
estado físico; por tanto también deberían ser incluidos en el formalismo.
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3.5.1. Corchete de Dirac

Ya hemos visto que los vínculos de primera clase están relacionados con si-
metrías variacionales de la teoría física en análisis. Por otro lado, los vínculos
de SC χA aparecen en las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas sin mul-
tiplicadores arbitrarios. Si es que no existieran vínculos de PC, la dinámica
estaría inequívocamente determinada por

Ḟ (p, q) ≈ {F,HT} ≈ {F,HC} − {F, χA}∆
AB{χB, HC}. (3.50)

Se introduce un nuevo corchete, llamado corchete de Dirac, y dado por

{F,G}∗ = {F,G} − {F, χA}∆
AB{χB, G}. (3.51)

Notar que el corchete de Dirac se construye respecto a una matriz ∆ en
particular, lo cual podría estar indicado en la notación o no. El corchete de
Dirac satisface las mismas propiedades que el corchete de Poisson, a saber:
antisimetría, bilinealidad, y obedece la regla del producto y la identidad de
Jacobi.

3.6. Conteo de grados de libertad
En una teoría que solo posea vínculos de SC, no habrá ninguna función

arbitraria en el Hamiltoniano. Un conjunto de variables canónicas que sa-
tisfaga las ecuaciones de vínculos determina entonces uno y solo un estado
físico. Ya que luego de fijar el gauge habrán sólo vínculos de SC, se llega a
la siguiente fórmula para el conteo de grados de libertad físicos

2×
(
no de grados de
libertad físicos

)
=

(
no de variables

canónicas independientes

)
=

(
no total de

variables canónicas

)
−
(
no de vínculos

de SC

)
−
(
no de vínculos

de PC

)
−
(
no de condic.
de gauge

)
=

(
no total de

variables canonicas

)
−
(
no de vínculos

de SC

)
− 2×

(
no de vínculos

de PC

)
(3.52)

Ya que el número de vínculos de SC es siempre par, vemos que el número
de variables canónicas independientes es siempre par, correspondiendo a un
número entero de grados de libertad físicos.
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El conteo de grados de libertad está bien definido y otorga un resultado
no ambiguo para un número finito y contable de grados de libertad. Para
grados de libertad fermiónicos, esto ya no será cierto [84], pero no será el
caso que analizaremos en esta Tesis.

3.7. Ejemplos
Finalizaremos este Capítulo con el formalismo Hamiltoniano de un par de

ejemplos de interés, a saber, el electromagnetismo y la relatividad general.
Estos dos casos son importantes para ETRG pues, si bien la teoría ETRG
es equivalente a la relatividad general, la estructura de su Lagrangiano se
asemeja más a una teoría de Yang–Mills, de las cuales el electromagnetismo
es un caso particular. Sin embargo, es preciso extender algunas definiciones
para que sean aplicables en teorías de campos.

La formulación canónica para Lagrangianos singulares que hemos deri-
vado en las secciones previas posee un número finito de grados de libertad.
Sin embargo, hay algunas particularidades que conviene mencionar para teo-
rías de campos, los sistemas de interés en física. Para comenzar, los víncu-
los en una teoría de campos serán función tanto de los campos del espacio
de fase, como de sus derivadas espaciales. Es decir, sean Q y Π los cam-
pos y momentos canónicos asociados, los vínculos φρ tendrán dependencias
φρ = φρ(Q,Π, ∂iQ, ∂iΠ) ≈ 0. Por derivadas espaciales nos estamos refiriendo
a las n − 1 dimensiones diferentes de la variable temporal. Por lo tanto, en
las teorías de campos los vínculos no son puramente relaciones algebraicas
entre las variables del espacio de fase, sino que serán ecuaciones diferenciales.
Por tanto, si φρ ≈ 0, entonces las derivadas espaciales e integrales de φρ tam-
bién son débilmente cero. Estos vínculos deben entenderse como un índice ρ
que denota un continuo infinito de vínculos; uno por cada punto del espacio-
tiempo. No obstante, para el conteo de grados de libertad consideraremos
que existe un vínculo por cada valor que tome el índice ρ.

Con tal de identificar los vínculos y los multiplicadores de Lagrange, es
preciso resolver ecuaciones lineales que están expresadas en términos de ma-
trices, cuyas componentes son los corchetes de Poisson de los vínculos, es
decir

Prs(x, y) = {φr(x), φs(y)}x0=y0 , (3.53)

donde los corchetes son calculados a tiempos iguales x0 = y0. Si P es una ma-
triz no singular, entonces su inversa P rs no se encuentra definida de manera
única por la expresión∫

dzPrs(x, z)P
st

(z, y) = δtrδ(x− y), (3.54)

51



y si se cumple que det(Prs) = 0, los autovectores nulos de Prs no estarán
definidos de manera única. Sin embargo, siempre será posible encontrar un
conjunto base del subespacio de autovectores, lo cual será particularmente
importante en el caso de ETRG y gravedad f(T ). Pero primero, veremos un
par de ejemplos útiles.

Electromagnetismo

La teoría de Maxwell para el electromagnetismo, en ausencia de fuentes,
puede ser derivada a partir de la siguiente acción

S =

∫
d4x L = −1

4

∫
d4x Fµν(x)F µν(x), (3.55)

donde el tensor Fµν se define en término del potencial Aµ como

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (3.56)

Los campos eléctrico y magnético escritos en función de este tensor, corres-
ponden a

Ei = Fi0 = −∂Ai
∂t
− ∂iφ, Bi =

1

2
εijkFjk = εijk

∂Ak
∂xj

. (3.57)

A partir de estas definiciones, obtenemos dos de las ecuaciones de Maxwell

∂Bi

∂t
= −εijk

∂Ek
∂xj

, ∂iBi = 0. (3.58)

Si consideramos al campo Aµ como una coordenada canónica, la variación de
la acción del electromagnetismo implica las ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L

∂Aµ
− ∂ν

∂L

∂∂νAµ
= −∂νF µν = 0. (3.59)

Si escribimos estas ecuaciones en términos de los campos ~E y ~B, la expresión
(3.59) contiene el resto de las ecuaciones de Maxwell

Ėi = εijk
∂Bk

∂xj
, ∂iE

i = 0. (3.60)

No es difícil ver que tanto las ecuaciones (3.59) como la acción (3.55) son
invariantes bajo la acción de la transformación

Aµ → Aµ + ∂µε, (3.61)
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donde ε es un campo escalar arbitrario, mejor conocido como campo de gauge.
Representa la invariancia local de gauge de la electrodinámica, la cual se ve
reflejada en los campos observables Ei y Bi. Por tanto, es natural esperar
que la formulación Hamiltoniana posea vínculos.

Calculamos primeramente el Hessiano de la teoría,

W νλ =
∂2L

∂(∂0Aν)∂(∂0Aλ)
= g0νg0λ − gνλg00. (3.62)

Es posible escribir la densidad Lagrangiana en términos del formalismo de
primer orden, en el cual Aµ y Fµν son independientes y no relacionados por
medio de la definición de F . Sin embargo, nos interesará la formulación de
segundo orden, puesto que será la que usemos para la formulación Hamilto-
niana de ETRG. El Hessiano se escribe como [87]

W =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (3.63)

El momento conjugado al campo Aµ será

Πµ =
∂L

∂(∂0Aµ)
= −F 0µ, (3.64)

por tanto es trivial ver que
Π0(x) = 0 (3.65)

es un vínculo primario, debido a la antisimetría de F . Lo contamos como un
solo vínculo, pero representa un número infinito de vínculos, uno por cada
punto del espacio. La densidad Lagrangiana puede ser escrita como

L =
1

2
ΠiΠi −

1

4
FikFik. (3.66)

La densidad Hamiltoniana canónica en este caso es

Hc = ΠiȦi −
1

2
ΠiΠi +

1

4
FikFik. (3.67)

Las velocidades pueden despejarse en función de los momentos como

Ȧi = ∂0Ai = F0i + ∂iA0 = Πi + ∂iA0. (3.68)

Con ésto, escribimos el Hamiltoniano canonico como

Hc =
1

2
ΠiΠi + Πi∂iA0 +

1

4
FikFik. (3.69)
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Vemos que no hay ninguna velocidad involucrada en esta expresión, única-
mente derivadas espaciales del campo A. Luego de una integración por partes
y despreciando los términos de borde, se obtiene para Hc que

Hc =

∫
d3x

(
1

2
ΠiΠi − A0∂iΠi +

1

4
FikFik

)
. (3.70)

Si añadimos a Hc el único vínculo primario Π0 ≈ 0 multiplicado por una
función v1, obtenemos el Hamiltoniano primario

Hp = Hc +

∫
d3xv1(x)Π0(x). (3.71)

Los corchetes de Poisson fundamentales entre los Aµ y los Πµ son

{Aµ(x),Πν(y)}x0=y0 = δνµδ
3(~x− ~y), (3.72)

mientras que el resto son cero. Para imponer la conservación de los vínculos
primarios en el tiempo, debemos exigir que

{Π0, Hp} = −{Π0,

∫
d3xA0∂iΠ

i} = ∂iΠ
i ≈ 0, (3.73)

por tanto obtenemos el vínculo secundario ∂iΠi ≈ 0. Esto no es más que la
ley de Gauss vista como una ecuación de vínculos débilmente cero, pues se
tiene que Πi = −Ei. El requerimiento de que este vínculo sea preservado en
el tiempo no otorga nuevos vínculos, pues

{∂iΠi, Hp} =
1

4
{∂iΠi,

∫
d3xFjkFjk} = 0 (3.74)

de manera idéntica.
Consecuentemente, la teoría de Maxwell para el electromagnetismo tiene

dos vínculos, uno primario φ = Π0 ≈ 0 y otro secundario χ = ∂iΠi ≈ 0.
Ambos son vínculos de primera clase y son incluídos en el Hamiltoniano
extendido

HE = Hc +

∫
d3x(v1φ+ v2χ)∫

d3x

(
1

2
ΠiΠi +

1

4
FikFik + v1Π0 + (v2 − A0)∂iΠi

) (3.75)

Estos vínculos de primera clase generan transformaciones de gauge infinite-
simales. En este caso, φ1 ≈ Π0 genera las siguientes transformaciones en las
coordenadas

δ1Aµ(x) =

∫
d3yε1(y){Aµ(x),Π0(y)} = δ0

µε1(x),

δ1Πµ(x) = 0,

(3.76)
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mientras que φ2 = ∂iΠi ≈ 0 genera

δ2Aµ(x) =

∫
d3yε2(y){Aµ(x), ∂iΠi(y)} = −δiµ∂iε2(x),

δ2Πµ(x) = 0.

(3.77)

Ya que δFik = 0, el Hamiltoniano no se ve afectado por estas transformacio-
nes. Finalmente, realizamos el conteo de grados de libertad por medio de la
ecuación (3.52) de la siguiente forma: de los 4 pares de variables canónicas
(Aµ,Π

µ), descontamos 2 vínculos de primera clase φ1, φ2, obteniéndose que
el electromagnetismo clásico posee dos grados de libertad interpretados
como los dos grados de polarización del campo electromagnético.

Relatividad General

El formalismo Hamiltoniano para la Relatividad General pone de manera
explícita el hecho de que la teoría es invariante ante difeomorfismos (cambios
generales de coordenadas), lo cual se aprecia en el formalismo 3+1 propuesto
por Arnowitt, Deser y Misner (ADM, de ahora en adelante) [90]. Por tanto,
cuando escribimos las ecuaciones de Einstein en términos de la métrica gµν
estamos utilizando un subconjunto de variables redundantes, que reflejan el
hecho de que relatividad general es una teoría cuya formulación Hamiltoniana
posee vínculos.

Formalismo ADM

Para proceder con el formalismo Hamiltoniano, es necesario realizar una
foliación en el espacio-tiempo por medio de hipersuperficies en tres dimen-
siones separadas por un intervalo infinitesimal dt en algún sistema de coor-
denadas. Etiquetamos la hipersuperficie más temprana Σt a tiempo t, por
medio de las coordenadas

xα = xα(xi), (3.78)

donde α = 0, .., 3, i = 1, .., 3. Además tendremos la hipersuperficie más tardía
denotada por Σt+dt, y deseamos definir la geometría en cuatro dimensiones
entre ellas, por medio de un objeto matemático apropiado que, como veremos,
será la métrica ADM. Para describir este espacio-tiempo necesitaremos cuatro
requisitos

1. la métrica en la hipersuperficie Σt: hij(t, x, y, z)dxidxj que mide la dis-
tancia entre dos puntos pertenecientes a ella,

2. la métrica en la hipersuperficie Σt+dt: hij(t+ dt, x, y, z)dxidxj,
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3. una fórmula para el lapso de tiempo propio entre las dos hipersuperfi-
cies: N(t, x, y, z)dt, y

4. una fórmula para determinar la posición espacial en la hipersuperficie
superior:

xiΣt+dt(x
j) = xi −N i(t, x, y, z)dt. (3.79)

Todo esto puede entenderse también de la siguiente forma. En cada punto
de la hipersuperficie Σt podemos definir una base de vectores tangentes χµi =
∂ix

µ y un vector normal unitario nµ tales que

n · χi = 0, n2 = −1. (3.80)

En base a ésto, podemos definir el vector deformación

Nµ = ∂tx
µ(xi, t), (3.81)

el cual conecta dos puntos con la misma coordenada xi en las dos hipersuper-
ficies próximas. Si descomponemos este vector en la base (nµ, χµi ), obtenemos

Nµ = Nnµ +N iχµi . (3.82)

En la última expresión, llamamos funciones de lapso y corrimiento a N y
N i, respectivamente.

Con todos los requisitos enumerados con anterioridad, podemos definir el
intervalo propio entre dos puntos xµ = (t, xi) y xµ + dxµ = (t+ dt, xi + dxi)
como

ds2 =

(
dist.propia

en la hipersup.

)2

−
(
t.propio entre

Σt+dt y Σt

)2

, (3.83)

lo cual puede expresarse en términos del elemento de línea

ds2 = −(N2 + hijN
iN j)dt2 + hij(dx

i +N idt)(dxj +N jdt). (3.84)

En esta última expresión reconocemos la métrica ADM como

gµν =

(
g00 g0j

gi0 gij

)
=

(
−N2 Nj

Ni hij

)
, (3.85)

donde la notación es tal que N i = hijNj, hij = (hij)
−1.

56



Curvatura intrínseca y extrínseca

La métrica en 3 dimensiones hij especifica la geometría intrínseca de la
superficie t = cte. Es posible asociar a esta métrica una derivada espacial
covariante Di y una curvatura espacial (3)Rijkl. En este espacio, es posible
pensar a las funciones lapso y corrimiento como un campo escalar y vectorial
en la hipersuperficie, respectivamente. El cambio de la normal unitaria ∇νnµ
proyectada sobre la superficie t = cte es

Kµν = h α
µ h

β
ν ∇αnβ, (3.86)

o también
Kij = −∇inj. (3.87)

Este cambio representa la medida de cómo la superficie espacial está curvada
en el espacio de 4 dimensiones. Se le denomina curvatura extrínseca y en
términos de la métrica ADM (3.84) se escribe como

Kij =
1

N

(
−1

2

∂hij
∂t

+D(iNj)

)
. (3.88)

Luego, la acción de relatividad general puede ser escrita en términos de la
descomposición ADM como

SE =
1

`2

∫
d4x
√
hN(KijK

ij −K2 +(3) R− 2Λ), (3.89)

donde se ha definido K = Ki
i y (3)R es el escalar de curvatura en n = 3. Λ

es una constante cosmológica que puede añadirse de manera genérica.
Está claro que la relatividad, escrita en el formalismo ADM, es una teoría

con vínculos, puesto que las derivadas de N y N i respecto a t no aparecen
en la acción. Por tanto, éstas serían variables espurias, que son puro gauge y
actúan como multiplicadores de Lagrange. Luego, las ecuaciones deberían ex-
presarse completamente en términos de la métrica espacial hij y el momento
conjugado πij. Se tiene que el momento conjugado es

πij = − 1

`2

√
h(Kij − hijK). (3.90)

Si variamos la acción (3.89) con respecto a N i, obtenemos los siguientes
vínculos

Diπ
ij = 0. (3.91)

El vínculo faltante surge de la variación con respecto a N , de esta variación
se obtiene que

`2Gijklπ
ijπkl + `−2

√
h(−(3)R + 2Λ) = 0, (3.92)
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donde se ha definido

Gijkl =
1

2
√
h

(hikhjl + hilhjk − hijhkl). (3.93)

El vínculo de mayor importancia en el análisis Hamiltoniano de relatividad
general es (3.92), y está asociado a la invariancia de la teoría bajo repara-
metrizaciones de la familia de hipersuperficies espaciales, e implica que la
densidad Hamiltoniana H

H = `2Gijklπ
ijπkl + `−2

√
h(−(3)R + 2Λ) = 0 (3.94)

es un vínculo.

Álgebra de vínculos

El álgebra de vínculos clásico puede expresarse en términos de los corche-
tes de Poisson básicos

{gij(x), gkl(y)} = 0,

{πij(x), πkl(y)} = 0,

{gij(x), πkl(y)} = δ(3)(x− y).

(3.95)

La propiedad crucial del formalismo canónico radica en el hecho que los cor-
chetes de Poisson de los vínculos super-Hamiltoniano y de super-momento
forman un álgebra cerrada, lo cual equivale a decir que el conjunto de vínculos
es de primera clase. Las relaciones fundamentales que contienen esta infor-
mación corresponden a

{Hi(x),Hj(y)} = −Hj(x)∂yi δ(x, y) + Hi(y)∂xj δ(x, y),

{Hi(x),H(y)} = H(x)∂xi δ(x, y),

{H(x),H(y)} = gij(x)Hi(x)∂yj δ(x, y)− gij(y)Hi(y)δ(x, y).

(3.96)

Tomando este resultado como base, podemos decir que tanto H como Hi son
vínculos de primera clase, los cuales generan transformaciones de gauge en la
métrica. Por tanto, el conteo de los grados de libertad (3.52) en relatividad
general va como sigue: los pares de variables canónicas (gij, π

ij), ya que son
simétricos en los índices i − j, otorgan n(n − 1)/2 grados de libertad (pues
i, j = 1, .., (n − 1)). Removemos n grados de libertad con los n vínculos de
primera clase Hµ, quedando los n(n− 3)/2 grados de libertad en relatividad
general. En n = 4, obtenemos los dos grados de libertad asociados a las dos
posibles polarizaciones de las ondas gravitacionales.
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Capítulo 4

Formulación Hamiltoniana de la
gravedad teleparalela

En la sección que sigue revisaremos la formulación Hamiltoniana del equi-
valente teleparalelo de la relatividad general. La coordenada canónica a uti-
lizar en el formalismo Hamiltoniano es la tétrada, y ya que difiere del caso
de relatividad general, donde se utiliza la métrica, es esperable obtener una
formulación diferente en lo que respecta a la estructura de vínculos. Es po-
sible anticipar, también, que el número de vínculos será mayor, dado que
la métrica gµν tiene n(n + 1)/2 grados de libertad, mientras que la tétrada
Ea
µ no es simétrica en sus índices y por tanto tiene n2 componentes libres.

No obstante este hecho, el número de grados de libertad debería mantenerse
igual, puesto que las ecuaciones de movimiento de ambas teorías describen
dinámicas equivalentes.

Para comenzar el procedimiento Hamiltoniano necesitamos un Lagran-
giano que muestre de manera explícita la dependencia en la tétrada Ea

µ, la
variable canónica a utilizar. Esta motivación nace del hecho que, en trabajos
previos, encontramos que el Lagrangiano está escrito en términos de la tor-
sión, desarrollando todo el formalismo en términos de esta variable, que no
obstante depende de la tétrada [91, 92, 93, 94]. Es sabido que formas dife-
rentes del Lagrangiano dan origen a una estructura Hamiltoniana diferente;
lo mismo ocurre si se toma un conjunto diferente de coordenadas canónicas.
Por otro lado, la introducción de variables dinámicas adicionales, como lo
sería la introducción de multiplicadores de Lagrange, cambia totalmente la
formulación canónica de la teoría. Vemos estas diferentes consideraciones en
trabajos previos que tratan acerca de la formulación Hamiltoniana de grave-
dad teleparalela genérica, por ejemplo véase [95] para una formulación donde
se agregan multiplicadores de Lagrange que restringe cada componente de la
curvatura a ser cero. En [96, 97] se estudia la formulación Hamiltoniana en
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lenguaje geométrico. Para una formulación de primer orden en términos de
la torsión de Weitzenböck, véase [93, 94]. La formulación que presentaremos
a lo largo de este capítulo difiere cualitativamente de los trabajos anteriores,
y posee ventajas comparativas, como lo es el hecho de que la forma de los
vínculos se simplifica enormemente, el significado del álgebra de vínculos es
patente, y se revelan aspectos interesantes de las simetrías del Lagrangiano
de esta teoría. Todos estos resultados son nuevos y no se encuentran en tra-
bajos previos; el contenido completo de este capítulo ha sido publicado en
[98, 99].

4.1. Lagrangiano de la gravedad teleparalela
Comenzaremos reescribiendo el Lagrangiano de la gravedad teleparalela

completamente en términos de eµa , Ea
ν y las derivadas ∂µEa

ν . De esta forma
aislamos de manera explícita las velocidades ∂0E

a
µ y además removemos cual-

quier término que contenga la métrica en favor de la tétrada. De otra forma,
tendríamos oculta una dependencia en la tétrada, que es precisamente nuestra
coordenada canónica básica a utilizar para la formulación Hamiltoniana. El
escalar de torsión puede escribirse en términos de la torsión de Weitzenböck
como

T =
1

4
T µν
ρ T ρµν −

1

2
T ρµνT

µν
ρ − T ρµρT νµν . (4.1)

Notamos que todos los términos en T son cuadráticos en el objeto antisimé-
trico ∂[µE

a
ν], por tanto escribiremos cada término en función de esta combi-

nación cuadrática de derivadas. A modo de ejemplo, reescribimos el primer
término como

1

4
T µν
ρ T ρµν =

1

4
gρα g

βµ gγν Tαβγ T
ρ
µν ; (4.2)

luego escribimos tanto la torsión como la métrica en términos de la tétrada
y su inversa

1

4
T µν
ρ T ρµν = ηab η

c[d ηf ]eE ∂µE
a
ν ∂ρE

b
λ e

µ
c e

ν
e e

ρ
d e

λ
f . (4.3)

Luego reemplazamos de vuelta esta expresión en (4.1), realizamos el mismo
procedimiento con los dos términos restantes, obteniéndose que

T =
1

2
∂µE

a
ν ∂ρE

b
λ e

µ
c e

ν
e e

ρ
d e

λ
f M

cedf
ab , (4.4)

donde llamamos supermétrica al objeto emergente M cedf
ab , que es un tensor

invariante de Lorentz y está definido como

M cedf
ab

.
= 2 ηab η

c[d ηf ]e − 4 δ[d
a η

f ][c δ
e]
b + 8 δ[c

a η
e][d δ

f ]
b . (4.5)
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Con esto, la densidad Lagrangiana será L = E T . Esta forma del escalar
de torsión es equivalente a (4.1), con la salvedad de que se encuentra escrito
en términos de la tétrada y su inversa de manera explícita. Incluso en esta
forma, sigue siendo cierto que este Lagrangiano es equivalente al Lagrangiano
de la relatividad general salvo por un término de borde que es integrado al
introducirse en la acción.

Este objeto llamado supermétrica, que aparece de manera natural en el
Lagrangiano de ETRG, tiene propiedades de antisimetría muy interesantes.
Vemos sin dificultad que la supermétrica es antisimétrica en los pares de
índices c−e y d−f , lo cual implica que sólo las partes antisimétricas de ∂µEa

ν y
∂λE

b
ρ formarán parte del Lagrangiano. Otras propiedades de la supermétrica

que pueden probarse a partir de su definición son

M aedf
ab = M dfae

ba = 4(n− 2) ηe[d δ
f ]
b , (4.6)

M dfae
ab = M aedf

ba = 2(n− 2)ηe[fδ
d]
b , (4.7)

M aebf
ab = −2(n− 1)(n− 2) ηef . (4.8)

Más tarde, a medida que avancemos en el procedimiento de la formulación
Hamiltoniana, descubriremos otras relaciones útiles de este objeto matemá-
tico 1.

La estructura aparentemente complicada de los índices del espacio tan-
gente en la supermétrica se ve justificada y es natural cuando reconocemos
que en el Lagrangiano de ETRG aparecen los coeficientes de anholonomía
f cab definidos tal que

[ea, eb] = f cabec. (4.9)
De hecho, los coeficientes de anholonomía se escriben en términos de la té-
trada y su inversa como

fabc = −eµb e
ν
c (∂µE

a
ν − ∂νEa

µ) = −2eµb e
ν
c∂[µE

a
ν]. (4.10)

Podemos escribir este objeto en términos de la torsión de Weitzenböck como
fabc = Ta(ec, eb), así como también en términos la derivada de Lie de la
tétrada, puesto que

fabc = (£ecE
a)(eb). (4.11)

Finalmente, la densidad Lagrangiana puede escribirse de manera compacta
y elegante en términos de los coeficientes de anholonomía como

L =
1

8
Efacef

b
dfM

cedf
ab . (4.12)

1El procedimiento de remover la métrica del Lagrangiano se conoce como formalismo
premétrico, y la supermétrica posee una equivalencia al tensor constitutivo, ver por ejemplo
[100] y referencias citadas. Es importante mencionar que nuestro trabajo [99] es pionero
en utilizar este formalismo premétrico en gravedad teleparalela con fines prácticos.
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Una expresión similar para el Lagrangiano de ETRG puede encontrarse en
[18]. En dicho trabajo, los coeficientes de anholonomía son interpretados como
un campo tipo Yang-Mills; sin embargo la forma del Lagrangiano que se
deriva en ese trabajo mezcla componentes del espacio tangente e índices
de coordenadas. Mientras tanto, la expresión que hemos obtenido involucra
únicamente índices del espacio tangente, mostrando que la supermétrica es un
objeto geométrico relevante en la estructura del espacio tangente del espacio-
tiempo.

4.2. Coordenadas y momentos canónicos
De acuerdo al procedimiento estándar que vimos en el capítulo anterior,

para realizar la formulación Hamiltoniana debemos primero calcular los mo-
mentos canónicos a partir de la variación del Lagrangiano con respecto a
la derivada temporal de las coordenadas canónicas. En este caso estas de-
rivadas corresponden a ∂0E

a
µ, por tanto si variamos (4.4) respecto a éstas,

encontramos que los momentos canónicos Πµ
a son

Πµ
a =

∂L

∂(∂0Ea
µ)

= E ∂ρE
b
λ e

0
c e

µ
e e

ρ
d e

λ
f M

cedf
ab

= −1

2
E e0

c e
µ
e f

b
df M

cedf
ab . (4.13)

En toda teoría de campos, el corchete de Poisson entre dos funciones de las
variables canónicas A(t,x) y B(t,y) a tiempos iguales, se define como

{A(t,x), B(t,y)} .
=∫

dz

(
δA(t,x)

δEa
λ(z)

δB(t,y)

δΠλ
a(z)

− δA(t,x)

δΠλ
a(z)

δB(t,y)

δEa
λ(z)

)
. (4.14)

En particular, el corchete entre las variables canónicas fundamentales es

{Ea
µ(t,x), Πν

b (t,y)} = δab δ
ν
µ δ(x− y) . (4.15)

Vemos que hay objetos matemáticos en el Lagrangiano como E y eµa que
dependen de manera explícita de la variable canónica Ea

µ, y cuyos corche-
tes fundamentales con el momento canónico no serán triviales. Sin mucho
esfuerzo podemos demostrar las siguientes expresiones

{E(t,x), Πµ
a(t,y)} = E eµa δ(x− y),

{e(t,x), Πµ
a(t,y)} = e eµa δ(x− y),

{eµa(t,x), Πν
b (t,y)} = −eµb e

ν
aδ(x− y) ,

{∂jEa
µ(t,x),Πν

b (t,y)} = −{Ea
µ(t,x), ∂jΠ

ν
b (t,y)}

= δab δ
ν
µ ∂

x
λδ(x− y) .

(4.16)
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Veremos más tarde que también hay corchetes que involucran derivadas par-
ciales de ambas variables canónicas, cuyo resultado es

{∂µEb
ν(t,x), ∂λΠ

λ
c (t,y)} =

∫
dz δbc ∂

x
µδ(x− z) ∂yνδ(y − z). (4.17)

4.3. Vínculos primarios
Normalmente se esperaría que la relación (4.13) permita despejar las ve-

locidades ∂0E
a
µ en función de los momentos canónicos. No obstante, veremos

que esto no es posible para todas las velocidades, puesto que existen vínculos
en la teoría. En la definición de los momentos canónicos (4.13), notamos que
existen n vínculos primarios triviales para µ = 0, que provienen del hecho
que e0

c e
0
e es simétrico en los índices c − e pero la supermétrica M cedf

ab es
antisimétrica. Estos vínculos los denotaremos como

G(1)
a

.
= Π0

a ≡ 0. (4.18)

Notamos que estos vínculos son análogos al vínculo π0 ≈ 0 en la formu-
lación Hamiltoniana del electromagnetismo clásico. Esta analogía nos dice
que las componentes Ea

0 son variables espurias que dependen de un gauge, y
que podrían convertirse en multiplicadores de Lagrange si realizáramos una
integración por partes en la acción.

Es esperable que el resto de los vínculos primarios estén relacionados de
manera exclusiva con los índices del espacio tangente. Por lo tanto, parece
lógico buscar los vínculos restantes en la combinación invariante Πµ

aE
e
µ, la

cual se puede escribir como

Πµ
a E

e
µ = E C ef

ab eλf ∂0E
b
λ + E ∂iE

b
λ e

0
c e

i
d e

λ
f M

cedf
ab , (4.19)

donde el objeto C ef
ab está definido como

C ef
ab

.
= e0

c e
0
d M

cedf
ab . (4.20)

Con el propósito de encontrar nuevos vínculos entre las coordenadas y mo-
mentos canónicos, buscaremos coeficientes vae que dependan de la tétrada, tal
que vaeΠµ

aE
e
µ no contenga velocidades canónicas. En otras palabras, ya que

la matriz eλf en (4.19) es siempre invertible, para saber cuántas velocidades
∂0E

b
λ se pueden despejar debemos encontrar los autovectores nulos vae de la

matriz C ef
ab , los cuales deben cumplir la siguiente condición

vaeC
ef

ab = 0. (4.21)
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Notamos que incluso los vínculos primarios G(1)
a = Π0

a pueden ser recuperados
de esta forma. Basta con tomar n autovectores nulos de la forma va|g|e = e0

eδ
a
g

(donde la letra |g| etiqueta los autovectores), para obtener

e0
e δ

a
g Πµ

aE
e
µ = Π0

g. (4.22)

Por otro lado, estos coeficientes satisfacen la ecuación (4.21), pues la su-
permétrica M cedf

gb es antisimétrica en los índices c − e, por tanto es trivial
que

va|g|eC
ef
ab = e0

ee
0
ce

0
dM

cedf
gb ≡ 0. (4.23)

Con el fin de encontrar nuevos vínculos, introduciremos un conjunto inde-
pendiente de coeficientes vae dado por

v a
|gh|e = 2δa[gηh]e, (4.24)

que generarán vínculos denotados por los índices gh. Aplicando este vector
en la expresión (4.21), obtenemos

v a
|gh| e C

ef
ab = 2e0

c e
0
d ηe[hM

cedf
g]b = 4e0

ce
0
dδ
cdf
hgb ≡ 0. (4.25)

En el producto antisimetrizado

ηe[cM
gehf

a]b = 2 (δh[aδ
f
c]δ

g
b + δg[aδ

h
c]δ

f
b + δf[aδ

g
c]δ

h
b )

.
= −2 δghfcab ,

aparece la delta de Kronecker totalmente antisimétrica δghfcab . Los índices an-
tisimetrizados gh denotan n(n−1)/2 nuevos vínculos. Combinando las ecua-
ciones (4.19), (4.25) y (4.26), se obtiene que

0 ≡ v a
|gh| e (Πµ

a E
e
µ − E∂iEb

λ e
0
ce
i
de
λ
fM

cedf
ab )

= 2ηe[hΠ
µ
g]E

e
µ + 4E∂iE

b
λ e

0
[he

i
ge
λ
b].

En la última línea podemos reemplazar λ por un índice espacial j, debido
a que el par h − b se encuentra antisimetrizado y la contribución λ = 0 se
anula. Además, se cumple que Π0

g = 0 en la superficie de vínculos, por tanto
podemos obviar esta componente en la expresión anterior. Por lo tanto, los
nuevos vínculos primarios quedan definidos como

G
(1)
gh

.
= 2ηe[hΠ

i
g]E

e
i + 4E∂iE

b
j e

0
[he

i
ge
j
b] ≈ 0. (4.26)

Más adelante probaremos que estos n(n− 1)/2 vínculos satisfacen el álgebra
de Lorentz, y que además su derivada temporal es cero en la superficie de
vínculos, que es la condición de consistencia que debe cumplir todo vínculo.
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Para determinar si es que hemos agotado las soluciones a la ecuación
(4.21), y por conveniencia para más adelante, reescribiremos el tensor C ef

ab

como una matriz simétrica de n2 × n2. Usaremos una notación que tome
pares de índices a, b, . . . pertenecientes al espacio tangente, para definir un
multi-índice A = ()ae tal que la ecuación (4.21) puede ser escrita como [98]

vA CAB = 0. (4.27)

Para realizar ésto, hemos usado las siguientes fórmulas de indexación para
A = ()ae , B = ()bf

A = (a− 1)n+ e, B = (b− 1)n+ f ; (4.28)

de tal forma que A,B, . . . = 1, . . . , n2 cuando a, b, e, f = 1, . . . , n. Notar que
al momento de descomponer los índices a, b, . . . en parte temporal y espacial
estaremos usando la notación a = 0 y a = 1, . . . , n − 1, respectivamente.
Las fórmulas (4.28) pueden adaptarse en concordancia con esta elección de
la numeración.

Nótese que podemos invertir estas fórmulas con las siguientes expresiones

a = [A/n], e = A− n[A/n]− 1,

donde [ ] denota la parte entera de un número real. El resultado de este
procedimiento es una matriz cuadrada de n2 × n2, que satisface la condición
de simetría

CAB = CBA, (4.29)
debido a las propiedades de simetría de la supermétrica. La ecuación (4.27),
junto con (4.19), indican que el número de vínculos primarios lineales en los
momentos, y los autovectores nulos de CAB, es el mismo. Los coeficientes vA =
vae de la combinación vae Πµ

aE
e
µ son las componentes de los autovectores nulos

respectivos. Hasta el momento hemos encontrado n+n(n−1)/2 = n(n+1)/2
de ellos, y como pronto veremos, los restantes n(n−1)/2 autovectores tendrán
autovalores diferentes de cero.

4.4. Hamiltoniano canónico de la gravedad te-
leparalela

Usaremos el potencial de la notación de multi-índices introducida en
(4.28) con el propósito de encontrar una forma compacta para el Hamil-
toniano canónico de ETRG. Con este fin será útil definir las siguientes ex-
presiones,

ĖB ≡ eλf Ė
b
λ, EB

0 ≡ eif∂iE
b
0,

ΠA ≡ Πµ
a E

e
µ , PA ≡ E ∂iE

b
ke

0
ce
i
de
k
fM

cedf
ab ,

65



donde todos estos objetos pueden ser interpretados como vectores de di-
mensión n2. Descomponiendo la densidad Lagrangiana en parte temporal y
espacial, y reescribiendo en términos de estas definiciones, encontramos que
(4.4) puede escribirse como

L =
1

2
(ΠA + PA)(ĖA − EA

0 )− U, (4.30)

donde además se ha definido

U ≡ −1

2
E ∂iE

a
j ∂kE

b
l e

i
c e

j
e e

k
d e

l
f M

cedf
ab . (4.31)

Notar que esta última expresión depende únicamente de derivadas espaciales
de la parte espacial de la tétrada Ea

i , y de la parte espacial de la tétrada
inversa eia. Por lo tanto, la densidad Hamiltoniana canónica se escribe como

H ≡ Πµ
a Ė

a
µ − L = ΠA Ė

A − L

=
1

2
(ΠA − PA) ĖA +

1

2
(ΠA + PA)EA

0 + U.

Vemos que en esta última expresión aún está presente la velocidad ĖA. Pa-
ra escribir H de manera canónica, debemos encontrar las velocidades ĖA

en función de los momentos canónicos ΠA. La ecuación lineal que relaciona
ambas variables es (4.19), la cual reescrita en términos de los multi-índices
queda como

ΠA − PA = E CAB(ĖB − EB
0 ). (4.32)

Vemos que ĖB no puede despejarse de manera trivial en (4.32), puesto que
CAB es una matriz singular. Ya sabemos que esta matriz tiene n(n+1)/2 au-
tovectores nulos, ya que hay n(n+1)/2 vínculos primarios que son lineales en
el momento. Sin embargo, aunque CAB no sea invertible, podemos resolver el
subespacio de velocidades que es ortogonal al subespacio de autovectores nu-
los. Si usamos una base apropiada para separar el subespacio de autovalores
nulos, la matriz CAB se ve como

C ′AB =



0 · · · 0 0 · · · 0
. . .

. . .

0 · · · 0 0 · · · 0
0 · · · 0
. . . C̃

0 · · · 0



}
n(n+ 1)/2

}
n(n− 1)/2

︸ ︷︷ ︸
n(n+1)/2

︸ ︷︷ ︸
n(n−1)/2

. (4.33)
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En dicha base, podemos encontrar n(n+ 1)/2 vínculos ΠA−PA = 0; además
resolvemos trivialmente n(n− 1)/2 velocidades que son relevantes,

ĖA − EA
0 = E−1 D′AB(ΠB − PB), (4.34)

en donde la matriz D′AB es

D′AB =



0 · · · 0 0 · · · 0
. . .

. . .

0 · · · 0 0 · · · 0
0 · · · 0
. . . D̃

0 · · · 0



}
n(n+ 1)/2

}
n(n− 1)/2

︸ ︷︷ ︸
n(n+1)/2

︸ ︷︷ ︸
n(n−1)/2

, (4.35)

y satisface

D′C ′ = C ′D′ =



0 · · · 0 0 · · · 0
. . .

. . .

0 · · · 0 0 · · · 0
0 · · · 0 1
. . .

. . .

0 · · · 0 1



}
n(n+ 1)/2

}
n(n− 1)/2

︸ ︷︷ ︸
n(n+1)/2

︸ ︷︷ ︸
n(n−1)/2

. (4.36)

La ecuación (4.34) establece que las primeras n(n+1)/2 velocidades son nulas.
Esto no tiene efecto alguno en el Hamiltoniano, puesto que las velocidades
aparecen como los coeficientes de los vínculos primarios ΠA − PA = 0. Por
lo tanto, los valores de las primeras n(n + 1)/2 velocidades son irrelevantes,
ya que una elección diferente modifica el Hamiltoniano por términos que
son proporcionales a los vínculos primarios, los cuales no modifican H en
la hipersuperficie de vínculos. Además, estos términos proporcionales a los
vínculos primarios G(1) se introducen en el Hamiltoniano primario, como
veremos luego.

Podemos usar la matriz N de cambio de base para regresar a la base
original C ′ = NCN−1. Para ésto, multiplicamos en (4.36) con N−1 por la
izquierda y con N por la derecha, obteniendo

N−1D′NC = CN−1D′N = N−1

(
0 0
0 1

)
N. (4.37)
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En esta última expresión, se subentiende la dimensionalidad de cada uno de
los tres bloques de 0’s y el bloque diagonal de 1’s como matrices de n(n+1)

2
×

n(n+1)
2

, n(n−1)
2
× n(n+1)

2
, n(n+1)

2
× n(n−1)

2
y n(n−1)

2
× n(n−1)

2
, respectivamente.

Vemos que el lado derecho de (4.37) es una matriz simétrica, diferente de la
identidad. Además, reconocemos en la penúltima igualdad la matriz

D
.
= N−1D′N, (4.38)

la cual puede probarse que satisface

CDC = C, DCD = D. (4.39)

Las fórmulas en (4.39) son los requerimientos que debe cumplir D para ser
la pseudoinversa de Moore-Penrose de C. Convendrá para más tarde usar
la ecuación (4.34) en la base original, por tanto reemplazaremos D′ por D
en esta expresión. Entonces, substituiremos las ecuaciones (4.38) y (4.34) en
(4.32) para obtener la siguiente forma canónica de la densidad Hamiltoniana

H =
1

2
e (ΠA − PA)DAB(ΠB − PB) + ΠAE

A
0 + U, (4.40)

donde se ha definido e = E−1 = det(eµa). El Hamiltoniano canónico H co-
rresponderá a la integral de la densidad Hamiltoniana H en todo el espacio,
es decir

H =

∫
d3x H. (4.41)

A continuación, aplicaremos de manera explícita el método de la pseudo-
inversa, encontrando el subespacio de autovectores no nulos que definen las
matrices de cambio de base N y N−1. El procedimiento para encontrar este
espacio vectorial se simplifica mucho para n = 3, por lo cual será expuesto a
continuación, a modo de entrenamiento para el caso en dimensión arbitraria.

4.4.1. Autovectores no nulos de D para dimensión n = 3

Comenzamos el procedimiento de búsqueda de la pseudoinversa de la
matriz CAB en el caso simple donde n = 3. Será útil trabajar con la matriz
CA

B dada por
CA

B = Ca f
eb = e0

c e
0
d M

a g hf
b e , (4.42)

donde CA
B = ηACCCB, y ηAB = ηabη

ef . Ambas matrices CA
B y CAB com-

parten los autovectores de autovalor nulo, pero tienen autovectores no nulos
diferentes. En la definición (4.42) tenemos que Ma g hf

b e = ηac ηde M
gdhf

cb ;
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bajamos y subimos índices con la métrica del espacio tangente ηab. Por otro
lado, un cálculo simple muestra que los autovalores no nulos de CA

B son

λ1 = λ2 = 2 [(e0
0)2 − (e0

1)2 − (e0
2)2] = 2 g00 .

= λ ,

λ3 = −λ . (4.43)

El caso n = 3 es muy simple debido a que la matriz CA
B satisface la siguiente

identidad
CA

BC
B
CC

C
D = λ2CA

D. (4.44)

Esto es consecuencia del hecho que todos los autovalores de esta matriz tienen
el mismo valor absoluto. Esto significa que la pseudoinversa de CA

B es la
matriz DA

B = λ−2 CA
B. Por lo tanto, la matriz DAB que definimos en la

ecuación (4.40) es

DAB = λ−2CAB = λ−2e0
g e

0
h M

abg h
e f . (4.45)

A continuación veremos el caso general para dimensiones superiores.

4.4.2. Autovectores no nulos de D para dimensión n ≥ 4

En dimensión n = 4, encontramos seis autovalores no nulos para la matriz
CA

B, los cuales son

λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = λ5

= 2[(e0
0)2 − (e0

1)2 − (e0
2)2 − (e0

3)2] = 2g00 .
= λ,

λ6 = −2λ. (4.46)

Ya que los valores absolutos de todos los autovalores no son iguales, no po-
demos inferir la forma de la matriz pseudo-inversa DAB de manera tan fácil
como en el caso n = 3. De hecho, se tiene que la matriz CA

B no satisface
la relación (4.44) cuando n > 3. El autovector relacionado con el autovalor
diferente λ6 es

wB = wbf = −λ
2
δbf + e0

f η
bh e0

h . (4.47)

En una dimensión arbitraria n, el vector wB satisface la ecuación de autova-
lores

CA
Bw

B = e0
g e

0
h M

a g hf
b e wbf

= −(n− 2)λ wae = −(n− 2) λ wA. (4.48)

Realizamos un ansatz para la pseudo-inversa de CA
B de la siguiente forma

DA
B = λ−2(CA

B + αwAwB), (4.49)
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la cual quedará justificada a continuación. El factor α será determinado de
tal forma que DA

B cumpla las condiciones de pseudo-inversa (4.39). Usaremos
el proyector asociado al autovalor λ6 para forzar a que la matriz CA

B satisfaga
la ecuación (4.44). Para que DA

B sea la pseudo-inversa de CA
B, el lado derecho

de la siguiente ecuación:

CA
C D

C
D C

D
B = λ−2CA

C C
C
D C

D
B + α(n− 2)2wAwB (4.50)

debe ser equivalente a CA
B. Para encontrar el valor de α que cumple con ésto,

introduciremos la matriz auxiliar

C̃A
B = CA

B + 4λ−1wAwB, (4.51)

que satisface

C̃A
B wB = CA

B wB + 4 λ−1wAwB w
B

= −(n− 2)λwA + (n− 1)λwA = λwA. (4.52)

Es decir, el autovalor del autovector diferente ha cambiado, pues al aplicar
C̃A

B a ωB hemos obtenido λ en lugar de λ6 = −2λ. Además se tiene que para
cualquier vector `B que sea ortogonal a wB se cumple que C̃A

B `
B = CA

B `
B =

λ `A. Por lo tanto, C̃A
B es isotrópica en el subespacio de autovalores no nulos.

Esto puede probarse no sólo para n = 4, sino que para un número arbitrario
de dimensiones. Este chequeo lo hemos realizado con el programa de cómputo
algebraico Cadabra [101, 102].

Ya que todos los autovalores no nulos de C̃A
B son iguales a λ, entonces

C̃A
B satisface la ecuación (4.44). Por lo tanto,

λ2 (CA
B + 4λ−1wAwB) = λ2 C̃A

B = C̃A
C C̃

C
D C̃

D
B

= CA
C C

C
D C

D
B + 4λ

(
n2 − 5n+ 7

)
wAwB , (4.53)

es decir,

λ−2CA
CC

C
DC

D
B = CA

B − 4 λ−1(n− 3)(n− 2)wAwB . (4.54)

Si sustituimos este resultado en (4.50), obtenemos que DA
B es la pseudo-

inversa de la matriz CA
B si α es igual a

α = λ−1 4 (n− 3)

(n− 2)
. (4.55)

En dimensión n = 4, tenemos que α = 2λ−1. Por tanto la matriz pseudo-
inversa con índices contravariantes es

DAB = λ−2(CAB + αwAwB), (4.56)
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y para el α obtenido en n = 4, escrita en términos de la tétrada puramente,
es

DAB = Dab
ef = λ−1 (δ

[a
f δb]e +

1

2
ηab ηef )

−λ−2 (e0
e e

0
f η

ab + 4 e0
g e

0
[e δ

[a
f ] η

b]g

+e0
g e

0
h η

ag ηbh ηef )

+2 λ−3 ηag ηbh e0
g e

0
h e

0
e e

0
f . (4.57)

Mientras tanto, la expresión general será aquella dada por (4.55) y (4.56).
Con el fin de simplificar cálculos posteriores, conviene notar que la ecua-

ción (4.47) puede ser reemplazada en el lado izquierdo de (4.48), obteniéndose

1

2(n− 2)
Ca b

be = wae = wA. (4.58)

Esta expresión nos permite escribir la matriz D en (4.49) completamente en
términos de la matriz C, pues

Dab
ef = λ−2Cab

ef +
λ−3(n− 3)

(n− 2)3
Ca c

ce Cb d
df . (4.59)

4.5. Vínculos secundarios: super-Hamiltoniano
y super-momento

Una vez encontrado el Hamiltoniano canónico, podemos escribir el Ha-
miltoniano primario como la siguiente combinación lineal

Hp = H + ucG(1)
c + uabG

(1)
ab , (4.60)

donde hemos introducido los multiplicadores de Lagrange uc, uab que acom-
pañan a los vínculos primarios. Este Hamiltoniano nos permite estudiar la
consistencia en el tiempo de los vínculos primarios, por medio del conjunto
de corchetes

Ġ(1) = {Hp, G
(1)} ≈ 0, (4.61)

donde G(1) representa el conjunto de vínculos primarios G(1) = (G
(1)
a , G

(1)
ab ).

Las ecuaciones (4.61) representan la imposición de que los vínculos primarios
se satisfagan a todo tiempo. Es decir, si el sistema físico se encuentra en la
superficie de vínculos a un tiempo inicial, debe permanecer constreñido a esta
superficie al evolucionar temporalmente el sistema. Si este requerimiento no
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se cumpliera, implicaría que existen nuevos vínculos, los cuales serán llama-
dos vínculos secundarios, y serán denotados por G(2). En el caso de ETRG es
posible encontrar los vínculos secundarios a través de las ecuaciones de mo-
vimiento, como mostraremos a continuación. Luego mostraremos que estos
vínculos secundarios aparecen en las relaciones de consistencia (4.61).

4.5.1. Vínculos secundarios a través de las ecuaciones
de movimiento

A diferencia de los vínculos primarios, los vínculos secundarios pueden
encontrarse usando las ecuaciones de movimiento. En particular, podemos
estudiar la evolución de las ecuaciones de Euler-Lagrange, escritas como 2

∂µ
∂L

∂(∂µEa
ν )
− ∂L

∂Ea
ν

= 0. (4.62)

Si separamos la derivada del primer término en partes temporal y espacial,
reconocemos el momento canónico. Reescribiendo en términos de éste, se
obtiene

∂0Πν
a + ∂i

∂L

∂(∂iEa
ν )
− ∂L

∂Ea
ν

= 0. (4.63)

A partir de esta expresión podemos imponer fácilmente que el vínculo G(1)
a =

Π0
a se satisfaga a todo tiempo, reemplazando ν = 0. Esto implicará que exis-

ten n ecuaciones, que no contienen derivadas temporales de segundo orden,
y corresponden a

∂i
∂L

∂(∂iEa
0 )
− ∂L

∂Ea
0

= 0. (4.64)

Vemos que estas ecuaciones no contienen ninguna dinámica, de manera análo-
ga a lo que ocurre en el electromagnetismo. Ya que las derivadas de la tétrada
forman el Lagrangiano en combinaciones antisimétricas de índices espacio-
temporales, encontramos la siguiente relación

∂i

(
∂L

∂(∂iEa
0 )

)
= −∂i

(
∂L

∂(∂0Ea
i )

)
= −∂iΠi

a. (4.65)

Poniendo ésto en (4.64), encontramos n vínculos secundarios dados por

∂iΠ
i
a +

∂L

∂Ea
0

= 0. (4.66)

2Para el conteo de grados de libertad a través del método Lagrangiano, ver [103].
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Podemos probar que estos vínculos son consistentes con la evolución, y no
generan nuevos vínculos. Para ésto, podemos aplicar la derivada ∂0 a (4.66),
y usar la ecuación (4.63) para reemplazar ∂0Πi

a, obteniendo

∂0

(
∂iΠ

i
a +

∂L

∂Ea
0

)
= −∂i∂j

∂L

∂(∂jEa
i )

+ ∂µ
∂L

∂Ea
µ

= −∂i∂j
∂L

∂(∂jEa
i )

+ ∂ν∂µ
∂L

∂(∂µEa
ν )
≡ 0,

donde en el penúltimo paso se usaron las ecuaciones de Euler-Lagrange. La
última igualdad es cero puesto que ∂µEa

ν aparece en el Lagrangiano en combi-
naciones antisimétricas, pero se encuentran multiplicados por los operadores
∂i∂j y ∂ν∂µ, los cuales son simétricos en los índices respectivos.

Por tanto, hemos obtenido en (4.66) un conjunto de vínculos que es con-
sistente con la evolución temporal. Para escribirlos de manera canónica, debe-
mos calcular la derivada ∂L/∂Ea

0 y expresarla como función de los momentos
canónicos, de la tétrada y de sus derivadas espaciales únicamente. Para reali-
zar este cálculo notamos que, a diferencia del electromagnetismo, el término
Ea

0 aparece en el Lagrangiano no sólo en las derivadas espaciales ∂iEa
0 , sino

que como parte de eµa y E. Comenzamos calculando ∂eµc /∂Ea
λ, lo cual puede

obtenerse a partir de la relación de dualidad de la tétrada

δµν = eµbE
b
ν −→ 0 =

∂eµb
∂Ea

λ

Eb
ν + eµa δ

λ
ν . (4.67)

Esto implica que
∂eµc
∂Ea

λ

= −eµa eλc . (4.68)

Necesitamos también la expresión ∂E/∂Ea
0 , la cual se obtiene a partir de

la fórmula explícita del determinante en función de las componentes de la
matriz que representa a la tétrada. Esta expresión, en dimensión arbitraria,
está dada por

E = εabcd...g E
a
0 E

b
1 . . . , E

g
n . (4.69)

Entonces se obtiene

Ea
λ

∂E

∂Ea
0

= δ0
λE → ∂E

∂Ea
0

= E e0
a . (4.70)

De esta forma

∂L

∂Ea
0

=
1

2
E (e0

ae
µ
ge
ν
ee
ρ
he
λ
f − eµae0

ge
ν
ee
ρ
he
λ
f − eνaeµge0

ee
ρ
he
λ
f

−eρaeµgeνee0
he
λ
f − eλaeµgeνee

ρ
he

0
f ) ∂µE

c
ν ∂ρE

d
λM

gehf
cd . (4.71)
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En la última expresión identificamos al Lagrangiano en el primer término, y
diferentes combinaciones de los momentos canónicos. Reescribimos y mani-
pulamos algebraicamente para obtener

∂L

∂Ea
0

= e0
a L−

1

2
eµa ∂µE

c
ν Πν

c +
1

2
eνa ∂µE

c
ν Πµ

c

−1

2
eρa ∂ρE

d
λ Πλ

d +
1

2
eλa ∂ρE

d
λ Πρ

d

= e0
a L+ 2 eνa ∂[µE

c
ν] Πµ

c (4.72)

= e0
a L+ 2 e0

a ∂[iE
c
0] Πi

c + 2 eja ∂[iE
c
j] Πi

c .

La densidad Hamiltoniana puede ser extraída a partir de los primeros térmi-
nos, obteniéndose

∂L

∂Ea
0

= −e0
aH + e0

a ∂iE
c
0 Πi

c + 2 eja ∂[iE
c
j] Πi

c (4.73)

= e0
a (∂i(E

c
0Πi

c)−H)− Ec
0 e

0
a ∂iΠ

i
c + 2 eja ∂[iE

c
j] Πi

c .

Este resultado es reemplazado en la ecuación (4.66) para obtener n vínculos
secundarios

Ec
j e

j
a ∂iΠ

i
c + e0

a (∂i(E
c
0Πi

c)−H) + 2 eja ∂[iE
c
j] Πi

c ≈ 0 . (4.74)

Notamos que sólo las derivadas espaciales están presentes, y que el Hamilto-
niano canónico forma parte de los vínculos secundarios. Es posible aislar la
contribución del Hamiltoniano contrayendo la expresión anterior con Ea

0 ,

G
(2)
0 = H − ∂i(Ec

0 Πi
c) ≈ 0 , (4.75)

mientras que realizando la contracción con Ea
k , se obtiene

G
(2)
k = ∂kE

c
i Πi

c − ∂i(Ec
k Πi

c) ≈ 0 . (4.76)

Los vínculos (4.75) y (4.76) son equivalentes a los vínculos de super–Hamiltoniano
y de super–momento del formalismo ADM, respectivamente [90]. Mientras
el Hamiltoniano de ADM se anula en la superficie de vínculos, el Hamilto-
niano de ETRG no. El motivo de esta diferencia se debe al término de borde
presente en el Lagrangiano de ETRG. De acuerdo a (4.75), la densidad Ha-
miltoniana H es una divergencia diferente de cero, la cual puede convertirse
a una divergencia espacial gracias a los vínculos (4.18). Es decir, podemos
escribir el Hamiltoniano como

H =

∫
dxH =

∫
dxG

(2)
0 +

∫
Ec

0Πi
c dSi. (4.77)

74



Esto muestra que el Hamiltoniano canónico es un vínculo más un término
de borde. Como consecuencia de este hecho, veremos que todo el conjunto
de vínculos será consistente con la evolución, y por tanto serán de primera
clase.

4.5.2. Vínculos secundarios a través de la consistencia
de los vínculos primarios

Si bien hemos obtenido un conjunto de vínculos secundarios a través de las
ecuaciones de movimiento, es necesario estudiar la consistencia de los vínculos
primarios en el tiempo para chequear que no existan vínculos secundarios
adicionales. Debemos estudiar el sistema de ecuaciones

Ġ(1)
a = {G(1)

a ,Hp} = {G(1)
a ,H}+ ubc{G(1)

a , G
(1)
bc }+ ub{G(1)

a , G
(1)
b } ≈ 0,

Ġ
(1)
ab = {G(1)

ab ,Hp} = {G(1)
ab ,H}+ ucd{G(1)

ab , G
(1)
cd }+ uc{G(1)

ab , G
(1)
c } ≈ 0.

(4.78)

Esto implica que tendremos que calcular el corchete de los vínculos primarios
consigo mismos y con el Hamiltoniano. Sin embargo, la expresión (4.77) nos
dice que calcular el corchete con la densidad Hamiltoniana equivale a calcu-
larlo con el vínculo G(2)

0 , pues sólo difieren en un término de borde. Ya que
este vínculo involucra a la matriz DAB, podemos hacer uso de la expresión
(4.59) donde escribimos D en términos de C, para simplificar los corchetes
de esta matriz con los momentos canónicos.

Finalmente podemos proceder a calcular los corchetes entre todos los
vínculos. Para el vínculo G(1)

a el conjunto de corchetes de interés corresponden
a

{G(1)
b (t,x), G(1)

a (t,y)} = 0,

{G(1)
ab (t,x), G(1)

c (t,y)} = 0,

{G(2)
0 (t,x), G(1)

a (t,y)} =
(
e0
aG

(2)
0 + eiaG

(2)
i

)
δ(x− y).

(4.79)

El último corchete requiere conocer el corchete entre el momento Π0
a y la

matriz DAB, el cual tiene una forma sencilla dada por

{DAB,Π0
c} = 2e0

cD
AB. (4.80)

En la última expresión de (4.79) vemos que aparece la expresión G(2)
i , la cual

mostramos que era un vínculo secundario, pero cuya existencia habría pasado
inadvertida si no hubiéramos utilizado las ecuaciones de Euler-Lagrange. Lo
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mismo ocurre para G(2)
0 , por tanto hemos confirmado que ambos son vínculos

secundarios a través del formalismo Hamiltoniano.
Los corchetes de los vínculos G(1)

ab con el resto de los vínculos son

{G(1)
ac (t,x), G

(1)
fe (t,y)} =

(
ηecG

(1)
af + ηafG

(1)
ce

−ηcfG(1)
ae − ηaeG

(1)
cf

)
δ(x− y),

(4.81)

{G(2)
0 (t,x), G

(1)
ab (t,y)} = Ec

0 ηc[a e
0
b] G

(2)
0 δ(x− y). (4.82)

Para la última ecuación en (4.82), necesitamos el corchete {DAB,Πi
c}, cuya

expresión puede encontrarse en el Apéndice C, junto con ayuda adicional
para reproducir los cálculos que conllevan a estos resultados.

A partir de los corchetes en (4.82) es posible obtener varias conclusiones.
En primer lugar, la expresión (4.81) verifica que los vínculos G(1)

ab satisfacen
el álgebra del grupo de Lorentz, como era de esperar dada su interpretación
como generadores de transformaciones locales de Lorentz. Por otro lado, en el
corchete (4.82) vemos reflejado el hecho que el Hamiltoniano de ETRG no es
invariante ante transformaciones locales de Lorentz. Esto se debe, como era de
esperar, al término de borde que diferencia ETRG de RG. A nuestro entender,
esta observación parece haber sido ignorada o no calculada en absoluto en la
literatura, encontrándose por primera vez en [99].

Aún queda por calcular los corchetes de Poisson entre los vínculos secun-
darios G(2)

µ , los cuales reproducen el álgebra de vínculos de la formulación
ADM de la relatividad general, dada su equivalencia con los vínculos super-
Hamiltoniano y de super-momento. El resultado que esperábamos es

{G(2)
i (t,x), G

(2)
j (t,y)} = −G(2)

i (x) ∂yj δ(x− y) (4.83)

+ G
(2)
j (y) ∂xi δ(x− y) ,

{G(2)
0 (t,x), G

(2)
0 (t,y)} = gij(x)G

(2)
i (x) ∂yj δ(x− y)

− gij(y)G
(2)
i (y) ∂xj δ(x− y) , (4.84)

{G(2)
0 (t,x), G

(2)
i (t,y)} = G

(2)
0 (x) ∂yi δ(x− y) . (4.85)

Finalmente, queda calcular los siguientes corchetes

{G(1)
a (t,x), G

(2)
i (t,y)} = 0,

{G(1)
ab (t,x), G

(2)
i (t,y)} = 0,

(4.86)

los cuales muestran que no existen nuevos vínculos secundarios aparte de
G

(2)
µ , y que todos los vínculos son de primera clase.
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En estricto rigor, el algoritmo de Dirac–Bergmann nos exige mostrar que
la cantidad de autovectores por la derecha de la matriz Cρ̂ρ = {φρ̂, φρ} es
igual al número de multiplicadores de Lagrange ua, ubc introducidos. Esto es
cierto, como es fácil probar, pues todos los vínculos son de primera clase y
todos los multiplicadores de Lagrange quedan indeterminados, por tanto son
generadores de transformaciones de gauge arbitrarias.

La consistencia de los vínculos secundarios se estudia por medio de la
matriz rectangular Cρ̂ρ, definida esquemáticamente como

Cρ̂ρ =


{G(1)

cd , G
(1)
ab } {G

(1)
a , G

(1)
ab }

{G(1)
cd , G

(1)
b } {G

(1)
a , G

(1)
b }

{G(1)
cd , G

(2)
0 } {G

(1)
a , G

(2)
0 }

{G(1)
cd , G

(2)
i } {G

(1)
a , G

(2)
i }

 (4.87)

Ésta puede entenderse como una matriz de 10×16 que es débilmente cero en la
superficie de vínculos. Posee 10 autovectores nulos por la derecha, implicando
que los 10 multiplicadores de Lagrange λc, λab quedan indeterminados. Esto
viene a partir de multiplicar la ecuación

hρ̂ + uρCρ̂ρ ≈ 0 (4.88)

por los diez autovectores ωρ̂. Se obtienen las condiciones hρ̂ ·ωρ̂ ≈ 0, las cuales
se satisfacen trivialmente.

4.6. Conteo de grados de libertad en ETGR
El análisis de la consistencia de los vínculos arroja que tenemos

n vínculos primarios triviales G(1)
a ,

n(n− 1)/2 vínculos primarios del álgebra de Lorentz G(1)
ab , y

n vínculos secundarios G(2)
µ .

Estos últimos son equivalentes a los vínculos super-Hamiltoniano y de super-
momento del formalismo ADM. Los cálculos anteriores prueban que todos
los vínculos son de primera clase, puesto que todos los corchetes calculados
son débilmente cero en la superficie de vínculos. Por lo tanto, el conteo de
grados de libertad de la teoría va como sigue

# d.o.f. = # (p,q)−# f.c.c.

= n2 − n(n+ 3)

2
=
n(n− 3)

2
. (4.89)
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Para n = 4, el número de grados de libertad es 2, al igual que en relatividad
general. En general, la expresión anterior es el número de grados de libertad
de la relatividad general en una dimensión arbitraria.

4.7. Transformaciones de gauge
Ya que todos los vínculos de la teoría son de primera clase, puesto que

los corchetes de todos los vínculos consigo mismos yacen en la superficie de
vínculos, deben generar transformaciones en la tétrada que dejan invariante
la teoría. En general, las transformaciones de gauge infinitesimales que genera
un vínculo de primera clase G en la tétrada son

δEa
µ(t,x) =

∫
dyε(t,y){Ea

µ(t,x), G(t,y)}. (4.90)

Una transformación en el vielbein va acompañada por una transformación
en la base {ea}, con tal de respetar la relación de dualidad Ea(eb) = δab , lo
cual puede escribirse como

Ea(δeb) + δEa(eb) = 0, (4.91)

o en términos de las componentes de tétradas, como

δeνb = −eνae
µ
b δE

a
µ.

Entonces, siguiendo la ecuación (4.90), cualquier combinación lineal de los
vínculos primarios εb(t,x)G

(1)
b genera una transformación que afecta única-

mente a la componente temporal de la 1−forma Ea, es decir

δEa = εadt −→ δEa
0 (t,x) = εa(t,x). (4.92)

Esto también implica que δeνb = −εaeνae0
b . También es posible probar que

la combinación e0
hE es invariante bajo esta transformación, puesto que E =

εa..gE
a
0 . . . E

g
n−1, entonces e0

hδE = e0
hε
aεa...gE

b
1 . . . E

g
n−1 = −Ea

νδe
ν
hεa...gE

b
1 . . . E

g
n−1 =

−Eδeh.
En contraste, las transformaciones generadas por el conjunto de víncu-

los G(2)
µ sólo afectan las componentes espaciales de las 1-formas Ea. Dichas

transformaciones infinitesimales son representadas por ξ0G
(2)
0 y ξkG(2)

k , y son,
respectivamente

δEa
i (t,x) = ξ0Ėa

i (t,x) + Ea
0∂iξ

0

= ∂i(ξ
0Ea

0 ) + 2ξ0∂[0E
a
i],

δEa
i (t,x) = ξk∂kE

a
i + Ea

k∂iξ
k

= ∂i(E
a
kξ

k) + 2ξk∂[kE
a
i].

(4.93)
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Estas transformaciones son análogas a las transformaciones de gauge del
potencial electromagnético Aµ −→ Aµ + ∂µξ. Sin embargo, ambas van acom-
pañadas de un término proporcional a la torsión de Weitzenböck Ta = dEa.
Ambos términos obtenidos son necesarios, puesto que el Lagrangiano de
ETRG, a diferencia del Lagrangiano de Maxwell, depende tanto de la de-
rivada exterior del campo Ea como del campo en sí.

El resultado obtenido posee un contenido geométrico que puede ser evi-
denciado si acudimos a la definición de la derivada de Lie. Para una p− forma
α, la derivadad de Lie a lo largo de un vector ξ corresponde a

£ξα = d[α(ξ)] + dα(ξ). (4.94)

Las transformaciones (4.93) pueden entenderse como las componentes espa-
ciales de £ξE

a, donde ξ es un objeto geométrico que representa campo vec-
torial cuyas componentes son los parámetros infinitesimales ξ0, ξk, es decir
ξµ = (ξ, ξk). Estas transformaciones pueden extenderse también a la compo-
nente temporal de las 1−formas Ea, puesto que cualquier cambio en Ea

0 es
una transformación de gauge. Esto implica que hemos obtenido que ETRG
es insensible a 2n transformaciones de gauge independientes de la tétrada en
la superficie de vínculos, dadas por (4.90) y por

δEa = £ξE
a. (4.95)

Por otro lado, la transformación anterior puede aplicarse en la co-forma
ea, usando (4.91), para encontrar que

δeb = £ξeb = [ξ, eb]. (4.96)

Esta última transformación implicará la siguiente transformación en los co-
eficientes de anholonomía

δf cab = £ξf
c
ab = ξµ(f cab), (4.97)

puesto que por la identidad de Jacobi δ[ea, eb] = [δea, eb]+ [ea, δeb]. Con esto
podemos entender que la derivada de Lie del Lagrangiano (pensado como
una n−forma L = Ldx0 ∧ . . . ∧ dxn−1, donde L es la densidad Lagrangiana)
es siempre un término de borde. De hecho, para una n−forma α, la derivada
de Lie £ξα es la forma exacta d[α(ξ)]. Pero en una teoría de gravedad como
ETRG, este tipo de cuasi-invariancia del Lagrangiano proviene de la simetría
de sus variables dinámicas, generadas por una combinación adecuada de los
vínculos primarios triviales y los vínculos secundarios. De hecho, el cambio
de la n−forma Lagrangiana para ETRG

L =
1

8
Efacef

b
dfM

cedf
ab dx0 ∧ · · · ∧ dxn−1,

1

8
facef

b
dfM

cedf
ab E0 ∧ · · · ∧ En−1

(4.98)
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bajo una transformación de gauge £ξ equivale a su derivada de Lie, es decir

δL =
1

4
facef

b
dfM

cedf
ab E0 ∧ . . . ∧ En−1 +

1

8
facef

b
dfM

cedf
ab δE0 ∧ . . . ∧ En−1 + . . .

= £ξL = d[L(ξ)].

(4.99)

Finalmente, las transformaciones de gauge de la tétrada inducidas por los
vínculos primarios asociados al grupo de Lorentz están asociadas al generador
εghG

(1)
gh , y producen el siguiente cambio

δEa
j (t,x) =

∫
dy εgh(t,y) {Ea

j (t,x), 2 ηe[h Πi
g](t,y)Ee

i } , (4.100)

esto puede ser extendido a la componente Ea
0 de la tétrada usando la trans-

formación de gauge (4.92), otorgando la siguiente transformación local de
Lorentz

δEa = εgh(t,x)
(
ηehδ

a
g − ηegδah

)
Ee. (4.101)

La transformación de la co-tétrada será

δebδ
a
c = −εgh(ηchδag − ηcgδah)eb (4.102)

4.8. Conclusiones y discusión

El equivalente teleparalelo de la relatividad general es un sistema con
vínculos, y como tal presenta la obstrucción de que no todas las velocidades
canónicas pueden ser resueltas en función de los momentos canónicos. Esto es
debido a que los momentos no son independientes, sino que satisfacen ecua-
ciones de vínculo, lo cual indica que algunas variables dinámicas son grados
de libertad espurios. En el caso de ETRG, este impedimento se ve reflejado
en el hecho que la matriz C ef

ab no posee inversa. Esta matriz está ligada a
la supermétrica M cedf

ab , un objeto que es invariante de Lorentz y refleja la
estructura fundamental de la gravedad descrita en el espacio tangente. Para
analizar la cantidad de vínculos que posee la teoría, se ha definido la matriz
CAB de dimensión n2 × n2, que corresponde a un arreglo de multi-índices de
la matriz C ef

ab . Estudiando los autovalores de la matriz CA
B , se ha encontra-

do que siguen un patrón muy sencillo: existen n(n+ 1)/2 autovalores nulos,
n(n−1)/2−1 autovalores iguales a λ = 2 g00, y un autovalor igual a (2−n)λ.
Los vínculos primarios se obtienen a partir de la contracción de la ecuación
(4.32) con cada autovector con autovalor nulo. Con este procedimiento se
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encuentran los n vínculos triviales G(1)
a y los n(n− 1)/2 vínculos de Lorentz

G
(1)
ab .
Para la construcción del Hamiltoniano canónico, debemos identificar cuán-

tas velocidades canónicas pueden ser despejadas en términos de los momen-
tos. Para ésto, hemos implementado un procedimiento que hace uso de la
pseudoinversa de Moore-Penrose de la matriz CAB. Esta nueva matriz DAB

se ha definido en (4.49) y ha sido construida a partir de la identificación de
los autovalores de la matriz C. Con la matriz D podemos escribir el Hamil-
toniano canónico, y calcular la consistencia de los vínculos primarios. Esta
imposición arroja n vínculos secundarios G(2)

µ ; vínculos relacionados con la
invariancia de la teoría ante difeomorfismos, que garantizan que los víncu-
los primarios siguen siendo válidos a lo largo de la evolución dada por el
Hamiltoniano primario Hp. Se encuentra que, al igual que relatividad gene-
ral, el Hamiltoniano forma parte de un vínculo. No obstante, la diferencia
fundamental entre ambas teorías proviene del hecho que G(2)

0 es equivalente
a la densidad Hamiltoniana canónica más un término de borde. Finalmen-
te, ya que todos los vínculos son de primera clase, éstos son generadores de
transformaciones de gauge, las cuales son ilustradas en la sección precedente.
Finalmente, concluimos que hay n(n+ 3)/2 variables espurias, lo cual reduce
el número de grados de libertad a n(n− 3)/2.

En esta Tesis estamos interesados en estudiar teorías de gravedad basa-
das en modificaciones a la gravedad teleparalela. Un caso particular de estas
teorías es la llamada gravedad f(T ), pero existen múltiples esquemas con
estructura teleparalela diferentes que no caben en esta categoría. De hecho,
la modificación más simple al Lagrangiano teleparalelo consiste en no otorgar
valores numéricos a los coeficientes ai que constituyen el Lagrangiano telepa-
ralelo más general. Las técnicas desarrolladas en este Capítulo son aplicables
simplemente modificando la supermétrica de manera que tenga coeficientes
arbitrarios en su definición. Para Lagrangianos con alteraciones de mayor
complejidad, será necesario recurrir a la introducción de variables auxiliares,
como lo haremos a continuación con el caso de la gravedad f(T ). Los resulta-
dos presentados aquí tienen importancia en sí mismos, pero su importancia
radica en el potencial para abarcar la formulación Hamiltoniana de un amplio
espectro de teorías teleparalelas modificadas.
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Capítulo 5

Formulación hamiltoniana de la
gravedad teleparalela modificada

En este Capítulo estableceremos el formalismo Hamiltoniano para teorías
teleparalelas de gravedad modificada o gravedad f(T ). Para ésto, usaremos
los fundamentos desarrollados en el Capítulo 4, donde fue aplicado el algo-
ritmo de Dirac–Bergmann para el equivalente teleparalelo de la relatividad
general. El procedimiento y los resultados presentados aquí están basados en
el trabajo [104].

Esperamos que el formalismo Hamiltoniano arroje alguna clave acerca de
la naturaleza de los grados de libertad de la gravedad f(T ). En este camino,
existe un único trabajo previo [68], que se basa en la formulación Hamilto-
niana de la gravedad teleparalela desarrollada en [93]. Las conclusiones de
[68] establecen que la gravedad f(T ) posee n(n−3)

2
+n− 1 grados de libertad,

es decir n − 1 grados de libertad extra con respecto a ETRG (o RG). Los
autores sugieren que estos grados de libertad extra podrían corresponder a
un campo vectorial masivo, o un campo escalar más un campo vectorial sin
masa. Sin embargo, no otorgan claves concluyentes respecto a cuál sería el
tipo de equivalencia que permite transformar la teoría para hacer patentes
estos objetos físicos. En trabajos posteriores, no se encuentra tampoco algu-
na clave respecto a la equivalencia que permitiría entender estos n−1 grados
de libertad adicionales.

Como hemos visto en el Capítulo 2, no es posible obtener el marco de
Einstein para la gravedad f(T ) por medio de una transformación conforme,
lo cual sugiere que la teoría no tendría un único grado de libertad adicional.
Se ha mostrado que la teoría es conformemente equivalente a un campo es-
calar fantasma con un acoplamiento no minimal al término de borde. Esto
ha originado el interés por teorías más generales llamadas f(T,B), donde la
función depende también del término de borde B. En general, estas teorías
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engloban a la gravedad f(R) y la gravedad f(T ), pero no logran sobrelle-
var el problema de la pérdida de la invariancia local de Lorentz sin tener
ecuaciones de movimiento de cuarto orden, producto de la intromisión del
término de borde. No obstante, hay un caso de interés donde modelos de
energía oscura teleparalela no minimalmente acoplados a un campo escalar
son conformemente equivalentes a modelos f(T,B) o modelos T+f(B) [105].

Respecto al tema de la pérdida de la invariancia local de Lorentz, tam-
bién han habido intentos de una formulación “covariante” [55], la cual consiste
en definir una tétrada inercial en la cual la gravedad es apagada (G −→ 0);
luego esta tétrada delimitaría un espacio-tiempo asimptóticamente Minkows-
kiano. Esta tétrada define una conexión llamada “inercial”, que es diferente a
la conexión de Weitzenböck, y que satisface la condición de curvatura cero.
Ya hemos visto que tanto en gravedad teleparalela como en gravedad f(T ),
la conexión no está determinada por la teoría, puesto que la variación del
Lagrangiano respecto a la conexión no define una ecuación dinámica para
ésta. Por tanto, la elección de la conexión es arbitraria, siempre y cuando
se respete la condición de curvatura cero. Es decir, cualquier elección es a
priori una manifestación de la pérdida de la invariancia local. En el método
definido en [55], hay ciertas geometrías para las cuales la tétrada inercial no
está bien definida, como por ejemplo la métrica cosmológica de Friedman-
Lemaître-Robertson-Walker (FLRW). Estos problemas, junto con el procedi-
miento impreciso de apagar la gravedad para una determinada tétrada, nos
desaniman para considerar adoptar esta formulación para la gravedad f(T ).

Con todo esto en mente, está claro que el asunto de la interpretación de
los grados de libertad adicionales en este tipo de teorías es un tema abierto,
el cual esperamos que se pueda esclarecer con el establecimiento de la formu-
lación Hamiltoniana. Para esto, es necesaria la introducción de una variable
auxiliar, que será un campo escalar (y su momento conjugado asociado).
Este paso fue adoptado igualmente en [68], y es necesario para absorber la
arbitrareidad de la función f y para simplificar el álgebra de vínculos. Si no
añadiéramos esta variable auxiliar, el formalismo toma una forma complicada
y presenta problemas, un hecho que mostraremos en la siguiente sección.

5.1. Formulación canónica

Llamaremos formulación canónica de la gravedad f(T ) al procedimiento
Hamiltoniano que no recurre a la introducción de variables auxiliares. En la
formulación canónica se trabaja con la siguiente densidad Lagrangiana

L = Ef(T ), (5.1)
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cuyo momento canónico estará definido como

Πµ
a =

∂L

∂(∂0Ea
µ)

= f ′(T )
∂T

∂(∂0Ea
µ)

= f ′(T )E∂ρE
b
λe

0
ce
µ
e e
ρ
de
λ
fM

cedf
ab . (5.2)

Notar que en este formalismo tenemos n2 coordenadas dinámicas dadas por
las componentes de la tétrada Ea

µ. Las relaciones fundamentales que satisfa-
cen la tétrada y los momentos canónicos son

{Ea
µ(x),Πν

b (y)} = δab δ
ν
µδ

(n−1)(x− y). (5.3)

Salta a la vista de (5.2) que el vínculo primario G(1)
a = Π0

a ≈ 0 también está
presente en la gravedad f(T ). Removiendo esta contribución y recurriendo a
la notación de multi-índices, podemos escribir la ecuación para el momento
canónico generalizado ΠA = Ee

i Π
i
a como

ΠA − f ′(T )PA = Ef ′(T )CAB(ĖB − EB
0 ). (5.4)

La matriz CAB se define de manera idéntica que en el caso de ETRG, por
tanto posee los mismos autovectores v a

|gh|e = 2δa[gηh]e, que son un subconjunto
del subespacio de autovectores nulos. Estos autovectores generan el siguiente
conjunto de vínculos primarios (5.4)

G
(1)
gh = 2ηe[hΠ

i
g]E

e
i + 4f ′(T )E∂iE

b
je

0
[he

i
ge
j
b]. (5.5)

Estos vínculos son análogos a los vínculos del álgebra de Lorentz en ETRG,
pero se encuentran ligeramente modificados por la presencia del término
f ′(T ), el cual complicará el cálculo del álgebra de vínculos. En particular, es
posible que no todos estos vínculos sean vínculos de primera clase, por tanto
no todas las transformaciones locales de Lorentz generarán transformaciones
de gauge. Esto es esperable, dada la pérdida de la invariancia local de Lorentz
de la teoría. Para intentar visualizar las complicaciones que aparecen, pode-
mos calcular, a modo de ejemplo, el corchete de Poisson entre los vínculos
primarios G(1)

a y G(1)
bc . Vemos que

{G(1)
a (x), G

(1)
bc (y)} = f ′′(T )E∂xi E

d
j e

0
[be

i
ce
j
d]

∂T

∂Ea
0

δ(x− y). (5.6)

Esta expresión es diferente de cero, puesto que la derivada parcial
∂T

∂Ea
0

es

no trivial, esto en contraste con ETRG donde sí se anulaba debido a que
f ′′(T ) = 0. A partir de acá surgen muchas complicaciones que como veremos,
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se solucionan con la introducción de una variable auxiliar. El término molesto
f ′(T ) continúa incluso en el Hamiltoniano canónico, el cual se escribe como

H = Πi
a∂0E

a
i − Ef(T )

=
e

f ′(T )
(ΠA − f ′(T )PA)ΠBD

AB + ΠBE
B
0 − Ef(T ).

(5.7)

Vemos que el término f ′(T ) aparece en el denominador de una fracción, por
tanto cada corchete de Poisson de Hp con el momento canónico arrojará tér-
minos diferentes de cero y cada vez más complejos, complicando los cálculos.
Como es sabido, en la formulación canónica de una teoría puede escogerse
convenientemente las coordenadas canónicas con tal de simplificar el álgebra
de vínculos. En este caso, parece natural definir una variable que encierre la
complejidad generada por el término f ′(T ).

5.2. Equivalencia escalar
Reformularemos la gravedad f(T ) como una teoría escalar-tensorial, to-

mando la siguiente acción que contiene como variables dinámicas la tétrada
Ea
µ y un campo escalar φ

S =
1

2κ

∫
d4xE[φT − V (φ)] + Sm(eµa ,Ψ), (5.8)

donde V (φ) es un potencial auxiliar para el campo φ, y Sm(eµa ,Ψ) es la acción
para campos de materia. Ya que la acción no incluye términos cinéticos para
φ, éste será un campo escalar sin dinámica. Si variamos la acción con respecto
a φ se obtiene T = V ′(φ), viendo que hay una relación directa entre el campo
escalar y el escalar de torsión.

Esta relación entre T y el potencial del escalar auxiliar muestra que la ac-
ción (5.8) es dinámicamente equivalente a una acción definida por la densidad
Lagrangiana (5.1). Es decir,

L = Ef(T ) = E(φT − V (φ)) = E

(
φ
dV

dφ
− V (φ)

)
(5.9)

es la transformada de Legendre de la función V (φ). Para que dos variables
estén relacionadas por una transformada de Legendre, sus derivadas deben
ser funciones inversas la una de la otra. En este caso la transformación inversa
está representada por f ′(T ) = φ.

Es interesante ver que la acción (5.8) es un caso particular de la acción
de Brans-Dicke

SJF =
1

2κ

∫
d4xE[φT − ω(φ)gµν∇µφ∇νφ− V (φ)] + Sm(eaµ,Ψ), (5.10)
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la cual representa una acción escalar-tensorial general con un campo φ no
minimalmente acoplado al escalar de torsión. La acción (5.8) es un caso
particular de la acción de Brans-Dicke para ω = 0.

Se concluye que la gravedad f(T ) es dinámicamente equivalente a la ac-
ción (5.8), donde f(T ) y V (φ) están relacionados a través de la transforma-
ción de Legendre (5.9). Es importante mencionar que el límite de ETRG se
obtiene de vuelta en (5.8) cuando se hace φ = 1 y V (φ) = 0.

5.3. Modelo de juguete: Lagrangiano pseudo-
invariante rotacional

En esta sección desarrollaremos la formulación Hamiltoniana de un mo-
delo de juguete que satisface características análogas a la gravedad f(T ). Es
posible decir que la gravedad teleparalela tiene una pseudo-invariancia local
de Lorentz, puesto que el Lagrangiano se construye a partir del escalar de
torsión T , el cual difiere de un invariante local de Lorentz por un término
de borde. Por otro lado, la gravedad f(T ) es la teoría que se obtiene luego
de modificar una teoría con pseudo-invariancia local de Lorentz, lo cual se
realiza tomando una función del escalar de torsión que rompe esta pseudo-
invariancia.

El ejemplo que juguete que tomaremos consiste en una teoría con pseudo-
invariancia rotacional. Primero desarrollaremos el formalismo Hamiltoniano
para la teoría pseudo-invariante rotacional, y luego vemos cómo se ve altera-
do este formalismo producto de la modificación al Lagrangiano. De manera
análoga a la gravedad f(T ), tomaremos una función general del pseudo-
invariante rotacional y luego aplicaremos la equivalencia escalar de la sección
anterior para desarrollar la formulación Hamiltoniana de este modelo.

Desarrollaremos una teoría con pseudo-invariancia rotacional a partir de
dos coordenadas (x, y), a partir de las cuales definimos la coordenada ca-
nónica z = x + iy. Bajo una rotación parametrizada por el factor eiα(t), la
derivada de la coordenada canónica transforma como ż −→ eiα(t)(ż + iα̇z).
Por tanto, el cuociente

ż

z
−→ ż

z
+ iα̇ (5.11)

tiene una pseudo-invariancia ante rotaciones, al igual que el cuociente ż
z
,

por tanto un Lagrangiano construido a partir de estas dos variables tendrá
también pseudo-invariancia local ante rotaciones. Este Lagrangiano puede
escogerse como

L = A
ż

z
+B

ż

z
+ U(zz). (5.12)
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Bajo una rotación, este Lagrangiano adquiere un término de borde, siempre
y cuando A 6= B. Calculamos el formalismo Hamiltoniano de esta teoría
definiendo los momentos canónicos, que están dados por

∂L

∂ż
≡ pz =

A

z
,

∂L

∂ż
≡ pz =

B

z
. (5.13)

Ya que los momentos canónicos son función únicamente de las coordenadas
canónicas y no de las velocidades, decimos que los momentos forman parte
de vínculos primarios, que serán denotados por G1

z y G
(1)
z , y estarán definidos

por

G(1)
z ≡ pz −

A

z
≈ 0, G

(1)
z ≡ pz −

B

z
≈ 0. (5.14)

Escribimos el Hamiltoniano asociado a (5.12)

H = pz ż + pz ż − L = U(zz), (5.15)

y con él, obtenemos el Hamiltoniano primario

Hp = U(zz) + uz
(
pz −

A

z

)
+ uz

(
pz −

B

z

)
. (5.16)

La consistencia en el tiempo de los vínculos primarios se logra por medio de
la imposición de que Ġ(1) = {G(1), Hp}

!
≈ 0. Esto da origen a las siguientes

ecuaciones

{G(1)
z , Hp} = −U ′z

!
≈ 0 ≡ G(2)

z ,

{G(1)
z , Hp} = −U ′z

!
≈ 0 ≡ G

(2)
z ,

(5.17)

donde hemos definido U ′ = ∂U
∂(zz)

. Vemos que los dos vínculos secundarios
dependen el uno del otro a través de la relación

zG(2)
z = zG

(2)
z , (5.18)

por tanto nos encontramos en el caso de un sistema reducible [84]. En es-
tos casos se debe escoger un conjunto mínimo de vínculos secundarios que
sean linealmente independientes. En nuestro caso tenemos un único vínculo
secundario independiente, que definimos como G(2) = zzU ′. Estudiamos su
consistencia en el tiempo por medio de la ecuación

Ġ(2) = {G(2), Hp} = uz(zU ′ + zz2U ′′) + uz(zU ′ + z2zU ′′) ≈ 0. (5.19)
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La ecuación anterior no impone nuevas condiciones, sino que restringe los
multiplicadores de Lagrange a satisfacer la siguiente relación

uz = −z
z
uz. (5.20)

Esto implica una relación de dependencia entre ambos multiplicadores, lo
cual sugiere que uno de los vínculos primarios G(1) debe ser de primera clase,
mientras que el vínculo restante debe ser de segunda clase. El corchete de
ambos vínculos primarios con G(2) no es débilmente cero, por tanto estos
serían de segunda clase. Esta presunta inconsistencia nos dice que debemos
escoger otra base para el subespacio de vínculos primarios. Si escogemos la
siguiente combinación lineal de vínculos primarios

G(1)
a ≡

1

2

(
zG(1)

z − zG
(1)
z

)
=

1

2
(zpz − zpz + (B − A)) ,

G
(1)
b ≡

1

2

(
zG(1)

z + zG
(1)
z

)
=

1

2
(zpz + zpz − (B + A)) ,

(5.21)

obtenemos el siguiente álgebra de vínculos

{G(1)
a , G

(1)
b } = 0,

{G(1)
a , G(2)} = 0,

{G(1)
b , G(2)} = −zzU ′ − z2z2U ′′ ≈ −z2z2U ′′.

(5.22)

Vemos que G(1)
a es de primera clase, pues conmuta con el resto de los vínculos,

y G(1)
b , G(2) son de segunda clase.
El conteo de grados de libertad es como sigue: tenemos dos pares ca-

nónicos (z, pz), (z, pz) que generan dos grados de libertad. Uno de ellos es
removido por el vínculo de primera clase G(1)

a , el otro por el par de vínculos
de segunda clase G(1)

b , G(2), dejando a la teoría con ningún grado de libertad.
Finalmente, queda determinar los multiplicadores de Lagrange asociados

a la nueva definición de vínculos primarios G(1)
a y G

(1)
b . El Hamiltoniano

primario se escribe como

Hp = U(zz)+
ua

2
(zpz − zpz + (B − A))+

ub

2
(zpz + zpz − (B + A)) , (5.23)

mientras que las ecuaciones de consistencia son triviales para G(1)
a y G(1)

b , a
excepción del vínculo G(2), cuya ecuación es

Ġ(2) = −ub
(
z2z2U ′′

) !
≈ 0. (5.24)
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La única solución posible a esta ecuación es que ub = 0. Por otro lado, las
ecuaciones no fijan el multiplicador ua, que queda indeterminado, y por tanto
da origen a una transformación de gauge que es generada por el vínculo G(1)

a .

Ahora estudiaremos el efecto sobre la formulación Hamiltoniana de una
teoría con pseudo-invariancia local modificada, es decir cuyo Lagrangiano sea
una función f

(
A ż
z

+B ż
z

+ U(zz)
)
. Es fácil demostrar que tal teoría puede

reescribirse de manera equivalente por medio del siguiente Lagrangiano

L = φ

(
A
ż

z
+B

ż

z
+ U(zz)

)
− V (φ). (5.25)

Hemos añadido una nueva coordenada canónica auxiliar φ para absorber el
efecto de la función arbitraria. Los momentos canónicos quedan como

pz =
Aφ

z
−→ G(1)

z ≡ pz −
Aφ

z
≈ 0,

pz =
Bφ

z
−→ G

(1)
z ≡ pz −

Bφ

z
≈ 0,

π = 0 ≡ G(1)
π ,

(5.26)

donde π es el momento canónico conjugado a φ. El Hamiltoniano canónico
corresponde a H = φU(zz) + V (φ); con éste escribimos el Hamiltoniano
primario como

Hp = φU(zz) + V (φ) + uz
(
pz −

Aφ

z

)
+ uz

(
pz −

Bφ

z

)
+ uππ. (5.27)

La consistencia de los vínculos primarios da origen al siguiente sistema de
ecuaciones

Ġ(1)
z = {G(1)

z , H}+ uz{G(1)
z , G(1)

z }+ uz{G(1)
z , G

(1)
z }+ uπ{G(1)

z , G(1)
π },

Ġ
(1)
z = {G(1)

z , H}+ uz{G(1)
z , G(1)

z }+ uz{G(1)
z , G

(1)
z }+ uπ{G(1)

z , G(1)
π },

Ġ(1)
π = {G(1)

π , H}+ uz{G(1)
π , G(1)

z }+ uz{G(1)
π , G

(1)
z }+ uπ{G(1)

π , G(1)
π },

(5.28)

o también

Ġ(1)
z = −φzU ′ − uπA

z
≈ 0,

Ġ
(1)
z = −φzU ′ − uπB

z
≈ 0,

Ġ(1)
π = −U − dV

dφ
+ uz

A

z
+ uz

B

z
≈ 0.

(5.29)
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Este sistema puede escribirse como un sistema matricial de la forma

hρ′ + uρCρ′ρ ≈ 0. (5.30)

Usamos esta forma para escribir el sistema (5.29), obteniendo que −φzU ′
−φzU ′
−U − dV

dφ

+

 0 0 −A/z
0 0 −B/z
A/z B/z 0

 uz

uz

uπ

 ≈ 0. (5.31)

Los autovectores nulos de la matriz Cρ′ρ determinarán condiciones sobre los
multiplicadores de Lagrange, o darán lugar a nuevos vínculos. En nuestro
caso tenemos un solo autovector nulo V ρ′

(1) = (zB,−zA, 0), el cual da origen
a la condición

V ρ′ · hρ′ = −φzzU ′(B − A)
!
≈ 0. (5.32)

Esta condición corresponde a un vínculo secundario genuino

G(2) = φzzU ′(B − A) = 0. (5.33)

Este vínculo existe cuando B−A 6= 0. Si B−A = 0 el Lagrangiano de partida
ya no es pseudo-invariante sino que invariante, que no es el caso que queremos
considerar. Asumiendo que estamos en el primer caso, el vínculo secundario
puede escribirse como G(2) = φzzU ′, y podemos calcular su consistencia en
el tiempo, obteniendo

Ġ(2) = {G(2), Hp}

= uzφz(U ′ + zzU ′′) + uzφz(U ′ + zzU ′′) + uπzzU ′
!
≈ 0.

(5.34)

Esta condición añade una fila adicional a la matriz C, luego el sistema se
escribe como

hρ̂ + uρCρ̂ρ ≈ 0, (5.35)

y de manera explícita como el siguiente sistema
−φzU ′
−φzU ′
−U − dV

dφ

0

+


0 0 −A/z
0 0 −B/z
A/z B/z 0

φz(U ′ + zzU ′′) φz(U ′ + zzU ′′) zzU ′


 uz

uz

uπ

 ≈ 0.

(5.36)
La matriz Cρ̂ρ posee un autovector por la izquierda dado por

ωρ̂(1) = (U ′ + zzU ′′)

(
φ

z
B(A−B),−φ

z
A(A−B), 0, 0

)
. (5.37)
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Este autovector impone la condición ωρ̂ · hρ̂
!
≈ 0. En este caso, esta con-

dición es idénticamente cero, cerrando la posibilidad a que existan nuevos
vínculos secundarios. Por lo tanto, el formalismo Hamiltoniano termina aquí
y podemos realizar el conteo de grados de libertad. Tenemos cuatro vínculos
secundarios que remueven dos grados de libertad que generan los pares canó-
nicos (φ, π), (z, pz), (z, pz), dejando un solo grado de libertad para la teoría.

Queda encontrar los multiplicadores de Lagrange, los cuales pueden ob-
tenerse a partir del sistema

Ġ(1)
z = −uπA

z
≈ 0,

Ġ
(1)
z = −uπB

z
≈ 0,

Ġ(1)
π = −U − dV

dφ
+ uz

A

z
+ uz

B

z
≈ 0,

Ġ(2) = uzφz(U ′ + zzU ′′) + uzφz(U ′ + zzU ′′) + uπzzU ′
!
≈ 0.

(5.38)

Para que este sistema sea consistente debe cumplirse que uπ = 0. En este
caso nos quedamos con el sistema

uz = −z
z
uz,

U +
dV

dφ
+
A

z
uz − uzB

z
= 0,

(5.39)

el cual se resuelve para los siguientes valores de los multiplicadores

uz = − z

B − A

(
U +

dV

dφ

)
, uz =

z

B − A

(
U +

dV

dφ

)
. (5.40)

Este ejemplo nos otorga varias lecciones que deberemos tener en cuenta pa-
ra el caso de la gravedad f(T ). Si bien es un caso simplificado, muestra de
manera clara cómo debe realizarse el planteamiento y la resolución de las
ecuaciones para los multiplicadores de Lagrange en términos de los autovec-
tores nulos por la izquierda y la derecha. En el caso de la gravedad f(T ), la
dimensión de las matrices y sus autovectores será notablemente más grandes,
y por tanto el procedimiento tendrá una mayor complejidad.

5.4. Momentos canónicos y vínculos primarios
El punto de partida de la formulación Hamitoniana de la gravedad f(T )

será el Lagrangiano que estudiamos con anterioridad en ETRG, el cual fue
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escrito explícitamente en términos de la tétrada. De acuerdo al procedimiento
descrito en [99], el escalar de torsión se escribe en términos de derivadas de
la tétrada Ea

µ y la tétrada inversa eµa . Esto, sumado a la equivalencia escalar,
permiten escribir el Lagrangiano de la gravedad f(T ) como

L = E

[
1

2
φ∂µE

a
ν∂ρE

b
λe
µ
c e
ν
ee
ρ
de
λ
fM

cedf
ab − V (φ)

]
. (5.41)

La formulación Hamiltoniana considerará n2 coordenadas canónicas prove-
nientes de las componentes de la tétrada Ea

µ, y 1 coordenada canónica aso-
ciada al campo escalar auxiliar, por tanto tendremos n2 + 1 coordenadas
canónicas en este formalismo. A partir de la observación que el Lagrangiano
(5.41) no tiene derivada temporal en las variables φ y Ea

0 , podemos obtener
algunos vínculos primarios de la teoría. Es decir, ya que

π =
∂L

∂(∂0φ)
= 0, (5.42)

Π0
a =

∂L

∂(∂0Ea
0 )

= 0, (5.43)

se obtienen los siguientes n+ 1 vínculos primarios

G(1)
π = π ≈ 0,

G(1)
a = Π0

a ≈ 0,
(5.44)

donde π es el momento conjugado de φ, y Π0
a es el momento conjugado de

Ea
0 . Es simple ver que, removiendo los Π0

a de la definición de los momentos
canónicos (5.2) , el resto de los momentos canónicos estarán definidos por

Πi
a =

∂L

∂(∂0Ea
i )

= φE∂ρE
b
λe

0
ce
i
ee
ρ
de
λ
fM

cedf
ab . (5.45)

El formalismo Hamiltoniano continúa con la definición de los corchetes de
Poisson de la teoría, el cual se calcula entre dos campos A(t,x) y B(t,y) a
tiempos iguales como

{A(t,x), B(t,y)} =

∫
dz

(
δA(t,x)

δEa
i (z)

δB(t,y)

δΠi
a(z)

− δA(t,x)

δΠi
a(z)

δB(t,y)

δEa
i (z)

+
δA(t,x)

δφ(z)

δB(t,y)

δπ(z)
− δA(t,x)

δπ(z)

δB(t,y)

δφ(z)

)
.

(5.46)

Por tanto, los corchetes fundamentales en esta teoría estarán dados por

{Ea
µ(x),Πν

b (y)} = δab δ
µ
ν δ

(n−1)(x− y)

{φ(x), π(y)} = δ(n−1)(x− y),
(5.47)
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mientras que el resto de los corchetes cruzados entre momentos y variables
canónicas son cero.

La diferencia entre los corchetes fundamentales (5.47) y aquellos que de-
finimos en la gravedad teleparalela radica en la presencia de la nueva coorde-
nada canónica φ. Podemos reescribir la expresión para el momento canónico
Πi
a en notación de multi-índices, tomando la combinación Πi

aE
e
i ≡ ΠA, la

cual se escribe como

ΠA − φPA = E φ CAB (ĖB − EB
0 ). (5.48)

La notación que hemos usado en esta ecuación se introdujo en el Capítulo 4
en el conjunto de ecuaciones (4.30).

La expresión (5.48) nos facilita la derivación de los vínculos primarios de
la teoría debido a la aparición de la matriz CAB, cuyos autovectores nulos son
idénticos al caso de la gravedad teleparalela. Ya hemos visto que el vínculo
G

(1)
a = Π0

a ≈ 0 aparece en la gravedad f(T ), pero puede obtenerse también
observando que corresponde a aplicar el autovector v a

|g|e = e0
eδ
a
g en la expresión

(5.48). El resto de los autovectores nulos dados por v a
|gh|e, generan vínculos

que son análogos a los vínculos del álgebra de Lorentz (5.5), y están dados
por

G
(1)
ab = 2ηe[bΠ

i
a]E

e
i + 4φE∂iE

c
je

0
[be

i
ae
j
c] ≈ 0. (5.49)

Estos serán n(n−1)
2

vínculos primarios que han sido obtenidos de la misma
forma que en el caso de la gravedad teleparalela. Sin embargo, se observa una
diferencia que ya anticipamos en la formulación canónica, que corresponde a
la intromisión de φ en el segundo término de la expresión G(1)

ab .
En conclusión, hemos obtenido un conjunto de n(n−1)

2
+ n + 1 vínculos

primarios (G
(1)
ab , G

(1)
c , G

(1)
π ), los cuales definen una hipersuperficie Γ en el es-

pacio de fase de la teoría. Con los vínculos primarios ya podríamos construir
el Hamiltoniano primario y estudiar la consistencia de éstos, pero aún queda
escribir el Hamiltoniano en la forma canónica.

5.5. Consistencia a través del formalismo La-
grangiano

Antes de proceder al estudio de la consistencia a través del formalismo
Hamiltoniano, en un paso previo podemos intentar estudiar la consistencia del
vínculo Π0

a ≈ 0 a través de las ecuaciones de Euler–Lagrange en el formalismo
Lagrangiano. Esta digresión nos ayudará luego a identificar correctamente
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los vínculos de segunda clase en la teoría, permitiendo anticipar algunos
resultados.

De la misma forma que hicimos para la gravedad teleparalela, en la gra-
vedad f(T ) las ecuaciones de Euler–Lagrange se escriben como

∂µ
∂L

∂(∂µEa
ν )
− ∂L

∂Ea
ν

= 0,

−→ ∂0Πν
a + ∂i

∂L

∂(∂iEa
ν )
− ∂L

∂Ea
ν

= 0.

(5.50)

Notar que ahora las definiciones de Πν
a y L que rigen son aquellas dadas por

(5.45) y (5.41), respectivamente. Al igual que en la gravedad teleparalela, las
ecuaciones de Euler–Lagrange (5.50) arrojan una expresión para la derivada
temporal del momento canónico como

∂0Πν
a + ∂i

∂L

∂(∂iEa
ν )
− ∂L

∂Ea
ν

= 0. (5.51)

Si imponemos que los vínculos Π0
a deben satisfacerse a todo tiempo, obtene-

mos n ecuaciones para ν = 0, que nos dicen que debe cumplirse ∂0Π0
a ≈ 0, es

decir
∂i

∂L

∂(∂iEa
ν )
− ∂L

∂Ea
ν

= 0. (5.52)

El primer término de esta expresión puede escribirse en función de Πi
a, que-

dando n vínculos secundarios dados por

∂iΠ
i
a +

∂L

∂Ea
0

= 0. (5.53)

El cálculo de la expresión
∂L

∂Ea
0

nos lleva al resultado

∂L

∂Ea
0

= e0
aL + 2e0

a∂[iE
c
0]Π

i
c + 2eja∂[iE

c
j]Π

i
c. (5.54)

Notamos que esta variación no depende de φ, lo cual se explica por medio
de la observación que tanto L como Πi

a han absorbido un factor φ en sus
definiciones respectivas. La densidad Hamiltoniana puede ser extraída de los
primeros términos, por tanto poniendo este resultado de vuelta en (5.51)
obtenemos los vínculos secundarios

G
(2)
0 = H − ∂i(Ec

0Πi
c) ≈ 0,

G
(2)
k = ∂kE

c
iΠ

i
c − ∂i(Ec

kΠ
i
c) ≈ 0.

(5.55)
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Por otro lado, las ecuaciones de Euler–Lagrange para la variable φ son

∂µ
∂L

∂(∂µφ)
− ∂L

∂φ
= 0. (5.56)

Si imponemos que el vínculo primario π se preserve en el tiempo, es decir
∂0π ≈ 0, obtenemos la condición

∂0π + ∂i
∂L

∂∂iφ
− ∂L

∂φ
= 0 −→ T − V ′(φ) ≈ 0. (5.57)

Esta condición es precisamente la transformada de Legendre que definimos
para la equivalencia escalar. Esta condición puede ser pensada como un víncu-
lo secundario, pero más adelante veremos que la ecuación anterior forma parte
de las soluciones para los multiplicadores de Lagrange.

5.6. Hamiltoniano canónico

En esta sección obtendremos el Hamiltoniano canónico H, que luego nos
servirá para imponer la consistencia de los vínculos primarios, pues H forma
parte del Hamiltoniano primario Hp. Con la ayuda del procedimiento de
pseudoinversas y la notación multi-índice desarrollada en el Capítulo 4, esta
es una tarea simple. Comenzamos reescribiendo la expresión (5.45) para el
momento canónico en la notación de multi-índices como

ΠA − φPA = φECAB(ĖB − EB
0 ). (5.58)

Ya sabemos que existe una inversa para la matriz CAB denotada por DAB,
con la cual resolvemos n(n−1)

2
velocidades, que quedan

ĖB =
e

φ
DAB(ΠA − φPA) + EB

0 . (5.59)

Por otro lado, reescribimos la densidad Lagrangiana en términos de los mo-
mentos canónicos y las velocidades como

L = φET − EV (φ) =
1

2
(ΠA + φPA)(ĖA − EA

0 )− φU − EV (φ), (5.60)

donde, al igual que ETRG, se define

U = −1

2
E∂iE

a
j ∂kE

b
l e
i
ce
j
ee
k
de
l
fM

cedf
ab .
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Si reemplazamos las velocidades (5.59) en el Lagrangiano (5.60), obtenemos

L =
1

2φ
(eΠAΠBD

AB − φ2ePAPBD
AB)− φU − EV (φ). (5.61)

De aquí vemos también que hay una expresión sencilla para el escalar de
torsión en términos de los momentos canónicos

T =
e2

2

(
1

φ2
ΠAΠBD

AB − PAPBDAB

)
− eU. (5.62)

La densidad Hamiltoniana está definida como

H = πφ̇+ Πi
aĖ

a
i −L, (5.63)

pero usando las velocidades (5.59) y el Lagrangiano (5.61) que ya están en
la forma canónica, se encuentra que el Hamiltoniano canónico es

H =
e

2φ
(ΠA − φPA)(ΠB − φPB)DAB − ΠAE

A
0 + φU + EV (φ). (5.64)

Finalmente, el Hamiltoniano primario es

Hp = H + uπG(1)
π + ucG(1)

c + uabG
(1)
ab . (5.65)

En esta definición hemos introducido n(n−1)
2

multiplicadores de Lagrange uab,
que tienen la propiedad de antisimetría uab = −uba, n multiplicadores uc y 1
multiplicador uπ asociado al vínculo primario G(1)

π .

5.7. Consistencia de los vínculos primarios
Por medio de las ecuaciones del formalismo Lagrangiano fue posible es-

tudiar la consistencia en el tiempo del vínculo G(1)
c ; este análisis reveló la

existencia de los vínculos secundarios G(2)
0 y G(2)

i . Esta es una buena forma
de chequear de manera independiente parte de nuestros resultados, sin em-
bargo es deseable obtener la consistencia de todos los vínculos por medio
del procedimiento Hamiltoniano. Estudiaremos las relaciones de consistencia
para los vínculos primarios G(1)

ρ (donde ρ denota el par de índices ab, los
subíndices c y el subíndice π), las cuales se escriben genéricamente como

{G(1)
ρ′ ,H}+ {G(1)

ρ′ , G
(1)
ρ }uρ ≈ 0, (5.66)

donde uρ = {uab, uc, uπ} denota el conjunto de n(n−1)
2

+ n + 1 multiplica-
dores de Lagrange. El resultado final requiere efectuar el cálculo de varios
sub-corchetes, los cuales analizamos a continuación.
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Vínculo primario G(1)
π

El cálculo del corchete de Poisson con el vínculo G(1)
π = π ≈ 0 equivale, a

nivel matemático, a aplicar la derivada−∂/∂φ a la expresión que se encuentre
en la segunda entrada del corchete de Poisson respectivo (el signo − va en
concordancia con la definición en (5.47)). Por tanto, sólo serán diferentes de
cero aquellos corchetes que involucren expresiones dependientes de φ, que en
este caso son G(1)

ab y H. Se han obtenido los siguientes resultados

{G(1)
π (x), G(1)

c (y)} = 0,

{G(1)
π (x), G(1)

π (y)} = 0,

{G(1)
π (x), G

(1)
ab (y)} = Fabδ

(n−1)(x− y),

{G(1)
π (x),H(y)} = −Fφδ(n−1)(x− y),

(5.67)

donde se ha definido

Fφ =
e

2

(
1

φ2
ΠAΠBD

AB − PAPBDAB

)
− U − E∂V (φ)

∂φ

= E

(
T − ∂V (φ)

∂φ

)
,

(5.68)

y también se tiene que

Fab = 4E∂iE
c
je

0
[be

i
ae
j
c]

=
4

3
E(Tj(e

0
be
j
a − e

j
be

0
a) + eibe

j
aT

0
ij)

(5.69)

con Tj = T iij, T 0
ij = e0

c(∂ie
c
j − ∂je

c
i). Ya que tenemos n(n−1)

2
pares de Fab,

usaremos una notación para alinear las componentes en un vector Fã tal que
los sub-índices se ordenen de manera creciente como sigue

Fã = (F01, F02, · · · , F(n−2)(n−1)) ≡ (F1, F2, · · · , Fn(n−1)
2

). (5.70)

Usaremos de manera indistinta ambas notaciones de acuerdo al contexto de
las ecuaciones.

En lo que respecta a los corchetes de G(1)
π con el resto de los vínculos,

vemos que sólo los vínculos G(1)
ab y el Hamiltoniano involucran expresiones

con el campo escalar φ, por tanto son los únicos corchetes cuyo cálculo no es
trivial. Vemos que el vínculo asociado al álgebra de Lorentz tiene corchete
diferente de cero con G(1)

π , y la diferencia se reduce a los coeficientes Fã que
dependen de la tétrada y sus derivadas, en particular de las componentes Tj
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y T 0
ij de la torsión. Este hecho nos lleva de inmediato a pensar en la caracte-

rística de la pérdida de la invariancia local de Lorentz en la gravedad f(T ),
sin embargo es necesario tener cautela. Al completar el cálculo del álgebra
de vínculos, será posible escribir combinaciones de vínculos que hacen este
corchete cero. El número de combinaciones que logren ésto será el indicador
del número de vínculos G(1)

ab que serán de primera o segunda clase.

Vínculo primario G(1)
c

Ahora calcularemos los corchetes correspondientes a G(1)
c . Este vínculo

no debería verse afectado por la presencia del campo φ, como es sencillo
de probar. Por otro lado, los resultados que fueron obtenidos en ETRG no
deberían variar, es decir, este vínculo debería conmutar con el resto de los
vínculos. Los cálculos correspondientes dan

{G(1)
c (t,x), G

(1)
d (t,y)} = 0,

{G(1)
c (t,x), G

(1)
ab (t,y)} = 0,

{G(1)
c (t,x),H(t,y)} = −(e0

cG
(2)
0 + eiaG

(2)
i )δ(n−1)(x− y).

(5.71)

Intuimos que no habrá restricciones sobre los n multiplicadores de Lagrange
uc, y por lo tanto podrán escogerse de manera arbitraria.

Vínculo primario G(1)
ab

El álgebra de vínculos que falta calcular para establecer la consistencia
total de los vínculos primarios se resume a los siguientes corchetes, los cuales
son

{G(1)
ab (t,x), G

(1)
ef (t,y)} = (ηebG

(1)
af + ηafG

(1)
be − ηaeG

(1)
bf − ηbfG

(1)
ae )δ(n−1)(x− y),

{G(1)
ab (t,x),H(t,y)} = Ee

0ηe[be
0
a]G

(2)
0 δ(n−1)(x− y).

(5.72)

Vemos que los vínculos G(1)
ab satisfacen el álgebra del grupo de Lorentz, sin

embargo se encuentran alterados por la presencia del campo escalar auxiliar.
El corchete con el Hamiltoniano canónico es proporcional a la expresión G(2)

0

que, como ya mostramos en el formalismo Lagrangiano y mostraremos a con-
tinuación, es un vínculo secundario que difiere del Hamiltoniano sólo por un
término de borde.

99



Ecuaciones de consistencia

Con todo esto ya podemos escribir el conjunto de ecuaciones que deter-
mina los multiplicadores de Lagrange, el cual queda como

Ġ(1)
c = −(e0

cG
(2)
0 + eiaG

(2)
i ) ≈ 0,

Ġ
(1)
ab = Ec

0ηc[be
0
a]G

(2)
0 + ufe(ηebG

(1)
af + ηafG

(1)
be − ηbfG

(1)
ae − ηaeG

(1)
bf ) + uπFab ≈ 0,

= Ec
0ηc[be

0
a]G

(2)
0 + uπFab ≈ 0,

Ġ(1)
π = Fφ − uabFab ≈ 0.

(5.73)

En la segunda ecuación usamos el hecho que los G(1)
ab son débilmente cero en

la superficie de vínculos.

La notación que estamos usando para las expresiones G(2) (el superíndice
(2)) mostrará no haber sido en vano. Con esta notación estamos indicando
que estas expresiones serán vínculos secundarios, cosa que aún no hemos
probado en el formalismo Hamiltoniano, pero sí en el Lagrangiano. Para
hacerlo, reescribimos el sistema de ecuaciones (5.66) en forma matricial como

hρ′ + Cρ′ρu
ρ ≈ 0, (5.74)

donde se ha definido Cρ′ρ = {φρ′ , φρ} como la matriz que contiene los corche-
tes de Poisson entre todos los vínculos primarios, y hρ′ = {φρ′ ,H}.

Esta matriz debe trabajarse en la superficie de vínculos, y chequear si se
cumple que det(Cρρ′) ≈ 0. El ordenamiento de vínculos que usaremos será
tal que la matriz Cρ′ρ está definida esquemáticamente como

Cρ′ρ =

 {G
(1)
cd , G

(1)
ab } {G

(1)
a , G

(1)
ab } {G

(1)
π , G

(1)
ab }

{G(1)
cd , G

(1)
b } {G

(1)
a , G

(1)
b } {G

(1)
π , G

(1)
b }

{G(1)
cd , G

(1)
π } {G(1)

a , G
(1)
π } {G(1)

π , G
(1)
π }

 . (5.75)

Si escribimos los resultados que hemos obtenido en términos de componentes,
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encontramos que la matriz puede diagramarse como

Cρ′ρ =



0 · · · 0 0 · · · 0 −F1

. . .
. . .

...
0 · · · 0 0 · · · 0 −Fn(n−1)

2

0 · · · 0 0 · · · 0 0
. . .

. . .
...

0 · · · 0 0 · · · 0 0
F1 · · ·Fn(n−1)

2

0 · · · 0 0



 n(n−1)
2

}
n

︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

︸ ︷︷ ︸
n

. (5.76)

Vemos que las únicas entradas diferentes de cero de esta matriz co-
rresponden a las filas de n(n−1)

2
componentes con entradas denotadas por

F1, · · · , Fn(n−1)
2

, que están organizadas tal que la matriz es antisimétrica,
como era de esperar.

Por otro lado, el vector hρ puede descomponerse en tres partes: n(n−1)
2

componentes que denotan el resultado {G(1)
ab ,H} = e0[be

0
a]G

(2)
0 , n expresiones

que representan {G(1)
c ,H} = −e0

cG
(2)
0 − eicG

(2)
i , y la última componente del

vector {G(1)
π ,H} = Fφ, quedando

hρ = (e0[0e
0
1]G

(2)
0 , . . . , e0[0e

0
(n−1)]G

(2)
0 , e0[1e

0
2]G

(2)
0 , . . . , e0[1e

0
(n−1)]G

(2)
0 ,

, . . . , e0[(n−2)e
0
(n−1)]G

(2)
0 ,−eµ0G(2)

µ , . . . ,−eµn−1G
(2)
µ , Fφ).

(5.77)

Nuestra misión es encontrar los autovectores nulos de la matriz (5.76), en
particular los autovectores por la izquierda ωρ

′

(β). Estos autovectores son de
importancia porque impondrán la condición ωρ

′

(β) · hρ′ ≈ 0 sobre las compo-
nentes de hρ. Consideremos un autovector que posea la forma

ωρ
′

(β) = (ω1, . . . , ω
n(n−1)

2 , ω
n(n−1)

2
+1, . . . , ω

n(n−1)
2

+n, ω
n(n−1)

2
+n+1). (5.78)

Aquí denotamos en el superíndice cada una de las componentes del auto-
vector. (β) etiqueta un autovector ω específico del conjunto de autovectores
nulos que posee Cρ′ρ. Si multiplicamos el vector ω a la matriz (5.76) por
la izquierda, e imponemos que el vector resultante sea cero en todas sus
componentes, se obtienen las siguientes condiciones sobre las componentes
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de (5.78)

F1 · ω
n(n−1)

2
+n+1 = 0,

F2 · ω
n(n−1)

2
+n+1 = 0,

...

Fn(n−1)
2

· ω
n(n−1)

2
+n+1 = 0,

(5.79)

− F1 · ω1 − F2 · ω2 − · · · − Fn(n−1)
2

· ω
n(n−1)

2 = 0. (5.80)

Para que se cumplan las primeras n(n−1)
2

condiciones, es necesario que
la última componente de los β autovectores ωρ

′

(β) sea cero. Por otro lado,
las condiciones (5.79) no ponen restricción alguna sobre las n componentes
ω
n(n−1)

2
+1, · · · , ω

n(n−1)
2

+n, por lo tanto tendremos n autovectores que serán de
la siguiente forma

ωρ
′

β=1 = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0),

...

ωρ
′

β=n = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 0, · · · , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0).

(5.81)

La condición (5.80) impone una única restricción sobre las n(n−1)
2

primeras
componentes de los autovectores ωρ

′

(β). Si escogemos pares de componentes de
ω que formen un autovector y a la vez satisfagan (5.80), podremos formar
n(n−1)

2
−1 autovectores con esta condición. Podemos elegir estos autovectores

de muchas formas, pero si escogemos el primero, por ejemplo, con las primeras
dos componentes que valen ω1 = F2 y ω2 = −F1, mientras que el resto de las
componentes del autovector sean cero, tendremos el primer autovector que
tiene β = n+ 1. El segundo autovector β = n+ 2 tendrá como componentes
diferentes de cero ω1 = F3, ω3 = −F1. Finalmente el último autovector
β = n+ n(n−1)

2
−1 tendrá componentes no nulas ω1 = Fn(n−1)

2

, ω
n(n−1)

2 = −F1.

Escribimos los n(n−1)
2
− 2 autovectores provenientes de la condición (5.80) de
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una forma más esquemática, por medio de las siguientes expresiones

ωρ
′

β=n+1 = (F2,−F1, 0 · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0),

...

ωρ
′

β=n+
n(n−1)

2
−1

= (Fn(n−1)
2

, 0, · · · , 0,−F1︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0).

(5.82)

Cada uno de estos autovectores impone una condición en hρ, pero es fácil ver
que todas las condiciones restringen una única expresión, a saber, G(2)

0 . Por
ejemplo, si tomamos β = n+ 1, se impone la siguiente condición

(ω1 · e0[0e
0
1] + ω2 · e0[0e

0
1])G

(2)
0 ≈ 0, (5.83)

la cual no se cumple de otra forma que no implique que G(2)
0 ≈ 0. Usando este

hecho en las condiciones impuestas por los n autovectores (5.81) es sencillo
ver que si G(2)

0 ≈ 0, entonces G(2)
i ≈ 0. Por tanto, hemos mostrado que los

G
(2)
µ aparecen como vínculos secundarios en el formalismo Hamiltoniano, y

en consecuencia debemos calcular su evolución en el tiempo. Es importan-
te notar que la expresión Fφ, es decir la última componente en hρ′ , no ha
quedado fijada por el formalismo Hamiltoniano, por tanto no corresponde a
un vínculo secundario, aunque en el formalismo Lagrangiano aparecía como
una ecuación de vínculos. Esta característica aparece también, hasta cierto
punto, en el modelo de juguete.

Queda remarcar el hecho de que, a raíz de que la matriz (5.76) es cuadra-
da, los autovectores nulos por la derecha V y por la izquierda ω coinciden,
por tanto los ωρ(β) son equivalentes a los V ρ

(α). Esto no será cierto en el próximo
paso, pues la matriz Cρ′ρ será rectangular.

5.8. Consistencia de los vínculos secundarios

El paso siguiente en el algoritmo radica en estudiar la consistencia de los
vínculos secundarios (G

(2)
0 , G

(2)
i ). Para ésto necesitamos calcular los corchetes

de Poisson de estos vínculos con el Hamiltoniano primario. Ya vimos que era
equivalente calcular los corchetes con G(2)

0 en lugar de H, pues sólo difieren
por una cuadri-divergencia; por otro lado queda calcular los corchetes de
Poisson asociados al vínculo G

(2)
i , en los cuales se obtienen los siguientes
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resultados

{G(2)
i (t,x), G(1)

π (t,y)} = 0,

{G(2)
i (t,x), G(1)

c (t,y)} = 0,

{G(2)
i (t,x), G

(1)
ab (t,y)} = 0,

{G(2)
i (t,x), G

(2)
0 (t,y)} = −G(2)

0 (y)∂xi δ(x− y),

{G(2)
0 (t,x), G

(2)
0 (t,y)} = gij(x)G

(2)
i (x)∂yj δ(x− y)− gij(y)G

(2)
i (y)∂xj δ(x− y),

{G(2)
i (t,x), G

(2)
j (t,y)} = −G(2)

i (x)∂yj δ(x− y) +G
(2)
j (y)∂xi δ(x− y).

(5.84)

Esto puede escribirse como el siguiente sistema de ecuaciones

Ġ
(2)
0 = gij(x)G

(2)
i (x)∂yj δ(x− y)− gij(y)G

(2)
i (y)∂xj δ(x− y) + uabEc

0ηc[be
0
a]G

(2)
0

+ ua(e0
aG

(2)
0 + eiaG

(2)
i ) + uπFφ ≈ 0,

Ġ
(2)
i = −G(2)

0 ∂iδ(x− y) ≈ 0.

(5.85)

Si juntamos estas condiciones con aquellas dadas por (5.73), y las evaluamos
en la nueva superficie de vínculos que incluye tanto vínculos primarios como
secundarios, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para los uρ

Ġ(1)
c ≈ 0,

Ġ
(1)
ab = uπFab ≈ 0,

Ġ(1)
π = Fφ − uabFab ≈ 0,

Ġ
(2)
0 = uπFφ ≈ 0,

Ġ
(2)
i ≈ 0.

(5.86)

Estas ecuaciones pueden entenderse como un sistema matricial extendido que
hemos evaluado en la nueva superficie de vínculos donde se añaden G(2)

0 ≈ 0

y G(2)
i ≈ 0. Estos vínculos añaden n filas a la matriz Cρ̂ρ; la matriz estará

definida esquemáticamente como

Cρ̂ρ =


{G(1)

cd , G
(1)
ab } {G

(1)
a , G

(1)
ab } {G

(1)
π , G

(1)
ab }

{G(1)
cd , G

(1)
b } {G

(1)
a , G

(1)
b } {G

(1)
π , G

(1)
b }

{G(1)
cd , G

(1)
π } {G(1)

a , G
(1)
π } {G(1)

π , G
(1)
π }

{G(1)
cd , G

(2)
0 } {G

(1)
a , G

(2)
0 } {G

(1)
π , G

(2)
0 }

{G(1)
cd , G

(2)
i } {G

(1)
a , G

(2)
i } {G

(1)
π , G

(2)
i }

 . (5.87)
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Esta matriz, escrita en término de sus componentes, queda expresada por la
siguiente igualdad débil

Cρ̂ρ ≈



0 · · · 0 0 · · · 0 −F1

. . .
. . .

...
0 · · · 0 0 · · · 0 −Fn(n−1)

2

0 · · · 0 0 · · · 0 0
. . .

. . .
...

0 · · · 0 0 · · · 0 0
F1 · · ·Fn(n−1)

2

0 · · · 0 0

0 · · · 0 0 · · · 0 Fφ
0 · · · 0 0 · · · 0 0

. . .
. . .

...
0 · · · 0 0 · · · 0 0



 n(n−1)
2

 n

} 1

} 1 n− 1

︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

︸ ︷︷ ︸
n

. (5.88)

Junto a esta matriz tenemos la expresión para el vector hρ̂, que evaluada en
la superficie de vínculos corresponde a

hρ̂ = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, Fφ, 0, 0, 0, 0). (5.89)

Estudiaremos los autovectores de la matriz Cρ̂ρ modificada de dimensión
[n(n−1)

2
+ n + 1] × [n(n−1)

2
+ 2n + 1]. Sus autovectores por la derecha V ρ

(α)

tendrán n(n−1)
2

+ n + 1 componentes, mientras que los autovectores por la
izquierda serán de dimensión n(n−1)

2
+ 2n+ 1.

Las componentes de un autovector nulo por la derecha genérico

V ρ
(α) = (V 1, · · · , V

n(n−1)
2

+n+1)

deberán satisfacer las siguientes condiciones

V
n(n−1)

2
+n+1 · F1 = 0,

...

V
n(n−1)

2
+n+1 · Fn(n−1)

2

= 0,

V
n(n−1)

2
+n+1 · Fφ = 0,

(5.90)

y
F1 · V 1 + · · ·+ Fn(n−1)

2

· V
n(n−1)

2 = 0. (5.91)
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Las condiciones en (5.90) indican que las componentes V
n(n−1)

2
+1, · · · ,

V
n(n−1)

2
+n quedan indeterminadas, y darán lugar a n autovectores nulos de

la forma

V ρ
α=1 = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

n(n−1)
2

, 1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0),

...

V ρ
α=n = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

n(n−1)
2

, 0, · · · , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0).

(5.92)

La condición (5.91) es una condición extra que restringe las componentes
de V ρ

(α) de tal forma que existirán n(n−1)
2
− 1 autovectores nulos extra que

tendrán la forma

V ρ
α=n+1 = (F2,−F1, 0 · · · , 0︸ ︷︷ ︸

n(n−1)
2

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0),

...

V ρ

α=n+
n(n−1)

2
−1

= (Fn(n−1)
2

, 0, · · · , 0,−F1︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0).

(5.93)

Luego no existen más restricciones sobre las componentes de los V ρ
(α). Hemos

obtenido que existen n(n−1)
2

+n− 1 autovectores nulos por la derecha para la
matriz Cρ̂ρ.

Ahora veremos las condiciones que deben cumplir las componentes de los
autovectores nulos por la izquierda

ωρ̂(β) = (ω1, ω2, . . . , ω
n(n−1)

2
+2n+1).

Notar que la búsqueda de los autovectores por la izquierda de la matriz (5.88)
equivale a buscar los autovectores por la derecha de la matriz transpuesta. En
ambos casos, las condiciones que deben cumplir las componentes del vector
se resumen a

ω
n(n−1)

2
+n+1 · F1 = 0,

...

ω
n(n−1)

2
+n+1 · Fn(n−1)

2

= 0,

(5.94)
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y
− F1 · ω1 − · · · − Fn(n−1)

2

· ω
n(n−1)

2 + Fφ · ω
n(n−1)

2
+n+2 = 0. (5.95)

Las ecuaciones (5.94) imponen que ω
n(n−1)

2
+n+1 = 0, puesto que no es correc-

to imponer que Fã = 0 (ya que estaríamos fijando la tétrada). Por tanto, las
componentes que quedan libres generan el siguiente subespacio de autovec-
tores nulos

ωρ
′

β=1 = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

0, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

, 0),

...

ωρ
′

β=n = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 0, · · · , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

, 0),

ωρ
′

β=n+1 = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

0, 0, 1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

, 0),

...

ωρ
′

β=2n−1 = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 0, · · · , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0 0, · · · , 0, 0︸ ︷︷ ︸
n−2

, 1).

(5.96)

Mientras tanto, las condiciones (5.95) definen los siguientes autovectores nu-
los adicionales

ωρ̂β=2n = (F2,−F1, 0 · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
2n

, 0),

...

ωρ̂
β=2n+

n(n−1)
2
−2

= (Fn(n−1)
2
−1
, 0, · · · ,−F1, 0︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
2n

, 0),

ωρ̂
β=2n+

n(n−1)
2
−1

= (0, · · · , 0,−Fφ︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0, Fn(n−1)
2

0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

, 0).

(5.97)

Ya que la componente del autovector nulo en la posición n(n−1)
2

+ n + 1 se
anula, la expresión Fφ no se ve restringida cuando imponemos ωρ̂(β) · hρ̂ = 0.
Por tanto, no tenemos nuevos vínculos secundarios y el algoritmo termina
aquí.
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5.8.1. Autovectores nulos en n = 4

A modo de ejemplo, y con el fin de aplicar la notación abstracta desarro-
llada en dimensión arbitraria, es que mostraremos las matrices Cρ′ρ, Cρ̂ρ y
sus autovectores nulos en dimensión n = 4. La matriz Cρ′ρ tiene dimensión
11 × 11 y contiene únicamente los corchetes con los vínculos primarios. La
expresión explícita para esta matriz es

Cρ′ρ =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −F1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −F2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −F3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −F4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −F5

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −F6

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
F1 F2 F3 F4 F5 F6 0 0 0 0 0


. (5.98)

Esta matriz tiene el siguiente conjunto de autovectores nulos

V ρ
(α) = ωρ

′

(β) = {(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0),

(F2,−F1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (F3, 0,−F1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

(F4, 0, 0,−F1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (F5, 0, 0, 0,−F1, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

(F6, 0, 0, 0, 0,−F1, 0, 0, 0, 0, 0)}.
(5.99)

Estos son autovectores nulos tanto por la derecha como por la izquierda, ya
que la matriz Cρ′ρ es cuadrada. Los últimos 5 vectores puede escogerse de
manera arbitraria, siempre y cuando todas sus componentes satisfagan la
condición

F1 · V 1 + F2 · V 2 + F3 · V 3 + F4 · V 4 + F5 · V 5 + F6 · V 6 = 0. (5.100)

Los autovectores que encontramos en (5.99) definen las condiciones ωρ
′

(β)hρ′ ≈
0. Ya que

hρ′ = (e0[0e
0
1]G

(2)
0 , e0[0e

0
2]G

(2)
0 , e0[0e

0
3]G

(2)
0 , e0[1e

0
2]G

(2)
0 , e0[1e

0
3]G

(2)
0 , e0[2e

0
3]G

(2)
0 ,

− eµ0G(2)
µ ,−eµ1G(2)

µ ,−eµ2G(2)
µ ,−eµ3G(2)

µ , Fφ),

(5.101)
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estas condiciones nos dicen que existen 4 nuevos vínculos secundarios dados
por G(2)

0 ≈ 0, G(2)
i ≈ 0. Estos vínculos continúan el algoritmo, pues ahora

debemos estudiar su consistencia en el tiempo.

La matriz Cρ̂ρ aumentada que incluye los nuevos vínculos secundarios es
una matriz de dimensión 11×15 y poseerá autovectores por la izquierda ωρ̂(β) y
autovectores por la derecha V ρ

(α) de diferente número de componentes. Tanto
para la matriz Cρ̂ρ como para su transpuesta, obtenemos que Rango(Cρ̂ρ) = 2.
De esto se concluye que existen 9 autovectores nulos V ρ

(α), α = 1, . . . , 9, que
corresponderán a (5.99), como es fácil de probar.

Por otro lado existen 13 autovectores nulos por la izquierda ωρ̂(β), β =

1, . . . , 13, que poseen 15 componentes, es decir ωρ̂(β) = (ω1, · · · , ω15). Para
que ωρ̂(β) sea un autovector nulo por la izquierda, sus componentes deben
satisfacer las siguientes condiciones

ω11 · F1 = 0,

...

ω11 · F6 = 0,

(5.102)

y
− F1 · ω1 − · · · − F6 · ω6 + Fφ · ω12 = 0. (5.103)

Está claro a partir de las ecuaciones (5.102) que la componente ω11 debe ser
cero en todos los autovectores nulos. Luego, con las condiciones (5.102) y
(5.103) vemos que los 13 autovectores nulos están dados por

ωρ̂(β) =

{(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0,−Fφ, 0, 0, 0, 0, 0, F6, 0, 0, 0),

(F2,−F1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (F3, 0,−F1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

(F4, 0, 0,−F1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (F5, 0, 0, 0,−F1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

(F6, 0, 0, 0, 0,−F1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)}.
(5.104)

Estos autovectores impondrán condiciones sobre uρ̂ que darán origen a nuevos
vínculos secundarios o serán identidades triviales. Debido a que hρ̂ es

hρ̂ ≈ (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, Fφ, 0, 0, 0, 0), (5.105)

109



las condiciones
ωρ̂(β) · uρ̂ ≈ 0 (5.106)

indican igualdades triviales del tipo 0 ≈ 0, y lo más importante aún, no
imponen ninguna condición sobre la única componente diferente de cero en
hρ̂, que es la expresión Fφ.

5.9. Multiplicadores de Lagrange
Nos queda resolver el sistema para los multiplicadores de Lagrange (5.86).

Se propone una solución que es una combinación de la solución homogénea
y una solución particular

uρ = Uρ + vαV ρ
(α). (5.107)

Los autovectores por la derecha corresponden a la solución homogénea, mien-
tras que la solución particular Uρ se encuentra a partir del sistema de ecuacio-
nes completo. Ya hemos encontrado en (5.92) y (5.93) la solución homogénea
al sistema de ecuaciones para los uρ, la cual determina los multiplicadores de
Lagrange de la siguiente forma:

Los n primeros autovectores V ρ
(α), con α = 1, . . . , n, determinan que los

multiplicadores uc asociados al vínculo primario G(1)
c no se encuentran

fijados y pueden tomar cualquier valor arbitrario.

De los n+ n(n−1)
2
− 1 autovectores nulos por la derecha, ninguno posee

componente diferente de cero en la última entrada (asociada a uπ). Por
lo tanto, este multiplicador queda fijado a uπ ≈ 0, como era de esperar
por la forma de las ecuaciones de consistencia.

Finalmente, los n(n−1)
2
−1 autovectores otorgan las siguientes relaciones

entre los multiplicadores uab

u01 = v2F2 + v3F3 + · · ·+ vn(n−1)
2

Fn(n−1)
2

,

u02 = −v2F1,

u03 = −v3F1,

...

u(n−1) n = −vn(n−1)
2

F1.

(5.108)

Hasta este punto, ninguno de los uab ha sido determinado por completo,
pues queda encontrar la solución particular Uab en el sistema (5.86). Luego
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de reemplazar uπ = 0 en ese sistema de ecuaciones, y reemplazar también la
expresión (5.107), el sistema se resume a una única ecuación

Fφ − UabFab ≈ 0. (5.109)

Vemos que podemos escoger cualquier componente Uab de la solución parti-
cular para que satisfaga esta ecuación. En concreto, podemos escoger U01 tal
que cumpla

U01F1 = Fφ. (5.110)

Si esta es nuestra elección para la solución particular, los únicos multiplica-
dores que quedan determinados serán uπ y u01. Notamos que aún hay una
parte arbitraria para u01 que es proporcional a los V ρ

(α), como puede verse en
(5.108), no obstante la determinación del u01 ocurre a nivel de la elección de
la solución particular U01. Esta determinación indica que el vínculo asociado
a este multiplicador pasará a ser un vínculo de segunda clase.

Enfatizamos nuevamente el hecho que la elección de U01 en (5.109) es
completamente arbitraria, es decir, pudimos haber fijado cualquiera de los
Uab, o incluso una combinación de dos o más 1. No obstante, continuaremos
con esta elección por simplicidad, teniendo en cuenta que la solución particu-
lar de los multiplicadores de Lagrange está restringida, en el caso más general
posible, a un hiperplano que está delimitado por la ecuación UabFab = Fφ.
El algoritmo no especifica cuál de todos los Uab queda determinado, por lo
tanto cualquier elección es igualmente correcta.

5.10. Grados de libertad en las teorías f (T )

Para realizar el conteo de grados de libertad, aún queda encontrar el nú-
mero de vínculos de primera y segunda clase. Para ésto, buscaremos escribir
la matriz de corchetes entre todos los vínculos en dos bloques: uno cuyas com-
ponentes sean únicamente ceros, y otro bloque que sea una sub-matriz cuyo
determinante sea diferente de cero. Esta matriz será denotada por ∆AB, y es-
tá compuesta de los corchetes de Poisson entre todos los vínculos de segunda
clase.

A partir del álgebra de vínculos que hemos calculado en las secciones
anteriores, está claro que los vínculos G(1)

a y G(2)
i son de primera clase, puesto

que su corchete de Poisson es débilmente cero con el resto de los vínculos. Por

1A pesar de ésto, el número de vínculos que pasan a ser de segunda clase es siempre el
mismo, como veremos a continuación.
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otra parte, los únicos corchetes de Poisson diferentes de cero corresponden a

{G(1)
ab (t,x), G(1)

π (t,y)} = Fab,

{G(2)
0 (t,x), G(1)

π (t,y)} = Fφ.
(5.111)

Es evidente que la matriz que forman estos vínculos tiene determinante cero,
por tanto hay vínculos de primera clase escondidos en estas expresiones. Para
encontrarlos, tendremos que realizar un cambio de base en el subespacio que
determinan estos vínculos, con el fin de hacer patente la clasificación de
primera y segunda clase. Podemos formar pares de vínculos G(1)

ab tales que el
corchete de todos ellos con G(1)

π se anule, excepto por uno, que corresponderá
a un vínculo de segunda clase. Esto puede verse recombinando los vínculos
G

(1)
ab en una nueva base G̃(1)

ab dada por

G̃
(1)
01 = G

(1)
01 ,

G̃
(1)
02 = F01G

(1)
02 − F02G

(1)
01 ,

G̃
(1)
03 = F02G

(1)
03 − F03G

(1)
01 ,

...

G̃
(1)
(n−2) (n−1) = F01G(n−2) (n−1) − F(n−2) (n−1)G01.

(5.112)

Esta redefinición tiene como resultado que cualquier corchete de los G̃(1) con
G

(1)
π es cero en la superficie de vínculos, a excepción del vínculo G̃(1)

01 , con el
que se tiene que

{G̃(1)
01 , G

(1)
π } = F01. (5.113)

Aun queda otra redefinición que efectuar, pues el resultado {G(2)
0 , G

(1)
π } = Fφ

implicaría que G(2)
0 es de segunda clase. Por tanto, es claro que debemos

redefinir el vínculo de super-Hamiltoniano también para convertirlo en uno de
primera clase. Reescribimos por medio de una combinación lineal los vínculos
G

(2)
0 y G(1)

01 tal que
G̃

(2)
0 = F01G

(2)
0 − FφG

(1)
01 . (5.114)

Este nuevo vínculo de super-Hamiltoniano G̃(2)
0 satisface ser de primera clase,

pues {G̃(2)
0 , G

(1)
π } = 0. Por otro lado, aún tenemos que {G̃(1)

01 , G
(1)
π } = F01, por

tanto G̃(1)
01 continua siendo de segunda clase. Ya que este corchete es el único

que sigue siendo diferente de cero luego de la redefinición realizada, la matriz
de vínculos de segunda clase ∆AB será

∆AB =

(
{G(1)

π , G
(1)
π } {G̃(1)

01 , G
(1)
π }

{G(1)
π , G̃

(1)
01 } {G̃

(1)
01 , G̃

(1)
01 }

)
=

(
0 F01

−F01 0

)
. (5.115)
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El sistema de ecuaciones hρ̂ + Cρ̂ρu
ρ ≈ 0 es una identidad trivial para los

vínculos de primera clase, mientras que para los vínculos de segunda clase
χA = (G

(1)
π , G̃

(1)
01 ) puede verse como el sistema

{χA, Hc}+ ∆ABu
B !
≈ 0. (5.116)

Para G(1)
π se tiene que

{G(1)
π , Hc}+ ∆πBu

B ≈ −Fφ + F01u
01 !
≈ 0

−→ F01u
01 ≈ Fφ.

(5.117)

Por otro lado, para G̃(1)
01 se tiene que

{G̃(1)
01 , Hc}+ ∆(01)Bu

B ≈ −F01u
π !
≈ 0

−→ uπ ≈ 0.
(5.118)

Hemos determinado ambos multiplicadores de Lagrange asociados a los víncu-
los de segunda clase, por lo tanto hemos terminado el algoritmo y podemos
realizar el conteo de grados de libertad.

En resumen, hemos encontrado

n vínculos de primera clase G(1)
c ,

n− 1 vínculos de primera clase G(2)
i ,

n(n−1)
2
− 1 vínculos de primera clase G̃(1),

1 vínculo de primera clase G̃(2)
0 ,

2 vínculos de segunda clase G(1)
π y G̃(1)

01 .

Estos resultados son válidos para gravedad f(T ) en dimensión arbitraria. De
acuerdo a la fórmula (3.52) introducida en el Capítulo 3, el número de grados
de libertad (g.d.l.) es como sigue

g.d.l. = n2 + 1−
(

2n− 1 +
n(n− 1)

2
− 1 + 1

)
− 2

2

=
n(n− 3)

2
+ 1.

(5.119)

Es decir, la teoría posee un único grado de libertad extra en comparación
con la gravedad teleparalela, o con relatividad general.
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Este resultado sugiere que el único grado extra de libertad de la gravedad
f(T ) podría estar asociado a un campo escalar, o algún otro ente físico que
posea un único grado de libertad. La conclusión de que la gravedad f(T )
no posee un marco de Einstein, expuesto en [29], debería ser revisada a la
luz de nuestro resultado. El hecho que la gravedad f(T ) es una teoría que
no preserva todas las transformaciones de Lorentz como simetrías de la teo-
ría, sugiere que el marco de Einstein podría existir para un cierto conjunto
de transformaciones locales de Lorentz, fijadas por la teoría. Exploraremos
brevemente esta posibilidad en la siguiente sección, pero está claro que se
debe realizar investigación adicional para comprender esta materia, pues la
existencia del marco de Einstein no es la única forma en la cual se podría
manifestar un grado extra de libertad.

Otro aspecto que requiere atención es la forma en la cual se produce la
pérdida de la invariancia local de Lorentz. La elección del vínculo de Lorentz
que pasa a ser de segunda clase no está determinada por el formalismo Ha-
miltoniano. Lo que especifica el formalismo es que siempre será una única
transformación de Lorentz que estará fijada por la teoría, determinando un
hiperplano que fija una combinación de boosts y rotaciones. Este aspecto de
la gravedad f(T ) no era conocido con anterioridad y requiere investigación
adicional. La preservación del vínculo super-Hamiltoniano requiere que su de-
finición incluya un vínculo de Lorentz de una forma tal que la combinación
es de primera clase, lo cual puede entenderse también como un mecanismo
de ruptura de una de las simetrías de Lorentz.

Nuestro resultado está en desacuerdo con lo obtenido en [68], lo cual pue-
de entenderse revisando el procedimiento que llevaron los autores a cabo a
la luz del algoritmo de Dirac–Bergmann. Los autores definen en las ecuacio-
nes (34) y (35) (según la notación de [68]) un sistema de ecuaciones para
los multiplicadores de Lagrange en base a su propia definición de vínculos, a
saber MΛ = 0, con M una matriz de 8× 8. Las definiciones de los vínculos
no son exactamente las mismas, pues hemos empezado de formalismos para
la gravedad teleparalela diferentes, sin embargo se llega al mismo número de
vínculos primarios y secundarios, al menos hasta la ecuación (35) de [68]. Los
autores establecen que, ya que el sistema de ecuaciones para los multplicado-
res de Lagrange debería tener una solución diferente de cero, el determinante
de la matriz M debería ser cero. No obstante, el sistema no tendría porqué
determinar todos los multiplicadores de Lagrange, pues como hemos mostra-
do, es posible reescribir los vínculos primarios y secundarios para separar un
conjunto de vínculos de primera y segunda clase. Por lo tanto, la afirmación
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de que π1 = det(M)
!
≈ 0 (de acuerdo a su notación), es equivocada. Esta

aseveración lleva a los autores a trabajar con un vínculo extremadamente
complicado, e incluso, para simplificar los cálculos, a asumir que gµν es dia-
gonal. Esto no corresponde a un técnica de cálculo como ellos afirman, sino
una fijación de las coordenadas, que implica la adición de más vínculos, lo
cual no es una estrategia correcta.

5.11. Transformaciones conformes extendidas
Una de las estrategias propuestas para entender el comportamiento del

grado extra de libertad de la gravedad f(T ) consiste en realizar una transfor-
mación local de Lorentz junto a una transformación conforme en la tétrada,
y estudiar la variación que produce esta transformación en el Lagrangiano
de la teoría. Es decir, estudiaremos el efecto en la gravedad f(T ) de la trans-
formación

êaµ = Ω(x)Λa
a′(x)ea

′

µ, (5.120)

donde êaµ representa la tétrada transformada conformemente y transformada
por una matriz de Lorentz, al mismo tiempo. Esto implica una transformación
inversa del tipo

ê ν
b = Ω−1(x)Λb′

b (x)eνb′ . (5.121)

Bajo este par de transformaciones, la torsión de la conexión de Weitzenböck
está dada por

T̂ ρµν = T ρµν + Ω−1(δρν∂µΩ− δρµ∂νΩ) + eρa(∂µΛa
a′e

a′

ν − ∂νΛa
a′e

a′

µ ). (5.122)

Con ésto se calcula que la contorsión transformada equivale a

K̂µν
ρ = Ω−2Kµν

ρ − Ω−3[δµρ∂
νΩ− δνρ∂µΩ]

− Ω−2

2

(
eµa [∂νΛa

a′e
a′

ρ − ∂ρΛa
a′e

a′ν ]− eνa[∂µΛa
a′e

a′

ρ − ∂ρΛa
a′e

a′µ]

−eρa[∂µΛa
a′e

a′ν − ∂νΛa
a′e

a′µ]
)
,

(5.123)

lo cual permite encontrar el superpotencial transformado

2Ŝ µν
ρ = K̂µν

ρ + δµρ T̂
θν
θ − δνρ T̂

θµ
θ

= 2Ω−2S µν
ρ + (n− 2)Ω−3(δµρ∂

νΩ− δνρ∂µΩ)− 1

2
Ω−2[eµa(∂νΛa

a′e
a′

ρ

− ∂ρΛa
a′e

a′ν)− eνa(∂µΛa
a′e

a′

ρ − ∂ρΛa
a′e

a′µ)− eρa(∂µΛa
a′e

a′ν − ∂νΛa
a′e

a′µ)]

+ Ω−2[δµρ (∂νΛa
a − ea

′νeθa∂θΛ
a
a′)− δνρ(∂µΛa

a − ea
′µeθa∂θΛ

a
a′)].

(5.124)
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Las expresiones anteriores permiten obtener una expresión para el escalar de
torsión, que tendrá varios términos adicionales en comparación al caso donde
sólo está la transformación conforme. La expresión completa para T̂ es

2T̂ = 2Ω−2T + 4(2− n)Ω−3T ρρµ∂
µΩ + 2(n− 2)(n− 1)Ω−4∂µΩ∂µΩ

+ 2Ω−2T ρρµ(∂µΛa
a − ea

′µeθa∂θΛ
a
a′)+

− Ω−2

2
T ρµν [e

µ
a(∂νΛa

a′e
a′

ρ − ∂ρΛa
a′e

a′ν)− eνa(∂µΛa
a′e

a′

ρ − ∂ρΛa
a′e

a′µ)

− eρa(∂µΛa
a′e

a′ν − ∂νΛa
a′e

a′µ)]

+ 2(2− n)Ω−3∂µΩ(∂µΛa
a − ea

′µeθa∂θΛ
a
a′)

+ Ω−2eρb(∂µΛb
b′e

b′

ν − ∂νΛb
b′e

b′

µ )

(
−1

2
(T µνρ − T νµρ − T µν

ρ ) + δµρT
θν
θ − δνρT

θµ
θ

)
− 2(n− 2)Ω−3∂µΩ(∂µΛb

b − eb
′

µ e
ν
b∂νΛ

b
b′)

+ 2Ω−2(eµb e
b′

ν ∂µΛb
b′∂

νΛa
a − ηa

′b′eµb e
θ
a∂µΛb

b′∂θΛ
a
a′ − ∂µΛb

b∂
µΛa

a)

− Ω−2(2eµae
b′ν∂µΛb

b′∂νΛ
a
b − 2∂µΛb

a∂
µΛa

b − ηa
′b′eµae

ρ
b∂µΛb

b′∂ρΛ
a
a′

+ ηabe
a′µeb

′ν∂µΛb
b′∂νΛ

a
a′).

(5.125)

Esta expresión, si bien complicada, está formada por tres partes principales.
La primera línea corresponde al resultado ya conocido en gravedad f(T ),
que está asociado únicamente a la transformación conforme. Los términos
restantes provienen de la aplicación de la transformación local de Lorentz a
la tétrada. Dentro de estos términos, la mayoría poseen dependencia en Ω−2,
pero existen dos términos que son proporcionales Ω−3. La suma de estos
términos, a saber

4(2− n)Ω−3∂µΩ(∂µΛb
b − eb

′

µ e
ν
b∂νΛ

b
b′), (5.126)

tiene una dependencia en Ω idéntica al término que es proporcional a T ρρµ y
que impedía la existencia del marco de Einstein, como vimos en el Capítulo 2.
Si escogemos la torsión de tal forma que

T ρρµ = −∂µΛb
b + eb

′

µ e
ν
b∂νΛ

b
b′ , (5.127)

entonces existe la posibilidad de obtener un marco de Einstein. El resto de los
términos pueden ser eliminados por medio de una redefinición más general
de la torsión

T ρµν = eρb(e
b′

µ∂νΛ
b
b′ − eb

′

ν ∂µΛb
b′), (5.128)

mediante la cual apreciamos que (5.127) es un caso particular de (5.128).
Queda pendiente entender el significado físico de la elección en (5.128), y

116



explorar diferentes métodos para entender el significado del grado de libertad
extra de la gravedad f(T ). Estas cuestiones serán exploradas en trabajo
futuro [106].

5.12. Conclusiones

En este Capítulo hemos desarrollado el formalismo Hamiltoniano para
la teoría de gravedad f(T ), a través de la equivalencia matemática de la
acción con una acción tipo escalar-tensorial. Esta formulación añade una
coordenada canónica asociada a un campo escalar φ, el cual modifica la
estructura de vínculos en comparación al caso de la gravedad teleparalela.
En particular, la presencia de un vínculo primario adicional G(1)

π altera los
vínculos asociados a las transformaciones locales de Lorentz y al vínculo de
super-Hamiltoniano. Esta alteración requiere definir una nueva base para los
vínculos G(1)

ab y G(2)
0 que permita identificar los vínculos de primera y segunda

clase.
Dentro del conjunto de n(n−1)

2
vínculos G(1)

ab hemos podido esclarecer que
sólo uno de ellos pasa a ser de segunda clase, mientras que los restantes
n(n−1)

2
−1 vínculos primarios son de primera clase. El vínculo de Lorentz de se-

gunda clase G̃(1)
|ab| es necesario para redefinir el vínculo de super-Hamiltoniano

y convertirlo a uno de primera clase. Con ésto, se obtiene un conjunto lineal-
mente independiente de vínculos de primera clase, que consta de los vínculos
G

(1)
a , G(2)

i , G̃(2)
0 , y los n(n−1)

2
− 1 vínculos de Lorentz G̃(1)

ab . Los dos vínculos de
segunda clase son G̃(1)

ab y G(1)
π . Con ésto hemos determinado que la gravedad

f(T ) posee n(n−3)
2

+ 1 grados de libertad en n dimensiones.
La pérdida de la invariancia local de Lorentz de la teoría puede entenderse

como una restricción en las transformaciones locales de Lorentz permitidas
por la teoría. En particular, existe un hiperplano que restringe una única
combinación de boosts y rotaciones, que especifican un marco preferencial
para la teoría. Este aspecto debe ser estudiado en mayor detalle en traba-
jos futuros. Por otro lado, el hecho que la teoría tenga un grado extra de
libertad, sugiere que debe existir una equivalencia escalar-tensorial que per-
mita reescribir la teoría como la gravedad teleparalela más un campo escalar
minimalmente acoplado. En este camino es que se ha hecho un intento de en-
contrar el marco de Einstein para la teoría introduciendo una transformación
local de Lorentz en añadidura a una transformación conforme en la tétrada,
y se ha analizado brevemente las condiciones que deben cumplirse para eli-
minar términos de acoplamiento indeseados con la parte T ρρµ de la torsión.
Deberían existir otras formas de manifestar el grado extra de libertad de la
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teoría, las cuales serán exploradas en trabajos futuros.
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Capítulo 6

Soluciones exactas para la
gravedad teleparalela modificada

La tarea de encontrar soluciones a las ecuaciones de movimiento de la
gravedad f(T ) puede ser ardua, debido al problema de la pérdida de la inva-
riancia local de Lorentz que posee esta teoría. Es posible intentar un ansatz
ingenuo que consista en la “raíz cuadrada” de la métrica, pero no necesa-
riamente resuelve las ecuaciones de movimiento de la teoría, como ha sido
mostrado en el contexto de soluciones cosmológicas [20, 31]. Este hecho moti-
va a buscar estrategias que permitan facilitar esta búsqueda de soluciones. En
este capítulo introduciremos el método de la tétrada nula, un procedimiento
que mostrará ser útil para encontrar con facilidad soluciones que anulen el
escalar de torsión. Por tanto, permitirá encontrar geometrías que resuelvan
las ecuaciones de Einstein-Hilbert y que también sean solución de las ecua-
ciones de la gravedad f(T ). En particular, nos hemos concentrado en dos
tipos de soluciones: la geometría de Kerr y la geometría de McVittie, cuyos
resultados se encuentran publicados en [107, 108] y [109], respectivamente,
y serán sintetizados a lo largo de este capítulo. Las tétradas encontradas
solucionan de manera consistente las ecuaciones de movimiento de las f(T )
y se caracterizan por poseer escalar de torsión T = 0. Como hemos visto
en capítulos anteriores, si obtenemos una tétrada cuyo escalar de torsión se
anula, las ecuaciones de movimiento de las teorías f(T ) son equivalentes a
las ecuaciones de Einstein en ETRG vía una redefinición de la constante de
Newton y la constante cosmológica. Notamos que estas soluciones no se ven
modificadas por la introducción de una teoría f(T ) genérica. Aunque esto
va en contra del espíritu que fue la inspiración inicial para proponer mo-
dificaciones al teleparalelismo equivalente, ya que originalmente se deseaba
modificar soluciones que posean singularidades o un mal comportamiento, es
notorio que ciertas soluciones de relatividad general sólo son deformables en
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un contexto de teleparalelismo modificado más general [21, 31]

6.1. Método de la tétrada nula

El método de la tétrada nula será útil para encontrar tétradas que po-
sean T = 0, en caso que éstas existan, para una determinada métrica. Para
lograr este objetivo, definiremos a partir de una tétrada ortonormal {ea} una
tétrada nula {na} = {l,n,m,m}, que definimos como

l =
(e0 + e1)√

2
, n =

(e0 − e1)√
2

, m =
(e2 + i e3)√

2
, m =

(e2 − i e3)√
2

.

(6.1)
Esta tétrada forma una base nula, pues se satisface

l · l = 0, n · n = 0, m ·m = 0, m ·m = 0 , (6.2)

sin embargo no es ortonormal, puesto que el producto interno cruzado entre
las bases es

l · n = 1, m ·m = −1, l ·m = 0, n ·m = 0 . (6.3)

Es posible resolver {ea} en términos de na en la ecuación (6.1), y luego
reemplazar el resultado en la métrica gµν , de tal forma que se obtenga la
métrica en términos de la tétrada nula como

gµν = ηabn
a
µn

b
ν , (6.4)

por medio de la definición de una nueva métrica de Minkowski ηab definida
como

ηab =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 . (6.5)

Con esta expresión podemos escribir la métrica en términos de las tétradas
base como sigue

g = n⊗ l + l⊗ n−m⊗m−m⊗m . (6.6)

Es posible modificar la tétrada {ea} que describe una solución de vacío de
ETRG, para buscar una tétrada que tenga T = 0 por medio de una trans-
formación en el vector {na} que no altere la métrica. Un cambio plausible
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que deje invariante tanto la métrica (6.6) como las relaciones (6.2), (6.3) es
posible mediante la introducción de una función λ(x) tal que

l −→ exp[λ(x)] l , n −→ exp[−λ(x)] n . (6.7)

Este cambio implica un boost local de Lorentz a lo largo de la dirección e1

por medio de un parámetro γ(x) = cosh[λ(x)].
Ya que para soluciones de vacío en relatividad general se tiene que R = 0,

y al mismo tiempo buscamos soluciones que tengan T = 0, entonces la cuadri-
divergencia que relaciona ambos escalares se anulará, es decir se cumplirá que

∂ρ(e T
µ ρ
µ ) = 0. (6.8)

Notablemente, la conexión de Weitzenböck no cambia bajo transformaciones
lineales globales de la base. Esto implica que podemos usar la tétrada nula
para calcular T µνρ, como sigue

T µνρ = nµa (∂νn
a
ρ − ∂ρnaν) . (6.9)

Bajo la transformación (6.7), el sector vectorial de la torsión, que aparece en
la cuadri-divergencia, cambia como

T µ ρ
µ −→ T µ ρ

µ + (lµlρ − nµnρ)∂µλ(x). (6.10)

6.2. Geometría de Kerr
Estudiaremos el método de la tétrada nula en la geometría de Kerr, con

el propósito de averiguar si esta solución sigue preservándose en la gravedad
f(T ). Esta métrica corresponde a una generalización de un agujero negro de
Schwarzschild, y describe la geometría del espacio-tiempo vacío alrededor de
un agujero negro rotante con simetría axial, no cargado, y que posee una
compleja estructura causal con dos horizontes de eventos y una ergósfera.
Esta solución fue descubierta en 1963 por Roy Kerr [110], y su elemento de
línea está dado por [111, 112]

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

)
dt2 +

4mr

Σ
dtdr +

4amrs2(θ)

Σ
dtdϕ−

(
1 +

2mr

Σ

)
dr2

− 2as2(θ)

(
1 +

2mr

Σ

)
drdϕ− Σdθ2 −

[
Σs2(θ) +

(
1 +

2mr

Σ

)
a2s4(θ)

]
dϕ2,

(6.11)

donde m denota la masa del agujero negro, y se define Σ = r2 + a2 c2θ, con
a el momento angular por unidad de masa (notar que s(θ) = sin(θ), c(θ) =
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cos(θ)). El escalar de curvatura está indeterminado para Σ = 0, por tanto
se tiene una singularidad con forma de anillo para r2 + a2 cos2(θ) = 0. En la
expresión (6.11) es posible relacionar las coordenadas xµ = (t, r, θ, φ) con las
coordenadas de Boyer-Lindquist x̃µ = (t̃, r, θ, φ̃) por medio de las relaciones

dt̃ = dt+
2mr

r2 + a2 − 2mr
dr y dφ̃ = dφ+

a

r2 + a2 − 2mr
dr. (6.12)

Esta solución ha sido estudiada en teorías de gravedad modificada, como por
ejemplo en la gravedad f(R) [113, 114, 115], sin embargo deseamos encontrar
esta solución en gravedad f(T ). Para esto, describiremos la geometría de
Kerr por medio de la forma (6.6), para lo cual necesitamos un ansatz para
la tétrada nula. Probamos con la siguiente combinación

naµ =
1√
2


eλ
(

1− 2mr

Σ

)
eλ
(

1 +
2mr

Σ

)
0 eλ

(
1 +

2mr

Σ

)
as2(θ)

e−λ −e−λ 0 −e−λas2(θ)
0 0 r + iac(θ) (r + iac(θ))is(θ)
0 0 r − iac(θ) −(r − iac(θ))is(θ)

 ,

(6.13)
donde λ = λ(t, r, θ), que reproduce la métrica (6.11). Para esta tétrada
calculamos el escalar de torsión, obteniendo

T =
2

Σ3

(
Σ2 − 4 a2 cos2 θ (Σ + mr)− 2 r Σ2 ∂tλ

)
. (6.14)

Entonces hay una familia de funciones λ(t, r, θ) que puede ser escogida tal
que anula T , dada por

λ(t, r, θ) =
t

2 r

(
1− 4 a2 cos2 θ

Σ + mr

Σ2

)
+ λ1(r, θ) , (6.15)

donde λ1 es una función arbitraria que depende de r y θ. Este resultado
significa que la geometría de Kerr es una solución de las ecuaciones de movi-
miento de la gravedad f(T ). Si bien ya se encontraban documentadas, hasta
cierto punto, soluciones para una tétrada con simetría axial que poseen T
nulo [116], el procedimiento de la tétrada nula permite encontrar este tipo
de soluciones de manera más directa y fácil. La tétrada en [116] no coincide
necesariamente con la tétrada que hemos encontrado, debido a que tienen
una clasificación diferente en lo que respecta a las n−CAF relacionadas con
las simetrías remanentes que caracterizan las soluciones de la gravedad f(T )
[49].

Es importante señalar que la función λ no está bien definida en r = 0. En
la geometría de Kerr, la región r = 0 es un círculo, donde θ cumple el rol de
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la coordenada radial. El borde del círculo, de coordenadas r = 0 y θ = π/2,
corresponde a la singularidad de anillo de la métrica de Kerr, sin embargo su
región interna no es singular. La solución en esta región debe ser elaborada
nuevamente en concordancia con el significado radial de la coordenada θ. No
obstante, la métrica de Schwarzschild se encuentra libre de este problema ya
que la singularidad en r = 0 es únicamente un punto. En este caso, la función
λ se convierte en

λ(t, r) =
t

2 r
+ λ1(r) . (6.16)

Por lo tanto, hemos encontrado también que la solución de Schwarzschild se
preserva en gravedad f(T ). Este hecho ya era sabido de trabajos anteriores
[31], pero la forma de la tétrada encontrada aquí es relativamente más simple
que aquella presentada por los autores. Además, el procedimiento que realiza-
mos es notoriamente más sencillo. Ambas soluciones deben estar relacionadas
por una transformación perteneciente al grupo de simetrías remanentes de la
teoría f(T ), puesto que ambas poseen T = 0.

En lo que respecta al método de la tétrada nula, cabe destacar que la
simplicidad en la búsqueda de la solución de Kerr se debe a una buena elección
de la tétrada nula. Hemos comenzado a partir de la tétrada nula asociada
con la forma de Kerr-Schild de la métrica de Kerr, dada por [111, 112]

g = no ⊗ (lo + fno) + (lo + f no)⊗ no −mo ⊗mo −mo ⊗mo

= go + 2fno ⊗ no,
(6.17)

es decir, corresponde a una redefinición del vector l tal que se hace el reem-
plazo l = lo + f no. Se tiene que la base {nao} es una tétrada adecuada para
describir la métrica de Minkowski go. El objetivo de la forma (6.17) de la
métrica es aislar por completo los efectos gravitatorios de la solución de Kerr
en la función f . Es decir, se reescribe la métrica como la suma de la métrica
de Minkowski go más un término que contiene los efectos gravitatorios de la
métrica de Kerr en el término 2fno ⊗ no, donde la función f es

f(r, θ) = −2mr

Σ
. (6.18)

Luego de obtener esta tétrada se ha aplicado el ansatz (6.7), y hemos obte-
nido una ecuación diferencial para λ por medio de la imposición de que el
escalar de torsión T se anule. Esta ecuación es particularmente simple, ya que
hemos realizado una buena elección de coordenadas. Hemos usado la carta
empleada en el algoritmo de Newman-Janis para pasar desde la solución de
Schwarzschild a la solución de Kerr [117].

123



6.3. Geometría de McVittie

La solución de McVittie en relatividad general es conocida desde 1933
[118, 119], y describe una solución de agujero negro situada en un universo
FLRW en expansión. La solución original asume que la curvatura del espacio-
tiempo es cero en la región que es asintóticamente FLRW; éste es el caso en
el cual nos enfocaremos en este capítulo. Sin embargo, la solución puede ser
generalizada para incluir curvatura espacial positiva o negativa. Es razonable
asumir que la curvatura espacial no influye de manera significativa en la
dinámica de la masa central, si se cumple que el radio de curvatura sea
mucho más grande que el radio gravitacional de la masa central. Bajo estas
condiciones, es posible escribir la geometría de McVittie mediante el siguiente
elemento de línea

ds2 =

(
1− µ
1 + µ

)2

dt2 − (1 + µ)4a2(t)dx2, (6.19)

donde se ha definido
µ =

m

2a(t)|x|
(6.20)

como un parámetro que combina la propiedad de masam de un agujero negro
de Schwarzschild, y el factor de escala a(t) de un universo en expansión. Se
define el centro de la simetría esférica en x = 0. Esta métrica es solución de
las ecuaciones de Einstein-Hilbert para m arbitrario, cuando a(t) es solución
de la ecuación de Friedman para un fluído perfecto con densidad de energía ρ
y presión p. Esta métrica es el caso más general de tres soluciones conocidas
de las ecuaciones de Einstein

para m = 0, tenemos inmediatamente µ = 0, y la geometría se reduce a
un espacio-tiempo en expansión con curvatura espacial plana, es decir
la solución de FLRW plana,

a(t) = 1 reduce la métrica (6.19) a una solución de agujero negro de

Schwarzschild en coordenadas isotrópicas 1, donde r = |x|
(

1 + m
2|x|

)2

,

para a(t) ∼ eH0t (donde H0 = cte), la métrica anterior se reduce a la
métrica de Schwarzschild-de Sitter, adoptando una constante cosmoló-
gica positiva.

1Las coordenadas isotrópicas buscan escribir la métrica de Schwarzschild en una for-
ma donde las hipersuperficies espaciales sean lo más cercanas posibles a una geometría
Euclidiana ds2 = −A2(r)dt2 +B2(r)[dr2 + r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)].
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La métrica de McVittie posee una singularidad inhomogénea y tipo espacial
en µ = 1, lo cual equivale a a(t)|x| = m/2. La superficie delimitada por
esta condición yace en el pasado causal de todos los eventos del espacio-
tiempo, por lo tanto puede interpretarse como una singularidad cosmológica
tipo Big-Bang.

La densidad de energía ρ del fluido presente en la geometría de McVittie
es una función del factor de escala, y va como

ρ =
3H2(t)

κ
, (6.21)

donde κ = 8πG yH(t) = ȧ(t)/a(t) es el parámetro de Hubble. Por tanto, esta
densidad de energía dirige la tasa de expansión del universo. Esta expresión
muy simple contrasta con el hecho de que, si bien la densidad de energía
es constante para hipersuperficies con t = cte, la presión no lo es, y está
determinada por

p =
1

κ

(
−3H2(t) + 2Ḣ2(t)

[
m+ 2|x|a(t)

m− 2|x|a(t)

])
. (6.22)

Una presión inhomogénea puede interpretarse como una fuerza de origen no
gravitacional, que compensa la atracción gravitacional de la masa central,
en tanto la masa sea constante y la densidad de energía ρ sea espacialmente
homogénea.

Las coordenadas que hemos empleado en la métrica (6.19) son tales que
|x| mapea el exterior del agujero negro dos veces, es decir, el rango m/2 <
|x| < ∞ mapea la misma región exterior que el rango 0 < |x| < m/2.
Para una nueva coordenada que defina, de manera análoga a Schwarzschild,
una región interior y exterior por separado, es necesario definir una nueva
coordenada radial dada por

R = (1 + µ)2a(t)x, (6.23)

donde |R| = R representa la coordenada de “área esférica”. La transformación
inversa que va de R a |x| implica invertir una expresión cuadrática en |x|,
por tanto se obtienen dos soluciones dadas por

a(t)|x| = m

2

R

m
− 1±

√(
R

m
− 1

)2

− 1

 . (6.24)

Aplicando esta transformación, la métrica de McVittie se convierte en

ds2 =

(
1− 2m

R
−H2R2

)
dt2 +

2HR√
1− 2m

R

dRdt− dR2

1− 2m
R

−R2dΩ2, (6.25)
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donde dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 y H = H(t). Si ponemos H = cte en esta
expresión, obtenemos la métrica de Schwarzschild-de Sitter en coordenadas
análogas a las coordenadas de Eddington-Finkelstein. Para esta forma de
la métrica, buscaremos una tétrada adecuada que satisfaga las ecuaciones
dinámicas de la gravedad f(T ).

6.4. Geometría de McVittie en gravedad f (T )

Proponemos una tétrada nula asociada a la métrica de McVittie (6.25)
descrita por las coordenadas (t, R, θ, φ), dada por

naµ =
1√
2


e−λ

(√
1− 2m

R
+RH(t)

)
− e−λ√

1− 2m
R

0 0

eλ
(√

1− 2m
R
−RH(t)

)
eλ√
1− 2m

R

0 0

0 0 R iRs(θ)
0 0 R −iRs(θ)

 , (6.26)

la cual involucra un boost radial parametrizado por la función λ = λ(t, R, θ),
que será determinada tal que satisfaga la condición T = 0. Para esta tétrada
nula calculamos el escalar de torsión, obteniéndose

T = −6H(t)2 + 2R−2 − 4R−1∂tλ. (6.27)

Si imponemos que el escalar de torsión se anule, la expresión anterior se
convierte en una ecuación diferencial cuya solución es

λ(t, R) =
t

2R
− 3R

2

∫
H2(t) dt. (6.28)

El resultado T = 0 continúa vigente si agregamos una función que dependa
únicamente de las coordenadas R y θ) a la función λ. Por tanto, hemos con-
cluido que la gravedad f(T ) no permite modificar la geometría de McVittie,
pues encontramos una solución que lleva a un escalar de torsión que se anula
y que resuelve de manera consistente las ecuaciones dinámicas

2κρ = f(T = 0) + 6H2(t)f ′(T = 0),

2κ(p+ ρ) = −4f ′(T = 0)Ḣ(t)
1√

1− 2m/R
.

(6.29)

Para escribir estas ecuaciones hemos utilizado el siguiente tensor de energía-
momento

T µν =


ρ (ρ+ p) R H(t)

√
1− 2m/R 0 0

0 −p 0 0
0 0 −p 0
0 0 0 −p

 , (6.30)
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donde ρ es la densidad de energía y p es la presión de un fluido perfecto [120].

6.5. Solución cosmológica con T = 0

Un resultado interesante que podemos derivar del desarrollo anterior es
que para m = 0, se encuentra una solución cosmológica descrita por una
métrica FLRW que posee T = 0. Las tétradas que describen una solución de
este tipo han sido estudiadas extensivamente desde la formulación de la teoría
f(T ), y es sabido que una cosmología plana puede describirse con una tétrada
diagonal en coordenadas cartesianas que posee T = −6H2(t) [20, 31]. Ya que
nos será útil posteriormente, escribimos esta tétrada diagonal en coordenadas
esféricas, para las cuales obtenemos que

ea
′

µ′ =


1 0 0 0
0 a(t) sin θ cosϕ a(t) r cos θ cosϕ −a (t) r sin θ sinϕ
0 a(t) sin θ sinϕ a(t) r cos θ sinϕ a(t) r sin θ cosϕ
0 a(t) cos θ −a(t) r sin θ 0

 .

(6.31)
En efecto, ya que la solución de McVittie se reduce a la solución FLRW para
m = 0, hemos obtenido otra tétrada apropiada para la métrica FLRW, pero
que tiene T = 0. Dicha tétrada nula se escribe como

naµ =
1√
2


e−λ(t,R) (1 +RH(t)) −e−λ(t,R) 0 0
eλ(t,R) (1−RH(t)) eλ(t,R) 0 0

0 0 R iR sin θ
0 0 R −iR sin θ

 , (6.32)

la cual también es solución de las ecuaciones de movimiento (6.29) para
m = 0, es decir satisface el siguiente sistema de ecuaciones

2κρ = f(T = 0) + 6H2(t)f ′(T = 0),

2κ(p+ ρ) = −4f ′(T = 0)Ḣ(t).
(6.33)

Esto es cierto si usamos la misma función λ(t, R) obtenida en (6.28) la cual,
notablemente, no depende de la masa. Por tanto se tienen dos soluciones que
representan la misma geometría, para un mismo tensor métrico FLRW, pero
con diferentes escalares de torsión. Este resultado sugiere que los grados de li-
bertad de la teoría podrían tener algún rol, desconocido hasta el momento, en
la aparición de tétradas con métrica equivalente pero que otorguen diferentes
geometrías descritas por las ecuaciones dinámicas de la teoría f(T ).
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6.5.1. Simetrías remanentes en cosmología

Es claro que las dos tétradas (6.31) y (6.32), que describen cosmologías
con escalar de torsión diferentes, están relacionadas por una transformación
local de Lorentz. La búsqueda de esta transformación consta de dos pasos.
Primero debemos obtener la tétrada ortonormal eaµ asociada a la tétrada
nula dada en (6.32), y luego escribiremos esta tétrada ortonormal en la carta
original de coordenadas (t, |x|). Si realizamos la transformación de coorde-
nadas inversa dada en (6.24), la cual se reduce a R = a(t)|x| = a(t)r para
m = 0, obtendremos eaµ′ , en términos de la coordenada esférica radial r.

El primer paso mediante el cual se obtiene la tétrada ortonormal eaµ en
términos de la tétrada nula, lo logramos por medio de una transformación
lineal Lab tal que

eaµ = Labn
b
µ

=
1√
2


1 1 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 −i i

×


e−λ (1 +RH(t)) −e−λ 0 0
eλ (1−RH(t)) eλ 0 0

0 0 R iRs(θ)
0 0 R −iRs(θ)



=


coshλ−RH(t) sinhλ sinhλ 0 0
sinhλ−RH(t) coshλ coshλ 0 0

0 0 R 0
0 0 0 Rs(θ)

 ,

(6.34)

donde λ ≡ λ(t, R).
El segundo paso consta en realizar una transformación de coordena-

das en la tétrada, que tome en cuenta el paso desde xµ = (t, R, θ, φ) a
xµ
′

= (t, r, θ, φ). Representamos a la tétrada por la 1-forma ea; ya que este
objeto geométrico es independiente de la elección particular de coordenadas,
se cumple que la expresión

ea = eaµdx
µ = eaµ′dx

µ′ . (6.35)

se preserva tras dicho cambio. La transición de coordenadas xµ → xµ
′ expre-

sada en la ecuación (6.24) implicará que las 1-formas dxµ y dxµ′ sean iguales,
excepto por la 1-forma base dR, que está relacionada con las 1-formas dxµ′

por medio de dR = ȧrdt+ adr. Tomando en cuenta estas consideraciones, se
obtiene que la tétrada transformada es

eaµ′ =


coshλ a(t) sinhλ 0 0
sinhλ a(t) coshλ 0 0

0 0 a(t)r 0
0 0 0 a(t) r sin θ

 . (6.36)
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Está claro que existe una transformación local de Lorentz que conecta a las
tétradas (6.36) y (6.31), la matriz que representa esta transformación tiene
por componentes

Λa′

b =


coshλ sinhλ 0 0

sinhλ sin θ cosφ coshλ sin θ cosφ cos θ cosφ − sinφ
sinhλ sin θ sinφ coshλ sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ

sinhλ cos θ coshλ cos θ − sin θ 0

 ,

(6.37)
las cuales satisfacen ea

′
= Λa′

b eb. Esta matriz puede separarse como el produc-
to de dos rotaciones y un boost, las cuales son representadas, respectivamente,
por el siguiente producto de matrices

Λa
′
b =


1 0 0 0
0 0 c(φ) −s(φ)
0 0 s(φ) c(φ)
0 1 0 0




1 0 0 0
0 c(θ) −s(θ) 0
0 s(θ) c(θ) 0
0 0 0 1




coshλ sinhλ 0 0
sinhλ coshλ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 .

(6.38)
Sabemos que cualquier solución de las ecuaciones dinámicas de la teoría
f(T ) permite un conjunto de simetrías remanentes locales de Lorentz [49].
Tales simetrías son generadas por transformaciones de Lorentz que cumplen
la condición

d(εabcd ea ∧ eb ∧ ηdeΛc
f ′dΛf ′

e) = 0 . (6.39)

El par (ea,Λa′

b) encontrado no satisface esta relación. Esto se debe a que, aun-
que ambas tétradas tienen ecuaciones de movimiento consistentes, el escalar
de torsión que tienen asociadas es diferente, por lo tanto la transformación
(6.37) no es una simetría de la teoría. También poseen una clasificación dife-
rente en lo que concierne a la distinción en n-CAFs. En este caso particular
es posible probar que la tétrada (6.36) es una 1-CAF, ya que la única combi-
nación que es cero es aquella dada por los elementos de la base (e0, e1). Por
otro lado, la tétrada (6.31) es una 3-CAF, como puede encontrarse en [49].
Esto significa que la segunda tétrada admite tres transformaciones locales de
Lorentz que dejan T inalterado, mientras que la primera solución admite un
boost local asociado con el grado de libertad de la función λ. Entonces, la
transformación (6.37) no es una simetría remanente de las ecuaciones diná-
micas de la gravedad f(T ) ya que cambian el escalar de torsión T .

6.6. Conclusiones
Uno de los propósitos para los cuales fue elaborada la gravedad f(T )

corresponde a modificar soluciones de relatividad general con el objetivo de
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encontrar deformaciones a energías altas y bajas por medio de un enfoque
geométrico. A partir del método de la tétrada nula hemos mostrado que es
relativamente fácil encontrar soluciones de la gravedad teleparalela con un
escalar de torsión nulo o constante. Estas soluciones son también soluciones
de la gravedad f(T ), que tienen asociadas una constante de Newton y cons-
tante cosmológica modificadas, siempre que se cumpla que f(T = 0) 6= 0 y
f ′(T = 0) 6= 1. De esta forma, hemos encontrado que la geometría de Kerr y
la de McVittie también son soluciones de la gravedad f(T ), ya que admiten
una tétrada para la cual el escalar de torsión se anula. Este argumento fue
utilizado en [31] para mostrar que la geometría de Schwarzschild es también
una solución de las f(T ), sin embargo hemos probado que geometrías con si-
metría axial como las métricas de Kerr y McVittie, también son solución de
las ecuaciones dinámicas. Además, en el caso de McVittie, cuando se toma
m = 0 se obtiene una tétrada que describe una cosmología de FLRW. Ya
que era conocida otra solución cosmológica para las f(T ) con T = −6H2. El
hecho de encontrar, en el contexto cosmológico, dos tétradas con diferente
escalar de torsión, podría estar evidenciando el grado de libertad adicional
de la teoría f(T ). Por otro lado, sería de interés conocer si el método de la
tétrada nula puede ser aplicado a otros tipos de geometrías más generales.
La existencia de soluciones de relatividad general que no son modificables
por la teoría f(T ) puede tener relación con puntos de equilibrio de solucio-
nes cosmológicas [64]. No obstante, aún queda mucho espacio para trabajo
futuro en lo que respecta a la búsqueda de soluciones en gravedad f(T ), para
lo cual el método de la tétrada nula presentado en este capítulo es una bue-
na herramienta. Para otro tipo de geometrías sin simetría axial, es preciso
buscar métodos alternativos que simplifiquen la búsqueda.
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Conclusiones generales
y trabajo futuro

En esta Tesis hemos estudiado modificaciones al equivalente teleparale-
lo de la relatividad general que definen un espectro de teorías de gravedad
conocidas como gravedad f(T ), con el propósito de desarrollar métodos que
nos permitan comprender sus grados de libertad y la interpretación física
de éstos. Para emprender esta tarea, comenzamos en el Capítulo 1 con una
introducción teórica a la geometría diferencial, a los conceptos de torsión y
curvatura, y cómo a partir de estos conceptos se define la gravedad teleparale-
la. El Capítulo 2 contiene una introducción a los fundamentos de la gravedad
f(T ), y algunos tópicos de interés relacionados con los grados de libertad
de la teoría. Puesto que fue utilizado el algoritmo de Dirac–Bergmann para
sistemas Hamiltonianos con vínculos como método principal para el conteo
de los grados de libertad, es que hemos realizado una introducción teórica a
este procedimiento en el Capítulo 3.

El trabajo original realizado en esta Tesis comienza en el Capítulo 4, don-
de se ha estudiado el formalismo Hamiltoniano de la gravedad teleparalela,
desarrollando un método original para la obtención de los vínculos primarios
y secundarios y el cálculo del álgebra de vínculos. El contenido expuesto en
este Capítulo está fuertemente basado en [99]. En un primer paso, hemos
reescrito el Lagrangiano de la gravedad teleparalela en un formalismo que
prescinde de la métrica y lo reescribe en términos de derivadas antisimétricas
de la tétrada, la tétrada misma, y un objeto matemático que hemos llamado
supermétrica. La supermétrica, que ha sido introducida por primera vez en
este trabajo, depende únicamente de los invariantes de Lorentz ηab y δab , y
revela ser un objeto importante en la estructura Lagrangiana de la teoría.
Este formalismo nos permite encontrar los vínculos primarios por medio de
los autovectores nulos de la matriz que aparece en la relación lineal entre
los momentos canónicos y las velocidades. Se obtienen n vínculos primarios
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G
(1)
c ≈ Π0

c ≈ 0 asociados al hecho de que el Lagrangiano no depende de ∂0E
a
0 .

Por otro lado, se encuentran n(n−1)
2

vínculos G(1)
ab que están asociados a trans-

formaciones locales de Lorentz. Hemos estudiado la consistencia en el tiempo
de estos vínculos utilizando el Hamiltoniano primario, el cual depende del
Hamiltoniano canónico. Para hallar este último introdujimos una notación
de multi-índices, la cual transforma objetos matemáticos con pares de índi-
ces ( )ea a un único índice ( )A. Esto permite manejar de manera sencilla el
despeje de los momentos canónicos en función de las velocidades. Una vez
encontrado el Hamiltoniano canónico y primario, estudiamos la consistencia
de los vínculos primarios, lo cual otorga n vínculos secundarios G(2)

0 y G(2)
i .

Estos vínculos se corresponden a los vínculos de super-Hamiltoniano y super-
momento de la formulación ADM de la relatividad general. Por otro lado, los
vínculos G(1)

ab satisfacen el álgebra de Lorentz. Se ha demostrado que todos
los vínculos son de primera clase, y hemos encontrado las transformaciones
de gauge que todos los vínculos de primera clase producen en la tétrada. Se
concluye que los grados de libertad de la gravedad teleparalela son n(n−3)

2
, el

mismo número que para la relatividad general.

Continuamos en el Capítulo 5 desarrollando la formulación Hamiltoniana
de la gravedad f(T ) a partir del formalismo desarrollado para la gravedad
teleparalela. La mayor parte del contenido de este Capítulo está basado en
[104]. Hemos reescrito el Lagrangiano de la gravedad f(T ) en una forma ma-
temáticamente equivalente con la ayuda de un campo escalar φ = f ′(T ) que
añade una coordenada canónica adicional al formalismo. La presencia de esta
coordenada genera un vínculo primario adicionalG(1)

π que altera por completo
la estructura de vínculos. Otros vínculos primarios presentes en la formula-
ción son los vínculos G(1)

c y los vínculos G(1)
ab asociados a transformaciones

locales de Lorentz. Estos últimos se ven modificados por un término que es
proporcional a φ. Como fue mostrado, este término modifica por completo el
álgebra de vínculos en comparación con el caso de la gravedad teleparalela,
puesto que el corchete de Poisson {G(1)

π , G
(1)
ab } es diferente de cero. Al estudiar

la consistencia temporal de todos estos vínculos, se encuentran los vínculos
secundarios G(2)

0 y G(2)
i que son análogos a los vínculos de super-Hamiltoniano

y super-momento de ADM. La presencia del vínculo G(1)
π y el hecho que G(2)

0

depende de φ dan como resultado que el corchete {G(1)
π , G

(2)
0 } es también

diferente de cero. La estructura de la matriz que contiene los corchetes de
Poisson de los vínculos primarios con el resto de los vínculos, denotada por
Cρ̂ρ, indica que debemos redefinir la base de vínculos para encontrar un sub-
conjunto de vínculos de segunda clase, cuya sub-matriz de corchetes ∆AB

tenga determinante diferente de cero. La estructura de los autovectores nulos
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de la matriz Cρ̂ρ muestra que podemos tomar uno de los vínculos de Lorentz
y combinarlo con G

(2)
0 para obtener un super-Hamiltoniano G̃(2)

0 que es de
primera clase, a cambio de que un vínculo de Lorentz pase a ser de segunda
clase. En otras palabras, el conjunto de vínculos G(1)

π , G(2)
0 y G(1)

ab puede ser
reescrito como un conjunto de n(n−1)

2
− 1 vínculos de primera clase G̃(1)

ab más
el vínculo G̃(2)

0 , y el conjunto de vínculos de segunda clase G̃(1)
|ab|, G

(1)
π (don-

de |ab| denota un único par de subíndices). El conteo de grados de libertad
indica que la gravedad f(T ) posee n(n−3)

2
+ 1 grados de libertad, esto signi-

fica que posee un grado de libertad extra en comparación con la gravedad
teleparalela (y la relatividad general). Este número es diferente a resultados
previos obtenidos por otros autores, no obstante hemos explicado las fuentes
del error cometido por ellos. El resultado de que la teoría tendría un grado de
libertad extra sugiere que la teoría debería poseer un marco de Einstein, sin
embargo la pérdida de la invariancia local de Lorentz en esta teoría restringe
las transformaciones que posibilitan la existencia de este marco.

En la parte final de este trabajo, que constituye el Capítulo 6, hemos
estudiado soluciones de vacío en gravedad f(T ) que también son solución de
la relatividad general. Las soluciones estudiadas corresponden a la geometría
de agujero negro rotante de Kerr [108], y la solución de agujero negro cosmo-
lógico de McVittie [109]. La búsqueda de una tétrada que es solución de las
ecuaciones de movimiento de la gravedad f(T ) se ve facilitada por medio del
método de la tétrada nula. Este procedimiento es posible de realizar cuando
tenemos soluciones con simetría axial, y permite dejar la métrica invarian-
te por medio de la redefinición de dos vectores nulos base por medio de un
parámetro que caracteriza un boost radial. Para ambas geometrías hemos
encontrado valores para el parámetro libre que se corresponden con tétradas
que resuelven las ecuaciones de movimiento de manera consistente. En el ca-
so particular de McVittie con m = 0, encontramos una solución cosmológica
con T = 0. Esto es notable, pues ya son conocidas soluciones cosmológicas,
con idéntica métrica, que poseen T = −6H2. Probablemente estemos ante
un indicio del grado de libertad adicional de la teoría; este tema debe ser
estudiado en profundidad a futuro.

La importancia del trabajo realizado en esta Tesis radica en las herra-
mientas desarrolladas para estudiar nuevas teorías de gravedad con estruc-
tura teleparalela. La gravedad teleparalela posee un amplio potencial como
teoría base para construir modelos de gravedad más complejos. Para todos
estos modelos que tengan aplicaciones interesantes en cosmología y pretendan
ser una descripción realística de la naturaleza, siempre es necesario estudiar
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su consistencia interna, y para ésto el procedimiento Hamiltoniano es de uti-
lidad. El resultado acerca de los grados de libertad de la gravedad f(T ) es
novedoso, así como el mecanismo de violación de simetrías de Lorentz. La for-
ma en la cual esta teoría provoca la pérdida de la invariancia local de Lorentz
es un tema abierto, y si bien nuestro trabajo implica que es sólo un gene-
rador de transformaciones de Lorentz que deja de ser simetría de la teoría,
es preciso entender qué significa esto y si es posible enmarcar este resultado
por medio del acoplamiento de un campo escalar, o un campo vectorial que
posea un único grado de libertad.

Existen muchas formas de continuar el trabajo realizado en esta Tesis. En
lo que respecta al formalismo Hamiltoniano de la gravedad teleparalela, es
posible aplicar los métodos desarrollados para una gran variedad de teorías
teleparalelas extendidas que no forman parte del paradigma de la gravedad
f(T ). La extensión más fácil corresponde a aquella para la cual dejamos libres
los parámetros ai del Lagrangiano teleparalelo más general posible. Por otro
lado, es posible estudiar extensiones más generales como la teoría teleparalela
tipo Born-Infeld [20], la gravedad teleparalela determinantal [22], extensiones
tipo Lovelock [54], extensiones tipo Gauss-Bonnet [51], entre otras. En estas
últimas, esperamos que los métodos desarrollados en el Capítulo 5 sean de
utilidad, sin embargo nuevas estrategias deberán ser desarrolladas para cada
caso en particular. El estudio de las transformaciones conformes y la pérdida
de la invariancia local de Lorentz en estas teorías es también un problema
abierto que puede ser confrontado utilizando las herramientas desarrolladas
en esta Tesis. Finalmente, el método de la tétrada nula es extendible a otras
soluciones de relatividad general que poseen simetría axial, y las soluciones
FLRW con diferente escalar de torsión sugieren estudiar la estabilidad de so-
luciones cosmológicas como medio para entender este comportamiento. Está
claro que el estudio de las teorías de gravedad basadas en el teleparalelismo
es un campo de investigación reciente, y hay mucho que queda por hacer, no
obstante serán las observaciones actuales y futuras las que nos ayuden a dis-
cernir los modelos de gravedad viables y que correspondan a una descripción
certera de la naturaleza.
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Apéndice A

Geometría diferencial

Vectores

En relatividad general el espacio-tiempo se considera como una variedad
diferenciable M, en la cual cada punto está asociado a un punto en IRn a
través de una carta. Diferentes asignaciones o cartas se diferencian entre sí
por una transformación de coordenadas que llevan de la variedad M a IRn. Si
la transformación es diferenciable, entonces la variedad también lo es. Toda
variedad puede cubrirse a lo largo de su extensión por medio de conjun-
tos abiertos. Los conjuntos abiertos corresponden a una generalización del
intervalo abierto en la línea de los números reales. En una variedad de n di-
mensiones, los conjuntos abiertos corresponden a bolas, pero cuando aún no
se tiene un concepto de distancia para definirlas 1, esto se realiza por medio
de la definición de una topología en la variedad. Con el fin de establecer un
constructo matemático para definir una variedad en física, es que introdu-
ciremos el concepto de vector en M. Para ésto, recurrimos al concepto de
curva, que siempre es posible de definir incluso en la ausencia de la noción
de distancia. Una curva se define por medio de n ecuaciones paramétricas de
la forma

xi = xi(λ), (A.1)

donde una definición de λ distinta dará lugar a una curva diferente, puesto
que la velocidad con la cual se recorre no será igual en ambas curvas. La
noción de velocidad está directamente relacionada con el concepto de vec-
tor tangente a la curva. Si ponemos una función f sobre la variedad M, y

1Una bola es un conjunto de puntos que distan de otro igual o menos que una distancia
particular, llamada radio.
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tomamos la derivada sobre una curva xi(λ) en un punto P, obtenemos

df

dλ

∣∣∣∣
P

=
d

dλ
f(xi(λ))

∣∣∣∣
P

=
∂f

∂xi
dxi

dλ

∣∣∣∣
P

. (A.2)

Si nos abstraemos de la función f , es posible establecer que V i = dxi

dλ
son

las componentes del vector tangente a la curva en el punto P, es decir que
podemos escribir

d

dλ

∣∣∣∣
P

= V i ∂

∂xi

∣∣∣∣
P

. (A.3)

En el lado izquierdo de esta igualdad, el vector que define la derivación depen-
de únicamente del parámetro λ, por tanto un vector es un objeto geométrico
que no depende de la carta. Denotaremos un vector por V = d

dλ
= V i ∂

∂xi
,

donde el conjunto
[
∂
∂xi

]
forma una base en el espacio vectorial tangente en el

punto P. Este espacio tangente lo denotaremos por TP , y corresponde a una
buena aproximación de la variedad M en un intervalo abierto en la vecindad
de P.

Vemos que
{

∂
∂xi

}
es una base coordenada, sin embargo podríamos definir

una base {Ea}, a = 1, ..., n más general. A estas bases las llamaremos anho-
lónomas. En particular, en una base coordenada se tiene que

{
∂
∂xi
, ∂
∂xj

}
= 0,

es decir las derivadas parciales conmutan. Por otro lado, en una base anholó-
noma esto no es necesariamente cierto, o sea {Ea, Eb} 6= 0. Si representamos
un cambio de base por medio de una matriz Λa′

a tal que Ea = Λa′
a Ea′ , estare-

mos induciendo una transformación V a′ = Λa′
a V

a en las componentes de un
vector.

Formas diferenciales
Definimos una 1−forma ω̃ como una aplicación lineal que toma un vector

desde el espacio tangente y lo lleva a los números reales, tal que ω̃ : TP −→ IR.
Posee linealidad en el sentido que, siendo α y β dos números reales, satisface
que

ω̃(αV + βW ) = αω̃(V ) + βω̃(W ). (A.4)

Así mismo, podemos definir combinaciones lineales de 1−formas

(αω̃ + βη̃)(V ) = αω̃(V ) + βη̃(V ), (A.5)

que nos permite definir el espacio vectorial cotangente o dual T∗P . Las bases
coordenadas de este espacio vectorial serán definidas a partir de la acción de
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un diferencial d de una función prueba f aplicada sobre un vector, es decir

df(V ) = V i ∂f

∂xi
. (A.6)

En particular, cuando f = xj, tenemos que dxj(V ) = V i ∂xj

∂xi
= V j = V kδjk.

Por tanto, podemos pensar en la acción del diferencial dxj sobre la base de
vectores como una relación de completitud, es decir dxj

(
∂
∂xk

)
= δjk. Por tan-

to, el conjunto de n 1−formas {d̃xj} forma una base del espacio cotangente.
Cualquier 1−forma ω̃ puede ser escrita como la combinación lineal ω̃ = ωjdx

j.

Sea {Ea} una base anholónoma del espacio tangente TP , podemos definir
la base anholónoma del espacio dual T∗P como {Ẽa}, tal que satisfaga la
relación de completitud Ẽa(Eb) = δab .

Debido a la relación de dualidad que satisfacen 1−formas y vectores base,
si realizamos un cambio de base en las 1−formas de la forma Ẽb = Λb

b′Ẽ
b′ ,

las componentes ωa de una 1−forma ω̃ = ωaẼ
a se verán transformadas como

ωb′ = Λb
b′ωb.

Tensores

Los tensores son objetos geométricos que generalizan la noción de vectores
y 1−formas. Un tensor de tipo

(
r
s

)
es una aplicación lineal T : T∗P × · · · ×

T∗P ×TP×· · ·×TP −→ IR, la cual toma r 1−formas y s vectores para otorgar
un número real. Con este fin, es que debemos descomponerlo en una base de
r vectores y s 1−formas tal que

T = T a1...arb1...bsEa1 ⊗ ...⊗ Ear ⊗ Ẽb1 ⊗ ...⊗ Ẽbs . (A.7)

Bajo esta definición, los vectores son tensores de tipo
(

1
0

)
, y las 1−formas son

tensores de tipo
(

0
1

)
. Los tensores poseen las mismas propiedades de linealidad

que vectores y 1−formas, es decir satisfacen

T(· · · , αω̃ + βη̃, · · · ) = αT(· · · , ω̃, · · · ) + βT(· · · , η̃, · · · ), (A.8)

donde la 1−forma αω̃ + βη̃ se aplica en alguna de las primeras r entradas
del tensor. Una relación idéntica se cumple si aplicamos el tensor en una
combinación lineal de vectores αV +βW , en alguna de las últimas s entradas.
Finalmente, el espacio de tensores tipo

(
r
s

)
es un espacio vectorial, y posee
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todas las propiedades de un espacio vectorial. En particular, se satisface
además la propiedad distributiva

(αT + βT′)(ω̃1, · · · , ω̃r, V 1, · · · , V s) ≡ αT(ω̃1, · · · , ω̃r, V 1, · · · , V s)

+ βT′(ω̃1, · · · , ω̃r, V 1, · · · , V s).
(A.9)

Es de interés en el cálculo exterior un tipo particular de tensores: las
p−formas, definidas como un tensor

(
0
p

)
totalmente antisimétrico. Es decir,

sea una p−forma
ω̃ = ω[ab...c]Ẽ

a ⊗ Ẽb ⊗ · · · ⊗ Ẽc, (A.10)

donde los p-índices a, b, ...c se encuentran totalmente antisimetrizados. Por
tanto, las únicas componentes que sobreviven son aquellas en las cuales nin-
guno de los índices a, b, ...c se repite. Si los índices a = 1, ...n y p > n,
entonces al menos uno de los índices estará repetido, por tanto la p−forma
es inmediatamente cero, es decir no existen p−formas con dimensión mayor
a la del espacio en la cual están definidas. Mientras que si p ≤ n, habrán(
n
p

)
= n!

(n−p)!p! componentes independientes.

Producto wedge

Ahora definiremos una operación entre p−formas, que permite incremen-
tar su dimensionalidad. El producto wedge de dos 1−formas α y β es la
2−forma denotada por

α ∧ β = α⊗ β − β ⊗ α. (A.11)

De esta definición se identifica inmediatamente el carácter antisimétrico de
esta operación, es decir

α ∧ β = −β ∧ α, (A.12)

lo cual implica también que el producto wedge entre dos 1−formas idénticas
es cero

α ∧ α = 0. (A.13)

Es posible obtener p−formas de órdenes superiores tomando productos wedge
sucesivos de 1−formas, de tal forma que una p−forma arbitraria puede ser
escrita en términos de productos wedge de 1−formas de la base Ẽa de la
siguiente forma

α =
1

p!
αa1a2...apẼ

a1 ∧ Ẽa2 ∧ ... ∧ Ẽap . (A.14)
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Si tenemos una p−forma ω̃ y una q−forma θ̃, es posible demostrar la siguiente
identidad

ω̃ ∧ θ̃ = (−1)pq θ̃ ∧ ω̃. (A.15)
Por tanto, el producto wedge de una q−forma consigo misma θ̃ ∧ θ̃ =
(−1)q

2
θ̃ ∧ θ̃ será cero si q es impar, y diferente de cero para q par.

Derivada exterior
La derivada exterior corresponde a una aplicación lineal cuya caracte-

rística primordial es que mapea una p−forma en una p + 1−forma; estará
denotada con el símbolo d. Para una función común f (una 0−forma), se
define la derivada exterior como

d̃f =
∂f

∂xi
d̃x

i
, (A.16)

donde se subentiende una suma implícita en el índice i. Para formas de
órdenes superiores, por ejemplo para una p−forma ω̃, se tiene que su derivada
exterior es

dω̃ =
1

p!
d̃ωij...k ∧ d̃x

i ∧ ... ∧ d̃xk,

=
1

p!
ωij...k,ld̃x

l ∧ d̃xi ∧ ... ∧ d̃xk.
(A.17)

Por otro lado, puede demostrarse que si α̃ es una p−forma y β̃ una
q−forma, la derivada exterior del producto wedge de ambas será

d(α̃ ∧ β̃) = d̃α ∧ β̃ + (−1)pα̃ ∧ d̃β. (A.18)

Es simple ver de (A.16) que aplicando dos veces la derivada exterior a una
0−forma, el resultado es cero, pues en

d(df) = d

(
∂f

∂xi
dxi
)

=
∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi = 0, (A.19)

se obtiene una expresión simétrica multiplicando un producto antisimétrico,
lo cual se anula. Esta propiedad, llamada de nilpotencia, es extendible a
formas de órdenes superiores.

Una forma α es cerrada si dα = 0, mientras que una forma α es exacta si
es que α = dβ, donde β es una forma de un orden inferior que α. Se concluye
que toda forma exacta es cerrada, mas no toda forma cerrada es exacta. Esto
último es cierto localmente, pero no a nivel global puesto que depende de la
topología de la variedad definida.
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Derivada de Lie y derivada covariante
Definiremos la derivada de un vector V en la dirección de un vector U

como
£UV = [U, V ]. (A.20)

Esta es conocida como la derivada de Lie, y evalúa el cambio del vector
V a lo largo de otro vector U . Esta definición geométrica es independiente
de las coordenadas, y puede definirse en cualquier variedad diferenciable. Si
escribimos la derivada de Lie en términos de coordenadas, obtenemos

£UV = (Uk∂kV
j − V k∂kU

j)
∂

∂xj
, (A.21)

donde vemos que el resultado es una combinación lineal de los vectores ∂
∂xj

.
El segundo término V k∂kU

j involucra una derivada de las componentes del
vector que indica la dirección de derivación, lo cual indica que la derivada
de Lie no es una derivada direccional. Este hecho motiva la definición de la
derivada covariante.

La derivada covariante de V en la dirección de U será denotada por la
expresión ∇UV . Exigimos que satisfaga las siguientes propiedades de distri-
bución y asociatividad

∇U(fV ) = (∇Uf)V + f∇UV ,

∇U(V +W ) = ∇UV +∇UW,

∇U+SV = ∇UV +∇SV ,

∇fUV = f∇UV .

(A.22)

La última propiedad garantiza que la derivada covariante∇UV es direccional.
Si descomponemos la derivada covariante ∇UV en una base anholónoma,
obtenemos lo siguiente

∇UV = ∇UaEa
(V bEb) = Ua∇Ea

(V bEb)

= Ua∇Ea
(V bEb) = UaEa(V

b)Eb + UaV b∇Ea
Eb.

(A.23)

De esta expresión vemos que el único objeto que aún no está definido es
∇Ea

Eb. Corresponde a un nuevo objeto geométrico que dará cuenta de la
variación de un vector base a lo largo de otro vector base.

150



Apéndice B

Las matrices C y D en gravedad
teleparalela

Presentamos la expresión completa para la matriz CA
B en n = 4, la cual

aparece en la definición de los momentos canónicos en el Capítulo 4. Rea-
lizando la asignación por medio de la notación multi-índice definida ahí,
transformamos el objeto tensorial Cab

ef en una matriz cuadrada CA
B cuyas

componentes son

CAB =



0 0 0 0 0 2c6 −2d4 −2d5 0 −2d4 2c5 −2d6 0 −2d5 −2d6 2c4
0 −c6 d4 d5 c6 0 −d2 −d3 −d4 −d2 2d1 0 −d5 −d3 0 2d1
0 d4 −c5 d6 −d4 2d2 −d1 0 c5 −d1 0 −d3 −d6 0 −d3 2d2
0 d5 d6 −c4 −d5 2d3 0 −d1 −d6 0 2d3 −d2 c4 −d1 −d2 0
0 c6 −d4 −d5 −c6 0 d2 d3 d4 d2 −2d1 0 d5 d3 0 −2d1

2c6 0 −2d2 −2d1 0 0 0 0 2d2 0 −2c3 −2d6 2d3 0 −2d6 −2c2
−2d4 d2 d1 0 −d2 0 c3 d6 −d1 c3 0 d5 0 d6 d5 −2d4
−2d5 d3 0 d1 −d3 0 d6 c2 0 d6 −2d5 d4 −d1 c2 d4 0

0 −d4 c5 −d6 d4 −2d2 d1 0 −c5 d1 0 d3 d6 0 d3 −2d2
−2d4 d2 d1 0 −d2 0 c3 d6 −d1 c2 0 d5 0 d6 d5 −2d4
2c5 −2d1 0 −2d1 2d1 −2c3 0 −2d5 0 0 0 0 2d3 −2d1 0 −2c1
−2d6 0 d3 d2 0 −2d6 d5 d4 −d3 d5 0 c1 −d2 d4 c1 0

0 −d5 −d6 c4 d5 −2d3 0 d1 d6 0 −2d3 d2 −c4 d1 d2 0
−2d5 d3 0 d1 −d3 0 d6 c2 0 d6 −2d5 d4 −d1 c2 d4 0
−2d6 0 d3 d2 0 −2d6 d5 d4 −d3 d5 0 c1 −d2 d4 c1 0
2c4 −2d1 −2d2 0 2d1 −2c2 −2d4 0 2d2 −2d4 −2c1 0 0 0 0 0


(B.1)

donde hemos realizado las siguientes definiciones

c1 = (e0
0)2 − (e0

1)2, c2 = (e0
0)2 − (e0

2)2,

c3 = (e0
0)2 − (e0

3)2, c4 = (e0
1)2 + (e0

2)2,

c5 = (e0
1)2 + (e0

3)2, c6 = (e0
2)2 + (e0

3)2,

d1 = e0
0e

0
1, d2 = e0

0e
0
2, d3 = e0

0e
0
3,

d4 = e0
1e

0
2, d5 = e0

1e
0
3, d6 = e0

2e
0
3.

(B.2)
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Escribimos esta matriz en términos de componentes sólo con propósitos ilus-
trativos, puesto que los cálculos de los corchetes de Poisson fueron realizados
con la expresión tensorial Cab

ef = e0
ce

0
dM

cedf
ab .

Es posible obtener las matrices CAB y CAB a partir de esta expresión
por medio de la aplicación de la super-métrica de Minkowski ηAB, tal que
CAB = ηACC

C
B, CAB = ηBCCA

C . La matriz DA
B se obtiene por medio de la

expresión
DA

B = λ−2(CA
B + αwAwB).
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Apéndice C

Corchetes de Poisson y álgebra de
vínculos

En este Apéndice resumiremos algunos cálculos intermedios en lo que
concierne al álgebra de vínculos de la gravedad teleparalela. Esto con el fin
de facilitar la reproducción de los cálculos presentados en los Capítulos 4
y 5. Debido a que varios de los vínculos en gravedad f(T ) son idénticos o
poseen ligeras modificaciones a los vínculos en ETRG, es que la mayoría de
los cálculos aquí presentados son válidos para calcular el álgebra de vínculos
de ambas teorías.

En ETRG tenemos los vínculos primarios G(1)
c = Π0

c ≈ 0 y G
(1)
ab =

2ηe[bΠ
i
a]E

e
i + 4E∂iE

c
je

0
[be

i
ae
j
c]. El corchete {G

(1)
a , G

(1)
b } se anula de manera tri-

vial, puesto que es un corchete entre dos momentos canónicos. El corchete
entre ambos vínculos primarios se anula, puesto que

{Π0
d(x), 2ηe[bΠ

i
a]E

e
i + 4E∂iE

c
je

0
[be

i
ae
j
c]}

= {Π0
d(x), 4Ee0

[be
i
ae
j
c]}∂

y
i E

c
j

= (−4e0
dEe

0
[be

i
ae
j
c] + 4Ee0

de
0
[be

i
ae
j
c])∂

y
i E

c
j = 0.

(C.1)

El corchete entre los vínculos primarios del álgebra de Lorentz queda como

{G(1)
ac (x), G

(1)
ef (y)} = {2ηd[cΠ

i
a]E

d
i + 4E∂iE

d
j e

0
[ce

i
ae
j
d], 2ηg[fΠ

k
e]E

g
k + 4E∂kE

g
l e

0
[fe

k
ee
l
g]}

2ηecE
d
i ηd[aΠ

i
f ] + 2ηafE

d
i ηd[cΠ

i
e] − 2ηcfE

d
i ηd[aΠ

i
e] − 2ηacE

d
i ηd[cΠ

i
f ]

+ 4E∂jE
b
k

(
ηcee

0
[ae

j
be
k
f ] + ηafe

0
[ce

j
be
k
e] − ηcfe0

[ee
j
ae
k
b] − ηaee0

[fe
j
ce
k
b]

)
= ηecG

(1)
fa + ηafG

(1)
ec − ηcfG(1)

ea − ηaeG
(1)
fc .

(C.2)

Esta es el álgebra que satisfacen los generadores del grupo de Lorentz. En
los resultados que presentemos en este Apéndice, se subentiende que hay un
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factor δ(x − y) que multiplica el resultado final. Por ejemplo, este factor va
al final de la expresión (C.2) pero lo hemos omitido porque no se presta para
confusión. Haremos esto por comodidad, no obstante cuando tengamos de-
rivadas espaciales de la delta de Dirac las pondremos de manera explícita.
Además, es necesario indicar respecto a qué coordenada se está derivando,
por lo tanto adoptaremos la notación ∂xµ y ∂yν para indicar esto. Estaremos
indicando la dependencia en (x), (y), ∂x y ∂y de acuerdo a si existe conflicto
o no con el resto de los campos involucrados en el cálculo.

Continuamos con los vínculos secundarios en gravedad teleparalela, los
cuales son el vínculo de super-momento

G
(2)
i = ∂iE

c
jΠ

j
c − ∂j(Ec

iΠ
j
c) ≈ 0, (C.3)

y el vínculo de super-Hamiltoniano

G
(2)
0 = H−∂i(Ec

0Πi
c) =

1

2
e(ΠA−PA)(ΠB−PB)DAB−∂iΠi

cE
c
0+U ≈ 0, (C.4)

donde se han realizado las siguientes definiciones

U =
1

2
E∂iE

a
j ∂kE

b
l e
i
ce
j
ee
k
de
l
fM

cedf
ab ,

PA = E∂iE
b
ke

0
ce
i
de
k
fM

cedf
ab ,

EB
0 = eif∂iE

b
0.

(C.5)

Calcularemos el corchete de Poisson del vínculo primario G(1)
c con estos

dos vínculos secundarios. El corchete {G(1)
c , G

(2)
i } es trivialmente cero, pues

la expresión G(2)
i no tiene dependencia con Ea

0 o eaµ, que son las únicas expre-
siones que conmutan con Π0

c . Por otro lado, el corchete {G(1)
c , G

(2)
0 } es algo

más complicado, y puede escribirse como

{G(1)
c (t,x), G

(2)
0 (t,y)} = {Π0

c(x),
1

2
e(ΠA−PA)DAB(ΠB−PB)−∂yi Πi

aE
a
0 +U(y)}.

(C.6)
En este corchete, hay varios sub-corchetes que son diferentes de cero. A saber,
{Π0

c , e}, {Π0
c , PA}, {Π0

c , D
AB}, {Π0

c , U(y)} y, por supuesto, {Π0
c , E

a
0}. No es

difícil mostrar que

{Π0
c , PA} = E∂jE

d
kC

ef
ad (ejce

k
f − ekce

j
f ),

{Π0
c , D

AB} = −2e0
cD

AB.
(C.7)
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Además, tenemos que

{Π0
c(x), U(y)} = −e0

cU −
1

2
E∂yi E

b
j∂

y
kE

a
lM

gehf
ab (eice

0
he
j
fe
k
ge
l
e + ejce

i
he

0
fe
k
ge
l
e

+ ekce
i
he
j
fe

0
ge
l
e + elce

i
he
j
fe
k
ge

0
e).

(C.8)

Poniendo todas estas expresiones en (C.6), se obtiene la expresión

{Π0
c(x), G

(2)
0 (y)} = ∂yi Πi

c − e0
cU

− 1

2
E∂yi E

b
j∂

y
kE

a
lM

gehf
ab (eice

0
he
j
fe
k
ge
l
e + ejce

i
he

0
fe
k
ge
l
e + ekce

i
he
j
fe

0
ge
l
e + elce

i
he
j
fe
k
ge

0
e)

− 1

2
ee0
c(ΠA − PA)DAB(ΠB − PB)− ΠBD

AB∂yjE
d
kC

eg
ad (ejce

k
g − ejgekc )

+ PB(y)DAB∂yjE
d
kC

eg
ad (ejce

k
g − ejgekc ).

(C.9)

Es necesario tener en cuenta que las matrices C y D, al ser pseudo-inversas
la una de la otra, satisfacen la siguiente relación

Dab
efC

eg
ad = δbdδ

g
f , (C.10)

la cual nos permite escribir

−PB∂jEb
k(e

j
ce
k
f − e

j
fe
k
c ) = −E∂mEa

l e
0
ge
m
h e

l
eM

gfhe
ba ∂jE

b
k(e

j
ce
k
f − e

j
fe
k
c ) =

− ejcE∂mEa
l e

0
he
m
g e

i
fe
l
eM

gehf
ab (∂jE

b
i − ∂iEb

j ).

(C.11)

Por otro lado, se tiene que

1

2
E∂iE

b
j∂kE

a
lM

gehf
ab (eice

0
he
j
fe
k
ge
l
e + ejce

i
he

0
fe
k
ge
l
e + ekce

i
he
j
fe

0
ge
l
e + elce

i
he
j
fe
k
ge

0
e) =

ejcE∂mE
a
l e

0
he
m
g e

i
fe
l
eM

gehf
ab (∂jE

b
i − ∂iEb

j ).

(C.12)

Juntando estos resultados de vuelta en (C.6), se tiene finalmente que

{Π0
c , G

(2)
0 } = ∂iΠ

i
a(E

a
0e

0
c + Ea

i e
i
c)− e0

cU

− 1

2
ee0
c(ΠA − PA)DAB(ΠB − PB)− ejcΠi

b(∂jE
b
i − ∂iEb

j )

= −(e0
cG

(2)
0 + eicG

(2)
i )δ(x− y).

(C.13)

155



Ahora calcularemos los corchetes de Poisson del vínculo primario G(1)
ab con

los dos vínculos secundarios. El cálculo más simple corresponde a {G(1)
ac (x), G

(2)
j (y)},

que se puede ver como

{G(1)
ac (x), G

(2)
j (y)} = {2ηd[cΠ

i
a]E

d
i +4E∂xi E

b
ke

0
[ce

i
ae
k
b], E

g
j ∂

y
l Πl

g+Πl
g(∂

y
l E

g
j−∂

y
jE

g
l )}.

(C.14)
Esto puede expandirse en cuatro partes, las cuales son todas cero de manera
independiente. A saber,

{2ηd[cΠ
i
a]E

d
i (x), Eg

j ∂
y
l Πl

g(y)} = −(ηdc∂lΠ
l
a(y)− ηda∂lΠl

c(y))Ed
j (x)δ(x− y)

+ (ηdcΠ
i
a(x)− ηdaΠi

c(x))Ed
j (y)∂yi δ(x− y) = 0,

(C.15)

{2ηd[cΠ
i
a]E

d
i (x),Πl

g(∂
y
l E

g
j − ∂

y
jE

g
l )} = 2ηd[cΠ

i
a](∂iE

d
j (y)− ∂jEd

i (y))δ(x− y)

− 2ηd[cΠ
i
a](y)∂xi E

d
j (x)δ(x− y) + 2ηd[cΠ

i
a](y)∂xjE

d
i (x)δ(x− y) = 0,

(C.16)

{4E∂mEb
k(x)e0

[ce
m
a e

k
b](x), Eg

j (y)∂lΠ
l
g(y)} = −4E∂xjE

b
k(x)e0

[ce
k
ae
l
b](x)∂yl δ(x− y)

+ 4E∂ykE
b
j (y)e0

[ce
k
ae
l
b](x)∂yl δ(x− y)

+ 4(E(x)∂jE
b
k(x)e0

[ce
k
ae
l
b] − E(x)∂kE

b
j (x)e0

[ce
k
ae
l
b])∂

y
l δ(x− y) = 0,

(C.17)

{4E∂mEb
k(x)e0

[ce
m
a e

k
b](x),Πl

g(y)(∂lE
g
j (y)− ∂jEg

l (y))} =

=
4

3
E(−elge0

[ce
m
a] + elge

m
[ae

0
c])(x)(∂lE

g
j (y)− ∂jEg

l (y))∂xmδ(x− y)

+ 4Ee0
[ce

m
a e

k
b](x)(∂kE

b
j (y)− ∂jEb

k(y))∂xmδ(x− y)

+
4

3
E(∂lE

g
j (y)− ∂jEg

l (y))(e0
ge
l
[ae

m
c] − emg e0

[ce
l
a] + elge

0
[ce

m
a])∂

x
mδ(x− y) = 0.

(C.18)

El corchete de G(1)
ab con el vínculo G(2)

0 está dado por la expresión

{2ηd[cΠ
i
a]E

d
i +4E∂xi E

b
ke

0
[ce

i
ae
k
b],

1

2
e(ΠA−PA)DAB(ΠB−PB)−∂yi Πi

aE
a
0 +U(y)}.

(C.19)
El desarrollo de este cálculo es complicado y tiene muchos pasos intermedios
que requieren de simplificación algebraica y tensorial, por lo tanto sólo pre-
sentaremos algunas expresiones claves que ayudarán a aligerar este cómputo.
A pesar de ésto, hay algunas observaciones que nos permiten intuir el re-
sultado final, partiendo del hecho que el corchete de una expresión lineal en
Π con una cuadrática en Π debería otorgar como resultado una expresión
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cuadrática en los momentos Π. Si queremos que todos los vínculos sean de
primera clase, con tal de mantener la equivalencia entre ETRG y RG, en-
tonces la única opción es que este corchete sea cero, o sea proporcional a
G

(2)
0 , que es el único vínculo cuadrático en los momentos disponible. Por otro

lado, el resultado debe ser proporcional a alguna expresión en la tétrada en
los índices ()ab, donde ab están antisimetrizados, puesto que corresponden a
los únicos dos índices libres en la expresión (C.19). Para determinar esta ex-
presión, notamos que uno de los muchos fragmentos que constituyen (C.19)
consiste en

2Ed
i ηd[c{Πi

a], e}
1

2
(ΠA − PA)DAB(ΠB − PB). (C.20)

No obstante, {Πi
a], e} = −eeia], por lo cual (C.20) queda

− 2Ed
i ηd[ce

i
a]

1

2
e(ΠA − PA)DAB(ΠB − PB). (C.21)

Es posible reescribir esto notando que

Ed
i e
i
a = δda − Ed

0e
0
a,

−→ Ed
i ηd[ce

i
a] = ηd[cδ

d
a] − Ed

0ηd[ce
0
a] = −e0[ce

0
a].

(C.22)

Con esto, obtenemos la siguiente expresión para (C.20)

− 2e0[ce
0
a]

1

2
(ΠA − PA)DAB(ΠB − PB). (C.23)

El resultado obtenido corresponde al factor e0[ce
0
a] multiplicado por una parte

de G(2)
0 . Esta observación permite intuir el resultado que se obtiene luego de

trabajar con todos los términos y unificarlos, el cual es

{G(1)
ab , G

(2)
0 } = Ec

0ηc[be
0
a]G

(2)
0 . (C.24)

El cálculo de esta expresión se verá simplificado si, desde el comienzo, favore-
cemos aquellos factores que dependan del coeficiente antisimétrico Ec

0ηc[be
0
a].

Es preciso tener en cuenta algunos corchetes de Poisson intermedios que
serán útiles para calcular (C.19). Por ejemplo,

{DAB,Πi
c} = 8e0

cg
0iλ−3(CAB + αwAwB)− λ−2e0

c(e
i
ge

0
h + eihe

0
g)M

abg h
e f

− αλ−2e0
c

2(n− 2)
(eige

0
h + eihe

0
g)(M

a g hd
d e wB +M b g hd

d f wA) + 4αλ−3e0
cg

0iwAwB,

(C.25)
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el cual también puede escribirse como

{Πi
q, D

ab
ef} =

− 4λ−1e0
qg

0i(2λ−2e0
ge

0
hM

abg h
e f + 3λ−3αe0

ce
0
de

0
ge

0
hM

a c do
o e M

b g hp
p f )

+ e0
q(e

i
ge

0
h + e0

ge
i
h)(λ

−2Mabg h
e f + λ−3αe0

ce
0
d(M

a c do
o e M b g hp))

(C.26)

usando una forma diferente para el tensor Dab
ef :

Dab
ef = λ−2e0

ge
0
hM

abg h
e f + λ−3αe0

ce
0
de

0
ge

0
hM

a c do
o e M b g hp

p f . (C.27)

Queda finalmente calcular el álgebra entre vínculos secundarios consigo
mismos. El resultado final de esto debe corresponder al álgebra de ADM, ya
extensamente conocido en la literatura. A pesar de que en ETRG el vínculo
de super-Hamiltoniano se escribe de una manera muy diferente al caso de
RG, es notable (pero esperable) que se satisfaga de todas formas. El cálcu-
lo más sencillo de la categoría de vínculos secundarios versus secundarios
corresponde a

{G(2)
k (x), G

(2)
j (y)} = {Ea

k(x)∂xi Πi
a + Πi

a(∂
x
i E

a
k − ∂xkEa

i ), Eb
j (y)∂yl Πl

b

+ Πl
b(∂

y
l E

b
j − ∂

y
jE

b
l )}

(C.28)

Para este cómputo es importante mantener y preservar la dependencia espa-
cial de las derivadas parciales. Mediante el uso reiterativo de las propiedades
básicas de la delta de Dirac

[∂x + ∂y]δ(x− y) = 0,

[f(x)− f(y)]δ(x− y) = 0,

[f(y)− f(x)]∂xδ(x− y) = δ(x− y)∂xf(x),

(C.29)

es posible encontrar que

{G(2)
k (x), G

(2)
j (y)} = Ea

j (y)∂iΠ
i
a(x)∂ykδ(x− y)− Ea

k(x)∂iΠ
i
a(y)∂xj δ(x− y)

+ ∂iΠ
i
a(x)(∂kE

a
j (y)− ∂jEa

k(y))δ(x− y) + Πl
a(y)∂lE

a
k(x)∂yj δ(x− y)

− ∂iΠi
a(y)(∂jE

a
k(x)− ∂kEa

j (x))δ(x− y) + Πl
a(x)∂lE

a
j (y)∂xkδ(x− y)

− Πi
a(y)(∂jE

a
k(x)− ∂kEa

j (x))∂yi δ(x− y) + Πi
a(y)(∂iE

a
k(x)− ∂kEa

i (x))∂yj δ(x− y)

+ Πi
a(x)(∂kE

a
j (y)− ∂jEa

k(y))∂xi δ(x− y)− Πi
a(x)(∂iE

a
j (y)− ∂jEa

i (y))∂xkδ(x− y)

(C.30)

Realizando las integraciones por partes pertinentes y reagrupando términos,
se obtiene el resultado conocido

{G(2)
k (x), G

(2)
j (y)} = −G(2)

k ∂yj δ(x− y) +G
(2)
j ∂xkδ(x− y). (C.31)
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Debemos calcular también

{G(2)
i (t,x), G

(2)
0 (t,y)} = {Πj

c∂
x
i E

c
j − Πj

c∂
x
jE

c
i − Ec

i ∂
x
j Πj

c,
1

2
e(ΠA − PA)(ΠB − PB)DAB

− ∂yi Πi
cE

c
0 + U}

(C.32)

Se obtiene que este corchete se anula. El cálculo no es trivial, pero no posee
tanta dificultad como los anteriores. Es necesario aplicar reiteradamente las
fórmulas (C.25) y las identidades para las delta de Dirac.

Finalmente tenemos que calcular

{G(2)
0 (x), G

(2)
0 (y)} = {e(x)

2
DAB(ΠA − PA)(ΠB − PB)(x)− ∂xi Πi

aE
a
0 (x)

+ U(x),
e(y)

2
DAB(ΠA − PA)(ΠB − PB)(y)− ∂yi Πi

aE
a
0 (y) + U(y)}.
(C.33)

Este cálculo consta de siete partes, las cuales calculamos usando las herra-
mientas ya descritas. Para el primer término se obtiene que

{−∂xmΠm
g E

g
0(x), U(x)} = Eg

0(x)

∫
dz∂xmδ(x− z)

[
emg U(y)δ(y − z)

− 1

2
E(∂yi δ(y − z)δagδ

m
j ∂

y
l E

b
k + ∂yl δ(y − z)δbgδ

m
k ∂

y
i E

a
j )eice

j
ee
l
de
k
f (y)M cedf

ab

−1

2
E∂yi E

a
j ∂

y
l E

b
k((e

m
c e

i
ge
j
e + eme e

j
ge
i
c)e

l
de
k
f + (emd e

l
ge
k
f + emf e
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]
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(C.34)

Para el segundo término, se tiene que

{e(x)

2
DAB(ΠA − PA)(ΠB − PB)(x), U(y)} = e(x)DAB(ΠB − PB)(x)Ee

m(x)×[
ema (x)U(y)δ(x− y)− 1

2
E(∂yi δ(x− y)δgaδ

m
j ∂

y
l E

b
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∂yl δ(x− y)δbaδ
m
k ∂

y
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j (y))eice

j
he
l
de
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2
E∂yi E
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]
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(C.35)
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El tercer y cuarto término se combinan para formar la expresión

− 1

2
e(x)DAB(ΠB − PB)(x)E(y)eice

j
he
l
de
k
f (y)[Ee

jM
chdf
ab ∂yi δ(x− y)∂yl E

b
k(y)

+ Ee
kM

chdf
ga ∂yl δ(x− y)∂yi E

g
j (y)]

+
1

2
e(y)DAB(ΠB − PB)(y)E(x)eice

j
he
l
de
k
f (x)[Ee

jM
chdf
ab ∂xi δ(x− y)∂xl E

b
k(x)

+ Ee
kM

chdf
ga ∂xl δ(x− y)∂xi E

g
j (x)]

(C.36)

El quinto término {−∂xi Πi
aE

a
0 (x),

e(y)

2
DAB(ΠA−PA)(ΠB−PB)(y)} y el sexto

término {e(x)

2
DAB(ΠA−PA)(ΠB−PB)(x),−∂yi Πi

aE
a
0 (y)} pueden ser expan-

didos y sumados, otorgando

− Eg
0(x)e(y)DAB(ΠB − PB)(y)

∫
dz∂xmδ(x− z)[δ(y − z)emg PA

+ δ(y − z)E(y)∂yi E
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k(y)(emc e
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0
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g)(y)M cedf
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ab ]

+ Eg
0(y)e(x)DAB(ΠB − PB)(x)

∫
dz∂ymδ(y − z)[δ(x− z)emg PA+

δ(x− z)E(x)∂xi E
b
k(x)(emc e

0
ge
i
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f + emd e

0
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i
ge
k
f + emf e

0
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k
g)(x)M cedf
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+ ∂xi δ(x− z)δbgE(x)e0
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i
de
m
f (x)M cedf

ab ].

(C.37)

La última parte que queda es cero, puesto que

{e(x)

2
DAB(ΠA − PA)(ΠB − PB)(x),

e(y)

2
DAB(ΠA − PA)(ΠB − PB)(y)} = 0.

(C.38)
Es fácil ver que este término se anula, pues es un término simétrico en la
dependencia de los campos y no involucra derivadas parciales de las delta de
Dirac.

Todos los términos que hemos presentado deben sumarse y simplificarse,
lo cual no es una tarea sencilla. Sin embargo, luego de realizar este trabajo,
puede mostrarse que dan el conocido resultado

{G(2)
0 (x), G

(2)
0 (y)} = gij(x)G

(2)
i (x)∂yj δ(x− y)− gij(y)G

(2)
i (y)∂xj δ(x− y).

(C.39)
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