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1 Vorwort

Die Erforschung der kleinsten Bausteine der Natur erfahrt seit Jahrzehnten einen stetigen
Fortschritt. Die theoretischen Modelle zur Beschreibung der Elementarteilchen gestatten
uns immer genauere physikalische Vorhersagen. Wir besitzen inzwischen mit dem soge-
nannten Standardmodell eine duflerst erfolgreiche Theorie zur Beschreibung der Natur, de-
ren Vorhersagen mit beindruckender Prézision durch Experimente bestétigt werden konn-
ten. Ein wesentlicher Bestandteil des Standardmodells ist die Existenz des Higgs-Teilchens.
Das Higgs-Teilchen aber wurde bisher noch nicht experimentell nachgewiesen. Das Ergeb-
nis der Suche danach wird das Standardmodell entweder ein weiteres Mal bestétigen oder
es widerlegen. Die dafiir n6tigen experimentellen Anstrengungen sind zurzeit mit dem Bau
des Large Hadron Colliders LHC in vollem Gange.

Auch auf dem Gebiet der Theorie wird zu diesem Zweck erhebliche Arbeit geleistet. Das
Berechnen von Standardmodell-Observablen ist sehr aufwéndig und schwierig. Die Proble-
me sind teilweise so gewaltig, dass die Verbesserung einer Berechnung um eine Prézisions-
ordnung dhnlich lange Zeitrdume benétigt, wie zwischen dem Bau bedeutender Beschleu-
nigerexperimente verstreicht. Fiir die Analyse der LHC-Daten miissen noch eine Reihe
von Rechnungen fertiggestellt werden. Ein Grund dafiir ist, dass neue mathematische Me-
thoden, die zur Losung der Formeln erforderlich wéren, noch nicht, oder nur teilweise
entwickelt sind. Hinzu kommt, dass trotz einer einfachen Strukturierbarkeit der Berech-
nungsschritte durch sogenannte Feynman-Diagramme, der Umfang und die Detailfiille der
Berechnungen so enorm grofl wird, dass zur Beherrschung dieser Komplexitdt mehr und
mehr Aufgaben an Computerprogramme abgegeben werden miissen. Die Automatisierung
der Berechnungen wird zwingend. Im Hinblick auf den LHC, aber auch auf zukiinftige
Experimente sind daher zwei Punkte wichtig: zum einen die Entwicklung neuer mathe-
matischer Methoden, und zum anderen die Automatisierung der Berechnungen. Beide
Themen bilden den Schwerpunkt dieser Arbeit.

In Kapitel 2 skizzieren wir zunéchst den Weg vom theoretischen Modell zur experimen-
tell iiberpriifbaren Vorhersage von Observablen. Danach geben wir einen Uberblick iiber
den aktuellen Stand der Berechnungen und einen Einblick in deren Automatisierung. Die
nachfolgenden Kapitel beschreiben dann Arbeiten zu einzelnen Aspekten dieser automa-
tisierten Berechnung. In Kapitel 3 présentieren wir ein Projekt, das ganz nah an der
Anwendung fiir den LHC steht, und die automatisierte Berechnung noch fehlender Bei-
trige zu wichtigen Observablen zum Inhalt hat. Kapitel 4 beschiéftigt sich anschlieffend
mit neuen analytischen Methoden zur Berechnung von Feynman-Diagrammen. Damit eng
verbunden ist das Thema von Kapitel 5. Es befasst sich mit der numerischen Auswertung
bestimmter Funktionen, die fiir diese analytischen Methoden wichtig werden.
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2 Automatisierte Berechnung von |M|?

In diesem Kapitel skizzieren wir zunéchst die Verbindung zwischen den theoretischen Mo-
dellen und den Experimenten in der Elementarteilchenphysik. Wir beschrénken uns da-
bei auf die storungstheoretische Beschreibung von Streuexperimenten. Die Darstellung ist
stark vereinfacht und geht nicht auf die mathematische Begriindung der feldtheoretischen
Konzepte und der Storungstheorie ein. Im Rahmen der Storungstheorie ist das zentrale
Element der Verbindung zwischen Theorie und Experiment das invariante Matrixelement
M. Nach einer Ubersicht iiber den aktuellen Stand bei der Berechnung von M im Kontext
verschiedener experimenteller Anwendungen, diskutieren wir die Automatisierung dieser
Berechnungen und motivieren damit die Arbeiten in den folgenden Kapiteln.

2.1 Vom Modell zur theoretischen Vorhersage

Die theoretischen Modelle zur Beschreibung von Elementarteilchen werden als Quanten-
feldtheorien formuliert. Quantenfeldtheorien vereinen das Konzept eines Feldes, durch das
sich Teilchenerzeugung und -vernichtung beschreiben lasst, mit dem der Quantisierung.
Jedes konkrete Modell wird vollsténdig durch eine Lagrange-Dichte £ kodiert, aus der sich
der physikalische Inhalt der Theorie ergibt. Wir betrachten im folgenden die Quantenelek-
trodynamik (QED) als Beispiel. Die QED wird durch die Lagrange-Dichte

L= —ml—ef) — 1(0,A, — 0,A,) (2.1)

beschrieben. Dabei ist ¢ der Feldoperator fiir das Elektron bzw. Positron! und A, be-
schreibt das Photon. Die durchgestrichenen Groéfien sind nach iiblicher Konvention mit
Dirac-Matrizen v* kontrahiert. m und e sind Koeffizienten, die Masse und Ladung der
Elektronen festlegen. Hier und im folgenden sind die physikalischen Einheiten zu c = h =1
gewahlt. Die Lagrange-Dichte kann man in zwei Komponenten unterteilen:

L=Lo+L]. (2.2)

Der erste Term beschreibt die freien Felder, der zweite Term beschreibt die Wechselwirkung
(interaction) zwischen den Felder. Fiir den Fall (2.1) hat man £; = —eyf).

Mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen lassen sich aus £g die bekannten freien Bewe-
gungsgleichungen, wie z.B. die Dirac-Gleichung, ableiten. Losungen fiir die Bewegungs-
gleichungen der vollstéindigen Lagrange-Dichte sind aber im allgemeinen nicht bekannt.
Sofern die Eigenschaften von Elementarteilchen durch Streuexperimente untersucht wer-
den, geniigt die Berechnung von Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen zwei Zusténden.

! Wir betrachten nur die ,einfache® QED mit Elektronen, Positronen und Photonen. Die anderen elek-
tromagnetisch wechselwirkenden Teilchen ignorieren wir der Kiirze wegen.
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Die dazu entwickelte Streutheorie nimmt einen Zweiteilchen-Anfangszustand |k1kz);, und
einen Mehrteilchen-Endzustand oyt (p1p2 - - - | an, die jeweils Teilchen beschreiben, die in ei-
ner unendlich weit entfernten Vergangenheit bzw. Zukunft definierte Impulse k1, k2, p1, . ..
besitzen. Es wird angenommen, dass der Zusammenhang zwischen diesen asymptotischen
Zusténden und den Wechselwirkungszusténden, die zu einer bestimmten, endlichen Refe-
renzzeit definiert sind, durch den Zeitentwicklungsoperator e ~*#¢ gegeben ist, z.B.
|k1ko)iy = lim |k ky) . (2.3)
t——o0
Der Hamilton-Operator H lésst sich aus der Lagrange-Dichte bestimmen und enthilt alle
Wechselwirkungsterme, die bei der Streuung beitragen. Damit bekommt man

out{P1p2 - - - |k1ka)in = tligloo (pip2 -+ |e 1) ki ko) = (pipo -+ |S|kika) . (24)

t_——00

Die fiir die Streutheorie wichtige S-Matrix wird mit (2.4) als zeitliche Grenzwerte des
Zeitentwicklungsoperators definiert. Alle Information {iber die Physik der Streuung sind
in dieser Grofle enthalten. Der Beitrag zu S fiir ,,Streuung“ ohne Wechselwirkung sowie
die Impulserhaltung separiert man aus der S-Matrix ab

S =1 +i(2m)*0W (ky +ha— Y pi) M (2.5)

und definiert so das invariante Matrixelement M. Die Berechnung von M ermoglicht eine
komplette theoretische Vorhersage des Streuprozesses. Wir werden spéter sehen, wie man
aus M messbare Groflen, wie zum Beispiel den Wirkungsquerschnitt, berechnet.

Im allgemeinen ist die Wechselwirkung schwach und £; kann deshalb als Stérung behan-
delt werden. Die Stérke der Wechselwirkung wird durch eine oder mehrere Kopplungs-
konstanten beschrieben; im Fall der QED ist das e. Die Kopplungskonstante e ist klein
genug, um den Zeitentwicklungsoperator in eine Reihe in Potenzen von e entwickeln zu
konnen. Die Entwicklung kann man aus dem formalen Zusammenhang der S-Matrix mit
der Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte

S =Texp |:Z./d4l'£]:| (2.6)

herleiten. Der Operator T' ordnet alle folgenden Operatoren der Zeit nach. Die Exponenti-
alfunktion kann als Reihe aufgeschrieben und Term fiir Term ausgerechnet werden. Dabei
werden im wesentlichen die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Feldoperatoren
auf alle mogliche Arten kombiniert. Die Rechnung so auszufiihren ist in der Praxis kompli-
ziert und uniibersichtlich. Von Feynman wurde ein vereinfachtes Verfahren entwickelt, das
diese Rechnung in eine anschauliche und systematische Form bringt. Die bei der Reihen-
entwicklung auftretenden Terme ordnet man dabei Diagrammen zu. Die explizite Rech-
nung kann dann durch einfache Regeln fiir den Umgang mit diesen Feynman-Diagrammen
ersetzt werden.

Fiir die Berechnung von M mit Hilfe von Feynman-Diagrammen miissen nur alle méglichen
Diagramme gezeichnet werden, die sich aus wenigen Grundbausteinen bilden lassen. Die
Diagramme werden zusammengesetzt aus Linien (Propagatoren), die die wechselwirkungs-
freie Ausbreitung der Teilchen in Raum und Zeit beschrieben und Vertizes, die elementare
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Wechselwirkungsprozesse der Teilchen beschreiben. Fiir die QED hat man zum Beispiel
die drei Elemente:

— o o

Das linke Element steht fiir die freie Bewegung von Elektronen bzw. Positronen, das mitt-
lere fiir die Ausbreitung von Photonen und das letzte ist die elementare Wechselwirkung,
mit der sich die Linien zu einem Graphen verbinden lassen. Je nach der Ordnung der
Storungsreihe, die man berechnen maochte, miissen nur die Diagramme mit einer entspre-
chenden Anzahl von Wechselwirkungspunkten gezeichnet werden. Hat man zum Beispiel
jeweils ein Elektron und Positron im Anfangs- und im Endzustand, dann kann man Dia-
gramme wie in Abbildung 2.1 bilden. Bei der praktischen Aufstellung aller Diagramme
sind noch weitere Details zu beachten, die wir hier aber nicht diskutieren.

(a) (b) (¢) (d)

Abbildung 2.1: Mégliche Feynman-Diagramme fiir einen 2 — 2-Prozess, (a) und (b) be-
schreiben Beitréige der fiihrenden Ordnung, (c¢) und (d) sind Beispiele fiir die néchst-
fithrenden Ordnungen in der Stérungsreihen-Entwicklung.

Hat man alle Diagramme gezeichnet, kann man ihnen nach den soganannten Feynman-
Regeln mathematische Formeln zuordnen. Diese Feynman-Formeln ergeben sich aus der
Lagrange-Dichte und lassen sich fiir bekannte Theorien in vielen Lehrbiichern nachschla-
gen. Das Matrixelement M erhélt man, indem man die Ausdriicke fiir die verschiedenen
Diagramme addiert. Die Ausdriicke enthalten im wesentlichen Dirac-Matrizen v*, Spino-
ren u, v fiir die ein- und auslaufenden Fermionen, Polarisationsvektoren e fiir die dufleren
Photonen und Impulse. Jeder Linie wird ein Impuls zugeordnet, wobei an jedem Vertex
Impulserhaltung gilt. Der Impuls von inneren Linien ist dann entweder durch die Impul-
se der ein- und auslaufenden Teilchen festgelegt, oder bleibt unbestimmt. Der letztere
Fall tritt auf, wenn das Diagramm eine oder mehrere Schleifen besitzt. Dann ist iiber die
inneren, unbestimmten Impulse zu integrieren.

Der néchste Schritt ist die Renormierung. Die Parameter in der Lagrange-Dichte entspre-
chen bei Verwendung der Storungsreihe nicht mehr unbedingt den physikalischen Grofien,
wie Masse oder Ladung. In Abbildung 2.1 kann man sich das anschaulich klarmachen.
Wiéren nur die beiden Graphen (a) und (b) zu berechnen, kénnte man die Ladung als elek-
tromagnetische Kopplungskonstante mit dem Koeffizient e der Wechselwirkungspunkte
identifizieren. Nimmt man weitere Diagramme wie (c¢) oder (d) fiir die stérungstheoreti-
sche Entwicklung hinzu, dann ist diese Identifikation nicht mehr so einfach moglich, weil
nun Diagramme mit einer unterschiedlichen Anzahl von Wechselwirkungspunkten kombi-
niert werden. Entsprechend findet man Diagramme, die den Zusammenhang zwischen dem
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Parameter m der Lagrange-Dichte und der gemessenen Elektronmasse m modifizieren. Am
Ende der Rechnung ist also nicht klar, welche Werte man fiir e oder m einzusetzen hat.
Andererseits kennt man die Werte fiir Masse und Ladung durch das Experiment. Die Ver-
kniipfung der Vorfaktoren in der Lagrange-Dichte mit physikalischen Gréfien tréigt den Na-
men Renormierung. Details finden sich in Lehrbiichern wie [1]. Die Renormierung beseitigt
auch Probleme mit Divergenzen, die bei der Berechnung der Schleifenintegrale entstehen
konnen. Bei der Renormierung hat man gewisse Freiheiten, die Parameteridentifikation
unterschiedlich zu wéhlen. Deshalb muss man sich bei einem Vergleich von berechneten
Werten immer auf ein Renormierungsschema einigen. Renormierungsschemata sind z.B.
das MS-Schema oder das on-shell-Schema.

Das Matrixelement M ist nun bestimmt und die néchste Teilaufgabe ist es, aus M Obser-
vable auszurechnen. Die Experimente, mit denen die Eigenschaften von Elementarteilchen
untersucht werden, sind im wesentlichen Z&hlexperimente. Hat man Teilchen mit einer ge-
wissen Wahrscheinlichkeit in einem Detektor identifiziert, rekonstruiert man das Ereignis
und erhoht die Zahlung des entsprechenden Ereignisses. Ist die Luminositét des Teilchen-
strahls bekannt, weiss man also wieviele Teilchen pro Zeitintervall und Strahlquerschnitt
zur Kollision gebracht werden kénnen, dann kann man daraus den totalen Wirkungsquer-
schnitt o bzw. den differenziellen Wirkungsquerschnitt bestimmen. Diesen gemessenen
Wert moéchte man nun mit einer theoretischen Vorhersage vergleichen. Die Formel fiir den
differenziellen Wirkungsquerschnitt lautet:

do — ! MP D (g5 gy~ P o
41/ (p1p2)? — m3m3 = (2m)32E,, (2m)32E,,

Die einlaufenden Teilchen haben die Impulse pi2 und Massen mq 2. Die auslaufenden

Teilchen haben die Impulse ¢1,...,¢q, und die Energien FE,,..., E,, . Zur Bestimmung

des Wirkungsquerschnitts sind noch alle Integrationen iiber die auslaufenden Impulse aus-
zufiithren. Die Integration nennt man Phasenraum-Integration. Die Grenzen der Integration
héngen von dem messtechnisch abdeckbaren Bereich um den Kollisionspunkt im Detektor
ab. Der Weg von der Theorie zum experimentellen Vergleich ist damit nun beschrieben.

2.2 Status der stérungstheoretischen Berechnungen von | M |?

Die Bestimmung des invarianten Matrixelements M ist die zentrale Aufgabe bei der Be-
rechnung von Observablen. Die Genauigkeit der Berechnungen héngt dabei von der Ord-
nung ab, bis zu der die Stérungsreihe entwickelt wird. Der Mafistab ist die Genauigkeit
der experimentellen Messungen. Fortschritte bei der Messtechnik und bei der Erhchung
der Luminositdt machen so die Berechnung von immer hoéheren Schleifenordnungen not-
wendig. Hohere Schwerpunktsenergien ermdoglichen zudem die Erzeugung einer griéfieren
Anzahl von Teilchen im Detektor. Daher wird auch die Beriicksichtigung von Feynman-
Diagrammen mit vielen dufleren Teilchen notwendig.

Das Problem bei der Berechnung von Feynman-Diagrammen mit Schleifen ist das Losen
der zugehorigen Integrale. Die Integrale sind sehr anspruchsvoll und man benétigt eine
Vielzahl von speziellen Methoden. Jede zusétzliche Schleife in einem Diagramm macht eine
weitere Impuls-Integration notwendig. Dabei vervielfacht sich die mathematische Heraus-



2.2 Status der stérungstheoretischen Berechnungen von |M|?

Anzahl Schleifen

Anzahl auRerer
Teilchen

Abbildung 2.2: Status der Berechnungen von Feynman-Diagrammen [3]. Markiert sind die
Fille, die vollstéindig berechnet sind (dunkelgrau), die teilweise berechnet sind (hellgrau),
oder fiir den LHC (gestrichelt) oder ILC (gepunktet) noch zu rechnen sind.

forderung jedesmal. Schon bei einer kleinen Zahl von Schleifen kommt man an die Grenze
des praktisch Moglichen.

Die Berechnung von Prozessen mit vielen dufleren Teilchen ist auf eine andere Weise kom-
pliziert. Die Anzahl der Diagramme, die fiir einen Prozess zu beriicksichtigen sind, wichst
ungefihr mit der Fakultét der Anzahl der dufleren Teilchen [2]. Gleichzeitig konnen die
einzelnen Beitréige der Diagramme, z.B. im Fall von Gluon-Selbstwechselwirkungen in der
QCD, grofle algebraische Ausdriicke ergeben. Insgesamt ist der Umfang der Berechnung
durch die Anzahl der Terme und der nétigen mathematischen Umformungen so grof}, dass
selbst moderne Computer schnell iiberfordert werden. Die numerische Stabilitéit bei der
Auswertung der Ergebnisse ist meist noch ein weiterer Problempunkt.

Eine Ubersicht iiber den aktuellen Stand bei den Berechnungen gibt Abbildung 2.2 [3].
In der Abbildung ist die Anzahl der Schleifen eines Diagramms gegen die Anzahl der
dufleren Beine aufgetragen. Die dunkelgrau unterlegten Bereiche kennzeichnen die Fille,
fiir die Rechnungen bekannt und etabliert sind. Fiir die hellgrau unterlegten Bereiche sind
Teillosungen und Spezialfille bekannt.

Die vorhandenen Rechnungen geniigen fiir vergangene Experimente wie LEP2 oder aktu-
elle wie Tevatron. Die resultierende Prizision ist ausreichend. In Zukunft sind aber weitere
Experimente geplant: in naher Zukunft wird der Large Hadron Collider LHC in Betrieb ge-
hen und fiir ein paar Jahre spéter ist der internationale Linearbeschleuniger ILC geplant.
Die vorhandenen Rechnungen geniigen dann nicht mehr. Die nétigen neuen Rechnun-
gen sind in Abbildung 2.2 als gestrichelte oder punktierte Linien eingezeichnet. Der LHC
bendétigt vor allem die Berechnung von Einschleifen-Integralen mit mehr als fiinf &ufleren
Teilchen, denn als Proton-Proton-Beschleuniger erzeugt der LHC bei jeder Kollision sehr
viele Teilchen. Gleichzeitig sind die QCD-Prozesse skalenabhéngig und erst die Berech-
nung der néchsten Ordnung der Stérungsreihe (next-to-leading order (NLO) Korrekturen)
ergibt die notige Prézision. Der ILC wird zwar weniger Teilchen in einem Detektor er-
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zeugen, fordert aber durch die ,,sauberere® Physik einer Elektron-Positron-Maschine eine
noch viel héhere Prézision.

Abbildung 2.2 gibt ungefihr den aktuellen Stand wieder, ignoriert aber einige wichtige
Details. Wichtig bei der Berechnung von Feynman-Integralen ist ndmlich auch die Anzahl
von Massen- und Energieparametern im Integral. Je mehr Massenskalen vorhanden sind,
desto schwieriger ist die Auswertung. Fiir viele der in Abbildung 2.2 gezeigten Rechnungen
muss die Einschrinkung auf eine der zwei Massenskalen gemacht werden. Gerade bei der
elektroschwachen Wechselwirkung sind aber unter Umsténden mehr Massenskalen nétig.

Die Behandlung von Divergenzen mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung liefert als
Ergebnis fiir ein Diagramm eine Laurent-Reihe in Potenzen des Regularisierungsparame-
ters €, die je nach dem Grad der Divergenzen negative Potenzen von e enthélt. Je hoher
die Schleifenordnung ist, desto hoher ist der Divergenzgrad in e. Multipliziert man fiir die
Berechnung von |M|? die Reihen von zwei Diagrammen, dann muss je nach den negativen
Exponenten von € einer Reihe, die andere Reihe zu hdheren Ordnungen von e berechnet
werden, um den endlichen Beitrag zu erhalten. Letztlich hat man also bei der Berech-
nung von Prozessen mit einer hoheren Schleifenordnung auch das Problem, die Ergebnisse
fiir die Diagramme in hoéhere Ordnungen von € berechnen zu miissen. Dieses Problem ist
hochgradig nicht-trivial und nur fiir Spezialfille gelost.

Zusammenfassend kann man sagen, dass zunédchst die Entwicklung von NLO-Korrekturen
fiir die beim LHC relevanten Prozesse wichtig ist. Es werden Losungen benétigt, die bei der
praktischen Analyse der LHC-Daten benutzt werden kénnen. Im weiteren miissen hohe-
re Schleifenordnungen berechnet werden. Dafiir kénnen bekannte Methoden verwendet
werden, allerdings nimmt der Rechenaufwand erheblich zu und stellt ein eigenes, organi-
satorisches Problem dar. Fiir die Behandlung von Integralen mit mehreren Massenskalen
sowie der Entwicklung der Lésungen nach héheren Ordnungen in € miissen aber noch neue
Ideen und Methoden entwickelt werden.

2.3 Automatisierung

Neben den prinzipiellen Schwierigkeiten Feynman-Integrale zu lésen, ist im vorigen Ab-
schnitt das Problem der wachsenden Komplexitdt der Rechnungen angesprochen worden.
Die grole Anzahl von beitragenden Feynman-Diagrammen macht die Berechnungen zu
umfangreich, um sie noch von Hand ausfiihren zu kénnen. Die Hilfe von Computern wird
notwendig.

Computer werden schon seit langem bei der Ausfithrung der Berechnungen verwendet.
Anfangs erfolgte dies lediglich, um die Formeln numerisch auszuwerten, spéter wurden
Programme geschrieben, die aus den Ergebnissen fiir die verschiedenen Diagramme au-
tomatisch |[M|? berechnen. Daneben werden bei der Losung von Integralen Computer
zunehmend als unterstiitzendes Hilfsmittel eingesetzt. Diese Arten der Berechnungs-Auto-
matisierung haben inzwischen einen hohen Entwicklungsstand erreicht. Der im ersten Ab-
schnitt beschriebene Weg von der Theorie zur experimentell messbaren Observablen ist
in Abbildung 2.3 nochmal schematisch dargestellt. Die wesentlichen Rechenschritte sind
in ihrer natiirlichen Abfolge gezeigt. Im folgenden geben wir kurz einen Eindruck von der
Automatisierung dieser einzelnen Schritte.
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Definition der Lagrange-Dichte

Ableiten der Feynman-Regeln

Tabellierung aller Feynman-Diagramme

Aufstellen der Formeln fiir die Diagramme

Losen der Feynman-Integrale

Berechnung von | M ?

Renormierung

Phasenraum-Integration

Abbildung 2.3: Ablauf der Berechnung einer Observablen zusammengefasst in den wesent-
lichen Rechenschritten.

Definition der Lagrange-Dichte. Dieser Schritt lésst sich nur schwer automatisieren,
da hier die ganze menschliche Intelligenz und Kreativitét gefragt ist. Computer werden hier
nur als Werkzeuge genutzt, z.B. fiir wiederkehrende Operationen wie die Symmetrisierung
einzelner Terme der Lagrange-Dichte.

Ableiten der Feynman-Regeln. Das Ableiten der Feynman-Regeln aus der jeweiligen
Lagrange-Dichte kann automatisiert werden (siche z.B. [4]). Benotigt man die Feynman-
Regeln fiir viele verschiedene Modelle, oder besitzt die Lagrange-Dichte viele Terme, dann
kann dies eine erhebliche Erleichterung sein.

Tabellierung aller Feynman-Diagramme. Im Gegensatz zum vorigen Punkt ist die
Automatisierung der Feynman-Diagramm-Erzeugung nicht nur eine Erleichterung, son-
dern eine Notwendigkeit, um Prozesse mit vielen dufleren Teilchen oder mit hoheren Schlei-
fenordnungen berechnen zu koénnen. Die Anzahl der Diagramme kann viele tausend iiber-
steigen und ist deshalb nicht mehr per Hand tabellierbar. Die Erstellung der Diagramme
ist ein weitgehend kombinatorisches Problem, das als gelost gelten kann. Es existieren
daher auch schon eine Reihe von gut funktionierenden Softwareprogrammen [5, 6, 7], die
diese Aufgabe automatisiert erledigen.

Aufstellen der Formeln fiir die Diagramme. Mit Hilfe der Feynman-Regeln lisst sich
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jedem Diagramm ein mathematischer Ausdruck zuordnen. Dieser Rechenschritt ist einfach,
weil nur zwei Datenmengen, die Liste der Feynman-Formeln und die Liste der Diagramme,
nach einfachen Regeln miteinander verkniipft werden miissen. Alle im vorigen Abschnitt
zitierten Programme erledigen diese Aufgabe automatisch. Problematischere Fille mit
supersymmetrischen Teilchen [8] kénnen ebenfalls behandelt werden.

Loésen der Feynman-Integrale. Wie schon angemerkt, ist der Computer als Werkzeug
bei der Berechnung der Integrale hilfreich, meist als Computeralgebrasystem wie z.B.
Mathematica oder Maple. Das automatisierte Losen von Integralen ist aber bisher nur
in Spezialfillen moglich. Trotzdem ist eine Teilautomatisierung der Integralberechnung
moglich. Mit Hilfe von Reduktionsverfahren kann man unbekannte Integrale auf bekannte
zuriickfithren. Man braucht dann nur noch die bekannten Integrale zu programmieren und
kann trotzdem eine viel grofiere Anzahl von Integralen berechnen lassen. Die Reduktions-
verfahren miissen sich dazu natiirlich auch automatisieren lassen. Oft ist dies moglich. Am
Ende des Kapitels gehen wir darauf noch etwas néher ein.

Berechnung von |M|2. Die Ausdriicke fiir die einzelnen Diagramme miissen addiert und
quadriert werden. Dabei miissen unter anderem Spuren iiber Produkte von ~y-Matrizen
oder von Farb-Matrizen (Gell-Mann-Matrizen) berechnet werden. Lange Zeit waren Com-
putersysteme mit der Berechnung dieser Spuren bei einer grofien Anzahl von Matrizen
iiberfordert. Inzwischen kénnen Computer diese Operationen meist problemlos ausfiihren.
Allerdings kénnen die Ausdriicke insgesamt sehr grofl werden und die Leistungsfahigkeit
der Computer iiberfordern, so dass man die Berechnung nicht symbolisch sondern nume-
risch ausfiihren muss. Dann hat man aber keine Formel als Ergebnis, deren Variablen man
fiir verschiedene Impulskonfigurationen wéhlen kann, sondern nur eine komplexe Zahl. Die
Phasenraum-Integration muss entsprechend fiir jeden Integrationspunkt die Berechnung
von | M|? wiederholen.

Renormierung. Dieser Rechenschritt ist nur wenig automatisiert. Manche Renomie-
rungsbedingungen lassen sich leicht algebraisch definieren und kénnen von einem Com-
puter ausgefiihrt werden. Im allgemeinen ist aber der manuelle Eingriff des Menschen
noétig.

Phasenraum-Integration. Der letzte Schritt ist die Phasenraumintegration. Der Inte-
grand ist fast immer zu kompliziert fiir eine analytische Rechnung, und oft liegt er auch
nur numerisch vor. Die Integration wird daher mit Hilfe von Monte-Carlo-Verfahren nume-
risch ausgefithrt. Der Integrand muss dabei divergenzfrei sein und eine stabile numerische
Auswertung erlauben. Beides ist in der Praxis oft nicht gegeben. Zwar sind die physikali-
schen Divergenzen in der Regel entfernt, aber durch Reduktionsverfahren bei der Integral-
berechnung erhélt man neue, kiinstliche Divergenzen in Teilbeitrdgen. Die Phasenraum-
Integration muss entsprechend angepasst werden, um die problematischen Phasenraum-
Punkte in den Griff zu bekommen. Eine vollstdndige Automatisierung ist deshalb nicht
ohne weiteres moglich. Hinzu kommt die Abhéingigkeit der Integrationsgrenzen von dem
experimentellen Aufbau. Die Grenzen sind meist nicht trivial. Deshalb muss das Integral
auf einfacherere Gebiete transformiert werden. Dieser Schritt ist ebenfalls nur teilweise
automatisiert.

Die beschriebene Teilautomatisierung einzelner Rechenschritte wird schon von einigen
Computerprogrammen umgesetzt [6, 9]. Es wird versucht die Automatisierung noch voll-
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stdndiger zu machen. Die Hintergriinde dafiir sind, dass zwischen den einzelnen Schritten
immer noch der Eingriff von Menschen nétig ist und die Gréfle und Komplexitéit der da-
bei zu betrachtenden Daten ein Problem darstellt. Es muss viel Zeit und Arbeit fiir die
gleichen monotonen Arbeitsvorginge investiert werden. Dabei ist die Gefahr von menschli-
chen Fehlern ein zunehmend grofies Problem. Durch eine weitergehende Automatisierung
wird diese Gefahr reduziert. Dariiber hinaus kommen die verwendeten grofien Compu-
terprogramme nicht mehr ohne Verifizierung aus. Der Programmcode muss getestet und
iiberpriift werden. Diese Priifung ist strenggenommen bei jeder Anderung oder Erwei-
terung des Programms sinnvoll, so dass auch das Uberpriifen zu einem automatisierten
Prozess werden muss. Solch automatisierte Selbsttests sind in den Programmen teilweise
schon vorhanden.

Die Automatisierung der einzelnen Rechenschritte ist ein eigenes wissenschaftliches The-
mengebiet, auf dem viel geforscht wird. Die Reduktionsverfahren zur Berechnung von
Feynman-Integralen nehmen darin einen ganz zentralen Platz ein. Sowohl die Schwierig-
keiten, als auch die Fortschritte auf diesem Gebiet sind bemerkenswert. Wir gehen im
folgenden auf zwei reprisentative Beispiele ein.

Ein lange bekanntes und sehr niitzliches Verfahren zur Reduktion von vielen verschiedenen
Integralen auf ein paar wenige Basisintegrale ist das integration-by-parts-Verfahren (IBP).
Viele Berechnungen auf Mehrschleifenniveau wurden erst mit Hilfe des IBP-Verfahrens
moglich. Aus den Integraleigenschaften in dimensionaler Regularisierung kann man Be-
ziechungen zwischen verschiedenen Integralen ableiten. Durch die Verkniipfung der un-
terschiedlichen Beziehungen kann man am Ende ein schwieriges Integral durch mehrere
einfachere Integrale ausdriicken. Man muss nur noch wenige Basisintegrale 16sen. Obwohl
das Verfahren schon 1981 veréffentlicht wurde [10], dauerte es bis zum Jahr 2000, bis
ein implementierbarer Algorithmus zur automatisierten Anwendung von IBP beschrieben
wurde [11]. Eine Implementierung folgte vier Jahre spéter [12].

Eine andere Art von Schwierigkeit kann am Beispiel des Passarino-Veltman-Verfahrens [13]
zur Tensorreduktion dargestellt werden. Das Passarino-Veltman-Verfahren driickt tensori-
elle Integrale durch skalare Integrale aus. Das Verfahren lésst sich ganz direkt und einfach
als Computerprogramm umsetzen. Die Probleme werden erst spéter bei der Anwendung
sichtbar. An einem typischen Einschleifen-Integral lassen sich diese illustrieren. Gegeben
sei

i dl [H1 ... My

THr = —_— 2.8
ey 29

mit den k Propagatortermen D;, die von dem Schleifenimpuls [, den Massen m; und

den dufleren Impulsen pq,...,p, abhingen. Um im Z#hler den aus [* gebildeten Tensor

auszuwerten, nutzt man aus, dass das Ergebnis des Integrals nur von Tensoren der dufleren
Impulse und einfachen Invarianten abhéngen kann, nicht aber von den Schleifenimpulsen.
Also kann man den Ansatz machen:

JHL e — Zf]’sﬂl"'ﬂsz ) (29)

S
Der tensorielle Anteil 7 wird aus dem metrischen Tensor g"* und den Vektoren pf, ..., ph
gebildet. Die Indizes i1, - - , i, werden auf diese Tensoren verteilt. Die Summe lauft dabei

iiber alle moglichen symmetrisierten Verteilungen s. Jeder dieser Tensorterme hat ein
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skalares Integral J, als Faktor, dessen genaue Form noch unbekannt ist. Um die J; zu
bestimmen, kann man beide Seiten der Gleichung (2.9) jeweils mit den Tensoren g’
und p¥,...,ph kontrahieren, und erhélt so mehrere Gleichungen. Es ergeben sich auf der
linken Seite der Gleichungen Skalarprodukte zwischen den &dufleren Impulsen und dem
Schleifenimpuls, die sich als Propagatoren umschreiben lassen und reduzierte Integrale
I; ergeben. Letztlich hat man so ein Gleichungssystem mit den Unbekannten Jg, das die
Form

G-l |=1]": (2.10)

hat. Die Matrix G enthélt Skalarprodukte zwischen allen dufleren Impulsen; bei geeig-
neter Normierung der 7, hat man G;; = 2p; - p;. Zur Losung des Systems muss man G
invertieren und erhilt dabei die Determinante von G im Nenner der Losungen. Diese in-
verse Determinante wird Gram-Determinante genannt und ist die Ursache von erheblichen
Problemen bei der Anwendung des Verfahrens. Im Phasenraum gibt es Punkte, an denen
die Skalarprodukte und damit die Gram-Determinante im Nenner Null wird. Die resultie-
renden Pole machen eine direkte Phasenraum-Integration unmdoglich. Es sind schon viele
Verbesserungen des Verfahrens entwickelt worden, aber erst kiirzlich ist eine Methode pu-
bliziert worden [14], die eine vollstindig automatisierte Behandlung der problematischen
Pole moglich macht. Eine Demonstration der Machbarkeit dieses Verfahrens im Rahmen
einer gréferen bzw. vollstdndigen Rechnung steht aber noch aus.

Die Automatisierung der stérungstheoretischen Berechnungen ist ein sehr aktuelles The-
ma. Die Hauptschwierigkeiten der Automatisierung liegen, wie in den Beispielen ange-
sprochen, entweder in dem Fehlen eines programmierbaren Algorithmus, oder in der Ver-
meidung spezifischer, meist numerischer Probleme bei der Anwendung eines bekannten
Verfahrens. In den folgenden Kapiteln werden Beitrdge zu verschiedenen Aspekten der
Automatisierung vorgestellt.
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3 Numerische Berechnung von masselosen
Einschleifen-N-Punkt-Funktionen

Luke: Is the numerical side stronger?

Yoda: No, no. Quicker, easier, more seductive.

Luke:  But how am I to know the analytical
side from the numerical?

Yoda: You will know . ..
Star Wars V

In Kapitel 2 haben wir beschrieben, wie wichtig die NLO-Berechnung von N-Jet-Ereignissen
im Hinblick vor allem auf den LHC ist. Es werden dafiir Softwareprogramme notwendig,
die diese Rechnungen — auf Grund ihres Umfangs und ihrer Komplexitéit — weitgehend
automatisiert ausfithren konnen. Das Verfahren und seine Implementierung als Compu-
terprogramm, welches im folgenden beschrieben wird, hat genau diese automatisierte Be-
rechnung zum Ziel.

Das Projekt zur Berechnung von NLO-Beitrigen besteht aus mehreren Teilen, von denen
die Berechnung der Einschleifen-N-Punkt-Funktionen der zentrale ist. In dieser Arbeit
beschreiben wir nur dieses, bereits fertiggestellte Kernmodul. Eine detaillierte Beschrei-
bung der weiteren Teile, vor allem der Generierung der Baumgraphenstrukturen, wird hier
ausgelassen, auch weil deren Implementierung noch aussteht.

Zunéchst soll trotzdem kurz auf die schon bei Baumgraphen-Berechnungen benutzten
Techniken eingegangen werden, da diese auch fiir die NLO-Rechnungen zum Einsatz kom-
men und direkte Auswirkungen auf die Art und Weise der Schleifenberechnung haben.
Danach wird das Verfahren Schritt fiir Schritt beschrieben, zunéchst die Tensorintegrale,
dann die skalaren Integrale betreffend. Abschliefend wird das eigentliche Computerpro-
gramm, seine Implementierung und Optimierung, behandelt.

3.1 Helizitatsspinoren

Schon die Berechnung von Baumgraphen kann einen so erheblichen Umfang annehmen,
dass man an die Grenzen der menschlichen oder maschinellen Leistungsfihigkeit stot. Die
Berechnung von virtuellen Korrekturen zu 2—2—Prozessen war in den 80er Jahren solch
eine Herausforderung. Damals fiel auf, dass der grofle Umfang der Rechnung in keinem
Verhiltnis zum kurzen, einfachen Ergebnis stand. Die Methode, die damals erdacht wurde,
um zumindest einen Teil der offensichtlich vorhandenen, iiberfliissigen Zwischenterme zu

vermeiden, war die Verwendung von Helizit#tsspinoren®.

! Neben einem Uberblick und vielen Anwendungen dieser Methode findet sich in [15] auch ein interessan-
ter Abriss der historischen Entwicklung.

13



3 Numerische Berechnung von masselosen Einschleifen-N-Punkt-Funktionen

Abbildung 3.1: Beispiele fiir NLO-Graphen

Man berechnet dabei zun#chst Amplituden fiir die Streuung von polarisierten Teilchen,
quadriert diese und summiert bzw. mittelt erst anschlieBend tiber die Polarisationen. Dies
fithrt zu einer Reduktion des Aufwands im Vergleich zum Standardverfahren. Um pola-
risierte Anfangs- und Endzustédnde beschreiben zu kénnen, setzt man masselose Teilchen
voraus?, fiir die die Helizit#tszustéinde mit Hilfe der Chiralit#itsprojektoren definiert wer-
den koénnen:

1£7 — 1F 5
p£) = ——ulp),  pE[=ulp) ——. (3.1)
Entscheidend ist, dass man auch die Polarisationsvektoren von Photonen oder Gluonen

mit Hilfe von Helizitatsspinoren schreiben kann:

oA e
) = )

wobei [ ein beliebiger masseloser Impuls ist, den man frei wéihlen kann. p ist der Impuls
des Photons bzw. Gluons. Erleichtert wird die Berechnung durch die Tatsache, dass einige
Diagramme wegen nicht-passenden Spin-Kombinationen direkt Null sind, man diese also
nicht explizit auszurechnen hat. Die geschickte Wahl von [ kann die Rechnungen ebenfalls
vereinfachen. Schlielich erhilt man mittels Paritdtstransformationen Identitéten zwischen
verschiedenen Amplituden, so dass nur ein Teil der Amplituden tatsichlich berechnet wer-
den muss. Die algebraischen Rechnungen mit Helizitdtsspinoren sind sehr einfach und man
hat viele Bezichungen zur Verfiigung, mit denen man Ausdriicke leicht umformen kann.
Letztlich konnen die Ergebnisse immer in Form von Skalarprodukten zwischen Helizitéts-
spinoren geschrieben werden. In Anhang A sind alle relevanten Formeln zusammengefasst.

(3.2)

3.1.1 Numerische Auswertung

Die einfache numerische Handhabung von Helizitdtsspinoren ist der zweite entscheidende
Vorteil dieser Methode. Die Berechnung eines Skalarprodukts (Details siche Anhang A)
ist einfach

1
(p—lg+) = ———=(q4p1 — P1rqL*)
Vv |P+||CJ+|

1 . .
Ptlem) =~ Ip+llq Ie Wre~i%a(gip) — piqu),
+11g+

2In vielen Anwendungen, z.B. fiir Streuprozesse bei hohen Energien, ist die Annahme von masselo-
sen Teilchen durchaus gerechtfertigt. Die Erweiterung des Verfahrens auf massive Teilchen ist in [16]
beschrieben.

(3.3)
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und besteht nur aus wenigen mathematischen Operationen, so dass eine Implementie-
rung auf Computern sehr effizient ist. Statt grofle analytische Ausdriicke quadrieren und
gegebenenfalls Spuren dariiber bilden zu miissen, kann man einfach die Skalarprodukte
und damit die Teilergebnisse numerisch ausrechnen, und dann die komplexen Zahlen qua-
drieren und aufsummieren. Die Berechnung ist numerisch stabiler, weil man viel weniger
Terme hat, die sich mit verschiedenen Vorzeichen kompensieren koénnten. Probleme mit
Nennern, die Null werden konnen, gibt es auch nicht. Noch gravierender wirkt sich der
Vorteil dieser schnellen, numerischen Herangehensweise aus, wenn man bei der Berechnung
von Matrixelementen auf rekursive Verfahren angewiesen ist. Die Berechnung von Baum-
graphen mit vielen dufleren Teilchen ist ein solcher Fall. Mit Standardverfahren miisste
man wiederholt bei jedem Rekursionsschritt lange analytische Ergebnisse in die Reduk-
tionsformeln einsetzen und wiirde so noch viel langere algebraische Ausdriicke erzeugen,
die schnell jedes existierende Computeralgebrasystem an oder iiber die Grenzen seiner
Leistungsfahigkeit bringen. Mit einem numerischen Ansatz verschwindet dieses Problem.
Die Skalarprodukte und damit das gesamte Ergebnis kénnen nach (3.3) in einfache kom-
plexe Zahlen verwandelt werden, so dass bei jedem Rekursionsschritt immer der gleiche,
geringe Aufwand entsteht, ndmlich das Einsetzen weniger Zahlen in eine Reduktionsfor-
mel. In der praktischen Anwendung ist die Helizitétsspinoren-Methode daher immer ein
numerisches Verfahren. Das ist der Grund, warum wir fiir unser Projekt zur Berechnung
von NLO-Beitrdgen numerische und nicht analytische Methoden verwenden.

3.1.2 Algebraische Umformungen
Als ein Beispiel fiir die Verwendung von Helizitatsspinoren und deren algebraischer Mani-

pulation soll der tensorielle Zahler eines konkreten 6-Punkt-Integrals umgeformt werden.

1 4

6

2 5

Abbildung 3.2: Beispiel fiir ein 6-Punkt-Diagramm.

Sei ein Diagramm wie in Abbildung 3.2 gegeben?, das die paarweise Erzeugung von W-
Bosonen und deren Vernichtung in Fermion-Antifermion-Paare beschreibt, wobei zwischen
zwei Endteilchen noch ein Vektorboson ausgetauscht wird. Die Propagatoren, die nicht-
triviale Zahlerfaktoren liefern, sind mit A, B und C' gekennzeichnet. Die dufleren Teilchen
sind durchnumeriert und haben die entsprechenden Impulse p1,...,ps. In konventioneller
Schreibweise lautet der Zahler:

Z = 0(p1) v Borwu(p2) W(ps)V Buyav(pe) W(ps)y’ Bay v(ps) , (3.4)

3 Das Beispiel ist [17] entnommen.

15



3 Numerische Berechnung von masselosen Einschleifen-N-Punkt-Funktionen

wobei

pa = k (Schleifenimpuls), pp=k+p3s+ps, pPc=k—p1 —ps. (3.5)
Wahlt man eine der 64 moglichen Helizitétskonfigurationen aus, dann kann man den Zahler
mit Hilfe von Helizitdtsspinoren schreiben, zum Beispiel:

Z = (1+|ubew|2—) 5+ 17" Brsl6—) (3+17" Bav4—) . (3.6)

Der Zéhler lésst sich nun so umformen, dass er nur noch Spinor-Sandwiches mit je maximal
einem Schleifenimpuls enthélt:

1

— v ﬁ o
T Tt Wyt s e Y B Beb oy Ban )

1

= _8(p2+!¢!p5—><p6+!¢!}73—> (1+1Pa PP B3 B BB Vs B |4—)

= —8(1+[P4l6—)3+[#p[2—) (5+[Fcl4—)
= 8[<1+|k|6—>(3+|756|2—><5+|2’51I4—>

— (1+¥[6—) (34 P6[2—) 5+ [F]4—)
+ (14 [F16—-)(3+[K[2—) (5+ |1 14-)

— (L [K[6=) 3+ [K[2=) {5+ [K[4=) | -

(3.7)

Dabei wurden fiir die erste und dritte Zeile die Vollsténdigkeitsrelationen (A.7) benutzt.
In der zweiten Zeile wurden mit Hilfe der bekannten Chisholm-Identititen die Indizes S,
i und v kontrahiert. An Ende wurde nur noch ausmultipliziert.

Damit sind die fiir die Schleifenberechnung wichtigen Details des Helizitétsverfahrens be-
kannt. Die Entwicklung neuer Techniken ist jedoch nicht stehengeblieben und soll noch
kurz skizziert werden. Die Ausdriicke fiir Gluon-Vertizes machen durch ihre grofie Anzahl
von Indizes Schwierigkeiten. Als Losung wurde die Zerlegung der Amplituden in einen
Farbanteil und einen ,farblosen®, sogenannten Partialamplituden-Anteil erdacht (engl.:
color decomposition). Fiir die Partialamplituden, die im wesentlichen den urspriinglichen
Amplituden entsprechen, wurden weitere Verfahren entwickelt, bei denen die Baumgra-
phen nach und nach rekursiv durch Anhéngen immer weiterer Linien konstruiert werden.
Diese Techniken kénnen dann mit den Schleifenrechnungen kombiniert werden. In [18] und
[19] finden sich ausfiihrliche Darstellungen dieser Verfahren. Ganz neue Techniken aus dem
Umfeld der String-Theorie werden in [20] beschrieben.

Als Vorgriff auf den Abschnitt 3.2.4 soll aber erwéihnt sein, dass das Helizitédtsverfahren
von 4 Dimensionen ausgeht. Die Berechnung der Einschleifen-Integrale im folgenden wird
dimensionale Regularisierung benutzen, also D = 4 — 2¢ Dimensionen annehmen. Der viel-
leicht auftretende Verdacht, dass hier eine Inkonsistenz vorhanden ist, wird im genannten
Abschnitt iiber gemischte Regularisierungsschemata ausgeridumt werden.

3.2 Tensorreduktion

Zunichst sollen die Konventionen und Notationen fiir Einschleifen-Diagramme festgelegt
werden. Wie in Abbildung 3.3 gezeigt, laufen alle Impulse p; aus der Schleife aus. Die
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Abbildung 3.3: Konventionen fiir das Einschleifen-N-Punkt-Diagramm

Propagatoren

i
ki=k—gq mit qi:ij und ¢qo =0 (3.8)
j=1
mit dem Schleifenimpuls k£ sind entsprechend definiert. Um die Schreibweise elegant zu
halten, soll ky = kg = k definiert sein.

Aus der Problemstellung ist klar, dass nicht alle dufleren Impulse p; on-shell sein miissen,
da prinzipiell an jedes externe Bein des Graphen ein nicht-trivialer Baumgraph angehéngt
sein kénnte. Bei allen Rechnungen wird die dimensionale Regularisierung verwendet, die
eine bequeme, einheitliche Behandlung sowohl der UV- als auch der IR-Divergenzen er-
moglicht. Wir setzen auflerdem voraus, dass alle in der Schleife umlaufenden Teilchen
masselos sind. Damit lisst sich in allgemeinster Form das zu 16sende Schleifenintegral wie
folgt schreiben:

D .
e _ GEVEMQE/ 4Pk T
N ins B2(k—p1)?---(k—p1— - —pn_1)?
D r
e [ ki
T2 kl"'kN

Die Dimension D ist gew#hlt zu D = 4 — 2¢. Die Vorfaktoren des Integrals dienen nur der
vereinfachten Schreibweise des Ergebnisses im Rahmen des M S-Renormierungsschemas.
r ist der Rang des Tensorintegrals. Ziel der Tensoreduktion ist nun die R iickfithrung des
Integrals auf skalare Integrale mit r = 0.

(3.9)

3.2.1 Reduktionsidee

In den iiblichen Verfahren macht man nun den Ansatz, dass man alle moglichen Kombina-
tionen von erlaubten tensoriellen Groéflen mit unbekannten skalaren Vorfaktoren aufstellt.
Zum Beispiel fiir ein 5-Punkt-Integral mit Rang 2 wiirde man ansetzen

D
[glu2 — eE’yEMQE/ d ]{: k“lklu’Q
ins k3k3k3k3k2 (3.10)
= E\p)' Dy + Eoph'vh® + Esph'ph® + - - - + Eq1g"H2 .
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3 Numerische Berechnung von masselosen Einschleifen-N-Punkt-Funktionen

Man findet insgesamt 11 linear unabhéngige Terme mit noch unbekannten skalaren Vorfak-
toren F1i, ..., F11. Durch Multiplikation dieser Gleichung mit den externen kinematischen
Groflen bekommt man ein Gleichungssystem, durch dessen Losung die skalaren Integrale
konkret bestimmt und ausgerechnet werden konnen. Leider bekommt man so auch die
unerwiinschten Gram-Determinanten in den Nenner, die erhebliche Probleme bei der nu-
merischen Auswertung verursachen.

Bevor nun das neue Verfahren vorgestellt wird, das diese Probleme nicht oder nur in abge-
schwichter Form aufwirft, soll nochmal kurz das Charakteristische dieses Weges beschrie-
ben werden: man betrachtet zunéchst das tensorielle Integral, ohne die Eigenschaften der
v-Matrizen bei der Rechnung zu beriticksichtigen. Erst nachdem man konkrete Losungen
fiir die skalaren Integrale gefunden und sie als Vorfaktoren in einem tensoriellen Ansatz
eingesetzt hat, behandelt man die v-Matrizen algebraisch in dem Ausdruck fiir das inva-
riante Matrixelement M.

Das hier verwendete Verfahren macht dies nun genau umgekehrt. Es nutzt die Algebra der
~y-Matrizen direkt bei der Tensorreduktion aus. Wie das funktioniert und wie man auf die
Idee zu diesem neuen Ansatz kommen kann, ldsst sich an folgendem Beispiel demonstrieren.
Berechnet man 5
d”k k¥
pip2 _ evE ,,2€
Ve I5 7" = € p / : ’ (3.11)
L ins kik3k3RIRS

so kann man dazu natiirlich das Verfahren von Passarino-Veltman anwenden. Weif3 man
allerdings, dass
KE =k =k (3.12)

ist und man somit eine Reduktion

dPk 1

— (3.13)
in% BRI

H1p2 € 2e
YVur Yo L5 = €TEp /

sofort ausfithren kann, sieht man, dass man so einfacher das gleiche Ergebnis bekommt.

Dabei ist die Dirac-Algebra das entscheidende Werkzeug zur Vereinfachung. Es ist nun die
Frage, wie man diese Idee in systematischer Weise umsetzt. Es muss sichergestellt wer-
den, dass nach geeigneten Umformungen im Z&ahler immer Terme entstehen, die entweder
einem Propagatorterm entsprechen, oder von k unabhéngig sind. Dabei sollten Gram-
Determinanten im Nenner moglichst vermieden werden. Das konkrete Verfahren wurde in
[17], [21] und [22] entwickelt und soll nun vorgestellt werden.

3.2.2 Basis-Formeln

Im Allgemeinen befinden sich neben den ¥ auch andere, mit -Matrizen kontrahierte
GroBen im Zihler. Die ¥ stehen also in der Regel nicht nebeneinander. Um die obige
Reduktionsidee umsetzen zu kénnen, muss man die ¥ nebeneinander bringen. Dies gelingt
durch die Dirac-Algebra

{7} = 29" (3.14)
mit der man als Beispiel

i = 2(a - b) — g
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3.2 Tensorreduktion

die y-Matrizen vertauschen kann. Dabei treten auch Skalarprodukte auf. Nicht mehr of-
fensichtlich ist nun, ob diese Skalarprodukte die passende Form haben, Propagatoren zu
kiirzen. Tun sie das nicht, dann erhélt man wieder ein Gleichungssystem, das man zu lésen
hat, bei dem die Gram-Determinanten im Nenner auftreten.

Das Problem kann man systematisch angehen, indem man mittels Dirac-Algebra eine
Beziehung fiir ¥ findet, die ¥ in allgemeinster Form ausdriickt. Dieses ist zugleich eine der
zentralen Formeln fiir die rekursive Tensorreduktion. Die Formel lautet

1
k= (211 - I)
und ist ausschliefllich mittels der Antikommutatorbeziehung der Dirac-Algebra hergeleitet.
Die 1 und I sind zunéchst beliebige Vierervektoren. Mit dieser Gleichung lassen sich nun
die ¥ in den Spinor-Sandwiches wie die im Beispiel (3.7) ersetzen.

[(2k-la) h + (2k - 1) o — k2 — K 1] (3.15)

Die beiden ersten Terme reduzieren den Rang bereits explizit, wenn /; und I gleich den p;
aus den Schleifenpropagatoren oder einer Linearkombination aus ihnen gew#hlt wurden.
Dazu ist zu wissen, dass

2%k -pi=kl ki +q —q 1 —2piq; (3.16)

gilt und hier offensichtlich die beiden ersten Terme jeweils ein Integral liefern, bei dem der
entsprechende Propagator gekiirzt ist, und die letzten Terme ein um einen Rang reduziertes
N-Punkt-Integral liefern. Mit unserer Konvention fiir den Zéhler des Schleifenintegrals ist
j =0, und damit f&llt der letzte Term in (3.16) weg.

Schwieriger sind die beiden letzten Terme in Gleichung (3.15). Hier wird nun gleichzeitig

zur Dirac-Algebra die Spinor-Technik wichtig. In unserer Problemstellung kann man den
Zéahler des Integrals ohne Einschréinkung der Allgemeinheit als

(a1 —[K[br=) -~ - {ar—[¥]br—) (3.17)

annehmen (siche dazu Beispiel (3.7)). Sollte ein anderes k als kx in den Produkten stehen,
kann man zuvor immer den Term mit k; = k — ¢; passend aufspalten. Wenn nun /7 und Iy
masselos sind, dann lassen sich die zwei letzten Terme in (3.15) wieder passend umwandeln.
Dass man {1 und Il immer als masselos annehmen darf, wird im néchsten Abschnitt geklért.
Die Einfiigung von Projektionsoperatoren und Ausnutzung der Vollsténdigkeitsrelationen
ergibt

(a—[hik Jolb=) = {ali)[l2b](la =[]l =) - (3.18)
Der Effekt der beiden letzten Terme in (3.15) ist also, ein (a—|§|b—) im Zahler durch ein
(l1,2—K|l2,1—) zu ersetzen.
Betrachtet man vorldufig nur Integrale mit Rang r > 2 und wendet (3.15) auf zwei ¥
im Zahler an, dann bleiben neben Termen mit der direkten Reduktion durch (3.16) noch
solche {ibrig, welche die Formen

(= K|l =) (T — K[l —) (3.19)

oder

(L =K |la—) (T — K|l —) (3.20)
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3 Numerische Berechnung von masselosen Einschleifen-N-Punkt-Funktionen

haben. Zur weiteren Behandlung kann man folgende Formeln verwenden:
(= [Klla=) (o= [flli =) = (2k - 11)(2k - Io) — (201 - Lp)K? (3.21)
und

__{h=lsl)
(= llz=) = flle=) = == iy

éh_’w [(201p3) (2l2k1) + (2l2p3) (2l1kr) — (2Ll2) (2psk)],  (3.22)
2—|#s|li—)

mit einem dritten unabh#ngigen, externen Impuls p3. Mit (3.16) erhélt man dann wieder
Integrale mit gekiirzten Propagatoren oder skalare Integrale. Fiir 2- und 3-Punkt-Integrale
existiert ein solcher Impuls natiirlich nicht und die obige Formel ist nicht anwendbar.
Allerdings verschwinden alle 3-Punkt-Integrale, wenn sie Terme der Form

(= Ell2=) - (L= [Ell2—) (3.23)

im Zahler haben. Sie verschwinden aus Symmetriegriinden, da die resultierenden

(= #lla—) {2 — K[l —)

+

(=l ll2=) - - (= |y [l2 =) (3.24)

mit pY, pi und g"” kontrahiert werden.

Die vollstdndige Tensorreduktion wird durch die Anwendung von (3.15) auf jedes ¥ im
Z#hler des Tensorintegrals erreicht. Mit (3.16) werden die entstehenden Terme auf skala-
re Integrale oder Integrale mit gekiirzten Propagatoren zuriickgefiihrt. Gegebenfalls muss
noch (3.21) und (3.22) benutzt werden. Die wichtigen Reduktionsformeln sind also (3.15)
und (3.16), sowie (3.21) und (3.22). Damit ist das Reduktionsverfahren weitgehend be-
schrieben. Das Verfahren funktioniert ganz allgemein fiir Integrale mit Rang r > 2. Rang-
1-Integrale miissen jedoch noch berechnet werden. Auflerdem fehlt noch die Behandlung
von 2-Punkt-Integralen. Beides wird in den Abschnitten 3.2.5 und 3.2.6 nachgeholt. Zu-
vor ist aber noch zu zeigen, warum die [; und /o immer als masselos angenommen werden
konnen und was die Auswirkungen eines gemischten Regularisierungsschemas auf die oben
berechneten Reduktionsformeln sind.

Bis jetzt wurde die Fixierung der Eichung noch nicht erw&hnt. Wir haben die Freiheit eine
Eichung unserer Wahl zu benutzen und legen uns auf die Feynman-Eichung fest. Das hat
zur Folge, dass der Rang r der Integrale immer kleiner oder gleich der Anzahl N Huflerer
Teilchen ist. Die Reduktionsformeln in diesem Abschnitt, aber auch die in den folgenden,
erhalten die Beziehung r < N. Dies wird spéter fiir die Betrachtung der 2-Punkt-Integrale
und der notwendigen Basisintegrale von Bedeutung sein.

3.2.3 Masselose Impulse

Besitzt das Integral zwei masselose duflere Impulse p, und p,, so kann man einfach

ll = Pz, l2 = py (3.25)
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3.2 Tensorreduktion

wahlen. Ist dies nicht der Fall, kann man zwei masselose Vektoren konstruieren. Der Preis
dafiir ist die teilweise Wiedereinfiihrung der Gram-Determinate im Nenner.

Nehmen wir an, dass p, lichtartig und p, massiv ist, dann kann man konstruieren

i =pzy, o= —aop, + Dy, (3'26)
wobei
Py
Qg = . 3.27
2py - Dy ( )
Die inverse Formel lautet
Pz = lla by = ol + 1. (328)

Sind alle Impulse massiv, dann kann man

1

l = —

1 1— arog (pa: 1py) (3 29)
1 .

l = — (-

2= T am( 2Py + py)

setzen. Aus (3.29) und der Bedindung [? = [3 = 0 ergeben sich die «; als Losung der
quadratischen Gleichungen

aipl — 201pepy + p3 =0

(3.30)
a3p? — 200p2py + 12 = 0.

Fiir 2p, - py > 0 gilt

_ 2pmpy - \/Z o = 2p:vpy - \/Z (3 31)
2p2 2p?

Fiir 2p, - py < 0 gilt

o = ey + VA 2pepy + VA (3.32)
1 2p§ ) 2 QP% . .
Dabei ist jeweils

A = (2p2py)* — 42, - (3.33)

A ist die zweidimensionale Gram-Determinante.

3.2.4 Regularisierungsschemata

Fiir die Berechnung der Schleifenintegrale haben wir bis jetzt dimensionale Regularisierung
verwendet. Wie in Abschnitt 3.1 angesprochen, setzen die Helizitdtsmethoden zur Erzeu-
gung der Baumgraphen jedoch vierdimensionale und nicht D-dimensionale Gréflen voraus.
Um die beiden Komponenten, Schleifenrechnung und Baumgraphen, trotzdem miteinan-
der kombinieren zu kénnen, muss das gewohnliche dimensionale Regularisierungsschema
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3 Numerische Berechnung von masselosen Einschleifen-N-Punkt-Funktionen

(CDR), bei dem alle Objekte in D = 4—2¢ Dimensionen definiert sind, durch ein abgewan-
deltes Schema ersetzt werden. In der Literatur [23] findet man zwei passende Alternativen:
das t’Hooft-Veltman-Schema (HV) und das vierdimensionale Helizitdtsschema (FD). Im
HV-Schema werden die Impulse und Helizitétsspinoren der beobachtbaren? Teilchen in
4 Dimensionen behandelt, alle anderen Objekte wie in CDR in D Dimensionen. Im FD-
Schema werden zusétzlich auch die Helizitdtsspinoren der nicht-beobachtbaren Teilchen in
4 Dimensionen behandelt.

Da wir die Spinoren-Sandwiches (3.17) effizient numerisch auswerten mochten, ist fiir
uns das FD-Schema giinstiger. An der Beschreibung der Helizitdtsspinoren éndert sich ge-
geniiber dem schon beschriebenen dadurch nichts. Die Zahler der Schleifenintegrale &ndern
sich aber, da nun die Impulse dort in 4 Dimensionen definiert werden. Entsprechend zer-
legen wir den D-dimensionalen Schleifenimpuls k(p) in einen 4-dimensionalen Anteil k4
und einen (D — 4)-dimensionalen Anteil k(_s), so dass

gilt. Das Schleifenintegral schreibt sich dann als

D H1 | LK
]—K/}---ur _ ee'yEMZE/ d Dk 2]{3(4) k2(4) . (335)
T2 k1,(D)"'kN,(D)

Der geklammerte Index an den k soll die Dimension klarstellen, in denen der Vektor
definiert ist. In den meisten nachfolgenden Formeln werden wir diese Indizes aber zur
kompakteren Notation wieder weglassen, wenn keine Verwechslung moglich ist.

Da bei der Berechnung physikalischer Amplituden die Tensorindizes im Schleifenintegral
(3.35) immer mit beobachtbaren, also 4-dimensionalen Impulsen kontrahiert werden, wer-
den zunéchst nur die 4-dimensionalen Anteile k() im Zé&hler bendtigt. Allerdings hat die
Tatsache, dass nun nicht mehr ein D-dimensionales k& im Zé&hler steht, Auswirkungen
auf die Reduktionsformeln in Abschnitt 3.2.2. Die Hauptreduktionsformel (3.15) wurde
ausschliefllich mittels der Antikommutator-Relation hergeleitet und gilt daher in allen Di-
mensionen. Man muss sich hier also nur die k£ durch k4 ersetzt denken. In der Formel
fiir das Skalarprodukt (3.16) &ndert sich auch nichts, da sich, wenn man auf der rechten
Seite die k(4) durch k(py ersetzt, die k(_y.)-Komponenten jeweils wegheben. Anderungen
bekommt man fiir die Beziehung (3.21) und damit indirekt fiir (3.22). Das k:(24) des letz-
ten Terms in (3.21) kiirzt nun keinen Propagator mehr. Es muss nach (3.34) durch k:(QD)

ersetzt werden, wodurch man einen weiteren Term mit —k:(Q_QE) erhilt. Dieser ergibt ein

Rang-reduziertes Integral, bei dem —k‘(2_26) im Zéhler steht.

Es ist deshalb notwendig, die Problemstellung zu erweitern, und Integrale der Form

Dy KR (k2 )
I],L\Lfl"'ﬂ'ms :estIUQe/d r]f “ > (4) 2( 2¢) , (3.36)
itz Koy kN o)

4 Beobachtbare Teilchen sind alle externen Teilchen eines Prozesses, die nicht soft oder kollinear sind.
Nicht-beobachtbare Teilchen sind die internen bzw. virtuellen Teilchen und die externen soften oder
kollinearen Teilchen.

22



3.2 Tensorreduktion

zu betrachten. Zunéchst, am Anfang der Tensorreduktion, ist s = 0, d.h. der Faktor
(—/{:(2_26))3 existiert nicht. Durch die Anwendung von Gleichung (3.21) kénnen dann In-

tegrale entstehen, bei denen s jeweils um Eins erhcht wird. Der Faktor (—k(Q_Qe))S wird
bei den sukzessiven Tensorreduktionsschritten lediglich mitgefiihrt und hat dort keinen
weiteren Einfluss. Er wird erst dann wichtig, wenn das Integral komplett auf ein skalares
Integral reduziert ist. In Abschnitt 3.2.6 und 3.2.8 wird darauf eingegangen.

3.2.5 Rang-1-Integrale

Das Verfahren setzt bis jetzt immer mindestens zwei tensorielle Schleifenimpulse im Zahler
voraus. Es bleibt also noch die Behandlung der Integrale vom Rang eins.

Wir nehmen an, dass der Zdhler die Form
(L —[Kll2—) (3.37)

hat. Falls die Spinoren nicht zu masselosen Impulsen gehéren, muss zuvor noch durch
Einfiigung von Einsen umgeformt werden:

(a—k|b—) = {a—|l2+) Lo+ [K[l1+){l1 +[b—) = (al2)[l1b] (11 — [K|l2—) (3.38)

wobei dann immer /; und /s masselos gewéhlt werden konnen.

Fiir die 4-Punkt-Funktion nun ist der Trick die Erweiterung mit einem zusétzlichen Spinor-
Sandwich, das von einem unabhéngigen dritten, &ufleren Impuls abhéngt:

Y 1 N S
(= Hlla=) = (b= o) 2 = G S (L I ) (3.9

und der zweifachen Verwendung der Vollstandigkeitsrelation (A.7). Der Projektionsopera-
tor besteht aus den zwei Termen

1
I z
2 2

Y5
5 -

Die Spuren in (3.39), die 75 enthalten, sind proportional zum total antisymmetrischen
Tensor und verschwinden deshalb unter der Integration. Die anderen Terme ergeben

(L=l = m (@lp) 2laky) + (Phapg) k) = Qulo)@pskd]

+ Terme, die nach Integration verschwinden .

Im Fall von 3-Punkt-Funktionen hat man keinen unabhéngigen dritten Impuls p3 zur
Verfiigung. Allerdings gilt fiir diesen Fall die Aussage in Abschnitt 3.2.2, dass dieses Rang-
1-Integral aus Symmetriegriinden verschwindet.

N-Punkt-Funktionen mit N > 5 besitzen einen weiteren unabhéngigen Impuls, den wir
ohne Beschrankung der Allgemeinheit als p4 annehmen kénnen. Man kann daher mit einem
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3 Numerische Berechnung von masselosen Einschleifen-N-Punkt-Funktionen

weiteren Spinor-Sandwich erweitern und erhélt als Reduktionsformel

(= 1B 2= = =5 [(20ip1) (2k) + (2Lapa) (2aF)
— (2lhily) (2]94741)_ (lig—pslla1—)
. : (3.41)
+ O1a [(2111?3) (2l2k;) + (2l2p3) (2l1Ky)
— (20112) (2ph) | (12— aliza =) .
mit
61 =+ (i —pal la—) (L= [Ps| L1 —) — {li = P3| la—) (L2 —[Pal 11 —) (3.42)

6 = — (li—|pal la—) (L2 =[P L1 —) + {li = [Ps| la—) (la—[pal L —) -

3.2.6 Zweipunkt-Funktion

Als letztes fehlendes Glied in der Tensorreduktion bleibt die Behandlung der Zweipunkt-
Funktion. Diese kann mit Standardtechniken erledigt werden. Allgemein hat man nach
Feyman-Parametrisierung

D M1 ., fobr 2 s
Igl...ur,s _eef\{E‘u /d k k k? ( k( 2))

27713 kQ(k’ —p)
3.43
- 26/d / Dy k:+ap B (k4 ap)tr(— k:(2 26))5 ( )
=e a ,
1 —k% +a(1l — a)(—p?)]?

wobei p der duflere Impuls ist.

Es gilt r < N = 2. Multipliziert man den Z&hler aus, erhélt man so Terme der Form

kuo(l) kﬂ/o(Q)’ ak“o(l)puo(2)7 a2pﬂ/o(1)pﬂ/o(2) X (344)

Die (i) sind Permutationen iiber {1,2}. Aus Symmetriegriinden verschwindet der mittlere
Term mit ungerader Anzahl k. Man hat also nur das skalare Integral I und das Integral
mit k#1kH*2 im Zahler auszurechnen.

Mit Hilfe der Beta-Funktion bekommt man fiir das skalare Integral

Iy = ¢ <_:;2>_26 F(}e()2F£12;)e) % +2-In < up2> +0(e) . (3.45)

Das tensorielle Integral

/ dPk JAGYNT ghirz [ dPk k2
ir? [k +al—a)(=p)2 D J % [-k*+a(l - a)(-p?)]?

(3.46)

kann dhnlich gelost werden. Der Fall s > 0 wird in Abschnitt 3.2.8 besprochen und besitzt
eine ebenso einfache Losung, wenn vorausgesetzt werden kann, dass alle Indizes des Inte-
grals mit vierdimensionalen Grofien kontrahiert werden. Diese Voraussetzung ist bei uns
immer erfiillt. Alle Formeln sind im Anhang B angegeben.
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3.2 Tensorreduktion

3.2.7 Problempunkte im Phasenraum

Wie in Kapitel 2 beschrieben, ist das Auftreten von Gram-Determinanten im Nenner
eines der grofiten Probleme bei Tensorreduktionsverfahren, da an bestimmten Punkten im
Phasenraum diese Determinanten sehr klein bzw. Null werden. Die problematischen Félle
werden im folgenden der Reihe nach diskutiert.

1. Sind bei einem Integral alle duleren Impulse massiv, dann muss zur Bestimmung
von [y o die Grofle A (siehe (3.33)) verwendet werden. Dieses A ist identisch mit der
zweidimensionalen Gram-Determinante. Der Term

fim

_1—(110[2,

(3.47)

der bei der Konversion zwischen /1 » und p; , als Vorfaktor auftritt, ist im Grenzfall
linear abhéngiger duflerer Impulse gleich

p2
ot (3.48)

Die Skalarprodukte (2k-1; 2) in (3.15) erhalten bei der Umschreibung in die reduzie-
renden Skalarprodukte (2k - p;) einen Faktor 3. Bei jedem dieser Reduktionsschritte
wird also eine Wurzel der Gram-Determinante in den Nenner gebracht. Allerdings
geschieht dies nur fiir den Fall, dass alle &ufleren Impulse massiv sind.

2. In den Formeln (3.21) und (3.40) steht der Term (l; 2 —|§3|l21—) im Nenner. Wie
man leicht nachrechnen kann ist
2

(ha=lalle =) = 5Spur( Bt foth) = rsdan (349

wobei Az die dreidimensionale Gram-Determinante ist. Also sind die Terme
(li,2 — | #3]la,1—) proportional zur Wurzel dieser Gram-Determinante.

3. Das Skalarprodukt (21; - l2) 1a8t sich schreiben als

pap;
(2ps - py) F VA

(2 - 1p) = (3.50)

Ist p2 oder pz Null, dann wird auch das Skalarprodukt Null und es treten Probleme
auf. Allerdings ist der Fall, dass beide p? Null sind, eine richtige physikalische Sin-
gularitéit (kollinear) und wird daher sowieso aus den Observablen entfernt. Die Fiélle
in denen ein p? Null ist, lassen sich so behandeln, dass man die l12 durch andere p
definiert. Hat man geniigend &uflere Impulse zur Auswahl, N > 4, kann man statt
des massiven p, bzw. p, einen anderen, masselosen Impuls zur Definition von I; 2
auswéhlen und hat dann wieder den obigen Fall einer physikalischen Singularitit.
Fiir N = 3 kann man den massiven Impuls umdefinieren. Nimmt man p, als massiv
an, lautet die Umdefinition p, — p, — p,. Die Singularitét hat dann die Form des
B-Faktors wie unter Punkt 1.
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3 Numerische Berechnung von masselosen Einschleifen-N-Punkt-Funktionen

Das Problem der verschwindenden Gram-Determinanten ist also auch bei dieser Reduk-
tionsmethode vorhanden. Allerdings tritt nur noch die Wurzel der Gram-Determinante
auf und das numerische Problem wird entsprechend abgeschwécht. In der Praxis ist diese
Abschwichung ausreichend, da die Singularitéten nun integrabel sind und numerisch sta-
bil behandelt werden kénnen. Die Phasenraumpunkte, an denen die Gram-Determinante
genau Null ist, werden bei der Integration ausgelassen.

3.2.8 Skalare Basisintegrale

Mit dem bisher beschriebenen Verfahren lassen sich alle Integrale auf die Form

e e [dPE (B o)
I3, = e1B 2 / : ﬁ (3.51)
1T 2 1 N

bringen. Fiir s = 0 haben wir I berechnet. Die 3- und 4-Punkt-Integrale I3 und I,
sind aufwéndiger zu berechnen, die Losungen konnen aber noch in geschlossener Form
angegeben werden. Die hoheren Integrale I mit N > 5 miissen rekursiv mit Verfahren
berechnet werden, die im n#chsten Abschnitt beschrieben werden. In Anhang B sind alle
fiir diese Verfahren benotigten Basisintegrale mit ihren Losungen notiert.

Es bleibt noch, die Fille mit s > 0 zu betrachten. Wie zum Beispiel in [24] ausgefiihrt,
kann das Integral mit (k:(Q_Qe))S im Zahler als (D + 2s)-dimensionales Integral geschrieben
werden:

/d426k (K 29)"  T(s—e) / A

= . 3.52
2R, T (o) 2 (3.52)

im2tsTe ko kR
Da der Faktor
(s —e¢)
I'(—e)

bei der Taylor-Entwicklung einen Faktor e liefert, miissen nur die Integrale berticksichtigt
werden, die UV- oder IR-Divergenzen besitzen. Wie man sich iiberlegen kann, sind die
hoherdimensionalen Integrale alle IR-konvergent. Die N-Punkt-Integrale I3, mit N > 5
sind auflerdem UV-konvergent, so dass sie fiir s > 0 immer Null ergeben. Da in der von
uns gewdhlten Eichung r < N gilt und die Tensorreduktion die Ungleichung r + 2s < N
respektiert, miissen nur die Integrale Ingz, I?f:l und I5=2 berechnet werden. I3 ist im
Anhang B notiert, die anderen beiden Lésungen lauten:

1
=t = 5 +0() (3.53)

und 1
;7% = —5 100 (3.54)

3.3 Skalare Reduktion

Es bleibt, die skalaren Integrale auszuwerten. Die 2-Punkt-Funktion wurde schon behan-
delt. Ergebnisse fiir die 3- und 4-Punkt-Funktionen findet man in der Literatur. Die fiir uns
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3.3 Skalare Reduktion

wichtigen Fiélle mit internen masselosen Linien wurden vor kurzem in kompakter Form
berechnet [25, 26]. Die Formeln sind meist sehr kurz und enthalten neben elementaren
Funktionen nur Dilogarithmen. Sie werden in dieser Arbeit nicht weiter besprochen. Fine
Ubersicht iiber alle Formeln findet sich in [27] und in Anhang B.

Die Berechnung von N-Punkt-Funktionen mit N > 4 unterscheidet sich prinzipiell von der
niedrigerer Funktionen. Auf Grund iiberbestimmter Kinematik kénnen hohere Funktionen
jeweils durch niedrigere Funktionen ausgedriickt werden. Die entsprechenden Reduktions-
formeln sind fiir spezielle Fille schon seit langem bekannt [28]. In jiingster Zeit wurden
die Reduktionsformeln soweit entwickelt, dass sie praktisch fiir alle N-Punkt-Funktionen
die komplette Reduktion auf Boxgraphen beschreiben. Probleme bei der Behandlung von
IR-divergenten Diagrammen wurden dabei gelést [29, 30, 31]. Im folgenden werden die
Reduktionsformeln besprochen.

3.3.1 Grundlegende Definitionen

Um die Reduktionsformel in ihrer kompakten Form besprechen zu kénnen, miissen zunéchst
noch ein paar Definitionen eingefiihrt werden. Die sogenannte Streichung von Propagato-
ren (engl.: pinching) ist eine zentrale Operation, die wie folgt zu verstehen ist. Hat man
ein Integral der Form

d’r 1
Iy = ewEﬂQe/ D22 (3.55)
1T 2 kl e kN

dann nennt man das durch Streichung des i-ten Propagators entstehende Integral

dPk 1
in k%"'k%—lk%—f—l"'k?\f

In[i] = e % / (3.56)

das i-reduzierte Integral. Die Nummer des gestrichenen Propagators wird als Argument
in Klammern notiert. Graphisch veranschaulicht wird der englische Name pinching fiir die
Operation klar, siehe Abbildung 3.4.

Abbildung 3.4: Streichung (pinching) des i-ten Propagators

Die beiden dufleren Beine werden praktisch zusammengeklemmt (pinched). Zu beachten
ist dabei, dass das neue Integral von verdnderten Hufleren Impulsen abhingt. Aus p;_1
wird p;—1 + pi-

27
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Eine weitere wichtige Grofe ist die kinematische Matrix, denn die folgenden Reduktions-
formeln beruhen alle auf der Losung von Gleichungsystemen, die durch die kinematische
Matrix oder die Gram-Matrix definiert sind. Die kinematische Matrix ist definiert als

Sii = (g — qj)* . (3.57)

3.3.2 5-Punkt-Funktionen

Die Reduktionformel fiir 5-Punkt-Funktionen wurde in [32] berechnet und lautet
5
Iy = bilyfi] + O(e) . (3.58)
i=1

Der Term O(e) besteht im wesentlichen aus einer 5-Punkt-Funktion in 6 — 2¢ Dimensionen
und einem Faktor e. Da die 5-Punkt-Funktion in dieser Dimension keine Divergenzen
mehr enthélt, gehort der Term insgesamt zur Ordnung € und braucht von uns nicht weiter
betrachtet zu werden.

Die Groflen b; sind definiert als

5
bi=>» (S, (3.59)

Jj=1

also als Zeilensumme der invertierten kinematischen Matrix S. Die Boxgraphen I4[i] gehen
je durch Streichung des i-ten Propagators aus dem urspriinglichen Integral hervor.

3.3.3 6-Punkt-Funktionen

Die Formel fiir die 6-Punkt-Funktion wurde in [33] berechnet:
6
Is =" biIs[i) . (3.60)
i=1

Die Grofien b; sind definiert als

6
b; = Z(Sil)ij . (3.61)

Jj=1

3.3.4 N-Punkt-Funktionen

Fir N > 7 ist die Determinante der kinematischen Matrix im Allgemeinen nicht mehr
ungleich Null. Daraus folgt, dass man die Inverse nicht mehr bilden kann. Die Redukti-
onsformeln fiir N =5 und NV = 6 lassen sich deshalb zun#chst nicht verallgemeinern.

In [30, 31] wurde dieses Problem geldst. Die Reduktionsformel lautet

[N = Zn: r; [N—l[i] (362)
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3.4 Implementierung

und sieht den Formeln fiir 5- und 6-Punkt-Funktionen sehr #hnlich. Allerdings ist die
Bestimmung der Koeffizienten r; nun etwas aufwindiger. Da das zugrundeliegende Glei-
chungssystem streng genommen nicht mehr 16sbar ist, also die Inversion der Matrix nicht
mehr moglich ist, kommt die Singuldrwert-Zerlegung zum Zuge. Eine genauere Beschrei-
bung der Methode zusammen mit einer konkreten softwaretechnischen Implementierung
findet sich in [34]. Die Gram-Matrix wird dabei wie folgt in drei Komponenten zerlegt:

4

Gz‘j = Z Uikwk (VT)kj . (3.63)
k=1

U und V sind orthogonale Matrizen. Der Vektor wy, enthilt die Singuldrwerte.

Danach lassen sich die r; berechnen als

N-1
Vi
= — fir 1<i<N-1 d = — P 3.64
74 s ir 1<43< und 7y ; T (3.64)
Der Wert Wj ist gegeben als
N-1
1
Ws =3 Z; GiiVji . (3.65)
.]:

Damit ist die skalare Reduktion vollstéandig.

3.4 Implementierung

In den vorigen Abschnitten wurden die Details eines Verfahrens zur Berechnung von mas-
selosen Einschleifen-n-Punkt-Funktionen beschrieben und erklért. Die praktische Umset-
zung dieses Verfahrens in Form eines Computerprogramms wurde gemeinsam von A. van
Hameren, S. Weinzierl und mir unternommen [27]. Ziel war es, ein Computerprogramm zu
schreiben, das nach Angabe der dufleren Impulse, der Tensorstruktur und der Renormie-
rungsskala das entsprechende Schleifenintegral berechnet. Sowohl die genannten Eingabe-
parameter als auch das Ergebnis sollen dabei rein numerischer Art sein. Das Programm
soll sich spéter mit anderen Komponenten, wie z.B. der rekursiven Baumgraphengene-
rierung, kombinieren lassen und so ein Teil eines grofferen Projekts zur Berechnung von
NLO-Jet-Ereignissen werden.

Wir haben uns bei der Implementierung auch um die Einhaltung von Prinzipien des
Software-Engineerings bemiiht, wie der Wartbarkeit, Erweiterbarkeit oder Robustheit.
Neben prinzipiellen Uberlegungen war dafiir auch konkret der Einsatz des Programms
als Teilkomponente in einem komplexen System verantwortlich. Ein solches System soll
hoffentlich von vielen verschiedenen Forschergruppen benutzt und gegebenenfalls ange-
passt werden konnen. Die verwendeten Datentypen einfach austauschen zu kénnen, um
eine hohere numerische Prézision zu erreichen, ist beispielsweise ein naheliegender Wunsch,
der durch diesen Ansatz erleichtert wird.

Da die Software nur Werte fiir einen Teil des invarianten Matrixelements |M)|? liefert,
also fiir die Berechnung zum Beispiel eines Wirkungsquerschnitts noch die Phasenraumin-
tegration auszufiihren bleibt, ist die Geschwindigkeit des Programms von entscheidender
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Bedeutung. Die Phasenraumintegration wird in der Regel numerisch mittels Monte-Carlo-
Verfahren gemacht. Das bedeutet, dass fiir die Berechnung eines konkreten Wirkungsquer-
schnitts unser Programm vielleicht mehrere hunderttausend Mal aufgerufen wird und jede
Ineffizienz in der Programmierung entsprechend vielfach auf den Anwender zuriickfallt.
Die daher wichtige Optimierung ist im iiberndchsten Abschnitt beschrieben.

3.4.1 Verifizierung

Ganz zentral bei der Entwicklung ist jedoch, die Korrektheit des Programms zu gewéhr-
leisten. In unserem Fall wird dies erheblich durch die Tatsache erleichtert, dass am Ende
eine einfache Zahl als Ergebnis geliefert wird, die man vergleichen kann. Neben dem Ver-
gleich mit anderen etablierten Programmen fiir bestimmte Spezialfille oder dem Test von
pathologischen Eingabewerten, bei denen das Ergebnis leicht per Hand berechnet werden
kann, ist der Vergleich verschiedener Implementierungen des gleichen Algorithmus sehr
niitzlich.

Wir haben nicht gemeinsam an einem Programm gearbeitet, sondern jeder hat fiir sich ein
eigenes Programm geschrieben. Die Mehrfachprogrammierung lohnt sich, da der eigent-
liche Programmieraufwand gegeniiber dem zu erwartenden Aufwand fiir die Fehlersuche
kleiner ist. Die Fehlersuche wird erheblich durch den moglichen Vergleich zwischen den
verschiedenen Implementierungen erleichtert. Auch eine Beurteilung der Optimierung fallt
leichter. Fiir die verschiedenen Implementierungen haben wir auch verschiedene Program-
miersprachen benutzt: C++ und FORTRAN. Im folgenden soll trotzdem manchmal nur
von einem Programm gesprochen werden, wenn diese Tatsachen nicht von Bedeutung sind.

Der erste Schritt war die Programmierung der grundlegenden, mathematischen Funktio-
nen und der Hilfsfunktionen fiir die Kinematik. Das sind z.B. der Dilogarithmus oder das
Skalarprodukt zwischen zwei Spinoren. Danach folgte dann die Programmierung der Ba-
sisintegrale. Der Vergleich mit existierenden, gut getesteten Programmen wie FF?® war
teilweise moglich. Der Vergleich der unterschiedlichen Implementierungen, die zum Teil
auch auf unterschiedlichen Formeln aus der Literatur beruhen, sichert hier gegen Fehler
ab. Der néchste Schritt war die Implementierung aller skalaren Integrale, d.h. der skalaren
Reduktion. Hier halfen zur Fehlerfindung nur der Vergleich zwischen unseren Implemen-
tierungen und kleinere Tests, wie z.B. die Verschiebung der Propagatornumerierung. Im
letzten Schritt wurde dann die Tensorreduktion programmiert. Hier ist die Anzahl an Ein-
gabeparametern schon recht hoch, aber weil die zugrunde liegenden skalaren Integrale gut
getestet wurden, kann man die Tests noch iibersichtlich halten. Neben dem gegenseitigen
Vergleich konnten hier weitere Tests angewandt werden. Die Permutation der Tensorin-
dizes darf z.B. keinen Einfluss auf das Ergebnis haben. Auch lassen sich niederrangige
Reduktionen fiir Spezialfille mit masselosen dufleren Spinoren per Hand durchfithren und
das automatische Ergebnis dagegen vergleichen.

Unsere Programme berechnen nicht nur den endlichen Teil der Beitrége, d.h. den Koeffi-
zienten Cy in der e-Reihe, sondern auch die divergenten Teile, also die Koeffizienten C'_»
und C_q in der Reihe

1 1
0_26_2 + C_lz + Co + O(E) .

® FFist in [35] beschrieben.
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Dies bietet weitere Moglichkeiten zum Vergleich.

Eine besondere Fehlerquelle bei numerischen Verfahren stellt die Unterscheidung von Im-
pulsen in masselose und massive Impulse dar. Ein Impuls ist masselos, wenn sein Quadrat
p? = pg —p? —p3— p% gleich Null ist. Die Kernfrage ist: wann ist eine Null eine Null?
Die endliche Prizision der gewdhnlichen Datentypen fithrt meistens zu Werten, die nicht
exakt Null sind, sondern nur unterhalb einer gewissen Schranke liegen. Werden mehrere
Impulse addiert oder subtrahiert, oder wie [; und Iy mittels einer Losung einer quadra-
tischen Gleichung bestimmt, dann kénnen masselose Impulse ein Impulsquadrat besit-
zen, das weit von der Null entfernt ist. Ein Vergleich mit massiven Impulsen zeigt, dass
es immer einen signifikanten Unterschied in der Gréflenordnung zwischen massiven und
masselosen Impulsen gibt, den man ausnutzen kann, um masselose Impulse eindeutig zu
identifizieren. Allerdings gibt es keine, von den Eingabeparametern unabhéngige Schranke.
Die Unterscheidung von masselos und massiv ist bei der Auswahl der richtigen Formeln
fiir bestimmte Basisintegrale wichtig. Dort werden je nach Konfiguration der &ufleren
Impulse unterschiedliche Spezialformeln noétig. Eine falsche Entscheidung kann das Ergeb-
nis stark verdndern. Ttickisch ist diese Fehlerquelle dadurch, dass nur unter bestimmten
Umstédnden und fiir bestimmte Félle die Fehler auftreten. Gelost wird das Problem durch
die Einfiihrung einer weiteren Variable zusétzlich zu den vier Komponenten des Impulses.
Diese Variable enthélt die Information, ob der Impuls massiv oder masselos ist, und muss
vom Benutzer zu Beginn richtig gesetzt werden. Bei den meisten Rechenschritten koénnen
diese Variablen durch das Programm korrekt verédndert werden. In Zweifelsfillen greift
das Programm auf die Uberpriifung des Impulsquadrats mittels einer Schranke zuriick.
Die Schranke ist nicht fest eingestellt, sondern wird nach der Groéflenordnung der dufleren
Impulse gewdhlt.

3.4.2 Optimierung

Als Computer kam fiir alle Tests und Geschwindigkeitsmessungen ein Athlon64 3400+
System mit 2 GB Speicher zum Einsatz. Compiliert wurde die Software fiir den 32bit-
Modus mit GNU g++ 4.0 und der Optimierungseinstellung -02.

Die erste Implementierung war iiberhaupt nicht optimiert. Zum Beispiel bendétigte die
Berechnung einer Einschleifen-5-Punkt-Funktion vom Tensorrang 5 31.68 Sekunden. Diese
Zeit ist ,,spiirbar® und macht den Einsatz in einem Monte-Carlo-Integrator unpraktikabel,
da dort eine solche Rechnung mehrere hunderttausend oder millionen Mal ausgefiihrt
werden muss.

Analysiert man das Programm, dann findet man als Hauptgrund fiir die schlechte Leis-
tung, dass im Ablauf der Rekursionsschritte sowohl fiir die Tensorreduktion als auch die
skalare Reduktion viele Integrale mehrfach berechnet werden. Bei der sklaren Reduktion
ist es zum Beispiel egal, ob man zuerst die Propagatoren m,m + 1 und dann n,n + 1
vereint, oder ob man umgekehrt erst n,n + 1 und dann m, m + 1 vereint. Man landet in
beiden Fillen bei dem gleichem Integral. Sobald also mindestens eine zweifache skalare
Reduktion, konkret fiir N-Punkt-Funktionen mit N > 6, notig wird, treten Redundanzen
auf. An den Rekursionsformeln fiir die Tensorreduktion kann man etwa sehen, dass be-
stimmte Reduktionsschritte nur den Rang vermindern, andere den Rang und die Anzahl
Propagatoren gleichzeitig reduzieren. Es ist klar, dass dadurch auch wieder auf verschie-
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2-Punkt-Funktion skalare 4-Punkt-F.
Anzahl der | Laufzeit in | Anzahl der | Laufzeit in | Gesamtlaufzeit
Aufrufe % Aufrufe % in Sekunden
nicht-optimiert 2254496 22.9 1366692 14.3 31.68
optimiert 386 4.3 75 1.1 0.02
(a) Ergebnisse fiir die 5-Punkt-Rang-5-Funktion.
skalare 4-Punkt-F. skalare 5-Punkt-F.
Anzahl der | Laufzeit in | Anzahl der | Laufzeit in | Gesamtlaufzeit
Aufrufe % Aufrufe % in Sekunden
nicht-optimiert 151200 53.0 30240 88.8 33.95
optimiert 210 5.9 252 16.0 0.77

(b) Ergebnisse fiir die skalare 10-Punkt-Funktion.

Tabelle 3.1: Analyse der Programmlaufzeit fiir zwei verschiedene Integral-Funktionen. Ge-
zeigt ist die Anzahl der Aufrufe bestimmter, zugeordneter C++-Funktionen
und deren prozentualen Anteils an der Gesamtlaufzeit. Je zwei représentative
C++-Funktionen sind dargestellt. Alle Zahlen sind fiir den optimierten und
den nicht-optimierten Fall angegeben.

denen Wegen gleiche Integrale berechnet werden miissen. Wie drastisch die Redundanz
ist, kann man den Tabellen 3.1(a) und 3.1(b) entnehmen.

Diese Tabellen enthalten Zahlen {iber den internen Ablauf des Programms fiir zwei ver-
schiedene Testfiille®. Einmal wurde das Programm gestartet, um eine 5-Punkt-Rang-5-
Funktion zu berechnen, und einmal wurde es fiir die Berechnung einer skalaren 10-Punkt-
Funktion gestartet. Es sind die Zahlen fiir jeweils das nicht-optimierte und das optimierte
Programm gezeigt. Neben der Gesamtlaufzeit des Programms, findet man in beiden Bei-
spielen fiir zwei hiufig auftretende C++-Unterprogramme die Anzahl der Aufrufe und deren
prozentualen Anteil an der Gesamtlaufzeit des Programms. Diese C++-Funktionen erle-
digen jeweils die komplette Berechnung, die ihnen zugedacht ist und liefern als Ergebnis
eine Zahl. Die C++-Funktion fiir die 2-Punkt-Funktion in Tabelle 3.1(a) behandelt sowohl
skalare als auch tensorielle Integrale. Die anderen zwei Funktionen berechnen nur skalare
Funktionen. An der Berechnung der Beispiele sind viele C++-Funktionen beteiligt. Die drei
C++-Funktionen in Tabelle 3.1(a) wurden ausgewéhlt, weil sich an ihnen die Redundanz
am deutlichsten zeigt.

Die Optimierung besteht einzig und allein darin, dass sich das Programm fiir jeden Satz
von Eingabeparametern, der bei dem Aufruf einer bestimmten C++-Funktion gegeben
wird, das Ergebnis dieser Funktion merkt. Bevor die Funktion zu rechnen beginnt, priift

5 Die Daten wurden mit Hilfe des Programms gprof gewonnen. gprof ist ein weit verbreitetes und viel
benutztes Hilfsprogramm, mit dem sich der Ablauf eines kompilierten Computerprogramms analysieren
lasst.
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sie immer zuerst, ob nicht schon einmal fiir diese Eingabeparameter eine Rechnung aus-
gefiihrt wurde. Falls ja, verwendet sie das gespeicherte Ergebnis. Diese Optimierung lésst
sich einfach in die rekursive Struktur des Programms einbauen und besteht im wesentlichen
nur in der Verwaltung einer Datenbank. In C++ kann eine solche Datenbank ganz einfach
mit der vorhandenen Datenstruktur map<> programmiert werden, die einen assoziativen
Speicher zur Verfiigung stellt, bei dem man mittels eines Schliissels (eine geeignete Codie-
rung der Eingabeparameter) einen Wert (das Ergebnis als Zahl) suchen lassen kann. Die
numerische Prézision bleibt bei dieser Optimierungmethode unberiihrt. Die Genauigkeit
der Ergebnisse mit und ohne Optimierung ist gleich.

Die Tabellen zeigen, wie gewaltig der Effekt einer solchen einfachen Optimierung ist. An-
statt mehrere millionen Mal aufgerufen zu werden, wird die 2-Punkt-Funktion nur noch
wenige hundert Mal zur Berechnung bemiiht. Die Auswirkung auf die Laufzeit des Pro-
gramms ist grof}: das Programm lduft um mehr als einen Faktor Tausend schneller. Die
beiden gezeigten Rechnungen demonstrieren in gewissem Mafle Extremfélle, zum einen ein
hoher Rang, zum anderen eine hohe Anzahl Teilchen. In praktisch relevanten Féllen wird
man meist irgendwo zwischen diesen beiden Extremen liegen.

Bei den Zahlen fallt auf, dass die Gesamtlaufzeit nicht in dem selben Mafie abnimmt, wie
die Anzahl der Funktionsaufrufe. Das Gleiche kann man auch an den prozentualen Anteilen
an der Gesamtlaufzeit der einzelnen Funktionen erkennen. Wéhrend im nicht-optimierten
Fall der Grofiteil der Rechenzeit auf die eigentlichen Rechenfunktionen entfallt, ist das
im optimierten Fall nicht mehr so. Eine Analyse zeigt, dass nun ein grofler Teil der Zeit
auf das Suchen in der Datenbank entfillt. Fiir die 5-Punkt-Rang-5-Funktion zum Beispiel
verwendet das Programm knapp 47% seiner Zeit auf das Suchen in der Datenbank. Der
andere grofle Teil der Zeit wird fiir das Erzeugen und Vernichten von Daten verbraucht.
Dies sind die Operationen, bei denen z.B. aus der gegebenen Liste von Spinoren eine neue,
verkiirzte Liste erzeugt werden muss.

Betrachtet man die Leistung des Programms aus dem Blinkwinkel eines grofieren Gesamt-
projekts, so ist zwar jede noch so kleine Optimierung irgendwann einmal wiinschenswert,
die einfache, oben beschriebene Optimierung gegniigt aber schon, um mit dem Projekt
verniinftig fortfahren zu kénnen. D.h. man kann weitere Optimierungen spéter angehen
und sich zuerst um die Vollendung des eigentlichen Projektziels kiimmern. Die Analyse
hat gezeigt, dass die Optimierung der mathematischen Operationen praktisch kaum re-
levant ist. Optimiert werden kénnen vor allem die Datenbank und die Operationen auf
den Datenstrukturen der Eingabeparameter. Anstatt in einem assoziativen Speicher, wie
der von map<>, zu suchen kann man auch die Codierung der Eingabeparameter so ge-
schickt wéhlen, dass ein Vergleich in konstanter Zeit moglich wird. Es gibt aber durchaus
Argumente gegen solche Optimierungen an diesem Punkt der Softwareentwicklung. Die
bisherige Implementierung zeichnet sich durch ein hohes Mafi an Allgemeinheit aus, und
der Code gibt die Struktur der mathematischen Methoden wieder, was ihn lesbar, wartbar
und erweiterbar macht. Die meisten weitergehenden Optimierungen wiirden diese Struk-
turen zerstoren oder vernebeln. Da das Projekt noch nicht seine Endstufe erreicht hat und
noch viele Anderungen am Code notwendig werden kénnten, scheint es daher sinnvoll,
diese Optimierungen in die Zukunft zu verlagern.
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3.4.3 Ergebnisse

Das Ergebnis besteht im Wesentlichen in der Fertigstellung von drei verschiedenen Pro-
grammen, die alle die Berechnung von masselosen Einschleifen-N-Punkt-Funktionen aus-
fithren kénnen und fiir gegebene Eingabeparameter die Koeffizienten der e-Pole und des
endlichen Anteils liefern. Die Programme wurden in [27] vorgestellt. In dieser Arbeit finden
sich auch weitere Details zu Testdaten mit Ergebnissen, die hier nicht gezeigt wurden.
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4 Analytische Berechnung von
Schleifenintegralen

Nachdem im vorigen Kapitel ein Projekt zur numerischen Berechnung von Einschleifen-
Integralen vorgestellt wurde, soll nun in diesem Kapitel auf analytische Verfahren einge-
gangen werden. Wir stellen das xloops-Projekt vor, mit dem man Feynman-Diagramme
weitgehend analytisch berechnen lassen kann. Nach der Beschreibung der analytischen Me-
thoden in xloops stellen wir neue Ideen und Moglichkeiten zu deren erweiterten Anwendung
vor.

4.1 Das xloops-Projekt

Im Jahr 1991 wurde von Dirk Kreimer die Technik, Impulse in einen Orthogonal- und einen
Parallelraumanteil zu zerlegen, auf die Berechnung von massiven Zweischleifen-Integralen
angewandt [36, 37]. Damit liefen sich diese Integrale prinzipiell auf eine neue, effiziente
Weise berechnen. Um das Verfahren praktisch zu erproben, wurde ein Software-Projekt
begriindet, mit dem Ziel eine funktionsfihige Implementierung zu schaffen. Daraus ent-
wickelte sich bald die Idee, ein allgemeineres Programm zu schreiben, das automatisiert
die storungstheoretischen Beitrige zu physikalischen Prozessen in Ein- und Zweischleifen-
Ordnung berechnen kann: xloops.

xloops wurde mit dem Computeralgebrasystem Maple programmiert. Zusétzlich wurden
eine Reihe weiterer Programmiersprachen fiir spezielle Aufgaben, wie z.B. die graphi-
sche Benutzerschnittstelle oder die numerische Integration, benutzt [38]. Bevor noch das
hauptséichliche Ziel von xloops, ndmlich die Berechnung von Zweischleifen-Integralen, er-
reicht werden konnte, zwang die softwaretechnische Komplexitéit der Aufgabe die Pro-
grammierer zu einer kompletten Neuimplementierung von xloops auf Basis der eigens dafiir
geschaffenen C++-Bibliothek fiir Computeralgebra GiNaC [39].

Die Struktur von xloops ist in Abbildung 4.1 gezeigt. Das komplette System ist nun in nur
einer Programmiersprache geschrieben. Die Programmiersprache C++ bildet die Basistech-
nologie des ganzen Systems. Darauf aufbauend finden sich drei externe Bibliotheken: Gi-
NaC wurde schon erwihnt. Es erlaubt, algebraische Umformungen beliebiger symbolischer
Ausdriicke als Teil von C++ zu programmieren. nestedsums benutzt GiNaC und kann spezi-
elle Funktionen der mathematischen Physik nach kleinen Argumenten Taylor-entwickeln.
Die C++-Bibliothek nestedsums wurde von Stefan Weinzierl programmiert [40]. VEGAS
ist die Implementierung eines bekannten Verfahrens [41] zur numerischen Integration. Das
eigentliche xloops besteht aus den Komponenten zur Berechnung von Einschleifen- und
Zweischleifen-Integralen, sowie einem Graphen-Generator, der zu einem gegebenen Pro-
zess alle beitragenden Feynman-Diagramme erzeugt, und einem kleinen interaktiven Kom-
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Graphen—Generator

Zweischleifen—

Funktionen
Einschleifen—
T Funktionen

Nestedsums || VEGAS

Parint

C++

Abbildung 4.1: Struktur von xloops. Gezeigt ist der hierarchische Aufbau aus verschiedenen
Einzelkomponenten. C++ bildet die Basistechnologie, auf der alle weiteren Teile aufbauen.
GiNaC, nestedsums und VEGAS sind externe Bibliotheken, die von xloops genutzt werden.
Dariiber befinden sich die eigentlichen Komponenten von xloops.

mandozeileninterpreter ginsh-zloops.

Man benutzt xloops, indem man ein C++-Programm schreibt, dass die von xloops an-
gebotenen C++-Funktionen aufruft. Es gibt zwar auch die Moglichkeit mit ginsh-zloops
interaktiv Berechnungen auszufiihren, dies ist aber nicht die priméire Anwendungswei-
se. xloops bietet dem Benutzer eine Reihe von C++-Funktionen an. Zur Berechnung der
Einschleifen-Dreipunkt-Funktion kann der Benutzer zum Beispiel zwischen den folgenden
drei Funktionen wéhlen

e ex Scalar3Pt(...)
e ex OneLoop3Pt(...)

e ex OneLoopTens3Pt(...)

Die dazu jeweils entsprechenden Integrale

1 Lot it? Lyy o1
/lePtlptzpte, ) /lePgPth;tg ) /lePLE Pm;@ )
142713 142713 142713

unterscheiden sich durch die Z#hlerstruktur. Die Funktionen erwarten eine Reihe von Para-
metern, wie zum Beispiel die Massen, dufleren Impulse oder Exponenten der Propagatoren,
in Form von GiNaC-Datentypen ex (sieche Anhang C). Das berechnete Ergebnis wird ge-
nauso wieder als ex zuriickgeliefert. ex kann beliebige symbolische Ausdriicke oder auch
Zahlen enthalten. Die Konventionen fiir die Integrale werden im Abschnitt 4.2 besprochen.
Es wird immer dimensionale Regularisierung verwendet. Genauere Details iiber die Para-
meter und die Integraldefinitionen werden hier nicht weiter beschrieben, kénnen aber im
Handbuch von xloops nachgelesen werden. Alle in xloops berechenbaren Integrale besitzen
die drei gezeigten Typen von C++-Funktionen zum Aufrufen.
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4.1.1 Status

In xloops sind zurzeit noch nicht alle denkbaren Ein- und Zweischleifen-Integrale implemen-
tiert. Die vorhandenen Integrale konnen mit beliebigen Massen, Propagatorexponenten
und mit den drei im vorigen Abschnitt illustrierten Z#hlerstrukturen berechnet werden.
Es ist daher ausreichend und iibersichtlicher die vorhandenen Funktionen an Hand der
zugrundeliegenden Topologien der Feynman-Graphen zu charakterisieren. Abbildung 4.2
zeigt die Topologien, die mit xloops berechnet werden kénnen. Das sind zum einen die
Ein- bis Dreipunkt-Einschleifen-Topologien. Zum anderen sind dies bei den Zweischleifen-
Topologien die Zweipunkt-Graphen, deren Berechnung und Implementierung in [42] be-

schrieben ist.

(a) Einschleifen-Topologien

O D06
8 o~ _§-—8-

) Zweischleifen-Topologien

Abbildung 4.2: Implementierte Topologien in xloops.

Die in Abbildung 4.3 gezeigten Topologien sind zwar noch nicht in xloops berechenbar,
allerdings wird momentan an deren Implementierung gearbeitet und Fortschritte sind dies-
beziiglich fiir die nihere Zukunft zu erwarten. Dazu gehoren die Einschleifen-Vierpunkt-
Topologie, auch Boxgraph genannt, sowie die Zweischleifen-Drei- [43] und Vier-Punkt-
Topologien [44].

Die besprochenen Topologien bzw. Integrale werden dem Benutzer von xloops durch C++-
Funktionen zugénglich gemacht. Diese C++-Funktionen bilden eine Ebene der Benutzer-
schnittstelle, d.h. des Programminterfaces, von xloops. Wie man in Abbildung 4.1 sehen
kann, ist das aber nicht die oberste Komponenten-Ebene in xloops. Dariiber existiert noch
der Graphen-Generator, der eine vollkommen andere Steuerung von xloops erlaubt. Statt
einzelne Integrale ausrechnen zu lassen, kann sich der Benutzer durch Vorgabe eines phy-
sikalischen Prozesses das entsprechende Matrixelement |M|? berechnen lassen. Die be-
teiligten Feynman-Diagramme werden dabei automatisch erzeugt, berechnet und geeignet
kombiniert. Der Graphen-Generator existiert bereits als eigensténdiges Softwareprogramm
[45], ist aber bis jetzt noch nicht in xloops integriert. In Abbildung 4.4 ist der Ablauf einer
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X V
/N

Abbildung 4.3: Topologien an denen gearbeitet wird und die noch nicht in xloops im-
plementiert sind. Das sind der Boxgraph und verschiedene Drei-Punkt- und Vier-Punkt-
Zweischleifen-Topologien.

automatisierten Berechnung eines Matrixelements gezeigt. Die Ké&stchen bezeichnen Pro-
grammkomponenten, die jeweils eine spezielle Aufgabe iibernehmen. Beginnend mit der
Definition eines Prozesses und des zugrunde liegenden Modells, d.h. der Benennung der
dufleren Teilchen einer Reaktion und der erlaubten Wechselwirkungen mitsamt Feynman-
Regeln, erzeugt der Graphen-Generator alle Feynman-Diagramme. Durch die Feynman-
Regeln werden die passenden analytischen Ausdriicke erstellt und die nétigen Integral-
rechnungen identifiziert. Die Integrale werden dann, wenn notig mit Hilfe numerischer
Verfahren, berechnet. AbschlieBend werden die Ergebnisse kombiniert und als quadriertes
Matrixelement zuriickgeliefert.

Die in Abbildung 4.4 gestrichelt gezeichneten Komponenten sind noch nicht programmiert.
Neben dem Einbau des Graphen-Generators sind also die Behandlung der Feynman-Regeln
und des Matrixelements noch zu erledigende Aufgaben bei der Entwicklung von xloops.

Modell- Vegas |

beschreibung Parint :

Y
v X v R 2
Graphen- Feynman- 1-Schleifen Matrix- :
Prozess ™ Generator " Regeln i 7| 2-Schleifen i elemente
'y Lo

v
nestedsums

Abbildung 4.4: Ablaufdiagramm von xloops. Von links beginnend sind die einzelnen Ar-
beitsschritte dargestellt. Die gestrichelten Elemente sind noch nicht vorhanden.
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4.2 Analytische Techniken in xloops

Wir beschreiben nun die Methoden zur Berechnung von Feynman-Integralen, wie sie in
xloops angewendet werden. Die Darstellung wird viele Details auslassen und sich auf
die Aspekte konzentrieren, die fiir das Verstindnis des eigentlichen Ziels dieses Kapitels,
némlich die Vorstellung neuer Ideen und Ansétze fiir xloops, notwendig sind. Wir beginnen
mit der grundlegenden Technik der Parallel-/Orthogonalraummethode, deren Einsatz bei
Zweischleifen-Integralen, wie schon erwahnt, die hauptsichliche Motivation fiir xloops war.

4.2.1 Die Parallel-/Orthogonalraummethode

Die dimensionale Regularisierung macht die Dimension eines Integrals zu einer Variablen
D, welche beliebige Werte annehmen kann. Mathematisch abstrakt wird ein dimensio-
nal regularisiertes Integral einfach als ein Funktional betrachtet, das einer Zahl D eine
Funktion zuordnet. Diese Funktion soll die wesentlichen analytischen Eigenschaften eines
gewohnlichen Integrals besitzen [1]. Neben diesen Eigenschaften ist die wichtigste Forde-
rung, dass die Funktion fiir D — 4 das urspriingliche Integral reproduziert. Diese Forde-
rung mathematisch zu formulieren fithrt auf natiirliche Weise zur Aufteilung sowohl des
Integrals als auch der Impulsvektoren in zwei Teile, von denen der erste dem urspriinglichen
Problem in ganzzahliger Dimension J =4 entspricht, und der zweite Teil den abstrakten
(D—J)-dimensionalen Rest umfasst.

Die Dimension J ist ganz bewusst als Variable geschrieben worden. Besitzt das Feynman-
Integral zum Beispiel weniger als vier duflere Impulse, dann lésst sich die Kinematik ver-
einfacht beschreiben. Man kann durch eine geeignete Lorentz-Transformation die Impulse
so transformieren, dass bestimmte Vektorkomponenten durchgehend Null werden, die ef-
fektiven Impulsvektoren also in einem Unterraum mit kleinerer Dimension leben. Wenn
es dann fiir die Rechnung giinstig ist, kann man ohne Probleme J gleich dieser kleineren
Dimension wihlen. Die Impulse werden allgemein wie folgt notiert:

l:(ZO,lla"'alJflalL)' (41)

Dabei bilden die Iy bis [ j_1 den Parallelraumanteil und [ | beschreibt den restlichen Anteil
im Orthogonalraum. Das Impulsquadrat ist wie iiblich definiert als

P=pR-03-.. -0 -3, (4.2)

Bei dufleren Impulsen
q = (QO,Ql,---»QJfl,O) (43)

ist der Orthogonalraumanteil immer Null. Die Namen , Parallel - Orthogonal“ fiir die
beiden Impulsanteile leiten sich von der Eigenschaft des Skalarprodukts ab. Das Skalar-
produkt zwischen einem D-dimensionalen Schleifenimpuls [ und einem &dufleren Impuls ¢
ist:

l-g=logo—ligr — -+ —lj-19s-1- (4.4)

Die Orthogonalraumanteile verschwinden dabei immer, nur der Anteil der parallel zu den
duleren Impulsen ist, bleibt erhalten.
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Die Vorschrift fiir ein dimensional regularisiertes Integral lautet dann

(e} e}

/lef( /dlo /dzJ 1/dszD T, . ly_1,10). (4.5)
0

Hier sieht man die Aufteilung in Parallelraum-Integrale und ein Orthogonalraum-Integral.
Die giinstige Eigenschaft des Skalarprodukts zwischen Schleifenimpuls und dufleren Im-
pulsen hat man sich schon zunutze gemacht, um das Orthogonalraumintegral zu einem
Euklidischen Integral umzuschreiben. Wegen des Skalarprodukts kommt /| nur quadriert
vor, so dass das Orthogonalraumintegral direkt ausgefiihrt werden kann.

Am Beispiel der skalaren Einschleifen-Drei-Punkt-Funktion werden wir diese und alle fol-
genden analytischen Techniken illustrieren. Das Drei-Punkt-Integral sieht so geschrieben
wie folgt aus:

di diy [ di 1?3
D— / 0/ 1/ Lo —z2 2
0 (lo + q10)? —m?+ip (4.6)

(lo + q20)? —(l1+qQ1) —12 —mi+ip lg—l%—li—mg—i—ip'

Die Dimension J ist hier gleich Zwei. Die dufleren Impulse wurden so transformiert, dass
nur drei Komponenten ungleich Null sind:

¢1 = (q10,0,0,0), 72 = (920, ¢21,0,0) . (4.7)

Der Term ip definiert die Integrale an den Polstellen der Integranden. Am Ende der Rech-
nung wird p — 0 gesetzt.

Durch eine Partialbruchzerlegung erhélt man drei Summanden, die li jeweils nur noch in
einem Nenner enthalten, so dass man mit der bekannten Formel

o0

s a a atl

0

die Orthogonalraumintegration ausfithren kann. Danach hat man:
b 3
Iy = —n 2T (=82 4+ 1) Z
k=

1
/dl /dl [+ B +m2—ip) 7!
0 ! (a1xlo + bkl + c1k)(agklo + bali + cox)

Das bemerkenswerte an dieser Methode ist, dass unabhéngig von der Anzahl der dufleren
Impulse maximal vier Integrationen pro Schleife auszufiithren bleiben.
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4.2.2 Integrationen mittels Residuensatz

Der néchste Schritt in xloops ist das Losen eines Teils der Parallelraumintegrale mittels
Residuensatz. Der Nenner in (4.9) hat Nullstellen in /p und Iy, die entsprechend Pole auf
der reellen Achse ergeben. Der Integrationsweg kann durch einen Halbkreis im Unendli-
chen geschlossen werden, so dass sich der Wert des Integrals als die Summe der Residu-
en an den jeweiligen Polstellen ergibt. Problematisch ist dabei der Term im Zéhler, der
Verzweigungsschnitte in jeder Halbebene erzeugt. Dieiesser Term l&sst sich aber wegen
der unterschiedlichen Vorzeichen von 2 und [? in einer Variable linearisieren, z.B. durch
lo — x+y, 1 — y. Damit ist der Term

[—2xy — 2% + m3 —ip) E (4.10)

in y linearisiert. Der Schnitt liegt je nach Vorzeichen von x in der oberen oder unteren
Halbebene und der Integrationsweg fiir das y-Integral muss entsprechend unterschiedlich
gelegt werden. Die zwei moglichen Losungen des y-Integrals werden durch Stufenfunktio-
nen als Vorfaktoren 6(—2z) und 6(2x) unterschieden, und erhalten durch die verschiedene
Umlaufrichtung des Integrationswegs ein relatives Vorzeichen. Die Pole auf der reellen Ach-
se lassen sich durch das Losen eines linearen Gleichungssystems bestimmen. In unserem
Beispiel gibt es zwei Nullstellen. Die Losung ergibt sich dann als

, 2
1 E
= —71'276F € + ! l
’ ( )kzz: ark(azk + bax) — ask(aik + bix) z=1( !

[y

o0

2 h 2 ;. 1—€
X /dm {o(2) ~ 6(-20)} g + Z’i;:‘k ir)

- (4.11)
1

2
> (=1
a1k (agk + bar) — azr(aik + bix) =

00 0
y /dm _ / dr [gkle + hklm' + m% — Z‘p]fe
K T+ fr

0

NE

= —7127¢T(e)

o
—_

D wurde durch D = 4 — 2¢ ersetzt. Die Faktoren fy;, gi; und hy; bestimmen sich durch
die Nullstellen.

Auf kompliziertere Feynman-Integrale kann man das beschriebene Verfahren genauso iiber-
tragen. Im Fall von Vier-Punkt-Funktionen kann man zwei von vier Parallelraumintegralen
ausfiihren. Das zur Linearisierung notwendige unterschiedliche Vorzeichen zwischen zwei
Quadraten von [ kann man immer herstellen. Die Berechnung der Nullstellen kann erheb-
lichen algebraischen Aufwand verursachen, aber mdogliche Optimierungen wurden schon
in [44] entwickelt. Am Ende der Residuenintegrationen steht immer ein Ergebnis @hnlich
(4.11), bei dem noch eine oder mehrere Integrationen iiber einem rationalen Integranden
auszufiihren bleiben.

41



4 Analytische Berechnung von Schleifenintegralen

4.2.3 Carlsons R-Funktion

Es gibt eine Vielfalt von speziellen Funktionen in der Mathematik, die oft als Lésungen
fiir partielle Differentialgleichungen unterschiedlichster Art definiert sind. Beispiele sind
Bessel-, Hankel-, Legendre- oder Kummer-Funktionen, um nur ein paar Namen zu nennen.
Das entsprechende mathematische Fachgebiet ist sehr grofl und wenig iibersichtlich. Dies
liegt an einem fehlenden Ordungsprinzip fiir die vielen Funktionen. Es gibt nur wenig
Systematik. Die R-Funktion wurde von B.C. Carlson in die mathematische Forschung
eingefiihrt [46], um diesen Mangel zu verringern. Die R-Funktion umfasst als Spezialfélle
zum Beispiel die Gauf’sche Hypergeometrische Funktion, die elliptischen Integrale, die
erste Appell-Funktion, und noch viele andere. Obwohl die Motivation fiir die Einfiihrung
der R-Funktion rein dsthetisch-mathematischer Natur war, hat sie auch bei der Berechnung
von Feynman-Integralen eine wichtige Anwendung gefunden.

Die R-Funktion sieht wie folgt aus:
Rt(bl,...,bk;zl,...,zk). (412)

Bei den Parametern unterscheidet man zwischen dem Index der Funktion ¢, den Gewichten
b;, sowie den eigentlichen Argumenten z;. Es ist niitzlich fiir die Summe der Gewichte ein
eigenes Symbol

k
B=> b (4.13)
=1

zu definieren. Die Parameter der R-Funktion kénnen alle beliebige komplexe Zahlen sein,
mit der Einschrinkung 8 #0,—1,-2,....

Fiir bestimmte Parameterkombinationen lassen sich die oben angesprochenen Funktionen
als Spezialfille der R-Funktion schreiben. Zwei Beispiele sollen das veranschaulichen:

Ry (b; 2) = 2* (4.14)
R (b1, by — b1; 21, 22) = 25 oF1(—t,b1;09;1 — 2. (4.15)

22

Das ist zum einen die einfache Potenzfunktion, und zum anderen die Gaufi’sche Hyper-
geometrische Funktion oF;.

Die Verwendung der R-Funktion zur Losung von Integralen ist die zweite Besonderheit
von xloops. Die R-Funktion besitzt eine Darstellung als Integral, die dies ermdglicht. Die
Integral-Darstellung ist den zu berechnenden Feynman-Integralen so dhnlich, dass durch
wenige Umformungen das betreffende Integral direkt mit einer R-Funktion identifiziert
werden kann. Die Losung des Integrals ist dann die R-Funktion.

Die Integral-Darstellung der R-Funktion ldsst sich ganz allgemein wie folgt schreiben [46]:

0o k k
/dx (z — 7)ot H(Zi—i-wz‘ﬂﬁ)*bi =B -, ) Hw;bi
/ 1 i1 (4.16)
X Ra7ﬁ<b17"'7bk;7a+ ﬂa""r_'_ ﬁ) ’
w1 Wk

Auf der linken Seite der Gleichung steht das zu losende Integral, das wir spater mit dem
Integral in (4.11) in Ubereinstimmung bringen miissen. r ist eine beliebige reelle Zahl, die
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zi, wi, b; und « sind beliebige komplexe Zahlen (mit der Einschrinkung 3 # 0, —1,...). Das
Integral kann man direkt in eine Beta-Funktion! B, einen rationalen Faktor und eine R-
Funktion tibersetzen. Die Integral-Darstellung der R-Funktion ist entsprechend umgekehrt,
als Integral geteilt durch die Beta-Funktion und den rationalen Faktor, zu lesen.

Betrachtet man (4.11), so muss vor Anwendung von (4.16) nur noch der Zihler des Inte-
granden linearisiert werden. Die resultierende R-Funktion hat dann drei Argumente, die
sich aus den zwei linearisierten Faktoren im Zihler und dem Term im Nenner von (4.11)
ergeben. Die Gewichte sind zweimal € und einmal 1. Fiir r ist der Wert Null und fiir o der
Wert Eins zu wéhlen. Damit hat man die Integrale in (4.11) gelost und kennt im Prinzip
das Endergebnis:

Mw

Iy = — 2 T(e i 1 <akl_bkl>
= aig(agk + bax) — azk(ark + bix) l:l ki + br (4.17)

B(2¢,1) |[R_2c(€, €, 15 w1, o, ugki) — R72e(€a€a1§_U1kl,_u2kla_u3kl)} .

Die u;; berechnen sich aus den fi;, g, hiy und my.

Das Endergebnis ist exakt, aber noch nicht wirklich brauchbar, da man das Ergebnis fiir
D =4, also € — 0, braucht. Deshalb muss (4.17) noch nach e entwickelt werden.
4.2.4 Entwicklung nach ¢

Der schwierige Teil der Aufgabe ist die Entwicklung der R-Funktionen, die Entwicklung
der anderen Faktoren ist einfach. Dazu braucht man die Darstellung der R-Funktion als

Reihe [46]:
Ri(b1, oo sbg; 215 ooy 28) =

3 ((_ﬁt,:)) 3 (b1, m1) (1= 2™ 3 (bkamk)(l )™ (4.18)
n=0 ’ m1 ) ’

Dabei sind die Werte der Laufindizes m; der k£ Untersummen nur durch die Bedingung

Zmi =n, m; >0 (4.19)

festgelegt und ansonsten nicht weiter spezifiziert. Die erste Aufgabe bei der praktischen
Auswertung der Reihe (4.18) ist immer, eine konkrete Realisierung fiir die Laufindizes zu
finden, wie es auch im gleich folgenden Beispiel getan wird. Die Reihe (4.18) ist mit Hilfe
des Appell-Symbols? geschrieben, das definiert ist als

I'(a+10)
a,b) = —————=. 4.20
! Die Beta-Funktion ist definiert als B(a,b) = %2
2 In der Literatur hat die Funktion auch den Namen Pochhammer-Symbol und wird dann meist als (a)p

notiert.
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An einem konkreten Beispiel zeigen wir nun die Entwicklung von R. Wir schreiben die
Mehrfachsumme in (4.18) fiir den in (4.17) benétigten Fall aus:

o0
(2¢,m) (e,m1) (€,m2) (1,n —my —my)
R_ooc(e,6,1;2,y,2) =
26( Y,z ) nz:o 26—{—17”& Z Z ml ’rn,' (n—ml—mz)! (421)

m10

(L= 2L g1 sy

Die Laufindizes m1, ms und mg = n — mj — mq erfiillen immer die Bedingung (4.19). Der
dimensionale Regularisierungsparameter € steht an vier Stellen in Appell-Symbolen. Die
Appell-Symbole

(ae,m) = al'(m)e + O(e?) (4.22)

sind von der Ordnung €. Nach deren Entwicklung muss das Resultat mit Reihendarstel-
lungen von bekannten Funktionen identifiziert werden. Im vorliegenden Fall ben&tigen wir
nur den Logarithmus und den Dilogarithmus:

[e.9]

't =zt
7 =—In(1—=z), Z—Q = Lis(z (4.23)

Die Summen in (4.21) haben aber eine viel kompliziertere Struktur und man kann diese
nur schrittweise fiir konkrete Werte von n, m; und mso umschreiben. Man nimmt zuerst
n = 0 an und findet, dass die Summe Eins ergibt. Als néchstes nimmt man n = 1 an
und hat die drei Fille m; = 1, mg = 1 und n — m; — mg = 1. Wegen (4.22) sind diese
Terme von der Ordnung € bzw. €2. Identifikationen mit Logarithmen und Dilogarithmen
sind noch moglich, weil nur jeweils eine Untersumme vorhanden ist. Terme mit n > 1,
die von der Ordnung €? sind, haben die vollstindigen m;-Untersummen mit komplizierten
Index-Mustern nach (4.19). Diese konnen praktisch nicht mehr mit einfachen Funktionen
identifiziert werden. Als Faustregel kann gelten, dass die Anzahl der € in den Gewichten der
R-Funktion die héchste Potenz der Taylor-Entwicklung angibt, fiir die eine Umformung in
einfache Polylogarithmen angegeben werden kann.

Die Entwicklung einer R-Funktion ist aufwindig und miisste fiir alle ben6tigten Parame-
terkombinationen wiederholt werden. Durch die Existenz von Beziehungen zwischen R-
Funktionen mit unterschiedlichen Parametern, kann man aber die vielen Fille auf einige
wenige reduzieren. Diese nennt man Basis-R-Funktionen. Eine dieser wichtigen Beziehun-
gen ist

—(t+1)(zi — 2j)Re(b;2) = (B — 1) [Reg1(b — €5;2) — R (b — €53 2)] (4.24)

wobei die Kurznotationen b = (by,...,bg), z = (21,...,2,) und b—e; = (..., b;—1,...) ver-
wendet werden. Ist in einer R-Funktion das i-te Gewicht b; Null, dann kann es zusammen
mit dem Argument z; gestrichen werden:

Rt(bl,. .. ,bk_l,O;zl,. .. ,Zk_l,Zk) = Rt(bl, ce ,bk_l;zl, ce ,Zk_l) . (425)

Diese Eigenschaft fithrt zusammen mit (4.24) oft zu Vereinfachungen. R¢(2—¢, 1, 1; 21, 22, 23)
zum Beispiel kann in zwei R-Funktionen mit jeweils nur noch zwei statt drei Argumenten
umgeschrieben werden.
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4.2.5 Weitere Rechenschritte

Die drei wesentlichen analytischen Rechenschritte wurden nun vorgestellt und an Hand der
skalaren Drei-Punkt-Funktion veranschaulicht. Fiir nicht-skalare Funktionen werden die
einzelnen Formeln komplizierter, aber die Rechenschritte selbst bleiben gleich. Betrachtet
man Funktionen mit mehr als drei &ufleren Impulsen oder mit mehr als einer Schleife,
dann miissen noch weitere Integrationen ausgefiihrt werden.

Im Fall der Einschleifen-Vier-Punkt-Funktion ist in Formel (4.17) noch eine zusétzliche In-
tegration auszufiihren. Dazu miissen die R-Funktionen wie beschrieben entwickelt werden.
Anschlieffend kann man das Integral auf analytisch bekannte Integrale zuriickfithren. Bei
Zweischleifen-Integralen bleiben mehr Integrale {ibrig, die dann nur noch numerisch inte-
griert werden konnen. Die Integranden sind aber dafiir gut geeignet und die numerische
Integration kann von xloops automatisiert ausgefiihrt werden.

Fiir die Berechnung von tensoriellen Funktionen wird noch ein weiterer, bisher unerwahn-
ter Rechenschritt notwendig: die Tensorreduktion. xloops fiihrt diese am Anfang der Be-
rechnung aus und verwendet dafiir das Passarino-Veltman-Verfahren [13].

4.3 Neue analytische Ansitze

Die Parallel-/Orthogonalraum-Methode und die Verwendung von Carlsons R-Funktion
sind die besonderen Techniken des xloops-Verfahrens. Diese Techniken besitzen noch Po-
tenzial fiir die Entwicklung neuer analytischer Berechnungsmethoden. Konkrete Ideen sind
die Berechnung von Feynman-Integralen in héheren Ordnungen von €, und die methodisch
einheitliche Berechnung aller Einschleifen- N-Punktfunktionen.

Wie im Beispiel der Drei-Punkt-Funktion gesehen, kann das Ergebnis als Summe iiber
R-Funktionen angegeben werden. Das Ergebnis ist noch vollkommen allgemein in dem
Sinne, dass man noch nicht nach € bis zu einer bestimmten Ordnung entwickelt hat. Die
einzige Schwierigkeit, die Drei-Punkt-Funktion in beliebigen héheren Ordungen von € zu
berechnen, liegt in der Entwicklung der R-Funktion. Wie gesehen, gibt es dabei praktische
Hindernisse. Mit den bisherigen Methoden kommt man meist nicht weiter als bis zur
Ordnung €2. Wenn man ein Verfahren entwickeln kénnte, bei dem die Entwicklung der R-
Funktion allgemein funktioniert und am besten noch von einem Computer iibernommen
werden kann, hétte man neue Berechnungsmethoden zur Verfiigung, die auch praktische
Relevanz besitzen. Die ersten Schritte dahin wurden schon unternommen und sind in den
nichsten Abschnitten beschrieben.

Die Formeln fiir die Einschleifen- /N-Punkt-Funktionen, bevor das letzte Integral ausgefiihrt
wird, sind untereinander sehr #hnlich. Die einzigen Unterschiede liegen praktisch in der
Anzahl der Argumente fiir die R-Funktion. Die zugehorigen Gewichte, die fiir N > 4
dazukommen, sind meist trivial, z.B. gleich Eins. Da die R-Funktion entwickelt werden
muss, bevor das Integral ausgefiihrt werden kann, stellt sich die Frage, ob die Menge der
resultierenden Entwicklungskoeffizienten, und damit der Integranden nicht endlich ist und
einfach tabelliert werden konnte. Dies ist zu erwarten, da man N-Punkt-Funktionen auf
Boxgraphen zuriickfithren kann (sieche [28] oder Kapitel 3). Die Art der zusétzlichen Ge-
wichte ist so, dass man davon ausgehen kann, durch Rekursionsformeln wie beispielsweise
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4 Analytische Berechnung von Schleifenintegralen

(4.24) und (4.25) am Ende immer die gleichen Funktionen zu finden. Die Berechnung von
N-Punkt-Funktionen ist nicht neu. Allerdings ist der hier angedachte Weg zur Berechnung
durch die einheitliche Behandlung aller Funktionen &sthetisch ansprechend und es ist nicht
falsch, eine weitere, analytische Berechnungsmethode zur Hand zu haben, um Ergebnisse
vergleichen zu koénnen. Die praktische Implementierung des beschriebenen Ansatzes ist
aber noch nicht sehr weit fortgeschritten, daher kann man iiber konkrete Vorziige nur spe-
kulieren. Es ist aber zu bemerken, dass das xloops-Verfahren keine Einschréankungen an die
Massen der Teilchen hat und sich somit unter Umsténden ganz neue Ergebnisse berechnen
lassen. Fiir die fernere Zukunft kann man auch iiber die Kombination der beiden Ansétze
nachdenken. Im weiteren werden wir nur die Arbeiten zum ersten Ansatz vorstellen, d.h.
die automatisierte Taylor-Entwicklung von R-Funktionen.

4.4 Z-Summen und verallgemeinerte Polylogarithmen

Ein Verfahren zur automatisierten Reihenentwicklung von R-Funktionen wurde von uns
inzwischen entwickelt und in xloops implementiert. Bevor wir das Verfahren im néchsten
Abschnitt beschreiben, soll hier zunéchst die notwendige Mathematik eingefiihrt werden.

Fiir die verschiedenen, immer wieder bei der Berechnung von Feynman-Integralen sowie
der Reihenentwicklung von speziellen Funktionen auftretenden Strukturen und Objekte
wurde in [47] eine vereinheitlichende mathematische Beschreibung entwickelt, die sich bei
der Anwendung auf die genannten Probleme als duflerst niitzlich erweist. Die zentralen
mathematischen Objekte, die in [47] eingefiithrt werden, sind die Z-Summe und die S-
Summe. Beides sind geschachtelte Mehrfachsummen, die sich nur durch unterschiedliche
Obergrenzen der Teilsummen voneinander unterscheiden. Konkret ist eine Z-Summe de-
finiert als

N -1 ig—1—1 4

T .%' T
Z(N;ml,...,mk;xl,...,xk):ZZ--- Z n%1 732% (426)

) )
i1=1ia=1 =1 1 2 k

und eine S-Summe als

N i1 z z
X
SOV, ) = 30D 27172 S
Y

i1=112=1

Beide Summen-Typen lassen sich ohne Schwierigkeiten ineinander umschreiben: eine Z-
Summe kann als eine Summe von S-Summen geschrieben werden und umgekehrt. Obwohl
daher im Prinzip ein Summen-Typ geniigen wiirde, ist es praktisch, beide Typen zur
Verfiigung zu haben. Man kann die Summen auch rekursiv definieren, zum Beispiel die
Z-Summe:

N
il
Z(N;ml,"'vmk;mla--wzk):szlz(l_lm2’ . ,mk;l‘z,...,{l?k)

i=1 (4.28)
1, N>0

Z(N;;)={ 0. N<o0
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S-Summen Z-Summen
Multiple Polylogarithmen Euler-Zagier-Summen
Harmonische Summen ———= Harmonische Polylogarithmen Multiple Zeta-Funktionen

0

Nielsens Polylogarithmen

0

Klassische Polylogarithmen

Abbildung 4.5: Hierarchie der verschiedenen Funktionen als Spezialfille der S- bzw. Z-
Summen. Die Pfeile zeigen in Richtung der allgemeineren Funktion.

Mit diesen Summen lassen sich nun eine Reihe von Funktionen zusammenfassend be-
schreiben. Dazu gehoren vor allem die Polylogarithmen sowie die Euler-Zagier-Summen.
Die Polylogarithmen bilden eine Hierarchie von den einfachen Klassischen Polylogarithmen
iiber immer allgemeinere Varianten bis hin zum allgemeinsten Fall, den Multiplen Poly-
logarithmen. Die Hierarchie ist in Abbildung 4.5 gezeigt. Die folgende Ubersicht zeigt die
konkreten Zusammenhinge iiber die Parameter. Z-Summen mit der Obergrenze N = oo
beschreiben Polylogarithmen. Der allgemeinste Polylogarithmus ist der Multiple Polylo-
garithmus von Goncharov® [48]:

Lip, (@1, ... 2) = Z(00;ma, ... ,mE; &1, ..., T) - (4.29)

Alle weiteren Polylogarithmen ergeben sich als Spezialfille dieser Funktion. Der Harmo-
nische Polylogarithmus [49] ist zum Beispiel:

Hpyoom (@) = Z(oosmy, ... ,my;z, 1,000, 1) . (4.30)

Nielsens Polylogarithmus [50] ist

Sup(@) = Z(oosn+1,1,...,1;2,1,...,1), (4.31)
N—
p

und der Klassische Polylogarithmus schreibt sich als
Liy(x) = Z(co;n; x) . (4.32)
Die Multiple Zeta-Funktion schliellich ist

C(my,...,my) = Z(co;my,...,mg;1,...,1). (4.33)

3 Goncharov [48] definierte die Funktion urspriinglich mit Argumenten, die in umgekehrter Reihenfolge
stehen. Durch die spétere systematische Behandlung aller Polylogarithmen mit Hilfe von Z-Summen
ist es aber sinnvoll geworden, diese Konvention zu dndern.
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Eine wichtige Funktion, die nicht zu den Polylogarithmen gehort, ist die Euler-Zagier-
Summe:

Zony,omp (M) = Z(nyma,... omy; 1,000, 1) . (4.34)
Von den Funktionen, die sich als S-Summe schreiben lassen, ist die Harmonische Summe

Smi,omy(n) = S(nyma,...,mg;1,...,1) (4.35)

die wichtigste.

Die grofle Niitzlichkeit der Z-Summen beruht auf der Tatsache, dass sie sowohl die Poly-
logarithmen als auch die Euler-Zagier-Summen umfassen. Die Euler-Zagier-Summen tre-
ten namlich als Entwicklungskoeffizienten bei der Taylor-Entwicklung der Eulerschen I'-
Funktion nach einem kleinen Argument ¢ — 0 auf. Die Entwicklung ist

T(n+¢) =T(1 +e)(n) [1 +eZi(n—1)
(4.36)
+ €2Z11(TL — 1) + 63Z111(n — 1) 4+ -+ e"‘lznml(n — 1)] .

Hier ist n als positive Ganzzahl angenommen. Fiir negative n existiert ebenfalls eine
Formel, die wir aber im weiteren nicht benéctigen.

Bis jetzt haben wir zwei wichtige Eigenschaften der Z-Summen kennengelernt. Zum einen
enthalten sie die Polylogarithmen, die als Funktionsklasse in den Berechnungen von Feyn-
man-Integralen praktisch immer auftreten. Zum anderen bilden sie die Koeffizienten der
Taylor-Entwicklung der I'-Funktion, und diese Entwicklung gehort bei allen dimensional
regularisierten Feynman-Integralen zu den notwendigen Rechenschritten. Es bleibt noch,
eine dritte wichtige Eigenschaft zu beschreiben.

4.4.1 Shuffle-Algebra und Quasi-Shuffle-Algebra

Z-Summen mit gleicher oberer Summengrenze kann man miteinander multiplizieren. Die
Definition des Produkts lautet

!/ !/ / /
Z(n'ml,... Mg X1, .., Tk) Z(nymy, ... ,mp;; a7y, ..., x))
xl Z 1: . 70 — 1:m" I /
= (i —1yma,...,mg; 20, ..., x) 20 — 1;my, ... ,mp;ay, ..., 7))
@ (4.37)
1 . . . . . / . /
—i—E Z,m/IZ(Z—17m1,---7mk,x17---,l“k)Z(Z—1,m2,---,ml7$2,---,$l)
'Tl 1 . X . L 1. ’
+E m1+m1 (i —1yma,...,mg; 20, ..., x) 20 — 1ymy, ... ,my; Ty, ..., 2) .

Die Formel ist rekursiv. Jeder der drei Terme enthélt wieder ein Produkt von Z-Summen,
das wieder mit der gleichen Produktformel ausmultipliziert werden muss. Die Z-Summen
haben bei jedem Schritt weniger Argumente, so dass der Vorgang irgendwann endet, wenn
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eine der Z-Summen keine Argumente mehr hat. Das Ergebnis dieser letzten Multiplikation
ist die jeweils andere Z-Summe, die noch Argumente besitzt.

Am Ende erhilt man eine Summe von neuen Z-Summen als Ergebnis der Multiplikati-
on. Die wichtige Eigenschaft dabei ist, dass das Ergebnis nur wieder Z-Summen enthélt.
Das ganze Verfahren zur Taylor-Entwicklung von speziellen Funktionen mit Hilfe von Z-
Summen beruht auf dieser Eigenschaft.

Die Menge der Z-Summen ist unter dem Produkt (4.37) geschlossen und man kann diese
Eigenschaft mathematisch so ausdriicken, dass die Z-Summen eine Algebra bilden. Diese
Algebra hat in der Mathematik den Namen Quasi-Shuffle-Algebra. Fiir Z-Summen mit
der Obergrenze N = oo, also Polylogarithmen, kann man auch noch ein weiteres Pro-
dukt definieren. Die zugehorige Algebra heifit Shuffle-Algebra. Der Name stammt von der
,Durchmischung” der Parameter in den resultierenden Summen. In (4.37) wird dagegen
nur quasi ge-,,shuffelt“, weil der dritte Term die Parameter kombiniert, statt sie zu ,,durch-
mischen*.

Um im néchsten Kapitel die Produkte kompakt notieren zu kénnen, fiihren wir die Alge-
bren nochmal unabhéngig vom Begriff der Z-Summen ein. Die Shuffle- und Quasi-Shuffle-
Algebra-Produkte kann man an Hand von Operationen auf Listen abstrakt definieren [51].
FEine Liste

a=(a",a?, .. o™

enthélt beliebige Objekte a(?. Schreibt man Listen nebeneinander, so kann man sie zu-
sammenfassen:

ab=(aM, .. a®)®WD . b)) = (@M, a® pD ey

Genauso kann man auch eine Liste zerlegen, z.B. indem man das erste Element heraus-

nimmt:

@ = (@®,a®, a®)y =M (@®, . ®) =g,

Die leere Liste ist das Eins-Element 1 = () der Algebren.
Das Shuffle-Produkt LU ist dann definiert durch

liae=allll=a (4.38)

a't = aWa bW = oV (a ') + 6V (a’ LLb) . (4.39)

Die Definition ist rekursiv. In der zweiten Gleichung wird das Produkt jeweils auf zwei
Produkte mit verkiirzten Listen zuriickgefiihrt, bis schliefSlich eine Liste leer wird und die

erste Gleichung zur Anwendung kommt. Die Einzelelemente werden am Schluss zusam-
mengefiigt und man bekommt eine Summe iiber Listen.

Das Quasi-Shuffle-Produkt * ist definiert durch

lxa=ax1=a (4.40)
d't =aWMaxbWb=a®(axt)+ b0 (d *b) + [aM,bD](a xb). (4.41)

[,] ist eine neue Operation, die kommutativ und assoziativ sein muss und den Grad der
Elemente addiert, sonst aber beliebig definiert sein kann. Im konkreten Fall der Z-Summen
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stehen die Elemente der Listen fiir je einen Summanden Z?%, und man definiert die Ope-
ration [,] als

z @] (wams)
§Ma’ §mp - jMatmy

Der Grad eines Elements ist gleich dem Exponenten m; definiert. Damit entspricht der
dritte Term in (4.41) dem dritten Term in (4.37).

4.4.2 Die Algorithmen der C++-Bibliothek nestedsums

Wie man mit Z-Summen spezielle Funktionen nach kleinen Parametern ¢ — 0 entwickelt,
zeigen wir skizzenhaft am Beispiel der Gaufl’schen Hypergeometrischen Funktion

> (a,n)(b,n) z"

oF1(a,b;c; ) = Z on (4.42)
n=0 ’ ’
Eine besser geeignete Schreibweise ist
2 I'(a+n)(b+n)T(c) 2"
Fi(a,b;c;z) =1 — 4.43
2 l(a’ ,C,LU) + Z F(a)F(b)F(c+n)F(n) n ) ( )

n=1

bei der die Appell-Symbole als I'-Funktionen ausgeschrieben sind und der Summand n = 0
aus der Summe gezogen wurde. Die Fakultéit wurde zu

n!=T(n+1) =nl'(n)

umgeschrieben.

Wir betrachten nun Hypergeometrische Funktionen, deren Argumente a, b und ¢ von der
Form s+ te, s € Z, t € R sind, wie es in praktischen Rechnungen meistens der Fall ist.
Dann kann man nach (4.36), oder nach entsprechenden Formeln fiir negative s bzw. t # 1
die wir hier nicht besprochen haben, alle I'-Funktionen, die € enthalten, entwickeln. Die
Ordnung der Entwicklung muss man zu Beginn festlegen. Die Faktoren I'(n) der Taylor-
Reihen kiirzen sich alle weg. Es bleiben Z-Summen als Entwicklungskoeffizienten, die
man als nichstes ausmultipliziert. Weil die Z-Summen eine Quasi-Shuffle-Algebra bilden,
ergibt sich wie im letzten Abschnitt dargestellt eine Summe von einzelnen Z-Summen.
Nach Potenzen von e geordnet erhélt man aus dem zweiten Term in (4.43) Ausdriicke der
Form

ZazEZZ[Z(n—l,)—{——|—Z(n—1,)]%
7 n=1

(4.44)

:Zaia‘ > Z%nZ(n—l;...).

{alle Z-Summen} n=1

Die «; sind reelle Vorfaktoren aus der Reihenentwicklung. Die Summe iiber n mit einer
Untersumme Z(n — 1;...) kann man nach Definition (4.28) als eine Z-Summe schreiben.
Das Endergebnis ist also tatséichlich eine Taylor-Reihe in € mit Summen von Z-Summen
als Entwicklungskoeffizienten.
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4.4 Z-Summen und verallgemeinerte Polylogarithmen

Das Verfahren wurde in [47] allgemein formuliert. Es lassen sich Funktionen entwickeln,
deren Reihendarstellung nicht nur, wie in unserem Beispiel, Terme der Form

Zm
und Briiche von I'-Funktionen .
L@+ s1 4+ t1e)
F(’L + s9 + 7526)
enthalten, sondern es sind auch Binomialkoeffizienten

N

i
und Untersummen mit gegenldufigen Obergrenzen
Z(N —i;...)

als Objekte zugelassen. Die praktisch relevanten Kombinationen wurden in vier Algorith-
men zusammengefasst, die mit den Buchstaben A bis D bezeichnet sind. In [40] wurde
die C++-Bibliothek nestedsums vorgestellt, die dem Programmierer den Zugriff auf diese
vier Algorithmen in Form von C++-Funktionen ermdglicht. nestedsums benutzt GiNaC, um
die nétigen algebraischen Operationen auszufithren. Entsprechend verwendet das Interface
der nestedsums-Bibliothek die Datentypen von GiNaC.

Wir zeigen im folgenden die Summen, die durch die Algorithmen A und B entwickelt
werden konnen, um einen Eindruck von den Mdglichkeiten von nestedsums zu vermitteln,
und auch weil die beiden Algorithmen im folgenden Abschnitt verwendet werden. Details
zum Interface von nestedsums finden sich in [40]. Durch den Algorithmus A kann eine
Summe der Form
al z* T(i+ a1+ bie)
y (Z + Ol)m F(’L +c1 + dle)

F(i +ar + bke) .

i 271 — 14 09;m1,...,M;;X1,..., T
T+ ox & dio) ( 2; M1 1571 1)

nach e entwickelt werden. Der Algorithmus B behandelt Summen der Form

7

(4.45)

N-1

Z ' T(i+ ap + bre)
7 (i+01)m F(’i—|—01 —|—d16)

i=
wZ(z— 1+02;m1,...,ml;x1,...,$l)
F(Z + ¢k + die) (4.46)
" yN L(N —i+aj +be)
(N—ito)" T(N i+ J +do)
DN —i+ap, +bye)
T(N —i+d, +dye)

. L o /
Z(N —i—1+ogmy,...,mp;x7,...,2p) ,

die im Gegensatz zu A auch Untersummen mit gegenldufigem Index N — ¢ enthalten. Bei
A kann N = oo sein, bei B muss N endlich sein. 01234 sind konkrete Ganzzahlen, mit
denen die Formeln noch allgemeiner gefasst werden kénnen. o; 3 miissen positiv sein. Die
a; und ¢; miissen ebenfalls bestimmte Ganzzahlen sein, die b; und d; sind beliebig.
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4 Analytische Berechnung von Schleifenintegralen

4.5 Automatisierte Reihenentwicklung von R

Die in Abschnitt 4.3 gewiinschte automatisierte Taylor-Entwicklung von R-Funktionen
in beliebige Ordnungen von € ist mit nestedsums nun moglich. Das Verfahren wird im
folgenden beschrieben.

4.5.1 Der Algorithmus

Der erste Schritt ist die Umschreibung der Reihendarstellung der R-Funktion (4.18) in eine
weniger kompakte aber niitzlichere Form, indem man die Appell-Symbole ausschreibt. In
Definition (4.18) sollte iiber alle m; summiert werden, mit der Bedingung Y m; = n. Eine
Moglichkeit, die Summationsindizes m; geméfl dieser Bedingung zu wihlen ist:

Ri(b1, ooy b 215 ooy 28) =

1 — P(n=tL(B) <= Tlmi+b)(1—2)™
T 2 T X T m

L(by)-- )T (n + 5) mi=0 F(m) "
LN~ Dlma +by) (1= 29)™
mo=0 F(m2) "
" (4.47)
X nmlimkS D(mi—2 + bp—2) (1 — zp—g)™*2
my_2=0 F(mk72) e
X "_mli_mk_Q P(mg—1 +bg—1) (1 — 2—1)" !
mg_1=0 P(mkil) e
L(n—my — - -mp_q+bg) (1 —z)" 7™M
P(n_ml_,.._mkfl) n—mi;—- - — Mg_1 .

Die Bedingung > m; = n ist hier dadurch gewéihrleistet, dass man die letzte Summe durch
die Subsitution my = n — mq — -+ -myg_1 implizit ausfiihrt. Die Untersummen sind mit
ihrer Indexstruktur besonders ausfiihrlich dargestellt, weil man daran die Anwendbarkeit
der nestedsums-Algorithmen erkennen kann. Die beiden letzten Zeilen von (4.47) haben
die passende Form fiir den Algorithmus B. Die in (4.46) vorhandenen Z sind dabei gleich
Eins. x entspricht 1 — zx_1 und y ist 1 — z;. Der Laufindex der d&ufleren Summe ist my_q
und die letzte Zeile in (4.47) hat den gegenldufigen Index n —mq — -+ — mp_9 — Mmp_1.
Man erkennt allerdings, dass die Unter- und Obergrenze der Summe nicht mit Formel
(4.46) iibereinstimmt. Auf dieses Problem kommen wir gleich zuriick. Wendet man den
Algorithmus B nun an, dann kann man die beiden letzten Zeilen von (4.47) durch eine
Summe von Z-Summen ersetzen, die alle die Obergrenze n—m1—- - -—my_1 haben. Danach
kann man den Algorithmus B iterativ anwenden, bis alle m;-Summen umgewandelt sind.
Die resultierenden Z-Summen kénnen zusammen mit der Summe mit Index n in der ersten
Zeile von (4.47) durch den Algorithmus A verarbeitet werden. Die R-Funktion ist dadurch
komplett entwickelt.
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Wie schon angemerkt, passen die Ober- und Untergrenzen der Summen nicht exakt zu
den Algorithmen A und B. Bevor man also das oben beschriebene Verfahren durchfiihren
kann, miissen noch die Summengrenzen behandelt werden. Der Fall n = 0 lésst sich ganz
einfach aus der Summe herausnehmen und ergibt wie in (4.43) Eins*.

Hat ein Summenindex den Wert der Obergrenze, dann miissen alle folgenden Indizes gleich
Null sein. Die betroffenen Summen ergeben Eins. Es verschwinden also alle Terme, die
rechts von der betrachteten Summe stehen. Jeder der k£ — 1 moglichen Indizes begriindet
einen Spezialfall. Zusammen mit dem Fall, dass keiner der m;-Indizes gleich der Summen-
Obergrenze ist, hat man nun k verschiedene Summen, die jede noch beziiglich der Unter-
grenzen behandelt werden muss.

Ist ein m; gleich Null, dann ist die zugehorige Summe gleich Eins. Das Resultat ist eine
verkiirzte Summe. Man erhélt wieder eine Reihe von Spezialfillen, von denen nun aber
jeder das passende ,,Indexbild“ hat und man die Algorithmen A und B, wie oben beschrie-
ben, anwenden kann.

4.5.2 Implementierung und Anwendung

In xloops waren schon Taylor-Reihen von einigen speziellen R-Funktionen implementiert,
die fiir die Integralberechnungen gebraucht werden. Die Entwicklungen wurden per Hand
berechnet und umfassen daher nur wenige, niedrige Potenzen in e. Die Formeln wurden
direkt in Ct++-Code iibersetzt und werden von xloops auf Anfrage einfach zuriickgeliefert.

Das oben beschriebene Verfahren wurde nun zusétzlich in xloops implementiert und be-
rechnet alle Entwicklungen jeweils automatisiert neu. Nur wenn die nachgefragte Ord-
nung in € zu hoch, oder die nachgefragte R-Funktion gar nicht fest vorprogrammiert ist,
wird diese automatisierte Entwicklung gestartet, sonst wird auf die alte Implementierung
zuriickgegriffen.

Der Test der Implementierung ist schwierig. Ergebnisse der alten und neuen Implemen-
tierung wurden miteinander verglichen. Allerdings ist die Anzahl der Vergleiche auf die
wenigen R-Funktionen beschrénkt, die von Hand berechnet werden konnten. Beispiele sind

R‘*E(]-a ]-a L, y) (448)
R—Qe(ev €, 17 z,Y, Z) (449)
Ro_e(1+4+¢€1;2,y). (4.50)

(4.48) konnte in allen Ordnungen e, (4.49) bis zur Ordnung €2 und (4.50) bis zur Ord-
nung ¢! verglichen werden. Mit Reduktionsformeln wie (4.24) kann man iiber die Basis-R-
Funktionen hinaus weitere Félle mit der alten Implementierung berechnen, die sich dann
vergleichen lassen.

Ein prinzipielles Problem bei den Vergleichen ist die Eigenschaft des neuen Verfahrens, als
Entwicklungskoeffizienten mdoglichst allgemeine Polylogarithmen zu erzeugen. Hétte man

* Der Faktor m vor den Summen ist natiirlich am Ende noch an das Gesamtergebnis zu

multiplizieren.
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bei einer konkreten Rechnung als Koeffizienten das Ergebnis

(1220 1522 ()

gefunden, dann wiirde mit nestedsums das Ergebnis

Lil,l(mvy)

lauten. Beide Ergebnisse sind identisch, aber statt der einfachen Logarithmen und Dilo-
garithmen hat man nun einen Multiplen Polylogarithmus. Sofern man nicht die Identit&t
zwischen beiden Ergebnissen algebraisch bewiesen hat, bleibt nur der numerische Vergleich.

Mochte man die neuen Moglichkeiten zur Taylor-Entwicklung fiir die Integralberechnung
in xloops nutzen, um wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, die Drei-Punkt-Funktion in héheren
Ordungen von € auszuwerten, dann st68t man zur Zeit noch auf ungeldste Probleme. Unter
den relevanten R-Funktionen, die in héheren Ordungen zu entwickeln wéren, befinden sich
die Funktionen®

R1—26(€_ %76_ %71§3773/az) (451)
und

R1+j_26 (6 — p727 € — %; xZ, y) . (4.52)

j und po sind Ganzzahlen. Die Funktionen besitzen halbzahlige Parameter. Wie aus der Be-
schreibung des Entwicklungs-Algorithmus ersichtlich ist, konnen solche Argumente nicht
behandelt werden. Eine Verallgemeinerung des Algorithmus auf halbzahlige Argumente
existiert bereits [52], eine funktionsfihige Implementierung ist aber noch nicht program-
miert.

Mochte man das Verfahren auch fiir andere Integral-Berechnungen einsetzen, dann hat
man das Problem, h6here Polylogarithmen numerisch auswerten zu miissen. Software zur
numerischen Auswertung dieser Polylogarithmen exisitierte aber nicht. Dieser Umstand
hat die Entwicklung und Implementierung von numerischen Verfahren angestofien, deren
Beschreibung der Inhalt des n&chsten Kapitels ist.

5 In unserer Beispielrechnung kommen diese R-Funktionen nicht vor. Wir haben allerdings auch nur die
skalare Drei-Punkt-Funktion berechnet. Der Zahler der tensoriellen Funktionen fiihrt zu diesen weiteren
R-Funktionen
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5 Numerische Auswertung von Multiplen
Polylogarithmen

In Kapitel 4 wurde eine analytische Methode zur Berechnung von Schleifenintegralen vor-
gestellt. Dabei traten in den Losungen nicht mehr nur einfache Polylogarithmen auf, son-
dern eine ganze Reihe von verallgemeinerten Polylogarithmen, je nach Komplexitéit des
Integrals oder der Anzahl der Massenskalen. Fiir die praktische Verwendung der berech-
neten Ergebnisse ist daher die numerische Auswertung dieser Funktionen sehr wichtig.
Multiple Polylogarithmen konnten jedoch bis jetzt nicht allgemein numerisch ausgewertet
werden. In diesem Kapitel soll nun das neu entwickelte Verfahren zur Berechnung von
beliebigen Multiplen Polylogarithmen vorgestellt werden.

Auch wenn die numerische Auswertung von mathematischen Funktionen keine physi-
kalische Problemstellung darstellt, so ist deren Bedeutung fiir die Physik nicht zu un-
terschétzen. In vielen Féllen werden physikalische Probleme erst losbar und berechen-
bar, wenn man passende mathematische Objekte finden oder neu definieren kann, die ein
(Zwischen-)Ergebnis in eine analytisch behandelbare Struktur bringen. Integrale zum Bei-
spiel, von denen man annahm, dass sie noch geltst oder weiter reduziert werden miissten,
konnen sich als die Integraldarstellung von neuen speziellen Funktionen entpuppen und
einfach als elementare, mathematische Objekte einer Losung belassen werden. Die Be-
reitschaft der Forscher, solche mathematischen Objekte als Bestandteile von Lésungen zu
akzeptieren, hiangt aber oft von der Mdoglichkeit einer schnellen und stabilen numerischen
Auswertung ab. Daraus folgt, dass die Entwicklung von Methoden zur numerischen Aus-
wertung von Funktionen fiir Fortschritte bei physikalischen Berechnungen sehr wichtig ist
und deshalb auch fiir Physiker durchaus eine fachbezogene Aufgabe darstellt.

Die Problemstellung der numerischen Auswertung von Funktionen ist wahrscheinlich vielen
Physikern nicht geldufig. Daher soll zundchst am Beispiel des Dilogarithmus das grund-
legende Handwerk der numerischen Auswertung dargestellt werden. Danach erst wird die
Auswertung der Multiplen Polylogarithmen angegangen. Abschlieend werden Details zur
Implementierung des Verfahrens in die C++-Bibliothek GiNaC beschrieben.

5.1 Beispiel Dilogarithmus

Funktionen kénnen auf verschiedene Weise definiert sein, und dementsprechend unter-
schiedliche Methoden zur numerischen Auswertung gibt es. Ziel ist es immer, eine Vor-
schrift zur Verfiigung zu haben, die fiir gegebene Argumente angibt, wie man den Wert der
Funktion durch die Ausfiihrung von elementaren mathematischen Operationen wie Addi-
tion oder Multiplikation berechnen kann. Es kann verschiedene Vorschriften geben, die fiir
verschiedene Argumente jeweils besser oder schlechter funktionieren. Kriterien fiir besser
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5 Numerische Auswertung von Multiplen Polylogarithmen

oder schlechter sind die Geschwindigkeit der Auswertung oder die erreichbare Prézision
des Ergebnisses. Insgesamt ist dieses mathematische Gebiet viel zu gro und komplex,
um es hier in aller Allgemeinheit angemessen darstellen zu kénnen. Eine Beschrinkung
auf das Notwendigste ist daher geboten und die Funktionsklasse, die uns hier eigentlich
interessiert, sind die Polylogarithmen.

Die verschiedenen Polylogarithmen besitzen nun gemeinsame charakteristische Eigenschaf-
ten, welche ganz entscheidend die Methoden fiir die numerische Auswertung prégen. Der
einfache Logarithmus ,vererbt“ seine analytischen Eigenschaften auf die aus ihm erzeug-
ten Polylogarithmen, so dass diese gleichfalls Pole und Verzweigungsschnitte (engl.: branch
cuts) in der komplexen Ebene der Funktionsargumente besitzen. Neben einer Darstellung
als Integral, die diese analytischen Eigenschaften widerspiegelt, besitzen alle Polyloga-
rithmen auflerdem eine Darstellung als Reihe. Integraldarstellung und Reihendarstellung
haben jeweils eine charakteristische Struktur, die schon im vorigen Kapitel im Abschnitt
iiber Z-Summen dargestellt wurde. Diese wesentlichen Figenschaften reduzieren die riesige
Menge an Techniken und Vorgehensweisen bei der numerischen Auswertung von Funktio-
nen auf ein paar wenige, die man am Beispiel des Dilogarithmus als dem einfachsten
Polylogarithmus am leichtesten einfithren und erkléaren kann.

Die Integraldarstellung ist eine prinzipielle Moglichkeit zur numerischen Auswertung, die
sich aber bei ndherer Betrachtung als wenig geeignet herausstellt. Das liegt hauptséchlich
an der Gegenwart von Verzweigungsschnitten und Polen. Auflerdem ist die numerische In-
tegration nicht immer das schnellste Verfahren, und die Kontrolle der Fehler, d.h. der
Prézision, ist meist nicht optimal. Wenn es keine Alternative zur Benutzung der In-
tegraldarstellung gibe, wiirde man durchaus diesen Weg beschreiten. Allerdings zeigt
sich, dass die Reihendarstellung alle notwendigen Moglichkeiten bietet und in der Pra-
xis tatséchlich auch den besten Ansatz darstellt.

Der Dilogarithmus ist definiert! als

T 1

Lig(x):—/dtl Sk /dt n(l=at) (5.1)

0 0

Das linke Integral ist die iiblichere Schreibweise, obwohl das rechte Integral bei komplexen
Argumenten Vorteile hat.

Wie schon geschrieben, ist diese Darstellung jedoch fiir die numerische Auswertung nicht
gut geeignet. Man hat auf dem Integrationsweg eine Polstelle bei x = 1 und auch die
Kontrolle der Prézision ist durch die Form des Integranden nicht trivial. Die Integraldar-
stellung ist allerdings fiir die Unterschuchung der analytischen Eigenschaften entscheidend.
Die Lage des Verzweigungsschnitts des Dilogarithmus héngt von der Lage des Schnitts des
Logarithmus ab. Gewd¢hnlich wird der Schnitt des Logarithmus so definiert, dass er auf

! Es gab frither viele Notationen und zum Teil leicht unterschiedliche Definitionen fiir diese Funktion.
Praktisch erst mit Lewins Buch [53] hat sich die hier verwendete Schreibweise langsam durchgesetzt. Im
Hinblick auf die weiter oben gemachte Bemerkung iiber die Wichtigkeit der numerischen Auswertbarkeit
von Funktionen ist es interessant zu bemerken, dass dies wohl nur deswegen geschehen ist, weil sich
Lewin als erster um eine systematische numerische Auswertung von Polylogarithmen bemiiht hat, was
sein Buch zu einem Standardwerk werden lief3.
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5.1 Beispiel Dilogarithmus

Im x Im x
A\ | Y |
01 Rex 01 Rex

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der Verzweigungsschnitte des Logarithmus
(links) und des Dilogarithmus (rechts). Die Singularitéiten sind als dicke schwarze Punkte
eingezeichnet. Die eingezeichneten Schnitte liegen etwas abseits der reellen Achse, um die
Konvention fiir die Stetigkeit am Schnitt zu symbolisieren. Man hat sich diesen Abstand
als infinitesimal zu denken. Liegt die reelle Achse wie beim Logarithmus iiber dem Schnitt,
dann ist der Schnitt stetig zum dariiber liegenden Gebiet. Die Argumente auf der nega-
tiven reellen Achse werden dann so behandelt, als ob sie einen positiven infinitesimalen
Imaginérteil beséflen.

der negativen reellen Achse liegt mit der Singularitdt bei Null. Daraus ergibt sich die Lage
des Schnitts beim Dilogarithmus als der Teil (1,+00) der positiven reellen Achse.

Die Funktionswerte fiir Argumente auf dem Verzweigungsschnitt sind noch nicht eindeutig
festgelegt. Der Schnitt selbst kann entweder zum dariiber oder zum darunter liegenden
Gebiet gehoren, d.h. die Funktionswerte sind dann jeweils unstetig, wenn man den Schnitt
entweder von unter- oder von oberhalb kommend betritt. Die Konvention fiir Argumente
auf dem Schnitt wird fiir den Logarithmus nach der Formel

In (—z F140) = In (|z|) F inf(x) (5.2)

iiblicherweise so festgelegt, dass reelle Argumente x einen positiven infinitesimalen Ima-
gindrteil zugeordnet bekommen. Die Infinitesimale wird symbolisch mit 0i notiert. Die
umgekehrte Konvention miifite dem Argument einen negativen Imaginérteil zuordnen.
O(x) ist die bekannte Heavisidesche Stufenfunktion. Fiir den Dilogarithmus mit reellen
Argumenten x gilt

Lis(z +40) = Re{Lis(x)} & iw In(z)0(z — 1) . (5.3)

Die Konvention ist, dass man den reellen Argumenten des Dilogarithmus einen negativen
infinitesimalen Imaginérteil zuordnet. In Abbildung 5.1 ist die Konvention schematisch
gezeigt. Daneben ist die sich daraus ergebende Konvention fiir den Dilogarithmus gezeigt.
Der Logarithmus auf dem Schnitt ist zum Quadranten IV und der Dilogarithmus ist auf
dem Schnitt zum Quadranten IT kontinuierlich. Beim Weg vom Quadranten I1I bzw. I auf
den Schnitt springt der Imaginérteil der jeweiligen Funktionen um 27 bzw. 27 log(x).

Nachdem die analytischen Eigenschaften besprochen sind, gehen wir nun fiir die numeri-

sche Auswertung auf die Reihendarstellung ein. Die Reihendarstellung des Dilogarithmus

lautet
X n

Lis(@) =Y =5, 2 <1 (5.4)

n=1
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5 Numerische Auswertung von Multiplen Polylogarithmen

Im x

Y

Abbildung 5.2: Wirkung der 1 — x-Transformation. Der schraffierte Bereich wird auf den
Bereich des Einheitskreises abgebildet.

Re x

Das praktische Verfahren zur Berechnung eines Funktionswerts ist einfach. Man summiert
fiir ein gegebenes x sukzessive die Terme fL—Z auf und priift jeweils, ob sich die Summe
innerhalb der gewiinschten Prézision nicht mehr &ndert. Falls nicht, beendet man die
Summierung und hat eine Ndherung fiir den Wert des Dilogarithmus am Punkt x damit
berechnet. So einfach und schnell die Methode ist, hat sie jedoch einen offensichtlichen
Makel: die Reihe konvergiert nur fiir Werte |z| < 1. Allgemein anwenden kann man die
Reihendarstellung also nur, wenn man einen Weg findet, Argumente von auflerhalb des

Konvergenzbereichs nach innerhalb zu transformieren.

Betrachtet man das Integral (5.1) fiir die Funktion Lis(1), so kann man durch ein paar
elementare Umformungen das Integral in einfachere Integrale zerlegen. Man erhélt so eine
Beziehung zwischen Liz(z) und Lia(1):

_ . (1 1 5

Lig(z) = —Lig (E) ~ % 3 (In(—=x))~ . (5.5)
Diese Beziehung ist der Schliissel zur numerischen Auswertung mittels Reihendarstellung,
da sie die Transformation beliebiger Argumente x innerhalb des Konvergenzbereichs er-
laubt. Hat man ein Argument |z| > 1 gegeben, dann rechnet man nicht Lis(x) direkt
aus, sondern die Terme auf der rechten Seite von (5.5). Der Dilogarithmus der dabei zu
berechnen ist, hat das Argument {%‘ < 1 und stellt kein Problem mehr dar.

Die Konvergenz der Reihe wird aber schlecht, wenn man die Argumente nahe am Rand
des Konvergenzbereiches wihlt. Im besonderen sind alle Werte auf dem Rand des Konver-
genzbereiches, hier |z| = 1, problematisch. Manche Argumente auf dem Rand lassen sich
als Spezialfille direkt berechnen, zum Beispiel hat man

2
Lia(1) = ((2) = &=
7.(.2
Lis(-1) = =5 (5.6)
7.[.2
Lig(41i) = - +iC

mit Catalans Konstante C' ~ 0.916. Fiir die anderen Félle muss man nach weiteren Trans-
formationsformeln suchen. Betrachtet man Lis(1 — z) so kann man wie in (5.5) eine Trans-
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5.1 Beispiel Dilogarithmus

formationsformeln herleiten:

Lig(z) = —Lis(1 — z) + %2 —In(z)In(1 —z). (5.7)

Hier wird x durch 1 — x ersetzt, so dass alle Werte nahe bei x = 1 in die N&he der
Null transformiert werden. Der Effekt dieser Transformation ist in der Abbildung 5.2
veranschaulicht. Alle Argumente im schraffierten Gebiet werden in den Konvergenzbereich
transformiert, darunter auch weitere Teile des Konvergenzrandes. Die Transformation x —
1 — z alleine geniigt noch nicht. Man kann die beiden Transformationen (5.5) und (5.7)
aber selbstversténdlich hintereinander ausfithren und erhilt so weitere Transformationen.
Fiithrt man als Beispiel nach der % die 1 — x Transformation aus, so ist die resultierende
Transformation durch x — 1 — % = xT_l beschrieben. Insgesamt kann man zusammen mit
der Identitéit x — z die folgenden sechs Transformationen bilden:
1 1 z—1 x

-2 - , , . 5.8
. - s T 1-g x x—1 (5-8)

Betrachtet man die Menge aller konformen Transformationen der Art

ar +
yr + 6

T —

mit ad — [y #0 (5.9)

(Mobius-Transformation), dann bilden die sechs Transformationen (5.8) eine abgeschlosse-
ne Untergruppe davon. Es geniigt also im Prinzip, nur die beiden Transformationen (5.5)
und (5.7) fiir einen Polylogarithmus zu finden, um alle sechs Transformationen ausfiihren
zu konnen. In Abbildung 5.3 sind die Effekte der verschiedenen Transformationen gezeigt.
Die grau unterlegten Gebiete werden jeweils in den Konvergenzbereich transformiert. Al-
lerdings wurde dabei der Konvergenzbereich |z| < R nicht mit R = 1, sondern praxisge-
rechter mit R < 1 definiert. Es wurde R = % ~ 0.707 gesetzt. Der Wert wurde nach
einer realistischen Optimierung der Transformationsgrenzen gewdihlt. Die Optimierung
wird gleich noch diskutiert werden. Zunéchst aber kann man feststellen, dass fiir reelle
Argumente die beschriebenen Transformationen ausreichen, um nur solche Dilogarithmen
ausrechnen zu miissen, deren gegebenenfalls transformierte Argumente fiir eine schnelle
Reihenkonvergenz nahe genug an der Null liegen. Untersucht man die Transformationen
genauer, dann findet man zwei Punkte

1 3
= — 44/ 5.10
212 = 5 \/;Z (5.10)

bei denen alle sechs Transformationen versagen. Die Punkte werden immer wieder auf

sich selbst abgebildet. Zur Behandlung von komplexen Argumenten geniigen diese sechs

Transformationen also noch nicht. Eine Implementierung die auch allgemein fiir komplexe

Zahlen funktionieren soll, ben&tigt immer noch mindestens eine weitere Transformation

neben (5.5) und (5.7). In Abbildung 5.3 ist die Transformation z — I gezeigt, welche

die Problempunkte beseitigt. Andere Transformationen, die moéglich wéren, sind x — —x
11—z

oder x — T

Der notwendige Formalismus zur numerischen Auswertung ist nun beschrieben. Es bleibt
in der Praxis aber noch ein weiterer Punkt zu beachten. Die Reihe konvergiert unterschied-
lich schnell, je nachdem wie weit das Argument von der Null entfernt ist. Fiir |z| ~ 1 ist
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N
N

-0.5 0.5
-1.5 -1.5

-2 -2
(e) 55 ) =

Abbildung 5.3: Verschiedene Transformationen auf der komplexen Ebene. Das jeweils grau
unterlegte Gebiet wird durch die angebene Formel in das Gebiet |z| < % transformiert.

Zusitzlich eingezeichnet ist der Konvergenzrand |z| = 1 der Dilogarithmus-Reihe.
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die Konvergenz am schlechtesten. Dann kann unter Umsténden die Aufsummierung von
mehreren hundert oder tausend Termen notwendig sein. Es ist also sinnvoll, die Aufsum-
mierung zu optimieren. Ein Hilfsmittel haben wir schon kennengelernt. Die Transforma-
tionsformeln bieten nicht nur die notwendige Moglichkeit zur Sicherung der prinzipiellen
Konvergenz, sondern man kann sie auch benutzen, um Argumente moglichst nahe an die
Null zu bringen. In der Praxis sind die Auswahl der angewandten Formeln und die Ge-
biete, in denen sie verwandt werden, eine Frage der Optimierung verschiedener Faktoren.
Bei der Transformation treten neue mathematische Objekte auf, die ebenfalls ausgewertet
werden miissen. Die einzelnen Terme miissen dann am Ende kombiniert werden. Unter
Umsténden ist der Aufwand dafiir grofler als der Gewinn der Verschiebung des Arguments
von z.B. £ = 0.6 zu x = 0.4 durch die * — 1 — x Transformation. Die Transformati-
onsgrenzen miissen daher durch empirische Messung der Auswertungsgeschwindigkeiten
bestimmt werden und sind deshalb sehr von der jeweiligen Implementierung abhéngig. In
Abschnitt 5.4 iiber die Implementierung werden Details besprochen.

Auch die Auswertung der Reihe selbst liasst sich noch beschleunigen. Es gibt dazu eine
ganze Menge von Verfahren in der Literatur [34], z.B. Padé-Approximation, Chebychev-
Okonomisierung, etc. Auf diese und #hnliche Verfahren wird hier nicht weiter eingegangen,
da sie nur bei einer bekannten, festliegenden numerischen Prézision angewendet werden
konnen. Die C++-Bibliothek GiNaC, fiir die wir im weiteren die Implementierung beschrei-
ben, arbeitet aber mit Numerik beliebiger Prézision, und so sind nur die Algorithmen fiir
uns interessant, welche eine beliebige numerische Prézision erlauben.

Ein Verfahren, das bei Dilogarithmen zur Anwendung kommen kann, ist die Umschrei-
bung der Reihe mittels Bernoulli-Zahlen. Die Substitution ¢ = 1 — e™ im Integral des
Dilogarithmus (5.1) ergibt

AR ~In(1—z)
Lis(z) = —/dt ¥ = / du eu“_ T (5.11)
0 0
Die Bernoulli-Zahlen B,, sind nun durch die Reihe
x s "
i nZOBnH, |z| < 27 (5.12)

definiert, so dass man nach Einsetzen von (5.12) in (5.11) den Dilogarithmus umschreiben
kann als
. o0 Sitl

Lig(z) = Z_; B,~m : (5.13)
mit z = —In(1 — z). Die Voraussetzung | — In(1 — z)| < 27 von Gleichung (5.12) ist nach
den Transformationen immer erfiillt. Diese Reihe konvergiert nun in vielen Féllen schneller
als die urspriingliche Reihe. Man kann wie in [54] das asymptotische Verhalten der beiden
Reihen vergleichen und finden, dass die Bernoulli-Reihe schneller konvergiert. Allerdings
ist fiir die Praxis das asymptotische Verhalten nicht so entscheidend, da die Transforma-
tionen die Argumente so nah an die Null bringen, dass auch im ungiinstigsten Fall meist
weniger als hundert Reihenglieder aufsummiert werden miissen. Man muss die Reihen
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n |0 1 2] 4 6 8 |10 12 14 16 18
B, |11 |1 L | L | _L |5 | _691 | 7 | 3617 | 43867
n 216 30 | 12 30 | 66 2730 | © 510 798

Abbildung 5.4: Auflistung der Bernoulli-Zahlen B,, bis n < 18. Die Bernoulli-Zahlen fiir
ungerade n > 2 sind alle Null und wurden weggelassen.

konkret vergleichen und das heifit man muss letztendlich an Hand der Implementierung
Vergleichsmessungen anstellen.

Ein paar allgemeine Uberlegungen lassen sich jedoch trotzdem anstellen. In Tabelle 5.1
sind die ersten Bernoulli-Zahlen dargestellt. Als Vorfaktor wirken sich die Bernoulli-Zahlen
glinstig aus, da sie zunéchst kleiner als Eins sind. Auflerdem sind ab n > 2 alle ungeraden
Bernoulli-Zahlen Null. Dieser Vorteil schwindet mit wachsendem n, da die Bernoulli-Zahlen
schnell viel grofler als Eins werden. Je mehr Reihenglieder summiert werden miissen, weil
entweder die Prézision sehr hoch oder das Argument weit von Null entfernt ist, desto
ungiinstiger wirkt sich diese Tatsache aus. In der Bernoulli-Reihe steht statt einer Potenz
eine Fakultdt im Nenner. Die Fakultat wéchst viel schneller als die Potenz, was die Konver-
genz beschleunigt. Allerdings ist fiir kleine Werte des Summationsindex noch kein grofler
Unterschied vorhanden. Je mehr Reihenglieder summiert werden miissen, desto deutli-
cher wird der Effekt. Der letzte Punkt, den man vergleichen kann ist die Grofle von x und
z = —In(1—=z). Betrachtet man = € [0, 1], so ist z immer gréBer als x. Der Abstand wichst
je ndher z an Eins kommt. Dies verlangsamt die Bernoulli-Reihe im Vergleich. Die drei
Einflussfaktoren zusammengenommen ergeben folgendes Bild: Der Einsatz der Bernoulli-
Reihe ganz nah an der Null lohnt sich nicht, weil zu wenige Reihenglieder aufsummiert
werden miissen. Ansonsten ist die Bernoulli-Reihe der urspriinglichen Reihe vorzuziehen,
wobei die Grofle der Argumente durch die Transformationsgleichungen beschrénkt ist.

Bevor nun die Multiplen Polylogarithmen besprochen werden, soll noch einmal zusam-
mengefasst werden, was die notwendigen Elemente bei der numerischen Auswertung des
Dilogarithmus waren. Zunéchst benétigte man die Reihendarstellung. Als néchstes muss-
te man Transformationsgleichungen finden, um alle Argumente in den Konvergenzbereich
bringen zu konnen. Das dritte Element waren weitere Transformationsgleichungen oder
andere Hilfsmittel, um die Reihenkonvergenz zu beschleunigen. Diese drei Elemente sind
bei der Auswertung aller Polylogarithmen notwendig und sie werden daher im folgenden
immer wiederkehren.

5.2 Der Multiple Polylogarithmus

5.2.1 Definition

Der Multiple Polylogarithmus Liy,, _m, (21, ..., 2%) wurde in [48] eingefithrt und stellt eine
Verallgemeinerung aller anderen bekannten Polylogarithmen sowie der Multiplen Zeta-
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Funktionen dar. Er ist definiert? durch eine mehrfach geschachtelte Reihe

i
T T
. 1 k
Ly, me (X1, -, 28) = g T T

k. (5.14)
.y . 31 25
11>19>...>1;, >0

Die Argumente unterscheidet man in Gewichte m; und Skalen x;. Die Anzahl k der Sum-
men nennt man die Tiefe des Polylogarithmus. Die Summe aller einzelnen Gewichte m;
nennt man das Gewicht des Polylogarithmus.

Die Integraldarstellung des Multiplen Polylogarithmus lésst sich am besten notieren, wenn
man zuvor noch eine Kurznotation fiir iterierte Integrale einfiihrt. Mehrfach iterierte In-
tegrale sollen dabei mittels o-Operator wie folgt abgekiirzt notiert werden:

A d d A d tn—2 d tn—l d
t t t th— t
/ ..o = / Lo .. x / n-l / n (5.15)
t—a; t—an t1 —ay tho1— Qn-1 tn — an
0 0 0 0
und
A A
dt \™ dt dt dt  dt
—o = [ —o0..—o0 . (5.16)
t t—a t t t—a
0 0 S
m—~fach

Damit lautet die Integraldarstellung des Multiplen Polylogarithmus

T1Tk

e\ dt
Li yeeey L)) = - Ty Ty —1
ima,emy (T15 5 ) / ( t O> PRERr T
0

mk_g—l mk_l—l mk—l
o go 7dt o go dt o go —dt . (5,17)
t T1T9 — t t xr1 — t t 1—1¢

An Hand der Integraldarstellung lassen sich die analytischen Eigenschaften untersuchen
und man kann ggf. Transformationsgleichungen fiir die numerische Auswertung herleiten.
Im Hinblick auf die numerische Auswertung ist die obige Definition nicht sehr geeignet,
weil die Skalen z; in den Nennern der Briiche als Produkte auftreten. Die Pole und Schnitte
der Funktion hingen also nicht von den z; selbst ab, sondern von einem Produkt dieser
x;. Es ist daher schwierig, sich iiber die Pol-Struktur klar zu werden. Auflerdem ist eine
konsistente Definition von Funktionswerten auf den Verzweigungsschnitten durch die Wahl
eines infinitesimalen Imaginérteils fiir die Argumente nicht moéglich. Wenn man fiir die
Integranden eine Konvention fiir den Imaginérteil ¢0 wie zum Beispiel

/ dt
Ty Tp —t£10

festlegt, dann 148t sich der Imaginérteil ¢0 nicht eindeutig den einzelnen Argumente x;
zuordnen.

2 Goncharov [48] definierte die Funktion urspriinglich mit Argumenten, die in umgekehrter Reihenfolge
stehen. Durch die spétere systematische Behandlung aller Polylogarithmen mit Hilfe von Z-Summen
ist es aber sinnvoll geworden, diese Konvention zu dndern.
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5 Numerische Auswertung von Multiplen Polylogarithmen

Es ist daher sinnvoll fiir die Integraldarstellung zunéchst einen ,,neuen“ Multiplen Poly-
logarithmus G einzufiihren, bei dem die Produkte der z; selber als Argumente verwendet
werden. Fiihrt man die Transformation y — xz1---x aus, so erhilt man die folgende

Definition:
Y

G(z1, .., 23 V) :/

0

dt dt dt
o c-- 0 .
t—Zl t—ZQ t—zk

(5.18)

Fiir den Fall, dass einige Argumente z; Null sind, verwenden wir auch folgende kompakte
Notation:

Gimy,ooomy (21, s 203 y) = G(O,...,0, 21, .., 261, 0, ..., 0, 23 ) | (5.19)
~—— S——
mi1 mi

bei der man wieder von Gewichten m; und Skalen z; sprechen kann. y ist ein freier, reeller
Parameter.

G ist nicht wirklich ein neuer Multipler Polylogarithmus. Li und G beschreiben exakt die
gleiche Funktion. Beide Darstellungen lassen sich einfach ineinander umwandeln:

1 1 1

Liny .. (@15, k) = (=1)Gony ..oy, (x—l, papme i xl...mk’1> . (5.20)

Der Vorfaktor (—1)* resultiert aus der Umkehrung der Reihenfolge von ¢ und den x; im
Nenner. Wir haben also jetzt zwei Darstellungen fiir den Multiplen Polylogarithmus, die fiir
verschiedene Zwecke jeweils besser geeignet sind: Li fiir alles was mit der Reihendarstellung
zu tun hat, und G fiir alles was die Integraldarstellung betrifft. Shuffle-Identitéten lassen
sich zum Beispiel eleganter mit Hilfe von G beschreiben, Quasi-Shufle-Identitéten dagegen
sind einfacher mit Hilfe von Li notiert.

5.2.2 Analytische Eigenschaften

Der Parameter y der Funktion G ist redundant, wie man sich leicht klarmachen kann.
Durch die Skalierungseigenschaft der iterierten Integrale gilt:

G(oz1,...,02k;0y) = G(21, .., 213 Y) - (5.21)

Man kann also immer durch die Wahl ¢ = 1 zu G(z1,...,2E; 1) transformieren. Es ist trotz-
dem sinnvoll, diesen Parameter beizubehalten. Bei den nétigen Integraltransformationen
wird die Integral-Obergrenze meist mitverdndert. Da sie nicht auf y = 1 festgelegt ist, son-
dern y unbestimmt bleibt, konnen alle entstehenden Integrale wieder mit dem Multiplen
Polylogarithmus G identifiziert werden. Die rekursiven Identitédten im folgenden lassen
sich so besser schreiben.

Die Pole und Schnitte des Multiplen Polylogarithmus sind an der Integraldarstellung er-
sichtlich. Die Funktion G hat Verzweigungsschnitte, wenn ein z; eine positive reelle Zahl ist
und die entsprechende Integrationsvariable ¢ grofler als z; wird. Unter Umsténden besitzt
ein Multipler Polylogarithmus &k Singularitéiten auf der positiven reellen Achse, an denen
die Verzweigungsschnitte in Richtung +o0o beginnen. Man kann die Konventionen fiir die
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5.2 Der Multiple Polylogarithmus

Schnitte durch einen infinitesimalen Imaginérteil im Nenner der Integranden festlegen.
Dazu ist die Schreibweise
zy =z +10, z_ =z—10 (5.22)

niitzlich. Die konkrete Festlegung der Konvention ist bei der Implementierung der Funktion
notwendig. Fiir die Berechnung der Transformationsgleichungen wird die Unterscheidung
der Imaginérteile aber auch schon notwendig.

5.2.3 Trailing zeros

Bei der Definition von G haben wir nicht ausgeschlossen, dass Argumente z; am Ende der
Argumentenliste Null sind, also z.B. G(z1,..., 2,0, ...,0;y). Solche Null-Argumente nennt
man trailing zeros. G-Funktionen mit trailing zeros lassen sich nicht direkt in Li-Funktionen
umschreiben, sie stellen eine Verallgemeinerung gegeniiber den Multiplen Polylogarithmen
Li dar. Problematisch sind die trailing zeros, weil man mit ihnen mathematisch nicht
definierte Ausdriicke aufschreiben kann. Das folgende, G(0;y) entsprechende Integral kann
formal durch die Stammfunktion gel6st werden

/% = In(y) — In(0) , (5.23)
0

ergibt aber den undefinierten Term In(0). G-Funktionen mit mehreren trailing zeros fithren
zu komplizierteren Polynomen, die ebenfalls In(0) enthalten.

Trotzdem erlaubt man trailing zeros, weil die direkte Anwendung der Transformations-
gleichungen, die sich fiir die Multiplen Polylogarithmen finden lassen, G-Funktionen mit
trailing zeros erzeugen. Wie wir noch sehen werden, sind diese Transformationsgleichun-
gen alle rekursiv definiert. Zur endgiiltigen Transformation einer Funktion miissen die
Gleichungen wiederholt auf schon teiltransformierte Funktionen angewandt werden. Die
divergenten Terme, d.h. die G-Funktionen mit trailing zeros, entstehen dabei in charakte-
ristischer Weise als Zwischenlosungen. Am Ende der Transformationen jedoch heben sich
diese alle wieder gegenseitig weg.

Der mathematisch saubere Weg mit diesen Funktionen umzugehen wiére, alle Untergrenzen
der Integrale gleich einer Variablen A zu setzen, die man am Ende aller Rechenschritte und
Umformungen gegen Null gehen ldsst. Vor dem Grenziibergang hétten sich alle divergenten
Terme schon weggehoben und das Ergebnis wére deshalb definiert. In der Praxis spart man
sich diese Art der Regularisierung, indem man einfach folgende Definition einfiihrt:

L k
G(0,...,0;y) = i (Iny)” . (5.24)
k

Letztlich ist diese genauso konsistent, aber eleganter anzuwenden. Die Definition von G
muss dafiir aber noch durch folgende rekursive Definition ergénzt bzw. ersetzt werden:

y

dt

G210y 23 Y) = / P—— G(z2, ..., 25 1) (5.25)
0
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5 Numerische Auswertung von Multiplen Polylogarithmen

Diese rekursive Definition ist identisch zur urspriinglichen Definition (5.18), erlaubt es
aber (5.24) zu verwenden.

Damit sich am Ende aller Transformationen unterschiedliche G-Funktionen mit trailing
zeros explizit gegenseitig wegheben, ist es sinnvoll die G-Funktionen auf eine einheitliche
Form zu bringen, indem man die Null-Elemente separiert. Zu diesem Zweck wendet man
die Shuffle-Algebra-Eigenschaften an. Betrachtet man die folgende Multiplikation

G(0;y)G(z1,...,24,0,...,0;y) = (k — j)G(z1, ..., 24,0, ..., 0;
(0;9)G(21, -, 7 y) = (k= j)G(21, .., 7 y)

k—j—1 k—j
+ E G(s1,..., 55, 25,0,...,0;y), (5.26)
——
(s1,-,85)=(21,--,2j—1) LI (0) k—j—1

so kann man nach dem ersten Term auf der rechten Seite auflésen und erhélt die Gleichung

1
G e 2:,0,...,0;y) = —— | G(0; y)G e 27,0,...,0;
(217 ,2]7 PIREE) 7y) k j (73/) (217 7Zj7 PIREE) 7y)

k—j k—j—1
— G(s1,..,84,24,0,...,0; . (b.27
Z (17 ;855%25,U, ..0 7y) ( )
(81,r85)=(21,...,2j—1)LLI(0) k—j—1

LLIist das Shuffle-Produkt wie in Abschnitt 4.4.1 definiert. Damit lassen sich rekursiv alle
trailing zeros separieren.

5.3 Numerische Auswertung von G

5.3.1 Konvergenz der Reihe

Der Multiple Polylogarithmus Li ist konvergent, wenn
|z129..25] <1 fur alle j € {1,...,k} und mq,z; #1 (5.28)

gilt, was aus der Reihendarstellung (5.14) folgt. Daraus lasst sich fiir die Parameter von
G ableiten, dass

ly| < |z;| furalle j (5.29)
zu gelten hat. Das bedeutet, dass |y| das kleinste Element aus der Menge {|z1|,- - , |zk], |y|}
sein muss. Das Ziel der gesuchten Transformationsgleichungen ist es also ein G, welches

die Bedingung (5.29) nicht erfiillt, durch einfachere Funktionen oder durch G-Funktionen,
die diese Bedingung erfiillen, auszudriicken.
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5.3 Numerische Auswertung von G

5.3.2 Transformationsformeln

Die Transformation, um die Reihendarstellung des Multiplen Polylogarithmus konvergent
zu machen, lasst sich nicht durch eine einzelne Formel beschreiben. Man muss fiir ver-
schiedene Spezialfille jeweils passende Formeln anwenden. Diese Formeln bauen zum Teil
aufeinander auf und wir fithren sie deshalb schrittweise, beginnend mit dem einfachsten
Fall, ein.

Zunichst gehen wir von Multiplen Polylogarithmen der Tiefe Eins aus. Die Transforma-
tionsformel dafiir ist schon bekannt, da diese Multiplen Polylogarithmen den Klassischen
Polylogarithmen entsprechen. Allerdings schreiben wir die Formeln allgemeiner und rekur-
siv, um sie als Bausteine in den weiteren Transformationsformeln benutzen zu kénnen. Sei
im folgenden s immer das kleinste Element unter den Argumenten, welches am Ende der
Transformation an die Stelle der Integralobergrenze y treten soll. Die Imaginérteile sind
wichtig und wie in (5.22) mit Indizes + unterschieden. Ist das Gewicht m = 1, dann hat
man

Gi(s+;9) = Gi(yF;s) — G1(0;5) + In(~y) - (5.30)

Fiir ein Gewicht m > 2 kann man die Formel

Gulossin) = ~Com) + [ F Gualtsin) = [ F Gualtcsn) (530

t
0 0
herleiten. Diese Formel muss man nun rekursiv anwenden. Die G,,,—1 auf der rechten Seite
miissen wieder mittels (5.31) und schliesslich (5.30) ersetzt werden. Ein kurzes Beispiel
fiir m = 3 soll die rekursive Anwendung verdeutlichen: es wird zunéchst zweimal (5.31)

angewendet

s

Yy
d d
G3(s+;y) = —C¢(3) + { / till - / till} Ga(ti,+;Y)
0 0

X

—

Gi(yx;t2) — G1(05t2) + ln(—yx)} :
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5 Numerische Auswertung von Multiplen Polylogarithmen

anschliefend wird ausmultipliziert und die iterierten Integrale in G-Funktionen umge-
schrieben

= —((3) = ¢(2)|G1(0:) — G (0:5)]
+ G(0;y)G(0, y+;y) — G(0; 5)G(0, yx;9) — G(0,0,yx;y) + G(0,0, y=; 5)
— G(0;9)G(0,0;y) + G(0; 5)G(0,0;y) + G(0,0,0;y) — G(0,0,0; s)
+In(~y5) | G(0:9)G(0:y) — G(0:5)G(0:) — G(0,0:9) + G(0,0:9)]

und als letztes wird zusammengefasst
L3 L3 1 2
= Ga(yzi5) +2(2) In(s) ~In(y) | - 5 In*(y) — < In*(s) + 5 In(s) n(y)

+In(—yz) 5 2(y) — In(s) In(y) + 5 3(s)]

wobei Gy, (y+;y) wegen der Skalierungseigenschaft einer Zeta-Funktion —((m) entspricht.
An diesem Beispiel kann und sollte man sich die Anwendung von Rekursionsformeln klar-
machen, da alle folgenden Formeln analog benutzt werden miissen.

Der néchste Schritt ist nun die Behandlung von G mit einer gréfleren Tiefe. Die Transfor-
mation dafiir muss zwischen drei Fillen unterscheiden: das kleinste Element ist entweder
das erste Argument, oder das letzte Argument oder es steht in der Mitte der Argumen-
tenliste. Berechnen wir zunéchst den Fall, dass sich das Element irgendwo in der Mitte
befindet. Dazu schreibt man G wie folgt um:

G(al, ---»aifl,sraazdrl,---aaw;y) = G(al,---aai71,0,ai+1,---aaw;y)
Sr
0
+ [ dspq1 3 G(A1, ey Qi1 Spp1, Qig 1, ey Qo )
, Sr+41

(5.32)

Dies ist nur eine einfache Identitét fiir die Stammfunktion. Man hat nun zwei Terme,
von denen der erste beziiglich der Tiefe reduziert ist und sofort weiter rekursiv behandelt
werden kann. Im Fall des zweiten Terms ziehen wir die partielle Ableitung in das Integral
hinein, direkt vor den s, 41 enthaltenden Bruch. Wir verwenden dann die Identitét

0 1 0 1
Ost—s  Ott—s (5-33)
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5.3 Numerische Auswertung von G

Damit bekommt man einen Ausdruck der Form

ti—2 ti—1 t;
/ dt;y o dt; / dtiss
tio1 — a1 Os ti—s ) tiy1— a1
0 0 0
ti—2 ti—1 t;
. / dt;_1 / ( 0 dt; > / dtiJrl
tic1 — a1 ot; t; —s tit1 — @it
0 0 0
ti—2 ti—1 t;
_ ( 1)/ dt; 1 / 0 ( dt; / dti1 )
) tio1 —a;—1 ) ot \ti—s ) tiy1—ait1
ti—2 ti—1 t; (5'34)
/ dti / dt; ( 9 / i >
tio1 —a;—1 t; — s\ Ot; ) tivl — Git1
ti—2 ti
. / dti—1 / dtivn
ticr—a;—1ti-1—8 ) tiv1— a1
0 0
ti_o ti—1

dt;—q dt; 1
tic1 — aj—1 ti — sty — ajy1
0 0

Im zweiten Schritt wurde die partielle Ableitung (0f)g = 9(fg) — f(9g) nach der Pro-
duktregel ersetzt, anschliefend wurden Identitéiten fiir die Stammfunktion benutzt. Als
néchstes fithrt man Partialbruchzerlegungen nach

1 1 1 1 1
= — (5.35)
t—at—s s—a \t—s t— «

durch und erhélt dann vier Terme, die als rekursive Transformationsformel wie folgt notiert
werden koénnen:

Sr

0
/d8r+1 G (A1 ey Qi1 Sp15 Qig 1y oy Q3 YY)
837’—}—1
0
Sr
dsr—i—l
= —/7(}(a17...,ai_2,sr+17ai+17...,aw;y)
Sp41 — @51

ds;1
—————G (a1, ..., 0i-2,0; 1,011, - Q3 Y) (5.36)
Sp41 — Gi—1

Sr41 — A41

ds;1
G (A1 oy Qi1 Qi 1, Qg 2, ey Qa3 YY) -

Sr
0
Sr
ds;1
+/ G(a17"'7a/i—1787’+17a’i+27"'7a’w;y)
0
Sr
/ Sr4+1 — Gi+1
0
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5 Numerische Auswertung von Multiplen Polylogarithmen

Jeder der Terme auf der rechten Seite enthélt wieder ein G, das gegebenfalls weiterbehan-
delt werden muss. Man schaut dazu jeweils nach dem neuen kleinsten Argument unter den
verbliebenden a; und transformiert entsprechend.

Die Gleichungen (5.32) und (5.36) zusammengenommen sind unsere Transformationformel
fiir Multiple Polylogarithmen mit Tiefe > 2, wenn das kleinste Element in der Mitte der
Argumentenliste steht. Falls nun das kleinste Element an erster Stelle steht, kann man die
Schritte (5.34) noch genauso ausfiihren. Die Partialbruchzerlegung aber muss nur einmal
angewendet werden und so bekommt man fiir diesen Fall die Transformationsgleichung

Sr

0
/d5r+la G(5r+1,az’+1, ---,aw;’y)
, Sr41

Sr
d
- /AG(az?kly'“aaw;y)
Sr+1 — Y
(5.37)

Sr

dsr—i—l
+ / —G (5T+15 Q425 -y Qs y)
Sr41 = Qi1

Sr

dsr—i—l
_/7G(ai+17ai+27---7aw§y) .
Sr41 — Q41

Steht das kleinste Element an der letzten Stelle, dann ist die Ausfiithrung der beschriebenen
Rechenschritte nicht mehr moglich, weil die Produktregel in (5.34) nicht mehr angewendet
werden kann. Wiirde man hier direkt die Stammfunktion auswerten, dann bekédme man
Probleme mit der konsistenten Definition der Imaginérteile bei der Partialbruchzerlegung.
Als Ausweg bieten sich Shuffle-Identitéiten an, mit denen man auch diesen letzten Fall
behandeln kann. Dazu schreibt man die betreffende G-Funktion wie folgt um:

G(ay,...,ax,0,...,0, 8.3 y) = G(aq, ...,ar;y) G(0, ...,0, s )
S~—— S~——
m—1 m—1
- Z G(b177bk+may) .

(b1, bk +m)=(a1,...,ar) LU (0,...,0,s,)
\ (a1,-...,a,0,...,0,s7)

(5.38)

Die Summe geht iiber alle Parameterkombinationen, die durch das Shuffle-Produkt ge-
geben sind, mit Ausnahme von (aq,...,ag,0,...,0,s,). Man erhilt nach Anwendung von
(5.38) nur G-Funktionen, bei denen der kleinste Parameter nicht mehr am Ende steht, so
dass wieder die beiden anderen Transformationsgleichungen benutzt werden kénnen.

5.3.3 Beschleunigung der Konvergenz

Mit den beschriebenen Transformationsformeln sind nun alle Multiplen Polylogarithmen
im Prinzip berechenbar. Als néchstes ist die Beschleunigung der Konvergenzgeschwindig-
keit wichtig. Beispielsweise konvergiert die Reihe der Funktion

G(1.01,1.02,1.03; 1) (5.39)
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nur relativ langsam. Die problematischen Parameterpunkte sind alle die, die nahe bei der
Eins liegen. Wie im Abschnitt 5.1 iiber Dilogarithmen erldutert, ist die Anwendung wei-
terer Transformationen, wie z.B. x — 1 — z, ein Standardverfahren zur Beschleunigung.
Alle bisher in der Literatur betrachteten Polylogarithmen haben jedoch nur maximal ei-
ne Skala, der Multiple Polylogarithmus besitzt im allgemeinen viele verschiedene Skalen.
Transformationen lassen sich zwar finden, zum Beispiel

y
G(z1ayemzisl—y) =G (214,283 1) + / LG (22, ey 2zk51 =), (5.40)
t— (1 — 2’1)$

0
aber bei der systematischen Anwendung treten dann Schwierigkeiten auf. Es werden in
(5.40) durch den zweiten Term G-Funktionen produziert, bei denen die Transformation
schrittweise auf alle Argumente angewandt wird. Im allgemeinen kénnen dadurch ,,gute
Argumente, d.h. solche die fiir die schnelle Konvergenz giinstig liegen, in solche verwandelt
werden, die eine schlechte Konvergenz verursachen. Es ist nicht ersichtlich, wie man nur
bestimmte Argumente transformiert und andere unbeeinflufit lassen kann. Die Transfor-
mationen wirken sich immer auf keine oder auf alle Argumente aus.

Die ,,Rettung” kommt in Form der sogenannten Holder-Faltung, die in [55] hergeleitet und
ausfithrlich beschrieben wird. Die Holder-Faltung lautet fiir G-Funktionen

w
G (21,23 1) = Z (—1)j G <1 —zj, 1l —zj—1,.., 1 — 2131 — 1) G <zj+1, weey 20} 1) ,
= p p

(5.41)

fiir 21 # 1, 2, #0.

Zum einen werden hier die Skalen teilweise von den problematischen Einsen weggeschoben,

zum anderen und viel entscheidender kann man beliebig p > 1 wahlen. Mit Hilfe der Ska-

lierungstransformation (5.21) kann man dann auf G-Funktionen reduzieren, in denen alle

Parameter mit p multipliziert auftreten. Oft ist p = 2 die giinstigste Wahl. Die skalierten

Parameter liegen dann alle weit von den problematischen Parameterpunkten entfernt. Die

Anwendung der Holder-Faltung erzeugt natiirlich mehr Terme als urspriinglich vorhanden,

was die ganze Auswertung teilweise wieder verlangsamt. In der konkreten Implementierung

wird man daher schauen miissen, in welchen Gebieten man die Holder-Faltung anwendet.

Die Ersetzung der urspriinglichen Reihe durch eine Bernoulli-Reihe ist bei Multiplen Po-
lylogarithmen nicht ohne weiteres moglich. Lésst sich ein G mit einem einfacheren Po-
lylogarithmus identifizieren, dann lohnt es sich, die entsprechenden numerischen Auswer-
tungsverfahren des einfacheren Polylogarithmus anzuwenden. Diese sind immer schneller.

5.4 Implementierung in GiNaC

Ausgangspunkt fiir die Beschiftigung mit numerischer Auswertung war der Wunsch die
Polylogarithmen, die in Losungen von Feynman-Integralen auftreten, praktisch verwenden
zu konnen. Fiir alle einfachen Polylogarithmen einschliellich der Harmonischen Polyloga-
rithmen waren die Verfahren zur Auswertung schon entwickelt. Das Verfahren fiir Multiple
Polylogarithmen wurde von uns entwickelt [54] und ist im vorigen Abschnitt beschrieben
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5 Numerische Auswertung von Multiplen Polylogarithmen

worden. Es ist nun sehr wiinschenswert fiir alle diese Polylogarithmen eine benutzbare nu-
merische Auswertung zur Verfiigung zu haben. GiNaC bietet sich hierfiir als Basis an. Bis
zum Zeitpunkt dieser Arbeit waren nur die Auswertung von Dilogarithmen, Trilogarith-
men und Riemannschen (-Funktionen in GiNaC implementiert. Es mussten also praktisch
alle Polylogarithmen erst noch programmiert werden. Der natiirlich Weg ist, bei den einfa-
chen Polylogarithmen anzufangen und nach und nach die allgemeineren Polylogarithmen
hinzuzufiigen. Die folgende Beschreibung der Implementierung richtet sich genau nach
dieser Reihenfolge und behandelt jeweils einen bestimmten Typ von Polylogarithmus. Ne-
ben dem Verfahren und den Optimierungen werden auch die jeweiligen Testmoglichkeiten
beschrieben.

5.4.1 Klassischer Polylogarithmus

Die notwendigen Verfahren sind schon seit langem bekannt. In [50] und darauf aufbauend
in [56, 57] wurden alle notwendigen Formeln erarbeitet. Eine populére Darstellung findet
sich in [53, 58]. Neben der Reihendarstellung

Lin(z) =Y = (5.42)
=1 "
sind dies vor allem die Transformationsformeln
1 1
: _ (_1\n+1lT: I T Y Y
Liy(z) = (-1) Lln(x) p In"(—x)
n=2y ‘ ‘ ‘ (5.43)
=Y S+ (=) (A =2 ) (0 - ) I (—a)
i=0 "
und
. 2 () . 1 ne1l
Liy (z) = ; [g(n —§) = Staj1(1 = 2)| — ——— " (z)In(1 —z) . (5.44)
= (n—1)!

Prinzipiell geniigt es, diese Formeln fiir reelle Argumente zu kennen, da man alle ande-
ren notwendigen Transformationen durch die mehrfache Hintereinanderausfiihrung dieser
beiden erzeugen kann. Sie dienen hier vor allem der Ilustration der Komplexitét im Ver-
gleich zu den folgenden Polylogarithmen. AuBerdem lésst sich an Gleichung (5.44) auch
ein neues Phénomen erkennen. Die Transformationsformeln enthalten nunmehr héhere
Polylogarithmen als Faktoren, d.h. die Transformation ist in gewissem Sinne keine ge-
schlossene Operation mehr. Bestimmte Transformationen fiir Nielsens Polylogarithmus S
haben ebenso diese Eigenschaft, sie benttigen Harmonische Polylogarithmen.

Fiir die Implementierung wurden von uns durch Zeitmessung die Gebiete der komplexen
Ebene bestimmt, in denen die verschiedenen Transformationen die numerische Auswer-
tung beschleunigen. Die Grenzen der Gebiete wurden so angepasst, dass sie moglichst
einfach sind, weil die Abfrage, in welchem Gebiet ein Argument liegt, Zeit kostet und bei
einfachen Gebieten erheblich schneller ist. Einfache Gebiete sind in der Regel Rechtecke
in der komplexen Ebene, so dass man mittels der Frage kleiner als oder griofler als den
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Real- oder Imaginirteil priifen kann. Die konkreten Werte, die fiir die Implementierung
gewahlt wurden, kénnen sich im Verlauf von Optimierungen verschiedener Programmteile
noch verschieben.

Die Bernoulli-Reihe lautet fiir Klassische Polylogarithmen

Li(z) = ;) (J,Cﬁ ))! (= In(1 — )1 (5.45)

mit

N N 5\ Bjs
Cu() = b0, an(J)—kZO(k)k;lcn(k). (5.46)

Fiir n = 2 sind die Vorfaktoren C),(j) einfach die Bernoulli-Zahlen selbst. Bei grofieren
n werden die Vorfaktoren rekursiv aus Bernoulli-Zahlen berechnet. Es ist sinnvoll, die
Vorfaktoren einmalig zu berechnen und in einer Tabelle zu speichern. Prinzipiell ist die
Bernoulli-Reihe immer dann zu verwenden, wenn das Argument weit von Null entfernt
ist. Der genaue Umschaltpunkt zwischen normaler Reihe und Bernoulli-Reihe muss aber
durch Zeitmessungen experimentell bestimmt werden. Bei uns wurde er zu Rexz < 0.25 fiir
n = 2 und Rex < 0.3 fiir n > 3 gewéahlt. Aulerdem wird fiir n > 12 immer die normale
Reihe benutzt, da bei solch groflien Exponenten die normale Reihe schneller konvergiert.

Die Tabellen fiir die Vorfaktoren C), hingen von der eingestellten Prézision ab. Wird die
Prézision erhoht, dann werden mehr Reihenglieder und damit auch mehr C',, benétigt. Die
Tabelle mufl dann gegenebenfalls erweitert werden. In GiNaC ist es jederzeit moglich die
Prézision zu dndern. Die Implementierung mufl also darauf achten, dass die Tabelle der
momentanen Prézision entspricht.

In Abbildung 5.4.1 ist der Programmcode gezeigt, der die Reihe eines Klassischen Polylo-
garithmus numerisch aufsummiert. Der abgedruckte Programmcode entspricht weitgehend
der aktuell existierenden Implementierung in GiNaC. Ohne auf Details einzugehen, sollen
kurz ein paar wesentliche Punkte hervorgehoben werden. In Zeile 5 wird die Transforma-
tion fiir die Bernoulli-Reihe einmalig berechnet. In jedem Durchlauf der C++-Schleife in
den Zeilen 10 bis 20 wird ein weiteres Reihenglied der Bernoulli-Reihe aufsummiert. Am
Ende der Schleife wird jedesmal gepriift, ob die numerische Prézision schon erfiillt ist,
indem der neue Summationswert mit dem vorigen verglichen wird. Die Bernoulli-Zahlen
liegen vorberechnet in einem Vektor X. Sollte in Zeile 15 erkannt werden, dass der vorhande
X-Vektor zu klein ist, wird er vergrofert.

Sehr wichtig ist der Test der Implementierung, d.h. man muss sicherstellen, dass die Funk-
tionen auch richtig berechnet werden. Dabei wurden von uns mehrere Strategien ange-
wandt. Zunéchst ist da der Vergleich mit existierenden Programmen. Fiir eine Menge von
komplexen Zahlen kann man die Ergebnisse fiir verschiedene Préizisionen vergleichen. Dies
ist der wichtigste Test fiir die eigentliche Reihenauswertung. Als néchsten Schritt muss
man die Transformationen iiberpriifen. Bei der Transformation x — 1 — z nutzt man die
Eigenschaft, dass es Werte fiir x gibt, bei denen z und 1 — z beide im Konvergenzbereich
liegen. Also kann man den gleichen Punkt auf zwei verschiedene Arten berechnen: einmal
ohne Transformation, z.B. x = 0.4, und einmal mit Transformation, dann x = 0.6. Es muss
absolute Ubereinstimmung vorliegen. Die Polylogarithmen haben spezielle Werte fiir die
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1 cl_N Lin(int n, const cl_N& x)

2 {

3 vector<cl_N>::const_iterator it = X[n].begin();
4 vector<cl_N>::const_iterator xend = X[n].end();
5 cl N u = -log(1l-x);

6 cl_N factor = u * cl_float(1l, float_format(Digits));
7 cl_N res = u;

8 cl_N resbuf;

9 unsigned i = 2;

10 do {

11 resbuf = res;

12 factor = factor * u / i;

13 res = res + (*xit) * factor;

14 it++;

15 if (++it == xend) {

16 make_X_bigger();

17 it = X[n].begin() + (i-2);

18 xend = X[n].end();

19 }
20 } while (res !'= resbuf);
21 return res;
22 }

Abbildung 5.5: Beispielcode der Implementierung der Reihensummierung in GiNaC.

Argumente z = 1 und z = —1. Man kann diese vergleichen, indem man die Argumente die-
sen Punkten nihert und die Werte der Polylogarithmen auf ihre stetige Ann&herung an die
speziellen Werte untersucht. Die einfachste und auch effektivste Uberpriifung von Werten
auflerhalb des Konvergenzbereichs, d.h. letztlich der Korrektheit der %—Transformation, ist
der Vergleich mit anderen Programmen. Wir haben Mathematica benutzt, da man auch
dort die Prézision beliebig einstellen kann und die Auswertung an vielen reprisentativ
gewahlten Punkten durch ein Mathematica-Programm automatisieren kann. Mit diesen
Tests ist die Korrektheit unserer Implementierung fiir die Klassischen Polylogarithmen
sichergestellt. Die Tests wurden im iibrigen so gestaltet, dass sie als automatisierte Tests
in der Selbstiiberpriifung von GiNaC enthalten sind. Man kann also jederzeit diese Tests
starten und sich iiberzeugen, dass sich bei der Erweiterung und Optimierung von GiNaC
an dieser Stelle keine unbeabsichtigten Fehler eingeschlichen haben.

Der Klassische Polylogarithmus ist nun in GiNaC enthalten und kann zum Beispiel wie
folgt

ex result = sqrt( Li(5, p0 - pl) );

verwendet werden. Die Funktion Li(n,x) wird, wenn moglich, zu speziellen Werten eva-
luiert, also z.B. wenn x die Zahl Eins ist. Fiir die numerische Auswertung erwartet GiNaC
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fiir n eine positive Ganzzahl und fiir x eine beliebige komplexe Zahl.

5.4.2 Nielsens Polylogarithmus

Die Formeln fiir Nielsens Polylogarithmus finden sich in [50, 56, 57], wobei die letzte Arbeit
nicht nur in der Darstellung die beste Quelle ist, sondern auch die Fehler der Vorgénger
nicht mehr enthélt.

Die Reihendarstellung lautet

0 i Jp—2—1
):le‘nJrl Zl_ lep 1 _ZZnJrl p-1(i=1). (5.47)
i= 1= 1

Zp—1(i — 1) ist eine Euler-Zagier-Summe, bei der alle Gewichte m; = 1 sind:
N i1—1 Tg— 1—1

-y Yy 2L (5.48)

ZZ 1
11=11i2=1 Zk112 k

Die zwei wichtigen Transformationen lauten

1l p_l ’“1 _
np(T :Z &l { n—jp( Z - 1 x)spfk‘,nfj(l_x)

= k=0 (5.49)
—1)P
+ % In" z1nP(1 — )
und
pfl k
In™(— n+k—m-—1 1
_ % 1
Sn,p(m) - ( = Z . < kE—m >Sn+k—m,p—k(x)
_0 et (5.50)
n] —) 1 e
wobei
p—1 [(n+k—1)/2] 9
_ ntp—1 k n n+k—1 2
Pay = (UM SR = e (M) Sy
= 3=0 (5.51)
P

X Spik—2jp—k(1) + (—1)[("ﬂ’)/2]4rn€n+

P(n+p)(n—1)p!

mit €, = 1 wenn m gerade und ¢, = 0 wenn m ungerade. [z] bedeutet die grofite Ganzzahl,
die kleiner als z ist.

Die beiden Transformationen benétigen keine hoheren Polylogarithmen. Man kann sehen,
dass die Formeln immer komplizierter werden. Mit steigender Komplexitét verschiebt sich
auch der Anwendungsbereich der Formeln zur Beschleunigung der Konvergenz zu grofleren
Argumenten hin.
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5 Numerische Auswertung von Multiplen Polylogarithmen

Bei der Reihendarstellung féllt auf, dass die Untersummen eine Menge von rationalen
Zahlen erzeugen, die fiir unterschiedliche Argumente x gleich bleiben. Hier bietet sich
eine Tabellierung der Untersummen an, um die Geschwindigkeit zu verbessern. Unsere
Implementierung tut dies und speichert die Werte der Untersummen als rationale Zahlen.
Dadurch sind sie von der eingestellten numerischen Prézision unabhéngig und miissen
nicht neu berechnet werden, wenn sich diese dndert.

Die Bernoulli-Reihe lautet

_ - Cn,p(]) 7
Snp(T) = ;) TSI +1 (5.52)
mit
Bi—k_Cup(k)
j—k)! p+k

Cl,p(j) = %a CnJrl,p(j) = Z ( (5-53)

k=0

Die Tabellierung der Vorfaktoren ist nun aufwéndiger. Man hat eine zweidimensionale
Tabelle zu verwalten. Hier muss natiirlich eine praktische Grenze gesetzt werden, bis zu
welchen Werten von n und p die Tabelle erzeugt wird. Zurzeit ist die Bernoulli-Reihe noch
nicht implementiert, da das Hauptaugenmerk der Implementierung auf die Harmonischen
und Multiplen Polylogarithmen gerichtet war.

In GiNaC kann die Funktion als S(n,p,x) benutzt werden. Ist z = 1 wird die Funktion au-
tomatisch zu ihrem Spezialwert evaluiert. Ist p = 1 wird die Funktion in einen Klassischen
Polylogarithmus umgewandelt. Sind n und p positive Ganzzahlen und z eine beliebige
komplexe Zahl, dann wird die Funktion numerisch ausgewertet.

5.4.3 Harmonischer Polylogarithmus

Der Harmonische Polylogarithmus wurde in [49] eingefiihrt und die numerische Auswer-
tung dort und in [59] beschrieben. Die Autoren stellen in [59] auch eine Implementierung
vor, die fiir ein maximales Gewicht m = 4 den Harmonischen Polylogarithmus in doppelter
FORTRAN-Prizision berechnen kann. Allgemein, ohne Einschrinkung des Gewichts, der
Tiefe oder der Skala kénnen diese Funktionen nun erstmals mit der hier beschriebenen
Implementierung in GiNaC berechnet werden?.

Der Harmonische Polylogarithmus wird den Uberlegungen in Abschnitt 5.2.3 iiber trailing
zeros folgend rekursiv definiert (siche Gleichung (5.25)):

H(a,m;x) = /dt f(ast) H(m;t) (5.54)
0

3 Erst vor kurzem wurde in [60] eine Implementierung fiir Mathematica vorgestellt, die auch allgemeine
Harmonische Polylogarithmen berechnen kann.
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wobei statt einem allgemeinen ﬁ nur die drei folgenden Formen
1
1;t) = —
1
f(0;¢) = n (5.55)
1
1) = ——
als Integranden zugelassen werden. m = (my,...,my) steht fiir eine beliebige Liste von

Argumenten.

Die Transformationen kénnen ebenfalls nur rekursiv notiert werden. Als Beispiel zeigen
wir nur die %-Transformation. Die Basistransformationen lauten dafiir

H<1; i) = H(l;2) + H(0;2) + im
H<0; i) = —H(0;2) (5.56)

H( — 1 i) = H(-1;2) — H(0;2) .

Darauf aufbauend kann man mit
H(a,ﬁi; i) = H(a,m;1) — /dt %2 f(a, 1) H<Tﬁ; 1) (5.57)

fiir alle Harmonischen Polylogarithmen konvergente Reihendarstellungen finden. Die Trans-
formationsformel (5.57) ist je nach dem Wert von a noch auf unterschiedliche Weise um-
zuformen, zum Beispiel mit einer Partialbruchzerlegung. Die Details kann man in [49, 59]
nachlesen.

Man kann fiir den Harmonischen Polylogarithmus Formeln fiir die Transformation

1—z
xr —
1+zx

(5.58)

finden. Man benétigt deshalb die 1 — x - Transformation nicht. Mit (5.58) lassen sich alle
problematischen Argumente ebenso behandeln. Zusétzlich kann man weitere Félle, wie die

in 5.1 erwahnten Punkte
1 3.
12 = 5 + \/;Z (559)
behandeln.

Fiir die numerische Auswertung muss man noch eine Konvention fiir den Imaginérteil der
Schnitte setzen. Die Konvention fiir alle bisherigen Funktionen wurde so gewéhlt, dass sie
dem am weitesten verbreiteten Standard [61] entsprechen. Die , Viter* des Harmonischen
Polylogarithmus haben nun leider die entgegengesetzte Konvention gewéhlt und es war
nun die Frage, ob man lieber alle Funktionen einem einheitlichen Standard unterwirft
oder beim Harmonischen Polylogarithmus einen Sonderweg beschreitet. Wir haben uns
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5 Numerische Auswertung von Multiplen Polylogarithmen

fiir den konsequenten Weg entschieden, auch weil sonst die automatische Evaluierung von
hoheren Polylogarithmen in niedrigere Polylogarithmen erschwert wiirde. Man kann als
Benutzer selbst die urspriingliche Konvention [59] erzwingen, indem man dem Argument
einen positiven kleinen Imaginérteil gibt. Dieser muss so klein gew&hlt werden, dass er das
Ergebnis innerhalb der vorgegebenen Prézision nicht merklich beeinflusst.

Die Bernoulli-Reihe fiir den Harmonischen Polylogarithmus lautet nun*
> le,...,mk(j) Jj+1
Hypy .oy () = j;) TS (=In(l —z))""", (5.60)
wobei
C =9 A 7=9 (5.61)
b T Gy g (1) 5> 0, '
und A
. ([ j\ Bj-k
Cm1+1,m2,...,mk(]) = Z ( k > k+ 1Cm1,m2,...,mk(k) : (5.62)

k=0

Die Liste der hier benétigten Vorfaktoren ist nun so umfangreich, dass sie nicht mehr
effizient tabelliert werden kann. In der jetzigen Implementierung wird die Bernoulli-Reihe
nicht benutzt. Die Auswertungsgeschwindigkeit ist aber auch weitgehend nicht mehr durch
die Reihensummierung bestimmt, sondern durch die aufwéndigen rekursiven Transforma-
tionsschritte, so dass dieser Arbeitsschritt nun stattdessen entscheidend wird. Die einzige
Optimierung die bleibt ist, einmal berechnete Transformationen zu speichern und wieder
zu verwenden. Da die Parameteranzahl jedoch beliebig grof} sein kann, ist die Speicherung
der Transformationen ein Balanceakt zwischen effizienter numerischer Auswertung und
geringem Speicher- und Datenverwaltungsaufwand. Zurzeit wird die Zwischenspeicherung
noch nicht durchgefiihrt, sie ist aber fiir die Zukunft geplant.

Die Implementierung kann man auf mehrere Arten testen. Harmonische Polylogarithmen
von der Tiefe Eins entsprechen Nielsens Polylogarithmen. Diese kann man also einfach
durch den direkten Vergleich der beiden Polylogarithmen fiir gleiche Argumente iiber-
priifen. Weiterhin kann man mit der Implementierung von [59] vergleichen. Grenziibergéinge
an bestimmten Punkten zu betrachten ist wichtig. Der Harmonische Polylogarithmus hat
die Transformation L‘r—z implementiert. Diese hat Uberschneidungen mit 2, 1 — = und
%. Der Vergleich der verschiedenen Transformationen fiir diese Fixpunkte schafft weitere

Sicherheit.

5.4.4 Multiple Zeta-Funktion

In den Transformationen des Harmonischen und des Multiplen Polylogarithmus werden
alle moglichen Multiplen Zeta-Funktionen erzeugt. Diese miissen daher auch berechnet
werden koénnen.

Es werden keine Transformationen fiir nicht-konvergente Argumente benétigt. Die Multi-
plen Zeta-Funktionen {(myq,...,my) sind immer konvergent, aufler fiir m; = 1. Allerdings

* Hier wird die kompakte Schreibweise wie bei den G benutzt, bei der die jeweiligen Gewichte m; als
Indizes notiert werden.
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ist die Konvergenzgeschwindigkeit immer die schlechteste. Die Beschleunigung der Reihen-
auswertung ist also sehr wichtig. In der Literatur findet man dazu zwei Verfahren. Das eine
ist die Holder-Faltung [55] und wurde schon beschrieben. Das andere ist etwas #lter und
stammt noch aus der Zeit, als die Shuffle-Algebrastrukturen nicht bekannt waren. Damals
hatte man zwar eine Reihe von Beziehungen zwischen verschiedenen (-Funktionen mit
gleichem Gewicht, allerdings konnten einige nicht bewiesen werden und man interessierte
sich fiir neue, noch unbekannte Beziehungen. In diesem Rahmen wurde von einer Gruppe
von Forschern versucht, die Beziehungen zwischen den {-Funktionen quasi experimentell
zu bestimmen, indem man die {-Funktionen numerisch ausrechnet [62]. Dies bedurfte einer
sehr hohen Prézision von mehreren hundert Nachkommastellen. Das dazu von Crandall
[63] erdachte Verfahren war in der Lage beliebige Multiple Zeta-Funktionen mit extrem
hoher Prézision zu berechnen.

Beide Verfahren wurden implementiert, optimiert und miteinander verglichen. Das Ergeb-
nis war, dass das Verfahren von Crandall nur bei sehr grofler Prézision schneller ist als die
Holder-Faltung. Solch hohe Prézisionen sind nicht der Normalfall bei der Benutzung von
GiNaC. Die Holder-Faltung wird daher intern in den meisten Fallen benutzt. GiNaC priift
vor der numerischen Auswertung, welches Verfahren auf Grund der eingestellten Prézision
als am schnellsten erkannt wurde, und benutzt dieses.

Eine noch fehlende Optimierung ist die Zwischenspeicherung von oft abgefragten (-Funk-
tionen, die viel leichter als bei den anderen Polylogarithmen moglich ist, weil keine Skalen
vorhanden sind, sondern nur die ganzzahligen Gewichte. Ein weiterer Ansatz, der noch
verfolgt werden kann, ist es (-Funktionen mit Hilfe der (Quasi-)Shuffle-Algebra in eine
Menge von leichter berechenbaren Basis-(-Funktionen zu zerlegen. Fiir ein paar einfache
¢-Funktionen, wie z.B. ((2,1) = ((3) sind die Reduktionen schon implementiert. Eine
systematische und allgemeine Behandlung fehlt aber noch.

Die Uberpriifung der Implementierung kann durch das numerische Nachrechnen von Shuffle-
und Quasi-Shuffle-Identitéten sichergestellt werden.

5.4.5 Multipler Polylogarithmus

Das neue Verfahren wurde schon in 5.3 beschrieben. Die Implementierung besteht in der
direkten Ubersetzung dieser Formeln in rekursive C++-Funktionen, die die jeweiligen ma-
thematischen Operationen umsetzen. Auch die Optimierung wurde schon beschrieben. Es
kommt nur die Holder-Faltung zum Einsatz. Die Auswertung der eigentlichen Reihen ist
dadurch schon sehr effektiv. Dominiert wird der Zeitaufwand fiir die ganze Auswertung
von der Ausfithrung der rekursiven Transformationen.

Die Tests sind im wesentlichen die schon mehrfach erwdhnten. Zum einen der Vergleich
mit den anderen, schon getesteten Polylogarithmen fiir Parameter, bei denen die Multiplen
Polylogarithmen diesen Funktionen entsprechen. Zum anderen der Vergleich der Werte mit
und ohne benutzte Holder-Faltung fiir die gleichen Argumente. Auflerdem die qualitative
Betrachtung der Stetigkeit an den Grenzen des Konvergenzbereichs. Als letztes und sehr
wichtiges Instrument kamen die (Quasi-)Shuffle-Identitéten zum Einsatz. Die numerische
Uberpriifung der Identitéiten ist ein strenger Test der Implementierung.

GiNaC bietet beide Varianten des Multiplen Polylogarithmus an: G und Li. Der Harmo-
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nische Polylogarithmus lédsst in seiner urspriinglichen Definition auch negative Gewichte
zu. GiNaC bieten eine Funktion convert H_to Li() an, um eine fehleranfillige Konversion
von Hand zu vermeiden.

5.4.6 Polylogarithmen in GiNaC

In GiNaC koénnen alle Polylogarithmen fiir beliebige Argumente ausgewertet werden. Da-
mit ist der Wunsch erfiillt, die Reihenentwicklung der R-Funktion praktisch verwenden
zu koénnen. GiNaC wird stetig weiterentwickelt und verbessert. Das betrifft auch die nu-
merische Auswertung von Funktionen. In Zukunft werden noch die beschriebenen Opti-
mierungsmoglichkeiten erprobt und gegebenfalls eingesetzt. Zur Zeit ist GiNaC die einzige
Software, die Multiple Polylogarithmen auswerten kann.
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6 Zusammenfassung

Die Berechnung von experimentell iiberpriifbaren Vorhersagen aus dem Standardmodell
mit Hilfe storungstheoretischer Methoden ist schwierig. Die Herausforderungen liegen in
der Berechnung immer komplizierterer Feynman-Integrale und dem zunehmenden Umfang
der Rechnungen fiir Streuprozesse mit vielen Teilchen. Neue mathematische Methoden
miissen daher entwickelt und die zunehmende Komplexitidt durch eine Automatisierung
der Berechnungen gezéhmt werden. In Kapitel 2 wurde eine kurze Einfiithrung in diese
Thematik gegeben. Die nachfolgenden Kapitel waren dann einzelnen Beitrédgen zur Losung
dieser Probleme gewidmet.

In Kapitel 3 haben wir ein Projekt vorgestellt, das fiir die Analysen der LHC-Daten wichtig
sein wird. Ziel des Projekts ist die Berechnung von Einschleifen-Korrekturen zu Prozes-
sen mit vielen Teilchen im Endzustand. Das numerische Verfahren wurde dargestellt und
erklart. Es verwendet Helizitéitsspinoren und darauf aufbauend eine neue Tensorredukti-
onsmethode, die Probleme mit inversen Gram-Determinanten weitgehend vermeidet. Es
wurde ein Computerprogramm entwickelt, das die Berechnungen automatisiert ausfiihren
kann. Die Implementierung wurde beschrieben und Details iiber die Optimierung und
Verifizierung présentiert.

Mit analytischen Methoden beschéiftigte sich das vierte Kapitel. Darin wurde das xloops-
Projekt vorgestellt, das verschiedene Feynman-Integrale mit beliebigen Massen und Im-
pulskonfigurationen analytisch berechnen kann. Die wesentlichen mathematischen Metho-
den, die xloops zur Losung der Integrale verwendet, wurden erklért. Zwei Ideen fiir neue
Berechnungsverfahren wurden prisentiert, die sich mit diesen Methoden realisieren lassen.
Das war zum einen die einheitliche Berechnung von Einschleifen-N-Punkt-Integralen, und
zum anderen die automatisierte Reihenentwicklung von Integrallosungen in héhere Po-
tenzen des dimensionalen Regularisierungsparameters €. Zum letzteren Verfahren wurden
erste Ergebnisse vorgestellt.

Die Niitzlichkeit der automatisierten Reihenentwicklung aus Kapitel 4 héngt von der nume-
rischen Auswertbarkeit der Entwicklungskoeffizienten ab. Die Koeffizienten sind im allge-
meinen Multiple Polylogarithmen. In Kapitel 5 wurde ein Verfahren fiir deren numerische
Auswertung vorgestellt. Dieses neue Verfahren fiir Multiple Polylogarithmen wurde zu-
sammen mit bekannten Verfahren fiir andere Polylogarithmus-Funktionen als Bestandteil
der C++-Bibliothek GiNaC implementiert.
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A Helizitatsspinoren

Fiir einen vierdimensionalen, masselosen Dirac-Spinor u(p), d.h. pu(p) = 0, p? = 0, lassen
sich Helizitdtsspinoren wie folgt definieren:

L+
2

up), (o =)

lp£) =

Skalarprodukte zwischen Helizitétsspinoren werden oft benétigt. Man fithrt deshalb eine
kompaktere Schreibweise fiir Skalarprodukte ein:

(pq) = (p—la+), [pq] = (p+|q—) - (A1)

Skalarprodukte mit anderen Helizitétskombinationen bzw. mit gleichem, masselosem Im-
puls verschwinden:

(p+lg+) = (p—Ilg—) = [pp| = (pp) = 0 (A.2)

Es existieren nun eine Reihe niitzlicher Beziehungen fiir Helizitétsspinoren:

Antisymmetrie
(pg) = —(ap), [pa] = —[ap] (A.3)
Fierz-Identitét
P+ lg+) (r+vuls+) = 2[pr](sq) (A.4)
Ladungskonjugation
(p+1*lg+) = (g=1"|p—) (A.5)
Gordon-Identitét
(pEy*[p£) = 2p* (A.6)
Vollsténdigkeitsrelationen
1+
p) (| = —2
1+ (A.7)
IpF){(qg£]| = <pf’2é$> 5 75 , mit einem beliebigen

Vierervektor b

Schouten-Identitét
(pq)(rs) = (pr){gs) + (ps)(rq) (A.8)
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Um die Berechnung von Matrixelementen vollstdndig mit Helizitétsspinoren ausfithren
zu koénnen, miissen noch die Polarisationsvektoren durch Helizitétsspinoren ausgedriickt
werden:

l
(. 1) = + LFwlPF) (A.9)
V2(IF[pt)
[ ist hier ein beliebiger, masseloser Impuls, auch Referenzimpuls genannt.

Fiir die numerische Darstellung der Spinoren wéhlt man am einfachsten Lichtkegelkoor-
dinaten:

P+ =Dpo+P3, p1L =p1+ip2,

, (A.10)
P—=DPo—Dp3, p1x=p1—11p2.
Die Helizitétsspinoren lassen sich dann schreiben als
—P1x "
1 er 671
Ip+) = , (p+]= 0 0 —pi py),
VIp+] 8 VIp+]
A1l
. (A1)
e 0 1
lp—) = ) (p—|= (p+ pi+ 0 0).
Vsl | P+ VP4
b1
Die Phase ¢ ist gegeben durch '
P+ = [p4]e’?. (A.12)

Effektiv lassen sich diese Dirac-Spinoren wegen der 0-Komponenten wie zweikomponentige
Weyl-Spinoren behandeln. In der praktischen Berechnung und Implementierung benutzt
man daher auch nur zwei Komponenten und verwendet statt der v-Matrizen direkt die
Pauli-Spinmatrizen. Um die Notation konsistent zu halten, wurde hier jedoch durchgehend
die vierdimensionale Schreibweise benutzt.

Skalarprodukte lassen sich einfach berechnen:

1

(pq) = ———=(q+p1* — P+q1*)
V \p+\gq+\ (A13)

[qp] = ~ T |6_i¢”e_i¢q(q+pl —piql) .
+lla+

Weitergehende Informationen zu Helizitdtsspinoren und dem dazugehorigen Formalismus
zur Berechnung von Matrixelementen findet man z.B. in [15, 18, 19].
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B Basisintegrale

Hier sind alle fiir das in Kapitel 3 beschriebene Verfahren notwendigen Basisintegrale
mit ihren Losungen aufgelistet. Die verwendeten Konventionen sind dort zu finden. Die
jeweiligen Parameter der Integrale sind nicht explizit angegeben, kénnen aber ganz einfach
aus den Losungen abgelesen werden. Neben der Renormierungsskala p sind das in der Regel
die Impulsquadrate der massiven dufleren Teilchen. Die Graphen zeigen auflerdem durch
verdickte Linien, welche dufleren Impulse als massiv angenommen sind.

2-Punkt-Integrale

Formeln sowohl fiir skalare als auch tensorielle Integrale sind hier aufgefiihrt. s ist der

Exponent von —k:(z_QE) (sieche Abschnitt 3.2.6).

1 2
1 —p?
p2
== — Fl + O(e) (B.2)
I3 = pit A (B.3)
LM =i A + g2 A3y (B.4)
Dabei ist
o=0 P\ (r—1) )
AT = ) i {1+€2Z1(r+1) = Z1(r—t) = 2] + O(*) } I (B.5)
und

s>0 _ s _p_2 te(s—l)!(’l"—f—s—t)! .
A530 = (zﬁ)( 21> " I+ O(e) .

Terme, die bei Kontraktion mit vierdimensionalen
Groflen verschwinden

mit der Harmonischen Summe
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Skalare 3-Punkt-Integrale

Das Integral, in dem alle drei &ufleren Teilchen masselos sind, ist aus kinematischen
Griinden Null.

2

1 1 1
g1 {zmz <_> ol <_>
v3(x1 — ) T9 71

+1In (212 + sign(v3)i0) [m (1 - xl) —In (1 - ”)] } (B.10)

wobei 1 und xy Losungen der Gleichung
avi+ (1 —z)vg — (1 —2)v3 =0

sind. Die v; sind eine Permutation der duBeren Massen {v1,vs,v3} = P{p?,p3,p3}, und
zwar so gewahlt, dass die Wurzeln 21 und x5 im Intervall [0, 1] liegen. Falls das Vorzeichen
aller Massen gleich ist, dann muss v gleich der kleinsten Masse gewéhlt werden. Ansonsten
wird es gleich der Masse gewéhlt, die das umgekehrte Vorzeichen der anderen beiden hat.

Skalare 4-Punkt-Integrale

Die Mandelstam-Variablen sind definiert als s = (p1 +p2)?, t = (p1 +p3)?. Die Berechnung
der Formeln findet sich in [25, 26].
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e 2) ()
+ lt {m (;—> + In? (;—§> — In? (}j) - 8((2)] +0(e)
i A ) )+ () )

+1n <_—t> In (‘M—lfl —In (:—‘D — 2 Li (1— %) (B.12)

g ) ) () ()
st () oo () -0 (GF) -
— In? <:—‘z> — 2 Liy (1 - %) — 2 Li (1 - %) (B-13)
2 2
i i 2
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1 1 -5 -1 —p2
2mh __ 3
1[3 —5 —t 1 —p3
== ) +n? (=) —=n? (=2 ) -
+8t[2n<u2>+n<u2> 2n<u2
2 2
—s —D3 —s —ri
() () (G () o

[
— 2 Liy (1 - ((_—]915%)> — 2 Liy (1 - ((__11‘21))> - %c(z)} +0(e)

N
w

1 —s —t _ 2 _p2
! e (st — p3p?) 2 2 2 2
1 3 —S
1t P <_> + n
st —p3p; {2 p?

<
e Wi

(B.15)
_p2 2 —t _ —t 2
+In <%> In <%> —1In <—2 In <—];> —1In (—2> In <%>
7 7 7 7 7
2 2 2 2
+1n<%>1n<§> Comiy (1! p2)> — 2 Li (1— ( p4)>
I I (—s) (—t)
(—p3) (—zﬁ))]
+2 Liy (1 — + O(e)
(—s) (=1
1 2
4 3
If™ (s,t, 03, 03,05, 1°) = 15" (st, pip3, p3p3, 1*) + K (s, t,pi, 03, p3. P3) (B.16)

88



mit

K(Oél,ﬂl, 012,/32,0[3,ﬁ3) =

2 &
3 29(—%‘)9(—52‘)
=1

X [ln(z ;B — (i — ) (1 + ZO))
i

- ln<z ;B — (i + A (1 - iO))]
J#i

(B.17)
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C GiNaC

GiNaC ist eine C++-Bibliothek fiir Computeralgebra [39]. GiNaC wurde in Mainz entwickelt,
um Maple im Rahmen des xloops-Projekts zu ersetzen. Die Version 1.0 wurde im Jahr
2000 fertiggestellt, momentan ist die Version 1.3.2 mit inzwischen erheblich erweiterten
Fahigkeiten aktuell.

GiNaC ist eine (selbstzitierende) Abkiirzung und steht fiir GiNaC Is Not A CAS. CAS
ist die Abkiirzung fiir Computer Algebra System und wird fiir Systeme wie zum Beispiel
Mathematica, Maple oder Reduce verwendet. Im Gegensatz zu diesen vollintegrierten Sys-
temen mit hochentwickelten Benutzerschnittstellen ist GiNaC eine C++-Bibliothek, deren
Fahigkeiten man nur durch das Schreiben eigener C++-Programme nutzen kann.

C++ bietet die Moglichkeit durch Klassen neue Datentypen, zusétzlich zu den eingebauten
wie zum Beispiel int oder double, zu definieren. Ein wesentlicher Beitrag von GiNaC ist die
Bereitstellung von vielen neuen Datentypen, vor allem solcher zur Speicherung beliebiger
algebraischer Ausdriicke. Die beiden wichtigsten sind symbol und ex. Mit symbol lassen
sich unbestimmte mathematische Variablen definieren:

symbol x("x");
symbol epsilon("\\epsilon");

Ein zusétzlicher Name fiir die Bildschirmausgabe kann als Parameter bei der Definition
angegeben werden. Im zweiten Fall wird das TeX-Format benutzt. Mit diesen Unbekannten
lassen sich nun beliebige symbolische Ausdriicke formulieren. Diese kénnen in Variablen
vom Typ ex gespeichert werden:

ex result = 3.12 * x / sin(x) + epsilon;

C++ erlaubt die Erweiterung der vorhandenen Operationen wie '+, ’—’, ’x’, ... auf eigene

Datentypen (,,Uberladen von Operatoren®), so dass sich Formeln sehr natiirlich schreiben
lassen. GiNaC nutzt diese Moglichkeit.

GiNaC kann mit komplexen Zahlen und exakten rationalen Zahlen umgehen. Bei Fliekom-
mazahlen verwendet GiNaC Arithmetik mit beliebiger Prézision!. Man kann die Prizision
durch die Angabe der Anzahl von signifikanten Dezimalstellen jederzeit dndern. Die meis-
ten grundlegenden mathematischen Funktionen sind in GiNaC vordefiniert und koénnen
sowohl algebraisch manipuliert als auch numerisch ausgewertet werden. Zusétzlich existie-
ren eine Reihe von speziellen Funktionen, die in der Physik oft bené6tigt werden, z.B. die
Polylogarithmen. Dariiber hinaus bietet GiNaC eine Vielzahl von algebraischen Operatio-
nen an, wie z.B. das Expandieren oder Zusammenfassen von Ausdriicken, die Ableitung
und Reihenentwicklung, oder das Suchen und Ersetzen von Teilausdriicken, etc.

! GiNaC verwendet fiir die Numerik die C++-Bibliothek cln [64].
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C GiNaC

Ein kleines Beispielprogramm soll die Verwendung von GiNaC illustrieren. Es rechnet die
Hermite-Polynome rekursiv aus und gibt das Ergebnis am Bildschirm aus:

1 #include <iostream>

2 using namespace std;

3 #include <ginac/ginac.h>

4 using namespace GiNaC;

5

6 ex HermitePoly(const symbol& x, int n)
7 A

8 ex HKer = exp(-pow(x, 2));

9 return normal (pow(-1, n) * diff(HKer, x, n) / HKer);
10 }

11

12 int main(int argc, char* argv[])

13 A

14 if (argc !'= 2) return 1;

15 int i = atoi(argv([1]);

16

17 symbol z("z");

18 cout << "H_" << i << "(z) == " << HermitePoly(z, i) << endl;
19
20 return O;
21 %

In den Zeilen 3 und 4 wird GiNaC eingebunden. In den Zeilen 6, 8 und 17 sieht man die
Verwendung der Datentypen ex und symbol. In den Zeilen 8-9 werden eine Reihe von
Operationen ausgefiihrt, deren Bedeutung sich vielleicht auch ohne genaue Kenntnis von
GiNaC erraten lésst.

GiNaC wird intensiv weiterentwickelt, inzwischen von mehreren Programmierern aus der
ganzen Welt. Meistens sind die Anwender von GiNaC auch gleichzeitig Entwickler. GiNaC
ist Open-Source und gut dokumentiert, so dass nicht vorhandene Fahigkeiten oder Funk-
tionen leicht in GiNaC eingebaut werden kénnen. Auch abseits der Hochenergiephysik wird
GiNaC vermehrt eingesetzt. Weitere Informationen zu GiNaC finden sich auf der Homepage

http://www.ginac.de
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