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П р е д и с л о в и е 

С 18 по 25 апреля 1979 г. в Алуште проходило У Международное совещание по 
нелокальной теории поля. 

Это совещание» как и четыре предыдущих /Дубна,1967 г.; Азау,1970 г.; 
Алушта 1973 г.; Алушта,1976 г./ было организовано по инициативе директора 
Лаборатории теоретической физики Объединенного института ядерных исследований 
члена-корреспондента jfa СССР Дмитрия Ивановича Блохинцева, скоропостижно скон-
чавшегося в январе .итого года. / 

Имя Д.И.Блохинцева неразрывно связано с историей мирного атома, с развитием 
различных областей современной физики, с большим вкладом в организацию советской 
науки, с разработкой философских и методологических вопросов. 

Д.И.Блохинцев имел прямое отношение к решению многих проблем атомной энер­
гетики и реакторостроения: 

- проектированию и сооружению первой в мире атомной электростанции в 
г. Обнинске и созданию Физико-энергетического института; 

- первым расчетам и сооружению перспективных для атомной энергетики реак­
торов на быстрых нейтронах; 

Дмитрий Иванович был инициатором сооружения импульсных реакторов • 
/ИБР/, зарекомендовавших себя в дальнейшем как отличное орудие для разнообраз­
ных исследований свойств ядра, твердых и жидких тел, элементарных частиц. 

В 1956 г. Д.И.Блохинцев был избран первым директором международного исследо­
вательского центра социалистических стран /ОИЯИ/. За годы его руководства 
/1956-65 г.г./ Институт вырос, оформился организационно, превратился в один из 

III 



ирулнейаих • мире центров физики элементарных частиц и атомного ядра. В послед­
ние годы Д.И.Блохинцвв возглавлял Лаборатори» теоретической фиаики а ОИЛИ. Одно­
временно с этим он являлся одним и* авторов и научных руководителей проекта ново­
го мощного импульсного реактора ИСР-2 в Лаборатории нейтронной Физики ОИЯИ. 

Выдающиеся научные заслуги Д.И.Блохинцева были отмечены высшими наградами *• 
Ленинской премией, двумя Государственными премиями, званием Героя Социалисти­

ческого Труда, четырьмя орденами Ленина и многими другими орденами и медалями 
СССР и социалистических стран. 

В 1938 году он был набран членом-корреспондентом АН УССР, а в 1956 году -
членом-корреспондентом АН СССР.Д.И.Блохинцев являлся членом Академии Леополь-
дина в ГДР и Венгерской -академии наук, почетным доктором Высмей технической 
•колы в Праге, а такие университетов им.А.Гумбольдта в Берлине и им, Карла 
Маркса в Лейпциге, членом Физического общества НРБ. 

Признание научных заслуг Д.И.Блохинцева мировой научной общественностью 
выразилось в избрании его на пост вице-президента /с 1963 г. по 1966 г./, а затем 
и президента / с 1966 г. по 1969 г./ Союза чистой и прикладной физики при 
ЮНЕСКО /ИЮПАП/. 

Долгое время он работал советником Научного совета при Генеральном секретаре 
ООН, а также представлял СССР на крупнейших международных форумах, в том числе 
на первой конференции по мирному использованию атомной энергии в 1956 году. 

Научная деятельность Д.И.Блохинцева слишком разнообразна и обширна, чтобы 
можно было подробно рассказать о ней в этом кратком сообщении. Она простирается 
от теоретических исследований микромира до инженерных проектов крупнейших физи­
ческих экспериментальных установок. 

Первая опубликованная научная работа была выполнена совместно с И.Е.Таимом 
в 1932 году и посвящена вычислению работы выхода электронов из металла. 
Первая самостоятельная работа Д.И.Блохинцева относилась к теории движения элек­
тронов в периодической потенциале кристалла, где было дано обобщение теории Блоха 
на случай перекрывающихся зон, которая позволила ему объяснить ряд аномальных 
магнитных и термоэлектрических эффектов в металлах. 

Большое прикладное значение имели в то время его работы по теории выпрямле­
ния тока полупроводниками. Им было показано, что эффект выпрямления обусловлен 
появлением объемных зарядов 1близи поверхности раздела проводников, приводящих 
к нелинейному закону Ола, и не связан, с особенностями строения полупроводников. 

Д.И.Блохинцеву впервые удалось дать простую квантовомеханическую интерпре­
тацию явлению, широко исследовавшемуся в 30-е годы экспериментально: фосфорес­
ценции кристаллических фосфоров. Эти работы Д.И.Блохинцева сыграли в дальнейшем 
большую роль в развитии исследований в квантовой теории твердого тела. 
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6 последние годы Дмитрий Иванович снова вернулся к вопросам теории твердого 
тела в свяаи с неожиданно обнаруженным эффектом - малым временем хранения ультра-
холодных нейтронов в ловушках. 

Д.И.Блохинцеву принадлежит один из первых трудов по нелинейной оптике - об­
ласти .бурно развивающейся в последнее время. В частности, им разработана теория 
эффекта Штарка в сильном переменном поле. Ныне, после изобретения оптических 
квантовых генераторов, эта работа имеет не только теоретическую ценность. 

Дмитрий Иванович является создателем нелинейной акустики движущихся и неод­
нородных сред. Его исследования по акустике, выполненные во время Великой Оте­
чественной войны по заданию правительства, имели огромное практическое значение 
и отмечены орденом Ленина. Монография "Акустика неоднородной и движущейся среды", 
изданная в СССР, была затем дважды переиздана в США и пользуется широкой извест­
ностью. 

Глубина мышления Д.И.Блохинцеаа особенно ярко проявилась в работах,намного 
опередивших свое время. Еще в 1938 году Д.И.Блохинцевым в докладе на семинаре 
ФИАН была дана в осн'^ных чертах теория лэибовского сдвига. Этот расчет на 10 лет 
опередил развитие квантовой электродинамики. Идея спонтанных вакуумных переходов, 
интенсивно используемая в современных единых теориях элементарных частиц, была 
сформулирована Дмитрием Ивановичем еще в 1951 году в статье "К единой теории 
поля", опубликованной в УФК. 

В 1957 году Д.И.Блохинцевым была выдвинута гипотеза о флуктуациях плотности 
ядерного вещества. Вначале она использовалась для качественного понимания при­
роды "дейтронных" пиков в реакциях квазиупругого рассеяния протонов высокой 
энергии ядрами и предсказания выходов других кластеров. Плодотворность идеи 
"флуктонов" проявилась спустя 20 лет, когда были открыты реакции кумулятивного 
типа. 

Исследование механизма таких процессов и структуры самих флуктонов откры­
вает новое перспективное направление в современной релятивистской ядерной физике. 

Большой интерес представляет идея Дмитрия Ивановича о квантовых стохастических 
пространствах. Результаты этих исследований вошли в монографию "Пространство 
и время в микромире", изданную в 1970 году, . 

Важное место в научной деятельности Д.И.Блохинцева занимали вопросы интер­
претации квантовой механики. Он много и плодотворно работал в этой области. Его 
книга "Основы квантовой механики" начиная с 19№ года выдержала пять изданий 
у нас в стране и переведена на многие иностранные языки. 

Концепция квантовых ансамблей, выдвинутая Д.И.Блохинцевым, его детальный 
анализ квантовомеханического процесса измерения, его трактовка волновой функции, 
как объективной характеристики всего ансамбля в целом, а не отдельного микро-
объекта - все это(несомненно способствовало правильному пониманию фундаментальных 
основ квантовой механики. 
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Обобщением этих исследований явилась монография "Принципиальные вопросы 
квантовой механики", вышедшая в 1966 году. 

Дмитрий Иванович воспитал целое поколение молодых ученых, ставших кандидата 
ми и докторами наук. С 1935 года и до последних дней он являлся профессором и 
заведующим кафедрой физического факультета Московского университета. 

Общественная деятельность Д.И.Блохинцева была отмечена Почетной грамотой 
Всемирного Совета мира за выдающийся вклад в дело укрепления мира /1959 г./. 
В течение ряда лет он являлся членом Советского Комитета защиты мира. Дмитрий 
Иванович неоднократно избирался членом Московского областного комитета партии, 
был делегатом ХХП съезда КПСС. 

Дмитрия Ивановича всегда привлекали самые актуальные проблемы теоретической 
физики. Ряд его работ посвящен фундаментальным вопросам квантовой теории 
поля - причинности, нелокальным и нелинейным взаимодействиям. Для обсуждения 
последних достижений в этой области и рассмотрения широкого круга вопросов, ка­
сающихся структуры классической и квантовой теории поля, описывающей взаимодей­
ствия элементарных частиц, в 1967 году по инициативе Д.И.Блохинцева в Дубне было 
созвано Международное совещание по нелокальной квантовой теории поля. С тех пор 
эти совещания стали традиционными и повторялись регулярно через три года в раз­
личных местах нашей страны. 

На v Международном совещании обсуждались наиболее актуальные проблемы 
современной теории поля: 

- Нелокальная теория поля и проблема сильной связи. 
- Динамика малых расстояний. 
- Единые теории поля и локальные симметрии. 
- Классические решения в теории поля и проблема квантования. 
- Удержание кварков в квантовой теории поля. 
В работе совещания приняло участие около 130 ученых из 10 стран. Было 

заслушано и обсуждено более 50 докладов» 18 из которых имели обзорный характер. 
Ввиду большого количества материалов, представленных ь^ совещание , Оргкомитет 
имеет возможность издать лишь обзорные доклады и часть оригинальных сообщений. 
Список докладов и сообщений, не вошедших в сборник, приводится в конце книги. 

В сборнике помещен "Конспект вводного доклада" Д.И.Блохинцева, который был 
подготовлен им в декабре 1978 года. 

ОРГКОМИТЕТ 
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КОНСПЕКТ ВВОДНОГО ДОКЛАДА *' 
| Д.И.Блогиицев"] 

Объединении» институт ядерных исследований, Дубна 

1 . За проведшие после нашего предыдущего совещания три года 
произошли значительные события как в теоретической, так и в экс­
периментальной физике элементарных частиц. В этот период взаим­
ное обогащение этих двух путей к изучение мира элементарных час­
тиц было особенно ярко и содержательно. 

2 . Экспериментальные данные последних лет явным образом под­
держивает успех вокальных, перенормируеных, калибровочных теорий 
квантовых полей. Они также свидетельствуют о сложной структуре 
адронов, о существовании кварков как структурных компонент этих 
частиц. 

3 . Мы начинали этот семинар более десяти лет тону назад. В 
то время казалось, что расходимости в перенормировках должны 
быть устранены на пути нелокальной теории по'ля, может быть,на пу­
ти изменения геометрии микромира, вообще говоря, на пути измене­
ния локального принципа причинности, выражающегося фундаменталь­
ной формулой: 

л л 
[ ftx>, f(%)]=0 для (х-р > 0. 

Локальная теория поля допускает, в принципе, существование нак 
угодно точно локализуемых объектов, т . е . частиц с массой М-*<*>, 
и в таком аспекте является логичной и самосогласованной теори­
ей. 

4 . Факт наличия бесконечностей в перенормировках уже на пер­
вых стадиях развития техники перенормировок рассматривался как 
отражение нашего незнания того, что происходит на некоторых ма­
лых расстояниях порядка о ~ 1 / А , где Л- импульс "обрезания". В 
этом смысле нелокальная теория,развиваемая Г.В.Ефимовым/1/,иожет 
оказаться весьма эффективным способом учета этого незнания. 

'Конспект вводного доклада зачитан на У Международном сове­
щании по нелокальной теории поля Барбашовым Б.М. по тексту, под­
готовленному покойным Д.Й.Блохннцевым. 
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5. Нелокальное»,или,лучше сказать,"псевдояблокальвость", 
может возникать как следе тане обнаружения структуры у объектов, 
ранее считавшихся точечными. 

6. Замечательный япоиокий физик Саката последовательно нас­
таивая на идее о том, что значительные сдвига в физике микромира 
всегда возникали в результате обнаружения новых отруктурннх эле­
ментов, новых субчастиц. Эта идея в нане вреия находит прекрас­
ное подтверждение в обнаружении структурных элементов адронов-
кварков. 

7. Нелокальность в таком аспекте будет следствием сложности 
объектов,раскрываемой на каждом новом уровне, а бесконечные пе­
ренормировки будут смежаться на новые структурные объекты, кото­
рые теперь считаются точечными. 

8 . Такой подход мог бы примирить нас с необходимостью иметь 
дело с бесконечностями в теории элементарных частиц. 

9 . Последовательность "частиц в частицах" могла бы оборвать­
ся где-то, где обнаружилась бы истинная нелокальность, например 
изменение геометрии. 

Такое изменение, как многие считают, безусловно.должно бы 
произойти в области, где гравитация становится значительной. Эта 
область - j j 

(X - 1 0 см. 
Q 

10. Разумеется, много непредвиденного может появиться на пу­
ти от изучаемых теперь масштабов aF~ I0" 1 см до гравитационных 
масштабов а ~ ~ Ю о м > Но уже сейчас видно, что включение 
в теорию частиц квантованной гравитации ставит нас перед фунда­
ментальной проблемой стохастической геометрии. Каким способом 
упорядочить точечные объекты в континууме со стохастической мет­
рикой? 

11. Какой бы в будущем путь не избрала теория, сейчас собы­
тия в нашей науке разыгрываются под знаком идей Сакаты и идей 
Янга-Миллса о калибровочных перенормируемых кварколых полях. 

12. Новые сведения о кварках, число которых теперь достига­
ет пяти, г>У, &.с,6,..., 
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колоссально расширяв* теоретически мыслимый мир адронов в соот­
ветствии о ростом обмиа мдотиплетов группы SHcn). 

Создается целая адроявая химия, в которой адроны выступают 
как молекулы, построеввне из кварков, а также как возбужденные 
состояния атлх "парковых молекул". Возникает возможное» сущест­
вования "зквотлеских* частиц в возможность образования "флюкто-
нов" -кварковых систем с больинм числом кварков. Видимо,такого 
рода образования обнаруживаются в кумулятивных эф.*--тех (А.К.Бал-
д и н / 1 2 / ) . 

1 3 . Новые сведения о лептонах наводят на иыс;._ Л обнаруже­
нии первых намеков на хептонную спектроскопию. 

m ж 3565 т е 

ш ж 220 те 

т ж I 
Не указывает ли это на сложную структуру лептонов? Сопровождаю­
щие эти лепюин "свои" нейтрино напоминают известную картину,наблю­
даемую в молекулярных кристаллах, когда волны молекулярных коле­
баний (закон дисперсии и-> =о>о t^-к2" + . . . ) всегда ассоци­
ируются с акустическими, "оезмассовыми" колебаниями (закон диспер­
сии <» - VK ) . 

14. Одним из важяейиих фактов в физике лептонов является 
экспериментальное доказательство роста сечений процессов, иници­
ированных нейтрино (включая процессы, обусловленные нейтральными 
токами) 

б-,, =! q 1 ^ ^ 10"".-%* • f. 

Еще в конце 50-х годов было указано на то, что при анергии в 
с.ц.м. *,, 

\fr=oC*-i- * 100 ГэВ , 
/V 

где ctrnt/ni , HXF • 300ГэВ -энергия унитарного пре­
дела, слабое взаимодействие сравнивается с электромагнитным 
(Д.Блохинцел, 1957-61 / Э / ) . 
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В настоящее время теория Салама-Вайиберга на основе гради­
ентной инвариантности и представления о скалярнок поле с вырож­
денным вакуумом успеино объединяет слабые м электромагнитные 
взаимодействия в единой картмно*'. 

Пока что аса замечательная теория позволяет качественно и 
количественно объяснить асе известные сейчас экспериментальные 
данные с помощью единого параметра - угла Салама-Вайнберга: 

Феноменологические расчеты возможных экспериментов на июонных 
пучках предсказывает возможность отличить теория Салама-Вайн­
берга от других вариантов теории слабых взаимодействий (С.М.Би-
ленький, 1 9 7 8 / 5 / ' ) . 

Ближайиее поколение ускорителей со встречными пучками, ви­
димо, позволит реимть. вопрос о существовании предсказываеша этой 
теорией промежуточных бозонов W3", Z° с массой около 70-80 ГэВ . 

15. Представляется вообще исключительно сложным, что с по­
мощью этих ускорителей будет возможно перемагнуть энергию уни­
тарного предела 

W> - -j- - 300 ГэВ -
перевал, за которым скрываются новые края страны Микромира. 

В этой связи может представить значительный интерес калиб­
ровочная электродинамика с элементарной длиной, приводящая к 
удвоению числа лептонов, к появлению дипольного момента у эле­
ментарных частиц, а также к другим интересным выводам (В.Г.Ка­
дашевский, 1978^). 

16. В теории сильных взаимодействий успемно развивается 
квантовая хромодинаника - неабелева калибровочная теория поля 
Янга-Миллса. 

Истоки этой интересной теории относятся к работе Н.Н.Боголю­
бова, Б.Н.Струыинокого и А.Н.Тавхелидзе (1965/ ,тгаторые впервые 
ввели понятие о новой степени свободы кварков, позднее получив-
ией название цвета (Фритч, Гелл-Манн, 1972' ' ) . 

"'Представление о вырождении вакуума само по себе не ново 
(Д.Блохинцев, I 9 5 I / Y ) . 
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17. Научение глубокоиеупругих процаосов на основе квантовом 
хроиодиммшкн, приводящей к асимптотическом свободе н к картине 
метках столкновений кварков U . Ефремов, А.Радшшхии, Д.Политцер 
и д р . , 1978^ 9 » 1 ( *) , указывает на тенденции к согласию предсказали» 
КХД с наблюдаемыми при больших передачах импульса явлениями. 

К их числу следует правде всего отнести нарушение скеМхиига 
в процессах t>+p-* f ' - r К ири <Ql»l ГэВ/с. Видимо, на вто! 
же основе монет бить истолковано нарушение паркового счета (по­
ведение Pj," 8 ) в процессах с большими р х . Здесь уместно сослать­
ся на ааклвчение иппортеров иа Токийской конференции (Габатулер, 
Сакита.Вемецнано)'11',которые подчеркивали согласие КХД при боль­
ших О1* с экспериментальными данными.Однако имеется и ряд труд­
ностей, например в объяснении отношения R : < W " * • 

18 . Иначе обстоит дело с проблемой взаимодействия кварков в 
связанных состояниях. Известно, что сравнительно простые модели 
Э/f частиц с потенциалом вида (Де Рухула, Глешоу ism* ^ ) . 

дают удовлетворительное описание наблюдаемого спектра этих час­
тиц. Однако релятивистская теория с потенциалом этого вида не­
возможна ввиду перекрытия состояний с t m c 1 

Совершенно не удается описать % -мезон, сложная структура 
которого была предсказана еще Э.Зерми и Янгом(19<»9/ 1 3Лне сущест­
вует такие удовлетворительной количественной теории барионов -
трехкварковых систем. 

Еще не получило убедительного объяснения разногласие между 
нулевой массой кварков в квантовой хромодинамике и эффективной 
массой m & 300 МэВ/с2 в теории сложных систем. 

19 . Еще хитрее обстоит дело с проблемой удержания кварков. 
По совокупности экспериментальных данных и по теоретическим со ­
ображениям следует считать, что свободные цветные объекты, в 
том числе отдельные кварки, не наблюдаются. 

Качественно можно объяснить дело с помощью представления о 
релятивистской струне. (Теория таких струн развивалась в частнос­
ти, Б. Ы. Варламовым )»ИР" некотором критическом напряжении 
струна, соединяющая кварки,рвется и на свободных концах возника-
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• t nap* кварк-аитикварк. В кверк-гаачмпой карта* t a n a необхо­
димо праяаолага» еовиаомоа о парком рождмм по xpalaet мара 
o n o t парк Ц $ ) . Однако пштотаеииой теория, обаясмв**й та­
кую ситуаии», еще a* существует. 

20. Гнтересная попытка обменить удержание кварков, ° кото­
рой бы» рассказано в прошлом году в Токио (гросс, 1 9 7 а ' 1 5 ' ) , 
на основе представления о вакууме как двухфазной газе инстанхо-
нов нуждается пока еще в более строгом обосновании (гипотеза о 
фазовом переходе). К тому хе следует заметить, что полезность 
идеи об инстштонах вызывает сейчас сомнения.Несколько хной под­
ход к топологически вырожденному вакууму в Ш и задаче об удер­
жании кварков развит в работе В.Первуикна' . 
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НЕЛОКАЛЬНАЯ КВАНТОВАЛ ТЕОРИЯ ПОЛЯ И СИНЫШЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

Г.В.Ефимов 

Объединенный институт ядерных исследований, Дубна 

Имеется две точки зрения на подход к построению нелокальной 
теории. Одна точка зрения заключается в том, что нелокальную 
теорию следует понимать как принципиально новую теории, где пос­
тоянная размерности длины t должна рассматриваться как новая 
фундаментальная константа подобно С , fj , е . Эта идея развивалась 
U.А.Марковым, И.Е.Таммом, а в настоящее время исследуется 
В.Г.Кадышевскиы с сотрудниками' 1'. 

Другая точка зрения состоит в том, что нам надо научиться 
описывать нелокальные взаимодействия квантованных полей, не меняя 
фундаментальных основ теории. При этом возникающие параметры раз­
мерности длины уже не являются универсальными фундаментальными 
постоянными, а являются характеристиками данного взаимодействия. 
Действительно, трудности локальной квантовой теории поля, связан­
ные с малыми расстояниями, чисто математического характера, по­
скольку, как неоднократно подчеркивал Д.К.Блохинцев, на любые 
физические процессы, происходящие на каких-то определенных рас­
стояниях, никогда не влияют события, происходящие на расстояниях 
на несколько порядков меньше исследуемых. 

Настоящий доклад посвящен исследованию именно этого направ­
ления нелокальной квантовой теории поля. К предыдущему 1У Между­
народному совещанию были разработаны методы построения ,S^-матри­
цы по теории возмущений для нелокальных взаимодействий квантован­
ных п о л е й ' 2 ' . Ь"ыло доказано, что /О-матрица удовлетворяет всем 
необходимым требованиям. Кроме того, В.Я.Файнберг с сотрудника-
ми'-" доказал все основные теоремы аксиоматического подхода в 
нелокальной квантовой теории поля. Таким образом, квантовая теория 
поля с нелокальным взаимодействием поставлена в настоящее время 
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на тот ж* уровень строгое» , что н локальная. Далее а рамках 
теории электромагнитных и слабых нелокальных взаимодействия были 
получены оценки для различных поправок, связанных с нелокальное*») 
взаимодействия. Из сравнения с экспериментальными данными были 
получены ограничения на величину параметров, характеризующих не­
локальность взаимодействия. Однако в настоящее время продвинуться 
дальня в атом направленна довольно затруднительно, поскольку эк­
спериментально до сих пор не найдено никаких отклонения от пред­
сказании локально! теории. 

Поэтому была предпринята попытка применить методы, развитые 
в квантовой теории поля с нелокальным взаимодействием, для описа­
ния сильных взаимодействий. За прошедшие три года эта идея усилен­
но разрабатывалась,и к настоящему времени уже получены обнадеживаю­
щие результаты. Работа велась в двух направлениях. Во-первых, было 
построено так называемое виртонное поле, существующее только в 
виртуальном состоянии' ' . Такое поле является хороним кандидатом 
на роль описания кварков, и оказалось, что методы теории возмуще­
ний применимы в ннэкоэиергетнческой теории кварков при описании 
распадов элементарных ч а с т и ц ' 5 - 7 ' . 

Во-вторых, в нелокальной теории для ряда лагранжианов удалось 
получить поведение амплитуд при асимптотически больших константах 
связи' 5 ' и, как следствие, при больших энергиях. Это позволяет 
попытаться применить полученные результаты сильной связи к про­
цессам множественного рождения элементарных частиц. 

I . Нелокальная модель кварков 
Гипотеза о существовании кварков как низшего представления 

группы Sl/(3) оказалась очень успешной в описании имеющихся 
экспериментальных данных в физике элементарных частиц. Однако тот 
факт, что кварки экспериментально до сих пор не обнаружены, озна­
чает, что мы встретились с совершенно новый явлением в физике. 
Это составляет основную проблему теоретического описания кварков. 
Было предложено большое количество моделей, пытающихся объяснить 
механизм "удержания" кварка' 9 ' . Основная идея всех подходов за­
ключается в предположении, что кварки являются обычными дираков-
скини частицами, ко не рождаются согласно какому-то динамическому 

, механизму. 
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В работах'**7' два р м и в м проблемы удержания кварка предло­
жен совершенно другое принцип. Было введено новое квантованное 
поле, описывавшее частицы, которые вообще не существуют в свобод­
ном состоянии подобну влектроиу, нуклону, неэоиу и т.д., ао су­
ществует только в виртуальном состоянии. Эти несуществующие час­
тицы были иавваин "виртонами" и поля, описывающее эти частицы, 
было названо виртонным полем. 

В лаграихевоы формализме описания элементарных частиц эта 
гипотеза означает, что в лагранжиане виртонного поля 

ci.1) 

оператор С (ft) должен быть выбран таким образом, что единственным 
реаеннеи уравнения движения 

Ztf)?M=0 (1.2) 
должно быть 

$(Y)^0. С 1 . э ) 
С другой стороны, мы хотим, чтобы функция Грина поля fyfa, удов­
летворяющая уравнению 

%(/$) £(*-#) = 7 S(x-f) % (1.4) 
была отличной от нуля 

Это означает, что виртонное поле, которое равно нулю в свободном 
состоянии, тем не менее, может существовать в виртуальном состоя­
нии. 

В ранках стандартных методов классической и локальной кванто­
вой теории поля невозможно одновременно удовлетворить уравнению 
(1.2) с гонением (1.3) н уравнению (1.4) с решением (1.5), по­
скольку функция Грина обычно строится из решений свободного урав­
нения (1.2). Охкако в рамках методов квантовой теории поля с 
нелокальным взаимодействием эта проблема может быть решена. 

Прежде всего найдем явный вид оператора Z(f). Функция %($) 
должна удовлетворять следующим условиям: 
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I) 2(5) - целая аналитическая функция; 
$) [2(5)1* "= 2(5*)- •«•.•сменная функция; 
f)2C5) "• имеет ауле!, чтобы удовлетворить (3) ; 
*№(?)+ в , ° при f>Z"-pi-^l-*~ °° (требование того, чтобы 

функция Грина $фубывала а евклидовом метрике); 
5) принцип мннималыюстн, т . е . наиннэнян порядок целой 

Функции, при котором выполнены предыдущие четыре условия. 
Тогда оператор %(р), удовлетворяющий всем условиям, записывается 
в виде ^_ / . а 

Z(f)= -Mt*p{-ip-£f>*]. (i.6) 
Таким образом, сформулированные выже требования фиксируют оператор 
Z(f?) с точностью до двух параметров: 

I > j= ££ . (i.7) 
Параметр/V не является независимым, мы выбираем его равный М— ~и • 
Оператор (1 .б) определяет функцию Грина 

(1.8) ^-Ш^^"?Х. 
Как строится квантовая теория виртонного поля? Было построено 

регуляризованное поле 

Здесь Q - дираковские поля, удовлетворяющие уравнениям 

и квантующиеся с индефинитной метрикой 

в 



где S(x, M) - обычная перестановочная функция спинориого поля с 
массой М . f 

Коэффициенты A:(S) хакян, что поля Q &> обладает следующими 
свойствами, р У 

1) При %>0 голе CL (*) в (1 .9) является локальным полон, т . е . 

{f*W, Ц%*)\+ ̂ =0 пр. (y-xf< О. 
Поле <р ^определено на пространстве Фока5т"о индефинитной мет-
рикой. Физические состояния 1Г(£)€ 1% строятся стандартный об­
разок, причем для каждого состояния V^fe") энергия /"может прини­
мать любое произвольное, но конечное значение. 

2) В пределе снятия регуляризации 

£? (1Ф .' $W...• fa: TffeJ)-** О 
для любых П. к tyfe)'из5?°', т . е . в слабом смысле 

-#m tf (Y.)-=0 (I.IO) 

3) Для пропагатора оказывается 

Г к . JL- /Л T±iMLe~^P (LID 

Таким образом, виртонное поле # ^ удовлетворяет требуемым ус­
ловиям. 

Взаимодействие обычных полей, например мезонного JT&) и 
нухлонного М{*), можно описать при помощи виртонного поля ^(-() 
следующим образом. Пусть лагранжиан взаимодействия задан 
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BiutM регулярмэонакыый лагранжиан 

Как показано ш'г, существует предел 

Этот предел определяет конечную унитарную причинную о-матрицу, 
которая описывает взаимодействие между мезонами и нуклонами. 
Взаимодействие определяется обменом внртонани, причем виртонов 
нет ни в начальном, ни в конечном состояниях. 

Построенное внртонное поле ^^V;является хорошим кандидатом 
на роль описания кварков. Наша кварковая модель, описывающая силь­
ные, электромагнитные и слабые взаимодействия адронов,заключается 
в следующем. 

1. мы считаем, что обычные физические частицы - адроны (ме­
зоны и барионы) подчиняются систематике группы S//{3Jt имеют эк­
спериментально наблвдаемые массы и описываются стандартными кван­
тованными полями, удовлетворяющими обычным уравнениям Дирака, 
КлэЯна-Гордона и т.д. 

2. Предполагается, что реальные адроны могут взаимодейство­
вать между собой не непосредственно, а путем обмена кварками. 
Кварки в группе SC/(3jxSC^(3jonwuBa.taca полями 

/ - 1 ( & Ы \ (VJ*)\ 

I ?*м/ 1 $<(*)/ 
где т и и( - соответственно S(/(3)g цветовой индексы. v s 

Лагранжиан взаимодействия полей октета псевдоскалярных Р (у 
нонета векторных IA, (*) мезонов и октета барионов В (*) с 
кварковым полем 0*<У/выбирается в простейшем виде: 

its JCJC 
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3. Предположение о ю н , что адроии является связанными СОС­
ТОЯНИЯМИ кварков, эквивалентно требованию, чтобы константа £>пе­
ренормировки волново* функции адрона У? равнялась нулю: 

2 / -2> ($, »>, L,J) = О . О.») 
Таким образом, сильные взаимодействия определяются физически двумя 
параметрамиL и £" в (1.7), поскольку константн связи 9g опреде­
ляются условием связности (Lit). 

4. Анализ ряда теории возмущении показал, что при переходе в 
евклидову метрику все интегралы, соответствующие любым диаграммам 
Фейнмана, хором сходятся, поскольку пропагатор кварка (1.8) убы­
вает ,как гауссовская экспонента. Оказалось, что эффективными кон­
стантами разложения в случае лагранжиана взаимодействия (I.I3) яв­
ляются параметры 

НШМ^^-ШШ- а'в> 

матричный элемент какого-либо физического процесса перехода адро-
нов из состояния 2* в состояние -f , описываемого лагранжианом 
(1.13), имеет следующий вид: 

где О.,- и И,{ -параметры, зависящие от данного процесса *~*f . 
Наиа надежда состоит в тон, что сила взаимодействия должна опре­
деляться величиной параметра L , а эффективная константа связи 
должна быть X ^ О ? 1 » чтобы можно было пользоваться рядом теории 
возмущений. 

5. Слабые и электромагнитные взаимодействия адронов вводятся 
инвариантными относительно группы SU(3)-xSl£(3)xU(1) ; 

Здесь X - соответственно точечные электромагнитные (-ем) и слабые 
fa) токи адронов ( I ) , кварков (у) и лептонов ( I ) . Токи адронов 
и лептонов выбираются в стандартной форме. Локальный ток кварков 
в регуляризованном виде записывается следующим образом: 
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Н УКЛОН 
# Q U3 - слабый магнетизм 

* 
• Alp J 

-магнитные моменты 

• 
* 

« г . характеристики лептонного 
j g - - P A . j распада 

ШИРИНЫ МЕЗОННЫХ 
• 

* 

РАСПАДОВ 
* ^ - 7 Г + 7 7 - у 

* к —rrev Р-ттеу 
* тт — x v Р— JMV 

* тт°-п Р-у* 
* J> — e*e-

* у — е + г V— е+е~ 
* и - т г у 

* и —ЗЯ 
* р — пл V—РР 

Ц7 1 1.3 ""теор 
Зэксп 

Отношение теоретических велмчнн к нх экспериментальный 
значениям . 
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IF'tof-%»(&№&. 
ZW-£^fl&4fd4>. 

где Q- зарядовая ыатрица, J# - матрица, определяющая ток Кабмббо 
в группе Stffyi 

В изложенное вше схеме был рассмотрен ряд распадов псевдо­
скалярных к векторных мезонов, а также лептонные распады барионов 
и ях магнитные моменты. Результаты показаны на рисунке,где приве­
дены отношения теоретических значений соответствующих величин к 
их экспериментальным значениям. Из групп распадов, связанных друг 
с другом соотношениями группы 6'1/(з), приведено только по одному 
распаду. 

Теоретические данные получены при следующие значениях пара­
метров; 

£=-1— -з- = 2 ! = _ / 5 - иле) 
и 320 т ' s L '> • 

Значения эффективных констант связи, определяющихся из условий 
связности (15), оказались следующими 

# » ' *,5, > Р - 0,135 

Мы считаем, что точность 15+25$ вполне приемлема для описания 
экспериментальных данных. 

Таким образом, мы видим, что исследованные процессы хорошо 
описываются лагранжианом (I;13) с двумя независимыми параметрами 
кварковогс поля (I.I8). Кроме того, оказалось, что эффективные 
константы разложения (I.I9) меньше единицы, так что можно приме­
нять теорию возмущений. 

Полученные результаты говорят о том, что предложенная кварко-
вая модель довольно хорошо описывает рассмотренные эксперименталь­
ные данные. Дальнейшая задача состоит в том, чтобы найти лагран-
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жиан взаимодействия, хоюрий полностью описывал бы BCD физику эле­
ментарных частиц низких энергий. 

Следует далее заметить, что в нелокальной квантовой теории 
поля амплитуды физических процессов экспоненциально растут с рос­
том энергии. Поэтому теория возмуцений применима линь при малой 
константе связи для сравнительно небольшие энергий. Для описания 
явлений при высоких энергиях теория возмуцений уже неприменима, 
необходимо использовать методы сильной связи. Поэтому предлагаемая 
кварковая модель претендует на описание явлений, происходящих при 
не очень высоких энергиях, примерно до 2»5 ГэВ. Это область силь­
ных, электромагнитных и слабых распадов элементарных частиц и 
низкоэнергетического рассеяния ̂ ГГ, kfr , я А / и т.д. 

2. Сильная связь и проблемы множественного рождения 
элементарных частиц 

Другим направлением исследований в нелокальной квантовой 
теории поля было изучение поведения матричных элементов 5-мат­
рицы при асимптотически больших константах связи для различных 
лагранжианов взаимодействия скалярного поля'53'. Пусть задана плот­
ность лагранжиана скалярного поля 

J(*)^± №)(а-*г№) - ц V(Кfa 0(f(*))t (2. i) 
где U~(<P) - достаточно произвольная функция взаимодействия, kfej 
- нелокальный форнфактор, удовлетворяющий условиям: 

I ) А^Лчелая аналитическая функция порядка роста f > j - ; 

3 ) K V O -» о , и2= кЛсгн> - °° ; 

S -матрица, описывающая взаимодействия в системе (2.1), может 
быть представлена в виде сходящегося континуального интеграла в 
евклидовом пространстве в конечном объеме : 

у v 

V „ V J 
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Континуальный интеграл существует при 
I) \/ < ©О 

о » 

Континуальны! интеграл в (2.2) определяется следующим образом. 
Пусть в объеме V задана ортонормированная система функции JQJ'il 
( к - 1 , 2 . . . ) . " 

Тогда 

где 

При выполнении условии (2.3) предел в (2.4) существует. Совокуп­
ность всех связных графов Фейнкана задается функционалом 

где ̂ V^j-плотность энергии вакуума, а З / У , ^ . . , ^соответствует 
всем связным графам с h . внешними линиями. Если положить (ffo) « 
. ф- e&»*>t~ , то 

Д, М = - A. A/*J= К ^ , Л = С 2. 6 ) 

~r[K/)+z:£Tm(4 
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гда X,(i)- аепвренорммровавмая ашдитуда процесса с т виеанкш 
линиями, яричем асе ввееше импульсм 0; - 0 . Заела* поведения 
плотности моргай вакуума " 

когда поле Cfft/ш <^*й»»чДдав1 информации о поведенни амплитуд 
Физических процессов. 

исследование функции £/}, Ф) должно дать инфорнацио о 
1) поведении функция £(}) а амплитуд Т.($) при # - » <», 
2) аналитических свойствах ^T^J и\Т*(]) • комплексно* 

в -плоскости в окрестности вещественно» осн. 
К настоящему времени в"" исследованы аналятическне свойства 

и асимптотическое поведение функции Е(ъ)\лц ряда лагранжианов 
вааимоде1ствня Vf$) . 

Характер поведения величины c(j, Ф) оценивается из неравенств 

Е-МХ Е(д.*)<£>&<*> < 2 - 8 > 
Здесь для произвольных 17(ф) 

где 
j _ / я к S?*V = [JjL. 

1 J(Zr)* t*4-*z • 
В случае, если функция взаимодействия такова, что 

vw=r(r) , Р7ФЗ)>О> 

тогда можно записать 

Для нижней оценки в (2.8) получим 
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в. fa Ф) = y*j -с A Ffy-wh 

+Z 
В таблице приведено асимптотическое поведение плотности энергии 
вакуума для различных лагранжианов взаимодействия. Из таблицы 
видно, что характер поведения £"fe) при #-»•"» определяется, во-пер­
вых, формой лагранжиана взаимодействия и,во-вторнх, скорость!) 
убывания нелокального пропагатора ffley^jt евклидовой метрике. 
Существенно, что чем медленнее убивает 2)(*г) , тем быстрее растет 

Ety » » • / * * • Таблица 

А=ь J>M £fy 
ц1-* =о э-'-* 

2г\ (?)-** 
2 

3* (?)-** О *t(t+*}-l{*4> 

а •> 1 / 
8?9 < - , , - . / Л и- 0у/ 
1<+ лпбое 

убывание 7 
$°*f 3 

Ы~2 
§</> / 

1С* -jfaf 
<jC*p<f 1*.г-£<1 

Было,далее,доказано, что в случае неполиномиальных лагран­
жианов взаимодействия, для которых \V(il)\<j , функция £(#) 
аналитична в окрестности вещественной полуоси в комплексной 
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q -плоскости. Дли лагранжиана Й ' ^ » ^ * ' о к а з а л о с ь , что £~{}) 
акалитичиа всюду, кроме отрицательной вещественной полуоси, вклю­
чал точку «-U. 

Дальнейшая эадача состоят s отыскании асимптотики при Я-*»* 
и исследовании аналитических свойств в •-плоскости для амплитуд 
JT (*) . Покажем теперь, к каким выводам можно прийти, мая вта 
характеристики. Предположим, что 7 ^ так же, как и ^/аналитичиа 
а окрестности положительной вещественной полуоси4>0 и прав-»*" 
имеет некохоруа асимптотику " 

С другой стороны, по теории возмущений имеем для амплитуды упруго­
го рассеяния (переход 2 -*2) 

В нелокальной теории амплитуды растут с ростом энергии,как 

Тх£$*)--= Ofafwfry]), ( 2 Л 1 ) 

т . е . реальным параметром разложения является параметр 9ev/>(stl)t', 
жах«1£,.Г в электродинамике или Л в теории слабых взаимодействий. 
Используя далее аналитические свойства и асимптотику Z ^ /%s)t 
можно получить, что при i - » o ° 

Далее имеем для полного сечения 

Качественные оценки показываш, что в нелокальной теории, когда 
•р(о) < о о ; фактически для любых лагранжианов взаимодействия 

-fm(a)^ о/>; при / - * « • • . 
Это означает, что в этих случаях 
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i . t . сечение убивает как степень S как дам быстрее. Это согласу-
•тса с представлехнеы, что хаяокыыии взаимодействия можно пред­
ставить как взаимодействия, происходящие в некоторой среде с непре­
рывным распределением вещества баз точечных рассеивавших центров. 
Естественно считать, что с ростом энергии такая среда будет стано­
виться аса оолее прозрачной для падавших частиц. 

Охнахо я случае слабом сингулярности пропагатора t> («у 
(например, 3 ? * * J * u ( * y - «алог локальной скалярном теории в 
двумерном пространстве-времени) можно ожидать, что (как в теории 

(2.15) 

~ O i / - при е=£. 
Таким образом, качественные оценки показываю, что в теории с нело­
кальным нелинейным хлн неполнномиалькым лагранжианом взаимодействия 
у нас имеется достаточно широкие возможности. 

Изложенные методы сильно! связи в нелокальной квантовой 
теории поля могут быть применены для описания процессов множест­
венного рождения адронов . 

Прежде всего перечислим основные экспериментальные факты, 
характеризующие множественное рождение сияьновзаимодействующих 
частиц для не слишком больннх передач импульса, без так называе­
мых жестких соударений ( физика малых р х ) . 

1) Полное сечение взаимодействия постоянно или слабо растет 
в широком интервале энергий &/si~ uo^t 

2) Поперечные импульсы вторичных частиц ограничены, распреде­
ление частиц по поперечному импульсу имеет вид' 
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3) наблюдаете* аффект лиднрувцей частицн,когда одна иэ вторич-
инх частиц (челн всего по квантовым числам совпадай»! с падающей 
частицей) уносит большую долю начальной энергии. 

4) Вторичные частицн рождайся струями, т . е . • каждом случае 
множественного рождения адроиов можно выделить некоторое направле­
ние, относнтелио которого средний поперечим! импульс вторичных 
частиц остается ограниченным при росте начальной энергии и про­
дольного импульса. 

5) Рождение вторичных частиц (пионов) идет через промежуточ­
ное состояние (кластеры, файербоян, реэонансн). 

6) Средняя множественность медленно растет с ростом энергии 

~ t*iS или «S (^.<^)_ 
Для теоретического описания процессов множественного рождения 

создано к настоящему времени множество феноменологических моделей: 
мулынпереферическая, мулыиреджевская, мулыифайербольная, модель 
независимого испускания кластеров, модель некоррелированных струя, 
статистическая бутстрап к т .д . ( см . , например/ 1 '") . Эти модели 
в целом удовлетворительно описывай экспериментальные данные. Из 
многочисленных предположения, лежащих в основе этих моделей, нам 
бн хотелось выделить следующие, на нам взгляд, основные пункты: 

1) Процесс множественного рождения-эю двухступенчатый про­
цесс, т . е . считается, что сначала после столкновения возникав! 
кластеры (файерболы реэонансн), которые затем распадается на 
наблюдаемые адровн. 

2) Процесс множественного рождения протекает в ограниченном 
объеме ^1СГ 1 3 см. Правда, имеются моделн, где объем растет с ростом 
массы кластера (например, коллективное возбуждение "немка"). 

3) Спектр адронных состояний имеет вид 

?п ~ «?{•%-!, 
где X^Ktjj. и не зависит от начальной энергии и массы кластера. 

Все эти модели далеки от квантовополевого описания элементар­
ных частиц. В последнее время предпринимаются попытки' 1 1' описать 
физику множественного рождения адроиов з квантовополевом подходе. 
Однако эти подходы пока успеха не имели. 

Наша идея состоит в том, чтобы описать процессы множественного 
рождения адронов в квантовой теории поля с нелокальным неполино-
миальнни взаимодействием вида 
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Сразу же мокко сказать, что > построенной теории все требования 
(релятивистская ковариантности, унитарности, конечности, причин­
ности и т.д.) будут выполнены. 

Выбор лагранжиана взаимодействия в форме (2.16) позволяет 
учесть следукиа характеристики физики множественного рождения: 

1) лагранжиан (2.16) описывает рождение лпбого числа частиц, 
2) рождение частиц происходит в ограниченном объеме, размер 

которого "I. 
3) в лагранжиане (2.16) коэффициенты UK ,т.е. форма функции 

1/(4), учитывает спектр адронов. 
Выше уже говорилось, что в рамках нелокальной квантовой 

теории поля с лагранжианом взаимодействия вида (2.16) можно до­
биться, чтобы сечение было постоянным. Ограниченность поперечного 
импульса связана с регулярностью поведения пропагатора при совпа­
дающих аргументах. Далее, в теории возмуденнй T^fc) при Л/•»«*• 
растет быстрее, чем Wf{(h4)(s(lf), поэтому чем больнее число 
энергетических переменных 5л' растет при S-* °° , тем быстрее убы­
вает амплитуда 71-»^ (s) • Таким образом, более вероятным яв­
ляется процесс, когда основную энергию заберет одна частица. Это 
может объяснить эффект лидирующей частицы. 

Возможен еще несколько другой подход. В нелокальной теории 
можно ввести поле кластера Г(*) , такое, что пропагатор этого 
поля равен 

с>о 

€(*)-/• тсг-кх-сг ' v?(x4 

(2.17) 

Здесь спектр кластера тщ 

Ьс„(яг) - фазовый объеы /г скалярных частиц, У, - коэффициенты, 
характеризующие спектр, liffo - целая функция, такая, что интеграл 
в (2.17) сходится и <г(*1) убывает в евклидовой метрике. 
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Д ы м можно рассматривать взаимодействия кластеров, например, 
а Г*(*) н т . д . feiaai кластеров на меэонн можно осуществить раз­

личными способами. 
Предлагаемне модели пока поддаются только качественному ана­

лизу. Необходимо еще провести ряд исследовали!, чтобы найти ту 
единственную модель, которая описывает картину множественного рож­
дения. 

В целом мы, тем не менее, убеждены, что в рамках квантовой 
теории поля с нелокальным взаимодействием можно описать основные 
черты процессов множественного рождения адронов. 
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КАЛИБРОВОЧНАЯ ТЕОРИЯ ЭЯКТРОМАГНИТШХ ВЗАЯЮДЕЙСТВИЙ 
С «ЛЩМВГЕШЮЙ ДИНОЙ 

В.Г.Квляквсжий 
Объединенный институт ядерных исследовав*!, Дубна 

I . йгнжаментальная длина и импульсное пространство 
д е Ситтера 

В настоящем сообщении обсуждается теория электромагнитных 
взаимодействий, основанная на концепции фундаментальной длины. 
Эта новая гипотетическая константа обозначается буквой t- . Вели-
чина 

1с 
будет называться ^ щ у р ц т а л ь н о й массой. 

Идея о существовании в природе новой универсальной постоян­
ной размерности длины, которая бы фиксировала определенный масштаб 
в пространстве-времени (и соответственно в силу ( I . I ) в четы­
рехмерном импульсном пространстве), многократно обсуждалась в 
литературе в самых различных к о н т е к с т а х 1 " 1 4 ' . Главным стимулом 
для всех попыток ввести в теорию поля фундаментальную длину была 
надежда, что на этом пути удастся избавиться от ультрафиолетовых 
расходимостей. Оказалось, однако, что в так нааываешх перенорми-
руемых теориях существование расходимостей не мешает проведению 
количественных расчетов. В результате интерес к проблеме фундамен­
тальной длины почти пропал (ом . , тем не м е н е е / 1 5 - * ' ) . 

Самым убедительным примером плодотворности алгоритма пере­
нормировки и возможности построения на его основе вычислительной 
схемы может служить квантовая электродинамика (КЭД). Предсказания 
КЭД согласуются с опытом с беспрецедентной точностью, что является 
наиболее веским доказательством ее жизнеспособности как физической 
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твори. Тшш образом, олодзгвт признать, что гипотеза о существо­
вании фундаментальной дли» - это прежде всего вызов существующей 
квинтовой электродинамике11'. Чтобы иметь надежду выжить, эта ги­
потеза должна углубить КЭД как физическую теорию, сохранив, разу­
меется, ее согласие с уже имеющимися экспериментальными данными. 

Как известно. Ней является простейиим и исторически первым 
примером калибровочной теории поля, где вид взаимодействия опре­
деляется из соображений оимметрии. Соответствующая (абелева) груп­
па локальных калибровочных преобразований имеет вид (к»с - IT)**) 

ЭДС.О*е1вХовЧгбО, 
_, -:t*CO.T^ (I.3a) 

У»-Л<*>-т8?> " + Л > - ^ . (1.36) 
Требование инвариантности теории относительно группы (1.3) 

в сочетании с принципом минимальности электромагнитного взаимо­
действия, выражаемого подстановкой 

%-* 4k-«A rM,fi.o,*.*,». ( 1 . Б ) 

сразу приводит к уравнениям Дирака-Максвелла для "голых" полей: 

[(^ р-'А г%Р-~]И<) = 0, ( I . 6 a ) 

гЕ^-лТ^угн-м, (1.66) 
7>Х 

*> Из опытов по проверке КЭД в области высоких энергий можно 
извлечь следующий верхний предел для фундаментальной длины : 

I £ Ю - 1 5 ом. (1.2) 

« ) „ \ 
В >̂ - представлении условие эрмитовсети Л -функций, 

очевидно, выглядит так: 
\*($.Щ\ (1.4) 
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vr&, 
где 

э у у ?*г ( 1 , 7 ) 

Группа (1 .3) и подстановка (1 .5) не оодержат какого-либо масштаба 
типа £ или М . Поэтому современная КЭД формально применима на 
любых пространственно-временных расстояниях и при всех значениях 
4-импульса. 

С другой стороны, если в природе существует фундаментальная 
длина, то в дополнительных по отношению друг к другу областях 

Wl £ t , (1.8а) 

1*1*, М ( I ' 8 S ) 

А{р-

рассматриваемая ортодоксальная формулировка КЭД уже не может счи­
таться адекватной физической сути электромагнитных явлений. В 
простейшем случае, когда' е. А^ » £ew»t = с ^ и, следова­
тельно, FP (*)»£> , постановка (1.5) эквивалентна замене 

• f j . - C p . (1.9) 
Таким образом, группа калибровочных преобразований (1 .3) здесь 
совпадает с группой параллельных переносов fy -пространства Мин-
ковского. Другими словами, в рамках обычной КЭД импульсное ^про­
странство должно быть плоским псевдоевклидовым пространством. 
Соответственно, если (1 .5) и (1 .3) нельзя применять в областях 
( 1 . 8 ) , то структура£-пространства не обязана быть псевдоёвкли-
довой при ifI 5- К • Возникает вопрос: какой геометрией может об­
ладать импульсное 4-пространство, если эта геометрия не является 
пс евдоевклидовой? 

Согласно общей классификации (поевдо)евклидовы пространства 
суть пространства нулевой кривизны. Их ближайшими "соседями" яв­
ляются пространства постоянной ненулевой КРИВИЗНЫ. В нашем 4-случае 
это так называемые пространства де Ситтера. Поэтому естественно 
попытаться ввести в импульсном 4-пространстве геометрию де Ситтера. 
Такая геометрия реализуется на поверхности однополостахо 5-гипер-
болоида 

$-$' ?« - tf - MV , - М* (i.io) 
Радиус кривизны этого гиперболоида отождествляется с фундаментальной 
массой (I.I), которая в силу (1„2) достаточно велика. Заметим, что 
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уравнение ( I .10) не намалывает никаких ограничений на времени-
подобше 4-импульсн и поэтому не приводит к каким-либо трудностям 
при построении пространства Фока и формулировке требования ин­
вариантности £ -матрицы относительно группы Пуанкаре. В области 
малых 4-шшульсов, например при 

|fl, 1?|4<M , f * i , (LID 
геометрия на поверхности (1.10) не отличается от псевдоевклидовой* . 

Поскольку гиперболоиде массовых поверхностей 

одинаково легко вкладываются как в ̂ -пространство де Ситтера 
(1 .10 ) , так и в плоское *>-пространство Минковского, свободные 
частицы не могут различать эти две геометрии. Фактически только 
виртуальные (взаимодействующие) частицы способны зондировать гео­
метрическую структуру импульсного Ф-пространства. В области больших 
виртуальных импульсов (1.86) кривизна jp -пространства де Ситтера 
играет доминирующую роль. Поэтому описание взаимодействии элемен­
тарных частиц в этой области и, следовательно, на малых простран­
ственно-временных расстояниях ( 1 . 8 ) , основанное на использовании 
я -пространства де Ситтера, будет радикально отличаться от той 

картины, которая возникает в обычном подходе, связанном с исполь­
зованием псевдоевклидова >̂ -пространства. 

Общий подход к построению квантовой теории в f> -простран­
стве де Ситтера, удовлетворяющей требованию трансляционной инва-

*' Кроме ( 1 . 1 0 ) , существует еще только одно пространство 
де Ситтера, переходящее в пространство Минковского в "плоском 
пределе" ( I . I I ) , а именно: 

Однако в этой геометрии возникает универсальное ограничение сверху 
на времениподобные 4-импульсы : 

что создает осложнение при реализации унитарных представлений 
группы Пуанкаре в пространстве Фока. 
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риантности, был развит в работах э " ^ * \ Однако возможность 
калибровочно-инвариантно! формулировки КЭД, приспособленной к но­
вым геометрическим условиям, до последнего времени по существу 
оставалась неисследованной. 

Нике мы рассмотрим одну такую формулировку, следуя рабо-

П. Новая концепция локального калибровочного преобразования 
/я 5-потенциал электромагнитного поля 

Даже еще не зная, как выглядят новые калибровочные преобразо­
вания, обобщающие в духе геометрии Ь -пространства де Ситтера (1.10) 
группу преобразований ( 1 . 3 ) , можно утверждать, что в импульсном 
представлении соотьэтствупцие функции X представит в виде. 

Hf,/?.**) = Ъ С^-ГК " V + < ) * 0°>?>fy) «.la) 
при дополнительном ограничении 

>%% ? j f * ) =г > (-?*, - ' f f ^ , (2.16) 

*' Полученные на этом пути результаты докладывались на пре­
дыдущих конференциях по нелокальной и нелинейной теории поля, на­
чиная с 1970 года. 

Отметим, что сама идея использовать искривленное р-прост-
данство (X.IQ) в теории поля впервые была выдвинута в работах 

' . В можно найти % Ч Л К И ВДпРаботы, в которых развивается 
подход, изложенный vfv

 и ' ' . В / v v обсуждалась теория поля, в 
которой пространство импульсов имело переменную кривизну. Отметим, 
что во всех ранках работах по применению неевклидова р-простран-
ства не выполнялся закон сохранения 4-импульса, т . е . была нарушена 
трансляционная инвариантность теории. 

Концепция нелокального электромагнитного поля, основанная на 
идеях, близких к гипотезе неевклидова импульсного пространства, и 
в то же время сохраняющая трансляционную инвариантность теории, 
была развита М.А.Марковым много лет тому н а з а д : 3 ' . 
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переходящем ж условие >рмповоста (1.4) в "плоском пределе" (I .II) . 
Валя положить даме 

*Cf,r*)=-!- li~i***i?'"*xC*iM-',**b (2.2) 

то п (I.I2) следует, что 

(п - < £ - к1) к*л- о, ( 2 # 3 й ) 

Таким образом, калибровочные преобразования в ново^схеме можно 
локализовать в псевдоевклидовом 5-пространстве ( У » * / ^ • Щ»~ 
чем ((ункцм >>СхРО , параметризующие их, удовлетворяют условиям 

. (2.3). Ясно, что соответствующее калибровочное поле, т .е . электро-
магнитны!! потенциал, в таком случае должно быть 5-вектором. по­
добным^,?, т ) . Обозначим его следующим образом: 

A t £,т") = ( Ал С*/*) , А , <W;0) { 2 . 4 ) 

Дополнительная компонента А^&Ов дальнейшем будет именоваться 
Т -Фотоном. Нейтральность электромагнитного поля выражается теперь 
соотношением (ср. (2.36)) 

At (*гЪ = С ДА (*Л , - А *(*Л>). (2.5) 

Это равенство можно осмыслить и как закон преобразования электро­
магнитного 5-потешиала при отражении оси ^ . 

Согласно ' ' уравнения движения для всех пяти компонент 
потенциала (2.4) в единицах 1»с^1=М=1имеют вид: 

« Ч » - " о т 7 , x v ' ( 2 # 6 ) 

Легко убедиться, что эти уравнения инвариант»относительно следую­
щего калибровочного преобразования: 
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A-fcft-» А Г (*Л- ^ p , 
AH(*!e> -* A,6*> + " Д О - Ц & ? , 

г » фунюми X(*A удовлетворяет давнем» (2.3*) • условию (2.3d). 
Полагая 

е - " 1 7 А м (*>х) « Ь м 0«."О ( м » ° . «• »*' **) , (2.8) 

ми можем зализать (2.7) в виде пятвмервого градиентного преобра-
эованвя: 

*J*& - Ъ* <&> - &* С е "" Л °"^' (2.9) 
Вводя в рассмотрение 5-тензор нанряженносте1 электромагнитного 
поля 

Ь м * / & 9 * - ^ 3 ^ Г - (2.10) 

к првншая во внимание уравнения (2.6), нетрудно установить.что 

F r («0 -o , 1 ^ 2 5 . о, c m 

э х * 
Уравнение (2.12) представляет собой свободное уравнение 

Максвелла в четырехмерном конфигурационном пространстве. Это под­
сказывает, что 4-вектор bj*ih можно отождествить с обычным 4-по-
тенциалом AJx) : 

Bj, (*>°) = А р (х,о) s Д г (*) . (2.13) 

В силу (2.7) калибровочные преобразования А-(*) совпадают с (1.36) 
при условии, что М*)-*6<>Й> .• 

Как было показано в * 3 0 ' , t -фотонная компонента А^6о х ) , 
аналогично скалярным и продольным фотонам, не является независи­
мой динамической степенью свобода и может быть совсем исклочена 
с помощью подходящего калибровочного преобразования (2.7), Однако 
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подобно упомянутым псшюфотошш, пом Ан(*&вршв1 аащв посред-
мпесхуп роль so мшмомяотвм. 

ш. ffav̂ ntrn т ш ш г т nw i иду Динмпив, 
Теория оюбодиого дириговсхого поп формулируется в пятимер-

нои («яО-проотралотм бм кмсюмибо •мгрудяеини. Уравнения движения, 
•адшшвяпгоя в виде (ср. (8.6) К 3 * - * * : 

M.O,I,<,S,« ( 3 . D 

где 
{' 

YC**")- w f a r t J <") 
представляет собой 8-компонентный де-ситтеровски! спинор, а 
(Г^Ю,1,2,3,4) суть вхв-матрнцы, построенные следующим образом 
из стандартных Г-матриц: 

г.*.г.(ГЗ.*-~М!т)' 
(3.3) 

Наконец, параметр А» в (3.1) связан с массой дираковской частицы: 
сА р = VZ+мд*'. (3.4) 

Удвоение числа компонент волновой функции связано здесь с 
требованием инвариантности теории относительно отражения оси t- . 
Этому отражению отвечает следующее преобразование спинора (3.2): 

В импульсном представлении симметрия относительно t -инверсии со­
ответствует одновременному рассмотрению обоих знаков координаты 
ь у . При этом в силу (3.1) имеем: 

р ' * = - ^ - \ П ^ ? > 0 для t.CfcfO, ( g > 6 ) 

f'-fo*-{i^J-£0 для H'a.Cf.fvJ. 
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Соогаоамш (3.6) шршмт тот вроем* мометриесхвй (акт, 
что при оогдошем иаоооюа воверхиостя^к^ в •ипулкмоа прострая-
отво да Свпаря (1.10) йемвфояаемоя ояавнваетоя диш виичавя 
fff , тогда как авак Jf* остается врояеаольаш. Поетому в от-
ш м от "пяоожовГ таорга ш аеявбевяо ш ш теперь иметь дало 

1 4 » * ' . о двумя ооотоявяаш (3.6) вмаото одного* 
Мополмуя (3.1), нетрудно убедиться, что обе комповенты 

волновой 4влвщм - а / » г 

(3.7) 

где 
fcx 0 = "fct. tj£_ , (3.8) 

удовлетворяют стандартному свободному уравнешпо Дирака: 

tiyiK*}*Jd»° ; *-«•,*• (3.9) 

Таким образом, (3.7) следует рассматривать как правкдо перехода 
от описания дираковского поля во вспомогательном пятимерном 
(*,« ) - пространстве к обычному опканяв (ср. (2.13)). 

Сястема уравнена! (3.9) инвариантна относительно группы 
унитарных преобразована* в 2-пространстве велачня (3.7). Мы будем 
обозначать эту группу симметрии посредством SU^Cx), т.к. ее воз­
никновение непосредственно связано с сямиетрней относительно *с -
январе ян. 

17. Новая группа калибровочных преобразований и 
взаяюдеяствушяе поля 

Итак, переход кЛ>-пространству де Ситтера эквивалентен 

* ' В случае электромагнитного поля подобное удвоение сос­
тояния отсутствует благодаря нейтральности данного поля (см. 
(2.5)). С помощью (2.6) можно показать, что в лоренцевской ка­
либровке fFAuOfVp'O'O Для обычных фотонов f"= 1 > 0 , 
а для Т - фотонов «ч = - i ^ о . 
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омцвфвческой шивмервой формулвроаке теорав свободных поле*. При 
ком уравиекк ммпромиштюго поля (2.6) сжевывается внварван-
тмыма опюсвтельво боям мвромой, чем к обычном подходе, группы 
калабровочяых преобраювавмЛ ( 2 . 7 ) . В е м у (2.3а) дадим группа 
•атраившиин образом ваваовт от фундаментальной длин. Соотноае-
мая (2.13) к (3 .7) осуществляют свяль между пятвмершм формализмом 
• стандартной теорией свободах полей. 

Чтобы осетров» ее «том фундаменте «леимднтю теорав электро-
мегнвтавх вваамодействай, необходимо вначале наделать двраховское 
полвТЦ*Р) определенными трансформацвонныкв свойствам относительно 
калибровочных преобрааованвй ( 2 . 7 ) . Правами во внамвнве (2 .9 ) , 
естественно предположить, что при преобразованан (2.7) волнован 
функция 'Чг<*»'с> в 5-простравстве исштывает "фазовое" преобразование 
вида 

где е. - электрический заряд*'. 
Теперь постулируем, что новая теория электромагнитных взаимо­

действий остается инвариантной при локальных калибровочных преоб­
разованиях (2 .7) а (4.1) с функцией > £ ф , подчиняющейся условиям 
( 2 . 3 ) . Сразу возникает вопрос: как должен формулироваться новый 
принцип минимального электромагнитного взаимодействия? Учитывая 
( 2 . 9 ) , (4.1) в то обстоятельство, что в уравнения (3.1) все ком­
поненты оператора 5-вмпульса ь J J M входят симметричным образом, 
можно заключить что вместо (1.5а) теперь следует применять под­
становку 

"£Г« "* * £ » - г А" ^ « С W.2) 
Следующий маг в предпринятом нами построении должен быть 

связан с развитием соответствующего лагранжева формализма. Этот 
вопрос подробно рассмотрен в ' з а ' , и ми не будем здесь на нем 
останавливаться. Отметим лишь, что в нашем распоряжении оказы-

*' Заметим, что для каждой компоненты дублета (3.7) пре­
образование (4.1) сводится к обычному фазовому преобразованию 
(1.3а) с >\(х) = Х(х,о) . 
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матоя окмш яшимм дм тчимиптминв мтшмршх пом! 
ЩчЭж АмСкл) , шмриитмя отмотано тмброаочшх преоЗ-

рммми (4.1) ж (8.7) м t-ммром. шли, юпохмуя (2.13) • 
(3.7), мрмтд х обшяш итырмшршм млпшш i\(*), %£*} 
• A*W , ТО дм ша шмушпоя омяумр* урмиим двамм 
(в шшои t » c - 1 ): 

_ ^[C*»jr4'*»*.%^r*.frJyPt100+ С4Л) 

^T-aljPoo+«-iJMKW^*«iC.H»3. ( 4 > 3 в ) 

+ « 

где ) Г ( к ) = 2 Ч^ОоуГ «LOO, ( м ) 
«.1,1 

a«d,,z. 
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(4.7) 

Смете*» уравнений (4.3) выглядит как нетривиальное обобщение 
оастеш уравнений Дирака Максвелла ( 1 . 6 ) . Соответствуюний лагран­
жиан дается выражении: 

* (4. 

а? 
в 

где дираковские поля объединены в 8-компонентные спиноры 
TV)* \«4(xi) (4.9) 

«i-CtO . * • ( : * ) , - , . Co1 Л). 
№ видим, что в полученной электродинамике на равных правах 

с традиционным минимальным электромагнитшм взаимодействием фигу­
рируют и исчезающие приС-»о неминимальные взаимодействия: 

а) взаимодействие »t&<e fr, индуцированное электрическим 
дипольным моментом (ЭДМ); 

б) паулевское взаимодействие»-«iSind , индуцированное 
магнитным дипольным моментом (МДМ); ь 

в) векторное четырехфермионное взаимодействие ~С11> . Это 
новое электромагнитное взаимодействие, не содержащее вовсе 4 -
потенциал A.»(jO , обязано своим существованием t -фотонам. 

Очевидно, что ЭДМ-вэаимодействие нарушает в лагранжиане 
(4.8) Р»и С?-симиетрии,а t -фотонное четырехфермионное взаимодей­
ствие - симметрию относительно группы S 0 r ( 2 ) . Заметим также, 
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что n (4.3m) к (4.3d) следует уравнение непрерывности дяя долвдо. 
электромагнитного тока (4 .4 )» 

-кг - ° • «-I0) 

Токи ( 4 . 5 ) - ( 4 . 6 ) удовлетворяют уравнению непрерывности (4 .10) не­
зависимо от уравнений движения полей. 

7 . рбоУМСТК? и интерпрвтди"я 

Начнем с SOcfrJ-симистряи. Ясно, что развитая нами схема 
после проведения процедуры квантования должна быть прежде всего 
применена для описания электромагнитных взаимодействий лептонов-
электрона и мюона, ибо обычная КЭД здесь достигла поразительного 
согласия с опытными данными. 

Как хором известно, до сих пор не найдено никаких различий 
в электромагнитных свойствах е. и л* . Вели Он не разность масс, 
эти частицы в рамках КЭД были бы идентичны. Происхождение этой 
О-н -универсальности электромагнитных взаимодействий представ­

ляет собой старую загадку. 
В обсуждаемой нами теории как будто возникает естественная 

возможность для описания е й -универсальности. Она связана с 
существованием того нового "аромата", который отличает поля %00 
и Ч*.6<) . Примем как гипотезу, что 

Тогда можно утверждать, что развитая теория электромагнитных 
взаимодействий е.(* - универсальна в том смысле, что она фор­
мулируется одновременно и для е , и для м * ' . В приближении, 

*> Недавно открытый t -лептон должен входить в другой SU£) 
-дублет с неизвестным пока партнером. Подчеркнем, что новый "аро­
мат" не является, конечно, привилегией одних лептонов. Это уни­
версальное квантовое число, внутренне связанное с нашей концепцией 
фундаментальной длины, должно иметь отношение ко всем частицам, в 
частности, к адронам, гипотетическому промежуточному w -бозону и 

В семействе адронов различие между "электроноподобшми" 
и "мюоноподобными" состояниями, по-видимому, следует вводить на 
уровне кварков. Возможно, кварки м-типа окажутся значительно тя­
желее кварка е.-типа. Тогда примесь (* -кварков должна приводить 
к заметному утяжелению адронов. Возникает естественный вопрос: не 
состоит л и т -семейство (*>~10 ГэВ) из кварков и антикварковр -типа? 

Отметим, что при калибровочном подходе к самой «Ч(*> -симмет­
рии мы неизбежно придем к sOT(i") -триплетам. 
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когда четырехфермвокиое с-фотонное ваавиожеаставе в (4.8) не учи­
тывается, дм -универсальность амктроиагнвтного навмодайствия про­
является как SU»(i) -овмнетрая обычного мвнвмалшого маимодевстввя 
в новых ади- в мдм-чденов. Пра атом массы электрона а мвона ДОЛЕНЫ 
считаться равными. Эамвнчвво предположить, что наруващее SU,&)-
симметрвю t -фотонное ваавмодевствве 

^ [ Ф ( Ю ^ х ? Г ^ х ) ] [ Ф ( х ) ^ х Х г ^ ] ( 5 > 2 ) 

ответственно за вознвхновенне разности масс мюона а электрона. 
Этот вопрос в настоэдее время исследуется. 

Благодаря взаимодействии (5.2) .становится возможным рас­
пад 

С - * S e (5.3) 
в, следовательно, реакцвв 

(u_> t y (5.4a) 

^„«^o-, ( 5 , 4 б ) 

М+ " £ - » £ + $L (5.4в) 

и т .д . , Из экспериментов по поиску распада (5.3) следует, 
чт. / 3 */ 

-j < 1.аЛ(Г э. (5.5) 

Отсвда и из (5.2) находим верхнпо границу для фундаментальной 
длины Ь *': 

I £ 3*1СГ 1 8см.. (5.6) 

Если полученную оценку для К использовать в расчетах вероятности 
распада (5.4а), исходя из следующего графического представления 
данного процесса 

£=0— 
el e 

то результат оказывается согласующимся с последними эксперимен-
Я ) Обратим внимание на то, что эта величина на три порядка меньше оценки (1.2). 
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тельными 

4 f t " * 4 ? ^ 2.0ЛГЮ. (5.7) 
Займемся теперь анализом эда- и мдм-взаимодейотвий, возникаю­

щих в ново! схеме. Вводя в уравнениях Дирака (4.3а) и (4.36) стан­
дартное обозначение i 2 t < J T ' E , , , 6 0 4 ' < 1 < V ) для паулневских членов 
и учитывая ( 4 . 7 ) , находим следящее выражение для врожденного 
аномального магнитного момента "голой" дираковской частицы: 

(5.8) 

м,1 

Далее будет удобно пережги в уравнениях (4.3а)-(4.3б) к 
нерелятивистскому приближению Паули. Предполагая, что электромаг­
нитное поле является внешним, причем 

А% 4>соД=Михг] ,"iu~**, (5.9) 

и производя в (4.3а)-(4.3б) разложение по степеням &/с , приходим 
к обобщенному уравнению Паули: 

где 
1 . . ^ 

Pa "* 
c« 6 = \ • - • •, • 

(5.II) 
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Записывая эдм-взашюдействи в стандартно* форме 

о э д н = - (Z4)t 

получаем следующее ш р а ж е н и для врожденного электоиеокого ди-
польного момента "голо!" дираковской части*: 

a . . u ^ ? ? s - ^ s = ? # . (Б.В) 
тле -з. 

Заметим, что вектор л антшпараллелен вектору магнитного момента 
частицы 

{ Umt (5.I3) 

Уравнение (5.10) справедливо для любых значений отношения 
^- . В случае лептонов, разумеется (см. (1.2) и (5.6)), 2s. < < 1 . 
Отсюда и из (5.II) и (5.12) следует, что 

О . 2 / лептон 2 К 

.1*1 - ̂  
'«. ? (5.14а) 

'лептой -• £ (5.146) 
Сравнивая (5.14а) с теми ошибками (теоретическими и экспери­

ментальными), с которыми на сегодня определены величины *£? 
для М и £ '*>/, находим еще одну верхнюю границу для фундамен­
тальной длины t '. 

в £ 2.6ЯСГ 1 7 см. (5.15) 

Принимая во внимание (5.6), (5.15) и (5.146), можно сделать вы­
вод, что 

^ л е п т о ^ 1 0 Г Ю е ' о м " ( 5 ' 1 6 > 
Эта оценка согласуется со всеми экспериментальными данными по 
прямому измерению электронного и мюонного ада/ 3 6 ' , с наблюдаемыми 
сдвигами атомных уровней/37Л с наблюдаемыми эффектами несохра­
нения четности в атомахг3 8"3 9' и в рассеянии поляризованных элект­
ронов на дейтерии'40'. 
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С другой сторож, был проведен целый ряд акоперниентов, в ко­
торых величина 1*1 адяя™ определялась косвенным образом на ос­
нове измерений эдм атомов. Подученные оценки верхнего предела для 
электронного эдм оказываются на много порядков меньме, чем (5.16): 

-340-** е • см /ЯГ 
(0,7-й,2)«СГ г 4 е ' с * / 4 2 / 

171 У J , , ( 5 Л 7 ) 

е*см '*' ' электрон 
(8,14И,6)ЯСГ г з е * с м 7 4 4 / 

Результаты /*1-*3/ *) лежат в том же интервала значений, 
что и последние данные по измерению эдм нейтрона/45': 

\А| . < 1.6ЧСГ2 4 е-см. (5.16) 
нейтрон 

Из (5.17) и (5.146) следует значительно более жесткое ограничение 
на величину Ь • 

I £ IOT^-IOT23 см. • (5.19) 

Полагая, что электромагнитные взаимодействия кварков опи­
сываются нашими уравнениями (4.3), подобную оценку для I можно 
извлечь и из (5.18), если рассматривать нейтрон в рамках реляти­
вистской кварковой модели/ 4 6'. 

Хорошо известно' 4', что обнаружение эдм у элементарных 
частиц было бы прямым свидетельством несохранения СР-симметрии. 
Как мы убедились, механизм нарушения СР-инвариантности может 
быть чисто электромагнитным, если теорию электромагнитных взаимо­
действий развивать на основе нашей гипотезы о фундаментальной дли­
не 1*) Нет нужды доказывать, что экспериментальное открытие су-

*> в работе /44/ использовалась независимая по отношению к 
/41-43/ методика. 

Я Е ' Как было отмечено в /30/ , неабелевы теории поля мэгут 
бвть также обобщены в духе гипотезы о де-ситаеровсжом импульсном 
пространстве. Соответствующие версии квантовой хромодинамики и 
модели Вайнберга-Оалама, содержащие фундаментальную длину Ь , вне­
сут , конечно, новые моменты в проблему СР-симметрии. 
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шествования у элементарных частиц эда имело бы важнейшее значение 
для развиваемого подхода. 

Рассмотрим теперь электромагн'лше характеристики дираковской 
чаотицы в случае , когда е е масса Ул. значительно превышает фундамен-
тальную маосу II: 

NV (5.20) 

В этом пределе, как видно из (5 .1?) , эда частицы становится 
малой величиной: 

\t\u.l{K.. (5.21) 

Магнитный момент (5.13), напротив, к нулю не стремится 
и оказывается не зависящим от ч*- : 

Г • & 8 • т *•• ( 5 - 2 2 ) 

Таким образом, фундаментальная длина определяет минимально возмож­
ную величину магнетона для дираковской-частицы. 

Мы видим, что сверхтяжелнне заряженные дираковские частицы, 
если такие объекты вообще где-нибудь существуют*', могут служить 
и источниками статического магнитного поля. 

В заключение мы хотели бы подчеркнуть, что в настоящем 
докладе фактически шла речь о классической электродинамике, со­
держащей фундаментальную длину. Процедура вторичного квантования 
и диаграммная техника, проблема расходшостей и перенормировки -
все эти вопросы остались вне рамок нашего рассмотрения, поскольку 
их исследование еще не закончено. 

Отличительной особенностью развитой схема как калибровочной 
теории поля является использование пятимерного конфигурационного 
пространства для локализации калибровочной группы и внутренняя 
зависимость этой группы от фундаментальной .длины (ом. уравнение 
(2.3а)). 

Автор искренне благодарен А.Д.Донкову.М.Д.Матееву и P.M.Мир-
Касимову за многочисленные полезные обсуждения. 

*) Ср. с "макоимоном" М.А.Марковаг48'. 
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СУМИРОВАНИЕ ламгготичюш радев КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ вогмщзкя 
1.И. Казаков, Д.В. Мрков 

Объединенный институт ядерных исследований, Дубна 
Доклад посещен асимптотическим рядам квантовой теорп возму­

щений н юс суммировали). Он содержит сводку результатов по рядам, 
возникающим в задачах квантовой теорий поля н квантовой механики. 
Затем рассматривается задача "суммирования" рядов и,в частности, 
продолжения по константе связи О результатов обычной точной 
теории возмуяений в область Qf.i . 

I. Введение 
Исследования общей структуры рядов теории возмущений в кван­

товой теории имеют довольно длинную историю. Еще четверть века на­
зад появились работы'1', в которых было установлено, что число 
фейнмановских диаграмм к -го порядка с ростом к , вообще говоря, 
растет как квадрат факториала, что указывает на асимптотический 
характер рядов теории возмущений для функций Грина и матричных 
элементов. Подобные заключения были тогда получены для нереляти­
вистских моделей. Анализ релятивистского случая натолкнулся на 
трудности, связанные с ультрафиолетовыми расходимостями и с необ­
ходимостью проведения перенормировок. Однако ухе в начале 50-х 
годов было ясно'2', что матричные элементы имеют существенную 
особенность, расположенную в начале координат комплексной плос­
кости переменной константы связи Jf . 

Для логарифмических моделей квантовой теории поля с помощью 
ренормгруппы удалось показать'3', что требования перенормируемос­
ти и причинности (взятые в форме спектрального представления 
Челлена-Лемана) не совместны со свойством аналитичности в точке 
9 = 0 и приводят к заключению о наличии существенной сингуляр-

нести вида Ы С р М / а ) 
Этот результат перекликается с информацией о поведении функ­

ций Грина при О* 0, получаемой с помощью изучения представления 
континуального интеграла методом континуального перевала. 
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Мотод континуального перевала, изобретенный более 10 лет на­
зад в работах по статистической физике/**5; бил Ъерсоткрит"Липа-
товиг/ с / при решении задач» определения асимптотики коДОшюоптов 
разложения по степеням £ в моделях квантовой теории поля. 

Существует два способа использования этого метода применитель­
но к указанной задаче. Один из них состоит в представлении к -го 
члена разложения по степеням о в виде функционального интеграла 

•4J const *- J > 
который вычисляется методом функционального перевала, причем ин­
декс к выступает в роли большого параметра. Эту процедуру будем 
называть методом к -перевала, а результат обозначать тильдой 
сверху: G y * 5 k • 

Второй способ заключается в применении метода наискорейшего 
спуска в функциональном пространстве непосредственно к конти­
нуальному интегралу для Функции Грина. Большим параметром здесь 
служит величина У д . Полученное этим путем приближенное выраже­
ние Q затем формально разлагается в ряд по а : 

Этот способ действия будем называть методом О -перевала. Коэф­
фициенты G-fc отличаются от выражений G-k , возникающих в резуль­
тате к -перевала, на относительно малые члены порядка к" 1 . 

При этом оказывается, что коэффициенты степенных разложений 
функций Грина и матричных элементов 

G ( . . . j > = Z l r g k G f c ( •••> »•!) 
при больших к растут факториально (Gfc~k!) • вследствии чего 
ряды теории возмущений имеют асимптотическую природу. "Суммирова­
ние" асимптотических рядов не является однозначной процедурой и 
требует привлечения дополнительных соображений. 

В настоящем обзоре .во-первых,дана сводка результатов, полу­
ченных в различных релятивистских квантовополевых и нерелятивист­
ских квантовомеханических моделях по структуре асимптотических 
коэффициентов теории возмущений (3* , G- k . Там, где это воз­
можно, проведено сравнение асимптотических @ к , Q.k с точными 
Gjj. Затем рассмотрена проблема "суммирования" полученных асимп-
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тотичесшх рядов и обсуждены некоторые подученные *тиы путем 4в-
аичаские результат. 

9 Лттттт ИТГНИШТПТО i шгч1"»» чпчт 
П 1 Т Ш 1 Т И М 

В настоящем разделе мы дали сводку результатов вычислении 
асимптотик (при больжих к ) коаффпяенов ряда теории возмуще­
нии в различных моделях квантовой механики в квантовой теории 
поля. Параллельно ми приводим известные точные результаты к про­
водам сравнение с ними. 

2а. Нульмерные аналоги 
Поучительным и в то же время простым примером является 

обычный однократный интеграл •• z 4 
[ - х - ах 

К ^ = )etxe * . (2.D 
Степенное разложение подынтегрвлнной функции приводит к асимпто-
тнческому ряду 

Использование метода g -перевала дает для этих коэффициентов 
асимптотическое выражение 

1 . ^ £ У Е ^ (2.з) 
Используя формулу Стирлинга при больших к , мы видим, что выра­
жение (2.3) монотонно стремится к (2.2). Кроме того .интеграл (2.1) 
допускает точную квадратуру, приводящую к цилиндрической функции 

где J\ - функция Макдональда. При д % со Kg.)-» J^^o, *. 
Весьма поучительным также оказывается интеграл 

в котором функция V t x > в x*fi-jxi*i стоящая в экспоненте, имеет 
два минимума. Этот интеграл моделирует квантовополевой случай с 
потенциалом "V"(«f)=<pl(l-g«fi2i т«е. модель с двукратно вырожденным 
вакуумом. Разложение подынтегральной экспоненты в степенной ряд 

Q приводит к знакопостоянному асимптотическому ряду 

«5° * ' k nk+i) 
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В то же время асимптотические значения коаДОшвмктов Хц , поду­
ченные методом Q -перевал* , 

в пределе 1с-»оо отличаются от 3^ в 2 раза. Дело в том, что Лор-
мальное разложение акспоиекты по степешм J соответствует разло­
жению около одно» на перевальных точек ( X * о ), тогда как в ин­
теграл, вычисленный методом перевала,дате равные вклады обе пере­
вальные точки (эс«о , х*^« ). 

Точное выражение для интеграла (2.5) 

где X - функция Инфельда, содержит также слагаемое, неразло­
жимое в ряд Тейлора по Q , которое не проявляется в обычной 
теории возмущений. Эта ситуация типична для моделей с вырожденным 
минимумом. 

26. Квантовая механика 
Квантовомеханическая проблема определения уровней энергии 

также может быть сформулирована на языке функционального интег­
рала. Для гамильтониана 

H.£ P
2
+£V(3*) (2.9) 

основной уровень энергии записывается в виде 

где * 2 ( ^ ~ ( * Тге-РН о ) 
Tre,-fiH

 = Jfao>exp К & Ч &\+У^9*Х1} ( 2 Л 1 ) 

Вычисление функционального интеграла (2.II) может быть проведено 
как по обычной теории возмущений, так и методом перевала в функ­
циональном пространстве. 2 . 

Для ангармонического осциллятора Y"(ac} = J J X ** м е т ° Д 
k-перевала приводит к следующим асимптотическим оценкам на 

коэффициенты ТВ' ': 

Е113')=£ 921ЕГ . ^ - " А л ^ М М . ' 
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причем в ДОртом слагал вычислена к первая поправка к перевальному 
выраженив"*. (Этот реаулътат был ранее получен в работе' 9 ' мето­
дом ЕКБ). Сравнение выражений (2.IP1 с первыми 75 точными зна­
чениями коафАкциектов приведено на рис. 2 . Начиная с 5-го члена 
асимптотические формулы монотонно стремятся к точным значениям. 

Формулы (2.12) могут вить обобщены на случай произвольного 
потенциала без внропекия к принимают в и д ' 1 0 ' 

!?-- ̂ Z Й5 w l j^fe- in. »•» 
где Х с оввачает классическую траекторию нулевой энергии из 
точки 0 в точку Х + ( с м . рис. I). 

Специального рассмотрения 
требует случай вырожденного ми­
нимума. Зцесь не существует клас­
сической траектории, удовлетво­
ряющей периодическим граничным 
условиям,и основной вклад в 
функциональный интеграл дают 
квазирешения,, соответствующие 
инстантон-антиинстантонной паре. 
При этом происходит экспоненциально малое расщепление основного 
уровня, которое, в полной аналогии с нульмерным аналогом, не 
улавливается обычной теорией возмущений. 

Асимптотические коэффициенты, полученные методом к -перевала 
вокруг такого квази-решения.имеют вид*' 1 0' 

к! **& 

Рис. I 

ЕГ- L 2*s-k OL*V 

где 
"V'(o) = o , "V""(<rt*l ; т'(а^ = о ,"V*Vai= 

В случае потенциала Y ( x } = у (1-х} meet/11': 

£?— Из"*,* . 
Сравнение коэффициентов (2.15) с первыми 73 точными значениями 
аналогично (2.12). Начиная с 5-го члена ряда мы опять наблюдаем 

(2.14) 

(2.15) 
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монотонное стремление асимптотических формул к точный значениям. 
Метод перевала • функциональном пространстве может бить так­

же использован для получения коиМнциентов разложения возбужден­
ных уровней анергии. Моди&иицхя <?юриулы (a.I3J для р -ого воз­
бужденного уровня имеет вид:' 1 0' 

2в. Квантовая теошя поля 
Техника нахождения асимптотики коэффициентов ряда теории 

возмущений в квантовой теории поля при Функциональной формули­
ровке теории сходна с рассмотренной вше. Евклидовы функции Грина 
выражаются функциональна! интегралом 
&*1 <*«.>•.**,*>- * * » р « * 0 - ^ е - 1*\ ( 8 Л 7 ) 

где евклидово действие ^ Ц е 
$(<*>> = ^СЙС J fcO*f + 1П,У * jTC^J . (ЙЛ8) 

В такой постановке задачи квантовая механика выступает в роли од­
номерной теории поля. Основные количественные результаты били 
получены в скалярных моделях, причем асимптотики коэффициентов 
высших порядков теории возмущений были найдены для функции Гелл-
Манна-Лоу ОД)и аномальных размерностей функций Грина. 

Так,в случае логарифмических теорий с потенциалом 

было получено' • ' *ж* 

где **2 

«L- -ttfiSCLir(i!tVrtJLvl"'1
 k - i \ 4 . i (2.2I) 

Я > Г 1 ' ( | 1 ( . » ! 1 > » , 1 1 М ) ] , Ь ~ * - 1 * * 1 ' 
В класс этих теорий (случай У=2 будет рассмотрен особо) попадает 
лишь теория f* 5N i где известны два коэффициента разложения в -
-Лплиппга тяг н.» 1 /•">/. -функции при tt« 1 

Pk fgN- fe 3 ^ . У г » а , (2.82) 
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Знание линь двух к о м и т е н т о в не позволяет судить об установлении 
асимптотики. , 

Значительно больше известно о модели Оду Здесь 

и коэЛЬициенты разложения & -Функции 
Г . 1 V i (2.24) 

где/?/ ^-НаЧс 
а = ( - x . 5 6 . o j i V 1 . b e S + V a . 

В случае i t z i коэффициент с вычислен и формула (2.24) может 
быть представлена также в виде 

?к ж С-1У" Г( кчЛ^ (0,001*496^ 0ДОМ5? . (2.25 

Дяя модели ф (3) известны первые семь точных коэффициентов ряда 
ТВ. Сравнение кх с формулой (2.25) приведено на рис. 2. 

Большое количество результатов получено также в модели с 
гауссовым пропагатором' ' 

<,<„). iA. i A W ^ W ^ У Ч . «•» 
Приближения для коэффициентов разложения М-хвостной функции Грина 

имеют вид fe 
~fMN t J. ( 2 ' 2 7 ) 

^ ^ M - i [ [ 2 w c « ^ ; T & i ^ 2 2 i i ь=-^-±* ( 2- 2 8 ) 

Сравнение формул (2.27) и (2.28) с точными расчетами приведено в 
/ /. Наблюдается монотонное стремление приближенных результатов 
к точным, причем тем лучшее, чем ниже размерность пространства. 

Наиболее хорошо изучена модель ср̂ ' о потенциалом 
У(Ч)=^(11<Р?)2 (2.29) 

Для функции АС^> получены следующие асимптотические оценки 
ипагТйитгненТОВ * / , - L ^ 

р>ф = Z fyk , fa = t - Л ! к cufcc , (2.зо) 
причем **2 
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a«.i ь«з+£ t аЛ o,s«», «-«a, (2.3i) 
O.250. »v«3. 

Значение коэффициента с соответствует симметричной точке вычита-
кия чвтыреххвостки р*«-А , &«i»u.«-*V*. Енчисленные пер­
вые четыре коэффициента ряда ТВ модели (2.29) при симметричной 
точке вычитания имеют вид '*"' 

р> {$) - \ %*' *Ъ%Ь + «,59 - ̂ +«*2ig f+ ... (2.32) 
Сравнение формул (2.30), (2.31) ж (2.32) представлено на рис. 2. 
Как видно,в отличие от случаев D * 0 и Ъ*{. ^прн Ъ -4 мы еще 
далеки от асимптотического режима к поправки ~ V k еще очень 

k 

пи *г п *ч 

велики.2 

4,50 
1,25 . J « 0 / Ъ * 4 ^ ^ ^ 3 > * i 
1 

0.50 
0,25 

0 *• Рис. 2 
Отдельный интерес представляет случай большого числа компо­

нент п. . При a t 1 формула (2.32) принимает вид: 

("*>« *гУ- ̂ e'*iifibia*tiiai)i*- (2"33) 

- (0,62 n S t ' t i . t l t 1 »ST3h.»«T«6 ) _ 5 , . . . . 

Таким образом, с ростом it точные коэффициенты ̂  растут как 
ц,к"* . В то же время приближенные значения ведут себя как ' 

^^n°Wfo!-*V- о.. 
Это различие, возможно,связано с существованием дополнительных 
перевальных точек в функциональном интеграле в случае П.Ф1 (см., 
например/16'). 

В рамках теоретико-полевого подхода к критическим явлениям 
знание точных значений коэффициентов й-функции и аномальных 
размерностей в модели (fijj .позволяет построить так называемое 
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6 -раэлояение Вильсона дня критических индексов фазовых переходов. 
При этом критические индексы, характеризуйте поведение различ­
ных статфизических величин волнэк критической температуры,выра­
жаются через аномальные размерности функций Грика в инфракраоно-
стабильной точке и разлагаются в асимптотические ряды по Е в ш а 

Z k t k i c ! a k k k c , 
причем метод асимптотических оценок дает значения параметров''' 

I* 
a e_-*_ b _ J 3 * 4 / * -»- 7 > (2-34) 

Здесь g-критический заряд, а £ , V и и) суть критические 
индексы. Точные значения коэффициентов с-разложения для этих 
величин имеют вид (к * i ) ./18/ 

Результаты, полученные в моделях, включающих сшморные и 
векторные поля, заметно скромнее. Это относится прежде всего к ме­
тоду асимптотических оценок коэффициентов высших порядков, что 
связано с усложнением структуры вакуума в таких теориях, с труд­
ностью решения классических уравнений движения и вычисления кван­
товых поправок. Поэтому сравнение с первыми точными членами ряда 
ТВ здесь затруднено. 

В модели скалярной электродинамики 
Н = iCVM 2 + UV-»eVW** Ч\' ^ ( 2 - 3 6 ) 

/19/ 
для функций Грина получены следующие оценки ' ': 

& ~2L k* k*'-HeWO f ck bC, ^ a e % r l (2.37) 
(в пренебрежении четверным взаимодействием) и' 2 0' 
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"•' « L e .• к (2.38) 

В неабелевых калибровочных теориях получена оценка для коэф­
фициентов разложения /Ь -функции'21' : 

Приведем для сравнения также известные два члена ряда ТВ: 
АС а») « - $С, i! - 3f c{ J L , • ... U.40) 
В моделях с фермионами также есть ряд оценок. Так, в модели 

Юкавы в пренебрежении четверным взаимодействием в D -мерном про­
странстве для функции Грина потен/ 2 2' 

S - Z ^ S f c , e f c - C O S ^ r f f e f ^ ^ ] ^ (2.4I) 
/23/ 

а в КЭД в четырехмерш' 

Сравнение с точными результатами здесь пока также затруднено. 

3. Задача восстановления фу! 
Мы рассмотрим теперь задачу восстановления функции -J-1 Q } 

переменной константы связи, отправляясь от : 
а) известных точных первых членов степенного разложения -^ и 
б) асимптотики коэффициентов Ху при больших к 

с целью определения поведения функции •£(£) при f£l . Эту за­
дачу комбинирования информации из двух источников кратко будем 
называть "задачей восстановления". Она осложняется асимптотичес­
ким характером рядов,составленных из коэффициентов fk . 

Наиболее наивный способ действия состоит в представлении 
искомой функции •£ в виде суммы п 

^j-Z*<*-toe" •£**" ( 8 Л ) 

при условии 4|г-Тк ж ° п р и * *** ' 
Выполняя тем или иным способом суммирование во втором члене 

получаем 
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• ^ - Ъ Ф * ? ^ . M)-l3fc(b"5c). (3.2) 
Как нетрудно показать, добавление к асимптотическим коэф­

фициентам малых поправок • & " * ̂ { i + °/j,') приводит к мод- са­
йда суммы J ( g ) - j T ( l * A Q ) , которая в области 93-1 не явля-
ьтся малой. Поэтому этот простой метод не дает реального резуль­
тата. 

Основная трудность, связанная с факториальным ростом коэф­
фициентов, обычно преодолевается путем использования интеграль­
ного преобразования Лапласа. Допустим, что функция 4(д)представи-
мя в виде -

k g ) - j e " 9 B(oc>^ . (з.з) 
о 3 

Тогда степенной ряд для _ г . 
может оказаться сходящимся в некоторой области. Такой метод сум­
мирования под знаком интеграла Лапласа называется методом Еореля. 
Метод Бореля допускает некоторые простые модификации, например 

гОО ЭС . у. 
*~0 . Т Л ti.YS (3.4) 

*< 

причем ° . 

* 17*т Г «^**-Ок* ' ( 3 , 5 > 

что позволяет получать желаемую степень убывания коэффициентов 
ряда для b W , 5 \ x > 

Метод Бореля позво;^^ сднозначно восстановить функцию {•(%) 
по ее асимптотическому ряду, в том случае если она представима 
в виде (3.3). Согласно теореме Ватсона' 2 4 ' функция -f(§) может 
быть представлена в виде (3.3), если она удовлетворяет т. я. 
"сильному асимптотическому условию", означающему, что •. 

а) функция 4( очаналитична в области 

б) ошибка, получаема-! при обрывании суммы ряда ТВ на конечном 
числе членов ^ ^ = j " " 1 ^ § 4 Л „ 1<|). 
равномерно ограничена в этой области следующим образом : 

R * < ^ = 0 ( N ! g W ) равномерно V % £ Ъ . 
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Как легко уведаться, справедливость второго условия вытекает из 
вида асимптотики коэффициентов Jk при больших к . Доказатель­
ство же первого условия представляет собой значительную проблему 
и требует привлечения дополнительных соображений, связанных с 
физической сущностью рассматриваемой задачи. К сожалению, в зада­
чах квантовой теории поля не существует доказательства того, что 
функции Грина удовлетворяют сильному асимптотическому условию по 
константе связи. Их аналитические свойства по 9 неизвестны, что 
не позволяет проверить выполнение условия а) из теоремы Ватсона. 
Однако в квактово-механической задаче определения уровней энер­
гии ангармонического осциллятора (модель ф д , ) , в двумерных моде­
лях конструктивной квантовой теории поля (модель ф*,^), суммируе­
мость по Борелю доказана '^у» 2 6/. единое представление функций 
Грина в этих моделях и в более реалистичной модели Ц>\^ с по­
мощью одинакового функционального интеграла позволяет надеяться 
на правомерность суммирования по Борелю и в этом случае. Увели­
чение размерности пространства приводит к одной существенной 
разнице - наличию раоходимостей и необходимости процедуры перенор­
мировок. Существуют аргументы в пользу того, что это может при­
вести к наличию дополнительных сингулярностей в Cj -плоскости' *"' 
и к появлению полюсов на пути интегрирования в (З.АУ ' . Послед­
нюю трудность в ряде случаев можно обойти, слегка изменяя контур 
интегрирования в х -плоскости' '. Однако упомянутые аргументы 
не носят доказательного характера, и дополните.шные сингулярности 
могут и не возникнуть. 

Вид асимптотики коэффициентов ряда ТВ при больших к 

£ - к!(г*)ккЬс (3'6) 

позволяет определить положение и характер ближайшей особенности 
в плоскости борелевской переменной Ж . Так,ближайшая особенность 
функции b w , i r^(3c>(3.5) при учете (3.6) находится в точке ЗС»-£ 
где Ё>',*1*'>(х)ведет себя как (1+аас> или как £п.(4 + ах)в слу­
чае, когда АжЬ*1' '. Таким образом, в случае знакопеременного 
ряда (а>о) особенность лежит в левой полуплоскости, и функция 
•£(а) согласно теореме Ватсона суммируема по Борелю. В случае же 
знакопостоянного ряда (й<0) особенность лежит справа на пути 
интегрирования и функция оказывается несуммируемой по Борелю. 
Наличие таких особенностей является сигналом существования вкладов 
в •И9),не разложкшх в ряд теории возмущения по $ .которые,в свою 
очередь, являются проявлением физических особенностей задачи^3*/. 

Так, если гачальтониан не ограничен снизу, то не существует 
основного состояния, а вакуум теории возмущений является мета-
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стабильным за счет тукнадировакия. Энергия имеет мнимую часть, 
пропорциональную амплитуде тунквшрсмпкя, которая ведет себя как 
e ~ V j . Эта стгуашм характерна для теория с "неправильным* зна­
ком константы с а м и . Наглядно! демонстрацией является модедышй 
интеграл ( 2 . 1 ) . При £ < 0 функция нахлопали* имеет разрез, 
скачок на котором является чисто мнимым с характерно» зависи­
мостью типа t"^t> 

Другой пример дает система с несколькими вырожденным* мини­
мумами, разделенными потенциальными барьерами (несколькими потен­
циальными ямами). Энергия нижнего состояния такой "системы ям" 
отлетается от энергии нижнего состояния каждой из ям на экспонен­
циально малую величину, соответствующую возможности туннельного 
перехода между ямами (см. рас. 3 ) . 

аХо В„*1Г 

Рис. 3 
Подобную картину мы наблюдаем и в случае модельного интег­

рала (2.5), где интерференция между двумя минимумами приводит к 
появлению экспоненциально малых вкладов (е'^3 ). Теория Янга-
Миллса сейчас представляется именной такой теорией, где туннели-
рование между различными вакуумами осуществляется за счет инстан-
тонных конфигураций' 2'. 

Подобные физические соображения, равно как и аналоги в 
низшем числе измерений, не могут служить, конечно, обоснованием 
применимости или не применимости метода Бореля. Но они являются 
несомыми аргументами в пользу того или другого. Поэтому примене­
ние метода суммирования по Борелю к асимптотическим рядам КТП 
всегда есть дополнительный attsof г. Как мы увидим, в ряде слу­
чаев он приводит к весьма разумным результатам. 

В итоге задача сводится к определению функции S ( x ) , задан­
ной рядом, сходящимся в некоторой области. Необходимо продолжить 
функцию Ь(эс) из области .заданной степенным рядом ,на весь беско­
нечный интервал интегрирования. Обычно такое аналитическое про­
должение выполняется либо с помощью паде - аппроксимации, либо с 
помощью конформного преобразования. В последнем случае разрезан-
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и м плоскость oopuMCJtol мрммшк! отображается м внутренность 
tjouevworo круп it Формам Ш&)хцяяептм»гсш стишиам ряхой 
оо и о и ! м р м и т о Ё ^ о ж м и в м внутри *юга круга. Щи к о н o w n 
с у м с т ш — и оиммается n o i m i i b(ai) при эь«»и . Стемтюй 
рост %*>жх при х - » м отаиает енмииому росту / •* 0 * при •-»•• . 
Степень роста X окшпаате» свободам оараштром^ м можно 
задавать независимо. Хан будет показано ниже, м е т я коаформяого 
праобрааоммм шмат ряд ираицриста. Ям является более гибким 
к позволяет учееть характер особенности а х -шюскоста, а также 
удовлетворить условна соответствия маМвшаатоя разложения полу­
ченной функции асимптотическим оааннам/ЭЗг. В рамках этого метода 
можно фиксировать заменяв параметрах « а соображена* бмстренмей 
СХОДИМОСТИ ряда последовательннх праймнммШ. 

Двдам теперь беглый обэор исследовали!, в которых рассматри­
вались различные задачи квантовой физики, в рамках сфоржу-
лированной вше "задачи восстановлен»!". 

Как уже указывалось, простейший вариант состоит в представле­
нии искомой функции в виде (3 .1 ) , причем последняя сумма вычисля­
ется по методу Бореля. Такой способ получил название улучшенной 
теории возмущений (УТВ). При этом предполагается, что разность 
Jk~Tk A0****1*1 бистро стремится к нулю с ростом k . УТВ была 
применена к задачам нахождения нелинейной части лагранжиана Гей-
зенберга-Эйлера взаимодействия электромагнитного поля с вакуу­
мом заряженных частиц, определения уровней энергии электрона в 
ядре вблизи границы континуума, решения уравнения Томаса-Ферми, 
определения основного уровня энергии ангармонического осциллятора 
' 3 * ' и к квантово-полевой задаче построения функции (&($) в 
модели' 3 5 ' (pf. . Как правило, УТВ позволяет аппроксимировать точ­
ное решение в более широком интервале Я , чем полиномы обычной 
ТВ. Однако в силу медленного установления асимптотики в большинст­
ве случаев и главным образом за счет упомянутого влияния попра­
вок "*/{, УТВ не дает реального продвижения в область a £ i . 

Некоторого расширения области применимости УТВ удается до­
биться, применяя к первой сумме в (3.1) метод Ладе. Однако в 
силу асимптотического характера рассматриваемого ряда разность 

также имеет факториальный рост, вследствие чего метод Паде в 
случае УТВ, как и в случае обычной ТВ, лишь незначительно улучша­
ет аппроксимационные свойства' ' . Естественным обобщением этого 
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метода является т .н . метод Пие-Бореля, а котором сначала 
промиодися преобразование Бори*, а мат к боралевекому оо-
рму полиномов УТВ применяется метод n u t . Существенным моментом 
здесь является то, что метод Hue применяется уже к сходящемуся 
ряду»«1слошмииии> мегом Паве Bopett пояаоляет примерно на поря-
доя ресвирить интервал применимоеIM ТВ(до f~lO)* s u m об 
основном уровне адгармоинческого осциллятора ( <f* t >) * к 
прямеряо в д м р е м (до янеяешш tytV~«» » w x m e восстиоме-
яяя Фухкщи р ф в модели: ОД («4 в четырехмерном простревствв / Э б / 

при 15% точности. Основным недостатком методов Паде ж Паде-Боре-
ля является то, что они, вообще говоря, неправильно передают 
аналггхческне свойства, т . е . нскававт особевностн функция к ее 
борелевского образа. В некоторых случаях падв-вппроксяманты мо­
гут обладать полюсам»,не имеющими отнояевкв к реально! функции 

Нал ухе указывалось, рядом преимуществ обладает метод, объе­
диняют! преобразование Бореля с конформным отображением под 
знаком интегрального представления. Он позволяет учесть не только 
факториальвыя характер роста коэффициентов ряда ТВ, но и структу­
ру особенности в плоскости борелевскоя переменно!, мы осуществ­
ляем аналитическое продолжение функции Б(х>ж£"&| [эс! с из круга 
сходимости на весь интервал интегрирования посредством конформно­
го отображения o t -vw так, чтобы область интегрирования Lo.oo) 
отображалась во внутренность единичного круга, а разрез £-£»-«*) 
переходил бы в его границу (см. рис. 4 ) . 

zi/ 
© 

o ; i 
* & 

Рис. 4 
Конформное преобразование выбирается таким образом, чтобы оно 
имело оообенность, совпадающую с особенностью функции В(эс) . 
После этого производится переразложение функции Ь(х(*о) в ряд 
по vfr , причем в новом ряду оставляется ровно столько членов, 
сколько их было в ряду для функции -f С<р. 

Этот метод успешно применялся к задачам вычисления критичес­
ких индексов фазовых переходов как в модели *Р(5) • т а к и в 

рамках € -разложения Вильсона'18', а также для восстановления 
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функции Гад* маяна -Лоу ж модш $<ft*i > о**асм g?u 1 ^ 3 3 ^. 
Конформно* преобравоваява выбиралось i Hut 

VT*o» +• 1 ^ . 
что соответствует корневому м т ш ш х функции Ь(*> в точке x«-fc. 
Тало* выбор, конечно, является далеко m едшктмнпм. Поскольку 
ш знаем только несколько первых членов ряха ТВ, то процедура пе> 
рераэложеши Ь(х(«>)а рях no w тахт в себе неоднозначность 
следующего вида: 

где X - произвольное число. Как ухе отмечалось, значение пара­
метра X определяет асимптотику функции £ ( $ ) при %•*** • 

1(р -> о^ при Q -»о» 
В тех случаях, когда асимптотика при больших £ известна, наи­
лучшая сходимость описанной процедуры к искомой функции наблюда­
ется при выборе значения X,согласованного с этой асимптотикой. 
Это становится особенно заметным при J » I . Но так как такая 
асимптотика в большинстве случаев неизвестна, то приходится опре­
делять Л из других соображений. В работе' 3 3' предложен метод 
фиксацви X из требования наискорейшей сходимости аппроксимациок-
ной процедуры. А именно, ищется минимум относительной ошибки 

л*<9>«±- -MW-b,-i(?> , (3.9) 

где Х/о^получена с учетом К членов ряда ТВ при произвольном 
о> 1 • Численный эксперимент показывает наличие резкого минимума 
величин | Д М | при близких значениях X для всех Ы . Такой ана­
лиз был проведен для ангармонического осциллятора ( Ч & Д д л я мо­
дели с гауссовым пропагатором и для уравнения Томаса-Ферми, где 
известно поведение при д-»ео , Во всех случаях наблюдался резкий 
минимум величин |Л^| при значениях X , согласующихся с асимпто­
тикой при о-» оо (см. также' 3 9'). 

4. Физические результаты 
Остановимся на физических результатах, полученных описанными 

выше методами в лвух задачах квантовой физики: вычисление крити­
ческих индексов базовых переходов в рамках полевого подхода к 
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критическим п и ш а к оодоктии высоюмнрггтмкаго помяв­
ши Функция Грим* в кмнгоюнвомм! м о т » <?%}• 

М а м ш т раввин в рампах момдв ffti метолом Л ш -
Бораля R"' я метолом Борем с новформиым преобразованием'36', а 
• ршмх С -реввоаеввя - матовом Борем о ипЧщииш преобразовв-
ш а м Л 8 / а pt^jbteri, упк работ, а также их сравните с акспери-
меятаишм да—ее приведем в тайное. 

Критические индексы ( Oft) ф модель) 

Борель+ковформ. Борвль+кокф. Пале-Борвль, Эксперимент'м' 

TJv 0. 
*(ш о. 

u.uaaauj.uuui и.аиДи.шдь—и.шии.ш u.uitwj.uu 
628*0,002 0.6300*0.0003 0.627*0,01 0,625*0,005 
781*0,015 0,782*0,010 

N / £ 0,353*0,0001 0,0335*0.0025 
* I V 0,666*0,004 0,6693*0,0010 0,675*0,001 

[tO 0,779*0,015 0,778*0,008 
J 0,0354*0,0001 0,0340+0,0025 
у 0,700*0,007 0,7054*0,0011 
Ш 0,779*0,007 0,779*0,006 

» 

Мы видим, что использование метода Бореля с конформным преобра­
зованием позволяет добиться очень хорошей точности и получить согла­
сованные результаты в обоих теоретических подходах. 

Отметим, что в этих подходах суммировались существенно раз­
личные ряды ТВ, а именно,в первом случае ряды по § , а во вто­
ром - по С . Результаты ТВ нужно было продолжить до нуля /& -
функции в первом случае и до е* £ во втором. Замечательное согла­
сие результатов обоих подходов свидетельствует об эффективности 
использованного метода суммирования. 

Задача определения високоэнергетических асимптотик в модели 
<рД)В рамках метода ренормгрушш сводится к задаче восстановле­

ния функции Гелл-Манна-Доу. Главный интерес представляет вопрос 
о существовании нетривиального нуля у А -функции и вид асимпто-
тики /!.(9) при д-*<Х>. 

Эта задача решалась методами УТВ '°*>м' Паде-Бореля'OD/ и 
методом Бореля с конформным преобразованием ' 3 d'. Наилучшего пред-

58 



вижвния • область £ } , ! удалось достигнуть последит методом. В мо­
дели Н%ок пополи восетаиомпь Фуяюаш Гвм-Ианма-Доу ашють 
до | / < t / - 5 0 с 10Й точностью, т .е . ужаятаи область применимости 
на 2 порядка. Чгслекшн анаша минамума аелхчхн (3.14) дает для 
параметра ЛитеамХ.ачО.г.что приводят к асимптотою фикции ДО1 

jWjWW^npu gtw (4.i) 
Графиш фуккшж /Ь(^)с учетом 
одно-, двух-, трех- а четырех-
петлевото праодажекка приваде™ 
на рас. 5. 

Полученное поведение функция 
(&4) првводат к нуль-зарядной си-
туацо, т.е. к внутреннему проти­
вореча!) в теории. Этот вывод каче­
ственно совпадет с результатами , 
однопетлевого расчета /b2Cq)=I,5Q, 
но в отличие от последнего он 
учитывает эффекты высших петель и 
формула (4.1) справедлива и при 

V1' 
5. Заключение 
Успехи, достигнутые на пути решения задачи восстановления, 

оставляют место ряду нерешенных проблем. Это прежде всего вопрос 
о налачка ренормалонов в теории поля и задача суммирования знако­
постоянных рядов, возникающих, например, в квантовой хромодина-
мике. Однозначное решение проблемы требует знания аналитических 
свойств функций в плоскости константы связи и конструктивного 
выхода в область сильной связи. 
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I I . Динамика малых 
расстояний 

I 



ПАРКИШ В КВАНТОВОЙ ХГОИОДШШКВ. 
ТЕОРИЯ I ЖСПЕРШНТ 

А.В.Ефремов, А.В.Радмкип 

Объединении! институт ядерных исследований, Дубна 

Последние годы были ознаменованы прогрессом в квантово-по-
левой теории сильных взаимодействий. Иохно даже утверждать, что 
впервые с момента открытия ядерных сил, т . е . с опытов Резерфор-
да I 9 I I г . , мы подоили к пониманию природы этих сил (научившись 
по дороге использовать их для нужд человечесва и открыв целый 
мир элементарных частиц). Как и во временс Везерфорда,этот 
прогресс связан прежде всего с экспериментальным и теоретическим 
проникновением внутрь элементарных частиц, с изучением процессов 
с большой передачей импульса д р > > I ГэВ/с. 

I . Щ„жестких. npoa?cgog 
Теоретическое изучение жестких процессов шло несколькими 

различными путями. Один из них - общеизвестный путь создания и 
развития партонной модели. Другой, менее известный ( но более 
близкий авторам) основан на изучении и суммировании асимптотик 
фейнмановских диаграмм в КТП в 60-х годах и связан с именами 
Полкингхорна. Ефремова, Завьялова, Тиктопулоса, Гинзбурга, 
Сербо и др. '" . 

Именно на этом пути было установлено, что асимптотика любой 
диаграммы,описывающей процесс в области, где некоторые из пере­
менных много больше остальных, s. -ъ.-»* < , - 1 е оп­
ределяется интегрированием по области малых расстояний таких 
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подграфов ("паргониых подпроцвссов"), сжатие в точку которых 
лимидируот зависимость амплитуды от всех больших переменных 
(рис.1) 

W j*i 

и 
(а) р.с.1 " * > 

При этом естественно, что степень убывания по s опреде­
ляется размерностью амплитуды партийного подпроцесса ( массовые 
параметры несущественны, а константу взаимодействия будем считать 
безразмерной), точнее,суммарным твистдм всех внешних лини» 

( с точностью до %*>% S ) , 
где 

X. = 
I для частиц со спином 0 и 1/2 , 
О для частиц со спином I. 

Для скалярных глюонов, которыми мы пока ограничимся, это озна­
чает, что за старшие асимптотические члены ответственны подпро­
цессы с минимальным числом внешних линий. 

Наиболее важным для всего последующего развития подхода и 
его физических приложений оказалось свойство факторизации мелли-
новского образа ( моментов) амплитуды по большим переменным,!.е.то, 
что он является произведением меллиновского образа "партонного 
подпроцесса" на малых расстояниях при нулевых значениях малых 
переменных и некоторых функций малых переменных,связанных с боль­
шими расстояниями. В импульсном представлении это свойство 
формулируется в виде свертки 

llb.-SR,t.-lO» ^-^t^-'-^tsofe.-'-S.) (I) 
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где t SD означает амплитуду партонного подпроцесса и зависит 
только от больших переимних,а ^ L 0 - "функция фрагментации'' -
связана с больших расстояниями и определяется несжатым остаткои 
диаграмм типа изображенных на рис.10. Она также имеет вид произве­
дения функции,соответствугщих слабоевязиым частям дмаграш(рнсЛО). 

Именно эта факторизация больиих и малых расстояния, составля­
ющая основу партонноя картины, позволяет изучать их раздельно. 
Ввиду больного значения свойства факторизации мы остановимся 
на нем более детально. 

В качестве примера рассмотрим процесс рождения фотона с 
большим поперечным импульсом рт в адрон-адронноы соударении. 
Сечение э-.oro процесса в области s ^ . s ^ s ь> т * а г 

и b.bi/ь - Рт >? .viijf определяется мнимой частьи амплитуды 
рис.2а. На рис.20 показаны 

Рис.2 

диаграммы подпроцесса, ответственные за старший степенной член. 
В координатном представлении любую из них можно записать в виде 

л 0 ( ' / е т ) . ( 2) 
Чтобы получить факторизацию на малых расстояниях,достаточ­

но было бы разложить ^ Л и \% в ряд по ( | - £ Л ) и (>}.,-^) 
и проинтегрировать Е v с этим/ сомножителями. Однако атого 
сделать нельзя, так как при f,,^-* £ г Л г

 возникают расходящие­
ся "треугольные" диаграммы,т.е. ь, а в этом пределе 
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оказывается сингулярными. Ум происходит из-за того, что под­
графы \\ , \{; • (ptrc.j) имеет тот м так» , что и у , 
Для корректного перехода к пределу »ти сингулярности необходимо 
выделить. 

Прть V« - иаибольаи! из таких подграфов. Из вклада 
диаграмм выдели* сивгуляриуа часть 7 \; » смэениу! с паш­
ни расстояниями в V t f и регулярную чае» Т v 

Последим может шить сингулярность из-за палых расстоянии в 
схедувяем подграфе V i • Выделим сингулярвость, соответствувауп 
наши расстояниям в зтом подграфе : 

T r « s v * J\J + Jr«4v.Vi 
и т .д . В результате вклад либо! диаграмме окажется записанным 
а виде 

7 - 1 * V: Т г к л Й У * 
(3) 

Заметим, однако, что процедура внчитания неоднозначна, 
поскольку веодвоэвачво само разделение на больше и наше расстоя­
ния. Единственное требование на параметр грапнцн И :oit должен быть 
больие всех других размерных параметров ( масс кварков и адронов). 

Каждый из членов суш (3) графически имеет вид рис.4 , а 
аналитически представим в виде ( 2 ) , где функции ^ в и Еу. 

*> 

«ь--
Рис. 4 

\ 

Г ' 

ш 
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прмвбрммг яяяявямм» « м . ( Ирам* H H I , яяя, ралуяянксд, 
9 Ш С 1 Т 0 1 М М Ш П ОММ £ v Я ЯЯЯЯ1И1ра > ,ЯрЯ ЯЯТЯРЯМ 
о м « w u t M M .)Яо*я, алиям, чтя миштетявя. "$ я* да**-
на зависать от яяигя яяяяяяяяв я января гряяяии. 

ОоеКЯЛМУ ФОР* ИИЯЯЯЯЯИ1 ( Э ) СЯВЯНДДЯЯЯ ДМ ЯЯбЯГО ПОД-
графя V * ДМ efifJ Дяягяяши яряяевея, яетаетяяяя» предполо­
жить, « о ояя сярямдмяа я д м вея! ямяаятудк, т.». для еуяян 
t s i i диаграмм, яадячяяи \цл яря атом янаят еяякд матрнчяяж 
яяаиаятоя 

где К'ц означает яоряажьяое врохаяедяняе.рягумряэояаяное пра 
(i .•> \^> о • Это позяояяат разложить ее в ряд 

где иатртшК элемент может бить представлен в мде 

Если теперь записать безраэиеране величины ап как 

о 

то подстаяояка яяражяяяв (1), (5), (6) в (2) я интегрирование 
по i я U немедленно дает: 
Тр= \ С Ь С 1 Ь ^ С / 1 1 Ч ^ Л > ^ ) Б У С . ' < Р А ^ ? 6 , ( 3 . Ь . > . & Х ) - (7) 

Ы»,М»,|»,*аО-г- Ot'/Рт). 
где величина £ есть амплитуда подпроцесса, задаваемого под­
графом V на ркс. 2в с беэмассовыми пропагаторами и внешними 
импульсами * Р А , У Ре, Q • 

Заметки, что в отличие от обычно! партонноЯ формы функции 
распределения здесь оказались зависящими от параметра р . 
Эта зависимость, однако, должна быть такой, чтобы асимптотика 
амплитуды (7) осталась не зависящей от f* . Вместе с неза­
висимостью от А ( ренормгруппа* это приводит к уравнению (> = h) 
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и авалвгячаому уравяеяя» для моиштое ошинудн яодявемее* 
Елт(Ыр>$г) . О м - » н овводоиот ммоамсть в» 

к £ят от /* ( х, еледеветельм, от / г ) . l e a темвь по­
м а » Яг "А • » яолучям оомчху» форму моднфкяяровияо! 
партокяо! модой 

где «Л W*3 */«,•» аавясямость \ от ? т определена ураввеявем (8) . 
Такая теория особехао содераатедьха, когда прк достаточно 

большом tV вИвкхиаиал хоастаята *СРТ) станоитсх на­
столько мело!, что позволяет пользоваться теоряо! мамуцеяяЯ. 
янеяяо с там! гвтуяивш! ж встречаемся в хмхтома хроиодвшашве. 
В ато1 ieopxHtaguMKO,Bpx аяводе воэквкаят услоажмшя.смэаяяме, 
во-яервях, с аулом! иессоя глиом тц*0 м, хо-аторнх, с его 
едакхчвш сяяяок. 

Первое обстоятельство дрвводнт к тону, что в отделькнх 
дкаграммах оказывается вахням хулоховсвое дааьяодеЮтвяе между 
стахххааяякмяся чаетяцаш ( рнс.5), в результате которого похв-
хявтоя хафракрасане члени тяпа 4og w^ . Можно, однако, пока­
зать '*', что дхя Оеспмтхнх начальных состояния отн слагаемые 
в сумме сокраяавтса. Фявяческая прячкха этого состоят х том, 
что длх бесцветных состоянхМ остаются по больше! мере только 
дяпольяне схлн, коюрне пркводхт к поправке степенно! малостх 
по Рг . 

Второе обстоятельство, т.е. вулево! текст глвовхого поля, 
приходят к тому,что вместе с подороцессамх, изображенное яа ряс.20, 
стакоххтся вахян подпроцессы с лвбнм чхслок гляояох (рнс.б),кото­
рые в отделит диаграммах давг дважды логарифмические члевн 
««(Л) й>/Рг .ножло,однако,показать ' , что суммхроваяяо глвохкнх 
хставок в каждув хэ лики! првходнт (с точностью до операторов С^ 
твиста I, та., а хокечкок итоге,с точвостьв до * / р т ) х прос­
то! хх модифхкапхх (рнс.7). Эта модяфяхацяа равхосальха замеке 
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r^f 

Ркс.5 Рис.6 

X. А 

= Т с О ? С ;* \ А > г г ) | scy.-X*) * С'(<?) 
X* 

Л~ 

Рис.7 

"f ff,) Г W ~* V(V Те[Г e*P (-ij %«>„)] t(f.) t OlQ) 
в выражении (2), (4) и, в конечном итоге, к замене =£.-» Of. 
в разложении (5). Форма же ответа (7) остается неизиенвои. 

Этот результат, справедливость модифицированной парюннои 
картины 1 КХД,0ыл независимо получен разными методами разными 
группами авторов 'ц' . Нал подход кажется наиболее последова­
тельным, так как он, во-первых, не предполагает ее заранее, т.е. 
не предполагает никакого отбора диаграмм, а исходит из всего 
ряда теории воэмуиении. 

Это преимущество дало нам возможность получить необычную 
партоннуп картину для эксплозивных процессов ' 5' . В отличие от 
феянмановскои картины ' , где передача больного импульса алроиу 
осуществляется за счет передачи его быстрому партону, нес1 .euy 
почти весь импульс ад рола с последующим подхватом им остальных 
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недлтших мртмм» Ш прммл» в ввртше, ш вмеульс одрошь 
разделен примерно поровну, ш перераспределение белым! в«р*д*,ч» 
происходят ш т*г подпроцесса меткого перерисеявкя к»р«*вв 
< как, например, н* оие.е). 

;© 
»t 

Р. */— S ^*<_ . ?' 

Л е в 

Есть основания водиться на получение интересных результа­
тов в КХД для процессов в дифракционно! области, где для скаляр­
ных глвоиов била получена *** модификация реджвевско! картины. 

Во-вторых, в рамках наяего подхода виден путь учета ивадиит 
степе»ных поправок.В частности, уже сделав учет конечно! массы 
адронов '" С / - скенлнвг); на очередн-важвая задача коррект­
ного учета поперечного двняевия партонов. 

2. Экспедимоитальивж- статус КУЛ 
Итак, КХД вносят в парюнную модель специфические модифика­

ции, дшускасяяе акспериментальнуп проверку. Это: 
а) зависимость парюнных подпроцессов от эффективно! констан­

ты связи, падаще! с ростом передачи импульса 

где Hf - число разных кварков ( " , c / , s , c , f . . , впрочем, 
влияние последних при достижимых ныне энергиях подавлено в силу 
того, что их проявление связано с рождением тяжелых частиц); 

б) специфическое нарушение скеилинга в функциях распреде­
ления JH_r<fCx.QlJ и D<f-.H(.*.QlJ : с ростом Q1 

они должны растя в области малых х и падать в области л» 4; 
в) рост среднего поперечного импульса партонов с ростом Qg . 

(и) 

>* 
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наймы* m мимцич— валим н е м р м и а а ь м ? 
На рис.9 g i u m i U M аависаняе» стягатурнов «линии глувшо-

шупругого раееоаил (ПО) v Wi « О * . Вид»», <n лврштар 
аалисхмости согласуйся в XXI. т .» . фуввааа раетат • обмета 

л » ©Я- < 0 , 2 ( 4 > о ) а аадаат а облита X > 0 , 2 . Конч­
ив, ото амовао иоаио обмена» а другим* пркчаааш. Иапрамяр, 
отнрнаамаам каналов воядаяия п ш а т а в и «стаж в облаетв бопвов 
первдачх вворгяа V ( малая X ) а влаяааам иеасамвтотвчаскхх 
поорнох ( уштмвавимя аЦактвввов заманоа *-» *'• х/(\* л/и) 
в области малых V ( бошвнх * } . Однако арвяоеходство Ш 
в том, что она д а « млаов кояачветвеиное обмевеаае этих лвле-

/ » 0,5 показало на ряс.10. нн1. Cpaaxtaat cvC x с ЮЦ при 

-оа 

мупртгде e,jt р в е е м м * 
••а»т 

к|>1 

I # 

\ 

смо 
SUC-Mtl 

Nit-» 

0.07 

* О* OS OS 04 

Рис.9 

20 30 4 0 SO 
О 2 ( Г э В / с ) 2 

lac.io 
Такое пряное сравленне, правда, имеет некоторую неопреде­

ленность из-за неизвестно! формы распределение глсонов в адроне. 
Этот хе недостаток присущ и сравнение моментов структурно* 
функции глубоконеупругого е р -рисования: 

мг<у,с-2; - }х"-гщ1.*.ог)с/л . ( I 2 } 
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Ш ( t . t . урамиии (в) с икот пинии м теории маадита* 
мдячииш ?„ ) ям 

МгМ9г)шЛМ 

WW L * , НШЧШШ А II В МПаСДЯК-
м и» фуксваж рмярмоиши кирков и гамм» • саиглотаом (по 
« « у кмрка) состегав» ври 0 ^ 0 . * , а ш п ш С - » ве-
е а а г м п ш еоехошга, х .о . о н ве содержат гдаоашх фукал! ж 
шиит бить мЯдим, мшримр, путем awaxaua даввнх »в прот ot 
х ммхрояяоя ииимх. Вожчшш же с / . » ваиик праошхиаа по <*s 

ыдгатса просто чнемшк. Срываяве, проведено* д м трех иомв-
тоа " ' , продеиовсхрвровыо хорошее согаасае с нспервмевтон 
при Л * 0,66 ГаВ/с ( pac.II) . 

Ем более влечатдиарш окаэмааетса сраваевво, проведеявое 
д м *ш*ахо1 схрухтурво! фувкажв * F3 в сечеввк ГИР г ахрвно 

которая также ме содержат гяюввых фувкцв! распределевжа 

ЙЮ.12 О (ГэВГ 
Й10.11 

Согласно КЗД все величины MJ Ч. должны линевно зависеть 
от &»(?* и обращаться в нуль в точке 02—Л\ 

(И) 
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Гие.12 х и м и я яямиомт,! и н 1 ммяш к о вдкшрхдмтса 
меаяриыяяпш». Вяли :*м/\оря пои ошэшиятсл puiol 
0,33 • 0,10 fa l / t . 

ОЧЯЯЬ ЖТЯрЯШ» «ptWMHt ШИОШКТЯ МЯЖДУ MOKttmMN С 
раяшми яоняряш N . На яирвмям (11) следует, что з ш > 
само» мяаду & AfctoGV ж ?п Нл(м\0*) дошм они. 
пряной е яаддомом,ряяяш dutt/eft**) , т.о. числом, мая­
чим которого яя маисит от мряиятрк А . Это сравнение по­
маяно м ряс.13. Прншмтядьяо, что вядкчкм нвкдом опредмяет-
оя оптом гдяом. Тяж, для ошдярвого гдяом наклоны ма»/ыг} 
Hl*)/nlti ж H tw /h t t ) ояян Ом рямн I .K, 1.05, I .2I , «го 

ш о моими якедяримяятшямх. 
Пршюмэмм ш т ш а КХД 

: / 

/
п л и »шЛШ 

З е т . 1,2Я±р.< 
-г хха «.«в 

•I? Эжси. 1,3*0,08 

/ 
•f КХД 1.7в 

Э»си. 1,84+0.2 

• V » . f 
/ < /У 

/ 

1ч момента • 

РИС.13 Ряс. I t 

Таким образом, КХД дает хоронев количественное объясне­
ние нарушения скеялинга. Следует, однако, обратить внимание на 
раэпцу в величинах универсального параметра Л при пряном срав­
нения и сравнении моментов, источником ее является, по-видимому, 
поправки, которые могут бить двух сортов: это кеасямптотячеекке 
члени О ( /cf) t ^ и поправки внеяего порядка по <*s (двухлет-
левме диаграммы) l / I I / ' . Дело в том, что в методе моментов, в отли­
чие от пряного сравнения, основное убывание идет от упругого рас-
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савана в обдаете X % / е вмммш чмчиинм С* , и веатаиу м -
•Г*ма ммеп ахямтааыи рамам! и м д . Карвапамй учат их а ОД 
а мствяцаа врамш автрудвимвв. Оевваава м вамига ворадм аф> 
фактивао окааяммая ававаамятам —рамщааааву #*-j , t . t . 
ииимеав» ввввчваш Л . 1 чмтваств, учат вх '"* арввм к уиааь-
вевм мличяш Л аа чО*. 

Обратвмеа теаарь к аровессу роадавяа тааааш дедтоавнх пар. 
А* 6 -» Р*К-»Х . Здась ааруааавв cxetxaar* прк доетвхяшх 

нш« аааргвах додааа вримдвть к дошшятаямону падеиш oU/dM 
по сразаеав» в laproaaot модель». Правадаааоа ва рвс.1* срываава 
' 1 Э ' неплохо согласуете! с Ш ара д * 0,4. Одваво яеодяоз-
начаос»,свяэааява о распределением глвоиов, а также системати­
ческая оживка експерамавпхьямх даавмх даааат »ю согаасве 
ыенве зяачвтельвш, чан в гдуоЧжоааупругон рассеивав. 

Друто! кииеттическо! областьв, где Ш также пряводвт к 
партоанон модели, явдаетса рожденве пар с бояьахи р т , првчен 
в отлкчве от процесса Дреяла-Яна ( рис.1*) здесь в качестве 
партоншпе подпроцессов выступам как аиввгаляцвя q-»q-»-J*-*G , 
так в комптоновехкв процесс Я"* *« "* У*"1, Я • Сравнение 
соответствувцвх внчвелеиа! с зхспервмевталынаш данными показа­
но на рас.15. Видно, что хотя по порядку величины теоретические 

р, гэв ет гэв 

Рис.15 
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сечении блхакх x ехедорамевппиаи, фар* реепредехевих oxa-
«taaitcx иеоаохьха m i l . Овжиаа. tttra ражчва, во-аидхмому, 
такае аакхиаетеа как » вирввах виеавге мрела*, кагор* здесь 
мивг двахди мпрфаумеккх х а р в т # / и / , о^с*,) Ы % , 

так а в стеаоавш вмрвккт во Йр . mejaM феамемаохогвчесха 
учитнвавтои аамречвш двавмаим кварков Л 5 ' ( с а . р е . ISO)» 

Перейдем теперь к провесе? рехдевих адроаов с бохьавма Т Т | 

д v 6-» С + X . Вплоть до самого посаадаего времавв эти 
промеси предстахххдх ианбохьвуа трудное» дм оартоввоа модели 
вввду гораздо бохаа аиеокоа (**• Р ^ ) стааава убуваавх еачевви 
во срывания с врадвохагаомоа во еооОрвхевиам (~p^. v ).B КХД at* 
допоххихехьаах степень падавва адех в» нескольких раэанх хсточ-
вавоа ' к ' , прх достихиимх вша aaaptaxx, давках акхад одного 
заака. шмвтеа в виду 

а) Убивание фунвквк распределении кварков ( рвс.9): 
AAl,̂ <f *. 0,2 при х « Pr/^-o.aS" . 

б) Убывание функции фрагментации кварков в одров ( Д Л/^га!. 
так как нэ-эа достаточно быстрого убнаавав сеченна подпроцесса 
4<t-»°i4 с ростом поперечного импульса дохх импульса, 
упоенного адроиом; составляет а 0,65). 

в) Убивание аа счет логарифмического падеаих <**СРТ) 
в плртовном подпроцессе 

р 7 а 2 т 10 ГвВ/с). 
рвс.15 {ли^а 4 . 

<к> ?""" Л Г Л 

l ft . » J I»* 

в области 

Рис.16 
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l o t валета и х враводах к eiaotaa палаша *«** fc , которая 
иаопддется ыЛщм оолвотх р , > б Га|/#> Срааваака чвслеааого 
расчета по КТД '16* в акеаертакхои поваааао ва рас.16 (пувкхмр-
аая храма). Бома вмеохаа ехала» педеака в оОааств Р т <. б 
требует, хрома асах мрачаомвшх факторов, в фмонааологкчеехого : 

учета поварачяого денмаха кварков в адроаа ( еплоаваа краваа | 
аа рио.16). Как у м отмечалось, посладовахехьввв4 учат ахого фак­
торе, в КТД пока ва проведав. 

Вообще, чхо касается растущего средвего поперечного импуль­
са кварков, хо поаохевва таково, чхо авхаквх аффектов роста пока 
ве вабпдвехса. Наиболее аркш хз аах, согласно к а р т е Дрема-
Ява ( рас.I*),мог бм бнхь рост средвего поперечного вылулься 
пары р * р - в зависимое г и ох ее пасен. Экспериментальное хе , 
кэнеревхе aiol ведхчаш еввдехельсхвует, во-первых, о ее постоянст-! 
ве при \\ > 5 ГэВ/с^в, во-вхорнх, о значительном превышении 
зиачвиил, прадсхаэаввого КХД ( рас.17, пунктирная кривая).Чтобы 
ликвидировать это расхождение, необходимо а дополнение к хромо-
дивомическому вводить века! постоянны! феномен ологическиа 
(prlnnorcl^C"j С р в д В Е 1 поперечны! импульс 4.к,> ^ 500-700 
НаВ/с( еплоаваа линия). 

1.4 

::i 
0.8 

0.6 

ол 

02 

p + N - • M V • X 

^и, 
• too 

MS 
кхд 
<к?> "0.5 ГэВ 2 

/ 
- ф 400ГэВ-| 

^CFS 
. * 2 0 0 ГэВ1 

0 225 ГэВ СРП 
i i i • 1 } 

.ь <R>'0.21I.10 х«0.5 т 

.и СТг „ т 
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.2 \ 
\ 

.1 . \ J •1 / J 
V . К Х Д • < к т > 

1 i i 
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Ktyjy- ГэВ 
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Тис. 17 Пгс.18 
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Другим примером может служи» величина, R « 6 и Д , т 

• глубоковеупругом рсоеяиим. В хмрк-партоакод модели в » вели­
чина рвана нуле, точнее, падает как 4 * . K $ > / Q 1 . В Ш партии 
приобретает поперечив импульс {-&xf&nQ,M)aa. счет иэлучвнка 
глво'-i, попону величина Рч охвэывавтсл пропорционально! 

Вычиолвиис R приводит к ввдичиив, лаваше! значительно 
иная экспериментальных точвк ( рис.18), хотя точность измерении 

R оставив! желать много лучшего. Согласование снова требует 
добавления постоянного поперечного импульса. Аналогичные добав­
ки, как мы видели, нужны н при описании адроноа с больвны попе­
речным импульсом. Довольно большая величина этого среднего попе­
речного импульса, по-видимому, и "забивает" пока эффект КХД. 

Реэвмируя,можно утверждать, что для процессов с больно! 
передаче! импульса в КХД получены надежные теоретические дока­
зательства справедливости модифицированном партонно! модели, 
которая находит все больнее экспериментальное подтверждение. В 
этом смысле претензии КХД на роль теории сильных вэаиноде1стви! 
необычайно высоки, хотя н имеется ряд трудносте!, главная из 
которых - учет неасинптотнческих поправок, приводящих к эффекту 
ферми-движевии кварков в адронах. 
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КВАРКОВЫЙ И ГЛЮОННЫЙ КОНДЕНСАТ В ВАКУУМЕ 
А.И.Вайнштейн, В.И.Захаров, М.А. Шжфмал 

Институт теоретической • зкоперимеятальяой физики, Москва 

I. Введеннв 
Квантовая хромодинаинка является, по-видимому, правильной 

теорией сальных взаимодействий. Это убеждение основано не столько 
на детальном сравнении теории с опытом - хорошо проверенных коли­
чественных предсказаний либо нет вообще, либо немного - сколько . 
на краооте общей картины и справедливости некоторых качественных 
следствий теории. 

фундаментальной нерешенной проблемой квантовой хромодияаии-
ки остается невылетание цветных частил. Хотя последовательное ре­
шение отсутствует, не может не быть некоторых, хотя бы смутных 
представлений о мехазззме невылетания. В последнее время склады­
вается представление, что ненаблюдаемость цветных частиц в сво­
бодном состоянии связана со специфическими свойствами вакуума в 
квантовой хромодинамике ' '. 

В настоящем обзоре мы остановимся на некоторых результатах, 
в ооновном опубликованных в работах ' ', которые следуют из 
представлений, подобных используемый в физике резонансов.Централь­
ной является гипотеза о существовании вакуумных полей - кваркового 
и глгюнного конденсатов,- которые действуют на цветные объекты.Ваку-
ум, прозрачный по отношению к незаряженным, ''белым'' состояниям 
служит источником силы, действующей на цветные частицы. 

Картину образования резонанса можно качественно представить 
следующим образом. Пусть на малых расстояниях, скажем на е +е~ 
аннигиляции,образуется пара кварк-антикварк. Пара не обладает 
цветом,и,пока кварки находятся "рядом", их можно рассматривать 
как свободные. Поскольку их ничто не удерживает на малых рассто­
яниях, кварки начинают расходиться друг от друга, возникает 
распределение цветного заряда. Взаимодействие с вакуумными поля­
ми приводит тогда к возникновению силы, действующей на перу, 
причем можно убедиться, что (пока расстояние мало) сила - диполь-
кая, то есть растет пропорционально расстоянию между кварками. 
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В конечном счете это взаимодействие приводят к образованию резо­
нанса (например, /> ) . 

Альтернативным может быть предположение, что существенны об­
мены между кварками: константа связи мала на малых расстояниях 
и не препятствует вначале разлету кварков, а с увеличением отно­
сительного расстояния между кварками эффективная константа рас­
тет и взаимодействие связывает кварки в мезоны. 

Будет видно, что изложенные картины образования резонансов 
можно различить экспериментально и будут приведены аргументы в 
пользу первой из них. 

Вакуумные поля мы будем характеризовать несколькими числами, 
главными из которых являются 

<о< £• G ; , G ; V / O > - a Of г гэв* , ( 1 ) 

<ouJ* %%\o> =0.011 т\ ( 2 ) 

где ^ - кварковое поле ( f * «, <*•> s ), C^v 
тензор напряженности глюонного поля, % * I, .... 8 - цветовой 
индекс. В определение i-акуумных средних включена константа силь­
ных взаимодействий of, ( «/« • t*/**" ), и степень Ыъ 

выбрана так, чтобы ответ не зависел от точки нормировки. Несколь­
ко забегая вперед, мы привели также численные значения вакуумных 
средних (их определение обсуждается ниже). 

Представление о вакуумном конденсате возникло давно, в нача­
ле 60-х годов,в связи с обсуждением киральной симметрии сильных 
взаимодействий. Строгая киральная симметрия отвечает тому, что 
кварки безмассовые и лагранжиан сильных взаимодействий ft -
инвариантен, то есть не меняется при замене 

*-» fc%. 

С другой стороны, на опыте нет вырождения частиц по четности. 
Например, J> - и Л, -мезоны - возможные партнеры по мультипле-
ту группы SU(2) Ф SU(i) - сильно раздвинуты по массе: 

т * * 2 т} . 
"I r 
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Возможный выход заключается в несимметрии физического вакуума 
относительно U -преобразован!»: отлична от нуля величина 

<Olfy№> и равна нулю <Ol^fi-<^lO> . Вследствие тако­
го спонтанного нарушения кнральной симметрии появляется беэмас-
совая частица, которую следует отождествить с V -мезоном 
( ">£ не равна строго нулю, поскольку у кварков есть неболь­
шие затравочные массы). 

Глвонный конденсат стал обсуждаться недавно, в овязя с 
собственно квантовой хромодинамикой '* ' . 

Реально мы не сможем полностью провести намеченную про­
грамму ж доказать яевылетанхе кварков или факт существования ре­
зонансов исходя из представления о вакуумном конденсате. Наши ре­
зультаты ограничены следующими. Удается строго рассмотреть дей­
ствие вакуумных поле! на кварки, пока расстояние между ними от­
носительно мало и сила, действующая со стороны вакуумных полей 
на кварки, относительно невелика. Будет показано, что взаимо­
действие с вакуумными полями,действительно, сказывается раньше, 
чек силы, связанные с обменом глюонами. 

Во-вторых, мы предположим, что вакуумные поля приводят к 
образованию резонансов,и выразим массы и константы связи резонансов 
с токами через характеристики вакуумного конденсата. Например, полу­
чим соотношения 

Mf « з V/<« $V°> , О) 

tiki a 2 " / e . (4) 

где rr>j> - масса / -мезона, §Р - константа связи 
о с фотоном, е - основание натурального логарифма. 

Соотношения такого типа - численные, их точность - порядка 
I0-I5/C. Полученные предсказания согласуются с опытом, и согла­
сие с опытом достаточно убедительно, чтобы поверить в правиль­
ность исходных предположений (по крайней мере, на наш взгляд), 
мы обсудим также ряд качественных следствий. 

Если поверить в реальность вакуумного конденсата и его 
связь оо свойствами резонансов, то естественным следующим шагом 
било бы выразить величины ( I ) , (2) через фундаментальные пара-
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метры квантовой хромодинамикн. Действительно, в квантовой хромо-
динамике есть только одни размерный параметр Л (кроме масс 
кварков, которые в данном случав не нмевт отношения к делу), ко­
торый по традиции определяется как точка нормхровкн эффективной 
константы связи: 

*§5 -- Г и - К ) 8 " ^ , (5) 

где п^ - число кварков с wio/> * ' , так что в прило­
жениях ,как правило, И, = 3. 

Ясно поэтому, что долины существовать соотношения типа 

, (6) 

и коэффициенты c v с* вычислимы в последовательной теории. 
Для оценки коэффициента с, можно воспользоваться не­

давними результатами Каллана, Даиеяа и Гросса ' ', которые озна­
чает фактически 

Теоретическую точность результата трудно оценить (он получен без 
учета кваркового конденсата). Так как величина Л известна 
с точностью,не лучшей фактора 2-3, то численно соотношение (7) 
малопоучительно. 

С лучшей точностью, на наш взгляд, можно найти связь между 
е* и с. 121. 

<О14,*Ц10> ~ - f^oTMi5 «"? * £ # » (8) 

Точность этого соотношения - порядка 2. 
Такова краткая экспозиция полученных результатов. Посколь­

ку обсуждаемый материал довольно обширен, нам не удалось избежать 
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во введевм я не удастся избежать в остажьншс разделах известной 
фрагментарностя язлохеняя. План язлохеняя таков. В разделе 2 мы 
обрисуем формальную схему внвода соотношения для лептонных ширин 
и масс резонансов. В последуйте разделах мы поясним более под­
робно некоторые понятия, введенные выше, и обсудим следствия. 

2. дисперсионные правила сумм 
Основным аппаратом для вычисления масс и лептонных ширин 

резонансов служат дисперсионные правила сумм, которые мы и опи­
шем в настоящем разделе с их вяэшяей, формальной стороны. 

Для квантовой хромоднаамики принципиально деление расстоя­
ний на большие и малые. На малых расстояниях константа связи 
мала (см. (5)) и кварки почти свободны. Проблема, однако, зак­
лючается в том, что ни в одном реальном процессе нельзя обосо­
бить область малых расстояний: в конечном состоянии мы всегда 
имеем дело со связанными состояниями кварков к, следовательно, 
с эффектом сильной связи. 

Оказывается, что для некоторого, довольно узкого класса 
процессов можно разделить вклады разных расстояний, используя до­
полнительно свойства аналитичности амплитуд. Так возникает дис­
персионные правила сумм. 

Объектом нашего рассмотрения будет поляризованный оператор 

Пй(?) - * <°1 [**'"< Tij*Mj«(0)JIO\ О) 
где ток /д может иметь разную лоренцеву и изотопическую 
структуру, например, 

/ Г - {(Ч,и-^ы) 
имеет квантовые числа j> -мезона. 

С помощью стандартных дисперсионных соотношений величина 
П(уг) во всей комплексной плоскости о* выражается через 

интеграл от мнимой части: 
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(10) 

Мнимая часть непосредственно связана с характеристиками резонан-
сов. В том хе случае тока if 

J„ (\Ъ) = S G(.*e--.h.«.», I-1J я j . , (II) 
Hit tr^e*e" - » / • / * i 1 г г » 

где ff(«+e*-»J»arft»i»«,I-') - сеченая роадеши адронов с 
полным азотопвческжм спнном I. Оно включает, в частности, сече­
ние рождения j> -мезона: 

Дисперсионное представление для Я ^ ^ мы будем на­
зывать феноменологическим, отказываясь тем самым от каких-либо 
сомнении в справедливости дисперсионных соотношения. 

Правила сумм возникают, если помимо феноменологического су­
ществует независимое "теоретическое'' представление для тов же ве­
личины Я ' . В рамках <?(*2>, действительно, можно вы­
числить n,'((fx) независимым образом, в терминах фундамен­
тальных величин, входящих в лагранжиан, если выбрать 0 * да­
леко от физического разреза; Простейшим выбором такого рода слу­
жит 

^вещественно, Q * Л • (13) 

Тогда при вычислении графиков теории возмущений можно сделать 
ваковский поворот,и большое значение 9* означает,что все ком­
поненты вектора Хр малы ( $< - расстояние между хочкамк 
"входа" и "выхода" тока 1 Л ). Тем самым гарантировано, что 
кварки находятся на малых расстояниях и, следовательно, хонотанта 
их взаимодействия мала. 
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Разумеется, изложенные пока что соображения не новы. Она 
приводят, в частности, к классическому предсказанию для асимпто­
тики сечения аннигиляции е +е" в адроны '°': 

где Q* - заряд кварка, а черта над <3" (е +е~ —* 
означаем что,строго говоря, сечение следует усреднить по облас­
ти энергьй порядка s . 

Так как ois -» О , то можно оставить только первый 
член, который отвечает невзаимодействущим кваркам (см. рис. I), 
или области асимптотической свободы. 

Нас интересуют, однако, не асимптотические энергии, а резо­
нансная область. Чюбы"пробовать током" большие расстояния, нужно 
уменьшать Ог . Этому наглядному образу отвечает увеличение 
вклада резонаноов в интеграле (10) с уменьшением б ь . 

При некоторых <?г асимптотическая свобода нарушается. 
На первый взгляд, это происходит там, где становится велика поп­
равка порядка 4$ в соотношении (14). Наша гипотеза (утверж­
дение) заключается в том, что это не так и главную роль в нару­
шении асимптотической свободы играют степенные поправки, то есть 
члены, пропорциональные Q' ,Q . 

Мы поясним основания для такого предположения в последую­
щих разделах, а здесь приведем некоторые ответы, чтобы читатель 
мог составить впечатление о том, как окончательно выглядят пра­
вила сумм, которые я приводят к определению характеристик резо­
наноов. 

Для этого необходимо сделать еще один шаг, который хотя и 
носит формальный характер, важен с практической точки зрения. 
Именно, мы рассматриваем не собственно поляризационный оператор 

П«? г) , а его борелевский образ Л ( М 2 ) . Можно показать, 
что переход осуществляется с помощью оператора 

где 
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-Z» " *Z„ (db>i QX"(&)"}• (15) 

9% f<*4 
Пря выводе правял сумм важны следующее соотношения: 

А«""- о^Г, """*, (Гба) 

Л^'Г"- fc.«V. (16в) 

Используя этя соотношеняя я явные вычисления степенных чле­
нов, можно получять следувцяе правила сумм для (lf(Qz) : 

. 2»i* <o<«t»fgdr*M*u -gfcfrt"*)*"» _ ( I 7 ) 

которые можно уже расснатрявать почтя как окончательныВ результат. 
Единственное упрощение, которое остается сделать - это свестж ва­
куумное среднее от произведения четырех кварковых полеВ к 

<ol$4io> ( t * - матрицы Гелл-Манна в пространстве цве­
та) . 

Предполагая, что основной вклад дает вакуумное промежуточ­
ное состояние, получаем: 

<0[ ?Г1Ч>УГ1Ч>№>= Ы~* 1<01 ?»№>/%£ВД Se Гг - Spifi] , ( ш ) 

где А/ - нормировочный множитель. В частности, 
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«Н (Я frfrtf - *Ь(#}г1°> * ^ 1<01% 110>1\ (Ю) 

Справедливость^вавууияого прокладывания можно обосновать отдель­
но. 

Соотношениями (17) можно пользоваться до тех пор, пока 
степенные поправки относительно махи, то есть составляют I0-20JC 
от единичного члена в право! частя, который отвечает асимптоти­
ческой свободе. В протявяон случае следовало бн удержать члены 
высших порядков по м ' 1 . 

3 . Взаимодействие кварков с вакуумным конденсатом 

Поястш, как введенные вше степенные поправки в поляриза­
ционном операторе связаны с вакумянш конденсатом, обсуждавшимся 
во 1ведешш. 

Существование вакумннх полей проявляется в ток, что помимо 
обычных глюонншс обменов (рхс. 2) нужно учитывать графики с 
"лишними" внешними линиями, которые аннигкскруют в вакуум (ржс.З). 

Хотя дополнительные диаграммы выглядят необычно, если 
речь идет о вакуумном поляризационном операторе, они были бы 
совершенно привычны, еоли бы речь шла о вычислении во внешен 
"оле. Более того, вычисления поляризационного оператора во внеш-

. поле хорошо известны в электродинамике, я мы могли бы заим­
ствовать оттуда некоторые результаты. 

Теперь мы думаем, что в вакууме есть реальные поля и 
смысл диаграмм прост: график (ряс. За) отвечает рассеянию на 
внешнем глвонком поле, а ряс 36 - обменному взаимодействию с 
вакуумными кварками. Естественно, что есть и свои особенности 
у вакуумного внешнего поля: суммарны! импульс, переданный ваку­
уму, равен нулю, также нельзя передать цвет. 

легш^далее, понять, что взаимодействие с конденсатом при­
водит именно к степенным поправкам. Действительно, флуктуация 
имеет какой-то характерный размер, ~ Чр , так что напря­
женность вакуумного поля порядка ~ V/»1 . Из одних размерных 
соображений яоно, что '//»* "обезразмержвается" V#* , пос­
кольку вероятность взаимодействия кварка пропорциональна некото-
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poi степенж расстояажя, проходдмого кварком. Последнее составля­
ет величину порядка 1/l^c-

Подчеркнем, ч*о картжяа проста,пока V<? меньше '/f* .-
В этом случав кваркж не могут жзменать вакуумных полей ж служат 
пробником напряженностж вакуумного поля. Ясно, далее, что кварк 
регистрирует некоторые усредненные характержстжкк конденсата. 
Простейте средние, которые могут характеризовать вакуум,ж есть 

<01^Ю> t <01<т1№} , упомянутые во введении. Поэтому от­
вет выражается прежде всего через эти параметры. 

Если уменьшать 0 , то кварк начинает"чувствовэдьпне толь­
ко средний квадрат напряженности, но и, скажем, градиенты полей. 
Когда же величина Vo больше чем 7/< , то исчезает всякая 
простота: рождение пары может изменить вакуумные "т; сами поля 
нужно характеризовать большим числом параметров. 

Итак, степенное разложение разумно,пока кварки находятся 
внутри одной флуктуации, размеры которой, по крайней мере фор­
мально, считаются большими. 

Как уже упоминалось, асимптотическая свобода нарушается 
также обычными глюнами обмена, которым отвечают логарифмичес­
кие поправки, пропорциональные <*ь19г) ~ iltn9t--

Покажем, что экспериментально можно однозначно определить, 
какой из эффектов сказывается раньше (то есть на меньших рас­
стояниях). 

Рассмотрим для этого величины 

I,<м») - l*t?(- v«-; « х .л^* 1(\ *) t ( 2 Q ) 

J* CM») = jt*p(- V«») *i. , ' l j <**/(%»*). 

Тогда для обычных логарифмических поправок нарушение асимптоти­
ческой свободы приводит к положительным добавкам как в I, 
так и в 1 г : 

V У • (21) 
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Если же главным ямлется взаимодействие с глюоянш конден­
сатом, то добавка к единичному члену положительна в первом слу­
чае и отрицательна во втором: 

I , - ' • < $ ,*,- » " $ , 
(22) 

Здесь мы воспользовались тем, что 

\<о{%е'\о>\ = <0| **еЧ<>>. (23) 

Утверждение о знаке <ol б 2 / о > доказывается с помощью пред­
ставления вакуумного среднего в виде функционального интеграла 
и перехода к евклидовой метрике (в пространстве Мииковского 

б * » " - Вх и пропорционально Нг •* Б * в евклидовом 
пространстве). 

Наконец, если важен член ~> м~* или обменное взаимо­
действие с Марковым конденсатом, то 

г , - » - « • * >1*т *•>**%, 

(24) 
J . g |J И» rfs/<0|f *<*>/* f 

где утверждение о знаке матричного элемента можно опять обосно­
вать в самом общем виде. 

Счаотлнвнм образом знаки добавок к асимптотической свободе 
оказываются разными в трех случаях. 

Обработка последних экспериментальных данных, проведенная 
• работе''',однозначно приводит к третьей возможности(си.(24)). 
Иными словами, в первую очередь сказывается обменное взаимодей­
ствие с вакуумом. 

Чтобы избежать недоразумений, подчеркнем сразу, что член 
- И ' * оказывается главным при уменьшении М 1 по сравнению 
с - М~* . в этом нет, однако, противоречий с предположением о 
возможности разложения по М"* . Дело в том, что члены 
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начинают как бы разные серии коэффициентов разложения. Коэффици­
ент при М"' численно значительно больше,чек при Л*~* из-за 
того, что простейшая диаграмма для взаимодействия с кварковым кон­
денсатом - борновская, а с глюоншш конденсатом - петлевая. 
Поэтому они оказываются сравнимыми в критической области мг 

(первая - несколько больше). В последующих членах разложения эта 
"аномалия" не повторяется, 

4 . Электронная ширина и масс? f> -мезона 

Знак нарушения асимптотической свобод л относительно 
больших М* может быть установлен исходя, из общг~ соображение. 
Для вычисления ширин и масс резонаясов нужно более детальное зна­
ние вакуумных средних и константы звязи <4S . В качестве при­
мера рассмотрим f -мезон. 

Правила сумм зависят от следующих параметров: 

4S (M) t <Ot С Д &Д Ю> , <01 $ъ<о> , 

Величины d s и <"о/|^/о> известны независимо: 
Ал<тр*0>Ь , <*?9{<о1$чН»11<* i>s-ior* ГэВ? 

Константа связи может быть найдена, например, из полной адрон-
ной ширины J N -мезоне, а матричный элемент <МЦЧ '•> встре­
чается в низкоэнергетической пнонной физике. В частности, те же 
параметры важны в теории нелептокных распадов К-мезонов и гипе­
ронов и используются нами на протяжении ряда лет. Мы не варьируем 
эти параметры и не считаем их подгоночными. 

Что касается интенсивности вакуумных глюонных полей, <о1&г1о)< 

то эта величина встречается впервые и нет другого способа найти 
её,кроме как пожертвовать одним из правил сумм. Мы выбрали для 
этой цели правила сумм для рождения явного и скрытого чарма в 
е+е~-столкновениях. Таким образом, единственный параметр теории 
определяется из физики тмжелых частиц и предсказания для легких 
мезонов свободны от неопределенности. 

Для полноты изложения приведем упомянутые правила сумм для 
рождения чарма: 
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(25) 

c <r <••••--* /«V 4 ^ ' 

где а K - числа, явный вид которых может быть найден в ' ' , 
стр. 459. Численно поправка ~ «<s не очень важна. 

Соотношения (25) верны,пока степенная поправка не доминиру­
ет ( и 4 1 0 ) . Из первых четырех правил суш можно найти массу 
очарованного кварка т е ( т с « 1.25 ГэВ), а из последующих -

<oi с'/оХрезультат приведен в (2)). Правил сумм больше, чем па­
раметров, так что удается проверить самосогласованность всей кар­
тины. Отметим также, что при н * 5" интеграл от эксперимен­
тального сечения определяется фактически одним } /if -мезоном. 
Поэтому <01 £*/"> выражается через дегтоннув ширину и мас­
су f/a . 

Подставляя теперь все числа в правила сумм для р -мезона, 
имеем: 

(26) 
I,fHl - 1 +*£> -о.1(Ц™1)\о,г&(ЦМ1)\ 

(27) 

Хотя соотношение (27) не независимо от (26) (получается дифферен­
цированием последнего по Ум* ), его удобно рассматривать от­
дельно, что позволяет лучше контролировать точность вычисления. 

В предыдущем разделе мы упоминали непосредственную провер­
ку соотношений (26,27). Здесь мы поступим иначе и будем рассмат­
ривать соотношение (26) как условие для определения константы 
связи резонанса, а (27) - его массы. 

Такая возможность связана с тем, что даже при lr =« т * = 
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• 0,6 ГэВ* степенные поправка к асимптотической свобо­
де наш в, следователь*}, теоретвческов вычисление надежно, с дру­
гой сторожи, экспериментально интеграл от сеченвя прв таком И 2 

определяется однвм f -мезоном. 
Для явного вычисления предложим следующую модель сеченая: 

R i . , ( s i - tjf *£*•-& * *£Г•<•-»•> (28) 

.»"•'« где < ? Х а 1 отвечает кварковнм диаграммам (рве. 1 , 2 ) , а кон­
станты }r >mj > *• считаются яевзвестяшш. 

Подчеркнем, что факт существования резонанса не доказывает­
ся, а предполагается. Для доказательства следовало бы просуммиро­
вать все степенные члены. 

Обрабатывая модель (28) с помочь» праввл сумм (26) ,0?7) , на­
ходки: 

£ = 4s" ' "£ ~Г<*?*ТэВ)2 , s.«a,S«* (29) 

Все числа очень разумны с точка зрения сравнения с опытом. Раз­
мерные величины входят в правила сумм только через вакуумные 
ср'-дние, так что масса J> -мезона есть их неявная функция. 

Итак, нельзя пока что доказать существование резонанса, до 
можно утверждать, что селя резонанс есть, то его масса и ширина 
однозначно выражаются через характеристики вакуумного конденсата. 

В заключение несколько слов о точности теоретических пред­
сказаний. Точность определения безразмерной величины ? / ^ т вы­

сокая, не хуже 10?. Для дальнейшего ее улучвения надо отказаться 
от грубой модели (28) . Что касается массы, то теоретическая точ­
ность здесь несколько хуже (хотя буквально теоретическое число 
оказывается очень близким к экспериментальному). Как уже упоми­
налось, размерные параметры связаны только с вакуумными средними. 
Бели увеличить, скажем, 1<0| $ $ / о > | 1 в два раза, то пред­
сказание для ml возрастет в уГ . Именно такова реаль­
ная точность в определении <oiy<f lo> в, следовательно, т.. 
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5. Сводка результатов для других резонансов 
Успех правил суш для /> -мезона открывает увлекатель­

ную возможность исследовать блжяние вакуумного конденсата на 
свойства резонансов. Действительно, меняя квантовые числа токов, 
мы меняем только коэффициенты перед <^1>, <б*> в прави­
лах сумм, причем эти коэффициенты определяется диаграммами ти­
па рис. 3. С другой стороны, с изменением квантовых чисел меня­
ется свойства резонансов: их кассы, лептонные ширины. Бели спра­
ведлива предложенная картина, то свойства резонансов вычисляются 
исходя из диаграмм, описывающих взаимодействие с вакуумным кон­
денсатом. 

Проверка показала,что предложенная картина правильна для поме­
ха векторных и аксиальных мезонов. 

Из констант связи, допускающих непосредственное сравнение 
с опытом, удается вычислить: 

g . £\ f,; (£V) - ,, 3 (%U , *- 3 . «О) 
Что касается масс, то правила сумм предсказывают: 

р - ы вырождение, »jj-wi 
(3D 

m * f * = - (»^*n,M) <-о15и|о^ 

Несколько особняком стоит вычисление _р-ы и <j>-u 
смешивания. В первом случае оказываются важными невакуумные вкла­
ды в <0I 9Tff Г*Ю> . в результате возникает новый параметр, 
исключая который, мы выражаем у - * » смешивание через 
(небольшую) разность масс j> и «»> . Точность вычисления не­
высокая, порядка 2 . Для нас, однако, было неожиданным понимание 
того, что w - у смешивание не связано с трехглюонннм проме­
жуточным состоянием, как зто обычно полагают. Основной вклад 
внооит на самом деле взаимодействие с вакуумными кварками. 

Что касается jo-ы смешивания, то оно может быть свяэа-

/ 
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но либо с виртуальными электромагнитными взаимодействиями, либо 
с затравочной разности) масс Л- а и-кварков. Правила сумм 
позволяю убедиться, что доминирует второй механизм 5и получить 
оценху 

0,3, 
/8/ 

нако, на иных предположениях; так, обычно предполагают &ша)-
сякметрап; нам вывод свободен от этой гипотезы). 

Из пока не подтвержденных предсказаний отметим следующие: 
1) Интеграл от аксиальной плотности в канале с Т = I по области 

масс от I до 1,4 ГэВ примерно совпадает с интегралом от квар-
кового сеченая (экспериментально сечение рождения адронов ак­
сиальным током в этой области масс может быть измерено в рас­
падах Т -лептона). Правила сумм не позволяют сделать вы­
вод о том, сосредоточено ли сечение в узком резонансе (Aj-ме-
зон) или представляет собой размытую структуру, 

2) Бслн есть Aj-мезоя, то должен существовать также вырожденный 
с нам по массе А0-лептон с изотопическим спином 0. Основной 
канал распада А 0, видимо, 1 1 ! Т . Заметным может быть так­
же распад на 1*{ . , 

3) Наблюденное в ДЕЗИ состоянае с массой 2,83 ГэВ не может быть 
отождествлено с низаим уровнем парачармони». Предсказывается 
"истинный" парачармоннй с массой,близкой к 3,0 ГэВ. 

Чтобы несколько оживить перечисление результатов, приведем 
очень краткий анализ правил сумм для аксиальной плотности _р„ . 
Правила сумм удобно записать в виде: 

г „t / о, 6 ГэВ 1\» (32) 

№ > „ - / . > ' " <- *"»)ы% = i ° ' , z (0А^У- ( 3 4 ) 

При И 2 — » о* соотношения (32), (33) переходят в правила 
сумм Вайнберга' . Определение векторной и аксиальной плотностей 
такое, что, например, fyd)* V«ir *j„f'*>. 
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Сначала о качественных выводах. Правая часть (32) положи­
тельна. Это отвечает тому, что с уменьшением Ы2 пря nl-mj экс­
поненциальный фактор в ' *"* практжчеокж не сказываемся еже 

•Г на ЗГ -мезоне, яо уже заметно уменьшает вклад f , Соотяо-
•I венне (32) такжм образом "сигнализирует'', что самое легкое сос­

тояние - 5? -мезон - в аксиальном канале. 
Умножение плотности на s сокращает У -мезонннй по­

люс (рассматривается предел безмассовнх кварков). Отрицательный 
знак правой части (33) отвечает тому, что теперь более легкое 
состояние в векторном канале. И, действительно, f легче,чем 
Aj . Наконец, правила сумм (34) требуют, чтобы континуум в акси­
альном канале начинало* ближе к резонансу, чем в векторном. 

Количественные результаты уже цитировались выие. Отметим од­
но обстоятельство. Всё различие между векторным и аксиальным кана­
лами может быть связано для беэмассовых кварков только со степен­
ными членами. Воли наивно оценивать хх аффект к а к ( < 0 ' ? ' ' ° > ' г м " в ; 
то при М* ~ «j* г m j возникает очень малое число, ~ 10 . 
Кажется очевидным поэтому, что вакуумный конденсат не может объяс­

нить наблюдаемого расщепления масс и Aj- вопреки нашим утверж­
дениям. Разрешение парадокса заключается в ток, что на саком д.в-
л е К Ь ^ ю х 1 М ~ с входит в правила сумм с дополнительным 
фактором порядка 200 (200 ~ а** ) , что и меняет наивную оцен­
ку. Таким образом, все получеянне предскзанвя для резонансов весь­
ма далеки от простых размерных соображений. Теория носит сугубо 
количественный характер. 

7. Вакуумный конденсат и инстантоны. Модель мешков 

До сих пор мы рассматривали вакуумный конденсат исключи-
> тельно на феноменологической основе. Очень важный теоретический 

вопрос состоит в том, какие именно вакуумные флуктуация ответ­
ственны з а конденсат. Простейшим примером вакуумных флуктуации, 

\: которые действительно приводят к вакуумным полям,являются инстан­
тоны '* ' . Однако количественной теории на основе инстантонов 
создать не удается. 

Действительно, легко убедиться, что инстантонные решения 
дают вклад в среднее значение <*в*> пропорциональный 
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Интегрирование по размерам анотантона j> следует проазводить 
с весом ~ *0> /fr . в результате интеграл расходится при 
больших размерах /> . где необходимо учитывать взаимодей­
ствие ннстаятонов. 

Вели попить ься определить предельный размер инстантоновд 
исходя из экспериментального числа для <е/е'/о> . то получается, 
что 

у>с ~ (гоо МэВ/1. 

Хотя с анстантонами не удается получать количественных ре­
зультатов, она весьма полезны для понимали? качественных след­
ствий, например знака <«1в1»о> ш Действительно, на 
первый взгляд, трудно представить себе флуктуацию, которая умень­
шает плотность энергии, Инстантояы можно рассматривать, как не­
который туннельный переход, и эт-. интерпретация позволяет понять 
знак <о> &*10> наглядны; образом. 

В поле аястаатонов существуют также решения для фермионных 
полей с нулевой энергией. Эти, т.е. нулевые,моды могут служить 
прообразом вакуумного конденсата кварков. 

Наконец, упомянем возможную связь вакуумного конденсата 
с моделью мешков. Дело в том, что исходя из общих соотношений 
квантовой хромодинамика можно доказать следущее соотношение: 

£ " ' зг <°1 £ аг» *А , 0 > ' { 3 2 ) 

гдь Е - плотность энергии вакуума. На самом деле начало 
отсчета энергии можно всегда сдвинуть, так что не следует под­
ставлять (32), скажек.в космологические уравнения. 

Соотношение (32) приобретает смысл, если предположить, что 
внутри адрона глюоняые а кварковые флуктуации,приводящие к (от­
рицательному!) значению С подавлены взаимодействием с полем 
кварков. Тогда получаем соотношение между I e| в объемной 
энергией внутри адрона, введенной в модели мешков ' *2': 

в «lei. 
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Соотношеяве согласуется с опытом в пределах точноств моделей. 
Вакуумные флуктуаци вытесняются лвбо целиком, либо частично. 

Можно прявестн серьезные аргументы в пользу того, что 
взаимодействие поля кварков с вакуумными флуктуациямв действи­
тельно подавляет вероятность последних. Особенно детальный ана­
лиз удается провести, если ограничиться мстантониымв вакуумны­
ми флуктуациями ' 5 ' . В частности, так возникает ухе цитированный 
результат для величины А в терминах параметра А . 

Заключение 

Кажется несомненной реальность вакуумного конденсата квар­
ков в глюонов, влияние его ва свойства адронов, связь с моделью 
мешков и т .д . В заключение отметин, однако, что этим не исчерпы­
вается тема "адроны в квантовоя хромо динамике". Расснотренва т .н. 

(4(1)- проблемы, то есть расщепления масс " " - ? ' , приводит 
к выводу, что влияние вакуумных флуктуации нельзя целиком свеств 
к <oi <T*toy . Подробное рассмотрение этого вопроса тре­
бует отдельного обзора. 

Рис. 2 

i 

*) 
Рис. Э 
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Ш.Единые теории пом 
и мшьные симметрии 



ЭШШКШШТАЛЫШЙ СТАТУС ЕДИНЫХ ТЕОРИЙ 

С.Н.Биленький 

Объединенный институт ядерных исследований, Дубна 

I . Введение 
Статус теории электрослабого взаимодействия можно охарактери­

зовать одной фразой: имеющиеся данные описываются простейшим в а ­
риантом единых теорий -теорией Вайнберга-Салама-Глэшоу-Иллио-
пулоса-Майани' ' . Огромный прогресс в понимании природы слабого 
взаимодействия стал возможен в результате выполнения большой сово­
купности экспериментов по изучению нейтральных токов на пучках 
нейтрино и выдающихся опытов' 2 »- 3 ' , в которых было открыто обуслов­
ленное нейтральными токами слабое взаимодействие электронов и нук­
лонов. 

Мы ограничимся обсуждением стандартной 6 U (z ) x i l 6 ) -теории. 
В основе этой теории лежит предположение о тон, что левые компонен­
ты полей образуют дублеты, а правые-синглеты. Лагранжиан слабого 
взаимодействия имеет вид 

с - ^ Л," 'К* + А. с. У- с -и— , А. . (I) 

Здесь / J - заряженный ток, L - нейтральный ток, i r - угол 
Вайнберта, а константа о связана с константой Ферми &• соотношени­
ем ЛХ, 

'Л, 

выражениями 
.(h) -о 

с / и нейтральный ток / Заряженный ток £_ и нейтральный ток / даются соответственно 
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£-*£ w ^ < V - W • (3) 

где у - электроыагнитный юк ¥• . - дублеты теории (jfc=jp*j£/: 

СО 

Из ( I ) и (2) для эффективного гамильтониана слабого взаимо­
действия получаем следующее выражение ; 

& s №) .(-) • ° • ° \ 

где 

(6) 

2. Заряженные токи 
Вассмотрии вначале первый член гамильтониана ( 5 ) . Наряженный 

юк / 6 W может быть представлен в виде 
«/*- .#> . « о ; А. •<+);£• 

4? V? ^ ' ( 7 ) 

где / £ и jJT' - соответственно адронный и лептонный заря­
женные токи. В простейшем случае, если учитывать только хабяббов-
ское смеюгеание, заряженный адронный ток имеет вид 

jTm *$*.<* Wb + ^ys^ + tfaOy&v 
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где 
d = а£соо& 4-S*crL&-

с с с / ( 9 ) 

&с = -cLstn&c + зет 0 С . 
( & - угол Кабиббо) . 

С* 
Первые два члена этого выражения описывают огромную совокуп­

ность данных, включая новые данные о распадах очарованных частиц. 
Открыхяе^Г-частиц не оставляет сомнений в том, что третий член 
в заряженном адронном токе,действительно,есть. Однако, т.к. час­
тицы, содержание новые кварки, пока не обнаружены, вопрос о струк­
туре этого члена открыт. 

С третьим членом заряженного тока тесно связан также вопрос 
о смешивании полей кварков. В общем случае помимо 6 кварков и угла 
Кабиббо можно ввести еще два угла смешивания и фазу ' 4 ' . Поляа^', 
&' и 6 в дублетах (4) имеют в общем случае вид 

сС в соэ<£ cl. Ч~ лсгг.£. ё', 
S ' = СООаС в* 3& •+ sincc(- Sch-CC^ У- С0э£ ё )„ 

i's-лспые S. •*• ctK>ecC~s<st£.cL У-ceofitf). 
Здесь £ и оС-дополнительные углы смешивания; фаза О ответствен­
на за нарушение СР-инвариантности. Из имеющихся в настоящее 
время данных (универсальность Кабиббо, разность масс fC. и / C j -
незонов и др.) могут быть получены лишь верхние границы парамет­
ров £ и с С ' 5 ^ , 4 

•sin, £ £ О, 008t 
о 

<Scn.eC .6 0,3, 
Для определения углов смешивания £ net.необходимо изучить распады 
частиц, содержащих о -кварк. Отметим, что с величиной этих уг­
лов тесно связан вопрос о природе нарушения СР-инвариантности. 

Заряженный лепхонный ток имеет в стандартной теории вид 
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Последняя член этого выражения описывает все имеющиеся данные по 
распаду Г -лептона. Выполненные в последнее время измерения спек­
тра электронов от распада 7-лептонов согласуются с V- /fc вариан­
том и исключают V+A и V(A} варианты. Для параметра Мишеля полу­
чено' 6 ' значение^ -0,72*0,15. В случае V-»t , V-Hk и V(/k~) ва­
риантов параметр р соответственно равен 0,75; 0 и 0,375. Далее, 
в таблице I приведены измеренные на опыте"' парциальные ширины 
распадов Г - * е »£ ^ . , Г - ^ ^ и - А ^ . , **-> л с £ и Т-*J> 2^. 
(второй столбец). В третьем столбце таблицы I приводятся теорети­
ческие значения соответствующих парциальных ширин. Как видно из 
это! таблицы,парциальные ширины распадов Т-лептона согласуются с 
вычисленными на основе стандартной теории значениями. Наконец, 
имеющиеся данные свидетельствуют о том, что >> -третий тип ней­
трино' 7' . Из данных, полученных на пучках нейтрино высоких энер­
гий, следует, что в случае, если существует тяжелый заряженный 
лептон с лептонным числом i? , то его масса должна быть больше 
7,5 ГэВ и он не может, следовательно,_быть <г_-лептоном. Далее,»' 
не может иметь также дептоннне числа >^ и Я„ . Иначе 
в распаде Z~-* е ~ * ' г * | . л и б ° в распаде т~£/иГЯ-~5„ в ко­
нечном состоянии было бы две тождественные частицы и парциальные 
ширины этих распадов отличались бы в два раза. На опыте найдено 
гт*им/г - 1 , 4 * 0 , 3 6 . 

Таблица I 
Парциальные ширины распадов Т -лептона 

Процесс Парциальная ч Л / ч Стандарта Парциальная . Стандартна 
ширина ( экспер .д%) теория {%) 

Т—* е >>Д? 16,5 + 1,5 18 
•C-*LcJ)> IB,6 + 1,9 18 
г->х* 6 ' 3 -* 1 '" 1 0 

Г -9J>>> » Л 9 20 

Отметим также, что на .основе имеющихся данных получено следущее 
ограничение на маосу О ' 

m , < 250 НэВ. 
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Если массы нейтрино отличны от нуля, то поля нейтрино, так 
же как и поля кварков, могут входить в гашлыониан в смешанном 
виде. В простейшем случае смешивания двух полей операторы)) иР в 
выражении (10) представляет собой ортогональные суперпозиции ' 

J? t * £ соэ& •*• Л sui.&, 

/*• 1 *-
Здесь ъ> н v>-операторы полей нейтрино с кассами т. и т., а 
В - угол смешивания. Если массыпх и гп. достаточно малы, то 

слабые распады в теории со смешиванием ( I IJ описывается так же, 
как и в обычной теории. Отличие между теориями скажется в пове­
дении пучков нейтрино. Если имеет место смешивание, то должны 
наблюдаться осцилляции нейтрино' 6' . 

Вектора состояния нейтрино, образумимся в обычной слабом 
распаде, имеет в теории со смешиванием ( I I ) вид 

(12) 

где /») у - вектор состоят, нейтрино с массой /тт.-. ,а 

Пучок нейтрино с импульсом О описывается в этом случае векто-

(13) / j > = e /*>=Z /*.,>а,/*) 

(/£- свободный гамильтониан, /»i> -вектор состояния пучка в на­
чальный момент). В этом выражении , 

t ; t <r*s.x Car Car 
где ________ 

Для пучка "нюонных" нейтрино инеем 
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J . (A.) =[l - ±AithB'(l - w o * c i J J / , 
Л ^ СЮ 

Здесь J ĵi(Л^кТ^Сл)- интенсивности >3 и *̂ _ на расстоянии Л*-от 
источника нейтрино Xj - начальная интенсивность Р , 

- длина осцилляции (мы предположим, что О » / П , гп^)-
Осцилляции нейтрино можно искать путем измерения интенсивно­

сти нейтрино и сравнения ее с ожидаемой в отсутствие осцилляции 
интенсивностью, путем поиска электронов на пучках "мюонных" ней­
трино и т .д . В выполненных до сих пор нейтринных экспериментах 
осцилляции не наблюдались. Это означает, что имевшиеся данные 
позволяют линь получить нижнюю границу длины осцилляции или верх­
нюю границу параметра/т -т/. При е ? А ^ (максимальное смеши­
вание) имеем 

lmf-m£l< /(вв)*" (17) 

В настоящее время на ускорителях и реакторах проводится целый 
ряд опытов по поиску осцилляции, л и эксперименты позволят пони­
зить верхнюю границу (17) на два порядка (либо обнаружить осцил­
ляции, если есть смеиивание и /т. - / Л д , / £ / о " ^ в в ; * ) . 
Уникальной чувствительностью в смысле возможностей поиска осцил­
ляции обладают опыты с нейтрино от Солнца ( малые энергии, огром­
ные расстояния). Осцилляции нейтрино от Солнца могут быть наблю­
дены, если f т*"- Л1*"/%, /вУэВ).Поток нейтрино от Солнца дается 
выражением 

т» = si;, da) 
где 

(из-за усреднений по области,в которой образуются нейтрино, 
спектру нейтрино и т . д . член^воДж-Д исчезает). В настеяцее 
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время нейтрино от Солнца детектируются путем наблюдения реакции 
>?е + Сс -» е. + лг , (19) 

В последних измерениях найдено/9/ что поток солнечных нейтрино равен г 

2,1 + 0,4 S*fU (20) 
( /SMU . ю - 3 6 событий 2еС(-+£Лъ/ сек). 
В работе ' 1 ' на основе стандартной теории для ожидаеиого потока 
нейтрино от Солнца получено значение 

6 + 2 SA/V. (21) 

Из сравнения (20) и (21) нельзя сделать никаких заключений об ос­
цилляция* нейтрино. Это связано главным образом с трудностями в 
точном предсказании ожидаеиого потока. Хлор-аргонный метод позво­
ляет регистрировать только " 10" от общего потока солнечных 
нейтрино (порог реакции (19) равен 0,81 МэВ; максимальная энер­
гия нейтрино от основной реакции Ь Р ~*eie*S>^ равна 0,42 МэВ). 
Полный поток нейтрино от Солнца легко может быть вычислен. Он 
связан со светимостью Солнца L - . соотноиением 

0 

где S - расстояние от Земли до Солнца. Если регистрировать ней­
трино от основной реакции /оa -*cLe. ij_, то вопрос об осцилля-
циях нейтрино может быть, следовательно, однозначно решен. В нас­
тоящее время такие детекторы создаются. Мы имеем прежде всего 
в виду галлиевые детекторы/ ' (порог реакции »? + G a . - * 6 + 6 m . 
равен 0,23 МэВ). 

3. Нейтральные токи 
Теперь мы перейдем к обсуждению обусловленного обменом / 5 -

бозоком эффективного гамильтониана 

где m * 

Из данных,полученных в нейтринных экспериментах, следует 
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Se, « 0,98 • 0,05, 
что согласуется с простейшим предположением о структуре хиггсов-
ского сектора (поля Хиггоа образует дублет). 

Далее эапиием нейтральный ток в следующем виде: 

Л V- V- V- • с и ) 

Здесь 

(25) 

У» . * 
нейтринные ток, а / и / - лептонный и адронный нейтраль­

ные токи. Имеем " О 

В рассматриваемой нами iSCCCl)* ££.0)стаща.р1но& теории слабого 
взаимодействия 

$V = ~jt +Л*^' (28) 
ЗА. = ~JL ' 

*L-\-£+£•«** С29) 

^ = Ч = л****' 
где т9*- угол Вайнберга. 
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(30) 

В гамильтониан (22) входят члены двух типов: диагональные 
и недиагональкые. О диагональных членах практически нет никакой 
информации. Эта часть гамильтониана (22) имеет вид 

Второй член взаимодействия (30) приводит к эффектам несохранения 
четности в таких чисто лептонных процессах, как с +е~-> /л^-ниГ. 
В бликаймие годы эти эффекты будут изучаться на ускорителях 
РВТ/1Л: и PEP. 

Последний член взаимодействия (30) ответственен за Р-нечетные 
эффекты в ядерных переходах. Нейтральный ток дает основной вклад 
в ту часть Р-нечотного нуклон-нуклонного потенциала, которая ме­
няет на единицу изотопический спин. Ядро F является удобным 
объектом для изучения вклада нейтральных токов в Р-нечетные эф­
фекты. В этом ядре имеется два близких уровня с разной четностью 
и изотопическими спинами Т =0 и Т =1. Изучение циркулярной по­
ляризации Y -квантов, возникающих от распада Я * может позво­
лить получить информацию о третьем члене гамильтониана (30) . 
В работах' 1 2 ' для циркулярной поляризации у" -квантов от 
распада "F найдено значение " 

^ = 3 ,6 .10-" £ , 
ризует отношение в где множитель » характеризует отношение вкладов нейтральных и 

заряженных токов. В теории Вайнберга-Салама я &. NY*-2'. На опы-

/ * г - ( - 0 , 7 i 2 , 0 ) . Ю - 3 . 
Никаких заключений из этих данных сделать нельзя. 

Наконец, первый член гамильтониана (30) описывает взаимодей­
ствие между нейтрино. Запишем гамильтониан v> - P взаимодействия 
в виде 

1нстанте F можно получить из 
'ысоких энергий. В порядке &• -I 

Информацию о константе F можно получить из данных опытов с пуч­
ками нейтрино высоких энергий. В порядке &• F возможен процесс 
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Если использовать имещиеся данные, то можно получить'1'*' следую­
щее ограничение на константу F : 

F&/o9G-. 
В теории Вайнберга-Салама 

F=s-frG-> 
Замечательный прогресс последних лет связан с изучением 

обусловленных недиагональныш членами гамильтониана (22) процес­
сов. Кы обсудим вначале нейтрино-адронные процессы. В теории 
Вайнберга-Салама гамильтониан этих процессов имеет вид 

(31) 

где адронный нейтральный ток ] м дается выражением (27). На опыте 
были исследованы процессы V 

»1*(*Р + Ч ~* ^* &г> + X , (32) 

*r<y V "* *r-(0r} +1°' (33) 

*L(>U +* ~> **.&> +x^+ x • ( 3 5 ) 

Если принять партонную модель, то из данных, полученных при 
изучении процессов (32), можно опредепть параметр scrv&". В ра­
боте' 1 5 ' найдено, что 

лСг€-& - 0,2ч + 0,02. (36) 
Из данных по упругому рассеянию нейтрино на протоне было получено, 
ч т о ' 1 6 / -

tin. -& - 0,26 х 0.°5 . (37) 
Отметим,что на основе по неученая процессов. (34) и (3S) были 
также найдены значения параметра л / Л ? * , совпадающие в пределах 
ошибок с (36). 

Если известны сечения процессов (32), а также процессов 
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то параметр J г / Л 1 может быть определен без предположений о дина­
мике. Нетрудно показать, что 

— - » <=•—•- лиъ -О-. 
СГСС - e i ? e •& 

Таким способом в •работе'17' бнло найдено значение 
ЛЛ*-£-« 0,22 + 0,05, (38) 

согласующееся с (36) и (37). 
Совокупность имеющихся данных позволяет определить параметры 

(£, в ^ , . . . , входящие в выражение (27) для нейтрального тока, 
непосредственно из данных опытов, без предположений о справедли­
вости теории Вайнберга-Салама. При этом удается получить един­
ственное решение. Это единственное решение соответствует теории 
Вайнберга-Салама при Jav&&# . 

В таблице 2 , взятой из доклада' '„ приводятся найденные 
путем анализа данных опыта значения параметров a , cC^_ , . . . 
(второй столбец). В третьем столбце таблицы приведены значения 
этих параметров, вычисленные на основе теории Вайнберга-Салама 
(соотношения (29)) при sux 9~i'. Как видно из таблицы 2 , 
имеющиеся данные находятся в полном согласии с теорией Вайнберга-
Салама. 

Таблица 2 
Значения параметров U^, cL^ , . . . , входящих в адронный 

нейтральный ток 

Полученные Теоретические 
из опыта значения 
значения (^йт*&«^-) 

0,35 
-0,42 
-0,17 

0,08 

ии 0,35 + 0,07 
oLt. -о . ад + 0,07 

**«, -0,19 +0 ,06 

da 
0,0 + 0 , И 
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Перейден теперь к обсуждении гамильтониана 

описывающего нейтрико-лелтонные процессы (ток /' дается выраже­
нием (26)). На опыте изучались следующие обусловленные взаимодей­
ствием (ЗУ) процессы 

^ + е. -г. iT ,«. e г Сю) 
jjZ) + е. -> 0(0^) + е,. («) 

Если предположить справедливость теории Вайнберга-Салама (соотно­
шения (2в)), то из данных по рассеяние ь> на электронах следу­
е т ' 1 9 ' _ „ 

JOT.-&-- 0,29 + 0,05. (42) 

Из данных по рассеянии D на электронах было получено, что'^ ' 

Значения (42) и (43) согласуются с (38). 
Параметры а и а могут быть определены из данных опытов 

без предположений о справедливости теории Вайнберга-Салама. В ра­
боте ' 1 8 ' было найдено два решения : 

Первое из этих решений согласуется с теорией Вайнберга-Салама при 
«s tr\* v — £.. 

Наконец, обсудим гамильтониан 

описывающий слабое взаимодействие электронов и адронов. В 1978 г. 
было завершено два эксперимента, в которых это взаимодействие 
было открыто и исследовано. В опыте Новосибирской группы' ' был 
измерен В-нечетный угол вращения плоскости поляризации при про­
хождении поляризованного пучка фотонов через пары *£с . Полу­
чено значение , -9 
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согласующееся с величиной'*1', вычисленной на основе теории ВаИн-
берга-Салша. Стэнфордская группа'3' завершила эксперимент по из­
мерению F-нечеткоя асимметрии , возникашей при рассеянии про­
дольно-поляризованных электронов на неполяризовакных дейтронах. 
Получено, что 

^ Г ^ ^ б ; / % ^ С*) 
(<0К> = / , £<ТэВ >*, Ь = О , * / ) . 

Если предположить справедливость теории Вайнберга-Салама и исполь­
зовать партоннув модель, то из (45) для параметра sin. !? может 
быть получено значение 

Sen. -в- « 0,20 + 0,03, {%) 

согласующееся с (38). 
На этом мы закончим обсуждение экспериментального статуса 

единых теорий слабого и электромагнитного взаимодействий. Имею­
щиеся данные находятся во впечатляющем согласии с простейшим 
вариантом единых теорий - теорией Вайнберга-Салама. Необходимо, 
однако, отметить, что точности опытов еще невелики (не лучше 20*) 
и что практически отсутствует информация о диагональных членах 
гамильтониана. Несомненно, что дальнейшая проверка теории будет 
важной задачей ближайших лет. 
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ОПИСАНИЕ СИЛЬНЫХ, СЛАБЫХ И ЭЛЕКТРОМАПОПШХ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ 
МЕЗОНОВ В КВАНТОВОЙ КИРАЛЬНОЙ ТЕОРИИ 

М.К. Волков, Д. Эберт 
Объединённый институт ядерных исследований , Дубна 

Около двадцати лет прошло со времени появления первых работ, 
посвященных исследовании киральной теории поля'-^. За это время 
были достигнуты больше успехи в развитии как алгебры T O K O ? ,3', 
так и лагранжева формализма в киральной теория поля (феноменоло­
гической'*'6' и квантовой'"'). 

Какая ситуация имеет место в настоящее время в статусе ки­
ральной теории? Можно считать достаточно хорошо установленным 
фактом, что у.Г>/^л^Л^кирально-симметричная теория дает вполне 
разумную картину низкоэнергетической физики мезонов. В древесном 
приближении теории возмущений содержится основная информация о низ­
коэнергетических процессах в согласии с мягкошюкными теоремами 
алгебры токов. Одкопетлевое приближение хорошо описывает струк­
турные константы и форыфакторы мезонов, а также полные вероятнос­
ти процессов в тех случаях, когда отсутствуют в низших порядках 
древесные диаграммы (например,в процессах ( £ " , < > )-+// и 
т.п.). Наиболее достоверные результаты получаются, если процессы 
описываются так называемыми "аномальными" петлевыми диаграммами 

х ; Заметим, что при вычислении амплитуд процессов в киральной тео­
рии нельзя претендовать на точность, превышающую 20 - 30 %. 
Это следствие того, что в теории используется целый ряд прибли­
жений: приближенное тождество Голдбергера - Треймана, приближен­
ное равенство констант распада /£• sf i; f =• 95 МэВ и т.п. 
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В первой части этого обзора будет показано, как в рамках 
$U(3) *&1А(3) симметрично! кжрельной модели теории поля мож­

но получить вполне удовлетворительную картину всех главных рас­
падов мезонов основного октета и сделать некоторые важные пред­
сказания (например, о завышении экспериментального значения для 
ннрины распада У-*Я0)(~{')' Дня простоты будет положено, что 
f̂ _ <« p f c ж р~ц~ f « 9 5 МэВ. Массы всех барионов в октете 
также полагаются приближенно равными. Массовые члены в мезонном 
октете вводятся по схеме нарушения киральнов группы, предложенной 
Гeлл-Maннoм-Oaкcolr-Feннepoм'IO,I*'. Взаимодействие с электромаг­
нитным полем вводится минимальным градиентно-инвариантным спосо­
бом. Слабые взаимодействия описываются стандартной схемой ток х 
ток, где адронше токи имеют структуру Кабиббо и строятся на осно­
ве кирального лагранжиана обычный способом.£ -ыезон приближенно 
считается чисто октетвым состоянием. 

Тем самым в теории используется минимальное количество па­
раметров, ни один иэ которых не является свободным. Эти параметры 
следупцие: константа сильной связи Я {Ч^/фг^Аг константа элек­
тромагнитного взаимодействия е(<х*^f'Hr-^Ail-),константа слабо­
го взаимодействия Q - A6S/M,*- ; масса протона М ; масса ней­
трального каона >Ч£о ; константа перенормировки аксиального 
тока <2А <* 1,25; параметр смешивания "f - и d - связи в $М$>-
теории а * % и угол Кабиббо д « о,26. 

Во второй части обзора делается попытка обобщения нелинейной 
игральной модели на случай очарованных адронов, т.е. переход от 
группы $U(3)*$l(@)R группе $U(if)x$U(4') . Поскольку здесь 
вступают в игру значительно более тяжелые очарованные незоны 
( ID i F и £ с ) и барионы, то следует ожидать, что груп­
па tflfffytfiUft) будет нарушаться массовыми членами несравненно 
сильнее, чем в случае теории $Ll(?>}*£'U(b). Однако можно 
надеяться, что игральная группа и здесь сохранит свои основные 
черты и даст, как минимум, правильную качественную картину при 
описании взаимодействий очарованных адронов (правила 40AT, свя­
зи констант различных адрошшх процессов и пр.). 

На основе нелинейной киральной теории jUi^x^Ulfi) бу­
дет тогда построена единая модель типа Салама-Вайнберга для опи­
сания сильных, слабых и электромагнитных взаимодействий адронов 
и получены правила ЧСАТ дхя адронных токов. 

Особое внимание в этой части обзора будет уделено описанию 
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обобщенно! схемы наруженжя киральной $Ы($) x $U(4) 
группы, оледутей основным принципам прежней схема Гелл-Манна-
Овхса-Реннера. Будут получены массовые формулы для 15-плета 
мезонов ж 20-плета баржонов о хопохьзованжеи угла Кабиббо ж 
с е ж подгоночных параметров (два - для мезонов ж пять-для баржо­
нов). С единой позиции удается выяснить ту важную роль, которую 
играет угол Кабиббо как в слабых, так ж в сильных взаимодействиях 
(он определяет струит / слабых адронннх токов и расщепление масо 
адронов в жзотопжчеокжх мультжпхетах). 

§ 2 . Лагранжианы $UG> * $U(3) киральной теории 

Приведен нелинейный ft®*$?U(3) инвариантный лагранжиан 
мезон-баржонного взаимодействия'5*7' 

где ^ а Фл/F , ф& - поля мезокного октета, F -размерный 
параметр киральной теории, Ъ/, * поля баржонного октета и М0~ 
средняя масса баржонов; -С/л , dtik. ~ структурные константы 
группы $U(3) ж а- параметр смешивания с/ - и 4 - связей. 
3^*& i З к З ^ являются кжральными ковариантшши производны­

ми мезонных ж баржонннх полей, Щ^ь =-*•& Spfye*^** c L e ^ * ' ? 

гае д . . Ajjfcjfe t V ' s ^ i ~ п о л н н ж ортогональный набор акси­
альных* ж векторных генераторов группы $U(3)*$U(3), А; -матри­
цы Гелл-Манна (ипур берется по групповым и по лоренцевсгаш ик-

жезоны в лагранжиане ( I ) являются безмассовнки. Маосовне 
члены мезонного октета можно ввести, следуя схеме нарушения груп­
пы $U(3)xSU&) , предложенной Валл-Нанном-Оаксом-Реннером 
/ 1 0 , П / # нарушающая группу часть лагранжжана преобразуется в 
втой схеме по представлению ( 3 , 3 * ) ® f 3 * 3 ) киральной группы 
ж живет вид 

A^-^fF^K^^)e^iA"} ( 2 ) 

(подробное обсуждение массовых чхеиои мезонов и Оариоиов дано 
в § 5 ) . 

Взаимодействие о электромагнитным полем п^ вводится обыч­
ным граднентио-ииаариантиыы способом: 
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где Х~ - поля заряженных мваонов и баржонов. В результате прихо­
дим к электромагнитному лагранжиану 

где ° ^ = ~ е *"%**"* (4) 

7L = It +17/13- ( 5 ) 

электромагнитный ток адронов. 
Слабое взаимодействие адронов с лептонами описывается произ­

ведением ДЕГХ заряженных токов: 

<£и. = &11ммЪ&Ь +3*Й>3-ЙС;] • (6) 

Лептоннне и адронные токи имеют вид 

J%fx; - c«e(V+A)£.2 * ^ ( V + A ) ^ ,<8) 
где /л,е , и Цц е) - поля мюона, злектрона и соответствующих 
нейтрино. V£jm = Vt+AVi * At«-/=/lfc«»A/- векторные и аксиальные 
токи адронов, Q - угол Кабиббо. цм. _ « А — м -сумма ба-
рионного и мезонного токов 1' <з(А> с0>) <j(M) 

мезонине токи даются выражениями 

* ' e n ) J 

х'3десь бариокные токи приведены без мезонннх полей, которые там 
тоже могут присутствовать. 
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Эти тот получаются ив хипахьяого лагранжиана (I) с помощью 
стандартно! процвдурк2*^. 

Поскольку эдвсь будут обсуждаться топко лептоншк, подулвп-
тоннне и радиационные распады меаонои,лагранжианы, описывающие 
слабые адрон-адроннне взаимодействия,не приводятся. 

§ 3. Распады мезонов основного октета 
Рассмотрим наиболее характерные распады мезонов основного 

октета в древесном и однопетлевом приближениях киральной теории 
(более подробное изложение см. v **'). Как показывают оценки в 
однопетлевом приближении, определяйте вклады дают барионные пет­
ли. Вклада от мезонных петель малы или отсутствуют вообще. Поэ­
тому здесь будут рассмотрены только барионные петли. 

Расходимости, возникающие в барионных петлях, устраняются 
в однопетлевом приближении обычными приемами ренормируемой тео­
рии поля, несмотря на использование нелинейной реализации кираль­
ной симметрии. Этому способствует учет свойств градиентной инва­
риантности теории и частичного сохранения аксиального тока' '•12'. 

Перейдем к краткому описанию основных распадов мезонов . 
а) ДЙПТОИННЙ pnwnyp Д-*-»/е*у/е*а) j К~ -» *-)£ fe^li) 
Амплитуды этих распадов, соответствующие древесному приближению, 
имеют вид 

где р м - импульс распадающейся частицы, а 

4-ft^J.^^sH»- (13) 

_,_ = 95 МэВ вероятность распада -* -»/»" )£. 
точно соответствует экспериментальному значению, а для распада 
К*-*•/лг Vr получаем 

l V T e < f * ~ Ц,8 -id* cet'f (14) 

что также хорошо соответствует экспериментальному значению 
VLtt%u*v ) = S - 1 ' 1 0 ' eel? I 3 ' x ' . Однопетлевое приближение даёт 

х'3аметим, что выбор для угла Кабиббо значения $*• 0,26 позволя­
ет приближенно положить / v - FK и дает непротиворечивую картину 
для всех остальных распадов мезонов. 
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конечные поправка к дремояому щшолижвиию ж пре­
делах 20 %, т . е . той точности, на которую ш претендуем. Поатому 
оно здесь не будет учитываться. 

Распады ^ З Г * - » ^ ^ , 2 ) / £ - « г * е ? £ , 3 > * * - » * V v > e 

в древесяои приближении описываются формулой 

Ъ?-а;((>Ъ+Рг)м^ > ( 1 5, 
где А>ц. - импульс рашадапжейся частицы, a ( j f - импульсрожден-
ного пиона. Коэффициенты ft. для указанных трех распадов 
имеют значения 

а^КГоав , с^-&*Э , а3= Aine/S? . ав) 
В результате для вероятностей распадов получаем 

и/7**- 0,39 сек4 у № = Wee*"'; ^-f^VcaE*. 
*!s t f t

 / т ч /
 / 3 (I?) 

Экспериментальные значения равшг l d' 

Однопетлевое приолижение дает удовлетворительные значения для 
слабого радиуса пиона (ъ*: & 0,3^Фм/ ) и для параметров 
наклона 

евое приолижение дает удовлетворит! 
радиуса пиона (%*: & 0,36 (Фм/ ) 
i , , y *Сй-» м в д ' ( о м / 7 > • 
V>«<7«5- ; \;*-<?,ог* . ( 1 9 ) 

Экспериментальные данные из/**/ равны 

Распад Кщ описывается амплитудой 

+*М&Ьчг(ГЬ(№(р~-1>-%}/А , ( 2 I ) 
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где Ь к , р+ и р" _ жмпульон м о ш , J - 1 Х - мезонов 
соответственно; -Р , О i t - ахсааиыше формфакторн • Л* 
векторпый fcpMfaioop. 

Величины акопяншх формфакторов в основном определяются 
древесным приближением + г 0 p^o-.Oi*рк-Й>*> 
+ - J g-F > Ъ И Р ^ г ( ^ , р»0. ( 2 2 ) 

Этж результаты полностью согласуются с алгеброй токов'' 3 '*' . 
Для вычжсленвя векторного формфвктора А. необходимо рас­

смотреть однопетлевое приближение. Здесь мы впервые сталпваемса 
с петлевыми диаграммами аномального т и п е / 8 , 9 ' . Четырехугольные 
и треугольные баржоннне диаграммы полностью определяют величину 
$орм$актора Л ; 

А 5Г* ЙГ VTFJ * ~3'7 • (аз) 
Это значение хорошо согласуется как с последними эксперименталь­
ными д а н н ы м / 1 ^ , так ж с другими теоретическими оценкамг 1 6 ' . 

Величины этих распадов ,так хе как ж значение А , полно­
стью определяются вкладами барионных петлевых диаграмм аномально­
го типа. Амплитуды раопадов Т0-*^ и V"*" ЛГУ" имеют вид 

"Л*" * " ТОЬЛ) V * 4 " ^ ? ' *?* ' ( 2 4 ) 

где ft," ж GLp ~ импульсы фотонов. Теоретические оценки для 
Г ' имеют вид 

fc-^4 > 4)-^т£ • (25) 

Эксперимент дае1 *ЛУ 

V)=o,s4 > V ^ • (26) 

х^Значения (22), как и данные алгебры токов, приводят к заяижен-
ныы на 50 % результатам для вероятности Ktqr распада. Учет од-
петлевого приближения улучкает согласие с экспериментом. 
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Учет аномальных мтель дает ддя щршш распада b-»3rV"y-3B»4e-
raie *-

i\**ir - к *• ( 2 7 ) 

которое также близко к «копаришитальному (41 эВ). Распада Kt+]ft 
и Ki^Tt'x'jf' легко обмсиоиои черев соответствующие распада Ж°. 
к У? -меаонов, есхв учесть полюсные диаграмм*, ошснваюиие пе­
реход KL+Ч ,&**•'*'. 

В процессе ЗТ^-* /^! } ,^ рассмотрение баржонных петель позво­
ляет вычислить аксиальную ж векторную структурные константа Л д 
и А у • Их отношение равнч/ 1 2 ' 

< Г » ^ А / Х » О,ST. (28) 

Посдедиме экспериментальные данные следуйте' ™'; 
< Г - 0, # « * < ? , « • (29) 

На приведенной здесь рисунке собраны все основные распада 
пионов, каонов н *?- мезона ж указаны ошибки предсказания ки-
рельной теории. Легко видеть, что кярахьная теория вполне удов­
летворительно воспроизводит реальную картину распадов мезонов 
всего основного октета. Тем более удивительный кажется единствен­
ное грубое расхождение теории и эксперимента (более чем на три 
порядка!) в описании распада Y^-r^ffi. Здесь имеет место нес­
колько необычная ситуация. Все баркошше петли полностью сокра­
щаются^ процесс ty-^A""^ может идти только через пионнне петли. 
Теоретическая оценка дает ~ 0,01 э В ' ю ' , а современные экспери­
ментальные данные ~ 26 э В ' 1 3 ' . Теоретические оценки в других 
подходах также дают малые з н а ч е н и я ' ^ ' ' . Это заставляет более 
критично отнестись к экспериментальным данным. 

§ 4 . Обобщение на ГРУППУ 

С учетом всех тех замечаний, которые были сделаны во введе­
нии, обобщим ккральннй лагранжиан (I) на случай группы ,SVfr>^ftl. 
Это позволит нам,о одной стороны,включить в рассмотрение очаро­
ванные адронн, а с другой стороны-построить единую (нелинейную) 
модель Оалама-Вайнберга, описывающую более последовательно, чей 
в § 2 , сильные, слабые и электромагнитные взаимодействия' 2 1'. Все 
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f i y^yT100%-л 

30% 
х33% 
хзз% 
х 0 % 

х11% 
х9У. 

х12% 
х7% 

20% 
Ж 

„0% 
хо% 

6% 
к6% 
„5% 

В согласии с экспериментам 
находятся теоретические 
Значения <рортракторо8 
распоОоб: ЛГ*-//*у/* 

и параметров наклона Зля: 
Ь -n*n~ic 

К, ~П'П-1Г 

(10% 
хю% 

„28% 
,200% 

(metp) (э/ссп) 

10* 10s Ю7 Ю3Ю" Wa10iS10" W(ceir') 

Теоретические оценки распадов й-»3ST и О-* £ ~ ^ V 
тесно связаны с выбором формы нарушения киральной групш. 
Поэтому ошибки здесь могут быть нестандартно велики (см. 
п -» JSST" ) . Однако маловероятно, чтобы эти ошибки могли 
превышать два - три порядка (распад п •* P'ffl). 
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те лагранжианы, которые изучались в начале это! работы, будут 
содержаться в новом более оошем лагранжиане, и, следовательно, 
можно опять опжоать вое важные ннзкоэнергетические свойства 
обычных мезонов основного октета. Что же касается очарованных ме­
зонов, то здеоь приходятся работать о осторожностью, так как в 
силу больших масс таких меаонов игральная группа $и(фк$и(<$ 
нарушается значительно сильнее групп £г((з)х5и&) ж Stc(2)x&tty 
ж теория возмущений в рамках этой модели работает плохо. Поэтому 
этот лагранжиан следует рассматривать как феноменологический для 
очарованных ахронов. 

а) Сильные вз«чн"1? t n ,"gw 
Рассмотрим 15 -плет 0~ мезонов н 20-плет 1/2+ бархонов. 

Мезонине поля обозначим опять через &- = Wi/F^H-t^ барионные 
поля опишем тензором 3£* fo^c***••••") • Явные выражения барион-
ннх поле! через тензорные компоненты J ^ ' можно найти vfK 
Игральны! ^U(^*^U(4) лагранжиан тогда принимает в в д / 2 3 ' х ' 

(30) 

где индексы а и f в выражениях типа (Ъ Vh В)^л)обозначают 
Ы- и -f - связь (Л- параметр смешивания) 

Ковариантнан производная барионного поля определяется соотношением 

% , ^ В - ^ | И ] ^ « ^ (5fiVt3\$(V , (32) 

х'Лагранжиан (30) инвариантен относительно следупцнх нелинейных 
преобразований адронных поле! ( J , В) -*• ($', Ъ') '• 

г д е А ^ и ' = 1 , . . . , 15) - аксиальные ж векторные генераторы 
группы 
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м форш Картина 1^$i , QnYf) С i * 1,2, . . . , 15) определяйся ... 
формулами,аналогичными тек,' которые приведены > §2. 

Слабые к электромагнит» взаимодействия иожво ввести в лаг­
ранжиан (30) черев калибровочные паяя. В качестве калибровочной 
группы используем группу Gu * ,$(6^х£/(£)(модбль Салама-ВаЯкОер-
г в / 2 4 ' ) . Для генераторов это! группы выберем 4x4 матричное пред­
ставление /б". О N 

Здесь §2 -матрица Паули, a ) t - слабни гиперзарад.Электрический 
заряд равен Q = C j + j - " ^ * } ^ . Группу Q w можно рассматривать 
как часть более обще! группы сильного лагранжиана $Ц(Ч) х $t((t{) 
(если пренебречь фазовым множителем в законах преобразования, воз-
никащим от единично! матрицы из У/2 ) . Поэтому нелинейные преоб­
разования адронных полей относительно группы Gu следуют из 
подобных преобразований относительно группы fHufflxSUCi)-

Рассмотрим локальные калибровочные преобразования А е Qu, 
A - e ! f (W#|)erofefc>Ci) ' Д™1 П 0 0 Т Р ° е н | И лагранжиана, инвариант­
ного относительно.тагах преобразований, необходимо ввесди калиб­
ровочные поля Wu • Х л ' о в я з а н н ы е ° генераторами Q и y/z 
группы G w . Эти поля_вводятся_ через переопределение ковариант-
кых производных %l*-*%Jfi , 3 * # Ж В - » Ъё^ЦиЪ • 
Здесь калябровочно-ковариантнне формы Картана определены соотно-

где 3 и в'-константн связи калибровочных полей [\J£ > Х ^ 
Переходя к физическим полям заряженных к нейтральных векторных 
бозонов W/.* и 2 ^ и фотонов А ^ , калибровочно-инвариантннй 
лагранжиан запишем в ф о р м е ' 2 1 , 2 3 ' 
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Здесь Ум , fy ' ж TjL - охабне заряженные к нейтральные 
адроннне токи, а также электромагнитный ток к б^-угол Вайнбер-
га ({а 9и= $'/f) • <Sffc<-часть лагранжиана, содержащая квадра­
тичные по векторным полям члены. Явное внраженже для заряженного 
тока 7 / l w > будет приведено ниже. 

§ 5. Массовые ФОРМУЛЫ 
В § 2 мы коротко обсуждай схему нарушения группы 

с использованием представления (3,3*;©(3*3.) . По­
кажем, как эту схему можно обобщить для случая киральнож группы 
pU(l)x SU(IQ} и выясним при этом роль угла КаОиООо. 

а) Мезоны 
Для введения масс 15-плета (Г-мезонов используем представ­

ление ( 4 Д * ) ® О у * 0 группы (rt/ft^^Wfr) . Массовый член ДЦ^ 
тогда имеет в и д / 1 0 , 1 1 ' ' 

(36) 
Как и в работах' 1 • ' , исходная сииметрия £>Ц(Ч)*$Ц(Ч) 

нарушается сначала до рЦ(2)х$Ц(2) (т . е . легкие пионы счи­
таем безмассовыми частицами). Для этого необходимо выбрать сле­
дующие значения параметровг^^Уч^о-и^в , a •=-ffl'»Ug , 

Ь = - (ЗУ4° - »&/&/ • Э т о д а в т ^ A^-£>f(4je^-j (37) (35) Теперь , используя калибровочно-инвариантный лагранжиан (35) и 
нарушающую тральную группу часть йоС , можно показать, что 
преобразованием адронннх полей можно сразу же получить как 
правильные значения адронных масс, так и кабиббовскую структуру 
адронннх токов, участвующих в слабых взаимодействиях. 

Будем считать, что физическими мезонными полями являются не 
поля *§х , а поля^овернутые на угол Кабиббо 9: 

(c = etf>(*z&Vf) . тог 
нарушать и группу £!(А{ 

вится масса ( £ " = £ ; А Х 0 • 

где Uc = tybfaZOVf) . Тогда преобразованный лагранжиан Д о ^ 
будет нарушать и группу j?(A(£))l-SU(2.') , а у пионов также поя-
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(39) 

Формула (39) дает следующие выражения для масс мезонного 15-плета; 

Учет членов 

позволяет объяснять расщеплете ш о н ш а масс (7Г и JT~ ). 6 таб­
лице I приведены значения незонвых масс, получающихся при 
Ун*? = 498 МэВ, h^pe = 1863 МэВ и G = О.гб^Ч Заметим, что 

Таблица I 

т теор, т зксп т , . •V т к * mD. nv* 
тэксп. 1UU"/I 

-Ь% -8% -2J5% 0% - 5.2% 
0 - 0.26 

-Ь% -8% -2J5% 0% - 5.2% 

Х^В лагранжиане (39) мы отбросили недиагональнне члены с А$$0 , 
требуя сохранения странности. 

^ Ч т о б н более корректно описать кассы ЗГ° , tog и £ « - , следует X учесть их смешивание с сивтлетным мезоном » 0 .Этот вопрос 
изучался многими авторами и мы отсылаем интересующихся к 

р ш 5 о т а 1 / 2 5 , 2 6 / > 
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рассмотренное расцепление ивсо аароеншв и нейтральных пжонов, 
каонов к Т> -меаовов не елестромагнитного прожохождени*. Допол­
нительно к этому надо еще учесть электроиагннтшыв попраиж х мас­
сам, особо важные при описании расщеплет» пжоиных масс. 

б) Башонн 
Барионнни массовки член можно выбрать в форме, 

близкой к (39): 

где Д д * (Uc )i (Uc)j (Uc)a. &i? - физические поля барнонов. 
Здесь учтены две форме связи барнонов ( <к ж f ) с различ­
ными параметрами смешивания для очарованных и неочароваиных 
барнонов. Используя три массы из основного барионного октета 
и две массы очарованных частиц (>"д+ = 2260 МэВ и м = 2426МэВ), 
можно зафиксировать все параметры в (30) и (41); ^з 

М 0 - 2690 МэВ; й = -127 МэВ, & = - 1221 МэВ, 
(42) 

С = 264 МэВ, d = 1494 МэВ . 

Массы барнонов всего 20-плета ( 1 / 2 + ) , следупцие из (30) , (41) 
и (42), приведены в таблице 2 . 

§ 6. Токи и условие ЧСАТ 
Приведем здесь явное выражение для заряженного слабого то­

ка 1^ как функционала от физических полей адронов. Аналогич­
ные выражения для нейтральных слабых и электромагнитных токов 
можно найти в ' 2 1 » 2 3 ' ; 

$? - - ГгЩ %(t(9-)efiA" А* £"Щ * сад) 
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Таблица 2 

С-0 

m n - 958 (нэв ) 
т р = 949 с -1 
т Л -1109 
rn r=1179 
т Е .= 1191.5 
mz-= 1204 с = 2 
т £ 0 1297 

. т 2 . 1315 

т в „ = 2426 
г% = 2439 
т во =2452 
т в ! = 2618 
т в . - 2629 
т во = 2791 

т А 1 - 2260 
п\+ = 2460 

. п ц = 2 / / 7 Б 

m_ t+ = 3647 
ч 

т с + = 3664 
т с ; = 3894 

Э=0;26 

Здесь Ct(&)~UlC*Uc (Ct = C W 6 . ) ~ повернутне эарякен-
иые рэнераторн грушш ,<ftf ОД слабого изоснина. 

Токи (43) имеют обобщенную кабиббовокую структуру, соот­
ветствующую охеие Т!Щ t . Дейстштельпо, используя представле­
ние 

+ £ Sih©[(VWs + А * * ^ - f W + Аи-;«)] , ( 4 4 ) 
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T o n </t+>i£ имеют здесь обычную форму. Такш образок, 
легко убедиться, что переход х "повернутым" физическим полям 
? Ъ позволяет не только правильно описать пасен адро-
нов, в частности, вычислить пионную массу на основе массы каоиа 

(у»х~ S»«0 ьцо) и расщепление адронннх масс в иэомультипхетах, 
но и автоматически подучить правидьную структуру токов, участ­
вующих в слабых взаимодействиях. Таким образом, удается устано­
вить взаимосвязь между этими столь различными на первый взгляд 
явлениями. Учет электромагнитных поправок оказывается значитель­
но более слабым аффектом при изучении расщепления иэомультиплет-
ннх масс. Кроме того, учет только последнего аффекта не может 
дать даже правильной качественно! картины (например, обменить, 
почему Yn3rt>r*)f0, a hi t+<wj ;o ) . 

Выведем теперь условия ЧЗАТ.Дивергенция аксиального тока 
вычисляется путем вариации лагранжианов (30) я (39),(41) относи­
тельно калибровочных преобразований всех физических полей (нап­
ример, S ^ e ^ ^ " , y k £ t Q C S ) e ^ - Э* 0 приводит к следующему 
условию тк'Рг1''и/>' 

+SbOfr&lC- vy&$~)}+ Off*) (46) 
Здесь угол Кабиббо проявляет себя одновременно в двух ролях 
(определяет масон мезонов и структуру условия ЧСАТ). 

§ 7. Лептоннне и полстеитонные распады очарованных мезонов 
Добавляя к лагранжиану (35) взаимодействия дептонннх токов 

с калибровочными полями и переходя к физическим полям адронов, 
можно подучить эффективный лагранжиан типа ток х тох,описнващм1 
слабые лептон-адроннне и электромагнитные взаимодействия. В таб­
лице 3 приведены результаты предсказаний для ряда дептонннх и 
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Таг ища 3 

Распад Вероятность распада 
(Кирэльная теория V™ 

Вероятность распада, 
(Кварковая модель у ' 

D- -ft 
F" ~Я, 

2-10е сек-1 

ЗЮ 9 сек" 1 

1.9 -108сек-1 

«•10 9сек- 1 

F" -*ie\ 

D° -n + ev e 

1 • 1011 сек"1 

1-Ю11сек-1 

1.2-1010сек-1 

1.4-1011сек"1 

1.М011сек-1 

1АЮ 1 0сек- 1 

5° - KVev, 
F"-K+K-e\>, 

2.1-106сек-1 

1.1 • Ю9 сек-1 

полулептонных распадов очарованных мезонов и проведено сравне­
ние с предсказаниями кварковшс моделей /гз 

§ 8. Завдочеше 
В первой части этого обзора на основе рассмотрения распа­

дов мезонов основного октета было показано, что нелинейную 
игральную $Ц(£)х£Ц@) симметричную теорию можно рассматривать 
как квантовую теорию поля, вполне удовлетворительно описываю­
щую низкоэнергатичеокую фгаику мезонов в двух первых порядках 
теории возмущений (древесном и однопетлевом приближениях). Пре­
дыдущие вычисления показали, что та же ситуация имеет место и 
при описании сильных и электромагнитных взаимодействий в этой 
теории ( ЭСЯ~ - рассеяние, электромагнитные формфакторн мезо­
нов и их поляризуемости и т.п.)"' 3 1''. Единственным исключением, 
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где теория резко расходится с экспериментом,явыся распад 
И-»ЗГ°У^Г . Это заставляет более внимательно отнестись к 
соответствующим экспериментальным данным. 

При обобщении киральной теории на случай очарованных адро­
нов (группа £U(ii)x$U(il-') )/21.23,31,32/ н е л ь з я ожидать столь 
же удовлетворительно! картины. Из-за появления тяжелых очаро­
ванных мезонов группа будет нарушаться значительно сильнее и 
теория возмущении при низких энергиях также работает плохо.Од­
нако такое обобщение может оказаться полезным по следующим 
причинам: ^ 

1) Если киральный ^ В Д " Д с № лагранжиан рассматривать как 
эффективный, он может дать разумные соотношения между констан­
тами связи различных процессов и привести к удовлетворительной 
качественной картине взаимодействий очарованных частиц (см. 
таблицу 3). 

2) На основе такого лагранжиана легко построить единую 
модель типа Вайнберга-Салама, позволяющую с единой точки зрения 
описать сильные, слабые и электромагнитные взаимодействия 15-
плета мезонов и 20-плета барионов. Этот лагранжиан будет вклвчать 
в себя как часть ранее рассмотренные лагранжианы, описывающие 
различные взаимодействия адронов из основного октета и, как уже 
упоминалось, хорошо зарекомендовавшие себя при изучении низко­
энергетической физики . 

3) Обобщенная рФ>$Ц(<*) модель при введении массовых 
членов,нарушающих киральную группу,позволяет с единой точки зре­
ния взглянуть на роль угла Кабиббо в описании взаимодействия ад­
ронов. Помимо правильной структуры токов, участвующих в слабых 
взаимодействиях адронов, угол Кабиббо становится ответственным за 
расщепление масо в изомультшиетах адронов группы fiU (4) и за 
возникновение тонной массы (нарушение группы A f / / / ^ ) " ^ < ^ ) 
и £ 1 1 ( 2 ) ) . ЭТО расцепление оказывается не электромагнитного 
происхождения, а учет радиационных поправок дает лишь более сла­
бые добавочные члены к массам заряженных адронов. 
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ПРОБЛЕМА F - И СР - СОХРАНЕНИЯ В КАЛИБРОВОЧННХ ТЕОРИЯХ 
Н.В.Красников, В.А.Матвеев, А.Н.Тавхелждзе 

Институт ядерных исследований АН СССР, Москва 

I . Введение 
Как известно, неабелевые калибровочные поля являются осно­

вой при построения современных моделей слабых и электромагнитных, 
а таксе сильных взаимодействий. Недавно было обнаружено характер­
ное для таких теорий явление туннелирования между векторами сос­
тояний с различными значениями топологического заряда. На квази­
классическом языке туннелироваиию соответствуют нетривиальные 
решения классических уравнений в евклидовом пространстве - вре­
мени с конечным действием (ннстантоны)' 1 _ 3 '. Всё это указывает 
на сложную структуру вакуумного состояния в калибровочных теори­
ях, которая может привести к серьезным физическим следствиям. В 
частности, учет сложной структуры вакуума в квантовой хромодина-
мике может привести к нарушению СР-инвариантности в сильных 
взаимодействиях. Все это ставит перед теорией ряд серьезных проб­
лем, о которых речь пойдет ниже. 

2. Структура вакуума в калибровочных теориях 
Лагранжиан калибровочного поля ы.» = - -jr F/,v F»v 

в калибровке А^=0 имеет вид 

и напоминает обычный лагранжиан классической механики, если отож­
дествить т(А*) с кинетической энергией, &4"(1£) - с потенци­
альной энергией системы. В дальнейшем эта аналогия будет весьма 
полезна. Вакуумные поля - это такие С-числовые значения кали­
бровочного поля А ?• • для которых тензор напряженности Ft-y = О. 
Вакуумное поле является "чистой калибровкой" и представимо в 
в в д е А£ = и" 1 Я-к, 
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где Ц ( 2 ) - унитарна* патрица. На матрицы U(xJ обычно наклады­
вается условие U ( 3 c ) - * 1 пра 1 x 1 — » • » , т . е . рассматриваются 
поля, убывании ва бесконечности. 

Вакуумные поля можно охарактеризовать значением топологичес­
кого заряда 

п = «г* / W * ^ г f<i*AAA ~ott±t±k...t 

который характеризует классы эквивалентности вакуумных калибровоч­
ных полей относительно непрерывных локальных преобразования. 

Подчеркнем, что в теории возмущений все вакуумные состояния 
| П > эквивалентны и ортогональны. 

Из коммутационного соотношения 

следует, что,вообще говоря,могут быть переходы между различными 
состояниями, т.е. < Щ Ш > э 1 0 . В квазиклассическом приближении 
переходам между состояниями <n,^|n|.N соответствуют янстантонные 
решения. 

Инстантоны характеризуются топологическим числом 

Наличие переходов h ̂ ?Мпри Л ̂ W указывает на то, что истшшый 
вакуум в калибровочных теориях может обладать сложной структурой 
и является некоторой линейной комбинацией векторов J И> . 

Рассмотрим калибровочные преобразования вида 

(здесь для простоты мы рассматриваем калибровочное поле о<л(л)). 
Этому преобразованию £. соответствует преобразование Ttj) , 
действующее в пространстве состояний со свойствами 

Из требования инвариантности вакуумного состояния относительно 
преобразования Т , т.е. 

T|r> = eieie> ,njjl9> =£*/*>> 
получаем, что J В Ч = 22 € *** t Y\ S 
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т.е. вакуум характеризуется числом - Т 4 & * Т • 

При Р- к СР-преобраэовашях 
C P I h > a | - h > , т.е. Р1В>=1-В> 

Таким образом, вакуум J В > при ВФО не является инвариант­
ным относительно отрахенш пространства. На языке континуального 
интеграла матричные элементы переходов в 0 -вакууме записыва­
ются в виде 

<9 |F |6>= 2 е * ( F e р ) ^ = 
SJAe'S,(ffA)

F '* sT« = / A ^ , tfe„ = jp + «£/Tr& 
Легко видеть, что последний член в выражении для %eii явным 
образом СР - неинвариантен. Энергия вакуума определяется выраже­
нием -&« /, -£ 

WfJiEe] = W* /We . 
Нетрудно видеть, что t 

есть мера СР - неинвариантности вакуума. 
Из явного вида для Е$ следует, что 
^е +лгк = ̂ е , Е- в - Е$ > 

В приближении "разреженного инстантонного газа" 
Е (9) =А (i-алв). 
Как хорошо известно, сильные взаимодействия с высокой сте­

пенью точности являются Р-и СР-инварианткыми. Поэтому естествен­
но встает вопрос, почему параметр Q в квантовой хромодинамике 
равен нулю или по крайней мере очень мал? Ведь хотя состояние с 
В - 0 и обладает наименьшей энергией, однако никакое калибровоч-

но-инварианткое взаимодействие не может привести к переходам меж­
ду состояниями с различными значениями 9 , которые, таким об­
разом, оказываются в значительной степени равновозможными.. 

Вообще говоря, дело осложняется еще тем, что в современных 
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объединенных моделях слабых • электромагнитных взаимодействии 
условие 0 » О, шложешюе на уровне "сильных взаимодействий" , 
не инвариантно относительно включения слабых взаимодействий, что 
приводит к перенормировке параметра 0 • 

Лагранжиан квантовой хромодинамики, описывающий квартовые 
п о л я * , - J £«•$-*]¥ ' , 
где Ъ = $ - iA\AA», , 

а М = Л # +JsM± - массовая матрица , 
путем независимых унитарных преобразований 

можно привести к диагональному виду 

Однако такие преобразования обладают аномалиями, что приводит 
к перенормировке параметра 0: 

0 — в+JB , SB = лг^ЪеШ^и*! . 
Добавим к параметру 0 в выражении для Xcfi источник Jfct) 
и совервжм преобразование Лежандра по отношению к источнику J: 

ГСР) = ElB^)-i^J.4x , Г * Ц ^ . 
Уравнение для определения равновесного У в 

' % > = О • 
Условие устойчивости системы в точке равновесия имеет вид 

^ШП > 0 

или » 
« Г > О . 

Отсюда мы получаем, что в приближении разреженного газа (г( 0)= 
А «- ОАв) ) условие на параметр 0 имеет вид C W 0>, 0. При 
Сс-э6<0 вакуум будет нестабильным. 

Рассмотрим вопрос, какие ограничения на В накладывает 
эксперимент? Из экспериментов по поиску дипольного момента ней­
трона известно, что .„ 
В КХД дшюльный момент нейтрона при 0 ^ 0 очень грубо можно оце-
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н и т к а х ^ * - i S 7 u e * M*U ^ i ГэВ . 

Отсюда получаем, что В f Ю - 1 0 . 
При учете легких кварки U • Я возникает дополнительный фак­
тор подавления 

' & ) ( Si) 
»«1»tt 9 / 4 f W * f\ * a •»*"" 

и оценка на g понижается: о •$ 10 . 

3 . TftfTffff ЛТТ« ,*/юеншо проблемы 
а) Игральная Ц(1) - симметрия'4'. 
Пусть масса одного из кварков ( масса Ц -кварка) равна ну­

ли. Тогда классически! лагранжиан КХД инвариантен относительно 
преобразований Ц.-> *fp(Ujt)Ui инвариантность относительно этих 
преобразований разрушается при учете инстантоввнх эффектов, ток, 
соответствующий этому преобразованию, обладает аномалией 

34"=*£»,Гр*'£* • ( 1 ) 

В случае безмассовых фермионов, оператор 3> в поле внстантона об­
ладает нулевыми нормируемой модами, что приводит к отсутствию 
туннелирования < И JM > = о , * Фт, т.е. физика не зависит от па­
раметра & . Отсутствие СР-нарушения в случае безмассового фер-
миона легко увидеть также исходя из уравнения (I). Действительно, 
в силу трансляционной инвариантности 

<9П"/\Ъ> =0. Отсюда имеем * 
Рассмотрим теперь вопрос, насколько гипотеза П^ =0 согласуется 
с феноменологией? В схеме с игральной симметрией SUL(l)n SILfe) 
нарушение этой симметрии обусловлено наличием в гамильтониане 
массового члена 1АЧ йЦ + Улл ЦЖ + УЛ% S S • Используя теорию воз­
мущений 1-го порядка и исходя из известных масс адронов можно 
найти, что массы кварков равны 
гоц = 4,s" мэв , m^-i,s№iB , m s = -fsoM3B. 

Безмассовый К -кварк приводит в такой схеме к сильному нарушению 
S U (3)- симметрии' 5 '. 
Здесь,правда,следует упомянуть, что инстантонные эффекты 

могли бы привести к появлению у первоначально беэмассового U. -
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кварка МАССЫ. ( Инстаитоиы кип жхлад в двухточку < U U > ) . 
б) Модели о аксионом' 6 '. 
Эта а о м ю ю ю с » схомпекоировать параметр 9 такие покой­

ся ва наличия > лагранжиане некоторой киральнои группы сшмметрш, 
обладающей на квантовом уровне аномалией. Вакуумные средние не 
инвариантны по отношению к это! груше симметрии, что приводит 
к возможности появлении псевдоголдстоуновского бозона - легкой 
псевдоскалярно! частицы "аксиона". 

Рассмотрим скачала простую (нереалистическую) модель с од­
ним типом кварков, причем массы кварков приобретаются вследствие 
взаимодействия сшшорного поля со скалярным полем, вакуумное 
среднее которого отлично от нуля. 

лагранжиан модели г 

^ = *«« + f^+U(i*i l ) +*+*Ф* +нс- . (2) 
Лагранжиан (2) инвариантен относительно преобразований 

*-*«/Р(1>*)*, 7 ^ <*p(-iik)?, ( 3 ) 

которые порождают сохраняющийся на классическом уровне ток 
V = ЩгЫ +Д" **£? • (4) 

При учете квантовых поправок ток (4) аномален, т.е. 
**/=»«£ ft**'* ( 5 ) 

Под действием преобразований (3) изменение лагранжиана 
S" [* e/jc = * { Л <?, } / = A * /« / '* ̂ г Tr J>y %, , 

поэтому путем переопределения фаз полей f i f мы всегда 
в лагранжиане можем добиться исчезновения члена -w ff, т.е. 
свести лагранжиан к явно СР-инвариантному виду. Нетрудно видеть, 
что вакуумные средние <f <f > не инвариантны по отновению к преоб­
разованию (3). Будь симметрия (3) точная, то по теореме Голдстоу-
на мы имели бы безмассовне частицы в теории, однако при учете 
инстантонов симметрия (3) больше не является точной и в теории 
появляется легкая псевдоскалярная частица (аксион), причем масса 
аксиона 
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Более реалистичная модель такого типа основана на калибро­
вочной группе 51((2) €>1((1) и содержит 2 изодуолета полей Хмггса: 

и фермионные иэомультиплетн: 

Члена, описывающие взаимодействие фернионных и скалярных по­
лей ,мепт ввд 

s ( г<; ?,««V,- + r f; 1 1 ^ + rt%.««*)+Ac 
Вакуумные средние < VJ°> -ф О , < <£°> ^ O , 

X = *f<A = -££!> A - cy*. _ ^ 
Лагранжиан самодействия скалярных полей выбирается инвари­

антным относительно преобрр ований 

Нетрудно видеть, что лагранжиан модели инвариантен относительно 
киральных преобразований 

Р*^е2р*> **•—'<?*> * - * ' V (6) 
•V — с л * , е л —• е ел . 

Этим преобразованиям соответствует ток 

причем * 

/v - число типов кварков. 
Так же, как и в предыдущей модели,наличие игральной группы 

симметрии (3) приводит к тому, что мы всегда можем путем пере­
определения фаз избавиться от члена "- F ? в лагранжиане. 

Массу аксиона можно приближенно записать,как 
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w 
где А в приблпенш разреженного инстантонного газа оиределяет-
ся из выражения ц т _ Д (i-алв) • 

Оценки, использующие алгебру токов' " ', приводят к fa~m^-iw , 
и тем самым масса аксиона 

Если использовать оценки для А , взятые из модели мешков, в 
которой • • ча 

Д ~ Цч? иэв ) , 
то и 

Основными модами распада аксиона являются при ГАЛ_<2УПС 

канал Л —•* 2L , 
* , / /И,, iff _т 

ЮОЖЭВ' ' 
и распад Я. — » е + « ~ при № » « > i m e , причем 
Г(а^е +е") ~ lNct$J.f л--/в*6вомв) с~1' 

Из анализа реакторных данных' 8 ' следует, что масса аксио­
на т 4 < <*ОкэВАстрофизические же ограничения' 9 ' на массу аксиона 
приводят к т » > 2 0 0 кэВ. Анализ реакции Р Р - » а % , а р ^ . *' 
(l8«*w - rfuiMp" eyp«rim«iit ) также указывает на отсутствие в при­
роде легкого аксиона. Таким образом, существование легкого акси­
она запрещено существующими экспериментальными данными. 

4. Другие возможности объяснения СР-инвариантности в Ю Щ 
а) Для того, чтобы избавиться от голдстоуновской степени 

свободы, связанной с аксионом, т.е. с наличием киральной груп­
пы симметрии, можно ввести калибровочное поле, соответствующее 
киральной Ц,(1) - группе симметрии. Новое векторное поле стано­
вится массивным,и голдстоуновская степень свободы (аксион) про­
падает (механизм Хиггса).Однако при таком подходе сразу возни­
кает проблема: вследствие треугольных аномалий киральный ток не 
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сохраняется, поэтому введение нового калибровочного поля приводит 
к отсутствии перенормируемости теории. Перенормнруемость теории 
можно восстановить, если вводить добавочные тяжелые кварки' ' 
Идя по такому пути можно существенно увеличить массу аксиона. Од­
нако с эстетической точки зрения подобная модель выглядит весьма 
искусственной, кроме того,она испытывает трудности при объяснении 
нейтральных токов. 

б) В работах' ' била предложена модель, основанная на 
право-лево-симметричной калибровочной груше SW,(2) d SU(2) ® 

Ц. (I) в Ц ( 1 ) , которая, как считают авторы, естественным об­
разом объясняет малость параметра 9 • В этой модели L - К 
асимметрия возникает в результате спонтанного нарушения симмет­
рии. L, - R. симметрия до спонтанного нарушения фиксирует 0 = 0. 
Массовая матрица М в древесном и однопетлевом приближении 
удовлетворяет условию {Л = М , т.е. перенормировка параметра 

Q появляется только з двухпетлевом приближении, что обеспечи­
вает малость перенормированного параметра В п л . 

5. Конфаймент и структура В - вакуума, динамическое 
подавление туннелирования 

Как хорошо известно, в двумерных моделях с абелевой группой 
симметрии Ц, (I) (двумерная квантовая электродинамика, модель 
Хиггса) также возникает сложная структура вакуума. В таких моде­
лях критерий Вилсона для конфаймента классических внешних заря­
дов 

в силу равенства t 

тесно связан с энергией В -вакуума. А именно, 
EfR) = R [ E e - E e + i i f f 3 . 

Отсюда видно, что для внешних дробных зарядов модель обладает 
свойством конфаймента, а для целых зарядов конфаймент отсутствует. 
Здесь стоит отметить, что в случае В в - 0 ( модель Швингера ) 
классические внешние заряды могут находиться в свободном состоя­
нии, конфаймента'нет. Поэтому можно сказать, что в двумерии 
требования конфаймента для классических зарядов и естественности 
сохранения СР-инвариантности являются взаимно исключающими. 

Рассмотрим теперь,как обстоят дела с проблемой СР-сохракения 
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в 3- морном пространстве. В работе' 1 3 ' было показано, что в 
SUU)~ модели Джорджи-Глэшоу есть конфаймент. Действие в этой 

модели S-S& Г& ?* + fa?)* +A (?г-Ч1)\ 

"Инстантонами" в данной модели являются монополи, которые взаимо­
действуют дальнодействующим образом. Действие для конфигурации 
монополь - антимонопольного типа с учетом взаимодействия между 
МОНОПОЛЯМИ 

5 - ~рГ £ (?) £ U + Ле* £ 6 !*•-**! 
В этой модели топологический заряд _̂  

Если мы определим в данном случае обобщенное действие 
S B = S + i9 ]и<*)«& 

и посмотрим, какова зависимость от $ , то, как следует из ре­
зультатов работы' •*• ', вследствие учета взаимодействия между мо-
нополями производящий функционал 

1 - ЫР C-S91 ЪАЪ? 
не зависит от В , т.е. проблемы с СР-нарушением в этой модели 
не возникает при учете монополь-монопольного взаимодействия. Мо­
нополь - антимонопольная плазма в целом является электронейтраль­
ной, что приводит к отсутствию зависимости от 0 Для физичес­
ких величин. Не исключено, что подобный механизм может работать 
и в четырехмерна. 

6. Заключение 
Подводя итоги, следует сказать, что проблема СР- и Р-сохране-

ния в квантовой хромодинамике еще не нашла, на наш взгляд, одно­
значного убедительного решения. Отметим, что,перечисляя пути ре­
шения этой проблемы,нельзя забывать и о том, что статус самого 

8 - вакуума в ЮЭД не является совершенно ясным. Не исключено, 
что учет конфигураций полей, ответственных за "невылетание" 
кварков, приводит к разрушению той простой структуры, которая 
описывается 0 - вакуумом. 
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СУПЕРГРАВИГАЦИЯ,1Е01ЕТНН И А К С Ш Ы Ю Е СУПЕРПОЛБ 
В.И. Огиевецкий, Э. Сохачев 

Объединённый институт ядерных исследований, Дубна 

Супергравитация является теорией, основанной на объединении 
групп общекоордннатных и суперсжиметричннх преобразований. Поиски 
адекватной группы супергравитации ведутся давно. 

Вдохновляющие результаты были получены в т.н. "практическом", 
или "компонентном" подходе. В нем группа супергравитации была реа­
лизована как группа преобразований набора обычных полей. Вид этих 
преобразований и инвариантного действия были мастерски угаданы. 
Нескольким авторам' ^ удалось добавить к гравитационному супермуль-
типлету (2,3/2) минимальную совокупность вспомогательных полей и 
замкнуть алгебру преобразований1'. Однако несуперковариантные 
обозначения и отсутствие ясной геометрической картины затрудняют 
дальнейший прогресс в атом подходе. 

В связи с этим оуперполевой подход остается желательным. Су-
перполевые обозначения явно оуперковариантны, и все вспомогательные 
поля включаются автоматически. Это дает возиохность искать компакт­
ную формулировку супергравитации с прозрачной геометрической струк­
турой. 

х'Этот набор полей был подсказан полевым содержанием аксиального 
суперполя, предложенного нами ранее'2' в качестве простейшего 
гравитационного суперполя. 
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Уже было пражложвно болмоа «шою оупареюлввмх подхедст 
( с м / 3 - 8 / i умааявм там о о ш п ) . В ш к о 1 ш n o t форм» 
•соолмуатоя фопашпк д и И ц и и ш н и и ! геометрам ж супарпроотрав-
отм { ( х т , вЛ B ^ j * ' . Их аоходаа* групва очмь ажрока - »то об-
щ ю о р д ш и ш м хздшш • иуиерироограиопа жмота о локально! ptnep-
iiol группой Дорежла. Оеаожвяв объекты - оудертетради ж святости 
- суть ожшпом сложим» oympnon. Оки оодармат сшпш 3,5/2 ж ишь 
п а другие. Эти мвлгочжоламвые лаажше о т е м и свободы нскявчаот-
ся ••путем наложена* определенна условий на суперкрученн* а силь-
яого закрепления калибровки. Вое ато показывает, что обсуждаемые 
подходи построена на основе, гораздо бохее вирою!, чем нужно. 
Наиболее адекватная формулировка супергравитацви должна бить как 
суперковариантво! ( т . е . выраженной в теришах суперпалей), так к 
минимальной ( т . е . связанно! с манаиальннмж суперполями ж группой). 

Отправляясь от этжх основннх требований, в 1976 г о д г 2 ' ( н а 
предыдущей конференции в Алуште) «в предложжжж наиболее экономный 
подход, основанный на аксиальном суперполе # (х> &• &) , генериру­
емом супертоком. Используя эту идею, мм впервые нанлж замкнутую 
алгебру преобразований вирвльного скалярного суперполя. В 1978 
г о д у 9 ' мы поняли, что имели дело просто с ооиекоордннатннми преоб­
разованиями в двух оопрякенвхх кииальннх стоешространотвах. мы 
отождествили гравитационное суперполе Jf* f ТЯП?! частью 
комплексно! тюстранственно-вреивнной копрщщ^- считая ее функ-
цже! остальных координат. Так била найдена чрезвычайно простая и 
ясная картина группы супергравитацви. 

В настоящее время мы зназм,как выразить все фундаментальные 
объекты (супертетради, связности) в терминах одного аксиального 
суперполя ~И-Ш . Таким образом, мы в состоянии записать ковариакт-
ные производные и инвариантные действия. Настоящий доклад посвя­
щен краткому изложению этих результатов. 

Мы хотели бы отметить интересную работу Знгеля и Гэйтса 
( с и / 1 0 ' и ссылки в ней). Они предложили формулировку супергравита­
ции с векторным и спинорным суперполями (последнее, по-видимому, 
несущественно). Хотя их подход менее геометричен, имеются сходст­
ва с нашим и окончательные результаты эквивалентны. 

х '3десь мы используем в основном обозначения рабом/ ' . 
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Ото» м и т , « о т ш ни шоои—тм воявшись г * , 
но ми каштан, что тори мдооцамик в вммнм. 

1 . Ининой д м врпиш о а м н м » тгамтишп—I оупермультн-
амт (2,3/2) и м м п м м оумраомн Х*(х,»,9} . Во-первых, 
•то провтняшм оумроом, оояерваиее о ш 2 . Вторая причина Со­
м е JHHBHMIIHIHIIBH . Хоров» н м о т к о , что ц ж м и ц » Эйнштейна 
ио—о ввмриретврова» как тоорт оаматркчвого тензорного по­
ди, генерируемого теморои змргви-вмаульоа. В I J H I J I H — n i p i 
тензор iwjiiai — j i b o a вмеоте с ветеранским током супергиммят 
р о оовпдвяявгоя в аковаяькое суверпове, названное супейоком 1'. 
По аналогии с эвинтейвовским случаем им постулировав ' 2 ' , что 
сдоргрввнтяцвя есть теорк аксиального суперполя, генеркруемого 
супертоком. ш 

Следуя это! идее, ш внвелк уравнение движения для ~Х в 
вхзшем порядке по конставте свявк X, откуда бшю получено ка­
либровочное преобразование % * в вязнем порядке (аддитивное). 
Далее, изучая линеаризованное взаимодействие ТС*'с материальными 
киральншах суперполямя 9" , Ф* через их суперток, ш ваяли 
законы преобразования для "У я <JD*. Несмотря на то, что они 
бнли выведены в вязнем порядке, оказалось, что алгебра этих преоб­
разований замкнулась без поправок высшего порядка/ 2'. 

2 . Чтобы понять этот замечательны! факт, напомним, что кя-
ральные суперполя описываются наиболее естественно в левых я 
правых киральинх базисах' 1 3 ' в суперпространстве: 

ПБ:^=сР*Сх',ё); х~* = хш- £ 6г~ в. 
U) 

Очевидно, новые переменные Эс , X комплексные. Обобщая, мы вы­
ведем два 
и правое {(X'""t Ьг)]. Здесь -X "_ и х. — - две комплексно-соп-

ва "кнралышх" суперпространства: левое [(XWL, 6^*)\ 
{(Х7** B*)f. Здесь ХщС и л:***- две комплексно-соп. 

"Концепция супертока была предложена Феррарой и Зумяно' 1 1' . Мы 
нашли алгоритм нетеровского типа для вывода сутгертока, чем 
доказали его существование в общем случае ' К / . 
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проотраиотммю - врмшааи /коор*имм. В таю! эавжож 
прмбрамиаи J D M M H C оумржоаей *** оооиетотжувт сдвигам 
•х •рниияо» **Л 

m o t оушржроотрмотю npuot сумржроогрмютво 

S в'4 = Яг (**L, О , SS' = Ĵ Y-*'"', 0 *), ( 2 ) 

где f(A в) ш У(Х\ $)жп оопроеиш. Л*" ж V 
суп икЗиниииимапии* векторжме ж спжворнве кжралыок супер&нж-
цжж, огражжченяме усложжжми 

^ 1 ^ - 9|^;/V-lf=0; ̂ Я'У-Л 0. (з) 

Ясно, что преобразования (2) образуют группы обжах преобразова­
на! координат в левом ж правом суперпространствах. Ограничения 
(3) означает, что групповые объемы сохраняются, т.е. березж-
нжаш (суиердетерминанти)'1*' преобразований (2) равна еджнжце. 
Это жмеет место в случае супергравжтапжк Эйнштейна, которую мы 
рассматриваем здесь. Группы (2) без условия сохранения объема 
(3) соответствуют супергравжтацжж Beta ' 1 5 Л 

3. Итак, группа супергравжтацжж есть прямое произведение 
двух обцехоорджнатннх групп в двух сопрякенннх кжрахьннх супер­
пространствах. Однако нам необходима вещественная пространствен­
но - временная координата х"*ш вещественные суперпохя, а не 
только кжральяне. Для этой пели сделаем замену переменных 

**1(а?**яГ*), 11**2;(**"-*"*), е^ея ©Л ёА (4) 
Преобразования новых переменных получаются непосредственно жз 
(2) ж образуют ту же самую группу. Теперь можно отождествить ве­
щественную часть X * 1 с вещественно! пространственно-временной 
координатой ж определять новое, вещественное суперпространство 
{(х**, 9 r, St) i (подпространство комплексного {№M

lx-~* в1*, §*)}. 
Но что делать с оставшейся переменной, манной частью Jf*1? ин 
не нуждаемся в еще одной независимой физической координате, по­
этому будем считать ~Ц** функцией других переменных 

151 



*r=3r<**ev,ff*J. (5) 
Это oaxaran, что белым ш и п и м суварорострамопо сведем 
х мехнаму •аваотмхюшу дугам аадааж в хаи провавольхок оухар-
поварквостх. Теперь вреобрааовакж (2) хоххо пареввов» в авва 

&r = 0>V ЯТ*"* ОСМЪ), Bv]) «.6) 
S* = ff^ i-^Cx^-LH^fce.ei, Ъ*] i (б.в) 
#"7*', e; 59 - TTfx, е,ё) - | ^Г**-»' ttV*,e,ft), e"J 

+i J*/*"- i **(*, в, ё). 9 *J. (б.г) 
Геометрическая картава вполне ясна: когда точка суперповерхнос-
тх сдвигаются по групповому закону (2), сама суперпозерхность 
деформируется т а К | чтоон вовне точки лежали на ново! суперпо­
верхности. Групповой характер преобразований, несомненно, сохраня-
ся. Этот пркем позволяет вам превратить одну хз координат комплек­
сного суперпространства в суперполе в вещественном суперпростран­
стве. Как ми убедимся в дальнейшем, это суперполе определяет гео­
метрах в вещественном суперпространстве. 

Теперь ясно, как определить вещественные (общие) скалярные 
суперполя. Это объект, преобразующиеся по закону 

ф,(х,.е'.ё')='Р(Х'0,8). ( 7> 
Далее, игральные суперполя ( I ) , которые зависят от X , в или 
от Xя , ф в тральных суперпространствах, выделяются следую­
щим образом -, 
cpL(x, 0, §) = Ф(х~+( и~(х,в,ё), в^) , 
ср* Сх,В, в) z ф (Х~- i 1Г(х,9,§), В> ) . ( 8 ) 

Суперполя с внешними индексами будут определены в третьем разделе. 
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4. Чтоби умаяовиь (ямчасакж опия вреобрааоваяа! (6), сле­
дует жияовмть, м и ояш реажжяуясоя м аолстит яоаякяиштах сувар-
о о и # * . Т о ш о мое» тааого рмошгрмои иошю утверждать, 
что гружпа (6) иоитватотжуа' o y w p t p u m q n . Это м ш и , м пре-
ямужеотвеяяо техмвческжя воврос. Ми и будем пржводжть адеоь ка-
к п - о б о дегале!. О т м ш только, что для уотрииии жетсхкаомкаль-
жостж имя», (6) mnrtrn—n ш р и т ш я т халвбротку' так, 
чтоон и о к ш о вервях мсвжшчвт Цщ обрестисьЛЯ*ь> Случая 
кошфорию! оужврграмтаижя у » бмл раооиотрен ж**, a аавжмж-
жожскяя случае будет ояжоая • жосяедуажая жублжкапяи. Подчеркнем, 
что ожожчательиш праобрааоаашж жомоояеят ~Н после аакреплеажя 
калябровкя я посла годходякего мреопределвим поле! ж параметров 
совпадает с цреоораяоваввямя, угадайками т/1*. Ойи сводятся к 
ооаукоорджнаташ, ложаиночюреяцемас ж локально-супергямгтрячныи 
преобрааовавжям. 

I . Сгаертетоам. сжяввостя ж жшмммгпюв жежствже 

В атом раадехе мн выродим вое §ундаментальнне геометрические 
объекта в теравшах гравитационного суперооля ~И . Сначала будут 
построены сшгаорнне ковараантжме производные скалярных суперполе!, 
Потом ми определяй суперооля с внеянжш лоренцеввми жндексамя я 
ях спяноряне ковариантнве прожвводнне (тем самим вводятся связнос-
тж). Векторная ховарвантная прожзводная будет задана антякомцута-
тором двух спянорных. Из этях коваржантннх проиводных будут <яз-
вхеченн выражения для супертетрад. Затем ш введем очень полезные 
понятжя левнх ж правше оупертетрад. С жх помощью будет закончен 
вывод выражения для супертетрад. Наконец, ми праведен правила для 
построения инвариантного действия. 

I . Начнем со сшнорных прояэводннх. 
Введем левы! базже в фмзжческое суперпространство. Это означает, 
что переменные *** , В** , Ъ^ заменяются на x^sX^+i'K™, 6^, в1*. 
Теперь рассмотрю! суперполе У{х\в,§) и его прожзводнувЩ)&</>. 
Пря ннфинитезимальных преобразованиях (6) , (7) ямеем 

& V V*", в1, в1) =<& *(*\в, 9) --
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Огама шжжяо. что а м ipowioiaa щраобраауатоа ощвджао.. 
Вонраамоь в м и ц и И баааю(эс, В* , Ъ*), волучам 

\ч =%q>-i%x~(i+iH)VW*-fy ф- «о) 
Звюь вомпаоввш обоввапнвм 

Траменн (6а)-(6а) приводят к ( в « м м бааиое) 

**• От • %i обоаначввт промводане пражьнои суперфунк-
ц п по ее иральним аргументам X , {?>* . В симметричном ба­
зисе (II) принимает вжд 

так, что новые производные &* i (10) преобразуются согласно 

(К) 

Авалогкчно можно определить производную 

L ^ ^ ^ + i^-H^d-i^)'^^^ аз) 
с законом преобразования 

В (&r

 <f) = -6r Х*Ау Ф. ___ (14) 
Новые производные^ А/ч ж Ayi обобщают плоскосулер-

свмиетржчные ^ м , ̂ .' . В этом можно убедиться, полагая 
& " = б в ^ б в (10), (13). Более того, можно показать, что плос­
кие условия киральностж Ъ« Ф*~ О , Щ}°<?> - О заменяются непос-
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мжепмю м Д/*Ф =Offy Ф=0. Bot are укашивает на то.что Lju 
Eji анис иршмм a w w i к т а в и а м ш жршпотш в искрив-

лмвои оумрироотр—от. Последим т ц ш ц » кугем введении м -
погорше факторов F , Р *h 

Г (15) 
дка того, чтобн o n преобразовались по локальжо-лореяцежу закону 

S(V<f>) = i f i a * f O i « ) / ^ <Р. (I6.a) 
Ь(«5 40 = i Л а в f &•)*,» 7> *Р, (1б.в) 
£ а | = i (Ь <га*Л + Ъ <г а * Л" ) - (ю.в) 

Дш a n t цели факторе F и F в (15) должны «меть законн преоб­
разования 

JF = - K ^ ) F , ЕР = -|ГДЮР. ( 1 7 ) 

Ихявнн! внд будее нажжен позднее (см. (29)). 
2. Преобразовавжя (16) подсказывают закон преобразовавжя 

для суперною! с проиэвольннни спинорннми, векторшшк, тензоринж 
ж т.д.) внешний жндехсаш I 

Ъ ср,- =Sf*(Ui)i * % в Ц * 4>j , <ю) 

где LA{ - соответствуши! генератор Лоренца. Это определение 
обобщает плоское (J2 в (16.в) в плоском пределе сводится 
жменно к глобальном/ лоренцеву параметру). Уравненке (IB) показы­
вает, что в нашем подходе нет незавкежннх локально-лоренцевнх 
преобразованжй реперннх (внешвжх) жвдексов суперполе!; онк инду­
цируются координаткнми преобразованвяш (6) суперпространства. В 

Х'В нашем подходе довольно трудно отличить мжрово! (/<•) от дорен-
цева (*) индекса, поскольку компонента /^супертетрадн будет 
пропорциональна 5* ^ • 
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19) 

мои мкшиаатои ото ш* хмашаушшшЛ 

таом раапауамя жахшмйао в отжарироотрааотм {(х~*, Ьг, * / • J \ t 

тогда м с рми1»иш > ' 3 - 8 / «мет» м счет лршачешк рмеримх 
отсмм! свобода. Эта оитуаци шмммтмт обжу» таорш отвооиталь-
•ости. Таи овшюшвыяпуагок либо •мшишо ж проотриютм-
врммши ^х**)} / I V , a d o лхмик, ко с примечанием дооолни-
тммой локальной груши Лоражца. 

3. Гида—! наг состоит в определено коварнаитинхспинор-
икх промаводншс сумрооля °Pi : 

5*4"»^% ЯР. * - ^ * £ * ^ " , 

От преобразуются правильно, если связности £*& , ^ i преобра­
зуются по закону 

я сопряженному ж нему» Эти объекта также будут внраженн через 
# ш ( с м . (31)). 

В плоско! суперсимметрки векторная прокзводная задается ан-
тжкомнутатором сшшорннх. ми перенесем зто на неплоский случай 
ж определю! векторную ковархантную производную : 

яь = Ь &)*"{**,$*}• т 

В плоском пределе 0 ) а =Ъ/0)х'1 . 
4. мы уже готовы ввести супертетради как коэффициенты в 

разложевхи коваряавтннх производных скалярного суперполя по 
обычным производным: 

G>ACP=£A"'*MCP- (22) 
Явный вид ЕлМ получается из (10), (13), (15), (19),(21): 
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EJT *FSS; ES=0i £"-- *" * **; <гз.«) 
E/*0; F / = -^ #*; ^*"* "'" ̂  *"*; (23.e) 

f/« H-(*vtF*&t'F&**'J¥'; (23-B) 

B£ *$[-(**)*?+&£*№**]$ ; ( 2 3 - Г > 

Прж внводе (23) использованы тождества 

i ^ y A / i j f = - t /> l / «,^s7^* '3L. , (24.a) 

Оупертетрадн £ » преобразуются по закону 
^/С--иЬ^-Е/\Л^)ЪЕ/=1/Е^Е/иА> 

SS?*U*E?+Efbiir+*~). ( 2 5 ) 

5. Исходвая структура нашей группы к суперпространства 
существенно кщрахьва. Эта сдельность проявхяется еще раз в 
суцествоваяа левых ж правых супертетрад. Этж новые объекты 
ft*YA = J ,*,'0 l/4 = <4/>) • *Г (* = (*,*),* = (**,&) 

преобразуются следуарш образом ; 

(26) с 7 « . / в _/Ч, 7 ^ л « г / Ч 

D н /и 
Явные выражения для f/i , с А имеют вид 
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Г-*-Г*. тт-1С~. т^-Р". 
" -**> '* = 2 £ * > ̂  Ь > (27.<J) 

4 =A<S.u7f t Г„ =АЪЛ# . (27.в) 

6._С помощью с^ 1 ( д ш уже ножей внразкть величины 
F , F , « 4 , ufi в терминах #*" . 

Рассмотрю! березжнжанн / » к Т^ 

Они являются скаляраиж относительно преобразовании (26). 
Действительно, 

в силу условвя Эивитежна (3 ) . Поэтому! не теряя общности, 
можно положить 

Отсюда получаем 

F=1i*4z?VHli(i;)i F-2kt*(tr).2d-*(£r). (29) 

Теперь найден явные выражения д м связности и>« *^ > 
и>я а * (19). Нетрудно проверить, что следующие величины 
преобразуются по закону (20) ; 
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*/**« = i(ъz.M. 1м'е -Ъ?Л г**), 
*i*i-№CU-%ti.U). ( 3 0 ) 

(В частности, преобразования по мировому вндвксу М дают 

поскольку Л м киральна). Подставляя выражения (27) дня t e , 
j e

M к д м IX обратим в (30) , получаем алгебраические уравне­
ния для сил и и>л . их реявши m e m ввд 

w, 

•Зиг -1 № £ L ~ I &U)-№№ «• (">> ( я ) 

где i -L^i : £.«-**« 
7. Наконец, сформулируем правила для построения инвариант­

ного действия. Рассмотрим в плоском суперпространстве лагранжиан 
Pt , зависящий от набора суперполе! и вх производных. Заме­

няя плоские производил коваркантными (19), (21), можно получить 
скаляр относительно группы супергравитащп. Далее, в качестве ска­
лярной плотности ( аналога \ h % в ОТО) можно применить обрат­
ный березкниан супертетрад (23). Действительно, 

-Е/Е/Ы'-Е^Е/Ъ,,**] --
--E-J[-t\(Г+Г) + %*г+ Ъл*] . 
Тогда действие 

S ,x^JWxJ"e.E'1z (за) 
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•нмрмктмо. ДаШлви х м чжстож оупергравжтациж просто совпа­
дает о "объемом" в оушрпроотражотве 

Si^x-ijd\We.£:'1. (зз) 
Этот B u n d факт бил нервна аамачев Вессом н Зумик/*'.Однако 
атжи авторам прахожжхооь варьировать дв!ствже при дополнительных 
ограниченжжх. В мамам случае непосредственное варьирование по ~Н 
дает уравнения движения". 

Явное внраженже для Е получается о (23) , (29) : 

Е - z- * ш *аг). м *&?)• ш~*«+ *а) • (34) 

Заляжем (33) в левом базисе ( следуя р а б о т е ' 1 0 ' ) : 

,xyjLWV№i(fH'nE~irf,x-*Jd',xtU'e.Fi = 

Ны видим, что действие для суперхравжтапжж может быть аапжоано ж 
в киральнож форме. Отметжм, что существование э т и дал форм 
дежствжя ж соответствие между нвмж были открыты в компонентном 
подходе ' 1 7 ' . 

ДГ. Заключение 

В настоящем дохладе мы показали, что простежиая теоржя супер-
грвдаации есть теоржя аксиального оуперполя, генерируемого оу-
пертоком. Благодаря замечательно! киральнож структуре грушш оу-
пергравнтации мн сумелж внразвхь вое интересующие нас величины 
в терминах ~Н . Введение левых и правых супертетрад оказалось 
адекватным ж конструктивным шагом. 

Х ' В низшем приближении уравнения движения, следующие из (33) , сов­
падают с предложенными нами в ' 2 ' . Более того, рассматривая взаи­
модействие супергравитацвж с материей (32) в этом же приближении, 
можно восстановить общую формулу для супертока, выведенную в ^ 1 2 ' 
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Hi мямиоа, что прадпгмш! форматом существенно уп-
роотжт а ш п шремршртиюогж в супвргривмцп. 

Авторы принатсхнш Е.А. Иванову • I . Нвэввчвску аа полез­
ные обсуждения. 
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квшошж эижш в чпшх дох 
•рож» В.П. 

•плескай институт им. П.Н.Лебедев* АН СССР, Пески. 

I. Чарам дари: определение ж мкотори ожоистаа 
Черная дара - »то область асимптотически плоского простран-

ства-времешц откуда, никакой ц р м и ш и сигнал м жжет внйтж к 
отдаленному жаб издателю, расположенному в асимптотически плоской 
частя пространства. 

Это определение будет стропи, если определить, что такое 
асимптотически плоское пространство, i описать более точао класс 
наблюдателей, о которых жжет речь. Представит» об асимптотичео-
кк плоском пространстве соответствует физическая ситуация, когда 
тело или тела, соекаваце гравитационное поле.сосредоточены в ог­
раниченной части пространства, вдали от которой кривизна, убивая, 
стремится к нулю, а пространство становится почти плоским. В ин­
вариантно! форме соответствующее определение асимптотически плос­
кого пространства было дано Пенроузом '*^ . В асимптотически 
плоской области, точно так же как в плоском пространстве, можно 
выделить класс наблюдателей, движущихся по инерции / т.е. поко­
ящихся яхи совервавцих равномерное ж прямолинейное движение /. 
Именно об этом классе наблюдателей идет речь в определении чер­
вой дыры. 

Область, недоступная для наблюдений, если только она сущест­
вует, оказывается одной и той же для любого наблюдателя жз зтого 
класса,и поэтому все эти наблюдатели согласятся между собой в 
том, какую часть пространства-времени следует назвать черной ды­
рой. Строгое определение черной днры било дано Хокингом /2,3/ # 

Черная дыра возникает, если тело с массой М сожмется до 
разиера,иекьиего K J = 2 & M /с* / гравитационного радиуса/. Процесс 
образования черной дыры схематически изображён на рисунке I. 
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«мигЯАЯРМсть 
• • « • • M M f I f Ml» KM)*» 

.«««•«re 

•ш*м>нч«м та*» 
ftlC.I 

Трехмерная поверхность, разделяемая области видвмого а жав 
го хая вяеаашго •вбввдвтавя. получала вааваае горжэоята собы­
тий. Эта поверхность являете* световой. 

Расположение лоиальвэт оватоввх ховусов, иэображежижх ва 
рис.1, позволяет получать представлевхе о расяростражеввх лу­
чей света ж частвп в граавтацвожвом поле червой яжрн. Харахтар-
мой оообенвоотьв является то, что щ ш прмблвженхи к поверхности 
чаркой дыры локальна» световжа ковуса все евльвее наклонятся в 
сторону тяготеющего тела. На поверхностж горяаоята «тот наклон 
столь велхк, что ждущие наружу лучж света ухе не могут удалять­
ся от тяготеющего тела в распространяются вдоль горвэонта собн-
тхй. 

О тон насколько сально возрастает граввташгонкое поле пря 
приближения к черной дыре можно также судить по следующему фак­
ту. Пусть тело массы т покоится в точке г вне черной дврн. 
Тогда энергия этого тела равна 

£=mVV. = "(!-&) V\ 
При г-» Rg гравитационный дефект масс становится равным массе 
тела н полная энергия £ обращается в ноль. Иначе говоря, ес­
ли отбирать энергию от тела при его падении на черную дыру, то 
соответствующий коэффициент полезного действия превращения пол-
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ммрпв /мщримвр» жм одыюм— 
• : 

ОскмМ ирмитр,»»цие|иуш»|| <и|*ув лиру, - I N N mc-
м . ясли мр—п. маооу в грианлг. «о пи—тиипм! радиус R j 
есть 

R, . 2£М - i ,6 . l<r*o«(Mt) . • с* 
В зависимости от мясом удобно классифицировать черни дцрн слв-

обрааом: 

7йиякоиг

 т*^° и ч » 
Зиянии Маг г ввит Сверх-

ивссивине 

К Г 5 г I f l r * p - I0* 5 г -• в л о 3 ^ -
БЛО36* 

• БЛО 3^ - 1 0 й г 

Максиииль- Возмоиим только как 
во мае- первгави 
дне "ме-

Результат 
коллапса. 
звезд 

Ядра, звезд- Ядра 
них скоп- актвввшс 
левлй? галактвк 

в кваза­
ров? 

Червя дыры о массой,меньшей ICT 5 r f нельзя рассматривать в ран­
ках классической теорвж. Эленентарине черние дыры /хлв "максн-
монн"/ будут раоонотревн более подробно а посдеднен разделе. 06-
щям свойством, характерным для нала черных днр,является то, что 
окж, по-вядвному, яе могут образовываться в настоящее время я 
могут существовать только как первичные /то есть возникни на 
ранних этапах эволюция Вселенной/. 

2. Эффект Хокянга 
Эффект Хокинга - это эффект неустойчивости вакуума в грави­

тационном поле черной дцрн. В результате - черная дыра излучает 
как нагретое тело с температурой 

165 



Этот результат оси тмуыт Хояавтои /*§S/ | 

В ион рвоомотреивж в^ияволвгалось, что 
в в налои н а й м а ваарааиааааи Boa ато м ток, то ранам облас-
та яроотрвмотвв̂ ввввмвж, в котором оовлиое оавкиаша варастаат 
бить травина—, мяв» било бм охаркторпова» ввкоторо! поо-
тоявкон рвямерроотк длани С. /ImBMaaiaiiBiil длиной/. В атом 
случае и амало бм оиипвв рвсюиатрвввть черви» харв рапира иевъ-

•оса черной лврн бвла бм огравачааа сххау 

Мт=10"г(**/м-"<») 
Рассмотревяе Хопага дав черных жар с массой Ц~М$) требу-
вт яаиеяеияя,я чарми дврв о массо! М^^ могла бм оказаться 
устойчввнш. 

другое воамокмое вэмвяеняе, свяаавхое с фуядамевтелмой жлж-
во1, состоат в том, что сумоствоваях* фуцнмев miaul ДЖШШ £» 
хелает.по-жвдамому, невозможным обрааоааяяе пержлхнх черти дар 
с массой \\ , мвяьией аелкчявн р ( ^ ' 7 ' t 

Важшм является то обстоятельство, что для получеккя резуль­
тата об взлучеко червой дары ве жужво желать нлкахлх предполоке-
вай об опрвделеяи я свойствах вакуума в областв свлыюго гравк-
тапновного поля. Это связано о тем, что в рассматриваемой задаче 
можно задать мя-векуумвое состоите в момвят временя в цронлом, 
когда холдагонрукиее тело хмело больной размер к его гравнтаця-
онннм полем мокко прекебречь. Если нас, например, лнтчреоует ве-
лячнва потока внергнл-жмпульса от черной дари на бесконечностя, 
то ми долккн анчяолять матрачнвй мемев? вяда 
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™ Т 4 1у , ) tf) - /рвгужрповашкс/ оаератор тааэора мири­
мое*. . 

I 

U M S M №ii»> ««paw* onr«yA«H. ft(, 2 

Поскольку точка р находится а асимптотической облаем, то мок­
ко использовать стандартиую схему регуляризации оператора тензо­
ра анергии-импульса в плоском пространстве. Это праводкт к тому, 
что выражение в право! часта формулы д ш T^, v Cp> хорошо оп­
ределено. Вычисления дают для потока энергвв 

где 

1J r - i для ферма - частац. Коэффициент В ^ ( w ) - вероят­
ность погловени черно! днро! волна с квантовыми чкелама ы-> , 

I . 
3. Почему черная дыра рождает частицы? 
В квантовой теории, если только данный процесс не запрещен 

какими-либо законами сохранения, то с некоторой вероятностью он 
может произойти. 

Рассмотрим два различных состояния, схематично изображен­
ных на рис.Э. 
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MMIAft AM»A 

НМАМИМ «•«•#** . K W H M I ctrmmtt 

Парам / a / - и о оостошпм черной дыры бе» частиц, второе / б / -
•то о о с т о п м , хотя» м и м пара. - яиц. прячем одаа на инк на­
ходится внутри, а другая - в м черное дыры. ЕМутри черной днрв 
вммтгя оостсянм о отрицательной енергин, к мн предположи!, что 

6 4 < О . Топа нова» ш о р а » оостопм частном м а черной ды­
ры с £ t = - £t > 0 , п к что осиная анергяя снегами в мрвон н 
втором случае одаваковн. Закон оохрамкм в в е р ш / я оотажыша 
аакош сохранения/ м аавреяант процесса образования таков парк. 
Конкретная расчет позволяет определить вероятность атого процес­
са. 

иногда при обсуждено проблемы рохдеяня частиц в гревитаци-
ояном пода приводится илацвяее расоуиденм. В еоохватохани с 
принципом мсаввкиятяостя путам перехода в свободно imaanjn 
систему отсчета можно обрати» иапряиенность гравитациоииого по­
ля в ноль,и поетому рождение частиц мвоамовно. Это рассуждение 
неверно, поскольку процесс рождения в статическом пола иеяока-
лан.Образование пари возможно только в случае,когда частном охд«-
ленн друг ох друга просхраисхаеиио-подобиын расстоянием.Иэоавихься 
же от гравитационного поля ие локально, а глобально,как извест­
но, невозможно. 

4. Где рождаются частицы? 
При описании рождения частиц черной дырой естественно воз­

никает вопрос о том,с какой степенью точности можно локализовать 
место рождения частицы. Поскольку длина волны рожденного кванта 
порядка гравитационного радиуса,мн не имеем возможности с боль­
шой точностью локализовать место рождения частицы в пространстве. 
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Лмлогячамм обрввом вшшипвап хокавваоватъ иомамт роаоимам 
части о juwnl вожак А - ft| ao в а ш и С точмости,6отв1 
чаи * i * f t | / c • Опако, так как арам п а п чарах* ямра о мвв-
соа более та»пашгпа аяачхтехьао врааоохоят ату •аоирааман 
вооть,хнеет оиам юароо о той, какам обрами "расхрахехеяо" ю 
вранам р оценив частвп. Воаиошш жва адтармтиама точка ара­
ках, ооЧцвдавввепа: в литературе. Согласно Нарвой ва аах /В-ИУ 
аоа часта» рсашаиоя в момент вереоечекмх коллеасирувави талон 
горяаокта ообитии /pxc.te/, а актам валучавтся о различно! за­
держкой во врамеав, что приводит к сталвпварвяму тепловому пото­
ку чаетш вв. бесконечности. 

Другая возможность, схематпескх изображенная ва ржс.Ч/о7,состо-
хт в том, что частицы рождаются равномерно во временя вдоль по­
верхности горизонта / У . 

Заметим, что аналогичные хм возможности возникают при об­
суждении вопроса о рождении заряженных частил электрическим по­
лем конденсатора. Для того, чтобы выяснить,рождаются лх все час­
тицы во время включения (Г«) х выключения ( т я ) конденсатора, 
когда поле переменно лмх имеет место также равномерное рождение 
частиц в течение всего времени Т < когда поле постоянно, не­
обходимо найти зависимость числа рожденных частил jV от Т . 
Оказывается, что при больших Т имеет место поведение 
/V-TVi + у , и Vj не зависит от характера изменения поля на 
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••——--. — • — B a a ^ a a i B B J H I «BL ль* чвввьяе. ввакааямманлкаЯьяь авлвло. шхьльмвмаввв» ia> 

внторвшвп вреввшн т* • т^ » «то вввавввншт, что частвжвт • 
NOUMoamtw мяпавтоя равномерно w ••«•••>» аянлмнчвхш pao-
сеютреамЛ" укае»ямат м то» <по в чорион дура чнотиш ровав-
атоя равномерно нежь горваонта* Раж авоматоа в волыу етоа 
точка арамк спдааавтпв таваа а работа №1 , 

ммм черной вмрн* хсяввмуж вронодуву ресфавфиваннн, увветол 

вульоа. Провииаавш авалях, ооверваввжя, вавраекр, в работах 
/ 1 > Е / | , уяавнвяет ва то, что ппотитгтвунви! товаор аяергвв-

вмвульсв, вкчаювавввй в локально вадвмвев сястоме оточат*, оста­
ется хомчвш ва горваоата сооивй. Поетому » настоящее врмат 
есть все освоваивя счхтать, что вравяхьиа точка ареввя хоккхг* 
х часта» ровдввтоя ва волках аоварквостх коддаясхруаяахо тех», 
а в статическом гравятацвоввом воле вдоль вовархвоотк горхаонта. 

5. Почему хмучеаяе черно! дари тевховое? 

feum пренебречь еффекташ раосаявхя рождояшд чаотш ва 
отатвчеохон травнтапвоввом воле, то не только спектр, но х все 
корреляционные Функция валучеихя от черхок хври будут совпадать 
с соответствувххш функциях червотеяыого хадучеяхя.Ветествехко 
воевхкавт илцдувввв' два вопроса: 

а/ Каким обрами аояквкаат пмеяаииое ооотоявхе, опхснваеное 
матрицей плотвостх.ха пераовачальвого чхотого соотоявм |0,in> ? 

б/ Почему ата магряца плотаостх окаашается тепловой? 

а/ Ставдартвах задача о рождена чаотш во внеавем поле 
состоат в нахохдешш S- матрхш, свяаывекеия «к- х аут- состо-

Здесь gi»,,«i н g «и*, w ^ операторы увхчтохевхя хн- х аут- час-
тхц. Элементарные процеоох рохдеккя, поглощения пари к раеоехвхя 
частжцн во внешнем поде, а также обозначения ждя соответствувнхх 
ампхвтуд приведены на рхоукке. Обцее гирахекие для £ - матраца 
черва амплхтудн элементарное процеооов хмеет ххд 
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Змоь £ , » <Oi«*i I D ; tn > ж ююхмдееа CUMXJMM обоэ-

) (ЛЛЛЛЛ/ JPVWNMW * W N * 7 < 

Хеы' А ^ ' М </<*' 

1*с.5 

Наряжу с это! "стандартно!" задаче! возможна также отличная пос­
тановка проблемн. Разделим по какому-либо прюнаку аут-состояния 
чаоткц на два класса: 

"видимне" "невидимые" 
О • 

Состояния нумеруют жндексн *.р.~ r>r,... 
Операторн рождення н уничтожения 

Матрицу V амплитуд рождения пары можно записать в виде 
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га* 1J» + 1 / T « - i / жж бом/Ф1!м/-шотш. Поотшкям 
•аначя, о Koropoi шит речь, ооеюп а определения средних нпк 
чеяя* от операторе», щжннкн топко от ооотояпй "т—гг'Чт 

Для ооотищ nj—n средах мокко пожучить следуаем* вврамнм 

Здесь след берется ко пространству состояний "вндимкх" частиц. 
для wot матршш плоткезти мокко получить явно* выражение№t\, 
В случае, если l ¥ i u i > * | • ; »*n > t для J i* ,p y • " « " 

где 

L = W P W » - I , *» 

( ) ' - транспонкрованке, ( ) - комплексное к ( ) - ермятово 
сопряжения. 

В случае черной дыры разделение на "видимые" я "невидимне" 
состойия производятся естественным образом. "Видимые" частицы -
его частицы, вылетающие на бесконечность, "невидимые" - частицы 
внутри черной дыры. Нетрудно убедиться, что матрица плотности 
J>Y н е зависит от выбора вакуума "невидимых" частиц. 

Резюмируя, можно сг.езать, что причина появления матрицы 
плотности та же самая, что и в квантовой механике, когда от рас­
смотрения системы переходят к рассмотрению подсистемы. 

б/ В простейшем случае, когда рождение "видимой" частицы 
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оопромомкя р е ш и т "мипим" • \1*Ъ*0 . анрммм 
для ввгрвш шютяоетв j># yipoauTOflt 

Чтоби ю к » , почему хая кмучешн червой жнрн матраца пктаооп 
^ » является теаловов, полееяо сравнять n o t случая со случаем 

рождеяяя варяжаяшх частщ в мнпрпеоком пом. 
иредположвм, что детектор, регжетрвруввиж рождаем» в кон-

девсаторе о постоя—IM алехтрячасхям полем Е частит, размечен 
справа, от воядаясахора /см.ржс.6/. Б этом случае "видвмннв" 
будут состояяяя положвтельно аяпявмпппс частиц, а "нев 
состояли отрицательно ааряжмптх частяц. Ооответствущая матра­
ца пдотяоетя t>, вмеет ввд ' ^ 

»— 
» 

«н» •>— 
е- - •— 

9-
»— 

: — • — 
•— 

Аятм*«к 

J<»HAa«CAT»f e п»ми 
* , М«ЧАА»*М«М п*»ы 

Здесь р х -
Когда х -л> 4 

Расе 

поперечная к подс£ компонента иипульса. 

В случае, когда черная дыра рождает частицы, можно выбрать 
вакуум "неввдимых" частиц таким образом, что также выполняется ус­
ловие U = 1 - 0 . При этом для W можно получить выражение 
/5,18/ 

% Г = 6 "P(-^-)S'(6*g*)S < €' **» . ' , 
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где эе - помрхаоотам грштмшя червой дыры / д м нежрме-
мийм черной дыры х * * * / 4 С " / . £ # £ . w 
t £',6\ -тЧ - вперли, орбитальное • аажмутамтое кван­
товые числа "ваджмой" / "немцвюй" / чаотюш. Дп матриш пяот-
*.. етт 

где Н , - свободный гамильтониан частиц на асимптотической 
бесконечности к 9 •= v/jar x *eVjir<r.M ~ температуре червой дв-
Р Н * ^_ о 1 Е И ^ в «»•«) 

Существенное отличие />• от J>0 состоит в 
том, что вместо энергии 2 р в формуле для | P , t r , ° стой 
величина, пропорциональная квадрату /поперечной/ энергжж. При-
чжна этого з следувыем. Из-за соотношения веопределенвостж име­
ется /экспоненциально махая/ вероятность "найти" два виртуаль-
ннх кванта энергжж £ на расстояши € > *c/g друг от друга. 
В том случае, когда работа сил внешнего поля на расстоянии £ 
равна 2 6 эти виртуальные частицы могут стать реальными и 
вероятность рождения частиц во внешнем статическом поле можно 
оценить следующим образом: 

где oL - коэффициент порядка I. Если Г - напряженность 
поля, a Q - константа взаимодействия частиц с полем, то 
£{-2£-<jCC и значение £ , при котором частицы ста­
новятся реальными, есть 

I*- * 6/,Г 
Сравнение формул, приведенных выше, показывает, что матри­

ца плотности рожденных частиц может иметь тепловой вид только в 
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Эииктмптоа OnfflnOOXOt ГрМЯТавУ» 

Й2Г ] 

fopm M E 
g«mc4i-^)-V* 

- "напряженность" гра-ввтадвоввого поля 
Величина I , 2 с 

/на эахасвт от вкерш/ 
Вероятность 
роххеввя в*! проаорцновахь- teEl / r v эе / 

случае, еслх кокстакта взаимодействия частвц с полям пропорци­
ональна вх ввергав, йвшно это свойство вытекает на првшцша эк-
вввалентвостх для взавнохействхя частвц с гравктатонкш полем. 

6. Судьба испаряющейся черно! дыры 
В процесое квантового рохдонкя частвц черная лнра теряет 

массу, При атом ее температура увелхчхвается х интенсивность из­
лучены возрастает. Время якзнх черно! днрн /то ость вроия, в 
течение которого чорная дыра полностью излучает всю свою перво­
начальную энергию/ есть 

t - ю~43 сок (М/Х0-Ьт)3 

Первхчнне черные днрн, лозннкиие в момент времени, близкий а мо­
менту больного взрыва, доживут до настоящего времени только я 
том случае, волн масса их не менее 5.I0 1 4 г. 

Интенсивность излучения черной днрн резко возрастает, когда 
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маем ее становится достаточно малой, • последний »тап испарения 
черной дыры представляет собой по суп дела взрыв. К сожалению, 
в настоящее врем мн не знаем, какая судьба ожидает черную дыру 
после ев испарения. Ока может: I/ либо полностью испариться, 
2/ либо оставить после оабя "максимой", Э/ либо породить голую 
сингулярность. 

7. Пространство-время внутри черной днрн 
Если масса черной дыры значительно больше Н ^ ^ - ) , то её 

характеристики мало изменяются в процессе квантового испарения 
на характерном интервале времени Rj/e . Стационарные черные 
дыры могут быть охарактеризованы параметрами: массой М , угло­
вым моментом J и электрическим зарядом Q . Все остальные 
характеристики, такие,как дипольный электрический и магнитный 
моменты, квадрупольные и более высокие электрические , магнит­
ные и гравитационные моменты, в результата излучения в процессе 
коллапса исчезают. Это утверждение известно под названием "те­
оремы об отсутствии волос у черной дыры". 

Аналогичным образом внутри черной дыры после прохождения 
коллапсируюнего тела все возмущения,которые не связаны с сохра­
няющимися величинами и могут излучаться, вымирают,и отклоне­
ния геометрии от втарцжильдовской /для коллапса неврашаюмегося 
тела/ вблизи особенности г = 0 стремятся к нулю при удале­
нии от поверхности коллапсирупцего тела /19'. . 

Физическая причина "выпадения волос" сяаружи и внутри чер­
ной дыры одна и та же: все физические поля /включая в гравита-
циоинов/"весят",Стационарная конфигурация возможна только в слу­
чае, если этот вес для каждого элемента объема компенсируется 
поверхностной силой натяжения поля /"силой Архимеда"/.В противном 
случае происходит перестройка поля, сопровождаемая излучением 
/"выпадение волос"/. 

При описании пространства-времени в окрестности сингуляр­
ности г = 0 внутри черной дыры следует принимать во внимание 
обратное влияние на метрику плотности энергии-импульса рожден­
ных частиц и поляризации вакуума. Вычисления соответствующего 
тензора энергии-импульса для реального четырехмерного простран­
ства затруднительны. Бели для качественного анализа использовать 
полученное в работе '12', выражение для тензора энергия-импульса 
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ж двумерном пространстве « р е ш и , то можно заключить, что шот-
вооть •варпш-жмнухьеа рожденных частиц в поляризации вакуума и 

оказывается порядна платовской ужа ва расстояавн г- 1ц (*»/ф«) * 
от овнгулярвоотя. То есть ужа ва расстояниях, значительно /в 
(3%/tft ~ ) i , % Р*»/ правнвапва плашеовокве, квантовне аффекты 
могут существенно покоить на структуру пространства-временв. 

Более последовательно при нахожденвн геометрия вблизи син­
гулярности исполиовать выражение для эффективного действия гра­
витационного поля, получаемого с учетом квантовых поправок. Ха­
рактерной особенностью этого действия является наличие высших 
производных. С учетом однопетлевнх поправок эффективный лагран­
жиан гравитационного поля можно записать в виде 

Хороню известно, что сферически-симметричные уравнения в пустоте 
для этого лагранжиана в качестве точного реаення допускают мет­
рику Шварцвильда. Все остальные статические решения являются ме­
нее оиягулярннмн. При , 8 - 0 все сингулярности, кроме иварц-
шильдовской,являются конформно устранимыми. 

Поскольку метрика Шварцвильда является решением уравнений 
с квантовыми поправками, то какие могут быть основания считать, 
что квантовая гравитация может ослабить или даже устранить син­
гулярность при Г = 0 ? 

Рассмотрим простой пример, который позволяет пояснить с чем 
связаны эти надежды. Цусть скалярное статическое поле у удов­
летворяет уравнению 

и + £^Д)4 у = 0. 
Убывающее на бесконечности решение этого уравнения 

обладает в общем случае той же самой особенностью Г~ при г-*0 • 
что и решение у уравнения л £ = О . Решение if удовлет­
воряет уравнению везде вне точки г- 0 • более точно имеет 
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место соотношение 

Еслв пода у создает точечки! всточввх положительной плотнос-
тв, то следует положить С ^ С , « 0 • ремкве 

окаэнвается регулярным. Таким образом-.физическк реализуемому вс-
точнвку соответствует более слабая /чем общего тала/ особенность, 
1Ыевтся основами считать, что аналогичное утвервденве справед­
ливо в в квантовой гравитации. 

8. Элементарные черные дыры /максвмонн/ 
/20 21/ Элементарные черные дыры влв махсимоян ' * - это черные 

дыры с naccol Mfi-ibi/cY'i ~iO"*i. Их гравяташсоннн! радиус 
совпадает с комптоновской длнно! волан х равен ^ « ( C V c O * * ' * 
-v i o - a s см. Еслв отсутствует фундаментальная дляна /влв,точнее, 

if = £pt I, то масса Ji^ определяет нижнею грахвцу масс черных 
дыр, которые еще допускают классическое описание. Если махсимо­
ян ̂ ейотвительно,существуют в стабильны, то обнаружить их при 
непосредственном наблвденжи крайне сложно ввиду малости сечения 
взаимодействия ( в > « * £Д <* Ю - 6 6 о м 2 ) /21.22/. 

В случав, если в момент времени, близкий к Большому Взрыву, 
имелось значительное количество устойчивых максвмонов, то она 
могут образовывать гравитационно связанные системы - "максхмон-
ннб рои" /23/, Время жизни такого роя зависит от размера роя R 
и от его массы И : 

В процессе вволюцих часть максимонов роя приобретает анергию, 
достаточную для вылета ва роя, в результата чего рой сжимается. 
При сжатии до размера порядка 4 б ' М % * д может возникнуть чер­
ная дыра. 
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Если poll обрмовмся в момент временк, близкий к Большому Взры­
ву, то он может доить до настоящего времена, если только его 
параметры удовлетворяют условию 

( iT (ft.)4 > »"• 
Аккреция обычного вещества /нуклонов/ на рой приводят к его за­
грязнет» , в результате чего перемечаете максимонного роя в 
пространстве сопровождается перемещением налипшего на него ве­
щества с плотностью 

Наблюдение этой адронной компоненты загрязненного максимонного 
роя, по-видимому, является гораздо более простой задачей, чем 
обнаружение собственно максимонов. 
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СОВРЕМЕННЫЙ СТАТУС КАЛИБРОВОЧНЫХ ПОЛЕЙ 

А.А,Сла»иов 

Математический институт им. В.А.Стеклова АН СССР, Москва 

Теория Янга-Няллса,сформулированная первоначально нсхлвчк-
т е л м о яз соображений сямметрни я долгое время рассматривавшаяся 
многими физиками хак'математнческая игрушка", стала с настоящее 
время общепризнанно! основой физики элементарных частиц. В атом 
отношении она является единственным ( я естественным) аналогом 
обив* теории относительности. Теория Янга-Няллса по сути дела есть 
не что иное,как теория относительности в зарядовом пространстве. 
В е е основе л е п т утверждение, что в зарядовом пространстве ( н а ­
пример,изотопическом) не существует физически выделенной системы 
координат. ЕслиY(x) -вектор в зарядовом пространстве, то в каждой 
точке эс разяохеяие на компоненты 9 = { Ч», • • • V» } 
может быть сделано произвольным образом. 

Локальное яэмеяение системы координат, т . е . вращение 

S4'(*)=i'*'Y*)T ,>'W*) l (D 

где Т*'- генераторы представления, реализуемого полями f , a 
<**(*) - параметры бесконечно малого калибровочного преобразования, 
эквивалентно появлению взаимодействия с некоторым полем 

Подобно тому, как в ОТО локальное изменение системы координат эк­
вивалентно появлению дополнительного гравитационного поля, локаль­
ное изменение системы координат в зарядовом пространстве эквива­
лентно появление дополнительного калибровочного поля. Это позво­
ляет сформулировать принцип относительности в зарядовом простран­
стве'1'! полевые конфигурации 
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» r О) 

описывает одну • ху же физическую ситуации. В ото» формуле исполь­
зованы обычные матричные обозначения 

г - генераторы присоединенного представления алгебры Ли калиб­
ровочной групп». 

При конечных преобразованиях JL(x) преобразуется аналогично 
символам Крисхоффеля в обив! теория относительности 

Ли. (xhu>(x)Aj,(xlur%) +fyW(x) W'te) . (5) 
Поля Ар(х) определяет параллельны» перенос в зарядовом просхраи-
схве. Коварианхннй тензор напряженности поля Янга-Ниллса 

7/*(*)*1vAj,-'tyA**[JljhAt'] (6) 
являехся тензором кривизны зарядового пространства. 

Принцип относительности фиксирует хласенческуп динамику поля 
Яяга-Ниляса: взаимодействие вводится путем замены обычной произ­
водное на ховариантиую 

. YPtyV-L ФЮЗ» V*i V/^- i 'T^py (7) 
а лагранжиан самого поля Янга-Ниллса представляет собой квадрат 
тензора кривизн» 

Э̂ УРГ" $ Wjw 3/v . (в) 
Этот хв принцип лепт в основе корректной процедуры кванто­

вания калибровочных полег2'.Наивное обобщение стандартной про­
цедуры квантования приводит к выражению для $ -матрицы в виде 
континуального интеграла 
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где интегрирование ведется по асан полян ̂ « f с заданном 
асимптотикой на бесконечности. Однако »тот интеграл сингулярен. 
Причина еюго состоит в тон, что согласно принципу относительности 
фиаическому состоянию соответствует на одна конфигурация, а целый 
класс калкброаочно-эквивалентных полая «С*, fw . Поэтому интегри­
ровать нужно на по полян Л „ , f , а по классам кадибровочно-мн-
варнантннх полая Л!? , f ' . B этом я состоят процедура Фаддеева-
Попова, приводящая к модификации наивного выражения (9) 

Здесь <р(<Л,Ч) - условие калибровки (например, условие излучения 
ЗсЛ;=0 )» выбирающее представителя в классе калибровочно-экви-
валентннх поле!, а & - детерминант Фадеева-Попова, возникаю­
щий за счет перехода к интегрированию по классам полей. 

Процедура перенормировки теории Янга-Ниллса также основана 
яа учета принципа относительности. Принцип относительности для 
переяорннрованной теории эквивалентен существованию соотношений 
между функциями Грина, называемых обобщенными тождествами Уор­
д а ' 3 ' . Их выполнение гарантирует унитарность и калибровочную ин­
вариантность перенорыированной 5* -матрицы. 

Последовательное применение принципа относительности позволя­
ет построить в теории вознуцений квантовую динамику поля Янга-
Ниллса. Однако вне ранок теории вознуцений в этой связи возникает 
одна проблема' 5 ' . 

Как уже упоминалось, для построения квантовой динамики нужно 
наложить на допустимые поля условие калибровки ФМ)=0 . Для 
того чтобы это условие действительно выбирало по одному предста­
вители в каждом классе, необходимо, чтобы уравнение Ср(\А"')=0 
при фиксированном Я имело однозначное решение. В теории возну­
цений l < J J ) | ^ i , я для разумных калибровок типа кулоновской или 
лоренцевой это условие выполнено. Однако если не ограничиваться 
малыми флюктуациями поля, то однозначность решения этого уравне­
ния может нарушиться. Было показано, что кривые д(Л; и днЛи 
пересекают орбиты группы более одного раза. Более того, при не­
которых дополнительных предположениях Зингер доказал, что не 
существует калибровки, которая бы глобально, т . е . при всех Ли 
однозначно выбирала представителей в калибровочно-эквивалентных 
классах. 
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Сейчас трудно мазать, насколько серьезна эта проблема. При 
практическом построении квантовой теории всегда делается какие-
либо дополнительные предположения (например предположение о поло­
сти |о,,Д| 1 теории возмущений). Поэтому вопрос об однозначности ка­
либровочного условия следует решать с учетом этих дополнительных 
предположений. В рамках теории возмущений, которая является пока 
единственным регулярным методом исследования полей Янга-ниллса, 
однозначность обеспечена. 

Другая возможность фиксации калибровочного произвола обсужда­
ется в работах' 6 ' . Предлагается использовать гамилыонову калиб­
ровку vfl,*0. Эта калибровка является допустимой и вне ранок теории 
возмущений, однако она не полностью уничтожает калибровочный 
произвол. Теория остается инвариантной относительно преобразований 
с калибровочной функцией и}(3) , зависящей только от пространст­
венных координат. Генератор этих преобразований 

C(*)=9r ?.*(*)-! [А ,?* ] ( п ) 

коммутирует с гамильтонианом. Поэтому для полной фиксации калиб­
ровочного произвола можно наложить на допустимые вектора состо­
яний условие связи 

аг)Ф=о, (к) 
Тем самым задача сводится к нахождение состояний, удовлетворямцих 
условие (12). В теории возмущений связь асимптотически линеари­
зуется ; 

С-^ЗвивЗ^вО, («) 
и уравнение (12) легко решается. В работах ' ' ' был предложен ме­
тод решения уравнения (12) без предположения о линеаризации связи. 
Допустимые состояния при этом неаналитичесхн зависят от констан­
ты связи. На сегодня не ясно, может ли эта конструкция быть по­
ложена в основу какой-либо разумной схемы аппроксимаций. 

I I 
Для решения уравнений теории поля необходимо гадать гранич­

ные условия, что,в овов очередь,связано с вопросом о физическом 
вакууме. Обычно полагают, что классический вакуум отвечает кон-

186 



фигурации Л' ? * 0 , а соответствующий квантовый вакуум <Л> > 
<Ч>*0 . Вблизи к о г о основного состояния строится теория воз­
мущений. Хором известно, что в калибровочных теориях этот вакуум 
••устойчив, что проявляется в инфракрасной расходимости членов 
ряда теории возмущении. 

Истинное основное состояние в теории Янга-ииллса существенно 
зависит от динамики. Его нахождение является основной проблемой 
для этой теории. С уверенность!) мы знаем основное состояние линь 
в одном случае - в модели Хиггса-Кибблг", построена ч основе 
лагранжиана 

где л у н - калибровочяо-инвариантный лагранжиан, описывающий вза­
имодействие поля Янга-ииллса с полями f , f . В этом случае кон­
фигурация Л = < / - 0 является седловой точкой для классического по­
тенциала и соответствующее положение равновесия неустойчиво. Ус­
тойчивый минимум отвечает нулевым Ли и постоянным V , имеющим 
фиксированную длину Cfl'^u . Поля,отвечающие классическому вакууму, 
стремятся на бесконечности к константе т"*/> й , где (7 -единичный 
вектор в зарядовом пространстве. Это означает, что симметрия спон­
танно нарушена. Переход к полям с нулевой асимптотикой 

? -Jj* + «? (15) 
делает нарушение симметрии явным и порождает массовый член для 
полей Янга-ииллса. Теория возмущений, построенная вблизи этого 
основного состояния, свободна от инфракрасных расходимостей и 
допускает устранение ультрафиолетовых расходимостей путем стандарт­
ной процедуры перенормировки. 

Механизм Хиггса-Киббла лежит в основе объединенных моделей 
слабых и электромагнитных взаимодействий, которые имеют в настоя­
щее время столь же надежный теоретический фундамент, как и кван­
товая электродинамика. Имевшиеся здесь проблемы связана -• выбо­
ром конкретной модели и с геометрической интерпретацией MI садизма 
Хмггса. 

Экспериментальные данные хорошо описываются в рамках модели 
Салама-Вайнберга^. Эти данные откосятся, однако,главным образом 
к электронным к мвонинм взаимодействиям. Ситуация с тяжелыми 
лептоиами значительно менее ясна. Нежно думать, что существует 
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дополнительная симметрия, фиксирующая вид взаимодействия как 
легких, так и тяжелых лептонов. Возможным кандидаток на роль та­
кой симметрии является суперекмнетрия. 

Преобразования супврсиммитрии связывают поля с целым и полу­
целым спином. Поэтому суперсимметричная теория, описывающая взаимо­
действие фермионов (лептонов, кварков), с необходимость!) включает 
также скалярные частицы, являвдеся естественными кандидатами на 
роль хиггеовских мезонов. Спонтанное нарушение суперсимметрии при­
водит к расцеплению по массе фермионов и бозонов и позволяет 
строить суперсимметричные модели слабых и электромагнитных взаимо­
действий' 9'. Суперсимметрия накладывает жесткие ограничения на 
возможные калибровочные модели и устанавливает ряд соотношений 
между массами и хонстантаии связи различных частиц. Широкий класс 
суперсииметричных неделей был рассмотрен в работе' ' . Приемлемыми 
с точки зрения эксперимента оказываются модели, основанные на 
группах SUixt/., и SUixSl/ixlf, , давние для легких лептонов пред­
сказания, близкие к модели Салама-Вайнберга. минимальное число 
заряженных лептонов в SU t * V<-модели равно четырем, причеи массы 
тяжелых лептонов£. и Ег связаны с массой К/ -мезона правилом сумм 

Другую возможность геометрической интерпретации эффекта Хиг-
гса дает использование киральных полей' 1 1 ' . В качестве фундамен­
тального выбирается лагранжиан, описывающий калибровочно-инва-
риантное взаимодействие хиральногс поля 

и^н*-\ъ^\х ; wf-fl • <") 
В случае группы SUj, , если поле Y представляет собой комплексный 
дублет, то в низшем порядке теории возмущений спектр содержит три 
векторных мезона с массой М . Скалярные поля V отвечают чисто 
калибровочным степеням свободы и могут быть устранены подходящим 
выбором калибровки. Однако теория возмущений мало пригодна для 
анализа лагранжиана (17), т.к. он отвечает кеперенормируемой 
теории. 

Последовательную схему вычисления амплитуд перехода можно 
развить с помощью метода среднего поля. При этом оказывается, что 
истинный спектр теории существенно отличается от предсказаний 
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наивной теории возмущений. Вычисленная по методу среднего пол* 
$ -матрица совладает с S -матрице», отвечающей эффективному 

лагранжиану 

X* («yd1* *г№-мн **ун, с») 
где величина Пя определяется через параметры исходного лагран­
жиана и положения точек вычитания. Одному и тому же исходному 
лагранжиану отвечает два ранения, отличающиеся знаком,± **»*. 
Змак»-»соответствует бевмассовому векторному полю, взаимодействую­
щему с массивным скаляром, знак»*»- модели Хнггса. Очевидно, что 
хиггсовская фаза отвечает меньшей энергии основного состояния и 
поэтому устойчива. Ввмеине, отвечахщее безмассовому векторному 
подв, неустойчиво. 

I I I 
Последовательная и самосогласованная схема вычислений для те ­

ории Янга-Миллса может быть развита также для области малых рас­
стояний. Благодаря асимптотической свободе иеабелквых калибровоч­
ных теорий при больмх евклидовых импульсах эффективная константа 
взаимодействия 

. 2 
;* (19) ?(«•)- 1 +se»f 

стремится к кую. Благодаря этому, на малых расстояниях сущест-
веннув роль играют линь малые флюктуации поля и так же как и в 
случав модели Хнггса, теория возмущений является адекватным вы­
числительным методом. 

Кз формулы (19) следует, что при малых К эффективная кон­
станта растет, и в этом случае нельзя ограничиться малыми флюк-
туациями поля. Поэтому область больших расстояний остается tttw-a. 
incooiutoL для асимптотически свободной теории Янга-миллса, отно­
сительно которой существуют различные гипотезы. 

В последние годы широко обсуждалась роль инстантонов' 1 2 ' в 
строении основного состояния калибровочных полей. Классическому 
вакууму для поля Янга-Миллса помимо состояния А-0 отвечают также 
состояния, представляющие собой "чистую калибровку". Например, 
в калибровке J\a-0 вакуумные конфигурации имеют вид 3;(du>"V3?). 
Если калибровочная функция стремится к единице при |х1-»», то 
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калибровочная группа разбяямхся аа массы, отличавшиеся значением 
топологического заряда 

Q e J J V t ^ ^ T V t T i T j T , ) • Т(*7цлю-\ (20) 

принимающего целочисленные значения. Это звачят, что калибровочная 
группа сод»ржят помяло непрерывных преобразований, at выходящих 
за пределы данного класса, сдяягя, менявшие заряд Q на I . Класс 
с топологическим зарядом И порождает свой классически» вакуум /н>. 

Обычная теория возмущений учитывает лань малые флюктуации 
поля а поэтому "чувствует" лань один вакуум, Инстактонн - реаенвя 
классических евклидовых уравнения Янга-киллса с конечным деяствкем-
- описывают туннельный переход из одного вакуума в другой; 

А-(*,*Ьо; А »,*)-».•«*,«г1; » , = « f l Ш=г • ( 2 1 ) 

Поэтому "вакууны" | ю не является истинными основными состояния­
ми и в качестве такового следует взять когерентную суперпозицию 

10>=2е1'*д1иъ , (гг) 
Таким образом,в теории появляется новый параметр в , отличавший 
разные 6 -вакуумы' 1 3'. 

На этом хе пути можно разрешить'*' так называемую (//^про­
блему - отсутствие яэоскаляркого голдстоуновсхого мезона, связан­
ного с спонтанным нарушением JJ- -инвариантности. Из-за наличия в 

У г -инвариантной теории аномалий аксиальный ток Х г не сохраня­
ется и производная заряда равна 

Однако если полезь на бесконечности стремится к чистой калибров­
ке, то для топологически тривиальных полей правая часть обраща­
ется в нуль и аксиальная аномалия не влияет на сохранение заряда 

Q . . При наличии инстактонов ситуация меняется: правая часть 
представляет собой целочисленный топологический заряд. Поэтому 
п р е о б р а з о в а н и я е г с произвольным Ы не имеют смысла и ос­
тается лишь дискретная {^.-инвариантность, спонтанное нарушение 
которой не сопровождается голдстоуновским мезоном. 

190 



Мгогве и х о р » / 1 5 / высказывала гапохеау, «го учат инставхоявых 
конфигураций в теории Явга-нмллса ножах о б м е н а » невнлех кварков. 
С ахо! налы делалась попытка ВЫЧИСЛИТЬ континуальный интеграл, 
онределяящай амилитуду перехода а окраехвоохв мсхаахоакнх реве­
н я 

(24) 

где Лм оаиачает классические аксхавхоавна равання, а Я -кваню-
•iie флвжтуашш. Были найдены все санодуальвне ревеаая уравнений 
Яяга-аяллса' 1 6 ' . Однако вичвсдевке квантовых поправок в окрестнос­
ти произвольного ансхавхоавого ргаеавя остается нерешенной проб­
леме!. До сах пор не найдено подходяще» параметризации для реневия 
с провзаодышм топодогнческан зарядом к . Неясно , имеет лн смысл 
рассматривать конфигурацию с зарядом К как суперпозицию к 
хнстантонов. 

Наиболее подробно было исследовано приближение раэрехенного 
янсханхонного г а з а / 1 5 ' , т . е . вычислялись квантовые поправки в 
окрестности конфигурации, содержащей далеко разведенные инстан-
тоны н антнннстанюнн малого размера. Основной результат этих 
вычислений состоит в том, что даже при малом константе связи 
ннсханхонн могут давать больной вклад в наблюдаемые величины, но 
в этом приближении не возникает растущего потенциала и,следова­
тельно! инстантоны не объясняет невнлета кварков. 

На сегодня вопрос о роли инстантонов в квантовой динамике 
окончательно не ренен, но,скорее всего,они не имеют прямого отно-
нення к проблеме невнлета кварков. Более того, есть указания на 
то, что в точной квантовой задаче икстантонные эффекты вообще ис­
чезав!. В пользу эхой точки зрения свидетельствует тот факт, что 
инстантоны отсутствует в теории возмущений no tJ~ , которая хо­
рош) объясняет целый ряд эффектов, в том числе явление невылета 
кварков, во многих модельных теориях. 

Примером может служить двумерная $Utf & -модель, описывае­
мая лагранжианом 

где h i - комплексное Ы -компонентное кнральное поле: й ; й ( - 1 . 
В этой модем в классике при любом А/ существуют икстантонные 
реаення^ 1''. Квантовые функции Грина вычисляются с помощью раэ-
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локения по N~ . Эффективный лагранжиан, учитывавший квантовые 
поправки, имеет вид 

Квантовые поправка приводят к появление массы у h -частиц и 
появление дальиодействувщего кулоновского взаимодействия между 
ними. В отличив ох исходного лагранжиана (25) эффективных лагран­
жиан (26) порождает- линейно растущий потенциал, обеспечивавший 
невылет "кварков". В to же время ннстаитоннне решения для лагран­
жиана (26) отсутствует^ 1 8/. 

Весьма возможно, что и в четырехмерной квантовой хромодинами-
ке инстантонн являются артефактом. Стоит подчеркнуть, что на се­
годня не существует ни одного недвусмысленного экспериментального 
факта, который подтверждал бы существование инстанюнов. В част­
ности, обсуждавшаяся выше 1Л1/-проблема вполне может быть объяс­
нена и без инстанюнов. Для этого достаточно предположить, что 
вакуумная конфигурация для поля не является чистой калибровкой, 
т . е . J\u-f> Э* w W * при Ixl-» 0 0 : в этом случае правая часть ра­
венства (23) не обязана равняться нулю и следовательно /^.-инва­
риантность нарушена. Это позволяет дать альтернативное решение 
Wi)-проблемы. Аналогия с двумерными моделями указывает на то, 
что в случае растущего потенциала (невылет кварков) естественно 
ожидать, что в конфигурации, отвечающей основному состояние, су­
щественную роль играет поля, отличные от чистой калибровки. 

1У 
Вопрос о том, какой динамический механизм может объяснить 

невылет кварков, остается неясным. На сегодня мы зиаем лишь неко­
торые условия, которым должна удовлетворять теория, приводящая 
к невылету кварков. 

Согласно Вильсону/ ' критерием невылета является поведение 
интеграла 

<vfl(c)>=<TiP Mcp{l^^olx"}> , (27) 
где С -замкнутый контур в евклидовом пространстве, а Р означает 
упорядочение вдоль контура. Для прямоугольного хонтура со сторо­
нами Т и ^ при Т -»о° 
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где V(R) -потеицкы взаимодействия статические кварков. Если 

где 2 -площадь контура, то потенциал линейно растет и кварки 
постоянно свямны. Vfltyvcjoitif отвечает случав свободных кварков. 

Рис.1 

Если имеет место (29), то силовые линии взаимодействия двух 
кварков имею вид, изображенный на рисунке I, т.е. кварки связаны 
глюоиными струнами. Оператор Д(с) , действуя нг лакуум, создает 
тонкую трубку цветного электрического потока вдоль С . Такую 
ситуацию называют электрическим порядком. 

Аналогичное явление известно в теории сверхпроводимости. В 
этом случае наблюдается эффект Иейснера - магнитное поле сосредо­
точено в вихревых трубках. Если поместить в сверхпроводящую среду 
магнитный монополь и антиионополь, то между НИМИ возникнет трубка 
магнитного потока, имеющая постоянную энергию на единицу длины. 
Если обозначить оператор, порождающий такую трубку,через SCc), 
то условие "невылета монополей" будет иметь вид 

<вгсУ>^«г х* с е! (зо) 
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В этом случае имеет место "магнитный порядок". Электрический 
порядок отсутствует, т .к. электрическое поле локально поглощается 
плазмой, состоящей из хулеровских пар. Среднее от операторами) 
пропорционально е " Ш с ' , где Цс)- длина контура С . Физические 
процессы, происходящие при этом в сверхпроводнике, иллюстрируются 
рис.2, магнитный поток, возникающий между монополем и антимонопо-
лен, порождает круговые сверхпроводящие токи, эквивалентные маг­
нитным диполям, локально нейтрализующим магнитные заряды. Локаль­
ная плотность заряда всюду равна нулю. 

N S N S N S N S 
5»П • • | |"N 

Рис.2 

Каким образом может возникнуть аналогичная картина в кванто­
вой хроиодинаиике - это вопрос, ответа на который мы пока не знаем. 
Более подробно он обсуждается в работах ' 2 ' . 

Частичный ответ на этот вопрос можно получить в моделях, в 
которых пространство-время заменено решеткой. Существует два ос­
новных варианта теорий, использующих решетки. В первом варианте 

рассматривается евклидово пространство, дискретное по всем четы­
рем направлениям' ' . С узлами решетки ассоциировано поле р(х), 
преобразующееся при калибровочных преобразованиях с помощью мат­
риц R : 

WxHMxW*). С 3 1 ) 

С каждым ребром решетки связано калибровочное поле, являющееся 
элементом калибровочной группы 

~ф£ 
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Л (*,*') - ШЛ(х,хО Я'Ъ'). (за) 

В другом варианте / г 2 ^ решетка вводится ш ь по пространст­
венным направлениям, а время остается непрерывным, что позволяет 
сформулировать гамилыонову динамику. 

Основным преимуществом решетчатых моделей является возможность 
построить помимо обычной теории возмущений разложение по 

обратной константе связи. В этом приближении в решетчатых моделях 
удается получить постоянно связанные кварки. При этом низшие 
бесцветные связанные состояния порождал! стандартные иулыиплеты. 

Однако получавшиеся при этом характерные массы М >~>Q"\ где 
О- - постоянная решетки. Лоренц-инвариантность сильно нарушена, 

и предел а.-*О не имеет смысла. Поэтому разложение сильной связи 
на решетке не может служить основой реалистической теории. 

Вильсон ' " ' предложил оценить интеграл (27), не пользуясь 
разложением по какому-либо параметру, с помощью численного ин­
тегрирования по методу Монте-Карло. Им разработана програмиа вы­
числения этого интеграла для решетки, состоящей из •%- 16000 ре­
бер. Это вычисление должно дать ответ на вопрос о наличии или от­
сутствии в квантовой хромодинамике электрического порядка. 

Другое направление исследования решетчатых систем связано с 
использованием преобразования дуальности' 2 4'. Преобразование дуаль­
ности является преобразованием Фурье, связывании переменные по­
рядка и беспорядка, примером которых могут служить уже упоминав­
шиеся переменные Ж е ) и |5fc) . Поэтому, чтобы изучить фазу, 
в которой какие-либо переменные упорядочены, достаточно изучить 
неупорядоченную фазу для дуальных переменных. При этом если в 
"прямых" переменных существует разложение по какому-либо малому 
параметру, то в дуальных переменных существует разложение по об­
ратному параметру. Преобразование дуальносхи широко использовалось 
в задачах статистической механики, в частности в иодели Изинга. 
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Для калибровочных теорий интересные результаты^5' были полу­
чены с помоцьв преобразования дуальности для решетчатых ыоделей с 
калибровочной группой ?(Н) , элементами которой являются диаго­
нальные матрицы N*tJ г е о ф Ш ^ - т 1 , h<M . Исследование этих ыо­
делей представляет интерес, т.к. группа ?(*)является центром для 
$Ц(Ы) и,как было показано т»Хофтон' ° ' , наличие нетривиального 

центра суцественно для объяснения невылета кварков. Для ?(ы)-
моделей были явно построены переменные порядка и беспорядка и было 
продемонстрировано явление невылета. 

Основная трудность в реализации аналогичной программы для 
теории Якга-ниллса в непрерывном случае состоит в тон, что в 
этом случае не существует естественного параметра разложения. В 
связи с этим заманчивым кажется предположение о том, что теория 
Янга-Миллса точно решаема. Надежды на это связаны с аналогией 
между теорией Янга-Миллса и двумерной нелинейной 6 -моделью. 
Как известно, двумерная 6 -модель допускает точное решение'"^ 
Точная решаемость модели обусловлена существованием бесконечной 
системы сохраняющихся токов' ' ' , что,в свою очередь, обусловлено 
наличием скрытой симметрии. Скрытая симметрия 6 -модели стано­
вится явной, если сформулировать ее в других переменных. Нелиней­
ную 6 -модель можно формулировать в терминах пары комплексных 
полей 1Л,, 1Л,* и одного вещественного поля Ли . Лагранжиан 

<i -модели в этих переменных имеет вид 

t*$\ff*\lr, (зэ) 
где поля V/м удовлетворяют дополнительным условиям 

Vf> обозначает дуальный вектор \j -I £./»к lv • 
Лагранжиан (33) и дополнительные условия (34) инвариантны отно­
сительно преобразований 
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Как било показано в работе' 2 9 ' , эта инвариантность приводит к 
существование бесконечной системы сохранявшихся токов, что поз­
воляет найти точное ренеяие в райках этой модели. 

Для четырехмерной теории Янга-миллса аналогичную с мтему за­
конов сохранения удается записать, если сфорнулироват" эту теорию 
в терминах контурных переменных'30':.' 

UfCx)=Pe*p{<yrd**b СЗб) 

где Сх - контур, начинающийся в точке X , а упорядочение понимает­
ся в смысле реветчатой аппроксимации. Тензор напряженности поля 
Янга-Миллса выражается через вариационную производную 

Это представление явно демонстрирует аналогию между J^t(x) и 
киралыым током LJA В нелинейкой 6 -модели: Си-и>~*Э„1о(х) • 
Уравнения движения, записанные в контурных переменных,совпадают 
по форме с уравнениямий -модели после замены обычных производных 
вариационными: 

При этом число переменных очевидно понижается на единицу - т .е . 
двумерной & -модели соответствует трехмерная теория Янга-Миллса. 

Рассуждения, приводящие к существованию бесконечной системы 
сохраняющихся токов, почти без изменения переносятся на этот 
случай. Если в двумерной <з -модели из этого факта следовало от­
сутствие множественного рождения, то в теории Яь. .-Миллса контур­
ные законы сохранения,по-видимому должны приводить к сохранению 
числа струн. Простейшее приближении для уравнения (38) приводит 
к уравнению струны ' 3 1 ' . 

Использование контурных переменных открывает интересные 
возможности развития теории. Однако на сегодня здесь существует 
гораздо больше вопросов, чем ответов. Пока что удалось построить 
сохраняющиеся токи только для трехмерной модели и обобщение на 
четырехмерный случай неочевидно. 

Неясно, как практически работать с контурными переменными. 
Сохраняющиеся величины выражаются в этом случае через контину­
альные интегралы, для которых отсутствуют регулярные методы вы­
числении. 
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Наконец,если даже удастся обойти все эти трудности, то резуль­
татом ,по-види1Ю11у, должна быть теория взакмодействуюиих струн. 
Как известно, на сегодня не существует непротиворечиво! квантовой 
теории струн в четырехмерном пространстве. Существуйте модели 
страдает патологическими особенностями тахионного типа. Не исклю­
чено, однако, что струнная модель, полученная на основе теории 
Янга-Миллса, окажется свободной от патологических особенностей. 
Основанием для таких надежд может служить тот факт, что теория 
Янга-миллса, несомненно, выделена из всех прочих теорий. В част­
ности, она является единственно! теорией безмассового векторного 
поля, в которо! отсутствуют патологии, связанные с неположительно! 
определенностью энергии. 
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ПОЛЕ ЯНГА-ИШИСА КАК КИРАЛЬНОЕ ПОЛБ НА КОНТУРЕ 
И ДУАЛЬНОСТЬ ХОФТА-МАНДЕЛЬСТАМА 

И.Я.Арефьева 
Математический институт им. В.А. Стеклова АН СССР, Москва 

Введение 
Квантовая хрокодинамика (QCZ)) является общепринятым кандида­

том на роль теории,опкснваицей сильные взаимодействия.Из этой тео­
рии должен следовать спектр адронов, согласующийся с гипотезой 
удержания кварков. От теории, претендующей на роль теории сильных 
взаимодействий, ожидается прежде всего различное поведение в раз­
ных режимах: на малых расстояниях должно отсутствовать взаимодей­
ствие кварков; на больших расстояниях должен существовать потенци­
ал, удерживающий кварки. Хорошо известно, что на малых расстояни­
ях (малая эффективная константа связи) теория возмущений дает пра­
вильные предсказания (асимптотическая свобода); в области больших 
расстояний (т.е.при больших константах с»яэк) нет сколько-нибудь 
удовлетворительной схемы расчетов ,дающей картииу удержания кварков. 

Обычно считается, что для описания удержания кварков доста­
точно рассмотреть сначала только свойства самодействующего кали­
бровочного поля АцСъ) . Существуют различные попытки (пока 
безуспешные) работать с такой теорией, не будем здесь на них ос­
танавливаться, отметим только, что надежды связываются либо с ква­
зиклассикой (инмантоии и др/ 3» 1 1' , либо с Уы ~ теорией воз­
мущений ( Ы - число цветов) ' б»7/, i.e. с той или иной модифици­
рованной теорией возмущений для локального поля Д^(х). 

Есть основания надеяться, что для работы в области больших 
констант связи полезны переформулировка локальной калибровочной 
теории как нелокальной теории поля на контуре, а также понятие 
дуальности. Эти вещи и будут обсуждаться в настоящей лекции. 

Напомним, что удержание кварков и спектр адронов хорошо фено­
менологически описываются в терминах протяженных объектов (мешков, 
струн, вихрей)' 2'. Такие объекты правильно качественно отражают 
физику явления,но нет регулярных методов работы с ними.Желательно 
получить протякенннй объект типа струн (т.е.струну "без патологи*") 
при помощи регулярной процедуры на основе калибровочной теории. 
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В работе ' ' было введено понятие главного кирального поля 
не контуре и показано, что теория Янга-Мшса может быть перефор­
мулирована как теория главного кирального поля на контуре. Таким 
образом, протяженный объект - контур - возникает в теории с само­
го начала. Такая формулировка, по-видимому, адекватна физике, я 
поэтому приводит к возможности получать точные результаты (напри­
мер, полная интегрируемость уравнений Янга-Кяллса при 1> (раз­
мерность пространства-времени),равном З.В некотором приближении 
для полей на контуре получается уравнение типа струны,си.первый 
раздел (ср. '9,10,11/^ н 0 СИСтеыатической схемы вычислений пока 
не построено. 

Для построения такой схемы, по-видимому, будет полезным поня­
тие дуальности.В решетчатых моделях статистической механики часто 
используется понятие дуального преобразования (преобразование Кра-
нерса-Ванье'-1- ', которое позволяет связать высоко-и низкотемпе­
ратурные (т.е. большие и малые константы связи) характеристики 
теории. Важность изучения свойств дуальности модели теории поля 
очевидна,поскольку переход к дуальной теории позволяет для иссле­
дования данной модели в области силькой связи применять результаты, 
полученные в рамках дуальной ей модели в области слабой связи.Осо­
бенно богатая информация получается,если теория самодуальна.Напри­
мер, в плоской модели Иэинга таким образом определяется величина 
критической температуры.Кадановым ' 3'было предложено элегантное 
описание фаз и критического поведения в модели Иэинга при помощи 
пары дуальных переменных ̂ -параметра порядка, М -параметра бес­
порядка. Аналогичное описание фаз в квантовой хромодинамике было 
предложено Хофтом ^' на основе алгебры операторов на контурах: 
iA(C) и S(C'J , где Л(С) (вильсоновский оператор) - па­
раметр порядна, $(С) (оператор Нильсена-Олесена) - параметр 
беспорядка. Алгебра симметрична относительно замены ф. ^ $> 
а также симметрична характеристика фаз: Фаза, в которой среднее 
от оператора Нильсена-Олесена убывает как экспонента от минималь­
ной площади S' поверхности, натянутой на замкнутые контур С' , 
когда контур становится большим, является хиттсовсной Лазой, а 
фаза, в которой среднее от вильсонопского оператора убывает как 
экспонента от площади S , соответствующей контуру С , является 
фазой удержания кварков. Во второй части лекции будет построена 
операторная реализация S (С') для произвольного замкнутого кон-

201 



тура С' к показано, что • отличие от модели Иэянга гамильтониан 
не симметричен относятелъно замены "порядок" «-* "беспорядок". По­
этому такую дуальность мм будем называть кинематической дуально­
стью. В абелевом случае, как будет видно «а формул второго разде­
ла, такая симметрия является я динамической)*, пс существу, выра­
жает в переменянх на контуре хорошо известную симметрию гамильто­
ниана относятелъно перестановим электрнческого я магнитного полей. 

6 третьей частя лекция мы рассматриваем простейшую абелеву 
калибровочную теорию на решетке при D - 4 - ZM) - модель. 

%(A/)i< - модель особенно интересна в связи с тем, что она явля­
ется минимальной реализацией алгебры Хофта £14] ж удовлетворяет 
уравнениям Эйлера для S ̂ ///^-инвариантной калибровочной теория на 
решетке. Не исключено, что именно вклад %(N) ~ возбуждений яв­
ляется определяющим в фазе удержания кварков в непрерывном преде­
ле. Будет показано, что для 1Ыы)- модели :<ожно, используя нело-
кальЕяе объекты, ввести аналог онзагеровских (в двумерной модели 
Изинга' ̂ О "феармиях переменных", в некоторой смысле линеари­
зующих задачу . 

I. ГЛАВНОЕ КИРАЛЫЮЕ ПОЛЕ НА КОНТУРЕ 
I. Поле на контуре и редукция 
Будет показано, что свойства калибровочной теории могут быть 

изучены с помощью перехода от локального поля Аи,(х) к полю 
на контуре. Поле цСГя) ' называется главным киральннм полем на 
контуре/8/', если: I) оно определено на контурах/J ъ/fc^c фикси­
рованной точкой Ж и при этом является представлением группы 
голономив петель оо значениями в группе G; 2) является решением 
вариационного уравнения (5 ), которое есть "контурный" аналог 
уравнения Эйлера для обычного локального главного кирального по­
л я ' * " . Здесь мы повторим доказательство'8' того, что^/iS;),оп­
ределенное как упорядоченный вдоль контура фазовый фактор /18/ 

$(Г}:)=.]!ехр({<рАи,<Ьк,<'),явяяе'гся главным киральннм полем на контуре, 
еслиД^я:)- решение уравнений Янга-Миллса. 

Уравнение движения для S(%.) B D -мерном случае содержит 
инфинитезимальнне вариации контура только в £>-i независимых 
направлениях, ортогональных направлению контура. Таким образом, 
вводя поле на контуре, мы сделали редукцию £) -мерной задачи 
для поля Ар(х) к D - J -мерной задаче для §(?*.) 
Следовательно, мы можем результаты, полученные для локального 
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главного трального поля пря D=Z , которое в атом случае впол­
не интегрируемо /19»20/ , перенести на случая главного ккралвого 
полк на контуре в $ наерном пространстве-времен». Вое алгебраи­
ческие соотношения, справедливце для локального главного трально­
го поля пря Л>= £ , переносятся на случай трального поля на кон­
туре, если заменить обычные производные на вариационные в Фикси­
рованно! точке, а б/ч' - на £^ц$ . умноженное на касатель­
ный вектор контура в этой точке. В частности, так можно получить 
представление Лакса для главного кирального поля на контуре. В 
качестве примера мв приведем первый нетривиальный сохраняющийся 
заряд /8/, который является обобщением заряда Люяерв-Польмайера 
/19/ для локального трального поля. 

Чтобы осуществить редукцию 1\ -мерной задачи к Ц -мерной, 
нужно,помимо направления контура l\ , фиксировать еще одно на­
правление. Возможно, для этого будут полезны переменные й (Г') , 
такие, что Тч £(с') = &(С) .ж) * 

2. Главное киральное поле па контуре на решетке 
Рассмотрим поле Янга-Мнллса с периодическими граничными ус­

ловиями, определенное на гиперкубической решетке в D -мерном ев­
клидовом пространстве-времени/21/. Действие дается формулой 

здесь индексы (Х?ы,) нумеруют ребра с началом в точке х и кон­
цом в Х+t* , рхич - плакетн, задаваемые ребрами (Х}/ь) и 
(X,v) ; w$ ii обозначает элемент группы матриц Q , ко­
торый сопоставляется реЗру (х^и,) . 

Произвольному замкнутому контуру Ги на решетке, который 
начинается в точке Ч и проходит по вершинам решетки: * 
у. +fit ... ^ + jr fl^ X fit,, ~ 0 i № ставим в соответствие 
элемент группы "=i 9(f) по1 следующему правилу ; 

*' Здесь и ниже произвольный контур в JD -мерном ппострянстве-
времени мы обозначаем через Г . а контур в J)-i -мерном ппо-
странстве при фиксированном времени-через Q 
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'9 
точке X пжакета pxjftir • £ ~ направленже ребра, принад­
лежащего контуру fl ж выходящего жз точкж X в заданном направ-
ленжж обхода (ржс.1*). Волн f * . ~ t , то контур /* + &р.(х) 
совпадает с исходным контуром /1 . Таким образом, операция "при­
ставления" заменяет ребро (ac,t) на три ребраз/'Я!,ук̂  , (x+j£yt) , 

В этжх обозначениях имеют место соотношения: $(Px-u.v)=L 

~$ (Г*) $(Рх.+&и.Ш) «где /J - контур, выходящий из точ­
кж X в направлено У, ж Tlc.^tPxjft»)=Tx.f'i(lf)g(l^+^fii)i 

где /L - контур, проходящий черев точку z в направлении У . 
Таким обрязом, для конечное решеткк исходное действие (I) можно 
представить в виде 

S = £ L L Tb[fa)f(rK+vt))+f(b)f%+^,x))]t ( 3 ) 

В суммы по контурам мы включаем только контурн без повторяющихся 
циклов. В этом случае универсальные множители С и С ' - конеч­
ны. 

Из действия (3) мы получаем следующее уравнение Эйлера : 

Выбирая контур Гх - Гх

10'', как показано на рис.Iе, мы получаем 
уравнение Эйлера, соответствующее непосредственно действию (I). 
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Это уравнение поноляет нам ваписать уравнение дяя $(г~) . ког­
да "точка приставки" • начало контура не совпадают: 
£ ЦГ, +±(х)) -ftyZfty +йт<*>)?(гг) =0. (5) 
Эакэтжм, что вто уравнение также может бвть выведено is вариацион­
ного принципа д м действии (3), если учесть, что оба слагаемых в 
(3 ) не меняются, когда мм варьируем Чг• „ ,% + z . 

3. уравнение трального поля на контуре 
В непрерывном случае каждому замкнутому контуру мн сопостав­

ляем элемент группа, по формуле, аналогичной формуле (2); 

где Ддс - элемент алгебру Лж группы G- ж упорядочение понимается 
в смнсле перехода к решетчатой аппроксимации ж сопоставления каж­
дому ребру (%,f*>) элемента группы ех/з^&Д^ясЖ Ч - постоянная 
режетки), а затем упорядочению этих матриц ,как в формуле (2). При 
атом аналогом операции "приставления" Ьи.(х) является вариация 
контура Г» в окрестности точки £ в ортогональном направле­
нии — 8 Put It) • где t - касательное направление контура в 
точке X . Вариации glty.) удовлетворяют уравнению, которое 
получается при переходе к непрерывному пределу в уравнении (5). 
При этом члены, линейные по параметру а , сокращаются и урав­
нение (5) принимает вид 

Уравнение (5 )аналогично уравнению для локального главного кираль-
ного поля /дг.($~1(х.)гЪр.0(х)) = О- Отлетим,что в J) -мерном 
случае суммирование в (5 ) идет только по J)-i независимым на­
правлениям, нормальным к направлению контура в точке Z • Таким 
odpesoM, поле Ага-Миллса в терминах переменных на контуре анало­
гично главному киральному полю в ])-£ - мерном пространстве-
времени. Следовательно, вводя контур, мн эффективно понизили раз­
мерность системы на А . 
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4. Внешне т о н н сохранения 
Для простота рассмотрим случая группы S U , ( l ) и введем па-

tltyfl) = £ ft* (г )=/• В *то« параметризации уравнение (5) имеет обычные матрицы Паули. Поле % удовлетворяет условии 
«ft 

вид: 
^1\(г^№))^Щ,1^т(х))]+<Г1^,Х)^1Гг) = 0, &=0^,3, (6) 
где множитель дагранжа 5*(7j; х ) определяется из условия % l ( l l ) = i . 

В непрерывном пределе мм имеем " 

$ k^*№> %&iV + шг*)%-W *° • ( 7 ) 

Локальным аналогом уравнения (7) является уравнение траль­
ного поля: 'Ь/Ьр. %ЛШ +Ш)П»,{х) -0 • Пг«к.)*± . В двумер­
ном случав э ю вполне интегрируемая система, бесконечная серия 
интегралов движения которой получается из представления Лакса' 1 9» 2 0/. 

Здесь мы ограничимся построением контурного аналога первого 
нетривиального интеграла движения локального уравнения - заряда 
Лпшера-Польмайера/19/ . Нам заряд будет функционалом от изотопи­
ческого сохранявшегося тока: 

S Р^ь (X) 
Нетрудно проверить, что ток Ju,(/l,x)~f? ЙхЛиовяетворяет сле-

дуицему важному соотношении: ' * <т ' 

г* 
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Ток Уи.(Г«,х\ можно интерпретировать как связность на многообрв-
а п контуров, а соотношение (В)-как обращение в нудь кржвяанн этой 
свяаноств. Такви обрааом, введя поле на контуре, мы сведя задачу 
д м локального поля с нетривиальной локально! крввпной (£** = 
=%,Av-?t/AM.-i-rAp,AvJ) к задаче для нелокального поля с тривиаль­
ной кривизной на многообразии контуров. 

Каждой точке Xe.tR3 мн будем сопоставлять мвтрицу-"за-
ряд" Q(z) , которая строятся как сумма вкладов "плотностей 
зарядов" Q(Г,х) , отвечающих пространственному контуру 
(т.е. контуру,лежащему в плоскости X0-Cto$t), проходящему че­
рез точку X, 

Q(x) = J лгдгг,*), 
rettl2o=CoMtJ 

f j n Г ЭХ. 
J * 1 ми понимаем как предел суммы по реяетчатын контурам 

без повторяшяхся циклов. Потребуем, чтоби Q(X) не изменялось 
при изменении всех контуров во временном направлении в окрестнос­
ти точки X. . Для этого простейшее нетривиальное Qfi^ x) до­
статочно внбрать в следующем виде: 
Q(r,X) = £0ji tj(rpX)J;(rp*) + J oW'* 

i"e{z/a,=&>**£} 

Г'вх 

где функция t-lf,f") удовлетворяет следующей системе уравнений: 

ЩГ.П/ЗГ/^х) <*'£** Klz) В(Г,Г') , i*jj3 ( g ) 

£*,(%•) . tt(z) - касательнне векторы контуров Г , Г' ъ 
точке X , бои —1 > ton ~-i • Последние два уравнение, 
очевидно, будут удовлетворяться, если мн выберем функцию £(Г)Р ) 
зависящую только от проекций этих контуров на плоскость (1,2), 
проходящую через их общуя точку X . Таким образом достаточно 
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решить уравнения (9) только ждя пространственных контуров Г , Г'. 
Функция {.(Г, Г") , удовлетворяющая этим условиям, является анало­
гом функции £(хх -х/) , входящей в ааряд дтера-Польмайере в 
локальном случае. 

5. Квантовый случай 
В квантовом случае основными величинами в контурной формули­

ровке являются корреляционные функции {.Qir')Q(r).,. ,> . Раз­
личное поведение одноконтурной функции при больших контурах харак­
теризует разные фазы калибровочной теории /*'. Контурные корреля­
ционные функции удовлетворяют квантовому аналогу уравнения (5 ). 

По-видимому, в разумном приближении, по аналогии с локальным 
полем /22,23/ естественно предположить, что в квантовом вариан­
те уравнения (7) множитель Лагранжа <5"(Г«?х) =с^=о . В 
-(том приближении квантовый вналог уравнения (7) запишется следую­
щим образом: 

Это уравнение по виду совпадает с уравнением Намбу '2'*/ первично 
квантованной струны.**' Однако в нашем случае ft& /fl) не явля­
ются независимыми переменными, т.х. для соответствующих $(Р) 
выполняются условия типа: ^.^(Гл)^(П^)~> =(£(Г£))>1 где контуры 
/к,Гх,Г-как на рис. 2. Таким образом, мы получаем линейное урав­
нение с дополнительным нелинейным условием и такая система опреде­
ляет объект типа струны. Аналогично тому, как из справедливости 
в основном приближении для локальных корреляционных функций урав­
нения Клейна-Гордона следует существование массивных частиц в тео­
рии, так и справедливость уравнения (7') для контурных корреляци­
онных функций означает существование "струн" в теории. 

Можно выдвинуть гипотезу, что аналогия с локальным случаем 
может быть распространена и дальше. Для локального квантового ки-
рального поля имеют место квантовые законы сохранения /21/ , кото-

*' Вопросы перенормировок для контурных величин в рамках стандарт­
ной теории возмущений обсуждаются в [29J. 
**' По поводу других возможностей получения струн или вихрей из 
теории поля см., например, [25-27] и недавние работы Г9-11,287. 
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рые интерпретируются как законы сохранени числа частиц к набора 
импульсов. Воаножно, фжажчеокжй сиюл полученннх нелокальных зако­
нов сохранения заключается в сохреневп числа "струн" в трехмерном 
пространстве-времени. Если в локальном случае вывод и проверка ин­
терпретации квантовых законов сохранения основана на существова­
нии регулярной теорий возмущений,31' свободной от инфракрасных и 
ультрафиолетовых расходимостей / 2 2' , то теории возмущений,адекват­
ной нелокальным тральным полям на контуре,пока не построено.**' 
Одной ив задач на атом пути является задача правильного квантова­
ния "струны". > ж |' 

П. Дуальность Мандельстама-Хофта 
I. Дуальность Мандельстама-Хофта и удержание кварков 
Дня объяснения удержания кварков в 6jC$ Мвндельстам'33'3'*' 

и Хофт /Зр» 1*/ предложили использовать электромагнитную дуаль -
ность с тем, чтобы интерпретировать электрический консбайнмент 
(удержание кварков) как эффект,дуальный к эффекту Мейснера. При 
этом явлении дуальным эффекту сжатия магнитного потока в трубку 
(трубка потока имеет конечную постоянную энергию на единицу дли­
ны, об этом принято говорить, как о существовании у системн"маг-
нитного параметра порядка") в фазе Хиггса будет сжатие электриче­
ского потока в трубку ("электрический параметр порядка") в 
в фаве удержания кварков.****' Дуальность Иандельстама-Хофта с 

*' Недавнее успешное развитие квантового метода обратной задачи 
[30] позволяет надеяться на точные результаты. 
, а ' Теория возмущений для взаимодействующих полей на контурах рас­
сматривалась в [31]. 
***' Об одной возможности квантования' обычной струны в 1\ -мерном 
случае см. [32]. 
И И | ' Для компактной абелевой теории на решетке [1,3J в £36J 
показано, что существует преобразование (сводящееся к замене ялек-
трических полей на магнитные), которое связывает беспорядок в ре­
жиме сильной связи исходной теории с порядком в "замороженном" 
сверхпроводнике (см. также [3,26,37]). 
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самого начала формулвруетоя,как кинематическая симметрия (т.е. свм-
метрая алгебры, а не гамвльтонаана) между операторакв, определен­
ными на пространственвих замкнутых контурах, которые создают ввхрв 
злектрнчесхого в соответственво штатного потоков. Первый иа этах 
операторов - оператор Ввльсона - Л(С) =• Т ч # ( С ) , вто­
рой -$Ь(С') - оператор рождения ввхря Нильсена- Олесена. 

Операторы S ( C ' ) определены в ' W действкем на собствен-
нве векторы поля Ас: 

о1с'> а . i 

где ->{- - сингулярное па занквутом контуре калибровочное преоб-
разованне в следующем смысле: еслв другой произвольный замкнутый 
контур С" , параметризованный углом OS 9&2ST, зацепляет 
контур С так, что число зацеплений равно •п . то S l ' c , ) ( s j r ) = 

Операторы JblC) и fy(c') удовлетворяют следующим переста­
новочным соотношениям ; 

МсШО -З(с'Шс) е**£п(с,с'}/", (ю) 
где %(С,С') - число зацеплений контуров. 

Сравним эту дуальность с дуальностью Крамерса-Ванье в модели 
%(1)4 . 6 этой модели выражение для гамильтониана симметрично 

(с точностью до ааменн константы связи А -**Д. ) в терминах опе­
раторов Л(р) (магнитный поток, сопоставляемый планету р ) и 

$)(ft) (электрический поток, сопоставляемый макету дуальной ре­
шетки р* ). Эта симметрия проявляется как следствие симметрии 
относительно преобразования €ъ , %,&**/*!, fa//х (самодуаль­
ность/ 3 8. 3 9/. 

6 абелевой калибровочной теории, как показано ниже, гамиль­
тониан тоже симметричен относительно замены Л(с)*-*$(с'). В этом 
смысле можно говорить, что в электродинамике и в ^(^J^-модели 
есть динамическая дуальность. На языке локальных полей это соот­
ветствует тривиальной симметрии относительно замены: электричес­
кое поле «-» магнитное поле. 

В неабелевой калибровочной теории, как мы покажем, кинемати­
ческая дуальность не является динамической. Кинематвческая симмет­
рия между величинами на контурах соответствует кинематической сим­
метрии между "электрическим'' и "магнитным" вектор-потенциалами. 
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"Электрический" вектор-потенциал определяется (не единственным об­
разом!) иа нильсек-олесеновского оператора на контурах таким же 
образом,как обычный "магнитны*" вектор может бить определен из 
вильсоковсхого оператора. 

2. Дуальность Хофта-Мандельстаиа в абелевом случае 
2а. Явная конструкция даС^для произвольного замкнутого 

контуре С' 
В недавней работе Мандельстама /3V ища предложена оператор­

ная реализация алгебры (10). Заметим, что результаты в/ 3**/ были 
приведены для специального случая контура С' -бесконечной нити, 
параллельное 3 -оси. Ниже мы приведем эти выражения для случая 
произвольного контура С . Как и-в/34/', нач. ем с абелева случая. 

При построении дуальной переменной к tA(C) полезно вспомнить 
формулы преобразования дуальности от модели sin-Gordon к 
модели Тирринга /33/. в этом случае поля ffx) (дуальные к полю 
i'(Z) удовлетворяющему уравнению Sin-Gordon ) являются 
полями, сплетающими вакуумный сектор и различные солитонные секто­
ра, и поэтому оператор У(Х.) должен действовать на вектора вакуум­
ного сектора как оператор сдвига на функцию с нетривиальными асим­
птотиками, т.е. выводить из фоковского пространства. Таким обра­
зом, 

где IICU. W - функция с нетривиальными асимптотиками и отличная 
от 0 (mud 1ST) В окрестности точки 0 . Аналогично и в случае 
электродинамики оператор Л(С) - оператор рождения вихря, сос­
редоточенного на контуре С' (точнее, в окрестности контура С ) . 
имеет простой вид: 

£(с')=ех/> р- J£,•(*') в./я'/с'МЬ', ( i I ) 

Ej - канонический к h i импульс, т.е. [£,ix\fij«)J ~ <:£{z-g), 
<Z- - вектор-потенциал, описывающий поток магнитного 

поля вдоль контура С (т.е. вихрь Нильсена-Олесена ̂ ' ) . Такой 
потенциал легко записать. Для этого полезно вспомнить следующую 
классическую электродинамическую задачу.Известно,что если по кон­
туру С течет посто.-яний электрический ток ) ,то магнитное по -
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ле frl , удовлетворяющее уревнениям 
K»i1l =4jrj , dCvW^O, ( x 2 > 

описывается законом Бао-Савара 

J с /X'-X/3 

Нам же надо навтк вектор-потенциал UZ/fxJC'), создаваема потоком 
магнитного поля вдоль контура С' и удовлетворяюций уравнениям 

Эти уравнения имеют тот же вид, что (12), если заменить /''-»// , 
% -* (Л . следовательно, 

Если исходить из магнитного потока, имеющего конечный радиус (т.е. 
не нить, а трубка магнитного потока), то 

а,- характерная толщина трубки, / ^ ; = 0 при /-J- . Заметим, 
что циркуляция вектор-потенциала вдоль замкнутой кривой 

I HibllO&Zi (15) 
С 

является целим числом, показывающим, сколько раз кривая С на­
матывается на кривую С' (обходу по часовой стрелке приписывается 
положительный знак, против - отрицательный). Действительно, натя­
гивая на кривую С пленку и вычисляя (15) по формуле Стокса с уче­
том первой формулы (13), получаем сколько раз пленка "про­
тыкается" контуром С , т.е. 
JJ 4'«fcyf'.** = целое ЧИСЛО = ^ ^ . ( в ) 

%(((.') является инвариантом ЪшЬв'1'' . 
Вычислим перестановочные соотношения между Же) и $ ( с ' ) ; ис­

ходя из канонических перестановочных соотношений, имеем 
M)£/c') = JMc')M}ex/,(Sjri*i,/c,c')/fJ. (17) 
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Заметим, что дяя &(С'} &)) построенного с помощью dCxjC',».) no(I4)/ перестановочные соотноаения (17) сохраняются, если С не пересека­
ет трубки магнитного потока. 

26. Уравнения движения и гамильтониан в терминахЛ/С^ и $>(с') 
Вычислим изменение S ( c ' ) при малом изменении контура С'. 

Дяя этого полезно представить З(с') в виде 
fi(c')^exf>£^ BJxjelXi, (18) 

где к(*)= jSty«.V/e(*-9)Eicfflf(>3?. , 
Рассмотрим малую вариацию контура С в точке х , ос&С (рис.3), 
в направлениях С,£ : 

о С iK (X) 

где ^ск. (&) - $с &л ~\ Вй • Вычисляя /̂ г (В) получаем 

Напомним, что 

fC*r*) V / . . . . 
Следовательно, плотность гамильтониана %[Е +Н J может Сыть 
представлена с помощью переменных на контуре в следующем виде: 

%lf **%%]*%[**, jgL]'. 
Уравнения Максвелла в терминах переменных на контуре запишут­

ся в виде 

9Хо * fC<xfz) J ' Kit*) 8Ci£(x) 

Закон Гаусса для Ec-Sinj А' яг выполняется автоматически. 
3. Дуальность Хофта-Мандельстема в неабелевом случае 
Чтобы провести аналогичное рассмотрение в неабелевом случае, 

например для группы 0(5) можно в соответствии с " V ввести 
три дополнительных киральннх поля^^гД^ &Ф=1 (nf, Л=£,1,3-
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компонентм) • с их помощью выделить абелевн поля 
£sfy>*^r*№№*-*)> teWJ-vz * 
где матрице Я. определяются из условия У •Л, = /, ( SZ связа­
на с матрицей $ , вращающей Л -поле, соотнесением Tt(n'J/i^Sl/,^J= 

$•*?) . Из этого условия матрица Л находится с точностью до про­
щения вокруг 3 -оси. Эти вращения соответствуют преобразованию 
fl**Si£tp(iiiix)l3) , относительно которого И "• преобразуется,как 
абелево поле: А ? <-» Д ^ + С^ % . ' 

По полю Д * построим вильсоновскии оператор 

Вариация <Я (С) относительно изменения контура С дает тензор 
Хсфта /Щ 

здесь кривизна Рек и ковариантнне производные построены по неабе-
левои связности А;(х) . 

Операторы S^fe') строятся по формуле (18) с использованием 
£^-(4ty£i) . Варьируя S^fc'Jw о ч е т изменения контура f 

получаем 
8&*(С) Ьъ-Е.-МЯЧС) 

Отсюда видно, что абелевн магнитные и электрические петли входят 
в гамильтониан несимметрично. 

Неабелева магнитная петля, определенная в' ' как предел 
произведения 

М(С') = 7* П Mfxt) t MlX^)^(Mat(xt.))i 

,:y.f 

.J при вариации контура о дает л ' щи контура о дает 

fffi(x)=L^E1lfS- • + добавки . Сравнивая о формулой 
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S Cu (*) i-J -> > 

видим, что неабелевн электрические и магнитные петли входят в га­
мильтониан также несимметричным образом. 

Однако, по-видимому, существует область параметров, где до­
полнительные члены в гамильтониане несущественны и реализуется 
самодуальная фаза. 

И. Контурные переменные в модели Z (Ы)л 
1. Связь модели i(ML с неабелевой калибровочной теорией 

на решетке 
В этом разделе построены переменные на контуре в %М^ -мо­

дели, уравнения движения для которых линейны. Есть основания на­
деяться, что они окажутся полезными при вычислении контурных кор­
реляционных функций в непрерывном пределе. 

Остановимся сначала на связи %(М)ц - модели с моделью не-
абелевнх калибровочных полей на решетке '1' . Уравнение 
в случае, если сумка берется по м>о и и-*0 , имеет локали­
зованные решения 

где "Vx - произвольные матрицы группы SIMM) , а €Г/и - матрица 
центра %:(t\l) группы SUfA/) . Рассмотрим вклад этих решений в 
статистическую сумму неабелевой калибровочной теории, получим 
% = Z etrfi I ея ех+А е+ с+ } , с») 
что определяет статистическую сумму Ч -мерного калибровочного 
аналога /39,41/ двумерной модели Изинга (IM^) • 

2. Т -матрица и гамильтониан в модели £/Л/к 
Напомним основные формулы для .Поясним, как 

возникает Т -матрица при вычислении (19;. Выбрав калибровку 
€х,о=£ ( ч т о соответствует До=0квл1бровк»? и разделяя суммирова­
ние по пространственно-пространственным плакетам и пространствен­
но-временным плакетам, можно представить$ как след L -степени 
( А - число временных интервалов рассматриваемой решетки) матри­
цы, называемой в статистике трансфер-матрицей, действующей в про-

215 



странстве ff, конфигураций на временном сечении решетки. 

Ц*~/*,<! >с^. ь - пространственное направление. /Л*ч>-
собственяне векторн матрицы Cxt£ ' CXi^Xjt>—€1*","'i/A'/Кх > 

<! *t x/1 •«•лсь > = 4« *' (n^N)' T -нвтрицу можно представить 
в виде ' 

TWi<A(px:iK)-Czj.€xu,*£xi>(Mi<£K. ̂ определяется равенством 
&l«,i)in*,i>= IOtx,iH)md»/> . N-Z, 3,4 . а константе й и / 
соответственно равны: а,=.р г {-i^tn(ite'^Mi-t'2^)''1 при У=£ , 
а при h/=3J - с м / « / . 

Перейдем теперь к анизотропной решетке (разные постоянные в 
статистической сумме (19) по прострвлствеио-прострелственным и 
пространственно-временным планетам ft{ и «pj соответственно). 
Если перейти к пределу непрерывного времени /42/,путчей fig'*'*0, 
£- •»> .G*p( -3 - / t ) ,Л""" к о н е ч 1 Ш Й п а Р а м е т Р ) » то 7* - матрица предт 
ставима в виде Т= i-ct-Ц ti-*0< где Н - гамильтониан 

««-> г: т-Ь s. Мр). 
* ftSfAuu. лмкетм-

Таким образом, в моделях £ Л / ^ } N - l , 3 , 4 , гамильтониан явля­
ется суммой операторов <Я(р) и fi(p*) , рассматриваемых только 
на планетах и дуальных планетах (в трехмерной решетке ребрам вза­
имно однозначно ставятся в соответствие планеты дуальной решетки). 
Перестановочные соотношения между опереторами Л(р) и $(&] сле­
дую? из определений и имеют вид. 

•Мр) £(р*)=Щр*Шр) е*"*^)/^ 
где / K / p , p * ) = ± i , О - в зависимости от того, сопоставляется 
ли дуальному планету ребро основной решетки, принадлежащее плане­
ту Й , или нет, а ± зависит от выбранной ориентации. 

3. Уравнения движения для Шр*) и А ( р ) 
Для определенности будем рассматривать модель %(1)ц . Вы­

числим производные по времени операторов €fC), <A(p)* & ( 1 ) . 
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kC*,C =LH,CXii] = &*,iCx; f 

•ft AXji=[H, Bx/J =Л Z &(pxtji)fix,C , 

i- А(р*м) -[H.AlMtfh Z ЖьфЩ 
4. Коитурвне переменнее 
Отметим, что и» определен»* <А(р) и £/р*) ясен их физиче­

ский смысл: Д(р) описывает "магнитен!" поток через плакет р , 
а $>(р*) - "электрически!" поток. Можно ввести "магнитили" • 
"электрически!" потоки через произвольные контуры на реиетке: 

Л(С) ж £>(С') ( С'-петля на дуально! решетке) , 
Мв) = Р ЖЬ))=<&€х1; » f(c)- поверхность, ограничен» 

рэ№) Г С J > нал F, 
&(С)=П Жр*) , ffc'J- поверхность, оГраничен-

P*Bf(C) иая С' , которые удовлетворяют перестановочным соотношениям Хофта: 
Мс)М')= M'JJ/cl e *"««*''>*' 

э 
где n f C ^ ' ) - число зацеплени!. 

Введем в рассмотрение более сложные контурные переменные , 
а именно(фун1Щионал, зависящие от контура Q и С ( С ~ длина 
контура)и иждексо» Я; , С=/,... I , принимающих значения 0 и А 
(для простоты рассматриваем только случа! %(t)j ) 

Если на заданном контуре X^x^(s), 8 - дискретное,/хrsn)-X(s)l=L^ 
введено собственное время, то можно вычислить 
£ - V«-A~)/X (**и)*сь№]^ , (с5Нл 
где s "' е 

При ifs = 0 имеем 
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Прж « s=i 

+ {jL*U:.*s-i,ot«9Ht...Ke(c) • ( 2 0 ) 

В правой части стоит сумма слагаемых, первое из которых соответ­
ствует сумме контурных переменных, взятых на более длинных конту­
рах, получающихся от вставки плакета в точке t s (контур с само­
пересечением), а второе - контурная переменная, соответствующая 
тому же контуру, но с измененным индексом. 

5. Линейные уравнения в формальном непрерывном пределе 
Рассмотрим формальный непрерывный предел уравнений (20). 

Как уже отмечалось в разделе I, "вставка" плвкета fix.;/j.\> в точ­
ке ft в непрерывном случае соответствует вариации контура ЗС^Ск). 
Следовательно, система уравнений (20) в непрерывном пределе прини­
мает следующий вид ; 

(21) 
Сделаем несколько замечаний по поводу перехода к непрерыв­

ному пределу. Такой переход естественно осуществлять в контурные 
корреляционных функциях в окрестности критической точки, т.к. 
именно для них в окрестности критической точки, по-видимому, про-
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исходит смена реяша {<А(С)>-»е'ЖН'Рр«рс ><Ма>*£~"С,Г(>\ 
i»L ti/i-l-Ol сравни со схейменговим пределом в IM» .' 

Уравнеяяе (21) является аналогом уравнены Дирака, получав­
шегося в непрерквном пределе для оняагеровсхях переменных в моде-
ля IMt, Л ^ К / . Пока еще не ясно, будет ля уравненне (21) столь 
же полезно для определены контурных корреляционных Лункций в 
скейлянговом пределе. По-вадямому, в этом направлено окажется 
полезной задача о монондромжя уравнена* (21) с дараковской повер­
хностью вместо дкраковскжх витей в двумерном случае 1 ^ . 

Другой вопрос - о том, насколько скейямкговое поведение мо­
дели /Ш.)ц ухватывает свойства непрерывного предела неабелевой 
калибровочной SdlljfeoptM, также открыт. В этой связи полезно 
вспомнить язвестное взаимоотношение предела сильной связи непре­
рывной модели МЧ1-)[1)1 я скейлингового поведения ТМ& (ги­
потеза универсальности '**i * ' ) . Формально, переходя в первой мо­
дели на решетку и рассматривая вклад в статистическую сумму клас­
сических решений fnA—i-lf f существенных при Л,-» 0 0 , мы 
получаем, что учет вкладов в континуальный интеграл всех ступен­
чатых функций эквивалентен вычислению статистической суммы JAfy . 

8-fjA Таким образом, имея корреляционные функции I ^ i в сквйлинговои 
режиме, мы можем считать, что у нас имеются также корреляци­

онные функции для предела сильной связи как для А > Д , так и 
й<й с (фаза конфаяннента) модели У А* . 
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КВАНТОВАЯ ТОПОЛОГИЯ КАЛИБРОВОЧНЫХ ПОЛ£11 

В.Н.Первушн 

Объединенный институт ядерных исследовании,Дубна 

Наиболее важном проблемой в теории Яяга-Ниллса'*' является 
исследование поведения неабелевых полей на больвшх расстояниях. 
Обычная теория возмущений указывает линь на неограниченный рост 
эффективной константы связи с увеличением расстояния (инфракрас­
ная катастрофа). 

Как известно из теории критических явлений и фазовых пере ­
ходов, в системе с сильной связью неизбежно возникают дальнодей-
ствующие корреляции локальных возбуждений и кооперативные степени 
свободы, которые могут приводить и сингулярному поведению макро­
скопических параметров системы, в том числе к сингулярному б о з е -
конденсату. 

В настоящей работе сделана попытка развить схему квантования 
неабелевых полей, в которой с самого начала предполагается нали­
чие сингулярных калибровочных полей. 

мы будем считать также, что кооперативное возбуждение кали­
бровочных полей возникает как годдстоуновская мода, сопровождаю­
щая топологическое вырождение вакуума. 

I . метод квантования' 2 » 3 ' 
Рассмотрим лагранжиан теории Янга-Миллса: , с . 

2-;i £:# (£'-& -Н*/Ч A)- со 
Поля Д sjf не имеют канонического импульса, Т,"= !^/ip0A")zO, 
поэтому выразим в £ »4» через другие переменные с помощью клас­
сических уравнений Эйлера: 
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где 

Общее решение (2) 

вообще говоря, содержит ремние однородного уравнения 

С = 5 в с т ь нулевая мода оператора V • 

at 
Подставляя (3) в ( I ) , нетрудно получить лагранжиан: 

где не 

Поля /" , ̂ ? удовлетворяют уравнениям 

Возникает следующая альтернатива: 
I) Предположим, что неаОелевые поля регулярны. Тогда вслед­

ствие уравнений (ч), (8) и теоремы Гаусса 1*ц#- О • Полученная 
теория описывается лагранжианом (5) с дополнительным условием 
поперечности (8). Цы инеем схему квантования, полностью эквива­
лентную общепринятой' *' в калибровке Д" »0. 
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2) Предположим, что поля сингулярны3^. Тогда L„ti^O и 
вводится новая динамическая переменная с ({) (как нулевая мода 
оператора Vх), которая описывает кооперативное возбуждение по­
лей во всем пространстве. 

II. Обоснования введения новой переменно» 
Топологически нетривиальные классические решения в теории 

Янга-Ниллса (инстантоны)'6' свидетельствует о существовании мно­
жества вакуумов. Группа инвариантности каждого из вакуумов - Ga 

есть подгруппа группы инвариантности всего лагранжиана - G , при 
чем фактор-группа G/G0 является группой гомотопии Я} (fob) = 2 
(где Z - бесконечная циклическая группа), мы имеем здесь пример 
спонтанного нарушения симметрии вакуума . В соответствии с идеоло 
гией спонтанного нарушения симметрии'7' нужно ввести голдстоунов-
скую динамическую перененнув, которая имеет математический смысл 
элемента фактор-пространства <?/<?„, в нашем случае элемента 
фактор-группы Ts(Sl/t}- ? . Именно такой смысл имеет индекс 
Понтрягина, который характеризует несингулярные классические ре­
шения с конечным евклидовым действием 

* ™ - £ J * / v £ ' ' 5 ; £'•*, (9) 

ПК^^ £ г •• ( 1 0 ) 

Обобидя (9) на сингулярные поля (3), (7), мы трактуем \) как 
динамическую переменную, описывающую кооперативное возбуждение 
полей во всем пространстве. 

Мы следуем здесь положению о том, что динамическое описание 
квантовой системы есть построение неприводимых представлений 
группы инвариантности лагранжиана в классической теории. 
(Простейшая иллюстрация этого положения дана в Приложении I). 

' Заметим, что в квантовой теории поля, и в частности в /Ь/ электродинамике, пи имеем дело с [сгулярными полями' '. 
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III. Выюд тиавиакт для бозе-конлевсата 
• 

Отождествим голдстоуковскуп коду С в (б) с топологической 
переменно! у » £Я , подставляя общее реаенке для Л (3) в 
определение числа Понтрягива ( 9 ) : 

V-j*y ; >>* c£tJ'tfrfpJ*8S - П(А). (и) 
Здесь Л> * функционал от холиброьочных полей. Выражая с помощью 
(II) лагранжиан (6) Ln.t в терминах У-(\)+Щ, получим 

где а у 

(о> = [№ о:ш'\/зы>«(ъф)л; o;=F.y;. (») 
Гамильтониан, соответствующий (12), не зависит от % '• 

ны(ыи>нШ<в>'-<^1 - С1,) 

Здесь 

ps U*.t(i}4v . 
Цы квантуем переменнуп V , LV^J~ ' , требуя,чтобы вектор 

состояния Ч1 преобразовывался по представлении циклической группы 
2 '.У(/+1)*ес*У1(\)) , и получаеи спектр импульсов "ротатора"V: 

/».« *хк ++, ( 1 5 ) 

где к - номер зоны Бриллюэна,Ф - квазиинпульс. 
Окончательно мы получим следущее эффективное действие . 
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Знак (+) в (16) относится к пространству Евклида. 
Представим калибровочное поле / 4 в виде суммы сингулярного 

фонового поля о (боэе-конденсата) и регулярного поля £ , имею­
щего нулевые граничные условия на сингулярностях: 

Таким образом, мы имеем следующее формальное разложение fief/ • 

fy (s +£)* W/J + К, Фа - г <У/УГ— 
Процедура квантования и в частности вариационная производная , 
хорошо определены только для регулярных полей _g '•''. Если не ис­
пользовать вариационный метод для определения о , то условиям 
"конечности" S%// tylc^M = ^ и "стабильности" <S*x.„Y&J-cf=0 
можно удовлетворить лишь полагая в (16) 

S * * • (19) 

. М о^ <о>* ; *« е,в. ( 2 0 ) 

Тогда из неравенства Коши-Буняковского получим, что фоновые поля 
£(£К &(&) , W£fP удовлетворяют стационарным уравнениям дуаль­
ности: 

±£(£)-vt4)P ; BW-W*)*. его 
Следует подчеркнуть, что квантование заряда (17), (19) необходимо 
для стабильности теории, т.к. поля с нулевым действием (21) одно­
временно удовлетворяют вне сиигулярностей классическим уравнениям. 

Рассмотрим точно решаемый пример цилиндрически-симметрических 
функций. В классе этих функций существует единственное сингуляр­
ное решение, описывающие "магнитные мешки" ; £ S > - ( 9 " J ° , : I '°'% 
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где n"» *'% i t = v£j*, Х('я*о?Х-1 т ,Xit- параметры решения. 
Оператор ̂ р ' ^ н е зависит от константы связи. Теория виэмущенмй 
с "магнитными мешками" (22) качественно отличается от обычной л / теории возмущений ' ' и в какой-то степени совпадает с ней 
лишь в пределе т * О, который соответствует малым расстояниям 
теории. Уравнения для квантованных полей Q сводятся к одномер­
ному уравнению Шредингера (по переменной с ) для частицы в по­
тенциале Пешля-Теллера'9'. Это уравнение точно решается и имеет 
дискретный спектр. Туннельные переходы запрецены, возбуждения ло­
кализованы в одной из ячеек периодического потенциала,и в этом 
смысле наша система эквивалентна идеальному изолятору. Условие 
(18) выполнено. 

- Заключение 
ыы развивали здесь точку зрения, согласно которой правильное 

квантование теории ЯНга-Киллса должно учитывать сингулярности 
неабелевых полей, и предположили, что источником таких сингуляр-
ностей является коллективное возбуждение, описывающее бесконечно 
большую топологическую корреляцию локальных возбуждений. (В этом 
смысле топологически нетривиальная теория напоминает модели стат­
физики в критической точке с бесконечной корреляционной длиной. 
Известно, что поведение системы в критической точке определяется 
не только видом гамильтониана, но, во многом, самим фактором су­
ществования коллективной степени свободы и ее природой). 

ны показали, что наличие сингулярных фоновых полей (бозе-
конденсата) не противоречит конечности и стабильности теории, 
учитывающей квантование топологической переменной. Именно условия 
конечности и стабильности определяют уравнения для бозе-конденса-
та. Решениями этих уравнений в классе цилиндрически-симметричных 
функций являются "магнитные мешки" - периодические сингулярные 
потенциалы. В этом случае теория Янга-Лиллса эквивалента идеаль­
ному изолятору. Локальные возбуждения имеют дискретный спектр. 
Отсутствуют даже те нулевые моды, которые могли бы восстановить 
масштабную и трансляционную инвариантности. Вообще говоря, это 
еще не означает отсутствия трансляционной инвариантности для 
"бесцветных" связанных состояний, которые отождествляют с наблю­
даемыми адронами. Сейчас трудно сказать,удастся ли доказать "сво­
боду передвижения" для "бесцветных" состояний. Однако, если лове-
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рить в возможность такого доказательства, то конфайннент цвета 
можно было Он трактовать как следствие динамической реализации 
фундаментальной топологической группы пространства полей. 

Приложение I. Квантование модели Швингера 
Рассмотрим двумерную электродинамику в калибровке т4~е - О 

с лагранжианом £=\ (?оА,)\ Решением уравнения Шредингера 

является "плоская волна": 
4*(*)***p{i$*X(*)Af*)] > *'т1'*Хг*)г. а-2) 

Условие инвариантности относительно топологически тривиальных 
калибровочных преобразований д,£^о означает однородность 
"импульса" J f ( V i ЪХ(х)=0, Х(*)*С*ы( , и приводит к корреляции 
всех элементарных возбуждений. Решение ( I . I ) зависит лишь от кон­
турной переменной & J<A А,(х)-Ы *', которая реализует представ­
ление полной группы топологически нетривиальных преобразований: 

где /± = е ,*'(П+ъе'/£ » Функция е задает 
отображение R(1)-*U(4) ; V - степень отображения. 

Условие ковариантности ( 1 . 2 ) Ф относительно циклической 
группы В определяет спектр УС t £ "• 

XuA.(8rk+*) ; ё *$(2*к+*?(&)'* , (1.3) 

где R - размер пространства. Таким образом,мы получили квантовое 
описание как построение представления группы инвариантности 
классического лагранжиана. Существует эквивалентное описание 
рассмотренной сильно коррелированной системы с помощью явного вве­
дения коллективной степени свободы. (Именно этот путь мы исполь­
зуем для квантования теории Янга-Миллса, топологически эквивалент­
ной модели Швингера). 

*1 Важность описания динамики с помощью переменной типа N 
была отмечена в работе Фадеева'* '. 
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Рассмотрим лагранжиан 
5*» £ /w* ; ъ. =ъ*.-М (I.») 

для полей с топологическим индексом 
1?../*" ; >>*£]*,*• CI.5) 

Так как поле А 0 не имеет канонического импульса, выразим л» через 
переменную А, с помощью уравнении Эйлера: ЪгЛ,*д,?,Л, -
В общее решение этого уравнения включим сингулярное реаение одно­
родного уравнения: 

Ле - i(t)x + я&) +£МА. . 
Так что тензор напряжения %, зависит линь от голдстоуновской 
моды С : 

£>= £ •• (i.6) 
Подставляя (1.6) в (1.4) и (1.5) мы приходим к гамильтониану 

квантование которого с условием периодичности Ф (»*-/)в е1 4"(у/ 
воспроизводит результаты прямого квантования модели Швингера. 

Приложение II. Включение фернионов 
Применим предложенный метод квантования к лагранжиану 

Получим эффективный лагранжиан в виде 

где L I/J определено уравнением (16) , 

Все лагранжианы зависят от чисто поперечных полей А , ^ • 
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U (A) = Тех/. / j/''ф, Ъ ».А* } I 
V(r) s V(AtT>) , 

инвариантных отиосигелыю калибровочных преобразования. 

Приложение I I I . Радиальные возбуждения цветных полей 
Гассыотрим уравнение 

для квантованного поля j£ во внешен поле (22 ) . В классе цялин-
дрнческн-сишехричннх функций с покощью подстановки 

это уравнение сводится к точно реоаеыону уравнению Шредингера 

со спектром 
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ЯЖЖддЫЮЕ СвТяА-яОдЕОНОЕ ПРЕдСТАВЛИЕ ТЕОРиИ ЯЭГА-яШСА I 
шивювочко.швшинтвш ВАКУУМ 

Е.А.Ьиов 
Обмдаяеявм! п а с т у х адервмх асследомавЯ, Дуби 

I . Одм я» ю ч п воевал м прачвву яевилетаниа цвета в кван­
товом хромодвяамкы состоят в том, что у »ю1 теорвв наблюдаема 
лвяь свмметрячяая фаза, связанная с калибровочво-виварвантянм 
вакуумом Z 1 » 2 » 3 ' . Простме расеуждеаяа &' показывают, что средвае 
по калвбровочио-вяварвантвому вакууму от произведений полевых 
операторов с цветовым* ввдексамк, т .е . фувкшш Грава, сводке* к 
комбвяацвям делыа-функцвй евовх аргументов, что я оэвачает удер-
кавве цвета. 

В больиошетве работ, посващеяннх внасвенмв фвзвческого 
спектра екмметрмной фазы, ее стремлю* получить дввамнческв, 
в рамках обычае! теорвв Яага-Мяллса- лабо путем учета топологи­
ческих фяуктуацвв вакуума ( вястантонов, меровов, . . . ) ' ' , лабо 
перехода к пределу сальной сааза '* ' . При этом вввду неприиенн-
носта стандартной теорвв возмущена! ( она отвечает несимметрич­
но* фазе) используются спецваяьвне методы тала перехода на ре-
ветку, построен** аномально* теорки возмущен** около классических 
решай а т.п. Динамический подход, будуча вавболее перспектяв-
вын, в то ке врема оставляет в тева алгебраические, теоретико-
групповые аспекты проблемы. В частной*, неясно , явлается ги­
потетическое удержание цвета в симметричной фазе прямым следст-
ввем калибровочной ввварвавтвости вакуума ала ке требует выпол­
нения некоторых дополнительных динамических предположении 
(упомянавввеся выве формальные соображения / 3 ' не могут счи­
таться доказательством). 

В настоящая работе мы хотим обратить внимание на возмож­
ность алгебраического описания симметрично! фазы теории Янга-
Ыиллса. Основное предположение состоит в том, что структура 
эффективных лагранжианов, описывающих различные фазы теории, 
должна в значительной мере определяться способом реализации ка­
либровочной группы в данной фазе. Реализация, соответствующая 
несимметричной фазе, хорояо известна: это обычные калибровочные 
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ораобрааоаааиа. Возавааех есметвааааа вопрос: как реализуется 
вадябровочвая груам a евмметрвчвоа фазе? 

Для «го вмяоаеявя обрахвмся а часто отмечаемой а лвхерахуре 
'l>t'' аналогах между xaapwt Яага-Мвддса в иедвяейаммв С" -
модемна. У ахах мадам! в обери случае также суиеонувт два 
фавн; аесвммехрнчвел, охяесааедея в обласхх првмеяхмоств стаа-
дартяоа хаораа воамуааавй, ж, свваюхрачваа, а кохорой обкчвая хао>> 
рая возмущав! аа првгодва*) . Эха фаам имевх прозрачвмй хеоре-
xaxo-rpynnoBot сммсл. Парам охмчаах нелинейной реалваацвв 
исходно! симметрии. Ха вакуум аааарваахаа охвоевхаяьао векото-
pol подгрушш исходной грушш ( подгрушш стабильности) в вы-
рохдаа по отвоааавв к оставыпш праобрааоваааш, которые, таким 
образом, споахааао варуаавн. Спаххр сосховх as безмассовых 
гоядсхоувовсвах noaal, чвсяо которых совпадав! с чксдом спонтанно 
нарушенных гаверахоров. Симметричная фаза соохветсхвуех стандарт­
но!, алгебраической раааваацп грушш, i . e . ее реализации на лн-
ве1ннх мулывплехах. Иоде» попадает в эту фазу, ее да эффектив­
ная константа еввэа превыааех некоторое аратвческое аначевхе 
/ 4 , 5 , 3 / _ П р м фдзовом переходе вакуум пересхраваается хакан об­
разом, чхо схавоввтех стабильным по отноаевкв ко всем генерато­
рам, толдстоуаовевве пода приобретает обаув вевудевуа массу, а 
в спектре появляются с т а н и н е хаггеовсхве сосхояввя той хе 
массы, дополнившие ях до яявейвнх мулмиплетов i c e l группа. 
Важно подчеркнуть, чхо аффектами! дагравхаан, описывавший сим-
мехрвчвув фазу давно! валввейвой С -модедв, совпадает по 
ахду с дагранхвааом одной ва соответствующих линейных О -
моделей ( его динамическое провсхохданва проявдяотса а дополни­
тельных связях между раадхчнши парами рама лаграахнана). 

Таквм образом, а СГ-шоделях фаза с различной симметрией 
основного сосхояввя отвечает совершенно разным реализациям ис­
ходной грушш. Зная, хахямя преобразованвямя предсхааяяется груп­
па в xol ада хной фазе, мохво строят» соответстаувшие зффек-
хвянне датравхвана х изучать структуру различных фаз аеэаакевмо. 

'Ъ специальном случае двумерного пространства-времена реализует­
ся только симметричная фаза ( для точного ревеииа). Двумервые 
нелинейные С -модедв обнаруживает наиболее тесау* аналогию 
о теорией Янга-Нвлдса. 
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Клач х поиюшшв причин аналогах между itopxtl Яига-Киллса 
N нелииеЬыми О -моделями Оыл дал • работ* В.Л.Огмевешсого х ав­
тора / б » 7 / *) .мы показали, что левая калхОроючхая творяя а не­
симметрично! фаза является нелнне!ио! реализацие! соответствующе! 
локально! группы с rpynnol глобально! симметрии • качестве группы 
стабильности вакуума, а калибровочное поле вовиххает как единст­
венны! существенны! голдстоиион, сопровождаещи! такое спонтанное 
иарумхх*. Такям образом, было выявлено геветмческое единство 
нелинейных О -моделе! х теории Яяга-Нхллса: единственная разни­
ца между яями оказалась в том, что первые есть результат нелиней­
ных реализация конечно-параметрических групп, в то время как 
вторые - групп бесконечно-параметрических. 

Раз возможна нелинеШная реализация калибровочной группы, то 
естественно ожидать, что у нее существует и алгебраическая, ли­
нейная реализация ' ' . Если аналогия с СУ -моделями простира­
ется достаточно далеко, то именно такая реализация и должна опи­
сывать симметричную фазу теории Янга-Уиллса. 

Основная цель давно! работы - показать, что подход, разви­
ты! в ' б » 7 ' , допускает элегантную переформулировку на языке би-
жокальвых поле!, в которой аналогия с нелинейными С -моделями 
становится почти буквально! и которая указывает путь построения 
линейных представления калибровочных групп. Мы демонстрируем, что 
стандартная теория Янга-миллса эквивалентна определенному сектору 
нелкне!но! С -модели для билокальвого главного кирального поля 
на соответствующе! глобально! группе. Исключение несущественных 
голдстоуновских поле! в локальном формализме ( за счет обратного 
эффекта Хиггса ' 8 ' ) оказывается эквивалентным специальному пред­
ставление для билокального кирального поля через контурны! ин­
теграл от поля Янга-Ыиллса вдоль прямого отрезка, связывающего 
билокальвые аргументы. Таким образом, струнны! функционал калиб­
ровочных поле!, интенсивно обсуждаемы! последнее время ' 9 ~ 1 3 ' , 
естественно возникает в нааеы подходе. 

Из возможности С -ыодельного представления теории Янга-
-Ниллса следует, что алгебраическая реализация соответствующе! 
калнбровочно! группы должна де!ствовать на билокальных линей­
ных мулыиплетах группн глобально! симметрии. В третьем разде­
ле построено несколько просте!аих реализации такого рода. По -
х ) Аналогичное рассмотрение с несколько ино! точки зрения прове­
дено в /в/ . 
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каэаио, что • рамках ляяяяямх ряядяяяня! ломяхяомаи* халнб-
рояочяш поля! ояяаяяо о аояядяяиям яявулявш вакуумяых срядяях 
у яякоторпс членов дяяяяяого муитяплятя- в полю! аналоги с 
яомихяовявяям голдстоуяоясжях поля! в обмчяых ляяяШих С -
моделях. 

2 . Мл начало яядошмн осяовямя моменты подхода, прядлояяя-
яого я / б ' 7 / . . 

Пусть C r 0 ° c { Q \ - яякоторая груш» глобально! вяутряявя! 
сямметрлм 

a G (*) - компонента соотвотствуяще! каянбровочяо! группы, 
разложимая я ряд Тя!лора охоло Х « = 0 . Перяоа ваблвдввнв 
состояло я том, что СгОО яяяяатся частно! реалнзацив! опреде­
ленно! кояставтяо-парамятртеско! абстрактно! группы Qr'=>.Q-o 
с бвсковечяш чяслом тевяоряых генераторов Q t Q £ Qtj. ,„Ом-* ..-
удовлетворявших соотношениям ' "* ^Л1'"™'™*' 

где Из - генератор 4 -трансляци!. Вместе с группе! 
Пуанкаре "у группа Gr обраяует полупрямое прояэяеденяе 

Далее стандартный! методами была построена нелинейная реализа­
ция группы У\ в фактор-пространстве К / Z X 6г 0 

( L, - группа Лоренца) с элементами 

где £ , 4 9 , 6/у^^ . . . $ £ - -у"»»»• - ' " бесконечны! набор 
симметричных тензорных поле!, имеюцих смысл параметров фактор-
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про.отрвлства. Било покававо, что с и м вмпорвого голдстонкона 
& ( * ) и т п ш оимш обачвого.поля Лага-Иалдса, а ю врана 

как act оехальама голдстоявовн £ & & > • » - £ £ % , » • • -. авлакса 
насуцестваавнмв > той описи, что аириштсв чара* $00* *го 
производные посла прврааааваааа аула еашатрачшх часта! воаа-
рмаятных проиаводвнх ( т . е . срабатнааат обрамив эффект Хвггса/8^. 

Посажан, что весь форналаэн раако упровдатса после введа-
ааа конкретвого арадотавлаанх для гавараторов группы К 

где %р - некоторые не эаввсяцав от *м лоревц-вевтор. 
Подчеркнем:, что представление (6) диктуется обнчвш для нели­
нейных реализация условлен, чюбн геаераторн, стоящее в показа­
телях групповнх эхсповевт, коммутировала с координатам фактор-
пространства. 

Нетрудно увидеть, что после введении представления (б) 
бесконечны! набор голдстониоков в показателе элемента (5) 
сворачаваетса в одно бил окал мое поле: 

где 
.̂«^tuj^I^tAff '̂, ( 8 ) 

.е. f(**$) является фактически производящей функцией для т 
гоядстовионов: 

?(х,о)=0, 
^ о ч " » о л з = о 

Преобразования голдстонионов, индуцированные различными 
элементами группы К , действующей на элементах (5) как 
группа левых сдвигов, выражается на билокальном языке следую­
щим образом: 
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где 

ч-траяоллщшп 
лормц-вредишя« fa J)—>$'(*,$- i(A'*Xt fi*4), (10) 

Q- - преобревоваиия: 

w ?{*)=№+£i*r№ +щУ* • • • У* - ««JW«. 
проиэводяиая (г к о д * кмотаятиях параметров группы Cr 

Разяохеине, определявшее коварнаятнне формы Картава нели­
нейно! реалиэации К / / * ( г 0 ( ковариавтныв производные) ' 6 > 7 ' , 
принимает крайне просто* вид: 

e-lfov@^)eito*) - ь^.«, ( 1 2 ) 

дв 

" ^ 7 ' % " к о в Ч * а н т н и в производные голдстонионов. Нетрудно 
проверить, что при преобразованиях ( I I ) форма CO^Qi,^) 
преобразуется по закону 

отауда видно, что коаффнцневти в ее разложении по <fa преоб-
разувтол независимо друг от друга, причем-6^(х ,о )= &(*) 
есть неоднородно преобразующееся поде Янга-Ниллса, а все осталь­
ные коэффициенты преобразуются однородно. Форма СОм(Х,%) 
удовлетворяет уравневив Uaypepa-Кархана: 

<$-$)<», №Hp/)fy№ i [^(М^(Д(«>0)(15) 
которое, конечно, эквивалентно представлении (12) . 

Выясним теперь, чему на билокальноы языке соответствует 
исключение тензорных голдстонионов ££,. .•*„ С ̂  5= 2 ) . 
Условие равенства нулю симметричных чаете! «вариантных произ­
водных с учетом структуры формы С0„ (Х,<|_) (13) записывается 
как 
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что в силу определен*! (12) эквивалентно следуииему уравнение: 

Г($-#?)е1есх,ю= urf&e'.fa'0 CI7) 

Нетрудно показать, что его реяение имеет вид: 
(18) 

§ г . 
где ствол \ означает упорядочение по матрицам Q 1 

ка интервале 0 < £ у ^ < 1. . Показатель экспоненты в (18) 
есть контурный интеграл вдоль пряного отрезка <?*$)•- * (Ю : 

Разлагав в (18) ь ( х , < / ) в ряд по с^ц , ножно убедиться, что 
выражения для тензорных голдстониояов совпадает с тсии, которые 
получаются в коиповентнои подходе после применение обратного 
эффекта Хиггса. Ответим, что (17) есть просто условие ковариант-
ного постоянства функционала <?Xf>{-t ь(Х,У)^ вдоль прямого 
пути от ( Х + 8 ^ к У/\ • Переписанная в термина! £(%,%) 
форма Картана (12) принимает вид 

- ОбЫЧНЫЙ ЯИГ-ИИЛЛСОВСК"Й где Q/tp^dubp-jt^-l [fyj/l 
Таким образом, в напей схеме естественно возникает струнный 

функционал калибровочных полей, ставший последнее время предме­
том интенсивного исследования ' 9 " 1 Э ' . Е г о групповой смысл ясен: 
он реализует наиболее экономное представление смежных классов 
группы Q- по подгруппе &0 . Действительно, обций элемент 
p i £(>S<0 можно эквивалентно перестроить к виду: 
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^JM^ i%*)gif&'lQ. (21) 

W T(ftH)' ( T(*t 0) = фТ&М I a=0 = 0 ) вклвчает бесконеч­
ный набор тензорных поле! cjf.. .* (И 3s 2 ) > которые уже не 
носат голдстоуновского характера, ибо преобразуются часто одно­
родно: 

Г(» / . 8 ()=е г^ГСх,»е-^ 
Заметан, что в игрально! дананаке пряным аналогом функционала 
exf>{t7(x,if)i " м е т с я объект expfl^fF'W&TJf, представляем! 
левые смежные классы группы SU*(2)X 5 U R C 2 ) п о • W a r o B a j I b B o i 

подгруппе S U ( 2 ) 
Обратным аффект Хнггса внбврает минимальны!, прямо! путь 

среда множества контуров, соединяющих точка Х+У, X , 
Ясно, однако, что интеграл по лобону другому, кривому пути обла­
дает теня же трансформационными свойствами (9) - ( I I ) и, следо­
вательно, определяет некоторое частное представление голдстонио-
на ^ ( Х , Ц) . Соответствуюцую экспоненту всегда можно расцепить 
по формуле (21) , выделав минимальную, отвечающую пряному пути 
часть. Все отличие от прямого пути будет заключено в одвородно 
преобразующемся фактореe>p{iyfa.iOJ, причем показатель Т&,У) 
будет начинаться с членов не ниже третьего порядка по у л 

Коэффициенты в его разложении по <L будут выражаться через 
симметриэованнне комбинации высних ховараантов твпа 

~ faWfr+Wfy,+ ̂ %/, (22) 

с относительными весами, определяемыми выборон контура. На ком­
понентном языке кривые контуры отвечают определенно! модифика­
ции высаих дифференциальных услови! обратного эффекта Хиггса 
( при исключении тензорных голдстовионов можно приравнивать сим­
метричные части ковариаитннх производных не нулю, а ковариантнын 
комбинациям типа (22) ) . 

Отметим, что функционалы тапа (IB) появляются также в решё­
точных версиях калибровочных теори! / * i W , где они вводятся 
с самого начала как конечно-разностное обобщение поле! Янга-
Ми л л са. Важно подчеркнуть еще раз, что в нааен подходе струйное 
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представление не вводятся "русака", а получается "само собой" 
• результате исключения веоущеотмнннх параметров фактор-про-
страяотваК /£Х Сс0 . Тем яе меаее в ранках.часто неяяне1во1 
реалвэацан группа К зтв Фувкцяовахн, в отличие от вх реже-
точных аналогов, непосредственно не участвует в построении ин­
вариантных лагранжианов: коварвантн различных степеней по произ­
водный в форме СОи(Х,Л)( 1 3) яе перепутывавтся при преобразова-
вяях (14) я позтому првводят в независимым инвариантам,( простей-
•и! инвариант - обычны! лагранжиан Явга-Ииллса~ф 4 1,£г А 1' ) . 
Можно, однако, привести аргументы в пользу того, что в области 
фазового перехода в симметричной фазе соответствующий эффектив­
ный лагранжиан должен содержать весь бесконечный набор инвариан­
тов, т.е. в игру должна включаться вся струна целиком. 

•так, ш показали, что намбу-голдстоуновская трактовка 
калвбровочных поле! естественно вводят в теории бвлокальнне 
объекта. Получающийся формаявэм чрезвычайно напоминает стандарт­
ную схему нелинейных реализаций внутренних симметрии -с той раз­
ницей, что используются бяяокаяьиме голдстонвоны вместо локальных. 
Поле ^(Х,^) является бклокальнны аналогом главного кирального 
поля на группе Сто • * о т* трансформационный закон (II) не­
сколько отличается от трансформационного закона кирального поля, 
основное раэхоженае (12) и, следовательно, форма ОДДХ,^ 
являются компонентами соответствующих объектов для такого поля. 
Иными словами, теорию Яяга-Ииллса на группе (го можно рассмат­
ривать как сектор бнлокальной нелинейной G -модели для глав­
ного кирального поля на атой группе, выделяемый условиями (15), 
(16), прачен по определению & ( х ) = %?{(х,Ц) U = o - - & M X i 0 . ) -
В атой связи ивтереоно выяснить, какие дополнительные ограничения 
на форму ffi" (К, У) индуцирует обычное уравнение Янга-ниллса 

о предположить, что оно эквивалентно явно ховариантному 
поперечное» по переменной £ L 
г*й*(*,*)1о. о», 
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Прянаа проверка пожаэнвавт, однако, что уже i третьем порадке 
по ^ в дивергенции (24) присутствуют члены, не обрацамиеся 
в нуль в силу только (23)*'. Их можно компенсировать, добавив к 
дивергенции нелинейны! член: 

прачек н а добавка компенсврует а ненулевые члены в четвертом 
порадке по Зм - Однако члены пятого порядка не исчезает , 
и длс кх компенсации, по-видимому, необходимо добавить нелинейный 
член уже с двумя производными, что кажется не сливком удовлетво­
рительным. Возможно, внход-в отказе от условна "прямолинейности" 
(16), которое, может быть, ssлается слипом жестким. Уравнение 
(23) может оказаться эквивалентным условии поперечное» формы 

С(Хц(/, <0 при каком-то другом выборе контура. Во всяком слу­
чае, вопрос о тон, можно ла сформулировать для формн СОи (Х,#_) 
замкнутое уравнение, эквивалентное уравнениям Янга-Ниллса (23), 
в настоящее время остается открытым. 

3. Из того факта, что нелинейна* реализация группы К 
на обычннх полях сводится к нелинейно! реализации группы (го 
на бнлокальных полях, с достаточно! очевадностьв следует, что 
линейные представления группы К , если они существуют, реали­
зуется на билохальных линейных муяыиплетах группы Q-0 

Детальное изучение таких представлена! и построение соот-
ветствуваих лагранжианов будет проведено отдельно. Здесь мы ог­
раничимся рассмотрением простейших мулыиплетов такого рода и 
покажем, как в ранках линейно! реализации могут возникать калиб­
ровочные пола. Для простоты возьмем (J-0 = S U ( 2 ) . 

Простенки! мулыиплет моя"; инк построен путем дополне­
ния фактор-пространства до линейного пространства 
подобно тону, например, квз вехторны! мулыиплет группы О(Ч) 
может быть получен дополнением сферы 0(4)/0(3) до 4-нерного 
евклидова пространства ( к "пионе.г" добавляется G - частица). 

'Возможно, что этот факт имеет прямое отноиение к недавне! 
работе Вяттена ' 1 ' . Я благодарен Ю.1С.Минину за е ю замечание. 
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Рассмотрю! произвольную билохальнув матрацу 2x2 с транс­
формационным* свойствам* (II): 

UbtiButbfrj&utfa^fctybtie1?0 ( 2 5 ) 

Нетрудно видеть, что все компоненты в разлоаеяни поле! 6 / 0 (*,,£) 
и ЦЬ(Х,^) по %ц преобразуется в отличие от компонент било-
кального голдстониона %4"iJj линейно и однородно: 

8 U,W = О, S W *С*) =^р9 X #&$)* (26) 

С: &4?c*j*M,eftPt*)-(X®jl?ig^K" ($®*ЯТ ( 2 ? : ) 

§ i f » м.об ̂ я^ту+..., 
реализуя тем самым линеяное представление группы К 

Если С\Ао? т^ О > то преобразования поле! Ц Л У > ^ » W , • • 
будут начинаться с неоднородных членов, характерных для компонент 
поля /0с, «0 ; < 

Тот факт, что в этом случае поля 1Ь,0О-,Ци ' ( * ) , • • • 
канонически связаны с голдстонионами $f(]f)•,<&$(>). -• • > сле­
дует из возможности полярного разложения матрицы Ы(Х, ty) : 

г д е 'tdjfatli) (jiU'^-O') является скаляром группы К 
(аналогом g* -поля в полярном разложении О(Ч)-вектора). Мат­
рица UO'iif) принадлежит фактор-пространству Сг/Сго П Р И усло­
виях , 

W(X,«bUM}»I , W lW=0, (29) I или на языке полярных компонент: 

Заметим, что вместо представления (25) мы могли бы рассмотреть 
матрицу с другим трансформационным законом : 

й'(*,*>е№**)иью. ( 3 0 ) 
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которы» также есть реализация группы К . В этой с луча»,однако, 

и при {йсУ-/£ б в* только компоненты Tt£()i) ttyk*(*h'' -
становятся гоядстониовами, во к скаляр CT^jij, что соотмтствувт 
споятанкоиу иарумит не только группи С- до £- 0 , но я пол­
ному спонтанному нарумввв группы глобально! спшетряк (гй , 
т .е . в данной случае ковянюет фактор-пространство К //л 
вместо К / 2 х £ 0 ._В««1орвна голдстонвов становятся массивным 
за счет поглощения Ll l(K) . Таким образом, модель, оеноваввая на 
представлении (25) , после спонтанного нарушения должна приводить 
к обычнок теория Янга-Миляса, а модель, ооиоваяная на представле­
нии (30), - к массивно! теорвн Яага-Ннляса с инвариантным спосо­
бом введения массы' ' . 

В заключение заметим, что на самом деле пока не ясно, как 
корректно выделять компонентные поля из бнжокельного поля. По-
видимому, для это! цели надо разлагать билокальное поле не просто 
в ряд Те!лора по %, , а по некоторой полно! системе ортогональ­
ных полиномов от 4 с . Нахождение удобных методоэ работа с бк-
локальными полями важно для исследования соответствуем* ин­
вариантных лагранжианов, которые, как ухе говорилось, является 
подходящими кандидатами на описание симметрично» фазы теории 
Янга-Иилдса, явным образом реализуя идеи калибровочно-инвариант-
ного вакуума. 

Я искренне благодарен И,Я.Арефьево!, Б.М.Зупнику, СИ.Панину, 
В.А.Ииранскоиу, В.Н.Первувмну, А.К.Полякову, А.А.Славнову, Л.Д. 
Фаддееву и особенно В.И.Огхевецкому за интерес к работе и по­
лезные обсуждения. 
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V. Клашмсш ритм i 
и пиемии патиаш 

I 



квАНивв впола ж н г и т и ш жщш ТЮРИ ПОИ 

Л.Д.4ШМ1 

Леиииградское отделение Математического внститута км. В. А. Стеклом 

Метод обратно! задача, открытый a I967 г/1^ М.Крускалом а др., 
позволвл найти обварен! класс двумерных аволвционннх уравнена!, 
допусками» яваое ревенве. В эток классе содержатся уравнения, 
квавтовавае которых првводат к содержательным моделям квантовой 
теорвк пом, например, т.н. нелаве!вое уравневве Иредвнгера (модель 
N.S.) 

изученное методом обратно! задача в '2**' а ураввенве ivkt-^oWo» 
(модель v> 0 \ . ) 

которому посвящены работы" ~ 9 ' . Гамнлыонова ивтерпретацвя метода 
обратной задачи' 3' показала, что его преобразования можно рассмат­
ривать как переход к переменным типа "действие-угол". Это сообра­
жение привело к последовательной схеме квантования приведенных 
уравнений в рамках квазнклассвческого приближения'' 1 0' 1 3'. 

Работая в этом направлении.я в мов сотрудники в Ленинградском 
отделении математического института ам. В.А.Стеклова ве могла из­
бавиться от ощущения, что непосредственное исследовавае квантовой 
задачи для моделей, реааеных методом обратной задача, может оказать­
ся легче, чем их косвенное рассмотрение, основанное на ревенна 
классической задачи и его последующем квантовании. Это убеждение 
поддерживалось в том числе и тем обстоятельством, что для модели 
N • <£>. ревение квантовой задачи - определение собственных функций 

проблемы U частиц с парным взаимодействием в виде о -функции -
действительно проще классического реаения ( с м . ' 1 ' ' " 1 6 ' ) . 
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• • о м а 1978 г . м а м м а ь аома вазарвахавиа охот аввоа/, 2 1 ' 
игравяай важау» реяв в аосхвмава магма, аввехяоа аадечи, в t a m -
аах гевматрви груаж да ( с м . ' 1 7 » 1 8 ' в д а п а И в и равватя* в' 1 9 » 2 **) . 

Окааалмь, w e jaaoaoe вреехвамтве ввхогрввуемит моды*! 
яаляехся apftnol вввшаоаадаааавага доастввя баежоаечвошрм! 
грувям Ли моаадовавм хапго даМтви в вмечаомервои c q w в 
свое врана окааалось очевв ялодотворвмм • арваедо к создавав т .а . 
махода орбит в хаорш вредсхавлеаа! грувя J a r 2 * . Представление в 
* х м махода витервретвруехсл как хааатовомехаяяческая еаохама, по-
лучеввая ара квевтовавва вмесачаемго даЮхвва группы. Ввхасхвав-
ао, чхо с м и махода обрахвоа задача в махода opdax хакжа указы-
ваах ва вовмопосхь хочного ввааховаавя модам!, вполне авхегрв-
руемых прв поиоар первого махода. 

Эта оосхоахаисхва заставила маая в мовх сотрудников - В.Е.Ко-
репииа , П.П.Куявя* в в особаввосхв В.Е.Склянина, Д./иТаххад-
жява - заняться разработке! ввавтового метода обратао! задача. 
Полученные в тачавве года результаты показали, чхо ахох маход 
существует в промины почта ко всем задачам, ревевшш до свх пор 
кжассвчасвв. По мара рабохн выяснилась тесна* связь метода обрат­
но! задача с двумя другвма маходамв одномерно! математическо! 
физик* (хорнвв ваттнса в A d a / 2 ^ ) : 

1) идеями Омзагера, разввтвмв впоследствии главным образом 
Бахстарок прв реваава двумерных реаетчатнх модехе! в классвческо! 
статасхнчаско! фкэвва (см. обзоры л'23/ в оригвнадышо работы 
/25 ,26 / ) ; 

2) явными формулам* для собственных функцн! некоторых каанто-
вомаханнчасках проблем, ввадешымн в 1932 Б е т е ' 2 7 ' , получмвнаыв 
дадьиеавее рааввтва в рабохах Хвлмеиа''2 8'', Янга а Янга / ' 2 9 / в 
ыногвх другах, как ахо вадно аз обзоров ' 2 3 ' 2 * ' . 

В результате оба ахвх замечательаих досхвжеввя одвомерво! 
махемахачесво! фнзвва естественно слнвавхся с хретыш - методом 
обратно! задачи - еще больае подчеркивая его универсальность. 

В данном обзоре я разберу характерные примеры, прввмвве в 
формулировке квантового метода обрахвоа задача в работах ' 3 0 " 3 4 / . 
Ксхахв сказать, по мере развития этого метода роль собственно 
обратно! задача (т .е . задача восстановлена* дифференциального 
оператора по его спектральным характеристикам) уненьвилась, так 
что сам метод возможно более ествественно называть методом вспо­
могательно! спектрально» задачи. Однако первое название уже ис­
торически укрепилось в его уже трудно изменить. 
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Ж S I оформулвровавы осховши черты классического метода об­
ратно! m m • # о р и ( удобно! для «го ш и п о м ! переформулировка 
в дальяеваеи. В J а обсуждается ооняа соображения для т а и ! ntpe-
формудхровки. Зтя обане соображения подробно нллвстрирувтся я §3 
на. примере подала t i S . как для вэакмодеЮтвяя с притяжением, так 
> о отталкиванием ярв конечно! плотности. В | # более кратко разви­
райся два друга* примера: модель $ .&. и модель х у д о кяаятово! 
теории магнетиков. Технические подробности по поводу ахах хнте-
ресинх подала! публикуйся отдальяо' 3 3» 3*''. В кратком заключении 
будут подладим ххогв я отмечены нарамкнна вопросы. 

вша хотелось бы поблагодарить В.Е.Корепина, П.П.Кулнва, 
А.Г.Ро!имана, И.л.Оиияова-Таамаясхого х в особеквостя Е.К.Скля-
явха в Я.А.Тахтадхляа, обсуждения и совхасхяые работы с хоторшш 
прввалх к результатам, оплсавянм ляхе. 

§ I . Осяовяне черты классического метола обратно» задачи 
В основа метода обратно! задачи лехят исследование вспомога­

тельно! спектрально! задачи и установление связи между ее коэффи­
циентами и спектральными данными, для конкретности рассмотрим 
модель N. £>. с уравнением 

Здесь S f U , ^ - комплексная функция, которую мы будем сначала счи­
тать убывающе! при 1x1-»°" , параметр'х- играет роль константы 
связи. Уравнение ( I . I ) - гамилыоково и порождено гамильтонианом 

1уассона 

^ t * \ v 4 ^ - ^ l * " ^ . (1.3) 
спектральная saj 
де!ствуюиин на < 

* - [D 

и скобками Пуассона 

Вспомогательная спектральная задача задается дифференциальным 
оператором ) ( , де!ствуюиин на столбец 

( I . * ) 
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к содержанки 4 й* и Чг как ко*Ф4мциеяты: 

ЗЦ«сь\ -спектралыши параметр, л « \ * \ **, t = ч^**^ . 
Введем матрицу перехода T L 0 0 дм задачи (1.5) на интервале 

(-b,Vi ) . Пусть Q i u U , W матричное ревенне снстемн (1.5), удов-
летворячее граничному условию 

где 1 -единична* матрица, Матрицей перехода назмвается значение 
этого рененна при к - V- : 

~ Т и О О - k u U , \ \ ( I - 7 ) 

можно показать, что вследствие специального вида иатрмцн-коэффици-
внта в (1.5) матрица T w(.\" | имеет вид 

где функции (XiAV) , ъ\ХК) - т«н. коаффицнентн перехода - явля­
ются целыми функциями параметра \ и при венественнмх \ удовлет­
ворят условию "унитарности" 

\ < Ч \ 4 - t H w \ * - 1 - (1.9) 
Для уОыващих ЧЧтЛ при вещественных \ существует предел 

где - числовая матрица 

T , I W - U « " - ' м 
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Для коеффициемтов ftuW • V3i.lV) п о оэначает, что существуют пре-
л м н . . . 

oUV) « W, a u iV) t* , 
* • * - (I.I2) 

Предельный коэффициент alM остается функцией, акалипческо! в 
верхнем полуплоскости, а ховффициект ММ , вообще говоря, опре­
делен п о при вещественных \ . Соотношение (1.9), конечно, оста­
ется в cue и дляаД") н %>§). 

При 3.^0 уравненае (I.I) имеет семейство солитонных решения 

W f 4 4 . \ _ 4u e*bi-twLtf U - M * t U ^ - * * )j\ ( и з ) 

Соответствующие коэффициенты перехода имеют вид 

а С \ > ^ 1 , * . - « * - Л , «С>о-, < o l V > 0 - (I.I4) 

Коэффициенту перехода 

&-»CV>» П -efjfc (I.B) 
соответствует шогосолятонное решение, явную формулу для которого 
мы не будем выписывать. 

Систематическое вычисление коэффициентов <\( V) , W (. V) по 
^УЧчО.^С*') может быть основано на интегральном уравнении 

\,+* г* х-^ / о А ^ * ^ ) \ 

которое можно решать итерациями. В частности, для ъС\) получается 
выражение „. 

U\VJ- \+*U«-' V* - 0 lw x) , ал?) 
что показывает, что соотношение между ̂  U ) и ь(.\^ является не­
линейным обобщением преобразования Фурье. 

Удача преобразования от Ч 1* ,*V к коэффицентаи перехода 
a(V) f^t\) состоит в том, что ( 'э'^')1 
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I . Гамильтониан И явно выражается через ulV) . Положим 

U0dV>- iL^Y**- a is) 
Тогда 

13L И » ТТ" " (I.I9) 

2. Скобки Пуассона между коэффициентами перехода вычисляется 
явно. Приведем некоторые из них: 

\ ы . \ \ , <x l {Oj = О". (1.20) 

\ OL IV) Л Ц о ] = =~- СХ IV> £, (^)• (I.2I) 

В (I.2I) мы считаем, что 0»«\>о . 
Приведенные соотношения показывают, что а(\\ , рассматривае­

мый как функционал от Ч 1* и "V , является производящей функцией 
для коммутирующих (в смысле скобки Пуассона) интегралов движения 
рассматриваемой динамической системы. Далее, уравнение движения 
для^з(^) выглядит очень просто. Перепишем (I.2I) в виде 

\^^\1^^] = ̂ - Ь(^ (1.22) 
и разложим обе части в ряд по \ . Сравнивая коэффициенты при 
V~ J, получим 

\U,fcl(0}» ^ & 1 - ^ ^ , CI.23) 
откуда имеем знаменитый ответ : 

Итак, в переменных »l.^O ,%, i^> уравнение движения становит­
ся линейным и явно решается, именно в этом смысле они является 
переменными типа "действие-угол" для рассматриваемой динамической 
системы. ^ 

Обратное преобразование от переменных « С ^ ,ч>(\^к исходным 
переменным"tЬ) .Ч'чУ) и представляет собственно решение обратной 
задачи для вспомогательной линейной системы (1,5)}давшее название 
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всему методу. мы не будем описывать соответствующий формализм, ос­
нованный на линейном уравнении Гельфаида-лввитаиа-марченко, так 
как в этом обзор» наччй целью является описать квантовый вариант 
уже приведенных формул, в частности, соотношений типа (.1.19), 
(1.20) и (1.21). Получение квантового аналога формализма ремения 
обратной задачи представляет несомненный интерес и находится в 
стадии разработки. 

Наряду с быстро убывающими при 14-»=° Ч Л и Д ) , Ч^С»,*} для 
задачи ( I . I ) рассматривают также и ремения, периодические по 

Ч 1-\*,М в ^ О Д у (I.25) 
Роль спектральных данных в этом случае играет матрица перехода 
Т\_ (.V) , а производящей функцией для коммутирующих интегралов 
движения является ее след 

4utV)= K T L 00 = a b u V a t t \ y (Las) 
Скобки Пуассона между коэффициентами перехода вычисляются явно, 
однако не существует такой линейной комбинации ^>Ц) коэффици­
ентов перехода, для которой выполнялось бы соотношение типа (I.2I) 

^tvv-^ViJU^ = С(.\,|иД(^) (1.27) 
с числовой функцией с ( \ , к " ) . Поэтому простые переменные типа 
"действие-угол" для периодической задачи еще не получены и для 
описания динамики приходится использовать более изощренные сред­
ства, по поводу которых мы отсылаем читателя к оригинальной ли­
тературе (см. о б з о р ! / 3 5 » 3 6 ' ) . Ниже мы убедимся, что в квантовом 
варианте периодическая задача выглядит достаточно просто и с ней 
удается разобраться практически оставаясь в ранках ухе приведенных 
объектов и формул. 

Приведен теперь эти формулы для ряда других интересных моде­
лей: 

I . Ферромагнетик Гейэенберга (модель г . п • ) . 
Динамические переменные - вектор спина S U) - представляют 

собой набор трех функций Six) = I s W , & W> £ С*)), удовлетворяю­
щих дополнительному условию 
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Уравнение движения _ 
">Ь - V S 
>fc ' S * VT- ' V'*» 

где используется векторное произведение 

является галилыоновш и порождено гамильтонианом 

H-j;SCg)'*» о.» 
и скобками Пуассона 

\ S 4 * \ s\^) ? = t/1* s \ » ^ U - 4 ) . (I.32) 
Вспомогательная линейная задача имеет вид 
УФ = [4_.Ц5 ] ф = 0 t ( I > 3 3 ) 

где j 
S = 2 1 s ' l % ^ " (1.3*) 

и ' о 1 ' , V. =1,2,3 - матрицы Паули. Естественные граничные условия 
llXV—=" о » 

, 1 
£ (1.35) 

отвечают вектору спина, имеющему фиксированное значение на беско­
нечности. 

При выполнении этого условия уравнение (1.29) имеет матричное 
решение (а(.*Д\такое, что 

где 
tUA^^i-^'l, (1.37) 

а матрица перехода 1 (V) имеет вид 
/ ас \ ) fct^ \ 
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Коэффициенты перехода <Х{\) ,%>0\) обладает свойствами, аналогичншш 
саохствам этих коэффициенте! для модели N 3 . , а частности, скоб­
ки Пуассона, аналогичные (1.20) , (I .2I) , выглядят следующим образом: 

\ а ( \ > , а ( ^ ) ] = 0 , (1.39) 

\a i \^ ,u t^)}- тг^г-^ЦИ^У С1.ад) 
Таким образом, сохраняется роль коэффициента °-(\̂  как прг изводящей 
функции коммутирующих интегралов движения и коэффициентов £ <-V> , 
<о (\̂  как переменных типа "действие-угол". 

2. М О Д Р Л Ь З . & . С 5 " 9 ' ) . Уравнение движения 

содержит два параметра - т и f>, играющих роль массы и констан­
ты связи соответственно. Это уравнение является гамильтоновым и 
порождено гамильтонианом 

и скобками Пуассона 
^W,-u^)] =^U-^V (1.«) 

Здесь подразумевается, что 
^ U , ^ * —- U(*^V (1.44) 

*"4 -
Вспомогательная линейная задача имеет вид 

а*л . „,..vi — > 0 сх.*иб> 
При условиях 

чк)\ -»о(».4~) ; swl — 
уравнение (1.45) имеет матричное рекение ч \ ^ * , \ ) , аналогичное 
введенному в предыдущих моделях, посредством которого вводится 
матрица перехода 
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Коэффицнмты гирмодайЦ} , ^ОО оОладавт доподинтыьиш сдейсмоы 
при ••MClltMHUX \ : 

так что они определяется сюнми значениями на полуоси о t \ * « 
основные скобки Пуассона имеет вид 

Цм^^е! = V' i ^ 7 a t^ t^ )- (1-50) 

Коммутируете интегралы движения дастся коэффициентами разложения 
Q/w a c ^ как при \-»=» , так и при \ - * о ; 

W<XAV> = | L C K V * ; ( 1 < 5 1 ) 

l* .<xQVi- L C ^ ^ . (I.52) 

В частности, гамильтониан И имеет следующее выражение: 

U e ^ * H u - i - C i V ci.53) 

Во всех примерах, приведенных до сих пор вспомогательная, 
спектральная задача формулируется для двумерной вектор-функцииФ 
и матрица переходаТ^М является матрице» 2 х 2. В литературе 
обсуждаются примеры динамических схстеы с вспомогательной спект­
ральной задачей,матрица перехода для которой имеет больную раз­
мерность (см., например/э°~^'). В этом обзоре мы эти системы 
обсуждать не будем. 

Наряду с непрерывными моделями теории поля метод обратной 
задачи позволяет рассматривать модели на реветке. Наиболее знаме­
нитый пример дает цепочка Тода' ' , исследованная методом обратной 
яадачи в ' * > " ' , Уравнения движения 

V - = e < W , ~ V - «эУ-V- 1 (I.54) 
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является гашяыоаонми и яороадеш гамильтонианом 

н * £ $ • « . * " • * } <••»> 
и обычными скобкам* Пуассон* 

| ^ > * . «^т \ = О*,» . (I.5f) 

Различает три тем граничных усдом!: 
а) бесконечная цепочка - o ^ t v i i s » , 

« ^ - • о , ^ > * - * о , \ K V - » O O , (1.57) 
• гамильтониане следует сделать простое нычитаиие для того, чтобы 
суммы (1.55) сходилась; 

б) периодическая цепочка длины (V 

Р м м = W > °унм = ^ 1 • (1.58) 

• ) свободная цепочка длины N , где гамильтониан дается вы­
ражением (1.55), причем член e*f Jc^K < l-<\w] опущен. 

Роль вспомогательно! линейно! задачи играет система 

ф. - {$*) - ( 1- 6 0 ) 

по-прежнему двумерны! вектор, а Ь -̂матрица 2 х 2 ( 

V е v о J-
Натрица перехода 1 N Ц 4 ) определяется как произведение локальных 
матриц : 

и ее матричные элементы являются функциями канонических переменных 
Р* и 0.ц. Нетрудно убедиться, что гамильтонианы свободной и пе­
риодической цепочек просто связаны с выражениями: 
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I fc-i . 

соотипхмшо. JUa вммакреша мрнщпмм! маечки, аомешо, 
nojtwo боям сщацтричи tuuuatnaQt мрипюю даа матрицы 

сомистаоа с ооцнн гаршшшш тип* (I.ti). Матрицы L v » « . подоош 

так что подобии а соотмтстауищие матрицы перехода, & внражепе 
(1.61) д м гамияьтоанаиа остается неизменным. 

дм бесконечной цепочки матрица перехода определяется кап 
n v e x M - -* /сил) . ge» ч т<» =uj-*v;Jт;(»к>{/ --££' £ ) , (I.67) 

где 
T-> . П I ' s.x . 1Л.._ if • \ 

_ , . . 68 ) 

a / - матрица собственных векторов vty .Можно показать, что л ' * и 
Д,»; совпадают с коэффициентами перехода, введенными в ' * 6 » 4 ' « 4 8 / 

другим способом, где выяснена их роль как производящих функции для 
интегралов движения и переменных типа**действие-угол". Основные 

f e w ,a(t>] = <?, ( ь 6 9 ) 

ипа"действие-уго 
скобки Пуассона выглядят следующим образом ' 4 8 , 4 9 ' : 

f e w ,a(t<} s <7, 

так что роль коэффициентов перехода как переиенинх типа "действие-
угол" сохраняется. 

Перечисленные модели представляв! собой набор характерных 
примеров, которые наряду с уравнением Кортевега-де-Фриса по­
служили основный тренировочным материалом для математического раз-
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вина мятом обратим аадачм. К ичаехм, ааа евя хама вмак ва-
еоввеавмя ввхарае дда фааиаа.1 и м емким овв аредстевдавт идя-
адьаос аоаа дяяхедьвоети д м мехеаахичеиоа Феяешц во-вавимк* 
атим оомсаяется xei ввхарк к мм о» схероан еавраиааяш евевв*-
лаехоа во махаматичкхоВ фааиса, еавдахамив вохорого MI имейся. 

} 2 . ППМ11ШГШ1ввв П И Ш * * * ааяяаяя, 
В иродмдуввм параграфе о а м ашивава мваввпескаа роль воэ*-

Фицнавхоа верехада, ваадаавш а р вомоая веаоиогахадыюа саяитряль-
aot аадача, д м ряаявая вояивоввиг амаяяаоавнх уравнения в <иас-
сическоВ хворав пояя. Здесь мм Судам рассматривать квантовые 
модам, воохмхсхауамн) ахвн ураввешям. Демина коав: ' V ' t o . + M 
M B W - S V ? W Д М [\\ P."); uu> , ш > д м | £ $.); p« , о , ч для 

(Т. (Л.)_ становятся оаяраюраии, перестановочные соотношения для 
которых пояучаахся по правилу 

[ , \ = "̂ L > Л . (2.1) 
гда w -константа Плавка, которус в далмеалиж мм не будем явно 

запненвать.положив я* формально равной 1.Эти операхорн ми будем 
называть аредиигеровскяии кавоиичееккми операторами. 

Перестановочные соотиоиення (2 .1) рееднэувтея в гильбертовом 
пространстве >ч , характерном для каждой модели. В этом параграфе 
мы посмотрим, а каков мере классические преобразования с вспомо­
гательно» лихевно! задаче» переносятся на квантовыя случав. 

лияеяяыя оператор 

х - г, + a uv> <*•» 
для непрерывных моделеВ (см. ( 1 . 5 ) , (1 .33) , ( I .45) ) теперь имеет 
своими коэффициентами операторн ь\ . Поэтому, если мы будем 
рассматривать вспомогательную спектральную задачу для матрицы-
оператора ( X ^ W J V S . 

[L+ а ьм) **>^-б • ^ ̂ AV- v о i У -̂з> 
где 1 - единичный оператор в \ , то мы должны помнить о неком­
мутативное™ коэффициентов матриц Q и Gly. м ввести определенное 
упорядочение, мы оудем считать, что такое упорядочение дается 
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омам мраиирш X , «as «м фаршами амии* ууаыивм (г.З) 
дмтм 

гда <г> свиваииаруе! умрадечаам м * t емвахевм Ч U.V* 
раоетававяввачаа аврам и м и м мара вааратям мрмитвв » . 

Сам* парата* авредеаеав! агаго уерадочевяв ин вояучии 
весле аерехеда на, pianay. Разделам ввтерв*я(-V« ДЛ aalN рааашс 
аромехупс* давай 

N 
я половим 

UKV-CO £ V S Q W ^ -**.•••."• (2.6) 

Здесь &.Mv >*н- коордяяахн верам реяетвя, яоторув в 
одномерном «уча* бмло бы бодее естественно аазива» цепочхоа. 
Иятрячвне элементы матрицы 2 х 2 U 4 да1стауат в гильбертовом 
пространстве^» , в котором предстамеяы усрадяаавна во интервалу 
l*»-*i *»} яовалышя яредвнгеровсява канонячасхяе ояераторн. 
Все Гильбертом простраиствоЪп, , гда девствует вредвнгероян опе­
раторы, задавши на интервала (-ЦУ,), предсхавяается хек теазор-
воа произведение: 

V n*V <"> 
* • - » ^ в » » п -rt 

Чараа Т ч в (2.6) обозначен единичны* оператор в n j , . 
Ваяиеяввм свойством матриц QUA") вспомогательных спектраль­

ных задач явлмтся нх "улырвлохальность": матрнчвна эдамантн 
QLb,\)ie содаряах производных от ярадянгаровсквх хаяоввческвх 
операторов. Поэтому хомиутаторн матричншс еяемевтов матрвц(х(«,М 
к ( ^ . ( Л пропорциональны'it't-jj') , а коэффициенты матриц Ьл(.\^ в 
1ды1 х̂омму1нрувт при m * vu . 

Аппроксимация (2.6) матрицы перехода ва иифиянтезвмалыгом 
охреше(Хк-ь>ХО иногда сяввхом ваввна. Них* дяя модели <£. Gi-
мы выберем более изощренную формулу дм Ь ч . 
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MM 
Мятриця-олериор я я р я х о д я Т ^ ояределмгся сяиуяшш оог*-

где i f 4 ышмммрует уяорядо«еяие, оогмено которому операторы 
V.*W рясяояагяятея сярям ш т с ростом номера <г . 

Промяметряруш им введенные обмстм на конкретных моделях. 
1 . модель N 8 
Мредиигеровские ловяяыим операторы V i r i . ^ l » } удовлетворяет 

перестановочным соотноежиням 

Усредненные операторы t 

удовлетворит перестановочным соотношениям 

тех что можно считать, что л * * Х п имеет порядок А при &-*о. 
Пространство)*) л есть попросту гильбертово пространство at- для 
квантовомеханическо* системы с одно* степени свободы, которое 
можно реализовать как 

В введенных обозначениях матрица У^ записывается в виде 

2. Модель W . V" . 
Шредингеровсхме канонические операторы S Ыудовлетворяет 

перестановочным соотношениям 

[ У Ю, ь\^У] = " ^ * sV)<oW-^ (2.13) 
и дополнительному условии 

^ U 4 » ^ r = 1 , (2Л4) 

(2.ХО) 
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еомиенму е (2.U). Уцшмат «воротом 

удомотмк омтямомш 

^ ш 1 с ( л д . (2.Ю) 

и дмомителмому уеммн 
^ ( S ^ ) t « A * (2.I7) 

( с точность» до мдадяи и м м араД^с). МяьОортово простроя-
сио>>н вредстамяот ooool вростриство С и " вредстияеяяв 
группы врммав, соотвехетвумое пояному спвау К => л 

Иахрааа L» вкгдядвт сяедумам образом: 

U " W^***-^ ^Л*. 1 J. (2*ie) 

3. Модель S d . 
Вредмягеровн кмояяческяе оператора ищ , щ о удовлетворя-

от перестаковочаш соотяомвяям 

[ M U ^ , * i ^ " i * Л и - ^ Т . (2.19) 
Вводом усрсхковмив оператора 

rtn* i (uCrtclii , >̂„-- \ TilrtAv, (2.20) 

удовлетворимте соотновэмям 

I V> P«1 = «-̂  »«.!«. (2.21) 
В яаквнув матрицу I. л (2.6), как вядно кэ (1.45) входят операторы 

Вместо HEX мы используеи веКлевскке операторы 

264 



где т i a t n удобный мавиир 

4 4 
Омрякрм tf» , "VA«, яоииухируи яря ft ̂  « t прк h»m икрввкальнм* 
смтяомшя комиугапм вш-дадлт следуяаяи образом« 

я пространство b) r t она» peamyeic* и в пространство £ кваятоао-
MxumtCKOi одномерно! частяим. Очевидно также, что 

V n * ^ < * y . ' и » « 1 ' и ; У , (2.26) 
я ниже ш будем использовать обозначения 

В этих обозначениях локальная матраца перехода записывается в вяде 

Для дискретных моделей, как это видно яэ классяческого рас-
смотреняя цепочки Тода, локальная натрмца перехода W задается 
с самого начала. Для этоЯ модели не возникает никаких проблем при 
замене классических переменных р» и (U соответствукшнни кванто-
вомеханическими операторами, которые мы будем обозначать тени 
же буквами, я их подстановке в вырсения (1.61) или (1.65) дляЬ„. 
Талии образом .квантовал модеяьТ. С\\. характеризуется набором 
пространств \* '%• « г * е ДвЯствуют операторы^ и Ct , с перестано­
вочными соотнонениями 

и локальной матрицей перехода 

i f р»-\-»;Ло гп U ^ - \ V ^ v A (2.30) 
U 2L V 
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Ии вялим, чы в квантовом подход* ааиввршии мода** а модам 
на раватх* рвеемахрвваасеа аналогично, яднвсхвавао* отдачи* моде-
лов аа paatna о* имрармванх самом в том, <ко ааотвааааа ра-
аапк в мраом муча* остаеюя конечно!,!** что в мраваавн (г ,8) 
для матриам яер*хода\ОЛ я « предельного варахода при а-** , а 
оама п а формула врвобратаат вхд 

гд* <~* по-прежнему символизирует уворядочаяяа яо * , а N - длвяа 
цепочка. 

Матричные злемеиты матрицы перехода - операторные аналоге 
коэффициентов парохода о ^ я >̂u*-V* - мы Оудем обозначать через 

(2.32) 

для бодьаннства рассматряваемнх нами моделеВ при вещественных \ 
вшолнявтся соатноаення 

KluVb,UV, K W ^ C . I W (2.зз) 
деВстнительно, они анлолияются для матричных элементов инфмннтезн-
м&дышх матриц перехода L», я сохраняется при перемножении таких 
матриц. 

Интересно, что конкретные объекты типа (2.31) недавно возник­
ли в квантовой теория динамических систем на реяетке независимо 
от метода обратно* задачи. Так(при исследовании цепочки спинов 
с гамильтонианом 

(модель XY "i ) , где <3г« = е; 1 ", <5\* = tf« , <э* = «С - спиновые ̂ мат­
рицы Паули, девствуваие в двумерном пространстве %. „ = С j 

Бакстер в / « i 2 6 / ввел набор матриц 
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a t коЩшпмпк u tiV), t> -0,1,2,3, iHpvuno* wpts ш т и т -
м» функции ЯкоОм snlunt^tt^Hb^^au, «пример, ̂ 'У) с моду-
дм к и ••яесгмишм периодом М . Юм мест* комбинация 

а = vr» *л»5ъ , t ^vf.-^V, c«itf l *>V> OV^VI^-VJ., С2*36) 

то 

cJt = j \ . ait = И ̂  \U\ -^ H С\*^ • 
Параметр p несумесхаев ; параметры к , И однозначно связаны 

с отношением 3 * : 'З, : \ . Не с к о п и неявные формулы дастся со­
отношениями 

^* ' Ъ ' ^ г = (2.3В) 

Бакстер показал, что гамильтониан периодической задачи для цепочки 
длины N (^Л„ • ? , ' , р -1,2,3) даетсл формулой 

аналогичной (1.64), при *3i = «•« 1.8.^,^ cU lAvy,*}. 
Бакстер в своих работах исходил из связи задач квантовой меха­

ники на одномерных цепочках с задачами классической статистиче­
ской физики на двумерных решетках. Эта свя~ь, установленная Он-
загером на знаменитом примере модели Иэинга, помогла ему найти 
точное решение этой модели, мы видим.таким образом,интригуюиую 
связь идей Онзагера и метода обратной задачи в его квантовом ва­
рианте. 
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Вернемся к исследовали* матрицы перехода T w A \ ^ • S» " « -
рнчиыа элементы являйся операторами > >j \, к достаточно сложно 
зависят от шредиатеровсхнх канонических операторов. Тан не менее 
ддя атнх матричных адамитов охаипшатеа воэмовшм вшастк явана 
перестановочные соотношения. Боли того, соответствующие вычисле­
ния прмя, чаи вычисления ехоОок Пуассоаа коэффициентов парохода 
ujAV) a %\SKi в классическом случае, именно, дда получения общмх 
перестановочных соотношении достаточно посчитать перестановочные 
соотнонеяня „ля инфинхтеэамальинх патриц перехода L„(V> . Поясшш 
это подробнее. 

Для универсально! записи перестановочных соотношения удобно 
кспольэовагь тензорное произведение; для двух матриц 2 x 2 И 
и N с матричными элементами M j иМ^,1'}-1,2 (матрицуМ<>Ы реали­
зуем как матрицу 4 х 4 с блохами 

В этих обозначениях перестановочные соотношения матричных элемен­
тов матриц L^tV) и l i s W выглядят следувшим образом: 

Здесь кЛ\,(Л - числовая матрица 4 х 4, не зависящая от л . 
Справедливость соотнонеяня (2.41) проверяется непосредственно, 
и при вычислениях мы не выходим за ранки квантовоиеханячесхой 
задачи для системы с одном степенью свободы. Ясно, что сам факт 
справедливости соотнонения (2.41) является отражением весьма спе­
циальной структуры матриц!,» . 

Для задач на решетке (моделиТ.С\п.иУч1) соотноаение (2.41) 
является точным. Ца.трица'йД,^) для моделиХЧ1 записывается в виде 

<Х о о А 

_ , о *> с. о . 
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где 

Такощ /a '•"f.i.. « д Ж \ , { Л киеет и дл« остальных рассматривае­
мых моделей, * . i i . ne гоэлкчавтсж только явным вкдои коэффициентов 

Для модели Т. С\\. эти коэффициенты даютса формулами: 

a = i > cUo-. Ъ = - ^ - , «_= - ^ г . (2.44) 
Для непрерывных моделей соотношение (2.41) выполняется при­

ближенно с точностьв до членов, дапих нсчезавияй вклад п р и ь ^ о . 
Коэффициенты о. ,4, , с и <̂  мат pwiR(\*J дамся следущими формулами: 

1. Модель N $ -

. о *•*- X ~ У- (2.45) 

2. модель И F . 

a - i , dUo, «,« - 4 * т г м •, ^ r ^ ' f r • (2.«) 

3. Модель v3. Gi. 

JL= «/Vv \ ", fe = ?/Vi ^ 

Локальное соотношение коммутации (2.41) немедленно приводит 
к аналогичному соотношению для полных матриц перехода ~t~v, ( \ V 
Действительно, для матриц W с числовыми (коммутирувдини) мат­
ричными элементами выполняется соотношение 

(,nio®^HL^ - пи ©Су , (г.*) 
Но оно выполняется и в нашем случае для \*к= V-„(.V) и 1«л= Kit*) , 
так как матричные элементы матриц L„(.\) и Vi»l(*) при V\ f w\ 
коммутирует. Это свойство ультралокальности матриц Ь к ухе отме­
чалось выше. Из (2 .8 ) , (2.41) и (2.48) следует, что для матриц 
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перехода Т^О^ справедлию соотиовмае 

которое прнводвт к набору перестановочных соотаомивя ддя матрич­
ных моментов Л х . Ш , b ^ . C ^ Y » / b i A W 

Явный вид этих соохаомна! мы распнвен в следувмх парагра­
фах пра рассмотрении конкретных моделей. Пря этом мы убедимся, 
что (2.19) действительно является хваатовым аналогом скобок Пуас­
сона для коэффициентов перехода O^Od в S>i.0u . Параэительио простоя 
вывод соотновення (2 .49 ) , фактически основании!.на подсчете нес­
кольких простых коммутаторов, показывает, что квантовая динамика, 
как правило,описывается проае, чем соответствупщал ен классичес­
кая. 

В заключение этого параграфа сделаем несколько комментариев 
по поводу соотношения (2.41) и (2 .49) . 

Для модели XY1L соотновенне (2.49) получено в работе Бак-
с т е р а ' 2 5 ' , однако там оно используется только для доказательства 
коммутативности следа матрицы перехода /\HO0+"b„QJ- производящей 
функции коимутарушцнх интегралов движения. В нааем подходе мы 
будем использовать соотновенне (2.49) в полно! мере. 

Простое исследование выражений для матричных элементов мат­
рицы H.U,t>) для рассмотренных нами моделей показывает, что факти­
чески мы инеем дело с одной универсально! матрицей"R. . Действи­
тельно, наиболее обаее выражение (2.43) переходит в (2.47) при 
¥-»0 , где К - модуль эллиптических функций, так как при этом 

SV\W,\e) —» S.i.w\A> (2.50) 

В CBOD очередь ,(2.47) вырождается в (2.45) при К. ~* " • 
Натрица (2.46) отличается от (2.45) заменой переменных \ - » Д > 
а (2.44) является частным случаен (2.45) при «• = *• . 

Заметим еще, что матрица (2.43) практически совпадает с опе­
ратором-матрицей L 4 для модели ЖЧ~£ • Действительно, в этом 
случае пространство^ п двумерно и L* можно записать в виде мат­
рицы 4 x 4 , если каждый матричный элемент этой матрицы предста­
вить в виде матрицы 2 х 2 . Из (2.35) ясно, что при подстановке в 
это выражение явных формул для матриц Паули L 4 записывается в 
виде 
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u* 
" Ч * ^ 0 0 

0 1 * ь - • * » : , •wr^vr^ 0 

0 • W L * W j , 0 

-WL-VS, , 0 0 

(2.51) 

после чего наве утверждение следует из сравнения (2.42), (2.43) и 
(2.37). 

Матрицу-оператор типа У* (ыы опускаем несущественный номер 
*v спинового пространства ̂ Л ) для моделиХЧ"! естественно счи­
тать матрицей с двумя наборами индексов: два "вспомогательных" 
и два "квантовых". Введен матрицу 

$.^00=<е,.\Ц1\^\е (,> (2.52) 

Здесь e-j. , J- « 1 , 2 , - базис в спиновом пространстве, оператор 
, -матричный элемент матрицы U . Соотношение (2.41) для моде­

ли X Y 1 - в этнх обозначениях переписывается следующим образом < 

Эю соотношение уже встречалось в литературе' 5 1' при обсуждении 
многочастичных факторизущихся (3-матриц. Ны видим здесь еще одну 
интригующую связь квантового варианта метода обратной задачи с 
другими приемами одномерной математической физики. 

А.Замолодчиков'52' показал, что соотношение (2.53) интерпре­
тируется как условие ассоциативности алгебры с формальными обра­
зующими fX.̂ Y), удовлетворяющими соотношениям 

Образуюцие f^O^e его работе играли роль операторов рождения v-w 
и out состояний многочастичной системы. Соотношения (2,53) в 
дальнейшем исследовалксь как самим А.Замолодчиховын, так и дру­
гими авторами ' 5 2 i 5 3 ' . при этом найдены примеры, когда индексы 
i , < , J. , f> пробегают не два, а произвольное число значений. 
Эти обобщения, возножко, приведут х новым вполне интегрируемым 
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моделям , описнвалщш частицы с внутренними степенями свободы. 
Сказанного достаточно для того,чтобы показать,что с квантовы­

ми вполне интегрируемыми системами связаны интересные математи­
ческие объекты, требувяие далыейиего исследования. 

В следукцем параграфе мм возвращаемся к основном теме и по­
смотрим, как полученные уже своиспа коэффициентов матрицы перехо­
да позволят находить спектры квантовых гамильтонианов для рас­
сматриваемых моделей. 

§ Э. модель N . - $ . 
В этом параграфе мы исследуем подробно модельН.о. в кван­

товом варианте. Сначала мы рассмотрим случай притяжения S . ^ О. 
Уравнение 

\-\4- = £4- Сэл) 
эквивалентно набору уравнений Шредингера в конфигурационном пред­
ставлении 

N "У- \ 
{-2.^^1и^-чр^..,v>«E,n*4,. л„\ (з.г) 
изученному в / 1 ч » 1 5 / # ЦЫ покажем,как метод обратной задачи быстро 
приводит к известным ответам для их спектра. 

В случае отталкивания задача о спектре в подпространстве с 
конечным числом частиц неиктересна. Поэтому мы рассмотрим задачу 
о бозе-газе с положительной плотностьп. Для этого мы введем хими­
ческий потенциал (\ , заменяя гамильтониан обычным образом; 

Н — VVH-&M, 0.3) 

где N -оператор числа частиц, и найден реализацию гильбертова 
пространства, в котором операторЦр, неотрицателен. В результате 
мм естественно придем к формулам, полученным Либом и Линеге-
^ , / 5 4 , 5 5 / „ ядг,,,, „ янгом' ' 6 ' . 
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Начнем с перво! задачи. Ми можем сразу работать в бесконеч­
ном объеме, используя в качестве пространства состояний*^ фоков-
ское прострелено, порожденное операторами t * ( , ^ из вакуума S L , 
удовлетворяющего условно 

* W) SL * О ', - » < и » . (3«*> 
Формальное условие *„. 

и А ч.-л 
символизирует тот факт, что частицы в рассматриваемом случае удер­
живаются в конечном объеме. При этом условии матрица к.ч приМ-*°° 
перестает зависеть ot к. а превращается в числовую матрицу 

и мы можем перейти к пределу к •*••• в матрице перехода подобно 
тому, как это было сделано в классическом случае (сы.(1 .Ю)) . По­
ложим 

Патрица TCV) является квантовым аналогом классической матрицы пе­
рехода, составхевной из коэффициентов перехода o.[\i и ^Ш . Нава 
задача состоит в определении коммутационных соотношений ее мат­
ричных элементов l\ LV>,lbt\} ,"^>IV> " ^ 0 ^ » обобщающих скобки 
Пуассона (1.20) и ( I . 2 I ) . Для этого нам надо корректно перейти к 
пределу U"*°° в соотношении (2.ВД). 

Прежде чем это сделать, дадим альтернативное определение 
матрицы Т (Д 1 ) , основанное на квантовом обобщении интегрального 
уравнения (X.I6) . Нам следует рассмотреть решение Gi^V) системы 

G^ t UV и ш & Д О , сэ.в) 
удовлетворяющее граничному условию 

Ц W--»"V00*, * - - « . (з.9) 
Уравнение (3.8) с условием (3.9) можно записать в виде одного 
соотношения : 
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которое можно репть лосхедоватедьншп приближениями. При Л -»о° 
решение ^vU 4 ) имеет асимптотику 

GUo-* V I V T T U \ *^~> ( 3 - U ) 

где матрица Н ) ^ дается выражением 
T U V - I ^ Z . V ' U . - V K V . C W (3.12) 

которое служит для конструктивного определения матрицы перехода. 
Предельный переход при Ь-*о следует делать уже в этом выражении. 

Граничное условие (3.5) выполняется лишь в слабом смысле. 
Поэтому его нельзя наивно использовать при определении предела 
в тензорном произведении V.A(V»® ^*(^") . При перемножении этих 
матриц по правилу (2.40) мы встретимся с операторными выражениями 
"Кч "Х̂ и 0̂ » Т(» .Первое можно считать исчезавшем npnjhf*°o.Второе же 
переписывается в виде 

1 , \ » A*V*„ ( З Л З ) 

и сходится к А при \v\\-*o-.В результате мы можем сказать, что 
при 1 М - » э о 

layi® 1^-) - \ А / Ц , < О , о.») 
где матрица W\,^flaeiCH формулой 

/4-uw>y д о о 

WU,*Oe 

О О 

и удовлетворяет соотношение 

0 i - К А " ^ д о 
(3.15) 

О • 3- ь 

4K\,^U,tO- VU^\VrU\,^. (3.16) 
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Из (3.14) следует, что существует предел npiU-* 0- у выражения 

Wl\,r4 Tw^®V^<A ) t>i , N = lA. ( З Л 7 ) 

Перепишем теперь основное коммутационное соотновение (2.49) при­
ближенно в виде N 

in М " и, (3.18) 

используя (3 .7) и умножим обе части на\М(.^,\) слева и наШ\,р) 
справа. Учитывая (3.16),мы пронесем в левой части V H ^ W 
через TU.\,^, заменив его на Щ 1\,̂ -1 ; и сделаем аналогичную опе­
рацию в правой части. После этого слева и справа возникнут ком­
бинации вида (3.17),так что ми можем перейти к пределу при У-»**? 
Очевидно, для этого нам надо посчитать пределы 

ч i\,to - ̂ ^ м (У u / ® м t^N V' о. 19) 
Щ^-~ у{У<\*®\))Ш\,^~*. ( 3 - 2 0 > 
В этих обозначениях соотношение (3.18) приводит к формуле 

Vu^ T ^® T ^M T ^® T ( ^Vve> (3-21) 

де t *. ~ -i. где 

Вычислим эти матрицы. 
Вследствие блочной структура матриц к(\,^Л ,V*J^\,^ H V O ^ V ^ 

достаточно перемножать их средние блоки. Имеем из (3.15) 
-и / i-^V^A д ° \ ~ Ч 

= адо Г 
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так что предали (3.19) и (3.20) даю 

где 

^t\.frb ^ . ^ Ч \ , ^ - ^ ^ Л Ь - ^ . Ц , ^ . (3.25) 
КЗ (3.25) видно, чю 

откуда ясно, что 

При этой 
/ 1 0 0 

\ 

О О С. О \ (3.28) 

о Vcl о 
, О О О 

где 

Мы получили большой набор перестановочных соотношений 

\АМ Т С ^® Т Ц~~t7^®Tt\^u.^ а з о ) 

для матричных элементов матрицы перехода 
Т ( \ \ введенной в (3.7). Приведен некоторые из них ; 

[к Ŷ>, lUfV]- о •, [Ь {\\ Ъ Ц0} в О •, (з.з1) 

^ Ч ^ ^ ^ ^ Ь ^ ^ ^ •*• - 1 - ( 3 . 3 3 ) 
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Все эти соотношения получены при\+(л; последняя формула стано­
вится сингулярно* п р и \ - ^ . Более внимательное исследование толь­
ко что проделанного предельного перехода показывает, что (3.32) 
имеет место при*5«\>о , а при вещественных \ понимается в смысле 
предела из верхней полуплоскости. Соотношению (3.33) трудно при­
дать смысл п р к \ = н непосредственно. Однако если ввести оператор 

то это соотношение дает « 

Voo^V^V^4 t ^ -^М-О аз,) 
Соотношения (3.32) является квантовыми аналогами соотношений 

(1.20) и ( I . 2 I ) . Они показывают, что /Ч\* является производящей 
оператор-функцией для коммутирующих интегралов движения и что. 
оператор оО\1 просто меняется со временем, если гамильтониан Н 
вычисляется по К(\|по формулам, аналогичным классическим (I.IU) 
и ( I . I 9 ) . 

Используя интегральное уравнение (3.10),можно исследовать 
поведение при\-*°° оператора 1*|\1\) и показать, что он имеет 
асимптотику 

где, в частности, 

N-£(V- V\=-^(V<V f - d , . ( 3.3 7 ) 

За недостатком места не будем здесь приводить эти вычисления. 
Соотношение (3.32) позволяет дать полную характеристику спект­

ра оператора Kt.Vi - а вместе с ним всех коммутирующих операторов 
С ^ и, в частности, Ц . В силу (Э.<0 локальная матрица перехода 
Y,^, примененная к вакууму оХ. превращается в треугольную: 

u s i - l , 0 ' 1 ^,)*-- . "• я ) 

В результате, действие диагональных элементов ЛДК» и (л ,̂ (Л) 
натрицыТ^Ц4) HaSl. сводится к перемножению диагональных элементов 
матриц \ , Л , так что l w ^и. 
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н, как следует из определения ( 3 . 7 ) , 

MV> SL = SL . (з.вд) 
Покажем теперь, что операторЪ^М играет роль оператора рож­

дения. Пусть 

Ч' IV,.. ,Vl- b c w - . "MUSI. сз.«) 
Из соотношений (3.32) и (3,40) инеем 

fH\V\4V..,U-- VUu.vVflW.ДД, °-цг) 

" в 

°-ОцО* " v l T - ' ^ ' - ' 3 - > 0 - (з.ад) 
Таким образом,состояния Т (V. Л*) являйся собственными для 
всех операторов А Ц ) , Собственные значения операторов d полу­
чается, если представить \л\ОЛ\,^') в виде 

UM\,^= X-̂ Ĉ V"'. (3.44) 
Из сравнения (З.Зб), (3.42) и (3.44) ясно, что 

C.44V XY~Z.^\^{\^. ДД. сз.«) 
В частности, 4 

N4'-n^v....\^V\Sf-| £\^l\ l,...,VV (з.4б) 
Эти формулы показывают, что состояние i(.W >\»^ описывает Vv-
свободных частиц с импульсами \i, • •. , \«. • . 

Заметим, что собственное значение ОД,(Л оператора « v\) 
на одночастичном состоянии! (̂ ) является аналитической функцией 
\ в верхней полуплоскости и имеет там один нуль. Именно таким 
свойством обладает классический коэффициент перехода й ( \ ) 
для солитонного потенциала (I.I3). 

Для большего сходства классических и квантовых формул удобно 
видоизменить оператор (\ (Y> : 
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Кы будем в дальнейшей использовать оператор ?Ч\Ч. Его одночас-
тичное собственное значение имеет вид 

V f 1 " IJ-II совпадает с (1.1ч) при vj-= ̂. +1*/а, . При вещественных \ 
| йЦ.^И =i, (3.49) 

что является квантовый аналогом свойства беэотрицательности соли-
тона. 

Двумя свойствами: I) аналитичность при о*Д>о и обращение в 
ноль один раз; 2 )1<М=О"Л = 0 - обладает также и многочастичное 
собственное значение ^ 

a^U,.. Дч4! - П а С\,\^ (з.50) 
при специальном выборе комплексных параметров \(, , \«. : 

W * ' ^ * ? - ^ • i - 4 - ••••*•- ( 3 - 5 I ) 

Эти \ j подобраны из того расчета, что полоса отдельных сомножи­
телей в (3.50) сокращается нулями соседних сомножителей, в резуль­
тате чего (3.50) превращается в 

и опять совпадает с (1.1ч) при п - ^/w + 1 /а, л • 
Собственные значения операторов N и п для состояния 

Н \ ы - ч- е\».. , \^, (з.5з) 
где \j , '} -I,..., К даны в (3.51),имеют вид 

и соответствует связанным состояниям v\ частиц с полным импульсом 
М . Значение энергии связи 

«. V^-W. , 
U * -**• -fj-' ( 3 # 5 5 ) 

которое мы вычислили из (3.52), (3.4t) и (3.37), совпадает с точ­
ный значением, полученным в'^'при решении уравнения Шредингера. 
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Собственное состояние операторов h IV) в общем виде дается 
формулой (3.42), где\^ комбинируются в несколько цепочек ВИДР 
(3.51) разных длин*\41... ,v\? . Такой вектор описывает состояние 
связанных комплексов, каждый из которых состоит из v\f частиц. 
Собственное значение оператора энергии VA получается как сумма 
выражений Е.* l ^ t ) , данных в (3.54), ̂ Р играет роль импульса свя­
занного комплекса. 

Квантование мнимых частей параметра *i в характеризующих 
односолитонное ревение 

"^wxv, = 1 - w (3.56) 

отмечалось в'1 ' в квазиклассическом приближении. Мы убедились 
здесь, что это квантование в определенном смысле точное. Также 
разъяснилась мистерия совпадения одночастичных состояний, получае­
мых квантованием "непрерывного спектра" и низшего состояния кван­
тованного солитона. 

Состояния (3.41) не ортонормированы, что явно отражено в 
(3 .33) . Соотношение (3.35) наводит на мысль, что ортонормированные 
состояния можно получить в виде 

Однако операторы К (.Ъ при разных \ не коммутируют и формула 
(3.57) нуждается в уточнении. Теория возмущении для уравнения 
(3.10) позволяет находить точно первые члены разложения операторов 
ТЬОйиТЮ^ в ряд по нормальным произведениям операторов +"*1чй и + М . 
В результате мы получаем возможность сравнивать векторы вида (3.41) 
или (3.57) с решениями уравнения Шредингера *V Wi, • , * » l \ l v .Д.") 
и э ' 1 ^ ' , используя формулу 

^ l \ l t . . Д ^ = ̂  ^.....МХс. ,U^O,^-V^,k/3.58) 
При этом выясняется, что при ««- \-v

>мА^векторы т l \ i , • • А О 
совпадают с lv\-сотояниями, а при "fii\-,.<'R«.\n. , U l , , . , , « v - i , 
- с о\Л - состояниями. В результате мы получаем возможность вы­
числять р -матрицу, используя соотношение 

V r а ^\Yfc^-V.fYfci\V~-^ , ( 3 , 5 9 ) 
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которое следует из (3.31) и (3 .32) . Мы не будем приводить подроб­
ности, так как еце не умеем обходиться без ссылок на теорию воз­
мущений. Отметим только, что (3.59) является простейшей реализа­
цией соотношений А.Замолодчикова (2.54). 

Мы убедились, что квантовый метод обратной задачи, действи­
тельно, дает точное решение квантовой задачи для модели N . S . , при­
водя к ТОЧНЫЕ; выражениям для собственных векторов, собственных 
значений и 3-матриц. Формулы классического метода обратной задачи 
при их квантовой интерпретации пробрели большую элегантность и 
наглядность. 

Перейдем теперь к случаю бозе-гаэа и рассмотрим гамильтониан 
(3.3).Основное отличие от случая притяжения состоит в том, что в 
гильбертовом пространстве, где оператор Иь представляется в виде 

где С . . - константа (энергия основного состояния), a Vie,-положи­
телен, не верны соотношения (3 .5 ) . Более того, вакуум51_ не имеет 
никакого отношения к основному состоянием! v , для которого 

В результате теряет смысл процедура предельного перехода при 
к-"» , которая привела нас к переменным типа "действие-угол" 
в случае притяжения. 

В этих условиях мы вынуждены более подробно рассматривать 
задачу в конечном объеме V.^°° . Посмотрим, что мы уже имеем. 
Во-первых, у нас есть одно собственное состояние для операторов 
|\ьО0| «ГЬ^- вектор SL: 

(ср. (3.39) и предшествующие рассуждения). Во-вторых, выполняются 
перестановочные соотношения (2.49) и, в частности, 

M\vbut^=j.<.\,^vefv^+\L\,^VV>Mr/>. ( з-б3) 

^Л\)ЪЛ^= Alf.Wb^fKW - ^ \ , ^ 1 \ Т Х [?), °'6,i) 

где 

СЦ.Д) \ - ( . v

 сц.,у> \-f 
(3.65) 
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Этих данных хватит для того, чтобы построить богатый набор соб­
ственных векторов оператора 

квантового аналога функции^(.Х4) из (1 .26) , возникшей при формули­
ровке моделиN.S. с периодическими данными Коши. Операторы t \ t O 
и^иЦ - 1 коммутируют при разных \ ; 

[МмЛ^\Ь°' К^Я З-о, (3.67) 
и без дальнейших комментариев мы будем считать, чтог^ОЛ является 
производящей оператор-функцией для коммутирующих интегралов дви­
жения. 

Рассмотрим снова вектор 

и покажем, что он является собственным вектором оператора Ь^ОО^ 
если \ i v Д « . удовлетворяют некоторой системе трансцендентных 
уравнений. Для этого заметим, что в силу (3.62) и (3.63) имеем, 
пронося А^су> через всес\!.\^в (3.68) 

+ LAlVV Х)^Ъ%Щ$1, 
Лцд,,...и=е ГUu.u 

0.69) 

(3.70) 

" A-lU,V,....WtiU,\0 Q ̂ \А-)ъ ]. (3.7D 
Первое слагаемое справа в (3.69) получается, когда мы проносим 
А^О^через'ЬдУ^, используя только первое слагаемое справа в 
(3.63). Второе слагаемое комбинируется из всех остальных переста­
новок. При этом операторное выражение 

возникает, если мы переставим \0\) cDiAi), используя второе 
слагаемое в (3.63), а при дальнейших перестановках будем исполь­
зовать первое слагаемое. Это наблюдение приводит к выражению 
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(3.71) д м Л < Л \ ' Д ) , , \ Л » Справедливость остальных формул сле­
дует из симметрии .всех выражений по отношению к перестановке 

Аналогичное вычисление показывает, 4ioTbit\VTC\i, . ДЛвыраи 
ется в виде, аналогичном (3 .69) ,с заменой 1\{\Хи М н а 

А'иАь-.-ДО-Плц^^е^ < 3 - 7 3 > 

A ica,..,u-fa\i)n/U i.\iWA i. °-n) 

В результате мы видим, что i Mi,- ,W является собственным 
вектором оператора r L L\) с собственным значением 

Еоо-Л<л-.\ U*A'(v.W , U - о Я) 
- f * n x W . i t ^ r i M \ , U 

если \ь..., \*. удовлетворяют системе уравнений 
A i cv-\i . . . . . \0-A'jCV.V.-. \w') . ( 3- 7 6 ) 

которая более явно переписывается в виде 

и не содержит \ , являясь условием только на \ ±,... , \». . 
Уравнение (3.78) является основным средством исследования в 

теории одномерного бозе-газа в работах Либа и Линигера' » 5 5'. 
Оно возникло тан при наложении условий периодичности на собствен­
ные функции уравнения Шредингера (3.2), полученные при помощи 
знаменитой подстановки Бете' ". Ны можем сказать, что формула 
(З.бв) дает алгебраизованную форму этой подстановки. Таким обра­
зом, мы видим еще одну замечательную связь квантового метода об­
ратной задачи с другими достижениями одномерной математической 
физики:он дает алгебраическую интерпретацию подстановки Бете и 
тем самим указывает ее место в теории вполне интегрируемых кван­
товых систем. 
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Дальнейшее изложение не содерпт усовершенствования рассуж­
дений и з / 5 ' ' « 5 5 Л и и / ' 5 6 / ' / ж мы приведем лишь основные формулы. Энер­
гия состояния ЧЧ^. Дч")имеет вид 

Из рассмотрения нормировки вектора \ ( . V . ,\ к^ сяедует, что он 
исчезает, если совпадем какие-либо два значения \ j . Другими сло­
вами, мы можем считать, что в выражениях (3.68) и (3.79) все \ \ 
разные, и,используя терминологию свободного фермк-гаэа, говорить 
о том, что в состоянииЧ'С^, . ДчЛ заполнены уровни с импульсами 
V v A « - • Из (3.79) ясно, что в основном состоянии должны быть 
заполнены все уровни с малыми \ j . При!."*"* эти \ j сгущаются и 
заполнят интервал - а * \ ± °у , где а определяется из того условия, 
что возбуждения основного состояния имеют положительную энергию. 

Итак, мы ииен основное состояние Si. t 4 в виде 

S b - П Ь ц , ^ (3-80) 

и считаем, что \ j удовлетворяют системе (3 .78) , оставаясь при 
1,-*°° в интервале -<^^ \ ^Ч . Нетрудно убедиться, что \^^ - \ j 
имеет порядок / \ и для асимптотической плотности 

выполняется уравнение «. 

где -у 

1 Л Х > Л A- U ^ = ^ а . (3.83) 
Элементарные возбуждения основного состояния можно искать в 

виде (частица) 
" ~ ^ .ей) 

(3.81) 
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где в последнеЯ формуле показывает, что в произведении опущен опе­
р а т о р е ^ при \ t « 5 , . Заполнения основного состояния ^ и Vj в 
этих состояниях отличатся от заполнения в (3.80) . Различия (поля­
ризация вакуума) проявляются при решении системы (3.78) . Введем 
функции ' « 

При U*">° эти отношения имеют конечный предел. При этом функция 
F r lV) отрицательна при^><^ и положительна при ^ - с у . Мы рас-
смотрин ниже первый случай, функция\(.\) имеет разрыв при \ * i , ; 
она отрицательна при \ > ^ и положительна при \<^ . (Разрыв в 
точке 2, равен I . Введем производные от этих функций F 1\) иГ ч ( \ ) ; 
мы считаем эти функции непрерывными, вычитая вклад скачка во вто­
ром случае. 

Из „/55/, рассуждений ЛиОа' .'вытекает, что .как следствие (3.78), 
\ г ' с 1 ' в пределе при V . - » ° " F , H ^ц удовлетворяют интегральным уравнениям 

SU ^{\) = \ \1{\-р F; ( ^ + К СУ \) ; Сз.87) 
U ^{\) - $\о^с^--К1Уо С з- 8 8 ) 

с тем же ядром \С , что участвует в уравнении (3.82). 
Рассмотрим собственные значения Ь,С\) , £л\,г,) и Еу.(ЛД) 

оператора ? L(.\W состояниях S i . ^ , 4 ^ (.£,) , % Ц ) • Б У Д е и о ч и ~ 
тать, что"^~\ ? о ; в этом случае в выражении (3.75) для соб­
ственных значений можно пренебречь втошы слагаемым при У.-*" 0. 
В результате для собственного значения £ 0(_\) получаем 

1л\у- ̂ \и ъ\\ <ищ,^) §се *t\ •• (3-69) 

для отношения Е Л \ Д ) к С.(\} имеем выражения 

| ^ E ' C X ' % t o y i U U , V > * ^Щ^О\\ (3.90) 
отношение /£„(ty В Ы Г Л Я Д И Т аналогично при замене V f на 1\ . 
Из этих формул и формулы (3.37) получаем собственные значения опе­
ратора энергии ; „ 
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Теперь мы ножен определить параметр <V , потребовав чтобы 
энергии возбуждении £ ^ н £ ( Л ^ были положительны при всех^ 
иЦ1>г соответственно. Из результатов Либа' 5 6' и Янга и Янга / ' 5 6 / 
следует, что для этого достаточно положить 

или 
1у{<\)=0. (3.95) 

Уравнения (3.94) и (3.95) приводят к одному и тону же соотношение, 
поэволяхцену выразить максимальный импульс заполнения основного 
состояния <1 через химический потенциал f\ . 

На этом мы закончим раэбор теории бозе-гаэа. Читатель найдет 
технические подробности в цитированных оригинальных работах. Наша 
цель состояла в том, чтобы проиллвстрировать квантовый метод обрат­
ной задачи на примере системы в конечном объеме. Остается нере­
шенной привлекательная задача получить основные формулы, переходя 
к пределу l ,-» 1 » более непосредственно, подобно тому, как мы это 
сделали в первой половине этого параграфа на примере модели с 
притяжением. Мы надеемся, что такой подход существует, 

§ 4. Другие модели 
В этом параграфе мы кратко опивем основные черты квантового 

метода обратной задачи в приложении к наиболее интересным моде­
лям: ' S.G. и Х Ч 2 . • "и У*е видели выше, что последняя модель 
является наиболее универсальной - остальные рассматриваемые нами 
модели получается из нее подходящими предельными переходами. 

В то же время, как мы увидим, модель X V Z требует наиболее 
изощренной схемы исследования, так что интересные сами себе мо­
дели N S . и S. Gi. имеет смысл рассматривать отдельно, что мы и де­
лаем. Одновременно по мере их изучения мы более естественно и 
поэтапно приходим к усложнении основного метода. 

Итак, рассмотрим модель &.Gi. с локальной матрицей перехода 
*** , данной в (2 .28) . Мы не знаем заранее асимптотического по-
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ведения L«v при\К\-^о" % нам придется применять вариант исследо­
вания, уже использованный на примере боэе-газа, рассматривая сис­
тему в конечном объеме и переходя к пределу при I -»°°. 

Введем матрицу вереходаТи(.У> и попытаемся найти набор соб­
ственных векторов дая оператора Ft^'bi.TJ.Ou посредством алгебраи-
зованкой подстановки Бете. Перестановочные соотношения типа (3 .53) , 
(3 ,64) верны и для нашего примера, как это следует из (2 .47) . 
При этом 

Остается понять, существует ли аналог состояния \L . В случае мо­
дели N.S . состояниеS1. вмело вид произведения 

локальных вакуумовъ1-кЬ \п^_ (Удовлетворяющих условию 

Для модели 2>,w. не существует состояния в Ц «. , которое аннули­
ровалось бы оператором в левом никнем углу матрицы )** . Такое 
состояние, однако, суцествует для матрицы перехода на два шага 

Реализуем пространство ^ « „ j . ® J* * как пространство функций 
Н у , ° \ 0 двух переменных си и <к - о . ^ » , причем операторы^* 
и v h действуют на Ок, a v^ , •uVl*,_ - на ^ . Левый нижний 
угол матрицы V , M V W имеет вид 

<W '~ н [ \ ^ Л ^ « ч ^ - j ^ t O ^ ^ Al (4.4) 
и реализуется в этом пространтсве следующим образом: 

Уравнение 

(4.5) 

(4.6) 
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имеет решение 

С», п) 

Ми подобрали члены порядка А в последнеП формуле так, ч т о з ^ ^ 
является собственным вектором диагональных матричных элементов 
0.R*i,«v и А * , ц ц «a*!»1»1 Lw*4.V. R 

Премножая локальные вакуумы 5**^». мы получаем состояние 

собственное для /л О^и """J^i)^ s 

где 
oL » Q / A \ . (*•») 

Дальнейшее рассмотрение лишь техническими деталями отличается 
от случая Оозе-газа. Мы не будем проводить его здесь, отсылая 
читателя к оригинальной работе' 3 3 ' . Роль работы Либа' 5 5 ' здесь 
играет работа' , где исследуется координатная форма подстанов­
ки Бете для массивной модели Тирринга, эквивалентной модели SGt :^ 
Полученные результаты для спектра уточняет квазиклассические от­
веты работ^ 1 ' * 2 ' . {S-матгицы, предсказанные А.Замолодчиковым'5У{ 
вычислены В.Корепиньв/60'' из формул, эквивалентных (3.57) и (3.59) 

Перейдем теперь к модели Л i ~2- и рассмотрим для этого ло­
кальную матрицу перехода L* (2.35). Будем считать, что 

w i t ^t. , (*.14) 
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так как в случав равенства^!=4 , коэффициент 4 в матрице TL. 
из (2 .42) исчезав! и существует локальный вакуум SJ. A , так что 
этот случаи можно рассмотреть уже описанным способом. Более того, 
в атом случав, как показали Е.К.Скляиин и П.П.Кулии/ 3 3^, можно 
развить вариант подхода, аналогичны» тому, который мы применили 
к модели N . S . с притяжением, основываясь на простых асимптотичес­
ких условиях для локальных аредингеровских операторов н существо­
вании матриц NlS) и YltKj^. 

При выполнении условия (4 .14) нет надежды получить локальны* 
вакуум ни для матрицы L * , ни для конечного произведения таких 
матриц, мы используем поэтому следующее соображение: матрица пере­
х о д а - ^ \^ вычисляется, если вместо локальных матриц перехода U* 
использовать матрицы 1, к , калнбровочко эквивалентные ^ *: 

U - м'Л^И- ("-15) 

Здесь матрицы М ч - произвольные невырожденные числовые матрицы 
2 x 2 . Действительно, н о в и матрица перехода 

т ' оо= П lUv> (*•») 
Т * 

отличается от матрицы 1^ линь простым линейным преобразованием 

Оказывается, что калибровочные преобразования г l n можно по­
добрать так,чтобы каждая матрица Ь'„ имела локальный вакуум,анну­
лируемый ее нижним левым эленентоы. соответствуйте формулы можно 
вычитать в работах Бакстера'"» 6 ' . Выясняется, что таких матриц 
иного, мы в дальнейшем будем использовать семейство 

где 

^>\U№n^L ^ 9 ^ Л \ У , (4.20) 
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и J C W ^ H M Q M , где VAW ? 9 ц - у м упомянуте в §2 9 -функ­
ции Якоб*. Нормирующий множитель 1 [а в (4.20) введен для удобства 
к не играет важной р о и . " , 

Соответствующие локальные матрицы перехода Ъ*. будем обоз­
начать через ' / I, ' п. *• \ 

полную матрицу перехода - через I ,j I \^ : 

а ее матричные элементы-через К^Ц) i ^ i A ^ » и ^ и ^ N ^ • Л о ~ 
кальнвй вакуум SL & С , удовлетворяющий уравнению 

существует и дается формулой 

51\ = ИI U^AY^^« + О Ы М * ^ еГк, (4.24) 
где£"^- собственные векторы спинового оператора ̂ п , но в отличие 
от случая модели N-S. он не является собственным вектором для 
операторов «Ьп и Сц . Однако он просто преобразуется под действи­
ем этих операторов 

Wy-'®w^ = ОыНыбиу С4-Эт) 

Последние формулы проверяются на основании следующих формул; 
©u)©MHwHU*4-**rVWWWW©WQU^*wb 

= ® [о] ® и ^ © и * ^ © и*-л •> 
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которые представляет собой удобную запись формул сложения для 
9 -функции, введенную Бакстером. 

На осиоваиии (4 .25) и (4 .26) ш видим, что векторы 

Sll - П ® SLl

fc (4.29) 
удовлетворяют соотношениям . , 

и, к сожалению, же являются собственными ми для А * , ни для 3>£. 
Однако с их помощью мы все же сможем построить набор собственных 
векторов коммутирующих операторов 

F N ^ - K T N ( \ V - h j W ^ U V («.за) 
Коммутативность г N W ) следует из подобия матриц-операторов 
Т ц О ^ Э Т ^ к T W ( . ^ ® T N 0 \ \ отмеченного в (2 .49 ) . Остальные комму­
тационные соотношения, следующие из (2.49), выглядят более сложно, 
чем, скажем, (3.63) и (3 .64) , и ниже нам придется перейти от опе­
раторов Ъ м ( ^ к другим линейным комбинациям коэффициентов мат­
рицы перехода Т „ ( \ ^ • 

Введем для этого набор матриц 

и будем обозначать их матричные элементы через n ^ i l W & к 1 Ц ^ , 
С t l \ ) и ' А Л К Ь ИИеем, очевидно, 

при любом v . Далее введенные выше операторы п„ 0\) и Л N l ^ 
записываются в новых обозначениях следующим образом : 

Коммутационные соотношения (2.49) приводят к следующим фор­
мулам для только что введенных операторов: 

b M , t iМЬ.пл ^ = Ъ х ,ы . 1 ( о Ъ ^ 1 Л t\\, (4.36) 

(4.37) 
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^ « . l O C f c ^ , ^ * • ^ ' V ^ v ^ ' f ^ m - i ° 0 + (".за) 
где + ^ N j ^ ' b " » л ^KV~fc>t..4i.,t-i ^ •> 

Для доказательства следует использовать явные выражения элементов 
Т?_-матрицы через 0 -функции и теоремы сложения (4.28). 

Ути формулы обобщают на рассматриваемый случай формулы (3.63) , 
(3.64) и (3 .67) , которые мы использовали в § 3 для построения ал-
гебраизованной подстановки Бете. Сейчас мы с их помощью построим 
обобщенную подстановку Бете. 

Рассмотрим для этого вектор ц ^ 
v ViVV.->V>bi^L^VV--b l ^ > U v ^oSL r t , (4.40) 

где л - W / ^ ( M H считаем , что N -четно). Этот вектор симметричен 
по отношению к перестановкам параметров \».,• •• A w в силу (4.36). 
Подчеркнем, что в отличие от (3.66) число операторов 
в (4.40) не произвольно, а равно в точности N j% . Используя пе­
рестановочные соотношения (4.37) и (4.38), а также (4.34), полу­
чаем, действуя по аналогии с рассуждениями в § 3, что 

MXYVAW. АА= 

^AlV.V, .,\Л-Л\ь A ^ A . W A-V 

где л 

AUA^.-.W-^U-^V ^ г т \ ; А ^ i*-«) 
" AVv.Vv АЛ- >-AV^V^n>^VY>(*•«> 
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Умножим соотношение (4.41) нае^ \ 'ЛЦ , где 9 - вещественный 
параметр нз нН1вр1ала(ДЗд^и просуммируем по всем целым I . Тог­
да мы видим, что вектор 

является собственным для оператораV ^\* с собственным значением 

е.16 Лил,,- А Л + « г * л и . v,.... и . <*•«> 
если параметры \t,. Д*. удовлетворяет системе трансцендентных 
уравнении ^ ^ 

f W U H O ^ ^ П леУЛО о (4.ад> 
Уравнения (4.48) были получены Бакстером v"' методом, да­

леким от подстановки Бете. Затем в ' б 1' он предложил координатную 
форму подстановки Бете, приводящую опять к уравнению (4.48), Пас-
суждения в этих работах очень трудоемкие. Их простая расшифровка, 
полученная здесь на пути развития квантового метода обратной за­
дачи, опять показывает его плодотворность. 

Сходимость ряда (4,46), конечно, следует исследовать. Можно 
думать, что этот ряд суммируется к нулю для почти асех 9 . Резуль­
таты Бакстера показывают, что основное состояние находится среди 
(4.46) при О -О . Ситуация упрощается, если предположить вместе 
с Бакстером, что константа связи "1 рационально выражается через 
периоды li H\L 9 -функций, т.е. удовлетворяет соотношению 

где (я , \> и ̂  - целые числа. При достаточно большом Q. произволь­
ное у можно аппроксимировать числом, удовлетворяющим (4.49). Для 
таких v̂  все введенные нами объектыМ,Д} ,T. t 0 0 H^tUi,- > V ) 
зависят от номера 1> периодически с периодом Gc. В силу этого в 
формуле (4.40) для подстановки Бете достаточно считать, что fbv 
сравнимо с N по модулю Q. '• 

l^a 8Ln(.m.AuV (4.50) 
Далее, в суммах типа (4.46) достаточно суммировать по периоду, 
однако в качестве У теперь можно брать линь числа вида 
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Уравнение (4.46) для заполнения основного состояния и эленен-
тарных возбуждений Хч"2- подели подробно исследовано методом ин­
тегральных уравнений в работе^ 6 2', к которой ыы отсылаем читателя 
за техническими подробностями. Налей целью в этом параграфе было 
лишь показать, как метод обратной задачи естественно приводит к 
обобщенной подстановке Бете для моделиК^ 2-наиболее универсальной 
квантовой вполне интегрируемой системе на решетке. 

Заключение 
Материал, собранный в этом обзоре, показывает, что метод об­

ратной задачи решения нелинейных эволюционных уравнений теории по­
ля в одномерном пространстве имеет естественное квантовое обобще­
ние. Более того, квантовый вариант делает многие приемы этого ме­
тода более простыми и наглядными и устанавливает интересные связи с 
другими методами одномерной математической физики: методами Онза-
гера-Бакстера исследования матриц перехода в задачах классической 
статистической физики на плоских решетках, методами Бете-Хюльтена 
и др. решения задач для квантовых одномерных магнетиков и т.д. 
Можно сказать, что все достижения одномерной математической физи­
ки по поводу точно решаемых квантовых моделей в той или иной сте­
пени укладываются в рамки квантового метода обратной задачи. 

Это бесспорно проливает новый свет на всю обширную деятель­
ность по методу обратной задачи, которую мы наблюдаем в литературе 
по математической физике в последние десять лет. 

Скажем несколько слов о перспективах метода и нерешенных 
задачах. 

I. Во введении уже отмечалась связь метода обратной задачи и 
метода орбит в теории представлений групп Ли. Дальнейшее развитие 
и уточнение этой связи будет плодотворным для обеих теорий. Кван­
товый метод обратной задачи приведет к новым результатам по пред­
ставлениям бесконечномерных представлений групп Ли. В свою очередь, 
метод орбит может дать инвариантную интерпретацию конкретным прие­
мам метода обратной задачи, полезную для их дальнейшего обобщения. 

Наиболее удобной моделью для отработки такой связи является 
цепочка Тода. Она имеет простую групповую интерпретацию'1''"*9' 
и простую локальную матрицу VJ« (см. (I.6I)). Однако разработан­
ные до сих пор приемы не привели к подходящей формулировке подста­
новки Бете дл.1 периодической задачи. 
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2. В данной обзоре ны не рассматривали матричных эволюционных 
уравнений, соответствующее системам с несколькими сортами Фунда­
ментальных частиц. Квантовые модели, соответствующие таким систе­
мам представляют несомненный интерес. В частности, в классической 
формулировке они допускают распадающиеся солитоны ( c u / 3 9 " ' t 2 / ' ) , 
которые после квантования должны приводить к нестабильным частицам. 
Но наиболее актуальной задачей является квантование нелинейной S -

&-модели, или теории А -поля. Динамической переменной в модели 
является поле*\(Л со значениями на двумерной сфере S 9 , 

Уравнение движения 
D v\c -v w,. Oi f v x J V ^ V o , "v. = ца.,ъ , 

представляется как условие нулевой кривизны 

1Х~П -о, 
где матричные операторы 

X = X i > ~Т = X а > 
введены Польмайером' 3 ' и Захаровым и Михайловым^*2' в более общей 
ситуации (см.также' 6 3 ' ) . Оператор X содержит производные от ft -
поля по А и не является ультралокальным в смысле, объясненном 
в основном тексте. Поэтому следует или найти новый улыралокальный 
оператор X для этой модели,или научиться работать со слабо иекон-
мутирувцими локальными матрицами перехода. Возможно,в этом направ­
лении будет полезна связь А -поля и матричного обобщения цепочки 
Тода, которую неоднократно подчеркивал Поляков. 

3. В моделях с поляризацией вакуума, рассмотренное в основном 
тексте, нам приходилось работать в конечном объеме, решая кванто­
вую периодическую задачу, и лишь затем делать предельный переход 
к бесконечному объему. Несмотря на успехи на этом пути и, в част­
ности, определение обвей формулировки подстановки Бете, меня это 
положение не удовлетворяет. Было бы интересно проследить, какие 
асимптотические условия на локальные вредингеровские операторы 
возникают в гильбертовом пространстве, надстроенном над поляризо­
ванным вакуумом (основным состоянием), найти правильные аналоги 
матриц "V(.VIH\N(.\ ,^) из теории модели N S. и ввести правильную 
матрицу перехода1\)0 для вспомогательной спектральной задачи на 
всей оси - оо <. у < оо . 
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4. Я уже отмечал в основном тексте, что квантовое обобщение 
до сих пор получила ляпь "пряная" часть метода обратной задачи, 
т.е. преобразование от локальных шредингеровских операторов к 
спектральным данным - операторным матричным элементам матрицы 
перехода - T(.V> M H T U ( . V I . "Обратная" часть метода, т.е. восста­
новление начальных шредингеровских и зависящих от времени гейзен­
берговских операторов по спектральным данным, также очень инте­
ресна. Во-ш рвых, она послужит для доказательства полноты собствен­
ных векторов, найденных при помощи подстановки Бете и ее обобщений. 
Do-вторых - и это главное - она приведет к выражении для гейзен­
берговских операторов через данные рассеяния,что позволит вычис­
лить такие интересные характеристики квантовой системы,как функ­
ции Грина. 

5. При исследовании моделиS.&.., как это следует из'-"»5'", 
найдены до сих пор лишь собственные векторы гамильтониана в сек­
торе с нулевым топологическим зарядом. Хотя этого хватает для 
ответа на физические вопросы (например, для вычисления всей\э -
матрицы), остается важная методическая задача построения заряжен­
ных секторов в гильбертовом пространстве и, в частности, односо-
литонного состояния. 

Задачи, возникающие в связи с квантовой формулировкой метода 
обратной задачи,можно перечислять и дальше. Конечно, главная из 
них состоит в поисках путей для многомерного обобщения всего фор­
мализма. Не исключено, что квантовый метод обратной задачи в 
этом отношении окажется счастливее, чем классический. 

Существуют указания,пока,г. сожалению,очень смутные,на то,что 
роль параметра X во вспомогательной спектральной задаче будут 
играть контуры или поверхность в многомерном пространстве (см. 
/64,65/) # 

Мои сотрудники в Ленинграде и я ведем активную работу по 
дальнейшему развитию квантового метода обратной задачи и, в част­
ности, по решению сформулированных только что задач. Цы будем рады 
каждому, кто вместе с нами займется этой интригующей и многообе­
щающей областью современной математической физики. 
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ДМЮВЩШШЯ ШШГПН I НИЖЯЙННК ПОДВЫВ ЮДШ 
Б.И. Еарб—01, В.В. Нестереико 

ОбЛехивенхнй внотвтут ядерних хсохедованхй, Дубна 

I. Введение 
Геометрические метода всегда были эффективным оредотвом как 

щ щ построенп новях фиячесмх теорий, так ж прк реяеввж жонкрет-
нвх математических х фивичеокжх пройдем. Давний обзор посвящен хо-
пояьвовавкв методов дифференциальной гвоивтрвх в теории двумерных 
нелиней&ях полевых моделей. Основная вдея этого подхода состоит в 
«едущем. 

С геометрической точка зренжя полевая функция, зависящая от 
двух переменннх, опхсявает двумерную поверхвооть, вложенную в не­
которое пространство, которое в общем скучав является рнмповнм. 
Конкретные свойства этого объемлющего пространства определяются 
видом в8авмоде1стввя в рассматриваемой полевой модели. Теорема 
вложения дифференциально! геометрии гласит, что поверхность, вхо­
хевнув в объемлющее рхманово пространство, можно описать не толь­
ко ее радиус - вектором JL в теорвх поля это означает :с помощью no-
лево! функции), но х основннш квадратичними формами поверхности. 
Коэффициента чтит форм, как функции координат, заданных на поверх­
ности, ДОЛЖЕН >довлетворять определенным дифференциальным уравне­
ниям Гаусса, Петерсона - Кодапди к Риччи. Рассматривая эти коэф­
фициенты как динамические переменные,а уравнения,который сни удов- . 
летворяют,- как уравнения движения, ин получаем описание исходно! 
полевой модели на языке новых дифференциальных уравнени!, существен­
но отличающихся от уравнени! Лагравха - Эйлера в обычном подходе. 

Более того, в дифференциально! геометрии уравнения Гаусса, 
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Петероожа - Колют • Еиччж воажжккет как условия оовмвствоетж 
сжстема y in i i i i i i l в ч а о » » проияаодинх первого порядка, которые 
оюювваи дмговве поджсжаого ракара по поверхвоотж. Охавнваетск, 
что последи» ураввежм давя н а щ ц ш а и ! метод поотроенвж опе­
раторов (вари опараторов лакоа ж п I М - парк), когорт необхо­
дим д п рававвх жаливейжжх урвввежжй двввеввх, аовжккакяих в этом 
подходе, методом обратно! аадачж раооаяхн. Этот факт является весь­
ма щмам ш п ш и и , e o n учесть, что задача наховдеввх операторов 
Лахса д п заданного налжвейного ураввенкж ( ж п сжстеш уравнений) 
в общем случае ае рамева. 

Обзор начинается с изложения необходима: сведений вз дифферен­
циальной геометржж римановвт многообразий. Основвое вввнанне прк 
этом уделяется теоремам вложения ржмвповвх многообразий в построе­
на» операторов Лахса д п нелинейных уравнений, опредехявжжх квад-
ратжчнне форш поверхностк. 

Изометрический метод используется в теорнв двумерной ^-но­
л е й с 0(3)-к 0(4)-сжммегржей, а также в теорвк релятжвжстской 
струны в трех- в четырехмерном пространстве - времена. Обсуждается 
возможность рекевяя нелинейных уравнений, вознжкащжх здесь, нето- -
дом обратной задачи рассеянна. Рассматривается сожатоннне решения 
в этих моделях ж жх вклад в спектр масс в хвазихкассвческом прибли­
жении. Обсуждается обобщение струнной модели в рамках геометричес­
кого подхода. 

2 . Теорема вжоженжя тпгМтжшдатню! шмвттди/^ 
Декартова: координаты объемлющего плоского пространства Сп 

обозначим Xr , уи = i f 2 , ..., я . метрическая форма этого прост­
ранства днагонажьна : 

п 
iff =Zpr с/хУх Л, Сг = ± 1. (2.1) 

На двумерной поверхности, вложенной в Еп , введем кривохвнейнне 
координаты «*, t'= х ,А. . Параметрическое задание поверхности оз­
начает задание следующих функций: 

JT^je^viu*) , yu-i.i,...,/?. (2.2) 

Эти уравнения индуцируют на поверхности ржманову метрику 
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о, жУс dz. а*^. 
В каждой точке поверхности иожяо построй» 
п ш о ш в единжчннх кормив! ц* « - Л . . . , 

Ы-<г\\ /"' ' I О. Аф/i, 

(2.3) 
(П-Я) ваашноорто-
Л-1 : 

i . 

" .fi~fi 
(2.4) 

Вое производим от радиуса - вектора поверхностж xlv') , начиная 
оо вторых, могут бить разложены по базису j r £ , х* , п* 

Гдериввдионнне формула Гаусса): л 

у Tit" °"у (* {•' 
где точка с запятой означает коваркантное дифференцирование по от-
воиенив к'нвтрши (2.3). По этому же базису можно разложить и 
производвне от нормале! (держвационнне формулы Веиенгартена): 

• су1/"*сфи?; <,« 
Тензор ь • в (2.5) является тензором второ! квадратично! 

Форш поверхностж в нормальном направлении ц£: £ f t.. = £ , . . . 
Величина ^«jut'-^btn являются векторами по "индексу г' и 
наанваются векторам! кручения. Уравнения (2.5) к (2.6) описывают 
движение по поверхности базкса (X*t ,xfx , у£) . Очевидно, что 
интегрирование втих уравнени! позволяет восстановить радиус - век­
тор поверхности X^fuiu1) . Такая операция будет однозначно! 
(с точностью до движения вое! поверхности как целого), если 
внтюлненн условия совместности уравнени! (2.5) и (2.6). Эти усло­
вия даются уравнениями Гаусса : 

V' '£* С(«* V " ̂  '¥ ) ' ^.7) 
Пвтероона - Кодацди: 
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к Р и т а : 

fa - ̂  yjr % p - у ^)+ 
Таяш образом, имеет место сведущая теорема вложения: джя того, 
чтрбн симметричный тензор £L , (n-f.) симметричных тензоров 
4,/у в С»-гК*-3)/1 векторов крученая £ . , / = -1? t) 

определяли о точностью до движения двумернуо поверхность, вложен 
ную в п • -мерное плоское пространство, необходимо, чтобы эти 
величины удовлетворяли уравнениям ( 2 . 7 Ы 2 . 9 ) . 

3 . пящгп^дяц двгметная 6 - модель 

Эта модель описывает /V безмассовых полей п (г<, V ) , 
подчиненных условию 

***£(*'/-*. (зл) 
Лагранжиан имеет вид 

jr-t«?y)* + A(>t*-i). (3.2) 

С геометрической точки зрения ноля п (ы, и ) являются 
координатами двумерной поверхности, вложенной в (N-1) -мерную 
единичную сферу (3.1). На этой поверхности можно ввести метрику 

о1з*=/1**в(сМ) + ces*6(cfx)\ (з.З) 

где 
t-v',jr*w\ ec+,*)=arctfj *}/"*'. 
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Ожавнваетох, что e o n e o n всего трж п о п п , v * 1,2,3 
(6 - вдаль о 0(3) - охиштрше1),то для задания искомо! 

поверхвооп достаточно всего одно! функции в(Ьх) , шторах 
должна подчиняться уравшехию Гаусса (2 .7 ) . Тчмтхвах, что х п дву­
мерно! сферы в трехмврюн евклидовом щюотранотвв вторах квадра­
тичная форма пропорциональна первой, делю свеотх (2.7) д п мвт-

. рХКХ (3.3) X уравнению alne-Gordon 

°<" -^и = * * < (3.4) 
где Ы=2в. 

С помоаы> деривационных форму! (2.5), (2.6) это уравнение мож­
но представить как условие совместности следующих линейных урав­
нении: 

£гНЯ(в№>ч* /-'•'• (з-5) 

1ЯО 

9-1= X(f шв, Ол, f+ **G\ 

Qt~*(-£o*6, Q.t.-f-**6\&-№•*$)• 
(3.6) 

Этж уравненжя дают вое необходжмое для решения (3.4) методом 
обратной задачн расоеанхя. 

В случае 6 - модели с 0(4)-схиивтржех уравненжя Гаусса (2.7) 
х Петерсояа -Кодащпс (2.8) сводятся к системе двух нелинейных 
ypaвнeнжr^ ,^': 

Соответотнущке линейные задачи опять имеют вид (3.5) о Q' 
определяемыми формулами 
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ГД6 

{~^€>л,х, £a-ctye^t 

Прямая ж обратная задачи рассеяния дай сжстемн (3.7) » ( 3 . 8 ) , 
солжтоннне решения этих уравнении жссхедоваооь в работах' 3 ' 4 ' . 

4 . Релятивистская отгона в геометшческом подходе 

Поиски динамической основн дуально- резонансных моделей ж ис­
следование механизма удержанжя кварков в адронах'5 - 7'пржвелж к рао-
смотренив одномерно протяженного релятивистского объекта - струны -
с действием 

S"?\ wdrtCxx'f -х*з(1'~-г \\&f$, (4.i) 

-@x''/dKi)Car/'/di*)=JcfiJc,'j.; <fe. - метрический тензор на 
мировой новерхностж струны; "и = Т , »*=• S . 

В обычном подхода, когда динамическими переменные считаются 
координата струны JCr(6j) , задача сводятся к линейным уравнени­
ям движения 

* Г ' * Г ' ° (4.2) 
с нелинейными дополнительными условиями 

(jr'j-У/- О. (4.3) 
С геометрической точки зрения мировая поверхность, докрываемая 
струной в процессе движения, является минимальной '^, так как из 
уравненжй Эйлера S ~ \ P P / S J C ^ = О следует, что оредняя кривизна 
этой поверхности в любом нормальном направлении равна н у л / " : 
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0 fL"°' °1'1^' ( 4' 4> 
m e 6,{. - тензор второй квадратичной формн, связанно! о аор-
ш и " '4£, аС • 1,2. Таких взаимно ортогошхышх нормалей к ми-
рово! поверхкоотн струни в каждой ее «очке можно построжть две, 
причем обе они будут пространственно - подобным* 

„ и J - *> *-/, 

В качестве величин, определяющих мировую поверхность струны 
в пространстве - времен» с точностью до ее движения как целого, 
можно взять фундаментальнне тензоры этой поверхности fa , 4г«У 
ж вектор кручения $„„%£$**и) . * ' » / - Ц 2 ; Д/» = Т,2. 
Набор этих переменннх описывает движение базиса fcr£,jr£, ^ А **) 
по мировой поверхности струни. Внбор специальной системы коорди­
нат и ' позволяет значительно уменьшить число нвзависиинх ве­
личин в данном наборе. Не теряя общности, можно взять такую коор­
динатную систему, в которой 

Q "-Q ~СГ, Q =0, 6 =S (4.6) 
tff 0M ' J/* ' Ы/<' cf/ХЛ ' 

где а± - констанпг в" 1 0'. 
При переходе от одной точки мировой поверхности струны к дру­

гой изменение подвижного базиса 

уф 
определяется следующими деривадионншш формулам»: 

"' /? ' * = 'уф ' *' ""'''' &" '?* ( 4 > 8 ) 

2£± - _,- £i* e + • ewe <p • £&m_ & 
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де*. - { Вь-е,- fit* P - °*м Р ди1 fa ' V2T 3 YF • ' 

а»* for у7 я 1 *• 
д&, _ • огт р t it/tx g, у g, (4.9) 
d»' fa" ' fa л ' *' 

d?t • &ii & _ &/« c> _ w/tf л 
^ Г Л » '~ у2? * V* *' 

IT^J / eat* & б/it* a _ J a 

Jv*~ ' У7Г *'+ Ya1 ****** • 
(4.10) 

Условие совместности систеш (4.9), (4.10) дается уравнениями 
Гаусса, Петерсона - Кодаком, Рнччи (2.7)-(2.9): 

та» a=ev, \)гдл,п , &=£„*. 4/,,*^//=#*<**<*» 

Два уравненмя (4. II) можно объединить в одно уравнение Лиувйтая 
на кошнексноаначнув функцию ьо =• и * с' & : 

bU-W=/?€, (4.12) 

1де R=%ty+ fy- . Интересно, что в охучае трехмерного простран­
ства - времени G - О я ш получаем одно действительное уравне­
ние Лиувиия на функцию иС6,Т). 

Нелинейное уравнение (4.12) имеет обцее решение, тем не ме-
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нее его можно исследовать методом обратно! задачи р а с с е я н ш г I I _ I " 
Этот подход представляет интерес как дня нахождения М -ооптонних 
ремени! в уравнении (4 .12) , так • д м выяснения, является ли эта 
оаотемв вполне интегрируемо!. Посяедажж вопрос вознккает в овязж 
с предоолохеяиом о том, что поле Янга - мплоа,по-ввдпви/,явхяет-
ся вполне интегрируемо! системой. При формулировке это ! теории 
в терминах функционалов, заданных на контурах, как одно хз приб­
лижена! возникает вторжчно-квантованная теорвя струн. Поэтому е с ­
тественно вначале выяснить, является ли вполне интегрируемо! сис­
теме! релятквхотская струна. 

Деривационные формулы (4 .9 ) , (4 .10 ) позволяют построить вспомо­
гательную линейную спектральную задачу и линейное эволюционное 
уравнение, необходимые для решения (4.12) методом обратно! задачи 
рассеяния. Основной прием, используемо! здесь, состоит в переходе 
к спннорному описанию вращения подвижного базиса при движении его 
начала по мирово! поверхности струны. Для простоты вначале можно 
рассматривать трехмерное пространство- время, полагая в конце функ­
цию и конвдексноэначно!. В результате получаем, что уравнение Ллу-
вхлля (4.12) является условием совместности следующей система ли­
нейных уравненийs 

где 

Уравнение (4.13) следует дополнить естественными граничными у с ­
ловиями 

где с и of - комплексные константа. При /л-/-»«~ уравнения (4.13) 
упрощаются : 

#—<#*, р-=-с4^. (4.14) 
at J fa J ' 
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Особенностью рассматриваемой еадачж является то, иго в правой чао-
тж (4.14) течем* зажсжмооть от спектрального параметра Т . Тек 
ве менее можно жвеотя Цвдамивтммде матржци -решевжя Ц£(х\ 
определяем» слоям асимптотическим поведенном: 

В сяду етвх асжмитотик мвтрнца перехода £>(р 

Судет обладать необнчниш авалжтичесхииж свойствам! по спектраль­
ному иириитру V . Поатому применение здесь метода обратной за ­
дач! расоеявжя требует особого рассмотренкя. 

Эту трудность можно обойти, есдж вместо рехвтжвжстсвж - ин­
вариантных калжбровочвжх усховжй (4.7) взять временную калибровку 
ir = Т . Наиболее прост случай трехмерного простравотва - време-

вж. Уравженжя обнчной теоржж ражятжвжстской струны в этой калиб­
ровке жмете вид я 

*„+*,1=*> *•„**-0, (4.15) 

тцц JcCr-u, 6=1* J - двумерннй радиус - вежтор струян. Если 
нвестж одну скалярную функции Q(v',i4i) , 

lx„=firi*6> i^= <Ж*9, (4.16) 
то жз (4.15) получаем 

Это ураваенже является фактически уравненяен Гаусса (2.7) для 
плоскости ( it., = о) с метржкой 

интересно отметить, что один ж тот же объект - релятивистская 
струна - в раэннх калибровках опжонваетоя или уравнением лжувжжля 
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я л уравнением Д'Ляамбера (4.15). Это указывает на то, что между 
э п ш уравнениями должна бить определенная связь. Действктельно, 
сутсотвует преобразование Бвклунда, связывающее решение уравнений 
(4.17) к (4.Ю). 

В четырехмерном пространстве - временж теория релятивистской 
струни в калибровке i ж Г в геометрическом подходе сводится к 
системе двух нелинейных уравнений (3.7) и (3.8)'* 4'. Единственное 
отличие в случае свободной струнн состоит в том, что в (3.7) нет 
члена find coS Q : 

Очевидно, что должна существовать тесная связь между системой 
(4.19) ж комплекснозначннм уравнением Лхувклля (4.12). метод 
обратной задачи рассеяния для системы (3.7) и (3.8) рассматривал­
ся в работах 7 4' 3 3' 1 5'. 

5. Обобщение стеганой модели в рамках геометрического 
подкола 

Релятивистская струна с действием (4.1) в процессе своего 
движения описывает двумерную минимальную поверхность в пространст­
ве Минковского. С геометрической точки зрения такая поверхность 
характеризуется тем, что ее средняя кривизна в любом нормальном 
направлении равна к у п / " : 

Cyf'^°- Ы = <•*>•••>"-** 
где п -размерность пространства - времени. Следующей по сложнос-
ти,очевндно,будет поверхность с ненулевой постоянной средней кри­
визной. Для простоты будем считать , что такая поверхность вложе­
на в трехмерное псевдоевклидово пространство. В етом случае 

* V* (5.1) 
В качестве динамических переменных опять будем рассматривать теп-
эоры основных квадратичных форм поверхности в,.: и о г у . Анали­
зируя уравнения Гаусса, Петероона - Кодацци, можно показа», что 
на поверхности о постоянной средней кривизной координатная с е » 
из линий кривизны ( O x £ f l * о ) является в то же время и изомет-
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ржчеокож o n » $„*- fn ' I 6 ' . В «тих координатах освовжне о а д -
ркяпхм форш помрхмотж ними вид 

Т р а н ш е Пемроова - Кодшщи (2.8) уха хвахратпвнх форм (5.2) 
тождественно удовлетворяются, а на уравнения Гаусса (2.7) получаем 

' " >** (5.3) 

Э к уравнение следует расомахрквать как основное хинаиическое урав­
нение в прехложенно! кодеин. 

Уравнение (5.3) является уолввкем совместности деривационнях 
формуя Гаусса ж Вежнгартена для радиуса - вектора поверхностх 

х"(и'->г<х) ж нориехи flu', И*) , м = 1,2,3: 

j r ' - i W - * - lis » A 1 / / + / J ^ / " 

tft—HCe*+t)лС , f*~HCe^-oxZ• 
Эта уравнения можно трактовать как уравнения движения одномерно 
протяженного релятивистского объекта, которки покрывает мировую 
поверхность с постоянно! средней кривизной. Однако построить 
лагранжиан, жз которого следовав da уравнения (5 .4 ) , не представ­
ляется возможном, здесь как раз ж проявляется преимуцество геомет­
рического подхода, в котором данная задача сводится к одному не­
линейному уравнению (5 .3 ) . 

6. Солитоин в теогшж оттяган 
Уравнение Лкувкмя (1.18), описываема мировую поверхность 

струни в геометрическом подходе, имеет оонее ранение' 1 7' ; 

где f и О - црожевожьнве функции, а нтржх означает дифференцн-
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решая» оо щщуищу (ржнжщ. Qpaao - о фппеохоа точи зрения 
представляет жжмрм м формула ( 6 . 1 ) . ж частим режюнжя мота урав­
нения,- оожиоия, штщт ж* Шл;Ь~Rx-vt), / с м / 9 , т а / . «уиж-
цая А определяете* » уражаеиш 

Д м Я> О получаем 

1де m - произвольная константа, которая, как будет показано в 
дальнежжем, есть масса оолжтона (6 .2 ) . Если R< Q , то жмеем 
солитонн двух тжпов • 

3ZIRI К 8 VT^T^ / 
Щ л. t i 

Ък№1 к 8 т/^? / 

(6.3) 

(6.4) 

Решения (6.2) к (6.3) представляют собой уеджненнне волвв, 
ДВИЖУЩЕЙСЯ со скоростью, меньшей скорости света. Ренение (6.4) 
есть периодически солитон, опкенвахщия "гребенку" волн. Следует 
отметить, что (6.3) и (6.4) жмет неинтегрируемке особенности 

v4 -г , . . 
€ ~;? ПРИ 2 >0, l = (*-vt-X„-)Wi- v*ъ 1=Х,Х; 

ж тем самым формально не удовлетворяют требованиям, которые обычно 
предъявляются к солжтоннш решениям'1 1'. Однако, чтобы не усложнять 
терминологию, и эти реиения ш будем называть солжтонаш ж пока­
жем, что их особенности не приводят к принципиальным трудностям 
при попытке трактовать эти реиения как пространственно протяжен­
ные частицы. 

Пошито односолнонных ренениВ урагнение (4.18),как эю следует 
из результатов работы' ',имеет и п. -солитонные решения. Такое 
решение описывает один солитон, движущийся с произвольной скоростью, 
и n-i солитонов, движущихся со скоростью света. Из п - солитон-
ного реиения при п = 1 следует только солитон (6 .2 ) , в то время 
как (6.3) и (6.4) таким путем получить нельзя. Для простотн и наг­
лядности мы ограничимся здесь рассмотрением только односолнтонннх 
решении. 
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Урымнш Даужшжс ооотшотжуе» лагркшм плотность 

Тенор мерха - импульса д н оохпоаов канем в омдупик мою: 

^ ' 5-е 7 *б ' (6.6) 
Tffi Т - канонический тсгаор аирлж - импульса поп uor.t) , 

iiiiiiniij—jl лагряжжевой плотно стж (6.5): 

Г''- <Р 
г 

оо ff л _ 
у ,»>*0 , . / , ? — - f = * . 2r~ - вектор скорости солж-

тона Z?"= t/ifi^T1, T)'=vftf-v*. Добавка к 7*-̂ * в формуле (6.6) 
не завжожт о» координат х , t ж приводит к сходяажкся на бео-
конечностж интегралам для энерпи ж импульса оолитонов : 

Р '=]&' °СУе (X, hjJ*. ( 6 > 7 ) 

Подставка в (6.7) решения U(or,t) (6.2)-(6.3))получаем 

я* о —_ m'? F - я* Р - -
У,-у* ' ' ' V/-K* 

(6.8) 
Г . = , ., ' Г. / -.-1 ' f~ *t3 , 

где I„ = \d* /ft** J =iolx(cTcx-l) . Таким образом, в первом слу­
чае массой солжтона можно считать постоянную я? , а для оолито­
нов (6.3) и (6.4) масса равна « / • , г' = 2,3. Расходящиеся в 
нуле интегралы Jt можно регуляризовать, введя, например, обрезание, 
однако в дальнейшем будет достаточно того, что между £. ж Р. 
в формулах (6.8) есть правильное релятивистское соотношение. Имен­
но этот факт позволяет уже в классической теории сопоставлять со-
литонам частицы с отличной от нуля массой покоя. 
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Перекмм x испил ими» ускЛчквоотх оохвохох. Вшпа» рао-
оиотрш аиаятят ооптокя» решхая, хоторхе определяйте* фор-
иуямш (6.2)-(6.4) хрх V* О . Д п «ТОГО прахотахш ремам л*>-
м ш (4.18) х ияцуими мое: 

Подстановка (6.9) х (4.18) пркходк х дахяевхв на </-&) , хнев-
кему х и одномерного урахвеххя Щредхнгера с готенцкахом V£utMj* 

(-^ + V [*/*)]) pM~ JfiM, (6.Ю) 
где 

VfyM] = -g#**'(f*\ ( 6 Л 1 ) 

V[У3(я)]= f£ ceseSf^ar). (6.13) 

S e n в уровнено (6.10) из у О , то реневхе г/, faO 
устохчкво в кжасехчесь. 1 твори х в сиу реяятхвхстскох ннваржант-
ностх устохчкво х и^(х,+) . Прх to*£ Q поправка к М(Сх) 
в (6.9) експонешщахьно растет по вреиенк х сожнтон неустойчив. 

Уравненне (6.10) с потенцхадом (6.Ш-(6.12) рехаетоа точно 
' 1 9 ' . В первой случае со1 живет одно отрицательное значение 
^ / ' = - * ' / ^ х непрернвннх спектр, начхнащпся с трансдя-

циоякой ходи с лКо • Так как и??£0, то оолхтонное рененхе 
г/j tfr, I1; неустойчиво ухе в вяассхческох теорвх. 

Дп потенциала (6.12) со* хнвет кепрернвнни спектр и?*->о 
х трансляционную иоду ои=0 , которая опять граничит с непре-
рнвнш спектром. Рененхе и^(У,Ъ устохчхво. 

Потенцжая (6.13) сводятся к потенциалу Пени - Твджерв/19'. 
Периодичность этого потенциала оказнхается несущественно! для ре-
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(6 .10) , так ж оооедкие и и н и ч и и ю л в раажа-
бармрами. Воатому мояжо охрашпимк раоомот-

. одной n м я к ям. В мок олуча* t o n м и м о джскретвмж 
спектр u>f*M*eietf/€4 , /t - 1,2 . . . , ж трикяввюам иожа 
<Ч> «<? . Геамжже tf, Дг, i0 уотоичжю. 

Такая обраэом ролжтожу их (х, t) в кяаоожке соответствует 
ааотабжхнак частица е мвооож т ж о временем жпнж ~&т~*. 
Солжтош WA&Jl ж U}ix,i> описнваюг устойчив» частжцн. 

Кратко рассмотрим гваптовую хворал. Пою У^а^прежстанш в 

U&rj)- ис(х-л0) + #(ог,{), (6.14) 

Ив &•<.f*-oi>- оожповшн реиенжя (6.2)-(6.4) при v= о . В каяессве 
координат сжстенв набирается пожоженже центра масс сожжтова x.th* 

- Jf0 •* V t ж доже у/(х-, +) ; жм сопоставляйся канонк-
чеожя сопряженное жмцульсн рсЪ ж ЖЬ соответственно. 

После подстановка (6.14) в (6.6) полный гяштгтонжан разбж-
вается на свободную часть ж гамильтониан взаимодействия 

т е Н *т + % jdi(jf + yr'-fijie)- гамильтониан частице с массой 
ги ж поля f(x,t) , помещенного во внешнее классическое поле 

-%ех/Ь(яс). Гамильтониан И£ , опиенвахиий взаююде1ствке ^(»,h 
о оолитонок, завжежт от ХасЬ, /оС+) , ^(а,Ь ж Ж*,Ь . Явный вкд 

довольно сложен' 2 0', к внпжонвать его здесь ш не будем. 
Из уравнений Бэмиьтона с Н0 следует 

/' ," г, и' 

Далее жепользуетса стандартные метод квантования во внешен поле 
' ' с помоиью разложений 

где ф. (х) - полннж набор решений уравнения (26), жв которого жо-
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калека кулевая меда 

Здесь п а к ггрмг_7* оиияавт одновременно ж ижтегржровааже по / , 
в о л оно необходимо. Поотулжруиов хаионжческже коммутационные 
соотношения 

ж отроктся гильбертово проотранство состояний | R » j £ { ^ e е^ .ПРХ 
характеризуема! общим импульоом Р ж набором импульсов мезонов 
\ ^ \ . Н а это! основе стандартам путем можно развжть теорию 

возмущений. 
Свободен! гамильтониан Н0 посже перехода к нормальному произ­

ведена» операторов / пржвжмает вад 

Н~'»+2Н** °* • 
к (6.15) 

Внчжсляя матричные элемента На по векторам оостоянжй \Р% {&,-)), 
получаем энергетический спектр сжотемв в нулевом приближении тео-
ркж возмущений. Очевждво, что он полностью определяется спектром 
иэ в уравненжж (6.10). 

Солжтон (6.2), нвустожчЕвн! ж классике, тем более будет не­
устойчив в квантовой теоржк, так как вклад в энергию (31) от дио-
кретного спектра в атом случае чжсто мвхмы!. 

Ременжо (6.3) в квантовой теоржж соответствует (яабжльная 
частица с массой т . а поле ф(я,£) опжсявает безмасоовне мезо­
ны. 

Нажболее богатый спектр дает пержодкческжй солжтон (6.4) : 

£<="», t =»>+ *£("+<)> t^i.St 
о ' я 8 

Интересно, что этот спектр эквждистантний, еслж не расоиатржвать 
важнее состояние с энергией £0 . Расстояние между энергетически­
ми уровнями определяется uaccoi солатона т/& ж может принимать 
лвбне значения. Состояния этого спектра стационарны только в пре­
небрежении взаимодействием Hj , которое должно приводить к пе­
реходам между ними, то есть реально здесь есть серия резонаноов. 
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Периодический оолитои ж лпрпвдм—1 жн ангар еотеотввяжо 
рассматривать ж теории минутой релятивистской отрдпп/ 7'. В обнч-
жои подхода tc« ц ц ш жмввт »квнхиотаитнии спектр отапаоиарша 
состояний, хоюржй служит оономй д м построена дуальных моделей. 
Тот факт, ч*о • •ергетпесхи уровни в дуахыю-резовансном подхо­
де жнею нулевую ижрияу, о физической точке ярения является су-
жественинн недостатком. В мои отношении done реалистнчея спектр 
масс, получавши жрк явки учете оохитонннх реиехпи в теория ре­
лятивистской струим. 

7. ДТТУПДТ 

Кратко расомотреннне примере нелинейных двумерных моделей 
показявавт, что геометрический подход позволяет не только пере­
формулировать полевую модель на язнке новнх дифференциальных урав­
нений, но ж щииииин. к жх жесхедованхю такой эффективная матема­
тический аппарат, как метод обратно! задачи рассеяния. Этот ме­
тод может бнть испохьзоввн.вероятно, не только на классическом, 
во ж на квантовом уровнях. 

К еохалению,привлекательность этого подхода теряется при 
переходе от двумерннх моделей к более реалистический теориям в 
трех- х четырехмерном пространстве - времени, так как в этом 
случае резко возрастает число компонент тензорных величин, с ко­
торыми приходится иметь дело. 
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Ш'ИиШЛЬНЫВ РИ11ЕНИЯ НЕКОТОРЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ 
В КЯАССИЧЕСКОЙ И КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ 

А. Т. Филиппов 

Объединённый институт ядерных исследований, Дубна 

§ I . Введение 

В большинстве прикладных задач используются нелинейные 
уравнения. Богатый набор таких задач дает классическая меха­
ника / движение небесных тел, ракет и искусственных, спутников, 
автоколебания, движение гироскопов и т.д. /, гидродинамика и 
теория упругости, нелинейная электродинамика и оптика, статис­
тическая механика. Существенно нелинейны проблемы математичес­
кой биологии, математической экологии и математической эконо­
мики. При решении этих проблем были разработаны мощные анали­
тические и численные методы, которые до последнего времени 
сравнительно мало использовались в квантовой физчке. Отчасти 
это объясняется тем, что уравнения квантовой механики можно 
представить в линейной форме / исключение составляла теория 
многоэлектронных атомов в приближении самосогласованного поля, 
где нелинейность возникает за счёт уменьшения числа независи­
мых переменных /'. В квантовой теории поля из-за бесконечного 
числа степеней свободы избавиться от нелинейноотей практически 
невозможно, но учитывались они в основном с помощью теории 
возмущений / исключение составляли методы "бутстрапа"/. 

Попытки выделить и исследовать существенно нелинейные явле­
ния в квантовой теории поля и в квантовой теории многих тел 
начались лет тридпдть назад. В теории поля исследовались нетри­
виальные / т.е. не описываемые теорией возмущений / решения 
классических уравнений и была поставлена задача получения 
квантовых поправок / Гайзенберг, Скирм, Финкельстайн, Шифф, 
Иваненко ж др./. В теории многих тел в основном изучались не­
тривиальные аффекты нелинейности, описываемой феноменологичес­
кими уравнениям! / Ландау, Гинзбург, Абрикосов и др./ или 
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уравнению! самосогласованного поля / БКШ, Боголюбов, Горькое 
и др. /. В упомянутых работах бага получены х исследованы локали­
зованные в пространстве решения нелинейных уравнений теории поля, 
вихри в сверхтекучей жадности к в сверхпроводнике второго рода, 
нелинейные поправка к ядерным салак к т.п. многие результаты к 
методы этих работ сохранили значение я на сегодня, некоторые из 
них будут использованы в атом докладе. 

Отдельные нелинейные задачи эквивалентны линейным. Напомним 
несколько примеров. Заметим, что,говоря о нелинейных уравнениях, 
мы обычно будем подразумевать дифференциальные уравнения / обык­
новенные, о.д.у., или уравнения в частных производных, у.ч.п./. 
Простейший пример: уравнение Риккатн эквивалентно линейному 
дифференциальному уравнению второго порядка. На етом основано 
сведение задачи о рассеянии для уравнения Шрёдинтера к нелиней­
ному фазовому уравнению первого порядка / Бабиков, Калоджеро /. 
Вообще, для упрощения решения иногда полезно усложнить уравнения. 
На этом основаны методы погружения. 'Гак, линейная краевая задача 
для о.д.у. сводится к нелинейной задаче Коти для о.д.у. Нелиней­
ную краевую задачу для о.д.у. можно свести к нелинейной задаче 
Коши для у.ч.п. первого порядка я весьма специального вида. 
Решение таких усложненных задач проще, т.к. задача Копт легче 
поддаётся аналитическим и численным методам / см.Кастя, Калаба, 
"Методы погружения в прикладной математике". Мир, 1.Д976 /. 

Нелинейное уравнение Кортевега и Де Вриза можно свести к 
линейному уравнению Шрёдинтера - последний факт послужил отправ­
ной точкой для глубоких и плодотворных исследований по теории 
вполне интегрируемых систем / ЗаОуски, Крускал, Гарднер, Лэкс, 
Миура, Фаддеев и др. /. Больное влияние на совреиенное 

развитие "нелинейных" идей в квантовой теории поля оказывают 
начавшиеся тоже примерно тридцать лет назад систематические ис­
следования простейших моделей магнетиков, в особенности модели 
Ленца-Изинга, обычно называемой моделью Изинга. Наиболее интерес­
ное развитие этих работ также связано с вполне интегрируемыми 
классическими и квантовыми системами. Этим направлениям посвящены 
многочисленные обзоры,новейшее их развитие отражено в докладе 
Фаддеевах). В нашей докладе этот хруг идей не затрагивается. 

Ваша основная цель - изложение некоторых специальных "нелиней-
х' См. настоящий сборник, стр. 249. 
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них"методов получения • исследования решений нелинейных задач с 
характерными особенностями,нетипичными для линейных проблем или 
не встречающимися в них. Сначала мы обсудим основные отличия не­
линейных задач от линейных,затем рассмотрим вихревые реиения и ре-
иения с особенности на конечном расстоянии, обеспечиваовей удер­
жание кварков в простейших моделях, в заключение изучим некоторые 
уравнения самосогласованного поля в квантовой электродинамике. 
Мы в основном сосредоточим внимание на аналитических методах, 
изредка обращаясь к простым численным расчетам. Топологоалгебра-
ические, функционально-аналитические и теоретико-групповые мето­
ды несомненно,понадобятся при рассмотрении более сложных реалис­
тических задач, но в простых проблемах, обсуждаемых ниже, можно 
обойтись более простыми и привычными средствами, использование 
которых к тому же больше способствует развитию "нелинейной" 
интуиции. 
S 2. Некоторые математические результаты и замечания 
Нелинейные задачи существенно отличаются от линейных прежде 

всего огромным разнообразием свойств, не описываемых достаточ­
но общей теорией. Рассмотрим некоторые особенности нелинейных 
задач, представляющие интерес для теории поля. 

I. Решения нелинейных уравнений обычно имеют особенности по 
константе взаимодействия а или другим параметрам. Это явление 
наблюдается и в линейных задачах с достаточно сильными особеннос­
тями коэффициентов в координатном или импульсном пространстве 
/ уравнение Шрёдингера с сингулярным потенциалом, уравнение 
Бете - Солпитера в перенормируемых и неперенормируемнх теориях 
поля и т.п.- /. Отличие нелинейного случая от линейного - в том, 
что такая особенность может возникнуть и при голоморфной зависи­
мости уравнения от независимых и зависимых переменных. Как и в 
случае сингулярных линейных задач, разложения по параметрам могут 
не существовать или расходиться. При этом характерна неравномер­
ность таких разложений. В одной области они могут сходиться или 
давать хорошее приближение в асимптотическом смысле, тогда как 
в другой они могут стать абсолютно неприменимыми / пограничный 
слой/.Такая ситуация чаче всего возникает,когда малый параметр 
стоит при старшей производной/сингулярное возмущение/.Пограничной 
слой встречается как в линейном, так и в нелинейном случае. Одна­
ко для линейных краевых задач имеется простая общая теория, в 
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то время как нелинейные задачи такой обвей трактовке не поддают­
ся. Приведём для наглядной гплюстрацин этого утверждения два 
простых примера краевых задач, не имеющих аналогов в линейной 
теории / см. Ваэов, "Асимптотические разложения решений обыкно­
венных дифференциальных уравнений", Мир, М.Д968 /. Задача 

£Э = -а*~ ч > ъ<°>=а. у«> = *. 
при £-о имеет очевидное решение Цг=а • \!> = & • однако 
при сколь угодно малом £>о и аФ& задача не имеет ни одного 
решения. Решение задачи 
при £=о есть у =(а-«ео.-«+й+6-|)ей-Ъ),где t=|-fe-ft + i), 
и к этому пределу стремятся при е-?0 решения краевой задачи 
с е.Ф 0 • Таким образом, "пограничный" слой / разрыв производной 
j в точке t-to при £->-0 / возникает внутри интервала (а, (>). 

2. Нцё более существенное отличие нелинейных задач - появление 
"движущихся" особенностей по координатным или импульсным перемен­
ным, т.е. особенностей, положение которых зависит от начальных 
данных или краевых условий. В решениях линейных уравнений особен­
ности возникают лишь в точках, где коэффициенты уравнения не 
аналитичны / теорема Коши для о.д.у., теорема Ковалевской для 
у.ч.п. /. Нелинейные уравнения могут иметь движущиеся особеннос­
ти, так как теоремы Коши и Ковалевской обеспечивают лишь локаль­
ное существование регулярных решений в окрестностях точек, где 
уравнения при данных начальных условиях регулярны. 

Приведём несколько примеров решений с движущимися особеннос­
тями / j s Jy /<Иг /. I/ у + у"/(п-О = о , у = «-су-'/'"-*» -
2/§ = y-,n>i; у = а(1-сГ э д"- л , а = f2Сп+0Ли-х) г]' л"" 1 5-
При и=2 общее решение уравнения jf = у г можно выразить через 
эллиптическую функцив Вейерштрасса 8 = W£ft-<U) y о, сл) , меро-
морфную в комплексной плоскости t . 3/ tf = ехр(у) ; Ц= &&«£)+ 
+ C,t -с» -2 £и(«.*р(М-сг) - 1 ) . Это - общее решение. 
Движущаяся особенность при t=Ci/c± называется критической,т.к. 
вблизи этой особенности решение в комплексной плоскости не одно­
значно. 4/ jf = ;j*(;2y-jL) / (9 г + Л ) . Общее решение этого 
довольно простого уравнения H = * 9 ( ^ " ( c < t _ c * ^ имеет весьма 
сложные особенности. 5/ Классическим примером являются уравнения 
для эллиптических функций Якоби ^ — fcV» > 5» = -»*Sff, ^з=~к\чг. 
Эти функции мероморфны, и все их полюсы - простые. 

Все приведенные выше примеры относятся к автономным динамкче -
ским системам, яе зависящим явно от Ь • 
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Все особенности решений таких уравнений обязательно движущиеся, 
так как всякому решению у id) соответствует другое решение -
tf;(t + c ) при произвольной постоянной С . Теория двумерных 

автономных систем разработана исключительно полно / Пуанкаре, 
Бендиксон и др. / и будет нами систематически использоваться. 
При ц>з такой полной теории нет, однако имеется достаточный 
для интересных приложений запас точных результатов и эффективных 
методов. Основы теории таких систем были заложены Ляпуновым и 
Пуанкаре и существенно развиты в работах Биркгофа, Хопфа, Боголю­
бова и Крылова, Андронова, Понтрягина, Колмогорова, Петровского 
и др. В последнее время успешно развивается абстрактная теория 
динамических систем, называемая иногда дифференциальной динамикой 
/ Арнольд, Аяосов, Мозер, Синай, Смейл и др.х)/. Приложение получен­
ных в этой теории глубоких результатов в физике сдерживается 
её оторванностью от аналитических методов и малым знакомством с 
ней физиков. 

В случае неавтономных систем 
Ацс/Лк = у[ =-Ыч,,-,Чп}*) , ; = 1,-,1 ; 

особенности, вообще говоря, также движущиеся. Для нелинейных 
о.д.у. первого и второго порядка Пенлеве выделил и исследовал 
класс уравнений, не имеющих критических движущихся особенностей. 
Один из примеров уравнений Пенлеве, не сводящихся к более простым, 

у" = ау3 + Ц-к + с , 
где а, ё, с - константы. Интегралы этого уравнения - мероморфные 
трансцендентные функциии с подвижными полюсами. Точка х = °° 
существенно особая /см. Голубев,"Лекции по аналитической теории 
дифференциальных уравнений", ГИТТЛ, М^1941 /. Подчеркнём, что 
даже очень простые нелинейные уравнения могут иметь подвижные 
критические особенности / см. примеры, приведенные выше /. 

3. Наличие подвижных особенностей существенно осложняет теорию 
граничных задач. Весьма осложняется и решение задачи Коши, если 
её рассматривать глобально, а не локально. Для доказательства 
существования решения задачи Коши требуются довольно ограничитель­
ные условия / условие Липшица и т.п. /, при этом длина интер­
вала, на котором удаётся доказать существование решения, оказыва­
ли!., например, В.И.Арнольд.Дополнительные главы теории обыкно­

венных дифференциальных уравнении. "Наука", М., 1970. 
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ется ограниченной. На языке теории динамических систем это связано 
с возможностью ухода точки на бесконечность за конечное время. 
Например, так можно понять появление особенности при конечном зна­
чении t в примерах 2,3 , если истолковать t как время, а правую 
часть уравнений как силу / см. подробнее ниже /. Происхождение 
таких особенностей очень важно понять для лучшего понимания более 
сложных задач. 

Приведём две типичные теоремы существования решений краевых за- -
дач для о.д.у. Теорема Гаммерштейна - Чияквини: задача 

Я' = *(*,!)) j И ( 0> = 4W = 0 

разрешима, если $Сх, у)-непрерывная функция и если существуют 
числа С„>о, С,>0, для которых 

/ границу т/flcl улучшить нельзя /. 
Теорема Мамбриани - Тонелли; решение задачи 

а' = Ч<*,8) 4-60 , *)=й. . У ( + ° ° ) = 0 

существует и единственно, если выполнены следующие условия: <р(х,у) 
непрерывна при ж>о,уъ-о ; <j>(x,y)>o при х>о,к>-о ; ifC\o)=0 
при х^о ; fCASM^Wcfc). если tf,>!fe. ; Ч>Сх,С) ? £ с > О 
при ле1"о,+«) , с ?-о ;• +00 интегрируемая $°° ij-dx = •+ о°. 
Другие теоремы существования и единственности можно найти в 
многочисленных руководствах по теории дифференциальных уравнений. 

4. Выше мы обсуждали лишь о.д.у. Для у.ч.п. теория разработана 
значительно хуже. Результатов о глобальном решении задачи Ноши 
для гиперболических систем и краевых задач для эллиптических 
систем получено сравнительно мало. Известна теорема о существова­
нии и единственности решения задачи Коши для уравнения 

и. -ли. + {(") = 0 , 
обобщенная недавно / напр., Паренти и др./ на системы вида 

iii-AUi +|£.( и< u n ; x ) = 0 , х =<*„...., x M ) . 
Помимо некоторых стандартных требований функция V(s;x) должна 
удовлетворять ограничению U(2,-x) ?--°<W - р(х:»г« и некоторым 
ограничениям по модулю сверху, усиливающимся с ростом размерности 

х- пространства. Например, при Ы=Ъ • 
supll^J U ( i j x ) » < С ( 1 + 1\г« г^). 

Приведём пример трёхмерной задач* : 
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и -ди +тги =-Д|и|1а/ uitt,t'0)-if(ni, u(x,t̂ o) -f(*). 

При Л>0 существуют глобальные решения задач! Кош, при Х<о 
решения за конечное время уходят на бесконечность / ср. с механи­
ческой задачей $(t) = -aq,*(t) /. Результат при Л>о очевиден 
•э существования интеграла энергии, все члены которого * о . 

В эллиптическом случае решение задачи Дирихле для конечной 
области S> ~-
можно гарантировать лишь при достаточно сильных ограничениях на 

j(u-i х) / ограниченность / или на область / достаточная ма­
лость/. Причина атих ограничений та же, что и в случае о.д.у. 
Подробнее см. руководства по у.ч.п. 
Пример сильного ограничения на решения нелинейного уравнения 

даёт теорема Альфорса: если при Ixl <R. удовлетворено уравнение 
ли.>леги

)//=2,. то ft=£ 2/<i& ew г причём эту границу нельзя улучшить. Аналогичные утверждения можно доказать и для уравнений 
более общего вида. 

Понятие ухода на бесконечность за конечное время позволяет 
доказать следующую теорему. / Келлер - Оссерман /: если }00>о 
и непрерывна при всех К- , монотонно растёт при и> и 0 и если 

г г $ u v , d , r r t e ^ < ° ° , ш 

то дважды непрерывно дифференцируемая функция и 00 не может 
удовлетворять уравнению д и. = $("•) во всём пространстве 
/ это утверждение можно значительно усилить в духе теоремы 
Альфорса /. Условие <.*) существенно. Если $(и) ему не удов­
летворяет, то уравнение имеет решения, определённые при всех 
значениях X . Природа условия С*) ясна из простой модели: 
рассмотрим уравнение движения материальной точки £ = -ffy) . 
Его решение удовлетворяет уравнению 

Отсюда ясно, что при условии (40 <J,Ct) обращается в °° при 
некотором конечном значении "t , зависящем от начального усло­
вия. Теорема Келлера - Оссермана была уточнена и обобщена во 
многих направлениях. 
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Hi m t теорем следует важный вывод: реаеная обширного класс» 
нелинейных уравнений / нпа мы увидим, что техно тали уравне-
1шя наиболее интересны для фювчеоквх приложений / должны «меть 
сингулярности - обреветься в оо на, конечном расстояпш, испыты-
вать сальные ала слабые / в проаеюдных первого а второго поряд­
ков / разрывы. Теорая тагах решена» почта не разработана. 

Изучая разлячнне примеры нелннейннх гиперболических задач 
Копа к соответствующих аи при t-»<«nst эллиптических краешх 
задач,, можно сделать любопытное наблюдение. Если задача Ком 
навет глобальное реаенне, то часто не существует всюду определён­
ных решений соответствующей эллиптической задача / т . е . при 
-t« const / . Простейший пример - теорая с взаимодействием A In it 
Чжсло тахах примеров южно увеличить, можно было бы попытаться 
охватить многие танке случаи теоремой о "дополнительности" сингу-
лярностей" во времена ж в пространстве для некоторого класса за­
дач. Интересно, что эта дополнительность тесно связана с реляти­
вистской инвариантностью. Таким образом, похоже, что если ия 
хотим, чтобы решение задачи Ковш / зависимость от времени / 
было глобальным, мы должны быть готовы к появлению сингулярнос-
тей в решениях стационарной задача / зависимость от координат / 

S 3. Вихревые ранения 
Рассмотрим сначала Y - теорию сверхтекучей жидкости вблизи 

Я-точки / см., напр., Гинзбург, Собянин, УЖ, 120, 153, 1976 / . 
Аналогичные уравнения были получены Питаевским для сверхтекучего 
dose - газа на основе теории Боголюбова. Уравнения для параметра 
порядка Y можно получить из вариационного принципа для энер­
гии / термодинамического потенциала / 

. Е = С*, Г |vri* + ;H(lY!*y| + J- $ \r№ , /3.1/ 
где в простейшем случае 4Сг) = -J - ъ + с . Более точная теория, 
соответствующая современным представлениям о критических показа­
телях, получается при $Сг.) — р ^ +• fi -/О -§•* + С . Заметим, 
что мы выбрали единицы, в которых равновесное значение параметра 
порядка равно "4^ s i . Из вариационного принципа S E = 0 следу­
ет, что 

д Г = ^ | а Г 1 г > ¥ (1L-VV + £V)B°*0. / 3 2 / 

При \->%оо получается "естественное" граничное условие 
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C^<f • ft^-0 ,где it - единичный вектор нормали к поверхности • 
Выбирая в /3.1/ другие выражения для поверхностного члена,можно 
получить хрупе гранхчные условия. 

Обычно решались следующие задачи. Либо определялось решение 
во всём пространстве с естественным граничным условием на °° . 
Либо ставилось условие 'fie»0 на границе некоторого заданного 
объёма / скажем, стенки сосуда /. Более общие граничные условия 
систематически не изучались, хотя они представляют значительны* 
интерес не только в проблемах сверхтекучести, но и в других 
задачах, связанных с фазовыми переходами. В частности, исследова­
ние таких более общих краевых задач может дать ответ на вопрос 
о существовании решения типа "доменов" в магнетиках или "мешков" 
в теории поля. Отвлекаясь от специфики магнитных доменов, мы 
будем называть доменами решения, заданные в некоторое конечной 
части пространства, с некоторыми граничными условиями на поверх­
ности. При атом на поверхности домена может испытывать разрыв 
сам параметр порядка / поле / или его производные. Такой домен 
должен соответствовать локальному минимуму Е(в) относительно 
вариаций его формы: ЬВ / ЪЪ = 0 , S a E / 8 B 2 > 0 . 

Задача определения подобных минимумов исключительно сложна, 
возможно, что для её решения потребуются принципиально новые 
подходы. Даже в простейших случаях - одномерная система, задачи 
с цилиндрической или сферической симметрией - нелинейность урав­
нений приводит к серьёзным трудностям. Во-первых, далеко не вся­
кая краевая задача имеет решение, и весьма непросто установить, 
существует ли решение некоторой данной краевой задачи. Во-вторых, 
даже если краевая задача решена, отыскание минимума относительно 
вариаций формы оказывается непростым делом. В этом докладе мы 
приведем некоторые методы решения краевых задач для конечной 
областиу позволяющие в принципе вычислить функционал энергии 
Е(в"). Однако задача определения локальных минимумов £(Ъ) 
здесь по существу не обсуждается. Известное реиение такого типа-
массачузеюкий "мешок", который, однако, стабилизируется посред­
ством введения дополнительной объёмной энергии, не содержащейся 
в исходных уравнениях для полей. В будапештском, "мешке", обсуж­
давшемся на прошлой конференции, стабилизация достигается за 
счёт упругости его поверхности, что приводит к необходимости 
введения новых,не полевых переменных в лагранжиан /'мембрана"/. 
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Бпзюи задач» »учалвсь в теора стмфордского "• •«*" • в теора 
типологических "ооднтоюв". в последим случи стабилизация 
солитоиа связала с сохранением некоторого иетопологичесвого за­
ряда. 

Верве'моя к теора сверхтекучести • рассмотри отдельны» 
шивндрвчеса-свмштркчки! вихрь. Он мовет составить ячейку ре­
шетки вихрей, простираться до стенок или же иметь свободную по- | 
верхность / в последнем случае вопрос о его стабильности не изу­
чен / . Полагая Y(?) = fift) e *, получим следуяиую краевую задачу : 

F" + Т 1 F ' - * "* F + F - F 3 = о, /5.3/ 
F'(R) + /C^FCfO-O , F(v) - 1 . /3.4/ 

t-*o 
При Я-> во воспроизводится естественное граничное условие 

F ' С О = 0 , пригодное для описания репетки вихрей в приближении \ 
Вигнера - Зейтца, а при А-*0 получаем граничное условие 
F(R)=0 , используемое на границе с твёрдой стенкой. 

При R » i можно получить хорошее приближённое решение 
задачи /3.3/,/3.4/, используя разложение в ряд по степеням мало­
го параметра Е г R." 1* 1 . Чтоб» это разложение было равно­
мерно пригодным при о « 1 < R. , необходимо использовать доста­
точно тонкие метода. 

Заменой f«(x/R)Et преобразуем /3.3/ к виду 
E 2 ( F - F ) + e 2 t ( F ' F ^ = 0 . /5.5/ 

При е=о получаем равновесное решение F = i , которое, одна­
ко, не удовлетворяет граничным условиям. Найдём сначала погранич­
ный слой при % ~ R . Для его описания введём вторую перемен­
ную , х s -fc /е / метод двух масштабов /t и будем искать F в 
виде 

F = {«,£* > + З С т , 0 , /3.6/ 
считая t и т независимыми переменными. Полагая 

находим для j * алгебраические соотношения 

В прежних переменных находим асимптотическое разложение 
*«-0-А~*? -#Ь- - iifH-...)^^.^.9/ 

Уравнение для g„ 
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^ = 2%.+3£ +ql /зло/ 
легко решится; убнмииее вдали от * - Я решетп есть 

д. = 2 {1 - (к/г j * * 0 + ̂  ) У\ /з.п/ 
Трвшення для д» при п > 1 лхнежны, например: 

Решение /3.6/ в нулевом приближении может удовлетворять гранич­
ным условхям. Црх конечном X достаточно взять д.сю = i/a /A . 
Чтобы получить F'ft)=0 , достаточно положить goffO = 0 . а 
условке F C R ) = 0 выполнено, если д.0о = -1 . 

Найденное решенхе, однако, непригодно при малых г . В этом 
случае его удобно искать в виде степенного ряда 

F f Х ) = Z .С"" ^ = "° Х (< - Т •+ • ) , /S.I2/ 
где а,- неизвестный параметр и 

Радиус сходимости этого степенного ряда конечен. Простое сшива­
ние решений /3.12/ и /3.9/ невозможно, так как у этих решений 
нет общей области применимости. Можно было бы попытаться преобра­
зовать оба ряда каким-либо методом, расширяпцим область сходи­
мости, например, с помощью приближений Падэ. Это проще всего 
сделать, используя <Э_2) алгоритм, дающий последовательные 
приближения Падэ [лМ,лП, [y,/Vj , представленные в виде удоб­
ных для вычисления непрерывных дробей / см. Рутисхаузер, "Алго­
ритм частных и разностей", ЯП, М.^960 /. 

№ поступим несколько иначе, воспользовавшись методом, кото­
рый может оказаться полезным и в других задачах. Найдём специ­
альную Функцию, которая при т.-»-о разлагается в степенной 
ряд типа /3.12/ , а при 1 -*• °° имеет асимптотическое раз­
ложение типа /3.9/. Удобно для этой цели брать обобщённые 
гипергеометрические функции. В нашем случае легко воспроизвести 
по два члена в каждом из рядов с помощью вырожденной гипергео­
метрической функции г 

Точность полученного приближения можно оценить с помощью правила 
сумм 
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2«.(fU= *"'«*> +FYR) + £«Ь FCOll-F^t)], 
вытекавшего жз дифференциального уравнении. Улучить приближенна 
можно, домножая F « f i ) на Р*(гг)/<}*(г*>, где Ру и а * -
пояжяомн, неизвестные козффжцкнтн которых определяются по коэф­
фициентам разломяМ / 5 . 9 / ж /3.12/. Например.для воспроизве-
жеяжя третьих членов в разложениях / 3 . 9 / ж /3.12/ достаточно 
взять fil/QflH">tt+«,it)(4+HA)~'-, где р"' - « _ 1 = з / f e , 

4 8 ( < * - « + 2 « ж р * / * * . Точность определения аа £4%. 
При малых значениях R можно построить более простую теорию 

возмущений, записав / 5 . 5 / в виде 
F - F = R'CF'-F) e " /S.5-/ 

Чтобы в вулевом приближении удовлетворить гранжчшш условиям при 
г = R., перепишем это уравнение немного иначе : 

F - F -I- Rz е* (1- # ) F = R^e^CF*-*.*; F, /э. 6»/ 
где {о - пока произвольное число. Бели пренебречь правой частью, 
то получим решение F'" = С„ J I C K I . ) t где параметр к-^-^f 
определяется жз граничного условия при * =>ft . Очевидно, что 
F удовлетворяет уравнению 
Ffr)= С.3,(и) - # ̂ f " ) ( V / Л/,C«i» ГР2СР>-loajFO> + 

•> /5.14/ 
+1= //,(«*) j ' j . ^ з <(*?>№-#] FOO. 

Это уравнение можно решать итерациями, подставляя под интегралом 
вместо F(f> нулевое приближение F w(j>) . Граничное условие 
при г—Я выполнено, если 

Разумеется, аналогично можно построить ж следующие приближения. 
Однако уже построенное приближение достаточно точно, так что, 
пользуясь при больших R. выражением /5.6/ а при малых -
только что описанной теорией возмущений, можно получить хорошее 
аналитическое приближение для описания структуры вихря при всех 
значениях R. . 

Заметим, что для вихря во вращающемся сосуде R. обычно 
фиксируется условием квантования циркуляции / подобным условию 
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квантования магнитного потока в сверхпроводнике / . мы сознатель­
но не учитывали *то условие, стремясь показать, что методы приме­
нимы ждя построения ревеня* более общей природы. 

Например, вихревую решётку Абрикосова в сверхпроводнике вто­
рого рода можно описать уравнениями / F - параметр порядка, 
магнитное поле равно H=dp/«K , as. - параметр Гинзбурга -
Ландау / 

F' + f ' F ' + ( 1 - i _ 2 p f7»F - F * = 0 , 
n» -ii i г-2 /3.15/ 
P - г ' р ' = ±. F 2 p 

с краевыми условиями FC , >
t^ e* ' >r'(R.)=o, р О Д = - ^ р * ) = 0 - У о л о В 1 , е 

квантования магнитного потока позволяет выразить R. через сред­
нее значение < Н > = Б , так что (^ОНсг/вУ*. Описанные 
методы с надлежащими изменениями были применены к этой задаче в 
работе Гальперн и автора / препринт ОИЯИ, P2-I0938,Дубна,1977 /, 
в которое можно найти подробные вычисления. 

Уравнения /3.14/ при некоторой модификации обозначений опи­
сывают вихревое решение Нильсена - Олесена, причём роль параметра 
порядка играет поле Хиггса. Такие же уравнения описывают вихри в 
теории взаимодействия хиггсовых и неабелеаых калибровочных полей. 

Аналогичным уравнениям подчиняются сферически симметричные 
монополж Полякова - гт Хоофта: 

хгК" = Н гК + К ( К 2 - ± ) , 
хгн" = 2К 2 Н +±Н(Нг-е2%*). / З - 1 6 / 

Наиболее просты уравнения для монополя Богомольного - Прасада -
Соммерфилда: 

г К ' = ~ Н К , г Н ' = Н-(кг-1). ^ t V l / 

Несколько более сложными уравнениями описываются дионные решения. 
В работе Лезвова и Савельевах'иа этой конференции были приведены 
уравнения для обобщённых монополей в теории Ялта - Миллса, соот­
ветствующей компактной простой группе G Картановского списка• 

f K r - K i U p A t f + Hi-D, 

где £i=J2j. к;] , k<j - матрица Картана для G . Заменой 
{ , ( , . / , ) =•{ системы / 5 . I 7 / . / 3 . I 8 / и / S . I 6 / при Х = 0 
сводятся к автономным. Для решения всех перечисленных уравнений 
^Препринт ИФВЭ 78-177, Серпухов, 1979. 
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можно прямеиять жажтииые выше методы. Однако вое an урвямяяя 
•мают такав реяети с сильно» особенности) / обременяв в °° / 
прв некотором конечном вмлеиях г . Изучим теперь такая реяе-
няя. 

§4. Решения с особенностью яв конечном расстоянии 
Рассмотрим свободное отатячесяое поле Яига - миллса в кахаб-

ровке А. =0 . Семейство раяеняк /где гг = сх?+х£+л«.) / 
At = ec<iK Ij х к г"1 Xdi , [Tc.IJ - t-Ецк IK , / 4 Л / 

можно получить, реяея уравнение*) 
г 4 |* + $ - ! 3 = 0 , I = i + ег ХМ .. /4.2/ 

Очевидные частные реяеняя получаются прв £ = О, ± 1 . Лишь 
реяение х.= -^(Ъ.*<й нетривиально, т.е. соответствует ненулевому 
полю Fij . Мы покажем, что все остальные решения, кроме двух 
исключительных, имеют особенности при ь =•%> , где гс 
можно взять произвольным. Вблизи особенности 

0U) /4.3/ 
Положим t s Entio/ъУ г переходя к автономной системе 

Первый интеграл этой систем равен" 
£* + V*-£#/+2^tt'J«V-^ /4.5/ 

откуда нетрудно получить фазовый портрет систем. Вцё проще вос­
пользоваться тем, что она описывает движение некоей фиктивной . 
точки £ Ш в поле с потенциалом ^fe*-^-^ и с затуханием ~§* 

Нарисуем фазовый портрет / стрелки направлены в сторону движения 
при возрастании "времени"/ 

х ) G.Rosen.Journ.Math.Phys., 13, 595, 1972. 
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Вино,, что лнь решения, соответствуй» траекториям t=0,±ili=e 
и двум траекториям, выходят n i l • «уижм в 0, остается ко­
нечными при любых t . Остальные эа конечное "время" уходят на 
бесконечность. Покажем, например, как найти решение, соответст-
вщцее траектории (Л,+1) . lento показать, что 

? = - & $ г + 4 г ! -jfe- +- ,t^°°> /4.7/ 

•? = - 2 « - 0 - - ^ С*-»*+.•• • 1->1 . /4.8/ 
Возьмём в качестве нулевого приближения 

?о = - £ * * + а$ + &, /4.9/ 
где а и И определим из требования, чтобы при <$-*± воспроиз­
водился первый член асимптотики /4.8/ 

а=-2. + /г, 4 = 2 +^-&- /4.Ю/ 
Подставляя /4.9/ в /4.5/ , где 4„=f, с = '/г / см. граничные 
условия / получим первое приближение, которое после некоторых 
вычислений приводит к следующему выражению для | : 

*ы^+№£=г' «-*+$> *-*+*$• / 4 Л 1 / 
Заметим, что первое приближение у± отличается от нулевого , <?„, 
меньше чем на 3f. Аналогично находим, что 1(&-?0/?г1 < 0,33Sf 
т.е. итерации очень быстро сходятся. 

Другой способ получения приближенного решения состоит в том, 
что строится разложение при г -*о : 

которое легко преобразовать в сходящуюся непрерывную дробь с 
помощью Q-2 алгоритма. 

Для построения решений, идущих в 0,требуются чуть более слож­
ные расчёты. При достаточно малых значениях £ уравнения-для 
траекторий легко определяются линеаризацией 

(** + *?+-?* 5* - e w r f & e w V ^ r f +Vf-)i. 
Чтобы построить аккуратное приближение для траекторий (-1,о)/+)(о} 
достаточно найти численно или с помощью полиномиального прибли­
жения их куски (-1,В~), (+1, &+~> . 

Нетрудно убедиться, что все найденные решения имеют бесконеч­
ную анергию / напомним, что плотность энергии ~[2(.4'f-t-i~*(i-i*£l/. 
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Сверх втого, 1н доказали, что все нетривиальные решены, кроме 
трёх /(.в), (.+<,<», С-\0> / , обращаются в о о при некотором 
конечном значении t СфО,о°). Трк хсклтательтос решети опреде­
лены всюду кроме t = 0 . Все тра ревеная 7-Сх) врх г-*о ведут 
себя, как -1/вт ;: прх г->о° второе решение удовлетворяет ус­
ловию i£tCi)-»o,a третье » - 2 / е т . Наконец, существует набор 
решетя, определённых а отлачных от нуля прх О $ i < R / х=0 
прх г>а / а амехцах конечную энергаю. Эта решения разрывны 
при г=К . Имеются также разрывные решентя с конечной энергий, 
отличные от нуля прх 0 < К 1 < г < 1 ? г . Представляет интерес задача 
о поиске локальных мявамумов ЕОО на решениях подобного типа 
при различных граничных условиях. 

С помощью потенциалов,, обращащххся в оо на конечном рассто­
янии, можно устроить задирание кварков. ТЬсснотрим простую модель, 
изученную в другой связи Фридбергом, Ли к Сирхашш*). 

*=-£/?.,-#*, rf-?i*h - fV-*~;>*. лаз/ 
Полохим /,«^»..«-^«, к-«/Л. ^ ^ / ? = / ^ , 

*.fAff),f^>-*fW e-- /4.I4/ 

Сферически-симметричные решения удовлетворяют уравнениям 
А" -и Jgf-A' - 2 fr'-^A = ** ** А> /4.15/ 
В" + г р-'в'-к гА !&+^В=о. / 4 Л е / 

Пренебрегая в первом приближении членом к*&А в /4.15/, най­
дём А в виде 

А = | Л У2" • а^Й^0^ 3 )""< - М ' ̂  /4Д7/ 
где & 3)ц- коэффициенты степенного ряда А 0 0 ~ ^ f Q -^J5 

и а„- произвольное число. С помощью <S-?> алгоритма можно 
получить очень хорошее приближение, используя лишь небольшое 
число членов ряда /4.17/: скажем, 5 членов. Положение особой 
точки зависит от а0 , при больших значениях а„ радиус сходи­
мости ряда можно определить с помощью приближённой формулы 

x^H.Friedberg et al. Phys.Rev, D13, 2739, 1976. 
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Уравнение /4.16/ имеет вид уравнения Шрёдгатера в поле сингуляр­
ного потенциала,, не выпускающего поле Б за пределы области 
радиуса f>„ , при атом В(р.>=0 и ВгО при p > f . . Заметим, что 
полная энергия, соответствущая таким решениям, бесконечна, но её 
часть,, зависящая от В> , конечна. Можно надеяться, что подобный 
механизм суцествует и для поля Янга - Миллса. Важная нерешённая 
задача-учет квантовых эффектов рождения и, возможно, конденсации 
пар f частиц вблизи сингулярности потенциала. Эта задача реаль­
но интересна, если заменить f на сшшорное поле, a Z - на 
поле Янга - миллса. 

Заключая это краткое обсуждение необычных решений нелинейных 
уравнений, напоминающих решение Шварцшильда в ОТО / кстати, сингу­
лярность Шварцшильда имеет ту же природу, что и обсуждавшиеся вы­
ше / , можно сказать, что,помимо тех возможностей удержания квар­
ков в адронах, которые рассмотрены в докладах Арефьевой и Слав-
нова х х', суцествует по крайней мере две другие. Первая основа­
на на возникновении сингулярности на конечном расстоянии / обра­
щение "потенциала" в оо /. При квантовом подходе такая сингу­
лярность должна приводить к полной перестройке вакуума, конденса­
ции зарядов на сингулярной поверхности и т. п. / ср. с эффектами, 
изученными в книге А.Б.Мигдала:"Фермионы и бозоны в сильных полях" 
ГВДП, Н.,1ЭТ8 /. В результате квантовая теория поля, образующего 
сингулярность, может принципиально отличаться от классической. 
В пользу того,, что потенциал, удерживающий кварки,может быть в 
классическом приближении сингулярным на конечном расстоянии, 
можно добавить следующее замечание. Такой потенциал был нами ра­
нее предложен на основании совсем других соображений. В дуальных 
резонансных моделях спектр масс адронов е(т) экспоненциально 
растёт < е(т) *- € т а , а это значит, что обменный потенциал V(t) 
имеет сингулярность при Х=а. , т.к. /~ Je_mt6'P»oT~aCfc-q)""J'-Это в точности совпадает с сингулярностью, создаваемой полем 
Янга - Миллса /или полем Хиггса/. Эмпирический спектр масс. 
действительно,экспоненциально возрастает, причём эмпирический 
параметр а. •- 3-ИГэВ"^хорошо согласуется с величиной, требуемой 
для описания набиваемых эффектов / низко лежащие состояния, 
наклон траекторий Редже и т.п. /. 

Другая возможность состоит в том, что поле "стремится" избе­
жать сингулярности и'прячется" от неё в "меток" / "домен" /. На 
х'См. настоящий сборник, стр.200. 
" W же, «р. 183. 
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классическом или полуклассическом языке эти две возможности резко 
отличны друг от друга. Не исключено, что на квантовом уровне, бла­
годаря перестройке вакуума, они отличаются не столь сильно. 

§5. Пропагатор электрона в "конечной" квантовой электродина-
6 приближении самосогласованного поля и в предположении о равен­

стве нулю затравочной массы электрона массовый оператор электро­
на <*сх> подчиняется уравнению /х = р * в к я ; g =.з_ л$_ / 

О«о" + з«(<*2+хг' = 0 - / 5 Л / 

Это уравнение впервые получено Бэйкером, Джонсоном и Виллеен, ко­
торые, однако, подвергли его линеаризации и регуляризации. В без­
размерных переменных граничное условие имеет вид 

offo) = ± . /5' 2/ 
Это условие на самом деле вводит в теорию размерный параметр 
/ "траксмутация" размерности / и определяет единственное решение 
в евклидовой области 

rt0o=1_|fx + Si^lLV- 92^|гЧ-^х*+.., /5.3/ 
Преобразование этого степенного ряда в цепную дробь / опять Q-%> 
алгоритм! / показывает, что радиус сходимости конечен, но особен­
ность лежит не на положительной оси к . Характер этой особен -
ности оказывается весьма сложным. Для выяснения его положим 
Х = - И , oi = у'* р ( у ) , t s Ы ( у / У * ) . Тогда 

Это уравнение сводится к автономной системе. Мы воспользуемся её 
первым интегралом и для получения оценки положения особой точки 
в комплексной плоскости к рассмотрим приближение g <4- . Нетруд­
но показать, что при g -#•«> 

Отсюда ы(0 = 1 +§"•"•" ; /°<'(0~-д&»9 /. Эти условия можно ис­
пользовать как начальные для определения решения в комплексной 
плоскости # или t . Удобнее, однако, учесть начальное усло­
вие в точке Ъ г в которой ?(Е)=0 . Легче всего найти эту 
точку из уравнения первого порядка " 
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• его первого интеграла р 

§*• + | р г _ j 6 , ( p » - ± ) + 4 J К Р ' Я р ' =<" / 5 . 7 / 

Отсюда, кстати, видно, что особенвостей на вещественной оси t 
быть не может - достаточно рассмотреть предел р д -?-i- . Так как 
при малом g функция р близка к 1 , то удобно положить 

д> •== -\ + V . В интересующей нас области V удовлетворяет 
приближенному уравнению 

гт = - [ 3 ft. fo + i(tr-tr„) + tff] , /5-8/ 

где iT0 ягд , ir,K:-f/2 . отсюда 

t = irc ( o l $ | a > $ + Ь « - о + 1 г / ] " ' Л / 5 . 9 / 

При уменьшении tr/tr; нн упремся в точку ветвления. Чтобы, при 
дальнеКшен уменьшении, tr оставалось вецествевянм^пеобходимо 
брать в дальнейшем чисто мнимые значения t . Это происходит 
при #"(*) = О , т .е . при p ( t ) = 0 . Заметим, что используя 
уравнения / 5 . б / , / 5 . 7 / , можно найти -Ь и p » p f t ) и при не 

малых значениях g с помощью любого численного метода. 
Особая точка определяется теперь условием ir = о , откуда можно 
найти, что особенность расположена при 

Ц - ?U + l'vJf). /5.I0/ 
При малом g имеем простое приближение 

т.е . при %->0 мнимая часть особенности / 5 . 1 0 / экспоненциально 
убывает. Хотя, вообще говоря, особенности пропагаюра в комплекс-
воя плоскости не позволяют придать теории физически! смысл, при 

9 < 1 такие комплексные особенности практически невозможно 
отличи» от вещественных. Отметим также, что если обойти точку 
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ветяления в р -плоскости по пути, указанному на рисунке, 
> I m p 2 

>-Кер г 

то на линии АА мнимая часть о((к) окажется положительно!. 

Аналогичное уравнение можно получить для пропагатора квар­
ков, взаимодействующих с классическим полем, образующим сингу­
лярность на конечном расстоянии. Их отличие в том, что сингуляр­
ность в потенциале вводит размерны! параметр в уравнение для 
массового оператора. В связи с эхин характер решения оказывается 
существенно иным. В частности, можно показать, что особенность в 
конечно! части р г плоскости не появляется, но зато p z = ° ° -
существенно особая точка. 

§6. Заключение 
Выше мн показали, какие неожиданные явления могут проявить­

ся з нелинейных проблемах. Наиболее интересно появление особен­
ностей в конечно! области пространства, которые интересны сами 
по себе и, по-видимому, могут объяснить образование таких объек­
тов как "мешки" с кварками. Иы показали также, что нелинейность ' 
может привести к появлении и нежелательных особенностей, типа 
рассмотренных в §5. 

На этих примерах можно проследить, какой стратегии стоит 
придерживаться и какие приемы использовать при решении нелиней­
ных задач. Хотя таких общих и эффективных методов как в линейно! 
теории мн здесь не имеем, все же "Прием, примененный хотя бы 
дважды, становятся методом, а двукратное применение одного и того 
же метода - это уже теория" /Пойа/. Все изложенные приемы мы 
применили не менее двух раз в довольно разных задачах, представля­
ющих интерес для физических приложений. 

В частности, полезно сводить задачу к решению автономно! 
системы дифференциальных уравнений, использовать разложения в 
степенные ряды и асимптотические разложения по параметрам, вы­
деляя пограничны! слой. Эффективна интерполяция по краевым 
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условиям - яа только о помощь* полииомоя, яо я специальными 
функциям* /последим! пряам, по-видимому, кои, хотя ямаат 
опрадалаяяоа ехсдепо о раштмм тип p u t » маюдом диМереи-
циальяо! интерполяции/. При построении оиягулярямх ремни! ис-
клмительяо эффективно преобразование степенного ряда, в цапнув 
дробь с помомьв <2-2> алгоритма. Все >ти приемн, или, если угод­
но, "методы", полепи и при реиеиии более сложных задач. Они 
давт приближения, качественно правильно воспроизводима особен­
ности «очного ремния,и могут служить хорошшн первый* прибли­
жениями при численных расчетах. 
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лнпЯнЛ ПОТЕНЦИАЛ ПРИ высоких ЭНЕРГИЯХ 
Н.А. Черкая», Н.С. Машина 

ООижшвюшй институт ядерных исследований • Дубна 

Линейным потенциалом взаимодействия двух частиц называем 
потенциал, пропорциональный расстоянию между частицами. В связи 
с проблемой удержания кварков возникает вопрос о поведении та­
кого потенциала при высоких энергиях. Точнее говоря, идет речь 
о релятивизации уравнений Ньютона 

т ^*XJ — Г Хг-Xi т ЫгХг _ f X,-Х2 

где G = const t причем нас будет интересовать случай G > Q , 
когда частицы притягиваются. 

В работе'1' уравнения (I) представлены в виде частного 
случая (нерелятивистского варианта) краевой задачи для минималь­
ной поверхности. Немедленно находится релятивистский вариант 
этой же задачи, и тем самым решается вопрос о релятивизации урав­
нений (I), т.е. уравнений механики двух материальных точек с 
потенциалом взаимодействия 

(/(xt,xJ=G\x,-*i\. (2) 
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I. 
Цркмми мрганпшяояи я рмяпаетскм 

мши ж fopm. yxodoot жм орямиям. В обоях 
иммуп ооирхюо» мдми ж ал* 

XmXQ.t) , фККЦН. (3) 
ДМ KQUlif — t/t) Ж 7 * &«У , И О | ПОМрХВООТЯ ЯВПВГСЯ МЯроХШ 
трмпортш X»Xt(t) я X =X,tt) тряоя i второ! часгац. 
Пояяяо, что 

xjtV^xff&o , xt(t)=x(St(t),t). ( 4 ) 

В нереляпшсгсжом варяанте 

X ty, i) = X(t) + n(t)Ч , \l\t) = l . (5) 
Краевые условжя хмеот важ 

grP^-Gtu*) . fart-.-GMt), ( 6 ) 

где юкульсн р ± ж р, частяц внчвсхявтся через хх «оси я 
скорости по формулам 

нерелятявястскоя механика материально! точка. 
Уравненяя (5)-(7) эквжвалентнн урашенжя Ньютона (I). Это 

следует из того, что 

xjtj - x±(t)ш fact) -$W]n(t). ( 8 ) 

В релятивистском варжанте 

причем 
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а'шш it бг«)=й, aw~&tei *(*>-£дюХт 

Крипт уолоам шва* мк 

ujt) = t Ф %*> , г>г({)=*-Ш, (И 
а жмпульсн p t ж р часпц аижсмтся через же массы ж ско­
рости по формулам 

в-о" <** Р°- п 

релятжвжетской механжвж матержальвож точи. 
Уревневжя (9)-(13) заменят уравненмя Нылона (I) црж 

внеопес энерлих. 

2. Окоиостж частяп 

Джфференцжруя (4), ввжху (9) получаем следухиме выражения 
для скоростей часпц : 

В СЕЛУ (10) вмеен 

1 C'lTt/ ~ 2 ~ U'Vt ' 
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i t u n e м формулы о заммо! иошра I ма2. В ооометствжж о 
•тимк формучм полагаем 

(к) 

3. Эиеигетстеско емки переметит <?, в £.» 
Из (13) следует формула 

dt dt dt ( I 7 ) 

Перемножая (14) ж ( И ) , в ежжу (10) находки 

dx, 
d 
iXj.*b=G<L [fdUA'fdvA'l _ - rfu 

d: 
di 
L*£ d&.-G$-[(dV*f _fdut)*] - c dte 
tt зг-иц[жг/ ixr)J-GiiL-

Отсвда следует, что каждая жэ величин 

не зависит от времени t 

4. Ускорения частиц 
Из (13) следует формула 
p'djX - dp dP° dX 

dt di &Г dt (19) 
Подставляя свда ( I I ) , (14) и (18), находим ускорения частиц 
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4 &'H«*>-•*>}*•* 
5. Некототе охажемю 

Получ» ряж следствий для второй часящн. 
В ему (20) х (10) 

(20) 

[ifи,) +afti)] -z£ = 0 (21) 

Согласно (II) я (14) швеи 

Дифференцируя это по временя t , получаем 

dt <- e f 
°t'Pt - Q- <£Хг =,_Gа(иг)u-Ga(u2)(uY (22) 
ZT* с Ж? 

Следовательно, в силу (10) 

Так как й.+ гУг = о . т о отсцца и из (21) получаем 

(23) 
•г • 

jew-ofu.)]^ > (24) 

а значит, и 

344 



г?й» - • ( 2 5 > 

Лама, рамам парка аа ражметв (22) aa Ct(ut), а вгарое 
на b(xrt) ж jiaiiuaa (21) a (24), пржходжм к оледствшо 

(26) afu.)Srv,)v/ + €(vt) а(иж)й?= о . 

Возводя (22) в квадрат а учитывая (25), приходам к другому 
следствие, а именно: 

IШи>*)\2Ш* = / i(va) |*&.)* , 
а значат, 

В свою очередь, аз (26) а (27) следует, что 

l©te j / /0<Ч>/ (28) 
Геометрический сшсл условия U8) очевиден. 

Также же следствия получаются ж прж замене номера 2 на I . 

6. yyraiif уектор 
Согласно (18) сохраняется энергия система, равная 

Докажем, что сохраняется импульс системы, равный 
9J0 

Р= PJt) + PJt) + Ufa X(q.i) dy . ( 

tjt) как 
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то 

РЖРР)+ФН §{km+Bw» -AM»- B W } «г) 
№ JMMO жшят, что д и н м (II) одм рн mtrpipgrKat: 

Р/0 - тР{В««« - ьш*»} * % , ( 3 3 ) 

где f* ж £ - •онстажгы жктегршровшя. Подставгая (33) 
в (32), находи 

Я - # + # . (34) 
Следовательно, утвержденже доказано. 

Нажжчже двух констант , J ? ж f% .объясняется тем, что при 
замене функпдж А/*; ж B(i) на АЮ + С ж ЬЮ-С , 
где C=coni-t , уравнения (9)-(13) не меняется, а в уревненжях 
(33) констант 5J и if меняются на f?+GC K £-GC 
Поэтому, подобрав С , можно положить 

*1 = -О = Т ^ . (35) 
Энергхя £ ж импульс ^составляют вектор ^ > " в прост­

ранственно-временном икре СТО. Будем называть его главный век­
тором рассматриваемо! сжстеш. Так как 

( « ? * / 2 *» С (36) 

н О > ° , то главный вектор направлен в "будущее". Можно 
выбрать инерпиальную сястену, в которой !Р=0 . 

7. Гжавныя бивектор 
Момент сжстеш, равный ^Ц) 

М = [лг/У,!?«)]+ [*а«У?Ю] + £ / [x(7.t), ~ хъ.Щл, 
S'W (37) 

сохраняется. Действительно, жз (13) следует формула 

346 



£fr.rf-r*.#J. 

Поэтому 

где 

Я.-ff " F T ? 
= 4P __ _£ d&Xt(€tJ) г 

Согласно (9) ж ( I I ) отсюда получаем 

9,= ~-{Q(U.) -6Ш}= GX,(§t,i), 
уг = -§-(бШ- a(Uji} = -G,Xt(i„i) . 

Поэтому 

а значит, 

Так как функция (9) удовлетворяет уравнению 
/ Э'Х _ У*_ _0 

~Р Т** 3f* r (39) 
то момент (37) сохраняется. 

Далее рассмотрим функцию 
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н ее производную f 

На основание (18) , (13) к (30) заключаем, что 

— /\f = Р 
(41) 

Следовательно, комбинация 

//Г*) - Pt (42) 
не загасит от времени t . 

Шесть величин s 

М'г=М* Af"=M* Mu = Jf\ ( 4 3 ) 

составляют антисимметричный тензор Л / 4 " в пространственно - вре­
менном мире СТО. Назовем его главным бивектором системы. 

8. Собственная ось времени 
Главннй вектор и главный бивектор задают собственную ось 

времени рассматриваемой система как решение уравнения 
х*(Р, 9) - $>"($>, яг) = ЛЛ*Р. , 

Р (44) 
где обозначено 

Собственная ось времени параллельна главному вектору. В жнер-
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шильной систем», гае &~ О • она задается ураввекаен 

X - - £ • 
6 (46) 

Еоо координатная ооь времена оовшяает о собственной, то 

9-0 , J/=0 . 
(47) 

9. Случай Ш . . - 0 0 

В этой случае собственная ось времена оовгадает с шровой 
траевтораей первой частжцн. Правимая ее за координатную, палата-
ем 

X.(t) = 0 к $Jt)-0 . 
1 (48) 

В салу этого 
fi(t) + B(t) = Q . 

(49) 
Значат, функция (9) пранимает вид 

Rft + Ш 
»(50) ровая траектория второй частицы задается условием 

р, ( * ) - £ { В (vjt)) + В К ' О ) ^ <51) 

При этом сохраняются энергия 

с. = Р: а) + ft i a ro . г . , - — . . - (К) 

и момент , ... 
G * М*1**«>.РМ + Р / Гаг^.^ 9т *'*• ^ % /(53) 

Рассмотрим функцию ;#j 

— j * , v , * y - 7 ( 5 4 ) 

0 
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(55) 

(56) 

ж ее производную t,(t) 

о 
Подставляя (50) к (51) в (55), получаем 

K(t)-GB(t) . 
Следовательно, в сжлу (10) 

|КС0| = G . с*> 
Теперь имеем 

X(4.t)-&{Jl(t-i)-X(t*9} , (58) 
к*)-НХ(ч<'>)+к<и'"й}> ( 5 9 ) 

Хга)=±г{Л(Ъ«))-к(»г(Щ. (60) 
Далее, так как согласно (58) 

то (54) равняется 

Следовательно, 

Наконец, интегрируя по частям, преобразуем внраженже (53) 

10. Случай m , - w . ( 6 3 ) 10. Случая m , - m . ( 6 3 ) 

В этом случае всем условиям задачи можно удовлетворить, 
X,(t) , p i ( t) и £t (V теня же функцжямм, что к в 

счи­
тая X,(t) , р 4 ( Г) и ?г (t) темя же функциями, что к в пре­
дыдущей случае, и полагая 
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xt(t) = -x2(t), 
(64) 

В предыдущем случае функцию (58) мы рассматривали в пределах 
О * у £ % z ( t ) . Теперь мы должны рассматривать ее в пределах 

Очевидно, что выполняются равенства (47), так что собственная 
ось времени совпадает с координатной. Остальные сохраняющиеся 
величины равны 

6 = 2 6 2 , М=2Мг, ( 6 5 ) 

где £ а и представлены формулами (52) и (63). Замечательно, 
что собственная ось времени лежит на минимальной поверхности и яв­
ляется ее осью симметрии. 

П . Нерелятивистский предел 
Формулы, полученные в разделе 9, позволяют составить для 

функции JZ (t) дифференциальное уравнение с отклоняющимися аргумен­
тами. Посмотрим, что дают эти формулы в нерелятивистском пределе 
С - » о о . 

В этом пределе формулы (54) и (62) дают одно и то же: 

Kit) -т,Я/0. 
Формулы (55) и (59) также дают одно и то же, а именно: 

k(t)-p*(t), 
что согласуется с (66) и (7) . Формула (60) переходит в 

(66) 

(67) 

(68) 
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Поскольку сохраняется условие (57) , то из (68) следует 

$>(*)- |*.М|. (69) 

(71) 

Сравнивая (68), (66) к (69), получаем уравнение 

Л ( с ; " \кш\ ' <™> 
ее лласуоцееся с уравнениями Ныяона ( I ) . 

Что касается функции (58) , то в нерелятивистском пределе 
она принимает вид . . 

согласный с (5) . 

К . Струна или минимоны? 
№ изложили задачу так,как будто искомая минимальная поверх­

ность представляет собой историй нити или струны, что находится 
в согласии с общепринятым сейчас толкованием теории минимальных 
noBepxHocTelr2' Л Однако существует ли на самом деле такая 
нить? Не есть ли это ложный образ, наподобие эфира в теории элек­
тромагнетизма? Не яучше ли говорить, что минимальная поверхность 
состоит из мировых траекторий особых частиц - минимоноь, которы­
ми обмениваются два данных тела? Мы думаем, что лучше. Пос­
тараемся пояснить представление о минимонах. 

В нерелятивистской теории минимоны распространяются мгновен­
но. Мировые траектории минимонов прямолинейны. Минимальная поверх­
ность представляет собой сплошной образ лестничного графа Фейнма-
на (см. рис. I). Странно было бы представлять себе нить непремен­
но прямолинейной. 

В релятивистской теории минимоны распространяются со скоростью 
света С . Через каждую точку (и. ,К) минимальной поверхности 
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t- *£Г, Х-£ [Й(")+ВМ] (42) 

проходят мировые трвектори 

t- f^jfk, ac-f [tfw+6f»£)J (73) 

^. &±r, х-| [Ж^ +8И (74) 

ровно двух минимонов. Первый мкнжмон излучается первым телом и 
поглощается вторым телом. Второй ишжмон излучается вторым те­
лом и поглощается первым телом, Няниионн взаимодействует друг 
с другом, поскольку их мировые траектории кепрямолинеины. .'Мини­
мальная поверхность представляет собой сплошной образ решетча­
того графа Зейнмана ( см. рис. 2.). 

I 
1 

Рис. I Рис. 2 
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