
Université Libre de Bruxelles
Faculté des Sciences
Département de Mathématique

Boucles de Wilson et localisation en
théorie des champs supersymétrique
Mémoire présenté en vue de l’obtention du grade de Master en

sciences mathématiques

Micha Moskovic

Année académique 2009–2010

Promoteur de mémoire : Frank Ferrari





Remerciements
En premier lieu, je tiens à remercier mon promoteur, Frank Ferrari, pour m’avoir guidé

et encadré tout au long de cette année. Je lui suis particulièrement reconnaissant pour sa
disponibilité, sa pédagogie, et la patience dont il a fait preuve à mon égard.

Une autre personne à m’avoir accompagné (à cause de contraintes de type topologique)
tout au long de cette année est Antonin Rovai. Je le remercie pour sa présence toujours
chaleureuse, ainsi que pour nos nombreuses discussions, qu’elles fussent utiles pour
l’avancement de ce mémoire ou au contraire pour penser à autre chose. Ses gaufrettes
(imitation De Strooper) furent également très appréciées.

Ensuite, je remercie Frédéric Bourgeois et Riccardo Argurio pour avoir accepté de lire
ce mémoire. J’espère ne pas leur avoir rendu la tâche trop ingrate.
Je remercie également tous mes proches, qu’ils soient de ma famille ou de mes amis,

pour m’avoir soutenu depuis le début de mes études, et pour avoir été présents lors des
moments difficiles.

Ce document est disponible en version électronique à l’adresse
http://homepages.ulb.ac.be/~mmoskovi/docs/memoire.pdf.

iii

http://homepages.ulb.ac.be/~mmoskovi/docs/memoire.pdf




Table des matières

Remerciements iii

1. Introduction 1

2. Cohomologie équivariante et localisation 5
2.1. Cohomologie équivariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1.1. L’algèbre extérieure et la cohomologie de de Rham . . . . . . . . 5
2.1.2. La cohomologie U(1)-équivariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2. Localisation équivariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.3. La formule de Berline et Vergne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4. Quelques applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.4.1. La formule de Duistermaat–Heckman . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4.2. La formule de Harish-Chandra–Itzykson–Zuber . . . . . . . . . . 19
2.4.3. Localisation d’intégrales fonctionnelles . . . . . . . . . . . . . . . 23

3. Supersymétrie N = 4 27
3.1. L’algèbre de supersymétrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.1.1. Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.1.2. Quelques conséquences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.1.3. Représentations de l’algèbre — Supermultiplets . . . . . . . . . . 30

3.2. L’action de Super-Yang–Mills . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.3. Supersymétrie N = 1 en dimension 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3.1. Transformations de supersymétrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.3.2. L’identité miraculeuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.4. Supersymétrie N = 4 en dimension 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.5. Invariance superconforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4. La théorie sur la sphère 41
4.1. La sphère : généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.1.1. Coordonnées stéréographiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.1.2. Métrique sur la sphère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.2. Transformation de Weyl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.2.1. Champs sur un espace courbe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.2.2. La transformation de l’espace plat sur la sphère . . . . . . . . . . 47

v



Table des matières

4.3. Supersymétrie au carré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.3.1. Sur les bosons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.3.2. Sur les fermions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.4. Fermeture hors de la couche de masse — Champs auxiliaires . . . . . . . 57
4.5. La boucle de Wilson supersymétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5. Localisation de la théorie 65
5.1. Le choix de la fonctionnelle de localisation . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.2. La fonctionnelle de localisation explicite . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2.1. Le terme en KK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2.2. Le terme en FF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.2.3. Le terme en FΦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
5.2.4. Le terme en KΦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.2.5. Le terme en FK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.2.6. Le terme en ΦΦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.2.7. Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.3. La localisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
5.4. Les fluctuations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.5. Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

A. Notations et conventions, spineurs 79
A.1. La métrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
A.2. (Anti)commutateurs, (anti)symétrisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
A.3. Les indices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
A.4. L’algèbre de Clifford et les spineurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Bibliographie 85

vi



1. Introduction
La théorie quantique des champs est une théorie incroyablement fructueuse : elle fournit

un cadre qui permet de décrire les interactions fondamentales à l’échelle microscopique et
fait des prédictions très précises. Ainsi, le modèle standard, qui est la théorie quantique
des champs qui modélise le comportement des particules élémentaires, prédit le moment
magnétique de l’électron avec une précision de 10−8 [1], qui est l’une des meilleures
précisions atteintes en physique.
En théorie des champs, les grandeurs fondamentales d’où l’on peut déduire toute

l’information physique sont les corrélateurs, et les corrélateurs sont donnés par les valeurs
moyennes de fonctionnelles des champs, où la moyenne d’un opérateur donné est calculé
dans le formalisme de l’intégrale de chemin en intégrant sur l’ensemble des champs de la
théorie le produit de l’opérateur et d’un poids donné par l’exponentielle de l’action :

〈O[X]〉 =
∫
DX O[X]e−S[X]. (1.1)

Comme l’intégrale de chemin est, dans une théorie en interaction, en général impossible
à calculer exactement, on recourt à un système d’approximation, qui permet tout de
même d’extraire de l’information de la théorie. Le sytème d’approximation habituel est
une approche perturbative : on décompose l’action en la somme d’une partie quadratique
et d’une certaine perturbation, supposée faible devant la partie quadratique. On connaît
la formule exacte de l’exponentielle d’un terme quadratique (c’est une gaussienne), et on
développe l’exponentielle de la perturbation en série de Taylor, et on se ramène ainsi à
l’intégrale de moments d’une gaussienne, que l’on peut aussi intégrer explicitement ordre
par ordre du développement.
Cependant, une telle approche perturbative repose sur l’hypothèse essentielle que la

perturbation est petite. L’importance de la perturbation devant le terme quadratique
est caractérisée par une certaine constante de couplage, et l’approche perturbative n’est
valable que lorsque cette constante est petite : on est à couplage faible. À couplage fort,
cette approximation ne fonctionne plus, et il faut alors se tourner vers d’autres méthodes.

On peut se demander s’il est réellement nécessaire de développer ces méthodes, outre
pour la satisfaction purement mathématique de savoir que le résultat obtenu n’est pas
une approximation mais est exact, étant donné le succès sus-mentionné des méthodes
perturbatives en théorie des champs. La réponse est affirmative : certains phénomènes
physiques apparaissent uniquement lorsque le couplage est fort, et il est donc indispensable
de pouvoir comprendre la théorie des champs dans ce régime pour pouvoir les décrire.
L’exemple principal est le confinement des quarks : dans le modèle standard, certaines
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1. Introduction

particules appelées hadrons, dont font notamment partie les protons et neutrons, ne sont
pas des particules fondamentales mais sont composées de particules plus petites appelées
quarks. Une caractéristique étonnante de ces quarks est qu’ils ne sont jamais observés
en tant que tels, mais toujours groupés dans les hadrons : les quarks sont confinés. Il
se trouve que le confinement n’apparaît que lorsque le couplage est fort : l’approche
perturbative consiste à faire une perturbation autour d’une théorie libre, et il n’est donc
pas très étonnant que dans une telle approche, les quarks sont, comme dans une théorie
libre, non confinés.
Un opérateur qui permet de caractériser le confinement des quarks est la boucle de

Wilson. En fonction de son comportement, on peut déterminer si la théorie de jauge se
trouve dans une phase de confinement ou pas [2]. Par conséquent, il est intéressant de
pouvoir calculer une telle boucle de Wilson exactement, sans faire d’approximations, par
un traitement non perturbatif.

Comme l’intégrale fonctionnelle est difficile à calculer explicitement, il faut faire appel
à une autre technique, cette fois-ci non perturbative, qui permet tout de même de rendre
le calcul faisable. La technique utilisée dans ce mémoire est la localisation : pour certaines
intégrales bien particulières, on peut (et on va) montrer que l’intégrale fonctionnelle
compliquée se ramène à une intégrale beaucoup plus simple. Au lieu d’avoir une intégrale
fonctionnelle sur toutes les configurations des champs de la théorie, la seule contribution
provient de champs constants : on a une intégrale sur une variété ordinaire. On dit que
l’intégrale fonctionnelle localise sur cette variété.
La propriété de localisation est liée à la présence d’une symétrie importante, qui

contraint l’intégrant suffisamment pour que cette localisation ait lieu. Dans le cas de
l’intégrale fonctionnelle, une telle symétrie est une supersymétrie, une symétrie qui lie les
bosons de spins entiers et les fermions de spins demi-entiers.
On en arrive ainsi au projet de ce mémoire : calculer la valeur moyenne d’une boucle

de Wilson dans une théorie suffisamment symétrique, et avec une boucle de Wilson qui
préserve une part assez importante de cette symétrie pour que l’intégrale localise.
La théorie supersymétrique considérée ici est la théorie de super-Yang–Mills N = 4.

Elle présente une caractéristique importante, qui rend le calcul possible : elle possède
une invariance conforme au niveau quantique. Ceci permet d’étendre l’invariance sous
supersymétrie de la théorie en une invariance superconforme, et les transformations
superconformes se révéleront cruciales. La boucle de Wilson que l’on prend est une
version supersymétrique de la boucle de Wilson habituelle,

WR(C) = TrR P exp
∮
C

(
Aµdxµ + iΦE

0 ds
)
, (1.2)

où C est une boucle qui parcourt un grand cercle de la 4-sphère 1 d’espace-temps de
rayon r, TrR désigne la trace dans la représentation R du groupe de jauge G, P exp est
l’exponentielle ordonnée le long du chemin, Aµ est le champ de jauge et iΦE

0 est un des

1. On considère la sphère S4 plutôt que R4 pour des raisons techniques expliquées plus loin.
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champs scalaires de la théorie. On va montrer que, par localisation,

〈WR(C)〉 =
∫
g da e

− 4π2r2
g2
YM

(a,a)
TrR e2πria

∫
g da e

− 4π2r2
g2
YM

(a,a)
, (1.3)

où l’intégrale est une intégrale tout à fait ordinaire sur l’algèbre de Lie g du groupe de
jauge, g est la constante de couplage, et (·, ·) est une forme bilinéaire invariante définie
positive sur g. La boucle de Wilson peut donc se calculer dans le cadre d’un modèle de
matrices, c’est-à-dire en en évaluant une intégrale sur un espace de matrices.
Ceci fut conjecturé en premier lieu par Erickson, Semenoff et Zarembo [3]. Dans leur

article, ils constatent en effet la chose suivante. Afin de calculer 〈WR(C)〉 perturbativement,
on développe l’exponentielle en série, et on évalue la valeur moyenne de chaque terme
de la série. Si la boucle est paramétrée par le chemin x(t) = (r cos t, r sin t, 0, 0), alors le
premier terme non trivial est

TrR
∫ 2π

0
dt
∫ t

0
dt′
〈[
Aµ(x(t))ẋµ(t) + iΦE

0 (x(t))|ẋ(t)|
][
Aν(x(t′))ẋν(t′) + iΦE

0 (x(t′))|ẋ(t′)|
]〉
.

(1.4)
Comme les propagateurs dans l’euclidien sont donnés par

Dij
µν(x) = g2

YM

4π2
δµνδ

ij

|x|2
pour le champ de jauge, et (1.5)

∆ij
AB(x) = g2

YM

4π2
δABδ

ij

|x|2
pour les champs scalaires, (1.6)

où i, j sont des indices de jauge, on a à l’ordre 0 en théorie des perturbations,〈[
Aµ(x(t))ẋµ(t) + iΦE

0 (x(t))|ẋ(t)|
] [
Aν(x(t′))ẋν(t′) + iΦE

0 (x(t′))|ẋ(t′)|
]〉

(1.7)

= 〈Aµ(x(t))Aν(x(t′))〉 ẋµ(t)ẋν(t′)−
〈
ΦE

0 (x(t))ΦE
0 (x(t′))

〉
|ẋ(t)||ẋ(t′)| (1.8)

= g2
YMδ

ij

4π2
ẋ(t) · ẋ(t′)− |ẋ(t)||ẋ(t′)|

|x(t)− x(t′)|2 (1.9)

= g2
YMδ

ij

4π2r2
sin t sin t′ + cos t cos t′ − 1

(cos t− cos t′)2 + (sin t− sin t′)2 = −g
2
YMδ

ij

8π2r2 . (1.10)

On voit donc que, à cet ordre-ci, la boucle de Wilson circulaire ne dépend pas des
coordonnées, même avant de faire l’intégrale. Ce fait suggère qu’il est possible de la
calculer dans une théorie des champs de dimension nulle, c’est-à-dire un modèle de
matrices.

Ensuite, Drukker et Gross [4] montrèrerent, toujours dans un cadre perturbatif, mais
pour une classe plus large de diagrammes, que les résultats sont cohérents avec un modèle
de matrices.
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1. Introduction

Enfin, Pestun prouva [5] le résultat exact non perturbatif. Ce mémoire reprend en
grandes parties sa preuve. Il y a tout de même quelques contributions originales. Premiè-
rement, ce mémoire, en plus de montrer la localisation pour ce cas précis, reprend d’abord
la théorie mathématique sur laquelle elle est basée, ce qui permet pour un non-spécialiste
de comprendre (je l’espère !) l’argument. Deuxièmement, Pestun prouve un résultat plus
général, valable pour la théorie N = 2∗ (la théorie de Yang–Mills supersymétrique avec
un multiplet vectoriel et un hypermultiplet massif dans la représentation adjointe) et dont
la théorie N = 4 est la limite de masse nulle. Sa preuve est donc plus compliquée à suivre
parce que son action est plus compliquée, mais surtout parce que le déterminant des
fluctuations qui apparaît après localisation n’est pas égal à 1. Le calcul de ce déterminant
est très technique, et cache la raison pour laquelle il est trivial dans le cas N = 4. Nous
donnons quelques arguments en ce sens, le temps ayant malheureusement manqué pour
obtenir une preuve complète.
Les grandes étapes de la preuve sont les suivantes :
– dans le chapire 2, on étudie la localisation sous l’angle mathématique. L’essentiel du
chapitre est l’étude de la localisation dans le cadre d’intégrales ordinaires sur des
variétés différentiables. La localisation repose sur la symétrie de ces intégrales, qui
peut être caractérisée par une théorie de cohomologie, la cohomologie équivariante.
Après avoir défini cette cohomologie, le principe de localisation est démontré, puis
on en donne quelques exemples. Enfin, on regarde comment étendre l’argument au
cas des intégrales de chemin.

– Le chapitre 3 présente la supersymétrie, qui est cruciale afin d’avoir la localisation
dans le cadre de la théorie des champs. Après les définitions générales, quelques
propriétés immédiates sont discutées, puis on présente la supersymétrie N = 4 en
dimension 4, qui peut être vue comme une réduction dimensionnelle de la théorie
N = 1 en dimension 10. Enfin, on voit qu’on peut étendre la supersymétrie dans le
cas qui nous intéresse à une symétrie superconforme.

– Le chapitre 4 étudie la théorie sur la sphère S4, car les transformations superconformes
sont bien définies sur celle-ci et pas sur R4. On passe de l’action sur l’espace plat
à celle sur la sphère par une transformation de Weyl, puis on regarde comment
agissent les carrés des transformations superconformes sur les champs. Enfin, on
regarde celles qui sont préservées par la boucle de Wilson circulaire.

– Dans le chapitre 5, on fait la localisation à proprement parler de la théorie, et on
montre qu’elle se ramène à un modèle de matrices, dans laquelle la valeur moyenne
de la boucle de Wilson est donnée par (1.3).

– Enfin, l’appendice contient les notations et conventions utilisées, et rappelle quelques
formules utiles pour les spineurs en 10 dimensions.
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2. Cohomologie équivariante et
localisation

L’outil mathématique essentiel de ce mémoire, nécessaire pour obtenir un résultat non
perturbatif, est celui de la localisation de l’intégrale fonctionnelle sur un sous-espace de
dimension finie. La localisation d’intégrales fonctionnelles [6] sera discutée à la fin du
chapitre. Au préalable, nous allons étudier la localisation de certaines intégrales sur des
variétés différentiables ordinaires [7, 6] : ces intégrales sur toute la variété sont égales à des
intégrales sur des sous-variétés spécifiques ; on dit qu’elles localisent sur ces sous-variétés.
Cette propriété de localisation remarquable peut être expliquée par des arguments de
nature cohomologique. La théorie de cohomologie qui joue un rôle ici est la cohomologie
équivariante, qui est l’objet d’étude de la première section.

2.1. Cohomologie équivariante

2.1.1. L’algèbre extérieure et la cohomologie de de Rham

La cohomologie équivariante est une généralisation de la cohomologie de de Rham, et
on commence donc par rappeler la construction de celle-ci. 1

Soit M une variété différentiable de dimension m. Soit Ω(M) = ⊕m
k=0 Ωk(M) son

algèbre extérieure, dont les éléments de degré k sont les k-formes différentielles. On peut
définir la différentielle extérieure d : Ω(M)→ Ω(M), une application linéaire qui jouit
des propriétés suivantes :

1. d(Ωk(M)) ⊂ Ωk+1(M) ;

2. d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)|α|α ∧ dβ où α ∈ Ω|α|(M) ;

3. d2 = 0.

Les deux premières conditions sont résumées en disant que d est une antidérivation de

1. Cette section rappelle des choses normalement connues en géométrie différentielle, et a pour but
essentiel de fixer les notations. Une discussion plus approfondie des sujets abordés se trouve par exemple
dans [8] ou [9].

5



2. Cohomologie équivariante et localisation

degré 1. Explicitement, si les ξi sont des champs de vecteurs sur M ,

dα(ξ0, . . . ξk) =
k∑
i=0

(−1)iξiα(ξ0, · · · , ξ̂i, · · · , ξk)

+
∑

0≤i<j≤k
(−1)i+jα([ξi, ξj], ξ0, · · · , ξ̂i, · · · , ξ̂j, · · · , ξk) (2.1)

où le chapeau désigne l’omission de la variable.
Ces propriétés permettent de définir la cohomologie associée au complexe (Ω(M), d) :

on a Im d|Ωk−1(M) ∈ Ker d|Ωk(M). Le ke espace de cohomologie de de Rham Hk(M) est
alors défini par

Hk(M) =
Ker d|Ωk(M)

Im d|Ωk−1(M)
, (2.2)

où le quotient a un sens par la remarque qui précède. Par le célèbre théorème de de Rham,
les Hk(M) en tant que groupes sont isomorphes aux groupes de cohomologie singulière à
coefficients réels de l’espace topologique M . Ce sont donc des invariants d’homotopie,
qui permettent de caractériser la topologie de la variété.

En se restreignant à la sous-algèbre des formes différentielles à support compact Ωc(M),
on peut définir de la même manière la cohomologie à support compact de M :

Hk
c (M) =

Ker d|Ωkc (M)

Im d|Ωk−1
c (M)

. (2.3)

On définit également la somme des espaces de cohomologie H∗(M) :

H∗(M) =
m⊕
k=0

Hk(M) (2.4)

et de même pour la cohomologie à support compacte. Comme d est une antidérivation,
le produit ∧ est bien défini en cohomologie et donc H∗(M) est une algèbre.

À côté de la différentielle extérieure, on peut définir deux autre opérations intéressantes
sur l’algèbre exterieure. Premièrement, on définit le produit intérieur iξ (ou contraction)
avec le champ de vecteurs ξ :

iξα(ξ1, · · · , ξk−1) = α(ξ, ξ1, · · · , ξk−1), (2.5)

qui obéit aux propriétés suivantes :
1. iξ(Ωk(M)) ∈ Ωk−1(M) ;
2. iξ(α ∧ β) = iξα ∧ β + (−1)|α|α ∧ iξβ ;
3. iξ ◦ iξ = 0.

6



2.1. Cohomologie équivariante

Les deux premières propriétés signifient que le produit intérieur est une antidérivation de
degré −1. Ensuite, on peut combiner les deux opérations qui précèdent dans la dérivée
de Lie Lξ par la formule de Cartan :

Lξ = d ◦ iξ + iξ ◦ d. (2.6)

Cette définition implique que Lξ(α∧ β) = Lξ α∧ β + α∧Lξ β, c’est-à-dire que la dérivée
de Lie est une dérivation.
Pour finir cette section, rappelons que par le théorème de Stokes l’intégrale d’une

m-forme différentielle exacte est nulle, et donc l’intégration est bien définie sur Hm(M)
(si M est orientable et sans bord) :∫

M
(α + dβ) =

∫
M
α +

∫
∂M

β =
∫
M
α. (2.7)

2.1.2. La cohomologie U(1)-équivariante
On veut généraliser la cohomologie de de Rham au cas où la variété est munie d’une

structure additionnelle, à savoir l’action d’un groupe de Lie sur celle-ci.

Définition 2.1 (Action de groupe). Soit G un groupe de Lie,M une variété différentiable.
Une action (à gauche) de G sur M est une application différentiable θ : G×M → G :
(g, p) 7→ θg(p) = g · p telle que

– e · p = p, ∀p ∈M où e est le neutre du groupe ;
– g1 · (g2 · p) = (g1g2) · p, ∀g1, g2 ∈ G,∀p ∈M .

Ces conditions impliquent que θg : M → M est un difféomorphisme, et on peut
donc voir de manière équivalente une action de groupe comme un homomorphisme
G→ Diff(M) où Diff(M) est le groupe des difféomorphismes de M .

L’action de G sur M induit une application de son algèbre de Lie g dans l’algèbre des
champs de vecteurs : si g(t) est un chemin dans G tel que g(0) = e et d

dtg(t) | t=0 = X ∈
TpM = g, alors X̃p = d

dtg(t) · p|t=0 définit un champ de vecteurs sur M . 2

On peut préciser comment G agit sur M :

Définition 2.2.
– l’action de G sur M est dite transitive si l’orbite de tout point est la variété toute
entière : G · p = {g · p | g ∈ G} = M , ∀p ∈M ;

– l’action de G sur M est dite libre si le stabilisateur de tout point est réduit au
neutre : Gp = {g ∈ G|g · p = p} = {e}, ∀p ∈M ;

– l’action deG surM est dite propre si l’applicationG×M →M×M : (g, p) 7→ (g·p, p)
est propre, c’est-à-dire que l’image inverse de tout compact est compacte.

2. On voit facilement que cette définition ne dépend pas du choix du chemin g(t).
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2. Cohomologie équivariante et localisation

Si l’action de G surM est libre et propre, alors l’espace des orbitesM/G, qui est l’espace
topologique M quotienté par la relation d’équivalence p ∼ y ⇐⇒ ∃g ∈ G | y = g · p,
peut être naturellement muni d’une structure de variété différentiable [8]. Dans ce cas,
on peut définir la cohomologie G-équivariante de M simplement comme la cohomologie
de de Rham de la variété M/G :

Hk
G(M) = Hk(M/G). (2.8)

Si l’action de G sur M n’est pas libre, c’est-à-dire qu’il existe des points de la variété qui
sont fixés par un sous-groupe de G, alors G/M ne possède pas de structure différentiable.
Il est donc impossible d’utiliser cette définition pour la cohomologie équivariante.

Comme le cas où l’action n’est pas libre est justement celui qui nous intéresse, il va falloir
définir la cohomologie équivariante différemment. Bien qu’on puisse définir la cohomologie
G-équivariante pour un groupe de Lie G arbitraire, nous aurons besoin pour la localisation
uniquement de l’action d’un sous-groupe de Lie compact de dimension 1. Nous allons donc
définir la cohomologie équivariante dans le cas particulier oùG = U(1) = {eiθ | θ ∈ [0, 2π[}.
Dans ce cas, g = R, et son image dans l’algèbre des champs de vecteurs sur M est RV
où V est le champ de vecteurs défini par Vp = d

dte
it · p|t=0.

Si LV α = 0, cela signifie que α est laissée invariante par l’action du groupe.
On forme le produit tensoriel C[u] ⊗ Ω(M) sur R entre l’algèbre des polynômes

en u et l’algèbre extérieure. Les éléments de cette algèbre sont des formes du type 3

α(u) = ∑
k,j u

kαjk où les αjk sont des j-formes différentielles.

Définition 2.3. Un élément α(u) ∈ C[u] ⊗ Ω(M) est appelé forme différentielle équi-
variante si LV α(u) = 0. L’ensemble de ces formes différentielles équivariantes est noté
ΩU(1)(M).

Comme la dérivée de Lie est une dérivation, ΩU(1)(M) est une sous-algèbre de C[u]⊗
Ω(M). Cette algèbre est Z-graduée en décrétant que le monôme u est de degré 2, et en
étendant la définition à tout ΩU(1)(M) :

Ωk
U(1)(M) =

α(u) ∈ ΩU(1)(M) |α(u) =
∑

2i+j=k
uiαji

 (2.9)

On peut maintenant définir la différentielle qui va remplacer la différentielle extérieure.

Définition 2.4. La différentielle extérieure équivariante est l’application DV Ω(M)→
Ω(M) définie par DV = d− u iV .

Cette différentielle extérieure équivariante n’est pas nilpotente en général,

D2
V α(u) = (d− u iV ) ◦ (d− u iV )α(u) = −u(d ◦ iV + iV ◦ d)α(u) = −uLV α(u). (2.10)

3. Le produit tensoriel est noté de façon implicite.
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2.2. Localisation équivariante

Par contre, on aD2
V = 0 si on se restreint à l’algèbre des formes différentielles équivariantes

ΩU(1)(M). Remarquons aussi que le degré de u a été choisi justement pour faire de DV

une antidérivation de degré +1.
Les espaces de cohomologie U(1)-équivariante sont alors définis par :

Hk
U(1)(M) =

KerDV |Ωk
U(1)(M)

ImDV |Ωk−1
U(1)(M)

. (2.11)

On peut également définir comme dans le cas usuel les espaces de cohomologie équivariante
à support compact Hk

U(1),c(M) ainsi que les algèbres H∗U(1)(M) et H∗U(1),c(M).
Dans le cas qui nous occupe, l’évaluation d’une forme équivariante sur un u0 ∈ C

commute avec la différentiation extérieure équivariante où on a évalué celle-ci aussi :

(DV α)(u0) = (d− u0 iV )(α(u0)). (2.12)

Par conséquent, l’évaluation est bien définie en cohomologie. Dans la suite, on mettra
simplement u = −1, et donc DV = d + iV .

Pour clore cette section, on va s’intéresser à l’intégration des formes équivariantes. Pour
commencer, on définit l’intégrale d’une forme différentielle quelconque sur une variété
orientée de dim m comme l’intégrale de sa composante de degré m :∫

M

∑
j

αj =
∫
M
αm où αj ∈ Ωj(M). (2.13)

Remarquons ensuite que la composante la plus élevée (pour la graduation ordinaire)
d’une forme équivariante DV -exacte est d-exacte, étant donné que iV diminue le degré.
Ceci implique en particulier que ∫

M
(α +DV β) =

∫
M
α. (2.14)

L’intégration est donc également bien définie sur la cohomologie équivariante.

2.2. Localisation équivariante
Nous avons maintenant tous les outils en main pour discuter de la localisation. On

définit d’abord le lieu des points fixes de l’action :

MV = {p ∈M |Vp = 0}. (2.15)

Le point essentiel dans toutes les formules de localisation qui vont suivre est que la
cohomologie équivariante de M est entièrement déterminée par celle de MV dans le cas
compact.
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2. Cohomologie équivariante et localisation

Théorème 2.5. Soient M une variété compacte et N un voisinage de MV invariant
sous l’action de U(1) (c’est-à-dire U(1) ·N = N). Alors H∗U(1)(M) ∼= H∗U(1),c(N).
Démonstration. L’isomorphisme est facile à construire dans un sens : toute forme équi-
variante fermée α à support compact dans N s’étend en une forme équivariante fermée α̃
sur tout M en posant

α̃p =
{
αp si p ∈ N
0 si p /∈ N

. (2.16)

Ceci définit une application Q : H∗U(1),c(N)→ H∗U(1)(M) : α 7→ α̃.
On va maintenant construire un inverse explicite à Q. Pour cela, on munit M d’une

métrique riemannienne U(1)-équivariante g. Une telle métrique existe toujours. En effet,
étant donnée une métrique quelconque h, on construit g en moyennant h sur le groupe :

g = 1
2π

∫
U(1)

dφ eiφ · h (2.17)

où l’action de U(1) sur h est définie par pullback : eiφ · h = θ∗eiφ(h). La métrique g est
alors invariante car l’intégrale se fait avec la mesure invariante pour U(1). On utilise
cette métrique g pour associer 4 une 1-forme équivariante à V :

β = g(V, ·) ou en composantes βµ = gµνV
ν . (2.18)

Cette forme est équivariante car g et V sont invariants sous l’action de U(1). On a

DV β = dβ + iV β = dβ + g(V, V ) = dβ + |V |2 (2.19)

et donc la composante 0-forme de DV β est non nulle en dehors de MV . Sur M \MV , on
peut alors définir (DV β)−1 par sa série de puissances :

1
DV β

= 1
|V |2

(
1 + 1
|V |2

dβ
)−1

= 1
|V |2

∞∑
k=0

(
−1
|V |2

dβ
)∧k

(2.20)

ce qui a un sens car la somme est finie, il n’y a pas de k-formes pour k > m.
Soit χ une fonction U(1)-équivariante (i.e. V χ = 0), à support compact dans N , et qui

vaut 1 au voisinage de MV . On peut construire une telle fonction de manière similaire à
g.
On pose

P = dχ ∧ β

DV β
+ χ. (2.21)

P est une forme définie sur tout M étant donné que DV β est inversible partout sauf sur
un voisinage de MV , et que dχ s’annule justement sur un tel voisinage où χ est constant.
Son support est contenu dans N . Elle est équivariante car dχ = DV χ. Elle est fermée car

DV P = −dχ ∧ DV β

DV β
+ dχ et DV β

DV β
= 1. (2.22)

4. On somme toujours, sauf mention du contraire, sur les indices répétés.
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2.2. Localisation équivariante

De plus

P − 1 = dχ ∧ β

DV β
+ χ− 1 = DV

(
(χ− 1) β

DV β

)
(2.23)

et la forme (χ− 1) β
DV β

est bien définie puisque χ vaut 1 là où DV β n’est pas inversible.
Autrement dit, P = 1 +DV γ. Tout ceci implique que α̃ et P ∧ α̃ sont dans la même classe
de cohomologie équivariante pour tout forme équivariante fermée α̃ sur M , et que le
support de P ∧ α̃ est contenu dans N . L’application H∗U(1)(M)→ H∗U(1),c(N) : α̃ 7→ P ∧ α̃
est alors l’inverse recherché.

Ce théorème implique immédiatement la propriété de localisation équivariante.
Corollaire 2.6 (Principe de localisation équivariante). Soit M une variété compacte
orientée, et α une forme différentielle équivariante fermée. Alors l’intégrale de α localise
sur MV , c’est-à-dire qu’il existe une forme différentielle γ à support compact dans N (où
N est comme dans le théorème) telle que

∫
M α =

∫
N γ.

Démonstration. On prend γ = P ∧ α.

Ce résultat est central, car il va permettre dans le cadre de la théorie des champs de
localiser l’intégrale fonctionnelle sur une sous-variété de dimension finie.

On va même montrer le principe de localisation équivariante d’une autre manière, plus
adaptée à la généralisation à l’intégrale fonctionnelle.

Une deuxième preuve du principe de localisation équivariante

Soit α une forme équivariante fermée. Définissons

Z(t) =
∫
M
αe−tDV β (2.24)

où β est comme dans le théorème 2.5 et l’exponentielle est définie par la série. Ceci définit
une fonction sur R+. Z(0) est l’intégrale que l’on veut calculer. Le point clé est que cette
intégrale ne dépend pas de t :

d
dtZ(s) = −

∫
M
α ∧Dvβ ∧ e−tDV β (2.25)

= −
∫
M

[
DV

(
α ∧ β ∧ e−tDV β

)
+ βDV

(
α ∧ e−tDV β

)]
(2.26)

= t
∫
α ∧ β ∧ LV β ∧ e−tDV β = 0 (2.27)

où on a utilisé l’exactitude de α et le théorème de Stokes. Si la limite t→∞ est bien
définie, on a donc ∫

M
α = lim

t→∞

∫
M
α ∧ e−tDV β. (2.28)

Or la composante 0-forme de l’exponentielle est e−t|V |2 , qui est une gaussienne de plus
en plus piquée sur les zéros de V , c’est-à-dire MV . Dans la limite, il n’y a donc des
contributions que pour un voisinage de MV : l’intégrale localise.
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2. Cohomologie équivariante et localisation

2.3. La formule de Berline et Vergne
On a montré à la section précédente que l’intégrale d’une forme équivariante fermée

localise sur un voisinage des points fixes de l’action du groupe U(1). On va dans cette
section faire mieux, et établir la formule de Berline et Vergne, qui permet de calculer
l’intégrale localisée explicitement.

Nous allons nous restreindre au cas où le lieu des points fixesMV est un ensemble fini de
points isolés, c’est-à-dire que MV est une sous-variété de codimension dimM = m = 2n
que l’on supposera paire dans cette section. La méthode que nous allons utiliser 5 [6]
permet de généraliser directement la preuve au cas de l’intégrale fonctionnelle. Pour cela,
on va donner une description algébrique du fibré extérieur. Dans un ouvert de carte U de
coordonnées xµ, µ = 1, . . . ,m, toute forme différentielle α de degré k s’écrit

αp = 1
k!αµ1···µk(x(p))dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµk . (2.29)

On introduit les variables ηµ, µ = 1, . . . ,m qui obéissent aux relations d’anticommutation

ηµην = −ηνηµ. (2.30)

Elles engendrent ainsi une algèbre extérieure réelle en prenant des combinaisons linéaires
formelles de ces variables et de leurs produits. Les ηµ sont des éléments de degré 1, que
l’on peut identifier aux éléments de base dxµ de T ∗U . On peut alors voir une forme α
localement comme une fonction

α(x, η) =
∑
k

1
k!α

k
µ1···µk(x)ηµ1 · · · ηµk (2.31)

où αk est la composante k-forme de α.
On introduit l’intégrale de Berezin sur l’algèbre, définie par∫

dηµ ηµ = 1 et
∫

dηµ 1 = 0 (2.32)

et étendue par linéarité. Ceci définit l’intégrale pour toute fonction sur l’algèbre une fois
que l’on a choisi une orientation car toute fonction est nécessairement polynomiale étant
donné les relations d’anticommutation. L’intégrale sur toutes les variables η sélectionne
le coefficient du terme de degré m. En particulier, il n’est pas difficile de voir que pour
une matrice antisymétrique A ∫

dmη e 1
2η
µAµνην = Pfaff A (2.33)

où dmη = dηm · · · dη1 et le pfaffien de A est

Pfaff A = 1
2nn!

∑
σ∈S2n

sgn(σ)
n∏
i=1

Aσ(2i−1),σ(2i). (2.34)

5. Voir par exemple [7] pour une preuve plus cohomologique.
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2.3. La formule de Berline et Vergne

On peut montrer également que Pfaff2A = det A. On peut réécrire l’intégrale d’une
forme différentielle en termes de l’intégrale de Berezin :∫

U
α =

∫
U

dmx
∫

dmη α(x, η). (2.35)

Cette expression est bien invariante sous changement de coordonnées préservant l’orien-
tation, car pour l’intégrale de Berezin,

ηµ → Aµνη
ν =⇒

∫
dnη → detA

∫
dnη (2.36)

alors que dn x→ (detA)−1dn x.
Comme l’intégrale de α localise, on a dans ce cas-ci∫

M
α =

∑
p∈MV

∫
Up
α (2.37)

où Up est un voisinage U(1)-invariant du point fixe p ∈MV tel que Up
⋂
MV = {p}, que

l’on restreint si nécessaire pour correspondre à un ouvert de carte en p de coordonnées
xµ avec x(p) = 0. L’équation (2.28) permet alors d’écrire∫

Up
α = lim

t→∞

∫
Up

dnx
∫

dnη α(x, η)e(−tgµν(x)V µ(x)V ν(x)− t2 (dβ)µν(x)ηµην). (2.38)

On introduit les représentations des distributions δ de Dirac

δ(V ) = lim
t→∞

(
t

π

)m/2√
det g e−tgµν(x)V µ(x)V ν(x) (2.39)

δ(η) = lim
t→∞

(−t)−m/2 1
Pfaff dβ e

− t2 (dβ)µν(x)ηµην (2.40)

La première égalité est la limite bien connue de la distribution normale, la deuxième
découle directement de (2.33). L’intégrale (2.38) devient alors

∫
Up
α = (−π)m/2

∫
Up

dnx
∫

dnη α(x, η)Pfaff dβ(x)√
det g(x)

δ(V (x))δ(η). (2.41)

Remarquons l’absence de dépendance en t comme montré à la fin de la section précédente.
Le δ(η) sélectionne la composante 0-forme de α car α(x, 0) = α0(x). L’intégrale sur le
δ(V (x)) force V µ(x) = 0 soit x = 0 (p est le seul point de Up où V s’annule) et contribue
un facteur | det dV (0)|−1 correspondant au jacobien du changement de variables V (x)→ x.
On a donc ∫

Up
α = (−π)m/2 α0(0)

| det dV (0)|
Pfaff dβ(0)√

det g(0)
. (2.42)
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2. Cohomologie équivariante et localisation

Reste à évaluer Pfaff dβ(0). On a

(dβ)µν = ∂µ(gνρV ρ)− ∂ν(gµρV ρ) (2.43)
= gνρ∇µV

ρ − gµρ∇νV
ρ (2.44)

= 2gνρ∇µV
ρ (2.45)

où on a introduit la connexion de Levi-Civita ∇ et utilisé ses propriétés à la deuxième
ligne ; à la troisième ligne on utilise le fait que l’invariance de g implique que V est un
champ de vecteurs de Killing et satisfait donc à l’équation de Killing

gνρ∇µV
ρ + gµρ∇νV

ρ = 0. (2.46)

Lorsque V µ(x) = 0, on voit directement à partir de l’expression en coordonnées que

∇µV
ρ = ∂µV

ρ = (dV ) ρ
µ . (2.47)

En prenant en compte que le carré du pfaffien est le déterminant, on obtient finalement∫
Up
α = (−2π)m/2 α0(0)

Pfaff dV (0) , (2.48)

et donc le théorème suivant

Théorème 2.7 (Berline–Vergne). Soit M une variété compacte orientée de dimension m
paire sur lequel agit le groupe U(1) et soit α une forme équivariante fermée. Si l’ensemble
MV des points fixes de l’action ne possède que des points isolés, alors

∫
M
α = (−2π)m/2

∑
p∈MV

α0
p

Pfaff dVp
.

Quelques remarques s’imposent avant de passer aux applications de ce théorème.
Premièrement, on constate que l’absence de dépendance en t du résultat, obtenue

précédemment par des arguments cohomologiques, est due dans le calcul explicite que nous
venons de faire à une compensation exacte du facteur provenant de l’intégration sur x et
de l’intégration sur η, qui ne sont en général pas liées. On peut interpréter la localisation
comme une symétrie cachée entre les xµ et les ηµ, qui sont des éléments respectivement
pairs et impairs de l’algèbre, l’analogue en dimension finie d’une supersymétrie entre
champs bosoniques qui commutent et champs fermioniques qui anticommutent. Ce point
de vue s’avérera fructueux et sera développé plus loin.
Deuxièmement, on voit que l’intégrale localisée par la formule de Berline et Vergne

ne dépend de la valeur de la forme équivariante que sur l’ensemble des points fixes, et
pas sur leur voisinage. La seule dépendance en le voisinage des points fixes est dans le
dénominateur, mais il ne fait intervenir que l’action du groupe, et pas la forme équivariante
elle-même ni la métrique riemannienne invariante choisie. C’est un invariant pour la
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variété munie d’une orientation et d’une U(1)-action donnée. Toutes ces propriétés se
retrouvent dans la généralisation du théorème au cas où les points fixes ne sont pas isolés,
mais MV est une sous-variété de dimension non nulle. On peut dans ce cas définir le fibré
normal NMV tel que TpM ∼= TpMV ⊕NpMV . On a alors un résultat de la forme∫

M
α = C

∫
MV

i∗α

χU(1)(NMV ) (2.49)

où C est une certaine constante numérique dépendant des dimensions de M et MV ,
i : MV ↪→ M est l’inclusion et χU(1)(NMV ) est la classe d’Euler équivariante du fibré
normal. Cette classe de cohomologie est une classe caractéristique équivariante, soit un
invariant du fibré normal qui ne dépend que de l’action du groupe et de l’orientation, et
pas de la métrique particulière utilisée dans la localisation.
Enfin, le pfaffien (ou la classe d’Euler équivariante dans le cas généralisé) peut se

comprendre de manière plus intuitive : l’intégrale d’une forme différentielle équivariante
fermée est égale à l’intégrale sur la sous-variété de points fixes (qui se ramène à une
somme ordinaire dans le cas où les zéros sont isolés), moyennant un facteur de correction
qui prend en compte les fluctuations dans la direction normale aux points fixes. Cette
interprétation est appuyée par l’origine du pfaffien dans la preuve donnée, qui vient la
variance des gaussiennes en x et η.

2.4. Quelques applications
Nous allons étudier trois applications de la formule de Berline et Vergne. La pre-

mière est la formule de la phase stationnaire exacte, une application à la géométrie
symplectique, démontrée initialement par Duistermaat et Heckman [10] par d’autres
méthodes et expliquée ensuite en termes de la cohomologie équivariante. La deuxième est
une application à une formule utile en physique dans le cadre des modèles de matrices,
démontrée initialement par Harish-Chandra [11] par des méthodes basées sur la théorie
des groupes de Lie, puis redécouverte par Itzykson et Zuber [12] pour les besoins de la
physique et démontrée avec une preuve analytique basée sur une équation de la chaleur.
La dernière application est l’analogie avec l’intégrale fonctionnelle en théorie des champs,
et qui sera exploitée en détails dans la suite de ce mémoire.

2.4.1. La formule de Duistermaat–Heckman
Un objet central en physique statistique est la fonction de partition canonique Z pour un

système mécanique donné, qui permet de calculer toutes les grandeurs thermodynamiques
telles que les chaleurs spécifiques ou les différentes moyennes dans l’ensemble canonique.
Pour un système classique, cette fonction de partition est l’intégrale sur l’espace des phases
d’un poids qui vaut e−βH où β = 1

kBT
est la température inverse, kB est la constante

de Boltzmann, et H est l’hamiltonien du système considéré. Nous allons prendre ici
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2. Cohomologie équivariante et localisation

−β = iT , avec T ∈ R. Si l’espace des phases n’est pas R2n mais une variété symplectique
(M,ω) quelconque, il faut intégrer avec la mesure de Liouville dµL = ω∧n

n! . Donc

Z(T ) =
∫
M

ω∧n

n! e
iTH . (2.50)

Dans une carte U de coordonnées xa, a = 1, . . . , 2n on a

ωp = 1
2ω(x(p))mndxa ∧ dxb =⇒

ω∧np
n! =

√
detω(x(p)) dx1 ∧ · · · ∧ dxn (2.51)

où la matrice ω(x) a pour entrées les composantes ω(x)mn de la forme symplectique en
coordonnées locales. On a donc dans une carte

Z(T )U =
∫
M

d2nx
√

detω(x(p)) eiTH(x) (2.52)

Approximation de phase stationnaire

Dans un système réaliste, le hamiltonien a une forme trop compliquée pour que son
exponentielle puisse être intégrée explicitement. On recourt donc à une approximation
de phase stationnaire pour évaluer l’intégrale (2.50). Le raisonnement 6 est le suivant :
lorsque β → 0, la phase oscille très rapidement d’un point à l’autre de l’espace des phases.
Les contributions des différents points vont donc interférer destructivement dans le cas
générique, sauf dans le voisinage d’un point critique p de H où dHp = 0, car en un tel
point la phase ne varie pas au premier ordre d’un développement de Taylor de H. Dans
le cas où l’ensemble MV des points critiques est isolé, on peut intégrer sur un petit ouvert
de carte Up en p pour chaque p ∈MV avec (2.52), puis resommer les contributions. En
coordonnées, on écrit

H(x) = H(0) + 1
2H(0)abxaxb +H ′(x) (2.53)

où H(0) = ∂2H
∂xa∂xb

∣∣∣
x=0

est la matrice hessienne de H au point critique 7 et H ′(x) est
le reste du développement, et il n’y a pas de terme linéaire car x = 0 est un point
critique. L’exponentielle des deux premiers termes est facilement intégrable car on a une
gaussienne, et la méthode habituelle est alors de traiter eiTH′(x) comme une perturbation
que l’on développe en séries de T . Pour chaque terme, on a affaire à un moment de
la gaussienne. Comme le ke terme va en 1/T k, on s’attend à ce que les contributions
successives soient de plus en plus petites lorsque T est grand. Si on prend en compte

6. Cette discussion est très heuristique (mais explique une procédure extrêmement courante en
physique statistique et en théorie des champs), et sert uniquement à motiver le résultat de Duistermaat–
Heckman qui suit.

7. On peut montrer qu’en un point critique, cette matrice définit une application linéaire indépendante
du choix de coordonnées.
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uniquement l’ordre 0 du développement de cette exponentielle, Z(T ) est une somme
d’intégrales de gaussiennes. On trouve alors

Z(T ) =
(2πi
T

)n ∑
p∈MV

(−i)λ(p) eiTH(p)

√√√√ detωp
detHp

+O(1/T n+1) (2.54)

où les différents facteurs sont dus à la normalisation de la gaussienne, on a pris l’ordre 0
du développement de ω(x) autour de 0, et λ(p) est l’indice de Morse de la fonction H en
p, défini comme le nombre de valeurs propres négatives (comptées avec multiplicité) de
sa matrice hessienne Hp.

La phase stationnaire exacte

Le théorème de Duistermaat–Heckman affirme que cette approximation de phase
stationnaire est, dans certains cas, exacte.
Pour voir cela, il faut d’abord interpréter l’intégrant de (2.50) en termes de la coho-

mologie équivariante. Supposons que la variété symplectique soit munie d’une action
du groupe U(1). On veut étendre H en une forme équivariante fermée α = H + ω̃. On
impose

0 = DV α = (d + iV )(H + ω̃) = dH + iV ω̃ + dω̃. (2.55)

Comme dH n’est pas nulle, 8 il faut pour que la composante 1-forme soit nulle 9 que
−iV ω̃ = dH, c’est-à-dire que ω̃ soit une 2-forme. La composante 3-forme doit également
être nulle, et donc ω̃ doit être fermée. Ceci suggère de prendre ω̃ = ω. La condition
DV α = 0 est alors équivalente à

− iV ω = dH (2.56)

c’est-à-dire que le champ de vecteurs −V est un champ de vecteurs hamiltonien pour
le hamiltonien H. D’après cette définition, on voit plus concrètement ce que signifie
le fait que U(1) agit sur la variété symplectique : les orbites du système mécanique
correspondant au hamiltonien H doivent être périodiques. Ceci sera par exemple le cas
si on a affaire à un système mécanique intégrable.
On a ∫

M
eiTα = (iT )n

∫
M

ω∧n

n! e
iTH (2.57)

car l’intégrale sélectionne la composante 2n-forme, ce qui est la définition (2.50) de Z(T )
à un facteur (iT )n près. On peut donc évaluer cette intégrale par la formule de Berline–
Vergne si celle-ci s’applique, ce qui permet de démontrer le théorème de Duistermaat–
Heckman.

8. Sinon H est localement constante, ce qui n’est pas très intéressant.
9. L’autre possibilité est que ω̃ est une fonction telle que ω̃ +H est localement constante, ce qu’on

exclut pour les mêmes raisons.
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2. Cohomologie équivariante et localisation

Théorème 2.8 (Duistermaat–Heckman). Soit (M,ω) une variété symplectique compacte
de dimension 2n, sur laquelle agit le groupe U(1) et telle que ∃H ∈ C∞(M) satisfaisant
à la condition 10 (2.56). Alors

Z(T ) =
(2πi
T

)n ∑
p∈MV

(−i)λ(p) eiTH(p)

√√√√ detωp
detHp

où tous les symboles sont comme plus haut.

Démonstration. On est dans le cas d’application du théorème 2.7, avec la forme α du
théorème donnée par

(
1
iT

)n
eiT (ω+H). On a α0

p =
(

1
iT

)n
eiTH(p), et par (2.56), les points

critiques de H coïncident avec les points fixes de l’action du groupe.
Reste à évaluer le pfaffien de la formule de Berline–Vergne. On va pour cela se placer

dans des coordonnées particulières en utilisant le théorème de Darboux équivariant [10].
En un point fixe p ∈ MV , il existe une carte Up de coordonnées (qµ, pµ), µ = 1, . . . , n
telle que dans l’ouvert de carte

pµ(p) = qµ(p) = 0 (2.58)
ω = dqµ ∧ dpµ (2.59)

V =
n∑
µ=1

λp,µ

(
qµ

∂

∂pµ
− pµ

∂

∂qµ

)
(2.60)

H(x) = H(0) +
n∑
µ=1

λp,µ
2
(
(pµ)2 + (qµ)2

)
. (2.61)

Ceci signifie qu’on peut choisir des coordonnées de Darboux dont l’origine coïncide avec
le point fixe p, et dans lesquelles V agit comme une rotation dans chacun des 2-plans
(pµ, qµ), où les λp,µ sont certains poids non nuls qui déterminent la vitesse de rotation.
La forme de V implique celle de H par l’équation (2.56). Comme le hamiltonien est
quadratique, on voit directement que l’approximation de phase stationnaire sera exacte
dans ce cas-ci.
Par la même équation (2.56), on a

dVp = −ω−1
p Hp (2.62)

au sens matriciel, et donc

Pfaff dVp ∝

√√√√ detωp
detHp

(2.63)

où la constante de proportionnalité vient de l’orientation et reste à déterminer. On va
donc évaluer le membre de droite dans les coordonnées de Darboux équivariantes pour

10. Ou dit aussi que « le groupe U(1) agit par symplectomorphismes hamiltoniens ».
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trouver le facteur additionnel. On a dans les coordonnées (q1, p1, . . . , q
n, pn)

ωp = −ω−1
p =



0 1
−1 0

. . .
0 1
−1 0

 et Hp =



λp,1 0
0 λp,1

. . .
λp,n 0

0 λp,n



=⇒ dVp =



0 λp,1
−λp,1 0

. . .
0 λp,1
−λp,1 0

 . (2.64)

Le nombre de valeurs propres négatives de Hp peut s’écrire λ(p) = n −∑n
µ=1 sgnλp,µ.

Comme ±1 = ei
π
2 (±1−1), on trouve pour finir

sgnPfaff dVp =
n∏
µ=1

sgnλp,µ =
n∏
µ=1

ei
π
2 (sgnλp,µ−1) = e−i

π
2 λ(p) = (−i)λ(p). (2.65)

En remettant tout ensemble, on obtient le résultat annoncé.

2.4.2. La formule de Harish-Chandra–Itzykson–Zuber
Soient A,B deux matrices hermitiennes N × N : A† = A,B† = B. On considère

l’expression suivante, appelée intégrale de Harish-Chandra–Itzykson–Zuber [13] :

I(A,B;T ) =
∫
U(N)

DUeiT TrAUBU−1 (2.66)

où DU est la mesure de Haar sur le groupe U(N), invariante sous translations par la
gauche et par la droite.

Comme toute matrice hermitienne peut être diagonalisée par transformations unitaires,
on a si Ã = UAAU

−1
A et B̃ = UBBU

−1
B sont diagonales,

TrAUBU−1 = U−1
A ÃUAUU

−1
B B̃UBU

−1 (2.67)
= ÃUAUU

−1
B B̃UBU

−1U−1
A (2.68)

= Ã
(
UAUU

−1
B

)
B̃
(
UAUU

−1
B

)−1
. (2.69)

où on a utilisé la propriété cyclique de la trace à la deuxième ligne. La mesure est
invariante pour le changement de variables U → UAUU

−1
B et donc on peut supposer que

A et B sont diagonales.
On a alors le théorème suivant
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2. Cohomologie équivariante et localisation

Théorème 2.9 (Harish-Chandra–Itzykson–Zuber). Soit A (resp. B) une matrice réelle
diagonale N ×N de valeurs propres respectives deux à deux distinctes ai (resp. bi) où
i = 1, . . . N . Soit I(A,B;T ) comme dans (2.66). Alors

I(A,B;T ) =
N−1∏
p=1

p!
(− i

T

)N(N−1)/2 1
N !

det
(
eiTaibj

)
∆(a)∆(b)

où ∆(a) = ∏
1≤i<j≤N(ai − aj) = det(aj−1

i ) est le déterminant de Vandermonde.

Démonstration. On va démontrer cette expression à un facteur numérique près. La
détermination de celui-ci n’est pas très instructive, et n’est le point clé ni de la preuve
ni de cette section qui est de donner un exemple concret de localisation. On va faire
l’approximation de phase stationnaire, puis utiliser le théorème de Duistermaat–Heckman
(2.8) pour montrer que cette approximation est en réalité le résultat exact.

Il faut d’abord trouver les points critiques de la fonction f(U) = TrAUBU−1. U0 est
un point critique si pour toute variation 11 U → U + δU

0 = δTrAU0BU
−1
0 (2.70)

= Tr(AδUBU−1
0 + AU0BδU

−1). (2.71)

Or UU−1 = I et donc

δUU−1
0 + U0δU

−1 = 0 =⇒ δU−1 = −U−1
0 δUU−1

0 . (2.72)

La condition de point critique devient

0 = Tr(AδUU−1
0 U0BU

−1
0 − AU0BU

−1
0 δUU−1

0 ) (2.73)
= Tr(δUU−1

0 U0BU
−1
0 A− δUU−1

0 AU0BU
−1
0 ) (2.74)

= Tr
(
δUU−1

0

[
U0BU

−1
0 , A

])
(2.75)

quelle que soit la matrice δUU−1
0 anti-hermitienne.

Or, la forme bilinéaire g sur l’algèbre su(N) définie par g(A,B) = TrAB est non
dégénérée (su(N) est simple et donc en particulier semi-simple), et δUU−1

0 ainsi que
[U0BU

−1
0 , A] sont des éléments de l’algèbre de Lie complexifiée. Donc U0 est un point

critique ssi [U0BU
−1
0 , A] = 0. Comme A est diagonal, ceci revient à imposer pour les

éléments de matrice

(U0BU
−1
0 )ij(aj − ai) = 0 ∀1 ≤ i, j ≤ N. (2.76)

11. Pour être tout à fait précis, il faudrait prendre un chemin U(t) et imposer que d
dtf(U(t))|t=0

s’annule quel que soit le choix du chemin. La méthode utilisée ici est parfaitement équivalente si δ est
une dérivation dans l’algèbre des fonctions de U . Elle sera utilisée tout au long de ce mémoire.

20



2.4. Quelques applications

Comme tous les ai sont supposés distincts, les éléments non diagonaux de U0BU
−1
0

doivent être nuls. Comme B est diagonal et a des valeurs propres distinctes deux à deux,
on voit que U0 doit être multiple d’une matrice de permutation :

(U0)ij = λ(Pσ)ij = λδiσ(j) (2.77)

où λ ∈ U(1), σ ∈ SN . Le facteur λ n’intervient pas dans f : f(λU) = f(U), et donc il
suffit de considérer pour U0 une matrice de permutation Pσ.

Il faut maintenant calculer l’intégrale de la partie quadratique de f dans une carte en
Pσ. On choisit des coordonnées logarithmiques : U(X) = eXPσ avec X ∈ su(N), et on
développe f au deuxième ordre en X :

f(U(X)) = TrAeXPσBP T
σ e
−X (2.78)

= TrA(I +X + 1
2X

2)PσBP T
σ (I −X + 1

2X
2) +O(X3) (2.79)

= Tr
[
APσBP

T
σ − AXPσBP T

σ X + 1
2
(
AX2PσBP

T
σ + APσBP

T
σ X

2
)]

+O(X3)
(2.80)

=
N∑
i=1

aibσ(i) +
N∑

i,j=1

(
−aiXijbσ(j)Xji + aiXijXjibσ(i)

)
+O(X3) (2.81)

=
N∑
i=1

aibσ(i) −
1
2

∑
1≤i<j≤N

|Xij|2(ai − aj)(bσ(i) − bσ(j)) +O(X3) (2.82)

car Xji = −X∗ij où ∗ est la conjugaison complexe.
On trouve donc dans l’approximation de phase stationnaire 12

I(A,B;T ) = C
∑
σ∈SN

eiT
∑N

i=1 aibσ(i)

∫
su(N)

∏
1≤i<j≤N

dXijdX∗ij e
− iT2

∑
1≤i<j≤N |Xij |

2(ai−aj)(bσ(i)−bσ(j))

(2.83)

= C
∑
σ∈SN

eiT
∑N

i=1 aibσ(i)
(− iπ

T
)N(N−1)/2∏

1≤i<j≤N(ai − aj)(bσ(i) − bσ(j))
(2.84)

= C
(− iπ

T
)N(N−1)/2

∆(a)∆(b)
∑
σ∈SN

sgn (σ)
N∏
i=1

eiTaibσ(i) (2.85)

= C
(− iπ

T
)N(N−1)/2

∆(a)∆(b) det
(
eiTaibj

)
(2.86)

où C est une constante qui vient du jacobien lorsqu’on passe de DU à ∏1≤i<j≤N dXijdX∗ij ,
et le signe de σ apparaît pour remettre dans l’ordre les bi.

12. Il faut choisir un contour d’intégration adapté dans l’algèbre de Lie complexifiée afin que l’intégrale
soit convergente.
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2. Cohomologie équivariante et localisation

Pour montrer que l’expression trouvée est exacte, on utilise le théorème de Duistermaat–
Heckman. La fonction f(U) peut se réécrire

f(U) = −Tr iAUiBU−1 = −Tr iAM = H(M) (2.87)

où M = UiBU−1 est un point de l’orbite coadjointe de iB définie comme OB =
{M = UiBU−1 |U ∈ U(N)}. Cette orbite peut être munie d’une structure de variété
différentiable difféomorphe à U(N)/U(1)N où le sous-groupe U(1)N est le sous-groupe
des matrices diagonales, qui fixent B sous l’action de U(N). Comme f est invariant sous
ce U(1)N (f(U) = f(I) pour U ∈ U(1)N ), on peut intégrer sur OB au lieu d’intégrer sur
U(N). Reste à trouver une forme symplectique pour laquelle H est un hamiltonien. Il
est bien connu que les orbites coadjointes d’un groupe de Lie admettent une structure
de variété symplectique [14] : la submersion U(N) ↪→ OB : U → UiBU−1 factorise à
travers SU(N) ∼= U(N)/U(1) car le facteur U(1) est dans le stabilisateur de iB. La
submersion p : SU(N) ↪→ OB envoie X ∈ su(N) sur [X,M ] ∈ TMOB. On définit une
forme ω sur OB par ωM([X,M ], [Y,M ]) = TrM [X, Y ]. Cette forme est bien définie car
si [X,M ] = [X̃,M ], alors

ωM([X,M ], [Y,M ]) = TrM [X, Y ] = −Tr[X,M ]Y = −Tr[X̃,M ]Y
=⇒ ωM([X,M ], [Y,M ]) = ωM([X̃,M ], [Y,M ]). (2.88)

Elle est non dégénérée car la trace du produit est non dégénérée sur SU(N), et donc a
fortiori sur ωM . Elle est fermée, car on peut vérifier que p∗ω = dθ où θ = TrB(U−1dU) et
U−1dU est la forme de Cartan-Maurer : (U−1dU)U (UX) = X. La forme symplectique ω
est manifestement invariante sous l’action du groupe donc la forme volume correspondant
à ω l’est aussi. Comme une telle forme volume est unique à un facteur près, elle coïncide
à un facteur près avec la restriction à OB de la forme DU sur laquelle on intègre
dans I(A,B;T ).
En utilisant (2.56) et le fait que la trace fournisse une forme bilinéaire invariante, on

voit que le champ de vecteurs V est

VM = −[iA,M ] (2.89)

dont les courbes intégrales sontM(t) = e−itAM(0)eitA. Les orbites sont donc périodiques si
les valeurs propres sont relativement rationnelles (c’est-à-dire, si les ai/aj sont rationnels).
Comme QN est dense dans RN , le résultat suit par continuité de l’intégrale en les ai.

Le lecteur attentif aura remarqué que les seules propriétés du groupe U(N) qui
interviennent pour la localisation sont le fait que le groupe est compact, et que les
matrices A et B qui interviennent sont dans l’algèbre de lie (complexifiée) de U(N).
Il n’est donc pas surprenant que l’on puisse généraliser l’intégrale d’Harish-Chandra–
Itzykson–Zuber pour un groupe de Lie G compact quelconque [15] :

I(X, Y ;T ) =
∫
G
Dg eiTβ(X,Ad(g)Y ) (2.90)
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où β est la forme de Killing pour g, X, Y ∈ g et on intègre avec la mesure bi-invariante.
Comme le facteur abélien de G n’intervient pas dans l’action adjointe, on peut se
restreindre au cas où G est semi-simple. Un théorème de Cartan nous apprend que tout
élément de l’algèbre possède un représentant de son orbite sous l’action adjointe dans la
sous-algèbre de Cartan, et l’on peut donc choisir X et Y sans perte de généralité dans
cette sous-algèbre. Par un raisonnement tout à fait similaire à celui donné, on trouve
que les points stationnaires doivent être des éléments du groupe de Weyl de l’algèbre,
et les déterminants de Vandermonde ∆ sont remplacés par les déterminants généralisés
∆g(X) = ∏

α α(X) où le produit est sur les racines positives.
Il peut être également intéressant de regarder le cas plus compliqué où X, Y ne sont

pas dans l’algèbre de Lie du groupe. Brézin et Hikami [16] ont considéré le cas où X, Y
sont hermitiennes et G = USp(N). Dans ce cas, la formule de Duistermaat–Heckman
ne s’applique pas immédiatement (la forme symplectique que l’on voudrait introduire
s’annule sur les matrices hermitiennes dans le complémentaire de sp(N)). Cependant, il
semblerait que l’approximation de phase stationnaire soit toujours valable, mais avec un
nombre non nul de moments de la gaussienne à prendre en compte. Leur dérivation est
peu instructive et consiste à montrer que l’intégrale est solution d’une certaine équation
différentielle, puis à trouver une autre solution de cette équation. Il serait intéressant
d’arriver à comprendre leur résultat dans le cadre de la localisation.

2.4.3. Localisation d’intégrales fonctionnelles
On en arrive maintenant au cas qui sera central dans la suite de ce mémoire. On

veut calculer la valeur moyenne d’une certaine observable O[X] qui est une certaine
fonctionnelle des champs de la théorie, dénotés collectivement pas X. En théorie des
champs, une telle valeur moyenne peut se calculer dans le formalisme de l’intégrale
fonctionnelle par

〈O[X]〉 =
∫
DX O[X]e−S[X] (2.91)

où on intègre sur tous les champs X. Formellement, cette intégrale ressemble très fort
aux intégrales que nous avons considérées jusqu’à présent. Nous sommes donc tentés
de localiser cette intégrale également. Dans ce cas-ci, la localisation sera formelle, étant
donné que l’intégrale fonctionnelle n’est pas mathématiquement bien définie. On pourrait
même faire le raisonnement inverse, et prendre pour définition de l’intégrale fonctionnelle
l’intégrale localisée, qui a quant à elle un sens précis.
Quels sont les éléments essentiels de la localisation ? En regardant la seconde preuve

de la section 2.2 page 11 et la discussion menant au théorème de Berline–Vergne qui suit,
on voit qu’il faut :

1. une algèbre graduée ;
2. une dérivation DV impaire sur cette algèbre ;
3. un intégrant qui est annulé par DV ;
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2. Cohomologie équivariante et localisation

4. un certain β tel que D2
V β = 0 ;

5. une partie de DV β de degré 0 qui est semi-définie positive pour que la limite t→∞
soit convergente.

On veut donc une théorie des champs dans laquelle tous les points précédents aient un
analogue.
L’algèbre considérée est l’algèbre des fonctionnelles des champs. 13 Cette algèbre

est naturellement graduée dans une théorie avec des fermions : comme les champs
fermioniques sont représentés dans l’intégrale fonctionnelle par les éléments impairs d’une
algèbre de Grassmann, i.e. ils anticommutent, on associe la parité −1 aux fermions et +1
aux bosons. 14

Une dérivation Q (qui est l’analogue de DV ) définie sur les champs est alors impaire
si Q(boson)=fermion et inversement. L’intégrant sera automatiquement annulé 15 par
Q si QS[X] = 0, QDX = 0 et QO[X] = 0. La première condition signifie que Q est le
générateur d’une symétrie de l’action classique, la deuxième que la symétrie reste valable
au niveau quantique, c’est-à-dire qu’il n’y a pas d’anomalie associée à cette symétrie, et
la troisième signifie que O[X] est symétrique pour la transformation engendrée par Q.
Comme Q est impaire, la symétrie considérée est appelée supersymétrie ; la théorie des
champs doit donc être supersymétrique, et l’observable considérée doit préserver cette
supersymétrie. La supersymétrie sera étudiée plus en détails dans le chapitre suivant.
Finalement, reste à trouver un β. Il s’agit d’une fonctionnelle bien choisie, qui est

invariante sous le carré de la transformation Q, et telle que la partie qui dépend des
champs bosoniques est semi-définie positive. Il n’est pas nécessaire de construire un tel
β comme nous l’avons fait plus haut à partir du champ de vecteurs correspondant à
l’action d’un groupe et d’une métrique invariante, mais alors la localisation se fait sur
les zéros de Qβ qui ne coïncident plus nécessairement avec les points fixes de l’action
du groupe. Avec un peu de chance, le lieu des points Qβ = 0 correspond à une variété
de dimension finie ordinaire, et l’intégrale fonctionnelle se ramène alors à une intégrale
ordinaire sur une variété. L’exponentielle de la partie de Qβ qui dépend des champs
fermioniques sélectionne la composante de O[X] e−S[X] qui ne contient pas de champs
fermioniques, de manière analogue au cas de dimension finie où seule la partie 0-forme
intervient. On met donc les fermions à 0 dans la localisation.

Un exemple : fixation de jauge BRST et localisation

Avant de clore ce chapitre, on va réinterpréter une situation bien connue en théorie
des champs comme un exemple de localisation. Dans une théorie des jauge, il n’est pas
possible de calculer des fonctions de corrélation avec l’action habituelle invariante de jauge.

13. Par fonctionnelle, on entend tout polynôme en les champs et en leurs dérivées, avec des intégrations
éventuelles.
14. L’algèbre est ici seulement Z2-graduée ce qui suffit pour définir une dérivation impaire.
15. On pourrait avoir une combinaison telle que les facteurs ne sont pas séparément annulés, mais leur

produit l’est. Ce cas ne se présente pas en pratique, et nous ne le considérons pas ici.
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2.4. Quelques applications

Perturbativement, on constate que la partie quadratique de l’action pour les champs de
jauge n’est pas inversible et on ne peut pas définir de propagateurs pour ceux-ci. Du point
de vue de l’intégrale de chemin, on intègre sur tous les champs de jauge, alors qu’à deux
champs qui diffèrent uniquement par une transformation de jauge correspond la méme
fonctionnelle invariante de jauge. On intègre donc sur trop de variables, et l’intégrale
diverge. Il faut intégrer sur l’espace des orbites de jauge, et non sur l’espace des champs
eux-mêmes. Une manière de faire ceci est de sélectionner un représentant dans chaque
orbite : on fixe la jauge. C’est ce que permet de faire la méthode BRST : 16 on ajoute
des champs fermioniques dans la représentation adjointe appelés fantômes, et on ajoute
un terme cinétique pour ces champs à l’action de telle manière que la nouvelle action
soit invariante pour les transformations BRST : QS = 0. On vérifie aussi que Q2 = 0.
Sur les champs physiques de la théorie, Q agit comme une transformation de jauge où le
fantôme remplace le paramètre de la transformation, et donc les observables invariants
de jauge sont automatiquement Q-fermés. Pour fixer la jauge, on ajoute un terme QΨ
qui est Q-exact à l’action. Le problème est alors de s’assurer que les valeurs moyennes
des observables invariantes de jauge ne dépendent pas du choix de ce terme Q-exact.
Ceci peut se comprendre par localisation : la théorie localise sur les champs où QΨ = 0,
c’est-à-dire les champs invariants de jauge.

16. Voir par exemple [17] pour plus de détails.
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3. Supersymétrie N = 4

Afin d’obtenir la localisation dans le cadre de la théorie des champs, il faut que la théorie
des champs soit supersymétrique. Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions générales
sur la supersymétrie, puis on regarde le cas particulier qui va nous occuper, la théorie
de Yang-Mills supersymétrique N = 4. Cette théorie peut être obtenue par réduction
dimensionnelle à partir de la théorie N = 1 en 10 dimensions, et on va donc montrer
que cette théorie présente bien une supersymétrie, faire la réduction dimensionnelle, puis
finir ce chapitre par étendre l’algèbre de supersymétrie en une algèbre superconforme.

3.1. L’algèbre de supersymétrie

3.1.1. Définitions

L’algèbre de supersymétrie est une extension de l’algèbre de Poincaré. L’algèbre de
Poincaré 1 à 4 dimensions est engendrée par les relations de commutation suivantes :

[Pµ, Pν ] = 0 (3.1)
[Pµ,Mρν ] = i(−ηµρPν + ηµνPρ) (3.2)

[Mµν ,Mρσ] = i(−ηνρMµσ + ηνσMµρ + ηµρMνσ − ηµσMνρ) µ, ν = 1, . . . , 4. (3.3)

Les Pµ sont les générateurs des translations, les Mµν sont antisymétriques, et engendrent
les boosts (pour µ = 0) et les rotations (µ 6= 0 6= ν).

Le célèbre théorème de Haag–Łopuszanski–Sohnius [18] affirme que la seule extension
non triviale et physiquement raisonnable de l’algèbre de Poincaré est la suivante. On
ajoute à l’algèbre un certain nombre N de spineurs 2 de Weyl gauches QI qui ont une
parité de Grassmann impaire (i.e. au lieu d’avoir une algèbre de Lie, on a maintenant
une superalgèbre, qui est Z2 graduée, et dont les QI sont des éléments impairs), ainsi
que des ZIJ pairs et antisymétriques, et on ajoute aux relations de commutation (3.1)

1. On prend ici la convention habituelle en physique, où si X est un générateur de l’algèbre de Lie,
alors iX = d

dtgX(t)|t=0 pour un certain chemin gX dans le groupe.
2. Pour plus d’informations sur les spineurs, voir la section A.4.
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3. Supersymétrie N = 4

les relations de commutation et d’anticommutation suivantes [19] :

[QαI , Pµ] = 0 [Q̄I
α̇, Pµ] = 0 (3.4)

[QαI ,Mµν ] = 1
2(σµν) β

α QβI [Q̄I
α̇,Mµν ] = −1

2(σ̄µν) β̇
α̇ Q̄I

β̇ (3.5)

{QαI , QβJ} = 2εαβZIJ {Q̄I
α̇, Q̄

J
β̇} = 2εα̇β̇ZIJ (3.6)

{QαI , Q̄
J
β̇} = 2δIJ(σµ)αβ̇Pµ [ZIJ , X] = 0 ∀X dans l’algèbre, (3.7)

avec,

Q̄I
α̇ = (QαI)† et ZIJ = (ZIJ)† , (3.8)

où I = 1, . . . ,N , les (σµ)αβ̇ sont des coefficients de Clebsch–Gordan de Spin(3, 1) pour
4→ 2⊗ 2̄, les (σµν) β

α pour 4⊗ 4→ 2⊗ 2, et les (σ̄µν) β̇
α̇ pour 4⊗ 4→ 2̄⊗ 2̄, que l’on

peut construire explicitement en terme des matrices de Pauli : si les σi sont les 3 matrices
de Pauli, alors σµ = (−I2×2,−σi), σ̄µ = (−I2×2, σ

i) , σµν = −iσ[µσ̄ν], σµν = −iσ̄[µσν].
Les εαβ et εα̇β̇ sont des tenseurs antisymétriques avec ε12 = ε1̇2̇ = −1 et qui sont des
invariants pour la représentation 2 et 2̄ respectivement.
Les QI et Q̄I sont appelées supercharges. Elles correspondent chacune, dans une

représentation de l’algèbre, à une supersymétrie, avecQ(boson) = fermion et inversement.
En 4 dimensions, on dit qu’on a 4N supercharges (les QI sont des spineurs de Weyl et
ont donc chacun deux composantes).
Les ZIJ sont appelées charges centrales car elles commutent avec toute l’algèbre. Si
N = 1, on parle de supersymétrie simple, et il ne peut y avoir de charge centrale par
l’antisymétrie de ZIJ . Si N > 1, on parle de supersymétrie étendue. C’est ce cas qui va
nous intéresser plus particulièrement.
En plus de cette algèbre, on a une symétrie qui agit sur les indices I = 1, . . . ,N ,

appelée R-symétrie. Dans le cas où la matrice ZIJ des charges centrales est non dégénérée,
le groupe de R-symétrie est USp(N ) = Sp(N ) ∩ U(N ) : U(N ) afin de préserver la
relation d’anticommutation {Q, Q̄}, Sp(N ) afin de préserver {Q,Q}. Dans le cas opposé
où ZIJ = 0 ∀I, J = 1, . . . ,N , et qui est le cas que l’on va rencontrer, la R-symétrie
peut être tout 3 U(N ).

3.1.2. Quelques conséquences
On va maintenant établir deux propriétés immédiates, valables dans toute représenta-

tion de l’algèbre de supersymétrie.
Comme l’algèbre de supersymétrie est plus large que l’algèbre de Poincaré, ses repré-

sentations irréductibles contiennent plusieurs représentations irréductibles de l’algèbre de

3. On verra plus loin que dans l’action explicite que l’on va construire pour N = 4, le U(4) est brisé
en SU(4).
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3.1. L’algèbre de supersymétrie

Poincaré, i.e. il y a plusieurs particules dans une représentation irréductible de l’algèbre
de supersymétrie. Comme les QI sont impairs, il y aura des bosons et des fermions dans
une même représentation. Le spin n’est donc plus un invariant d’une représentation
irréductible donnée. Cependant, le fait suivant reste valable.

Lemme 3.1. Tous les états d’une représentation irréductible de l’algèbre de supersymétrie
ont la même masse.

Démonstration. Il est bien connu (et on vérifie facilement) que [P 2,Mµν ] = 0, et donc
P 2 commute avec tous les opérateurs d’une représentation irréductible de l’algèbre de
Poincaré. Par le lemme de Schur, P 2 = −m2I est diagonal. Ceci s’étend facilement aux
représentations de l’algèbre de supersymétrie : comme [QαI , Pµ] = 0 et [Q̄I

α̇, Pµ] = 0, on
a a fortiori [QαI , P

2] = [Q̄I
α̇, P

2] = 0, et P 2 est donc un opérateur de Casimir également
pour l’algèbre de supersymétrie.

La supersymétrie fait correspondre un boson à un fermion, et inversement. Le lemme
suivant n’est donc pas vraiment surprenant.

Lemme 3.2. Dans toute représentation irréductible de dimension finie de l’algèbre de
supersymétrie où les Pµ sont représentés par des opérateurs non tous nuls, il y a autant
de degrés de liberté bosoniques et fermioniques, c’est-à-dire que les parties paire et impaire
de l’espace de la représentation ont la même dimension.

Démonstration. Définissons l’opérateur (−1)Nf qui vaut +1 sur un état bosonique et −1
sur un état fermionique. On va montrer que Tr(−1)Nf = 0.
Comme QI a un spin demi-entier, QI |ψ〉 a un spin qui diffère d’un demi du spin de
|ψ〉. Par conséquent, QI anticommute avec (−1)Nf . On a alors

0 = Tr
[
(−1)NfQαIQ̄

J
β̇ +QαI(−1)Nf Q̄J

β̇

]
(3.9)

= Tr
[
(−1)NfQαIQ̄

J
β̇ + (−1)Nf Q̄J

β̇QαI

]
par cyclicité de la trace (3.10)

= Tr
[
(−1)Nf{QαI , Q̄

J
β̇}
]

(3.11)

= δJI (σµ)αβ̇ Tr
[
(−1)NfPµ

]
. (3.12)

Il suffit de choisir un Pµ non nul pour obtenir le résultat.

Remarquons que ceci n’est pas valable pour l’état fondamental de la théorie : il est
invariant sous translations (i.e. Pµ=0 sur cet état) et dans la représentation triviale de
l’algèbre. 4 Il n’y a donc qu’un seul état dans l’espace de la représentation.

4. Si la supersymétrie n’est pas brisée spontanément.
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3. Supersymétrie N = 4

3.1.3. Représentations de l’algèbre — Supermultiplets
On va maintenant regarder plus en détails les représentations de l’algèbre de super-

symétrie [20]. On appelle supermultiplet un vecteur d’une représentation irréductible
de l’algèbre de supersymétrie, et par extension une représentation irréductible. On ne
va considérer ici que les supermultiplets de masse nulle, qui sont les seuls à intervenir
dans ce mémoire. Le lecteur intéressé par les représentations de masse positive peut
consulter [19, 20].
Comme on connaît les représentations de l’algèbre de Poincaré, il suffit de regarder

comment les représentations irréductibles de l’algèbre de Poincaré s’agencent en repré-
sentations irréductibles de l’algèbre de supersymétrie. On peut choisir, comme P 2 = 0,
un référentiel où Pµ = (−E, 0, 0, E). On a alors

σµPµ =
(

0 0
0 2E

)
=⇒ {QαI , Q̄

J
β̇} =

(
0 0
0 4E

)
αβ̇

δJI (3.13)

En particulier, on a {Q1I , Q̄
J
1̇} = 0.

Sur un espace de Hilbert, on a

0 = 〈Ω| {Q1I , Q̄
J
1̇} |Ω〉 = ||Q1I |Ω〉 ||2 + ||QJ

1̇ |Ω〉 ||
2 =⇒ Q1I = 0 = QJ

1̇ . (3.14)

Il reste donc seulement la moitié des générateurs fermioniques. Ceci implique aussi que
ZIJ = ε12{Q1I , Q2I} = 0, les charges centrales sont représentées par des opérateurs nuls
dans le cas de masse nulle.
On définit les opérateurs

aJ = 1√
4E

Q2J et aJ† = 1√
4E

Q̄J
2̇ , (3.15)

qui vérifient les relations d’anticommutation pour des opérateurs de création et d’annihi-
lation fermioniques :

{aJ , aK†} = δKJ et {aJ , aK} = 0 = {aJ†, aK†}. (3.16)

On choisit un état de vide, qui est annihilé par tous les aJ . Un tel état est un vecteur
d’une représentation irréductible de l’algèbre de Poincaré, et possède donc une hélicité
donnée λ0. On représente cet état par |λ0〉. Dans le référentiel choisi, l’opérateur d’hélicite
est M12, et on a donc, en explicitant les relations de commutation :

M12Q̄
I
2̇ |λ〉 = Q̄I

2̇M12 |λ〉 − [Q̄I
2̇,M12] |λ〉 = Q̄I

2̇λ |λ〉+ 1
2Q̄

I
2̇ |λ〉 =

(
λ+ 1

2

)
Q̄I

2̇ |λ〉 . (3.17)

Par conséquent, aJ† augmente le spin de 1
2 , et on vérifie de la même manière que aJ

diminue le spin de 1
2 .
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3.1. L’algèbre de supersymétrie

En partant de l’état |λ0〉, on construit donc successivement par application de l’opéra-
teur aJ† les états

|λ0〉∣∣∣∣λ0 + 1
2; J

〉
= aJ† |λ0〉

|λ0 + 1; J,K〉 = aJ†aK† |λ0〉
...∣∣∣∣λ0 + N2

〉
= a1† · · · aN† |λ0〉 . (3.18)

Par antisymétrie, il y a
(
N
k

)
états distincts d’hélicité λ0 + k

2 .
Comme dans une théorie des champs relativiste, CPT = 1, et que CPT change le signe

de l’hélicité, il faut en général parfois combiner un supermultiplet et son CPT -conjugué
pour obtenir une représentation physiquement acceptable.
On a donc les représentations suivantes :

Pour N = 1
– Si on part de λ0 = 0, on a les hélicités (0, 1

2). En ajoutant le CPT -conjugué, on
obtient les hélicités (−1

2 , 0). Ce multiplet est appelé multiplet chiral, et correspond
en termes de champs à un spineur de Weyl et un champ scalaire complexe.

– Le multiplet vectoriel correspond à λ0 = 1
2 , et comprend donc les hélicités (1

2 , 1),
et (−1,−1

2) pour le CPT -conjugué. Il correspond à un champ vectoriel de masse
nulle (donc un boson de jauge) et un spineur de Weyl, qui se trouve également
dans la représentation adjointe du groupe de jauge (afin d’avoir la supersymétrie).

– En répétant cette construction, on obtient à partir de λ0 = 1 des multiplets
contenant des hélicités supérieures à 1, et on ne peut écrire de théorie des champs
cohérente pour ceux-ci qu’en incluant de la gravitation, qui en l’occurrence sera
une théorie de supergravité. Ceci sort du cadre de ce mémoire, et nous ne les
considérerons pas ici.

Pour N = 2
– Pour λ0 = 0, on a les hélicités (0, 1

2 ,
1
2 , 1), et pour le CPT -conjugué (−1,−1

2 ,−
1
2 , 0).

Ce multiplet est appelé multiplet vectoriel N = 2, et correspond à un boson de
jauge, deux fermions de Weyl et un champ scalaire complexe.

– Le cas correspondant à λ0 = −1
2 comprend les hélicités (−1

2 , 0, 0,
1
2). S’il n’est

pas CPT -autoconjugué, il faut ajouter une deuxième copie de ce multiplet, et on
alors l’hypermultiplet.

Le multiplet N = 4. Si on ne veut pas d’hélicités supérieures à 1, il n’y a qu’une seule
possibilité pour N = 4. On part de λ0 = −1, et on a la structure suivante :
(−1, 4 × −1

2 , 6 × 0, 4 × 1
2 , 1). Il correspond à un boson de jauge, 4 fermions de

Weyl, et 3 champs scalaires complexes, tous dans la représentation adjointe. Ce
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3. Supersymétrie N = 4

multiplet est CPT -autoconjugué. En termes de multiplets N = 2, c’est la somme
d’un multiplet vectoriel et d’un hypermultiplet dans la représentation adjointe.

C’est ce multiplet qui va nous intéresser plus particulièrement dans ce mémoire, et
on va construire dans les deux sections suivantes une action pour les champs qui le
composent.

3.2. L’action de Super-Yang–Mills
On connaît par la section précédente le contenu en champs que doit avoir le supermulti-

pletN = 4. Il est toutefois peu évident de construire à la main une action supersymétrique
pour ces champs : les interactions entre les différents champs sont contraintes par la
supersymétrie (si le couplage n’est pas bon, la théorie ne sera pas supersymétrique),
et difficiles à deviner. De plus, l’approche en termes du superespace 5 N = 1 n’est pas
adaptée car la R-symétrie n’est alors pas manifeste. On va donc suivre une approche
légèrement détournée (qui remonte à [21]) : on va commencer par construire l’action de
Yang–Mills supersymétrique N = 1, puis on va voir que l’on peut déduire l’action pour
N = 4 en 4 dimensions, qui est celle qui nous intéresse, à partir de l’action N = 1 en 10
dimensions.
Le contenu en champs du supermultiplet vectoriel est, d’après ce qu’on a vu dans la

section précédente, un champ de jauge Aµ et un spineur Ψ. On va écrire l’action la plus
simple pour ces champs, qui se révélera être supersymétrique pour certaines dimensions.
On se place d’abord dans R4, où l’analyse faite précédemment pour la supersymétrie

est valable. On commence par choisir un groupe de jauge G. Ce groupe de jauge doit
être compact afin que son algèbre de Lie g admette une forme bilinéaire invariante sous
l’action adjointe du groupe qui soit définie positive.

Ensuite, on considère un champ de jauge Aµ. Mathématiquement, il s’agit d’une 1-forme
de connexion dans la base du fibré principal R4 ×G : c’est une 1-forme à valeur dans
l’algèbre de Lie g du groupe de jauge, 6 et telle que sous un changement de trivialisation
du fibré (i.e. sous une transformation de jauge) donné dans les fibres par l’application
Λ : R4 → G, on ait

Aµ(x)→ Λ(x)−1Aµ(x)Λ(x) + Λ(x)−1∂µΛ(x). (3.19)

On construit un terme cinétique pour ce champ à partir de la 2-forme de courbure F :

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ], (3.20)

5. Il n’y a pas de formulation du superespace N = 4 avec un nombre fini de champs auxiliaires. Ceci
est lié au problème de la fermeture off-shell de l’algèbre de supersymétrie, problème sur lequel nous
reviendrons dans le chapitre suivant.

6. Dans les notations, on a considéré un groupe matriciel. Ceci n’est pas réellement nécessaire, mais
on écrit les choses dans un souci de simplicité comme si on avait affaire à des matrices plutôt que d’écrire
des AdΛ, etc.
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3.3. Supersymétrie N = 1 en dimension 10

qui est une 2-forme à valeurs dans g, et se transforme sous transformation de jauge
comme

Fµν → Λ−1FµνΛ. (3.21)

Si on définit la différentielle extérieure covariante D = d + [A, ·], alors F obéit à l’identité
de Bianchi :

DF = 0 ou en composantes D[µFνρ] = 0. (3.22)

Le terme cinétique est alors donné par −Tr 1
4FµνF

µν , où on a monté les indices avec la
métrique de Minkowski ηµν , et (A,B) = −Tr(AB) est une forme bilinéaire invariante
définie positive 7 sur g.

Quant au fermion, on prend un spineur de Weyl ψ gauche : PLψ = ψ où PL = 1
2(1+γ5),

et γ5 = iγ0γ1 · · · γ3. On construit alors le terme cinétique pour ψ habituel :

− Tr(−1
2 ψ̄γ

µDµψ), (3.23)

où Dµψ = ∂µψ + [Aµ, ψ] est la dérivée covariante 8 (de jauge). L’action est alors

SSYM4 = − 1
2g2

YM

Tr
∫

d4x (1
2FµνF

µν − ψ̄γµDµψ), (3.24)

où gYM est la constante de couplage de la théorie. On peut alors montrer que cette action
est effectivement supersymétrique en 4 dimensions, si on définit des transformations
adaptées. Ce n’est pas ce qui nous intéresse ici : on veut construire une action similaire
en dimension 10, qui soit aussi supersymétrique.

3.3. Supersymétrie N = 1 en dimension 10
L’action que l’on a construite ne peut pas être supersymétrique en dimension 10

simplement en intégrant sur R10 et en étendant les indices de 0 à 9. En effet, un fermion
de Weyl a 24 = 16 composantes réelles indépendantes lorsque les équations du mouvement
sont satisfaites (l’équation de Dirac est du premier ordre, et tue la moitié des composantes),
alors que qu’un champ de jauge a 10 − 2 = 8 composantes indépendantes lorsque les
équations du mouvement sont satisfaites (l’invariance de jauge tue un degré de liberté,
la relation de dispersion p2 = 0 tue l’autre). La règle « #degrés de liberté bosoniques
= #degrés de liberté fermioniques » (lemme 3.2) n’est donc pas satisfaite. Il faut réduire
de moitié le nombre de composantes fermioniques. Ceci peut être fait en dimension 10,
en imposant en plus de la condition de Weyl sur le fermion, la condition de Majorana,

7. On prend ici le signe − car les éléments de g sont pris antihermitiens, A† = −A ∀A ∈ g.
8. On peut voir ψ comme une 0-forme à valeurs dans un fibré vectoriel associé au fibré de jauge par

la représentation adjointe, et alors D est bien la différentielle extérieure covariante définie plus haut.
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3. Supersymétrie N = 4

pour obtenir un fermion de Majorana–Weyl (voir la section A.4 pour plus de détails). On
impose la même condition sur les supercharges : au lieu d’avoir 32 supercharge, on n’en
a plus que 16, soit le même nombre qu’en supersymétrie N = 4 en dimension 4. C’est la
raison pour laquelle on considère la théorie en dimension 10.
Avec les notations de la section A.4, M,N = 0, . . . , 9, on a l’action

SSYM10 = − 1
2g2

YM

Tr
∫

d4x (1
2FMNF

MN −ΨΓMDMΨ). (3.25)

On va montrer que cette action est supersymétrique pour des transformations bien
choisies.
Une propriété qui se révélera utile est la suivante : comme la trace fournit une forme

bilinéaire invariante, on peut intégrer par parties la dérivée covariante dans l’action (3.25).
En effet,

TrXMDMY = Tr(XM∂MY +XM [AM , Y ]) (3.26)
= Tr(∂M(XMY )− ∂MXMY − [AM , XM ]Y ) (3.27)
= Tr(−DMX

M) + ∂M Tr(XMY ). (3.28)

3.3.1. Transformations de supersymétrie
On définit les transformations suivantes :

δεAM = εΓMΨ (3.29)

δεΨ = 1
2ΓMNεFMN . (3.30)

Ces transformations sont impaires : contrairement à l’usage, ε est un spineur pair (donc
qui commute avec les champs et les transformations) et qui définit une combinaison
linéaire des supercharges, la transformation δε correspondant à la supercharge εαQα.

Le but du jeu est maintenant de montrer que pour l’action (3.25), on a δεSSYM10 = 0.
On a d’abord

δεFMN = ∂MδεAN − ∂NδεAM + [δεAM , AN ] + [AM , δεAN ] (3.31)
= ∂M(εΓNΨ)− ∂N(εΓMΨ) + [εΓMΨ, AN ] + [AM , εΓNΨ] (3.32)
= DM(εΓNΨ)−DN(εΓMΨ), (3.33)

et donc,

δε(
1
2FMNF

MN) = (DM(εΓNΨ)−DN(εΓMΨ))FMN (3.34)

= 2DM(εΓNΨ)FMN = −2εΓNΨDMF
MN , (3.35)
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3.3. Supersymétrie N = 1 en dimension 10

où on a intégré par partie et laissé tomber la dérivée totale (tous les termes considérés
sont dans la trace de l’intégrale, que l’on n’a pas écrites). Pour le terme fermionique, on
a : 9

δε(−ΨΓMDMΨ) = 2ΨΓMDMδεΨ + ΨδεDMΨ (3.36)
= ΨΓMDM(ΓPNεFPN) + Ψ[εΓMΨ,Ψ]. (3.37)

En utilisant (A.14), le premier terme devient :

ΨΓMΓPNεDMFPN = ΨΓMPNεDMFPN + ηMPΨΓNεDMFPN − ηMNΨΓP εDMFPN
(3.38)

= 0 + 2ΨΓNεDMF
M
N (3.39)

en utilisant l’identité de Bianchi (3.22) et l’antisymétrie de FMN . Ce terme compense le
terme (3.35), et on a donc

δεSSYM10 = − 1
2g2

YM

Tr
∫

d4xΨ[εΓMΨ,Ψ]. (3.40)

3.3.2. L’identité miraculeuse
L’action est invariante sous supersymétrie, à condition que

Tr(ΨΓM [(εΓMΨ),Ψ] = 0, ou encore (3.41)
(ΨiΓMΨj)(εΓMΨk)cijk = 0 (3.42)

où les i, j, k = 1, . . . , dim g sont des indices de jauge, et cijk sont les constantes de
structure totalement antisymétriques.
Assez étonnamment, 10 cette expression est identiquement nulle, et l’action est donc

supersymétrique en 10 dimensions.

Théorème 3.3 (Identité miraculeuse). Soient Ψ1,Ψ2,Ψ3 et ε des spineurs de Majorana–
Weyl en dimension 10, les Ψ étant des éléments pairs et ε un élément impair de l’algèbre.
Alors

(Ψ[1ΓMΨ2)(εΓMΨ3]) = 0

Démonstration. Une identité de ce type est valable en dimension d = 3, 4, 6 et 10 pour
des spineurs particuliers (Majorana ou Majorana–Weyl selon les dimensions), et peut
être reliée à l’existence des algèbres de division normée 11 (normed division algebra) en

9. Les signes dans le membre de droite proviennent de la parité de δε.
10. A priori. Pour le lecteur de ce mémoire, ce n’est pas très étonnant sinon cette section n’aurait pas

de raison d’être.
11. Une telle algèbre est une algèbre réelle où tous les éléments non nuls sont inversibles et la norme

est compatible avec la multiplication : |xy| = |x||y| pour tout x, y dans l’algèbre.
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3. Supersymétrie N = 4

dimension d− 2, à savoir respectivement les réels R , les complexes C , les quaternions
H et finalement les octonions O. Dans ces dimensions, il existe donc une théorie de
super-Yang–Mills pure (avec uniquement le champ de Yang–Mills et un fermion dans la
représentation adjointe). Une preuve générale peut en être trouvée dans [22], mais nous
allons ici donner une preuve plus directe, et qui permettra en même temps de développer
des méthodes de calcul utiles pour la suite de ce mémoire.
On va utiliser l’identité de Fierz (A.24). Si on revient à des notations de spineurs de

Dirac, on a (avec un léger abus de notation consistant à indiquer par le même symbole le
spineur de Dirac à 32 composantes et le spineur de Weyl à 16 composantes) :(

Ψ̄[1γ
MΨ2

) (
ε̄γMΨ3]

)
=
(
Ψ̄[1(γMΨ2)

) (
γMεΨ3]

)
(3.43)

= − 1
32

10∑
k=0

(
Ψ̄[1γ

N1···NkΨ3
) (
ε̄γMγNk···N1γ

MΨ2]
)
. (3.44)

Comme tous les spineurs qui interviennent sont des spineurs de Weyl de même chiralité,
il faut que k soit impair pour que le terme d’ordre k dans la somme soit non nul. Comme
ces spineurs sont aussi des spineurs de Majorana, on a par (A.29),

Ψ̄[1γ
N1···NkΨ3] = ΨT

[1Cγ
N1···NkΨ3] = −ΨT

[3(CγN1···Nk)TΨ1]. (3.45)

Comme on antisymétrise sur les deux spineurs, on aura une contribution nulle si CγN1···Nk

est antisymétrique. Par (A.28), k, en plus d’être impair, ne peut ainsi pas valoir 3 et 7.
Le cas k = 5 est nul par l’équation (A.19). Il reste donc à considérer uniquement k = 1, 9.
On a par (A.19),

γMγNγ
M = −8γN et γMγN9···N1γ

M = 8γN9···N1 = 8γN1···N9 . (3.46)

D’autre part γM1···M10 est totalement antisymétrique en γ0 · · · γ9, et donc proportionnel
à γ11. En regardant pour une permutation donnée, puis en comptant les permutations,
on voit que

γ11 = − 1
10!ε

M1···M10γM1···M10 . (3.47)

Donc,

γNγ
11 = − 1

10!ε
M1···M1010ηNM1γM2···M10 = − 1

9!ε
M2···M10

N γM2···M10 , (3.48)

et

γN1···N9γ
11 = −ε M

N1···N9 γM . (3.49)

Comme on a affaire à des spineurs de Weyl gauches, et que γ11 agit comme l’identité sur
ceux-ci, on trouve alors(

Ψ̄[1γ
N1···N9Ψ3

) (
ε̄γN1···N9Ψ2]

)
= −

(
Ψ̄[1γ

MΨ3
) (
ε̄γMΨ2]

)
. (3.50)

36



3.4. Supersymétrie N = 4 en dimension 4

On obtient le résultat annoncé, car en remettant tout ensemble,(
Ψ̄[1γ

MΨ2
) (
ε̄γMΨ3]

)
= 1

4
[(

Ψ̄[1γ
MΨ3

) (
ε̄γMΨ2]

)
+
(
Ψ̄[1γ

MΨ3
) (
ε̄γMΨ2]

)]
(3.51)

=⇒
(
Ψ̄[1γ

MΨ2
) (
ε̄γMΨ3]

)
= 0. (3.52)

3.4. Supersymétrie N = 4 en dimension 4
À partir de l’action à 10 dimensions, on peut déduire une autre action en dimension

4 par la méthode dite de réduction dimensionnelle. 12 En effet, l’action (3.25) a un
sens également si on impose des contraintes sur les champs. Étant donné qu’on veut
trouver une action en dimension 4, les champs doivent dépendre de 4 coordonnées
uniquement. On impose donc aux champs de dépendre uniquement des coordonnées
xµ, µ = 1, . . . , 4, c’est-à-dire qu’ils prennent leurs valeurs sur un sous-espace de R10. On
a ∂AXI = 0, A = 0, 5 . . . , 9 pour tous les champs XI de la théorie.
Les seules symétries permises sont celles qui préservent le sous-espace. L’algèbre de

Lorentz est donc brisée : so(9, 1) → so(4) ⊕ so(5, 1). Le facteur so(4) correspond à la
symétrie d’espace-temps (euclidien) à 4 dimensions, le facteur so(5, 1) correspond à une
symétrie interne de la théorie, que l’on va identifier à la R-symétrie.

Les champs se décomposent également. Comme AM est un champ vectoriel, sa décom-
position est simple : AM = (Aµ, AB), B = 0, 5, . . . , 9, et comme les composantes AB ne se
transforment pas sous une transformation d’espace-temps, ce sont des champs scalaires
(réels car le champ AM l’est), que l’on note ΦB. Les ΦB se transforment entre eux par le
facteur so(5, 1) interne. Pour le champ Ψ, la réduction dimensionnelle est moins évidente,
car la façon dont ses composantes se transforment sous la décomposition de spin(9, 1)
en spin(4) ⊕ spin(5, 1) est moins transparente. En choisissant une base des matrices
ΓM adaptée à la décomposition, et en agissant avec les générateurs de chaque facteur
sur Ψ, on identifie les 16 composantes de Ψ comme 4 fermions de Weyl gauches et 4
fermions de Weyl droits sous so(4). Les 4 spineurs gauches se transforment entre eux
sous la représentation 4 de spin(5, 1), et les 4 spineurs droits sous la complexe conjuguée
4̄. Ceci est parfaitement cohérent avec l’interprétation de spin(5, 1) comme l’algèbre de
R-symétrie : les 16 supercharges qui forment un spineur de Majorana–Weyl Q en 10
dimensions correspondent du point de vue quadri-dimensionnel à 4 spineurs gauches
QI et 4 spineurs droits Q̄I , et les Q̄I se transforment sous R-symétrie dans la complexe
conjuguée de la transformation des QI . On a donc affaire à une supersymétrie N = 4 en
4 dimensions.
12. La réduction dimensionnelle n’est pas faite dans les détails, car le calcul est plutôt long (∼ 10

pages à la main), et du même genre que dans le chapitre 5. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter
l’article original [21] ou la revue [19].
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3. Supersymétrie N = 4

Ensuite, on décompose l’action. Le terme cinétique du champ de jauge est facile à
traiter :

1
2FMNF

MN = 1
2FµνF

µν + FµAF
µA + 1

2FABF
AB, (3.53)

où les différents termes sont :

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] (3.54)
FµA = ∂µΦA + [Aµ,ΦA] = DµΦA (3.55)
FAB = [ΦA,ΦB]. (3.56)

On a aussi
ΓMDMΨ = ΓµDµΨ + ΓA[ΦA,Ψ]. (3.57)

Si on décompose Ψ en les spineurs de dimension 4 qui le composent, on obtient alors
après un peu de travail une action pour la théorie de Yang–Mills supersymétrique N = 4,
qui contient en plus des termes cinétiques pour Aµ,ΦA, et les fermions gauches λαI et
droits χ̄Iα̇ :
– des couplages à 4 scalaires provenant de FABFAB donnés par [ΦA,ΦB][ΦA,ΦB] ;
– des couplages de Yukawa provenant de ΨΓADAΨ, et donnés par λI (̄ΣA)IJ [ΦA, λJ ]
et χ̄I(ΣA)IJ [ΦA, χ̄J ], où les Σ et Σ̄ sont des Clebsch–Gordan de Spin(5, 1) pour
4⊗ 4→ 6 et 4̄⊗ 4̄→ 6 respectivement, et qui interviennent explicitement dans les
matrices γ en 6 dimensions.

Les constantes de couplage ne sont pas libres, mais fixées par la forme de l’action à 10
dimensions et la procédure de réduction dimensionnelle.

On peut faire de la même façon la réduction dimensionnelle pour les transformations
de supersymétrie, et on obtient alors des formules qui lient tous les champs bosoniques à
tous les champs fermioniques.
D’après cette brève discussion, on constate qu’il n’aurait pas été facile d’arriver à

l’action pour la supersymétrie N = 4 en essayant de deviner la forme des couplages, et
encore plus compliqué de montrer qu’une telle action est bien supersymétrique. L’approche
suivie permet de contourner tous ces obstacles, et d’offrir par ailleurs une notation plus
condensée : on sait que l’action N = 4 provient de l’action N = 1 en dimension 10, et on
peut donc la noter de façon équivalente avec les notations de dimension 10,

SN=4 = − 1
2g2

YM

Tr
∫

d4x(1
2FMNF

MN −ΨΓMDMΨ), (3.58)

à condition d’imposer la contrainte ∂A = 0 sur les champs. C’est ce qu’on fera dans la
suite, où on écrira cependant AM = (Aµ,ΦA).

3.5. Invariance superconforme
Une propriété importante de l’actionN = 4 est qu’elle présente une invariance conforme.

Classiquement, ceci découle de l’absence de terme de masse dans l’action, qui est donc
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3.5. Invariance superconforme

invariante sous dilatations X → λx, et que l’on peut étendre en une invariance sous tout
le groupe conforme. En général, l’invariance conforme est brisée au niveau quantique par
une anomalie. Ceci n’est pas le cas ici : il existe une phase où la symétrie conforme est
une symétrie exacte de la théorie quantique [23].

Cette symétrie conforme étend l’algèbre de supersymétrie en une algèbre superconforme.
En effet, l’algèbre superconforme étend l’algèbre de Poincaré (3.1). On ajoute de nouveaux
générateurs Kµ et D, qui engendrent respectivement les transformations conformes
spéciales

xµ → xµ + aµx2

1 + 2xνaν + a2x2 (3.59)

et les dilatations xµ → λxµ. Remarquons que les transformations conformes spéciales
sont singulières, le dénominateur s’annulant en xµ = −aµ

a2 . Les nouvelles relations de
commutation sont 13 [24, 19]

[Mµν , Kρ] = −i(δµρ − δνρKµ) [Mµν , D] = 0 (3.60)
[Pµ, Kν ] = 2iMµν − 2iδµνD [D,Pµ] = −iPµ (3.61)
[D,Kµ] = iKµ. (3.62)

Ceci permet d’étendre l’algèbre de supersymétrie en une algèbre superconforme : de la
même manière que l’anticommutateur d’une supercharge de supersymétrie QαI avec son
hermitien conjugué correspond à une translation Pµ, l’anticommutateur d’une supercharge
SIα (appelée transformation superconforme spéciale) avec son hermitien conjugué est une
transformation conforme spéciale Kµ. On a ainsi 32 supercharges, et les supercharges
additionnelles se révéleront importantes.
Symboliquement, les relations de commutation additionnelles sont 14

[D,Q] = − i2Q [D,S] = i

2S [K,Q] ∼ S (3.63)

[P, S] ∼ Q {S, S} ∼ K {Q,S} ∼M +D +R (3.64)

L’action est automatiquement invariante sous transformations superconformes si elle
est invariante pour la supersymétrie et pour les transformations conformes : il suffit de
définir les supercharges S à partir du commutateur de Kµ avec QαI . Explicitement,

{QαI , Kµ} = −i(σµ)αβ̇S̄
β̇
I . (3.65)

et de manière similaire pour Q̄I
α̇ et SIα.

Plutôt que par l’algèbre, nous sommes intéressés par la représentation explicite des
transformations superconformes sur les champs de la théorie. On définit le spineur de
Majorana–Weyl en 10 dimensions ε(x) par

ε(x) = εs + xµΓ̃µεc, (3.66)

13. La métrique est définie positive avec la réduction dimensionnelle que l’on a faite.
14. Elles sont détaillées par exemple dans [25], mais nous n’aurons pas vraiment besoin de leur forme

exacte, qui est relativement longue, dans ce mémoire.
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3. Supersymétrie N = 4

où εs et εc sont deux spineurs de Majorana–Weyl respectivement gauche et droit, qui
paramétrisent respectivement une transformation de supersymétrie et une transformation
superconforme spéciale. On constate que ∂µε = Γ̃µεc et est donc une constante. Avec
cette définition, les transformations

δεAM = εΓMΨ (3.67)

δεΨ = 1
2FMNΓMNε+ 1

2ΦAΓµA∂µε (3.68)

laissent l’action invariante. En effet, la variation de FMN garde exactement la même
forme (3.35) que dans le cas où ε est constant et paramétrise une supersymétrie, alors que
les termes en ∂µε dans la variation de DµΨ, s’annulent en utilisant (A.18) précisément
grâce au terme supplémentaire en ∂µε dans (3.68).
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4. La théorie sur la sphère
Les transformations conformes et superconformes jouent un rôle important dans la

théorie, et on verra au chapitre suivant que l’opérateur Q dont la cohomologie intervient
dans la procédure de localisation est une combinaison de transformations supersymétriques
(de Poincaré) et superconformes. Étant donné que les transformations conformes ne sont
bien définies que sur R4 ∪ {∞}, les transformations conformes spéciales échangeant un
point de R4 avec le point à l’infini, il faut définir la théorie sur cet espace, c’est-à-dire la
sphère S4.

Ceci est l’objet des deux premières sections. Après avoir défini la théorie sur la sphère,
on peut alors étudier le carré des transformations de supersymétrie afin de trouver sous
quelles conditions elles s’annulent, ce qui est nécessaire pour la localisation (dans le
langage du chapitre 2, ceci permet de trouver la sous-algèbre équivariante). Ceci est
l’objet de la section 4.3. Enfin, après tout ce travail technique, on définit la boucle de
Wilson dans la dernière section et on regarde quelle combinaison des supercharges elle
préserve (i.e. pour quelles transformations elle est fermée).

4.1. La sphère : généralités
4.1.1. Coordonnées stéréographiques
On va mettre des coordonnées sur la sphère de rayon r, S4 = {(yi) ∈ R5 | yiyi = r2},

en faisant une projection stéréographique à partir du pôle sud. L’ouvert de carte est
S4 \ {ps} où ps est le pôle sud de la sphère. On note les coordonnées comme sur la
figure 4.1. Les deux triangles rectangles indiqués sur la figure sont semblables, et donc 1

xµ

2r = yµ

r + y5 =⇒ yµ =
(

1 + y5

r

)
xµ

2 . (4.1)

Comme yiyi = r2, on a yµyµ = r2 − (y5)2 d’où l’on tire en utilisant (4.1)
y5

r
=

1− x2

4r2

1 + x2

4r2

, (4.2)

où on prend le carré de xµ avec la métrique plate de R4 :

x2 =
4∑

µ=1
xµxµ (4.3)

1. Le facteur 1/2 inhabituel se révélera plus commode dans la suite.
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(yi)
y5

( xµ)

r

0

S4

θ

½
ℝ4

Figure 4.1. : La sphère S4 de rayon r. Les coordonnées yi, i = 1, . . . , 5 sont les coordon-
nées sur R5 ⊃ S4, les xµ, µ = 1, . . . , 4 sont les coordonnées stéréographiques
sur la sphère.

que l’on note aussi x2 = xµ̂xµ̂ = δµ̂ν̂x
µ̂xν̂ pour des raisons qui vont apparaître plus loin.

On a ainsi défini l’application de coordonnées ϕ : S4 \ {ps} → R4 où ϕ(yµ) = xµ

selon (4.1) et ϕ(y5) est donné par (4.2).
Il sera aussi utile plus tard de définir l’angle polaire θ, qui satisfait à

cos θ = y5

r
=

1− x2

4r2

1 + x2

4r2

. (4.4)

Remarquons que l’équateur est en θ = 0, ou encore en x2 = 4r2.

4.1.2. Métrique sur la sphère
On veut trouver la métrique sur la sphère induite par le plongement S4 ↪→ R5 où R5

est muni de la métrique plate euclidienne usuelle (que l’on a d’ailleurs déjà utilisée sans
le dire pour trouver les coordonnées sur la sphère).

On a pour R4 que ds2 = (dyi)2 = (dy5)2 + (dyµ)2. En utilisant les expressions pour y5

et yµ dans les coordonnées stéréographiques trouvées juste au-dessus, on trouve après un
calcul simple que la métrique sur la sphère s’écrit

g = ds2 = dx2(
1 + x2

4r2

)2 . (4.5)

Cette métrique a la propriété d’être conformément plate, ce qui sera fort utile.

Définition 4.1. Soit (M, g) une variété (pseudo-)riemannienne. Alors, g est conformé-
ment équivalente à ĝ s’il existe une fonction Ω ∈ C∞(M) appelée facteur conforme telle
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4.2. Transformation de Weyl

que
gp = e2Ω(p)ĝp

et la transformation ĝ → g est appelée transformation de Weyl.
Une métrique conformément équivalente à la métrique plate est dite conformément

plate.

Comme la métrique sur la sphère dans les coordonnées stéréographique est conformé-
ment plate, avec le facteur conforme donné par

e2Ω(x) = 1(
1 + x2

4r2

)2 , (4.6)

on va pouvoir trouver la théorie sur la sphère à partir de la théorie sur R4 en définissant
de nouveaux champs Aµ,ΦA,Ψ reliés aux anciens champs sur R4 par la transformation
de Weyl d’une manière que l’on va préciser plus loin.

4.2. Transformation de Weyl
4.2.1. Champs sur un espace courbe
Étant donné que la transformation de Weyl est une transformation sur la métrique,

il faut écrire l’action de manière à faire intervenir la métrique explicitement. De plus,
l’action doit avoir un sens intrinsèque et ne peut dépendre du choix de coordonnées, donc
il faut écrire des termes qui sont invariants sous changements de coordonnées.

La forme volume

Le volume d’intégration est le volume riemannien, que l’on peut écrire explicitement
comme

dvol =
√

det g(x)dx1 ∧ · · · ∧ dx4 noté √
g d4x. (4.7)

Les termes bosoniques

Il suffit d’écrire la dépendance explicite en la métrique. Par exemple
1
2FµνF

µν = 1
2Fµνg

µρgνσFρσ (4.8)

Comme les ΦA sont des champs scalaires, c’est-à-dire que les ΦA sont des fonctions, la
dérivée ordinaire pour ces champs coïncide avec la dérivée de Levi-Civita, et il ne faut
donc pas modifier le terme cinétique pour Φ. Il ne faut pas non plus modifier les dérivées
sur les Aµ dans Fµν , car la connexion de Levi-Civita est symétrique et la différentielle
extérieure covariante (de Levi-Civita) coïncide donc avec la différentielle extérieure sur
ceux-ci.
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4. La théorie sur la sphère

Le terme fermionique

Ici, il va falloir modifier la dérivée covariante de jauge pour prendre en compte les
changements de coordonnées pour les fermions.
On sait que sur Rm, un fermion Ψ se transforme selon

Ψ(x)→ Ψ′(x′) = S(Λ)Ψ(x) (4.9)

où S(Λ) est l’opérateur (ou plutôt l’un des deux opérateurs) de la rotation Λ ∈ SO(m)
dans la représentation spinorielle Spin(m).
Si on considère un fermion sur une variété M , on peut faire des transformations de

coordonnées plus générales :

Ψ(x)→ Ψ′(x′) = S(Λ(x))Ψ(x) (4.10)

où cette fois-ci, la rotation Λ(x) peut dépendre des coordonnées x du point sur la variété.
Mathématiquement, le champ spinoriel n’est plus une fonction M → V où V est

l’espace vectoriel de la représentation spinorielle, mais de manière analogue à un champ
de vecteurs, devient une section d’un fibré vectoriel π : S →M de fibre π−1(p) = Sp ∼= V
appelé fibré spinoriel. On peut alors prendre différentes trivialisations locales du fibré : il
n’y a pas de façon naturelle d’écrire le fibré restreint à un ouvert U suffisamment petit
de M , S|U = π−1(U) de façon triviale S|U ∼= U × V . Les différentes trivialisations locales
possibles pour ce fibré sont liées par des transformations de Spin(m) dans les fibres V . 2

Comme Ψ est une section du fibré S, il faut introduire une connexion sur S pour
pouvoir la dériver de manière covariante. La connexion que l’on veut mettre sur S est
celle induite par la connexion de Levi-Civita sur TM , et est appelée connexion de spin.
Voici brièvement comment on procède. 3

Dans une carte U de coordonnées xµ, on choisit m sections locales de TM , que l’on
dénote eµ̂, µ̂ = 1, . . . ,m. Ces sections sont choisies de manière à être orthonormées :

gµν(x)eµµ̂(x)eνν̂(x) = δµ̂ν̂ . (4.11)

Un tel ensemble de sections est appelé tétrade ou vierbein en dimension 4 ou vielbein en
dimension quelconque. On peut introduire la base duale eµ̂ sur T ∗M telle que

eµ̂µe
µ
ν̂ = δµ̂ν̂ (4.12)

et on peut vérifier que l’on peut monter et descendre les indices avec la métrique
correspondante aux indices (g pour les indices normaux et δ pour les indices avec )̂ :

eµ̂µ = gµνδ
µ̂ν̂eνν̂ . (4.13)

2. Il y a des obstructions topologiques à la construction d’un fibré vectoriel de groupe de structure
Spin(m) : il faut pouvoir relever les fonctions de transition du fibré des repères orthonormés en des
fonctions de transition sur Spin(m). La condition à remplir est, outre l’orientabilité de la variété, que
la deuxième classe de Stiefel–Whitney de M , w2(M) ∈ H2(M ;Z2) soit nulle, ce qui est le cas pour la
sphère Sm. Pour plus de détails, voir [9].

3. Le lecteur souhaitant plus de détails est une fois encore renvoyé à [9].
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Tous les tenseurs peuvent se réécrire dans la base des eµ̂. De même, on peut réécrire
les composantes de la connexion de Levi-Civita en termes des eµ̂ : si on définit

∇eµ̂eν̂ = Γρ̂µ̂ν̂eρ̂, (4.14)

alors on voit facilement que

Γρ̂µ̂ν̂ = eρ̂ρe
µ
µ̂(∂µeρν̂ + eνν̂Γρµν) (4.15)

où les Γρµν sont les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita. On définit
alors la 1-forme de connexion ωµ̂ν̂ par

ωµ̂ν̂λ = Γµ̂ρ̂ν̂e
ρ̂
λ, (4.16)

et on peut montrer que ω a tout ce qui est requis pour être le représentant local d’une
connexion. En effet, (ωµ̂ν̂) ∈ so(m) et sous le changement de sections locales (ou encore,
sous changement de trivialisation du fibré tangent)

eµµ̂(x)→ e′µµ̂ (x) = eµν̂ (x)(Λ−1)ν̂µ̂(x), (4.17)

ω devient
ω′ = ΛωΛ−1 + Λ−1dΛ. (4.18)

La connexion ω s’appelle la connexion de spin sur TM . Ce n’est rien d’autre que
la connexion de Levi-Civita, mais qui rend manifeste le fait que l’on a une connexion
métrique sur un SO(m)-fibré vectoriel. Ceci permet facilement d’écrire comment cette
connexion agit sur un spineur : étant donné que ωµ(x) est un élément de l’algèbre de Lie
so(m), il suffit de prendre une représentation spinorielle de cette algèbre pour le faire
agir sur un spineur :

S(ωλ(x))Ψ(x) = 1
4ωµ̂ν̂λ(x)γµ̂ν̂Ψ(x) (4.19)

où 1
2γ

µ̂ν̂ = 1
2γ

[µ̂γ ν̂] est un générateur (antihermitien) de l’algèbre spin(m) et les γµ̂ sont
les générateurs de l’algèbre de Clifford avec la métrique plate habituelle ({γµ̂γ ν̂} = 2δµ̂ν̂)
qui agissent sur les spineurs dans une trivialisation donnée du fibré spinoriel S. On peut
donc construire une dérivée covariante ∇ pour les spineurs,

∇µΨ(x) =
(
∂µ + 1

4ωµ̂ν̂λ(x)γµ̂ν̂
)

Ψ(x). (4.20)

Dans le cas où Ψ est dans la représentation adjointe du groupe de jauge, c’est-à-dire
est une section du fibré S ⊗ ad(G), on combine les deux connexions, de Yang–Mills et de
spin, dans la dérivée covariante D :

DµΨ(x) =
(
∂µ + 1

4ωµ̂ν̂λ(x)γµ̂ν̂
)

Ψ(x) + [Aµ(x),Ψ(x)]. (4.21)
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4. La théorie sur la sphère

Pour finir la discussion sur les spineurs, notons la propriété suivante : la connexion
de spin satisfait à la règle de Leibniz dans l’algèbre des tenseurs-spineurs, à condition
de faire agir la connexion sur une section selon ses lois de transformation sous Spin(m),
c’est-à-dire selon les indices qu’elle porte. Par exemple, si l’on définit γµ = eµµ̂γ

µ̂,

∇νγ
µ = ∂νγ

µ + Γµνργρ + 1
4ωµ̂ν̂ν [γ

µ̂ν̂ , γµ] (4.22)

car γµ = (γµ)αβ porte deux indices spinoriels. En développant l’expression on obtient la
propriété importante que

∇νγ
µ = 0, (4.23)

c’est-à-dire que les γµ, qui engendrent l’algèbre de Clifford pour la métrique courbe gµν ,
sont covariantement constants (ou parallèles).

L’action en coordonnées quelconques

En remettant le tout ensemble, on obtient l’action de SUSY N = 4 écrite de manière
covariante :

SR4 = − 1
2g2

YM

Tr
∫
R4

d4x
√
g
(1

2g
MPgNQFMNFPQ −ΨΓMDMΨ

)
(4.24)

où gMN est la métrique courbe gµν pour M,N = 1, . . . 4 et ηMN sinon, de même pour
ΓM , et la dérivée covariante pour Ψ fait intervenir la connexion de Yang–Mills , ainsi que
la connexion de spin pour M = 1, . . . , 4 selon l’équation (4.21) :

DµΨ(x) =
(
∂µ + 1

4ωµ̂ν̂λ(x)Γµ̂ν̂
)

Ψ(x) + [Aµ(x),Ψ(x)]. (4.25)

On a ici pris en compte que Ψ est un fermion de Majorana-Weyl du point de vue
10-dimensionnel, et on peut donc utiliser les Γµ au lieu des γµ.

Une propriété utile que nous allons utiliser dans la suite est que l’on peut intégrer par
parties toutes les dérivées covariantes dans cette action. On a déjà vu que la trace permet
d’intégrer par parties la connexion de Yang–Mills. Pour la connexion de Levi-Civita ou
de spin, on a la propriété bien connue

∇µV
µ = 1
√
g
∂µ (√g V µ) (4.26)

ce qui implique

∂µ (√g V µA) = √g∇µ (V µA) = √g∇µV
µA+√g V µ∇µA. (4.27)

Quand on intègre, le premier terme est une divergence totale (l’intégrant est une forme
différentielle exacte), et donc∫

d4x
√
g V µ∇µA = −

∫
d4x
√
g∇µV

µA. (4.28)
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4.2.2. La transformation de l’espace plat sur la sphère
On va maintenant faire la transformation de Weyl 4 de l’espace plat sur la sphère. Pour

cela il ne suffit pas de remplacer uniquement la métrique plane par la métrique sur la
sphère, et d’utiliser l’action (4.24) avec cette métrique. Cette action a bien un sens sur
la sphère car elle est valable en coordonnées quelconques, mais il n’y a pas de raison
qu’elle présente les mêmes symétries que l’action sur R4. En particulier, on peut vérifier
que cette action n’est pas invariante sous les supersymétries établies dans le chapitre
précédent. Pour avoir une action qui préserve les mêmes symétries (en particulier la
symétrie superconforme N = 4), il faut également, comme nous allons le constater plus
loin, redéfinir les champs avec un certain facteur. En effet, l’anticommutateur de deux
symétries superconformes est une transformation conforme de l’espace plat, c’est-à-dire
une transformation qui préserve la métrique à un facteur près. En changeant de métrique,
il faut changer la forme des transformations également, ce qui passe ici par une redéfinition
des champs. Si les X̂I désignent collectivement les champs de la théorie pour la métrique
plate, on peut faire

XI(x) = e∆(I)Ω(x)X̂I (sans sommation) (4.29)

où les ∆(I) sont des poids réels qui déterminent la transformation des champs X̂I
correspondants.
Comment déterminer ces ∆(I) ? Si on fait une transformation de Weyl avec un Ω

constant à partir de la métrique plate, alors la métrique est encore la métrique plate sur
R4, mais dilatée d’un facteur e2Ω. Une telle dilatation de la métrique ne doit rien changer
à l’action, et donc il faut transformer les champs de façon à compenser la transformation
de la métrique. Ceci détermine les poids ∆ univoquement pour tous les champs.
On part de l’action (4.24), où on met desˆsur tous les symboles. Notre métrique de

départ est ĝµν = δµν , et on fait la transformation de Weyl avec

gµν = e2Ωĝµν = e2Ωδµν =⇒ ĝµν = e−2Ωgµν . (4.30)

Sous une telle transformation,

det ĝ = e−8Ω det g =⇒
√
ĝ = e−4Ωg. (4.31)

Comme gµνgνρ = δµρ = ĝµν ĝνρ, on a aussi

ĝµν = e2Ωgµν . (4.32)

De manière similaire, on déduit de l’équation (4.11) que

êµµ̂ = eΩeµµ̂. (4.33)

4. Une telle transformation est aussi parfois appelée « application conforme ».
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4. La théorie sur la sphère

On trouve alors directement en comptant les puissances de eΩ dans chaque terme que
l’action transformée de Weyl est égale à l’action de départ, S[X] = S[X̂], si

Âµ = Aµ =⇒ ∆(Aµ) = 0 (4.34)
Φ̂A = eΩΦA =⇒ ∆(ΦA) = −1 (4.35)

Ψ̂ = e
3
2 ΩΨ =⇒ ∆(Ψ) = −3

2 . (4.36)

On va maintenant faire la transformation de Weyl explicite, avec un Ω non constant
mais donné par (4.6).

La forme volume

Comme il n’y a pas de dérivées de la métrique dans la forme volume, on a le même
résultat que dans le cas Ω constant,

√
ĝ d4x = √g e−4Ωd4x. (4.37)

Les termes de Yang–Mills

Comme Âµ = Aµ, on a

1
2 F̂µνF̂

µν = 1
2FµνF

µν et

DÂ = d + [Â, ·] = d + [A, ·] = DA. (4.38)

Les scalaires

La seule différence avec le cas Ω constant est que le terme cinétique pour les ΦA fait
intervenir des dérivées. On a

∂µΦ̂A = ∂µ
(
eΩΦA

)
= eΩ

(
∂µΦA + ∂µΩΦA

)
. (4.39)

Le terme cinétique est alors

Tr
√
ĝ ĝµνDµΦ̂ADνΦ̂A = Tr e−2Ω√g gµνDµ

(
eΩΦA

)
Dν

(
eΩΦA

)
(4.40)

= Tr√g gµν
(
DµΦADνΦA + 2∂µΩΦADνΦA + ∂µΩ∂νΩΦAΦA

)
.

(4.41)
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4.2. Transformation de Weyl

On peut réécrire le deuxième terme de la façon suivante :

Tr√g gµν2∂µΩΦADνΦA = Tr√g gµν∂µΩDν

(
ΦAΦA

)
(4.42)

= −Tr ∂ν (√g gµν∂µΩ) ΦAΦA (4.43)
= −Tr ∂ν

(
e2Ωδµν∂µΩ

)
ΦAΦA (4.44)

= −Tr
(
2e2Ωδµν∂µΩ∂νΩ + e2Ωδµν∂ν∂µΩ

)
ΦAΦA (4.45)

= −Tr√g gµν (2∂µΩ∂νΩ + ∂ν∂µΩ) ΦAΦA (4.46)

où on a laissé tomber la divergence totale à la deuxième ligne. Et donc, à une divergence
près,

Tr
√
ĝ ĝµνDµΦ̂ADνΦ̂A = Tr√g gµν

[
DµΦADνΦA − (∂µΩ∂νΩ + ∂µ∂νΩ) ΦAΦA

]
. (4.47)

On peut évaluer la parenthèse explicitement en utilisant (4.6), et on trouve que

−√g gµν (∂µΩ∂νΩ + ∂µ∂νΩ) = −e2Ωδµν (∂µΩ∂νΩ + ∂µ∂νΩ) (4.48)

= e4Ω 2
r2 = √g 2

r2 . (4.49)

En fin de compte, on a

Tr
√
ĝ ĝµνDµΦ̂ADνΦ̂A = Tr√g gµν

[
DµΦADνΦA + 2

r2 ΦAΦA

]
. (4.50)

Il est naturel de se demander ce que ce terme supplémentaire représente géométrique-
ment. On peut montrer qu’en dimension 4, sous une transformation de Weyl, le scalaire
de Ricci R se transforme de la façon suivante [9] :

R = e−2Ω
[
R̂ − 6ĝµν

(
∂µΩ∂νΩ + ∇̂µ∂νΩ

)]
. (4.51)

On voit ainsi que la transformation de R6 pour une transformation de Weyl compense
exactement les termes dépendant du facteur conforme dans la transformation du terme
cinétique. Comme on est parti d’une métrique plate, R̂ = 0, et donc 2

r2 = R
6 pour la

sphère de rayon r.

La connexion de spin

Comme le terme cinétique pour les fermions dépend de la connexion de spin, et que
celle-ci est une fonction de la métrique qui se transforme sous transformation de Weyl,
on va d’abord calculer la loi de transformation de la connexion de spin.
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4. La théorie sur la sphère

On a par (4.15) :

Γρ̂µ̂ν̂ = eρ̂ρe
µ
µ̂(∂µeρν̂ + eνν̂Γρµν) (4.52)

=⇒ ωρ̂ν̂λ = eµ̂λΓρ̂µ̂ν̂ = eρ̂ρ(∂λe
ρ
ν̂ + eνν̂Γ

ρ
λν) (4.53)

= eΩêρ̂ρ
(
∂λ(e−Ωêρν̂) + e−Ωêνν̂Γ

ρ
λν

)
(4.54)

= êρ̂ρ
(
−∂λΩêρν̂ + êνν̂Γ

ρ
λν

)
. (4.55)

Or,

Γρλν = 1
2g

ρµ(∂λgµν + ∂νgµλ − 2∂µgλν) (4.56)

= 1
2e
−2Ωδρµ(2∂λΩe2Ωδµν + 2∂νΩe2Ωδµλ − ∂µΩe2Ωδλν) (4.57)

= ∂λΩδρν + ∂νΩδρλ − ∂µΩδρµδλν . (4.58)

En insérant cette expression dans (4.55), on obtient la connexion de spin

ωρ̂ν̂λ = êρ̂λê
ν
ν̂∂νΩ− êρ̂νeν̂λ∂νΩ. (4.59)

On peut maintenant calculer la transformation du terme cinétique des fermions. On a

−Tr
√
ĝ Ψ̂Γ̂µD̂µΨ̂ = −Tr√g e−4ΩΨe 3

2 ΩeΩΓµ
(
∂µ(e 3

2 ΩΨ) + [Aµ, e
3
2 ΩΨ]

)
(4.60)

= −Tr√g Γµ
(3

2∂µΩΨ + ∂µΨ + [Aµ,Ψ]
)
. (4.61)

D’autre part, regardons comment la connexion de spin (4.59) agit sur les fermions :
1
4ωρ̂ν̂µΓρ̂ν̂ = 1

4 êρ̂µê
ν
ν̂∂νΩΓρ̂ν̂ − 1

4 ê
ν
ρ̂eν̂µ∂νΩΓρ̂ν̂ (4.62)

= 1
2Γ ν

µ ∂νΩ. (4.63)

ce qui implique que
Γµ1

4ωρ̂ν̂µΓρ̂ν̂ = 1
2ΓµΓ ν

µ ∂νΩ = 3
2Γν∂νΩ (4.64)

où le facteur 3 apparaît vu qu’il y a 3 indices que µ peut prendre, car il faut µ 6= ν en
vertu de l’antisymétrie de Γ ν

µ .
On voit donc que le terme supplémentaire dans (4.61) qui dépend du facteur conforme

peut être interprété comme la connexion de spin qui agit sur Ψ. Formulé différemment,
la dérivée covariante de spin est aussi covariante de Weyl 5 en dimension 4 :

∇̂µΨ̂ = ∇̂µψ c’est-à-dire (4.65)
∇̂µ(e 3

2 ΩΨ) = e
3
2 Ω∇µΨ. (4.66)

5. On l’a montré dans le cas où la métrique de départ est plate et donc la connexion de spin ω̂ est
nulle, mais on peut généraliser très facilement au cas où la connexion de départ est également non nulle.
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4.2. Transformation de Weyl

Pour revenir au terme cinétique des fermions, on a ainsi montré que

− Tr
√
ĝ Ψ̂Γ̂µD̂µΨ̂ = −Tr√gΨΓµDµΨ, (4.67)

où la dérivée covariante dans le membre de droite fait également intervenir la connexion
de spin.

L’action sur la sphère

Si on remet ensemble tout ce qu’on vient de faire, on voit que l’action sur la sphère est
donnée par

SS4 = − 1
2g2

YM

Tr
∫

d4x
√
g
(1

2g
MPgNQFMNFPQ −ΨΓMDMΨ + 2

r2 ΦAΦA

)
(4.68)

où la métrique est la métrique sur la sphère (4.5) quand les coordonnées sont comprises
entre 1 et 4 et la métrique de Minkowski sinon, et DMΨ contient, outre la connexion de
Yang–Mills, la connexion de spin lorsque M = 1, . . . , 4.

Remarquons qu’on a trouvé une action qui est définie que sur un ouvert de carte
qui exclut le pôle sud. Comme les grandeurs qui interviennent dans l’intégrant sont
covariantes, cette action peut être étendue à toute la sphère en ajoutant un ouvert de
carte contenant le pôle sud et en définissant l’intégrale sur celui-ci par la même expression.

Les transformations superconformes

Étant donné qu’on a modifié les champs, il n’y a pas de raison pour que les trans-
formations superconformes gardent la même forme que sur R4. On va voir que les
transformations vont garder une forme très similaire, mais que le paramètre ε de la
transformation va être dilaté avec un certain poids : ε = e∆(ε)Ωε̂.
Sur R4, on avait (cf. (3.66)) :

ε̂(x) = εs + xµ ˆ̃Γµεc. (4.69)

Pour une transformation superconforme, on a

Φ′A = e−ΩΦ̂′A = e−Ωδε̂Φ̂A = e−Ωε̂Γ̂AΨ̂ = e−Ωε̂Γ̂Ae 3
2 ΩΨ = e

1
2 Ωε̂ΓAΨ (4.70)

étant donné que Γ̂A = ΓA, les composantes non comprises entre 1 et 4 ne se transformant
pas sous transformation de Weyl. La transformation de Φ a donc la méme forme que
celle de Φ̂ dans R4, à condition de définir

ε(x) = e
1
2 Ω(x)ε̂(x) = e

1
2 Ω(x)

(
εs + xµ ˆ̃Γµεc

)
= e

1
2 Ω(x)

(
εs + xµ̂Γ̃µ̂εc

)
. (4.71)
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Cette définition de ε fonctionne pour les transformations superconformes de tous les
champs. En effet, pour Aµ, on a

A′µ = Â′µ = δε̂Âµ = ε̂Γ̂µΨ̂ = ε̂e−ΩΓµe
3
2 ΩΨ = e

1
2 Ωε̂ΓµΨ = εΓµΨ. (4.72)

Quant à Ψ,
Ψ′ = e−

3
2 ΩΨ̂′ = e−

3
2 Ωδε̂Ψ (4.73)

= e−
3
2 Ω 1

2
(
F̂MN Γ̂MN ε̂+ Φ̂AΓ̂µA∂µε̂

)
(4.74)

= e−
3
2 Ω 1

2
(
F̂µνΓ̂µν ε̂+ 2F̂µAΓ̂µAε̂+ F̂ABΓ̂AB + Φ̂AΓ̂µA∂µε̂

)
(4.75)

= e−
3
2 Ω 1

2
(
Fµνe

2ΩΓµν ε̂+ 2Dµ(eΩΦA)eΩΓµAε̂+ e2ΩFABΓAB ε̂+ eΩΦAe
ΩΓµA∂µε̂

)
(4.76)

= e
1
2 Ω 1

2
(
FMNΓMN ε̂+ 2∂µΩΦAΓµAε̂+ ΦAΓµA∂µε̂

)
. (4.77)

Or d’après (4.63),

ΦAΓµA∇µε = ΦAΓµA∇µ(e 1
2 Ωε̂) (4.78)

= e
1
2 Ω
(

ΦAΓµA∇µε̂+ 1
2ΦAΓµA∂µΩε̂

)
(4.79)

= e
1
2 Ω
(

ΦAΓµA∂µε̂+ 1
2ΦAΓµAΓ ν

µ ∂νΩε̂+ 1
2ΦAΓµA∂µΩε̂

)
(4.80)

= e
1
2 Ω
(
ΦAΓµA∂µε̂+ 2ΦAΓµA∂µΩε̂

)
. (4.81)

On voit donc que

Ψ′ = 1
2
(
FMNΓMN(e 1

2 Ωε̂) + ΦAΓµA∇µ(e 1
2 Ωε̂)

)
= 1

2
(
FMNΓMNε+ ΦAΓµA∇µε

)
. (4.82)

En résumé, les transformations superconformes sur la sphère sont :
δεAM = εΓMΨ

δεΨ = 1
2
(
FMNΓMNε+ ΦAΓµA∇µε

) avec ε(x) = e
1
2 Ω
(
εs + xµ̂Γ̃µ̂εc

)
. (4.83)

Il sera utile pour la suite de définir un ε̃ tel que

∇µε = Γ̃µε̃ ⇐⇒ ε̃ = 1
4Γµ∇µε. (4.84)

En utilisant la forme explicite (4.6) de Ω et (4.63), on trouve :

ε̃(x) = e
1
2 Ω(x)

(
εc −

xµ̂

4r2 Γµ̂εs
)
. (4.85)

À partir de cette expression, on peut voir que ε̃ obéit à

∇µε̃ = − 1
4r2 Γµε. (4.86)
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4.3. Supersymétrie au carré
Maintenant qu’on connaît la forme des transformations superconformes sur la sphère,

on peut calculer leur carré, ce qui est nécessaire afin de déterminer la sous-algèbre
équivariante. Comme l’algèbre considérée est engendrée par les champs, il suffit de
regarder comment δ2

ε agit sur chacun des champs Aµ,ΦA et Ψ. On peut avoir une idée
de ce que l’on va obtenir en considérant l’algèbre superconforme. Schématiquement, on a

(Q+ S)2 ∼ Q2 + S2 +QS ∼ P +K +M +R +D, (4.87)

c’est-à-dire qu’à côté d’une transformation purement d’espace-temps, engendrée par un
certain élément de l’algèbre superconforme, on s’attend à obtenir en plus une trans-
formation de R-symétrie. On va voir qu’on obtient bien ceci, avec une transformation
d’espace-temps que l’on peut écrire comme la somme d’une dérivée de Lie et d’une
dilatation locale, mais qu’on obtient en plus une transformation de jauge, ce qui est
permis car nos champs ne sont pas invariants de jauge. En outre, on va voir qu’obtient
des termes qui s’annulent seulement lorsque les équations du mouvement sont satisfaites,
et sur lesquels on va revenir plus loin.

4.3.1. Sur les bosons
On a

δ2
εAM = δε(εΓMΨ) = εΓM

(1
2FPNΓPNε+ 1

2ΦAΓµA∇µε
)
. (4.88)

Or
ΓMΓPN = Γ PN

M + δPMΓN − δNMΓP , (4.89)

et donc

1
2FPNεΓMΓPNε = 1

2
(
FPNεΓPNM ε+ FMNεΓNε− FPNεΓP ε

)
(4.90)

= 0 + FMNεΓNε (4.91)

car Γ PN
M est totalement antisymétrique, et εΓ PN

M ε sélectionne la partie symétrique en
M,N . On a également utilisé l’antisymétrie de F . D’autre part

1
2ΦAεΓMΓµA∇µε = 1

2ΦAεΓMΓµAΓ̃µε̃ = −2ΦAεΓM Γ̃Aε̃. (4.92)

Par conséquent,
δ2
εAM = −εΓNεFNM − 2εΓM Γ̃Aε̃ΦA. (4.93)
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Sur Aµ
Pour M = 1, . . . , 4 = µ, on a :

δ2
εAµ = −εΓNεFNµ − 2εΓµΓ̃Aε̃ΦA (4.94)

= −εΓνεFνµ − εΓAεFAµ − 2εΓµΓ̃Aε̃ΦA (4.95)
= −εΓνεFνµ + εΓAεDµΦA + 2εΓAΓ̃µε̃ΦA. (4.96)

Or,

Dµ(εΓAεΦA) = 2εΓA∇µεΦA + εΓAεDµΦA = 2εΓAΓ̃µε̃ΦA + εΓAεDµΦA. (4.97)

Si on définit le 10-vecteur v par

vM = εΓMε, (4.98)

on peut réécrire le carré de la transformation superconforme sur le champ Aµ comme

δ2
εAµ = −vνFνµ +Dµ(vAΦA). (4.99)

On peut écrire cette expression de manière encore différente. On remarque en effet que

−vνFνµ = −vν∂νAµ + vν∂µAν − vν [Aν , Aµ] (4.100)
= −vν∂νAµ +Dµ(vνAν)− Aν∂µvν (4.101)
= −Lv Aµ +Dµ(vνAν) (4.102)

où Lv A est la dérivée de Lie de la 1-forme A par rapport au champ de vecteurs de
composantes vν . Ceci donne pour finir

δ2
εAµ = −Lv Aµ +Dµ(vMAM). (4.103)

On voit que, contrairement à ce qu’on avait au chapitre 2, où le carré de la différentielle
équivariante engendrait une dérivée de Lie, on obtient ici un terme supplémentaire. Ceci
n’est pas très étonnant : sous une transformation de jauge de paramètre λ(x), le champ
de Yang–Mills A se transforme comme

Aµ → Aµ + δλAµ = Aµ −Dµ(λ). (4.104)

Or la dérivée de Lie est la version infinitésimale d’une transformation engendrée par un
groupe à un paramètre de difféomorphismes de la variété de base M , ce qui ne spécifie
pas entièrement son action sur les sections d’un fibré sur M : il existe plusieurs manières
de relever ces difféomorphismes dans le fibré, et donc plusieurs manières de relever la
dérivée de Lie également. Les différentes possibilités diffèrent par l’action du groupe (ou
de l’algèbre pour la dérivée de Lie) dans les fibres, c’est-à-dire par une transformation de
jauge. Et c’est précisément une telle transformation de jauge de paramètre λ = vMAM
qui apparaît dans (4.103) à côté de la dérivée de Lie d’une 1-forme ordinaire.
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Sur ΦA

Pour M = 0, 5, . . . , 9, on a :

δ2
εΦA = −εΓNεFNA − 2εΓAΓ̃B ε̃ΦB (4.105)

= −εΓµεFµA − εΓBεFBA − 2ε(Γ̃ B
A + δBA )ε̃ΦB (4.106)

= −vµDµΦA − vB[ΦB,ΦA]− 2εΓ̃AB ε̃ΦB − 2εε̃ΦA (4.107)
= −vµ∂µΦA − vµ[Aµ,ΦA]− vB[ΦB,ΦA]− 2εΓ̃AB ε̃ΦB − 2εε̃ΦA (4.108)
= −Lv ΦA − [vMAM ,ΦA]− 2εΓ̃AB ε̃ΦB − 2εε̃ΦA. (4.109)

Les deux premiers termes sont la dérivée de Lie et la transformation de jauge, comme
pour A. Ici, il y a par contre des termes supplémentaires. Le troisième terme correspond
à une rotation (infinitésimale) des champs ΦA par un élément du facteur spin(5, 1)R
de spin(9, 1) ⊃ spin(4)⊕ spin(5, 1), c’est-à-dire à une transformation de R-symétrie de
paramètre 2εΓ̃AB ε̃. Le dernier terme est une dilatation (infinitésimale) de paramètre 2εε̃.

4.3.2. Sur les fermions
On a

δ2
εΨ = δε

(1
2FMNΓMNε+ 1

2ΦAΓµA∇µε
)

(4.110)

= DM(εΓNΨ)ΓMNε+ 1
2(εΓAΨ)ΓµA∇µε (4.111)

= (∇µεΓNΨ)ΓµNε+ (εΓNDMΨ)ΓMNε+ 1
2(εΓAΨ)ΓµA∇µε, (4.112)

où, pour passer de la première à la deuxième ligne, on a utilisé l’expression explicite
δεFMN de (3.33) page 34.
On peut réécrire le deuxième terme comme

(εΓNDMΨ)ΓMNε = (εΓNDMΨ)(Γ̃MΓN − gMN)ε (4.113)

= −1
2(εΓNε)Γ̃MΓNDMΨ− (εΓMDMΨ)ε (4.114)

= −1
2(εΓNε)(−Γ̃NΓM + 2gMN)DMΨ− (εΓMDMΨ)ε (4.115)

= −(εΓMε)DMΨ + 1
2(εΓNε)Γ̃NΓMDMΨ− (εΓMDMΨ)ε (4.116)

où on a utilisé la conséquence de l’identité miraculeuse (A.38) à la deuxième ligne. On
constate que les deux derniers termes sont nuls seulement si les équations du mouvement
ΓMDMΨ = 0 sont satisfaites, et on reviendra plus tard sur ce point.
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Pour les deux autres termes, on a

(∇µεΓNΨ)ΓµNε+ 1
2(εΓAΨ)ΓµA∇µε

= (ε̃Γ̃µΓNΨ)ΓµNε+ 1
2(εΓAΨ)ΓµAΓ̃µε̃ (4.117)

= (ε̃Γ̃µΓNΨ)(Γ̃µΓN − gµN)ε+ 1
2(εΓAΨ)(−4Γ̃A)ε̃ (4.118)

= (ε̃Γ̃µΓNΨ)Γ̃µΓNε− 4(ε̃Ψ)ε− 2(εΓAΨ)Γ̃Aε̃ (4.119)

On utilise l’identité miraculeuse sous la forme (A.36) pour réécrire le premier terme :

(ε̃Γ̃µΓNΨ)Γ̃µΓNε
= −(εΓNΨ)Γ̃µΓN Γ̃µε̃− (εΓN Γ̃µε̃)Γ̃µΓNΨ (4.120)
= −(εΓνΨ)Γ̃µΓνΓ̃µε̃− (εΓAΨ)Γ̃µΓAΓ̃µε̃− (εΓνΓ̃µε̃)Γ̃µΓνΨ− (εΓAΓ̃µε̃)Γ̃µΓAΨ (4.121)
= 2(εΓνΨ)Γ̃ν ε̃+ 4(εΓAΨ)Γ̃Aε̃− (εΓνΓ̃µε̃)Γ̃µΓνΨ− (εΓAΓ̃µε̃)Γ̃µΓAΨ (4.122)
= 2(εΓνΨ)Γ̃ν ε̃+ 4(εΓAΨ)Γ̃Aε̃− (εΓνΓ̃µε̃)(Γµν + gµν)Ψ− (εΓAΓ̃µε̃)ΓµAΨ (4.123)
= 2(εΓνΨ)Γ̃ν ε̃+ 4(εΓAΨ)Γ̃Aε̃− (ε̃Γµνε)ΓµνΨ− 4(εε̃)Ψ− (ε̃ΓµAε)ΓµAΨ (4.124)

où on a fait les contractions sur µ selon (A.17) à la ligne (4.122). On remet ça dans (4.119)
pour obtenir

(∇µεΓNΨ)ΓµNε+ 1
2(εΓAΨ)ΓµA∇µε

= 2(εΓνΨ)Γ̃ν ε̃+ 2(εΓAΨ)Γ̃Aε̃− (ε̃Γµνε)ΓµνΨ− 4(εε̃)Ψ− (ε̃ΓµAε)ΓµAΨ− 4(ε̃Ψ)ε
(4.125)

= −1
2(ε̃Γµνε)ΓµνΨ + 1

2(ε̃ΓABε)ΓABΨ

− 1
2(ε̃ΓMNε)ΓMNΨ + 2(εΓNΨ)Γ̃N ε̃− 4(εε̃)Ψ− 4(ε̃Ψ)ε. (4.126)

On peut montrer à l’aide d’une identité de Fierz que la dernière ligne vaut −3(ε̃ε)Ψ.
On a donc, en combinant ce résultat avec (4.116),

δ2
εΨ = −vMDMΨ− 1

2(ε̃Γµνε)ΓµνΨ + 1
2(ε̃ΓABε)ΓABΨ− 3(ε̃ε)Ψ + eom[Ψ] (4.127)

= −vµ∇µΨ− 1
4∇µ(εΓνε)ΓµνΨ− [vMAM ,Ψ] + 1

2(ε̃ΓABε)ΓABΨ− 3(ε̃ε)Ψ + eom[Ψ]
(4.128)

= −Lv Ψ− [vMAM ,Ψ]− 1
4(2εΓ̃AB ε̃)ΓABΨ− 3(ε̃ε)Ψ + eom[Ψ]. (4.129)

On a utilisé à la dernière ligne la définition de la dérivée de Lie d’un spineur [26, équation
(3.19)] Lv Ψ = vµ∇µΨ + 1

4∇µvνΓµνΨ, et dénoté par eom[Ψ] les termes qui s’annulent
lorsque les équations du mouvement pour Ψ sont satisfaites.
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Excepté ces termes, on retrouve la structure familière que l’on avait déjà pour ΦA, à
savoir que le carré d’une transformation de supersymétrie engendre une dérivée de Lie,
une transformation de jauge de paramètre vMAM , une transformation de R-symétrie
de paramètre 2εΓ̃AB ε̃, et une dilatation de paramètre 2ε̃ε (on retrouve que le poids
d’un spineur pour les transformations de Weyl est 3/2). On peut donc écrire en toute
généralité que

δ2
ε = −Lv−GvMAM −R2εΓ̃AB ε̃ − Ω2ε̃ε (4.130)

où G est la transformation de jauge, R la transformation de R-symétrie et Ω la dilatation,
et chaque champ se transforme dans la représentation adéquate pour chaque groupe de
transformations. La sous-algèbre équivariante sera donc composée de fonctionnelles qui
sont invariantes sous chacune de ces transformations.

Restent les termes qui s’annulent si les équations du mouvement pour Ψ sont satisfaites :

eom[Ψ] = 1
2(εΓNε)Γ̃NΓMDMΨ− (εΓMDMΨ)ε. (4.131)

On parle dans ce cas de fermeture de l’algèbre sur la couche de masse 6 : on obtient
une représentation de l’algèbre superconforme uniquement lorsque les champs satisfont
à leurs équations du mouvement, et pas dans tout l’espace des configurations pour les
champs. Ceci est gênant, car pour la localisation on a besoin d’un β tel que δ2

εβ soit
identiquement nul (on intègre dessus), et ce pas uniquement lorsque les équations du
mouvement sont satisfaites. On va y apporter une solution dans la section suivante.

4.4. Fermeture hors de la couche de masse — Champs
auxiliaires

Le fait que l’algèbre ne ferme pas hors de la couche de masse (i.e. quand les équations
du mouvement ne sont pas satisfaites) peut se comprendre de la manière suivante : la
supersymétrie exige qu’il y ait autant de degrés de liberté bosoniques que fermioniques.
Comptons le nombre de degrés de liberté que l’on a (du point de vue 10 dimensionnel) hors
de la couche de masse : un champ vectoriel de masse nul AM a 10− 1 = 9 composantes
réelles indépendantes (une composante est tuée par l’invariance de jauge), alors qu’un
spineur de Majorana–Weyl Ψ a 16 composantes réelles indépendantes. Il manque donc 7
degrés de liberté bosoniques pour pouvoir éventuellement avoir une représentation de
l’algèbre de supersymétrie hors de la couche de masse. C’est pourquoi on ajoute 7 champs
auxiliaires Ka à l’action [27, 28]. Ces champs doivent, comme AM et Ψ, se transformer
dans la représentation adjointe du groupe de jauge G. On veut que l’ajout des Ka ne
modifie pas le comportement sur la couche de masse de la théorie, donc il faut que les

6. Cette terminologie provient du fait que les équations du mouvement forcent la relation de dispersion
pµpµ = −m2 pour une particule de masse m, c’est-à-dire que la particule se trouve sur la couche de
masse. En anglais, on parle de on-shell/off-shell.
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équations du mouvement imposent Ka = 0. Par conséquent, on ajoute un terme cinétique
à l’action qui génère ces équations du mouvement :

SS4,K = − 1
2g2

YM

Tr
∫
R4

d4x
√
g
(1

2g
MPgNQFMNFPQ −ΨΓMDMΨ + 2

r2 ΦAΦA −KaKa

)
.

(4.132)
L’intérêt de cette procédure est que grâce à ces champs, on va pouvoir modifier les
transformations superconformes de manière à compenser les termes (4.131). On définit
de nouvelles transformations pour Ψ et Ka : δεΨ = 1

2FMNΓMNε+ 1
2ΦAΓµA∇µε+Kaνa

δεKa = −νaΓMDMΨ
, (4.133)

où les νa sont des spineurs de Majorana–Weyl qui satisfont

εΓMνa = 0 (4.134)
1
2(εΓNε)(Γ̃N)αβ = ναa ν

β
a + εαεβ (4.135)

νaΓMνb = δabεΓMε. (4.136)

On montrera plus loin comment choisir de tels νa.
On peut maintenant recalculer les carrés des transformations superconformes. 7

Pour AM
On a

δ2
εAM = δε(εΓMΨ) = εΓM

(1
2FMNΓMNε+ 1

2ΦAΓµA∇µε+Kaνa

)
(4.137)

= δ2
εAM |K=0 + εΓMνaKa = δ2

εAM |K=0 (4.138)

où δ2
εAM |K=0 est la transformation de AM que l’on avait avant d’introduire les champs

auxiliaires, et on a utilisé (4.134).

Pour Ψ

On a dans ce cas-ci

δ2
εΨ = δε

(1
2FMNΓMNε+ 1

2ΦAΓµA∇µε+Kaνa

)
(4.139)

= δ2
εΨ|K=0 − (νaΓMDMΨ)νa, (4.140)

7. Fort heureusement, il n’est pas nécessaire de tout refaire : il suffit de regarder les termes qui
dépendent de Ka.
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et par (4.131),

eom[Ψ]− (νaΓMDMΨ)νa = 1
2(εΓNε)Γ̃NΓMDMΨ− (εΓMDMΨ)ε− (νaΓMDMΨ)νa

(4.141)
= (νaΓMDMΨ)νa + (εΓMDMΨ)ε− (εΓMDMΨ)ε− (νaΓMDMΨ)νa (4.142)
= 0 (4.143)

en vertu de (4.135). On a donc bien une fermeture hors de la couche de masse de l’algèbre.

Pour Ka

Ici, il faut faire le calcul en entier. On a

δ2
εKa = δε(−νaΓMDMΨ) (4.144)

= −νaΓMδε(DM)Ψ− νaΓMDMδεΨ (4.145)

= −νaΓM [(εΓMΨ),Ψ]− νaΓMDM(1
2FPNΓPNε+ 1

2ΦAΓµA∇µε+Kbνb). (4.146)

En utilisant (A.38), on voit que le premier terme est nul :

−νaΓM [(εΓMΨ),Ψ] = −[(εΓMΨ), (ΨΓMνa)] = −1
2[(εΓMνa), (ΨΓMΨ)] = 0 (4.147)

par (4.134). Donc,

δ2
εKa = −1

2DMFPNνaΓMΓPNε− 1
2FPNνaΓ

µΓPN∇µε−
1
2νaΓ

MΓµA∇µεDMΦA

− 1
2νaΓ

νΓµA∇ν∇µεΦA − νaΓmνbDMK
b − νaΓµ∇µνbK

b. (4.148)

Le premier terme est nul. En effet, par (A.14),

−1
2DMFPNνaΓMΓPNε = −1

2D[MFPN ]νaΓMPNε−DMFMNνaΓNε = 0, (4.149)

le premier terme étant nul par l’identité de Bianchi, le second par (4.134). Pour les autres
termes de (4.148), on utilise les relations (4.85) et (4.86) faisant intervenir les dérivées
covariantes de ε et ε̃, ainsi que (4.136) :

δ2
εKa = −1

2FPNνaΓ
µΓPN Γ̃µε̃−

1
2νaΓ

MΓµAΓ̃µε̃DMΦA

− 1
2νaΓ

νΓµAΓ̃µ(− 1
4r2 )ΓνεΦA − δabεΓMεDMK

b − νaΓµ∇µνbK
b (4.150)

= −1
24FPAνaΓ̃PAε̃−

1
2(−4)νaΓM Γ̃Aε̃FMA

− 1
2(−4)νaΓνΓ̃A(− 1

4r2 )ΓνεΦA − δabεΓMεDMK
b − νaΓµ∇µνbK

b (4.151)
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grâce à (A.18). Les deux premiers termes se simplifient, et donc

= 2
r2νaΓ

AεΦA − δabεΓMεDMK
b − νaΓµ∇µνbK

b (4.152)

= −εΓMεDMKa − νaΓµ∇µνbK
b (4.153)

= −vMDMKa − ν[aΓµ∇µνb]K
b − ν(aΓµ∇µνb)K

b (4.154)
= −LvKa − [vMAM , Ka]− ν[aΓµ∇µνb]K

b − 4εε̃Ka, (4.155)

où on a utilisé la dérivée covariante de (4.136) pour obtenir νaΓµ∇µ = 4εε̃δab et passer à
la dernière ligne. Le troisième terme est le seul qui n’est pas familier : K est une section
d’un SO(7)-fibré vectoriel, et ce terme correspond à une rotation par so(7) dans la fibre,
qui peut apparaître lorsqu’on relève la dérivée de Lie dans le fibré.

Il reste maintenant à montrer comment on peut choisir les νa. Il n’est pas possible de
fermer toute l’algèbre hors de la couche de masse par cette méthode, 8 mais il est possible
de fermer une sous-algèbre dont la partie impaire contient 9 des 16 supercharges [27]
correspondant aux supersymétries (i.e. dont les éléments sont des combinaisons linéaires
de 9 des générateurs Q spécifiques). La méthode est relativement obscure, car elle utilise
une représentation des spineurs de Majorana–Weyl en termes d’octonions. Nous allons
ici utiliser une méthode plus simple [28], légèrement moins générale, mais suffisante pour
nos besoins : on va fermer une sous-algèbre avec 8 des 16 supercharges de supersymétrie,
et autant de supercharges superconformes. Pour cela, on impose la condition Γ09ε = ε,
c’est-à-dire que ε est un spineur invariant sous un sous-groupe Spin(1, 1) ⊂ Spin(9, 1). Le
paramètre ε est alors un spineur de Weyl de Spin(8), c’est-à-dire qu’il a 8 composantes
indépendantes. On prend alors νa = Γa8ε, avec a = 1, . . . , 7. Il n’est pas difficile de
vérifier que les équations (4.134) et (4.136) sont dans ce cas identiquement satisfaites,
en utilisant (A.14) et le fait que εΓN Γ̃PΓMε = 0 par symétrie si tous les indices sont
distincts (cf. (A.34)).

Quant à l’équation (4.135), elle est une conséquence des deux autres [5, appendice B],
et est donc automatiquement satisfaite.

Démonstration. On veut montrer que la matrice Mαβ = ναa ν
β
a + εαεβ peut être écrite

commeMαβ = 1
2v

N Γ̃αβN , c’est-à-dire qu’elle peut être développée sur les matrices Γ̃αβN avec
des coefficients 1

2v
N . Définissons un produit scalaire sur l’espace des matrices 16× 16, par

(M,N) = MαβNαβ. Comme ΓMαβΓ̃αβN = 16δMN en vertu des relations d’anticommutation et
que ΓN = Γ̃N , l’ensemble des 1

4 Γ̃N est orthonormé, et on peut l’étendre en une base de
R16×16. La composante de M selon 1

4 Γ̃N dans cette base est donnée par

mN = (M,
1
4ΓN) = 1

4(νaΓNνa + εΓNε) = 2vN . (4.156)

8. En fait, il n’y a pas de méthode connue pour fermer l’algèbre de supersymétrie hors de la couche
de masse en dimension 10.
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Les composantes dans la direction orthogonale aux 1
4 Γ̃N sont nulles. D’une part,

(M,M) = (εε)(εε)+(νaνb)(νaνb)+2(ενa)(ενb) = (εε)(εε)+δab(εε)δab(εε)+0 = 8(εε)(εε),
(4.157)

en utilisant Γ0 = I dans la représentation des matrices Γ choisie. D’autre part,∑
N

m2
N = 4vNvN = 4(εΓNε)(εΓ̃Nε) = 4[(εΓNε)(εΓNε)+2(εε)(εε)] = 8(εε)(εε), (4.158)

où on a encore utilisé Γ0 = I ainsi que l’identité miraculeuse sous la forme (A.36). Comme
les deux normes coïncident, il n’y a pas de composantes le long des autres directions de
la base, ce qui prouve le résultat.

On a ainsi achevé la fermeture hors de la couche de masse de l’algèbre : plus rien ne
dépend des équations du mouvement, et on connaît les conditions qu’une fonctionnelle β
doit satisfaire pour que δ2

εβ = 0. On va construire un tel β dans le chapitre suivant, mais
avant cela on va étudier la boucle de Wilson supersymétrique.

4.5. La boucle de Wilson supersymétrique
Une boucle de Wilson est un opérateur invariant de jauge non local, qui correspond

mathématiquement à l’holonomie [9] de la connexion de jauge. Si Aµ est la 1-forme qui
représente localement la connexion, et que l’on considère un chemin C : [0, 1]→ M de
vecteur tangent V , le transport parallèle le long du chemin peut s’écrire [9], en itérant
l’équation intégrale pour le transport parallèle, comme

∞∑
k=0

(−1)k
k!

∫ t

0
dt1 · · ·

∫ t

0
dtk V µ1(t1)Aµ1(C(t1)) · · ·V µk(tk)Aµk(C(tk)) (4.159)

que l’on résume par

P exp−
∫ t

0
dt′ V µ(t′)Aµ(C(t′)), (4.160)

où le symbole P , appelé 9 « produit ordonné le long du chemin », est là pour se souvenir
qu’il faut ordonner les opérateurs Aµ de façon à ce que l’opérateur Aµ pris au premier
temps le long du chemin soit le plus à droite dans le développement de l’exponentielle, et
en itérant la définition.

Si C est une boucle (C(0) = C(1) = p), on obtient la boucle de Wilson en faisant t = 1
et en prenant la trace dans la représentation R du groupe de jauge,

WR(C) = TrR P exp−
∫ 1

0
dt V µ(t)Aµ(C(t)) = TrR P exp−

∮
C
Aµdxµ. (4.161)

9. Path-ordered product en anglais.

61



4. La théorie sur la sphère

Cette boucle de Wilson n’est cependant pas supersymétrique, il n’y a pas de ε tel que
δε
∫

dt V µ(t)Aµ(C(t)) = 0. On va donc la modifier en ajoutant des champs scalaires dans
l’intégrant :

WR(C) = TrR P exp
∮
C

(
Aµdxµ + ΦAy

Ads
)
, (4.162)

où les yA prennent leurs valeurs dans S5, i.e. y : [0, 1] → S5 ⊂ R6. L’intégrant est
supersymétrique en un point donné : si on définit vM = (V µ, yA|V |) où |V | est la norme
du vecteur tangent V , alors on a

0 = δε(vMAM) = vM(εΓMΨ) si vM = εΓMε (4.163)

en vertu de l’identité miraculeuse (A.36). Pour que toute la boucle soit supersymétrique,
on doit pouvoir trouver un ε de la forme (4.71), ε(x) = e

1
2 Ω(x)(εs + xµ̂Γ̃µ̂εc) qui satisfasse

δε(vMAM) = 0 en tout point de la boucle. Ceci est une contrainte non triviale sur
la boucle. On peut analyser en toute généralité les différentes boucles possibles qui
préservent une partie de la supersymétrie, i.e. pour lesquelles il existe une sous-algèbre de
l’algèbre superconforme telle que δεWR(C) = 0 pour tout ε dans cette sous-algèbre [29].
Cette analyse sort du cadre de ce mémoire, et on va prendre ici une boucle particulière,
puis montrer qu’elle préserve une partie des supercharges.
On considère une boucle circulaire placée à l’équateur de S4. Sans perte de géné-

ralité, on peut la prendre dans le plan (x1, x2) grâce à la symétrie Spin(4), et on
peut mettre yA = (y0, 0, . . . , 0) car Spin(5, 1)R agit transitivement sur les ΦA. Expli-
citement, xµ = (2r cos t, 2r sin t, 0, 0) avec t ∈ [0, 2π[ (l’équateur est le lieu des points
x2 = 4r2). On a alors |V | =

√
(gµνV µV ν) = r car à l’équateur eΩ = 1

2 , et donc
vM = (r,−2r sin t, 2r cos t, 0, · · · , 0). La boucle est supersymétrique pour le paramètre ε
si et seulement si

0 = δε(vMAM) = vMεΓMΨ ∀AM ⇐⇒ vMΓMε = 0. (4.164)

Ici 10

0 = rΓ0ε− r sin tΓ1ε+ r cos tΓ2ε (4.165)

=⇒ 1
2(εs + xµ̂Γ̃µ̂εc) = ε = Γ̃0(sin tΓ1ε− cos tΓ2ε) (4.166)

= Γ̃0(sin tΓ1
1
2(εs + xµ̂Γ̃µ̂εc) + cos tΓ2

1
2(εs + xµ̂Γ̃µ̂εc). (4.167)

En particularisant pour les xµ sur la boucle, on obtient l’équation

1
2(εs + 2r cos tΓ̃1εc + 2r sin tΓ̃2εc) = 1

2Γ̃0(2rΓ1Γ̃2εc − cos tΓ2εs + sin tΓ̃1εs) (4.168)

10. Γ1 signifie Γµ̂, µ̂ = 1, et de même pour les autres indices.
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qui est satisfaite si et seulement si

εs = 2rΓ̃0Γ1Γ̃2εc ⇐⇒ εc = 1
2rΓ0Γ̃1Γ2εs. (4.169)

La boucle de Wilson considérée est donc supersymétrique, mais pour une combinaison
particulière des supercharges correspondant aux transformations de supersymétrie de
Poincaré et aux transformations superconformes spéciales. On peut choisir librement εs,
ce qui détermine entièrement la forme de εc, et la boucle de Wilson est donc invariante
sous une sous-algèbre engendrée par la moitié des supercharges, à savoir 16.

Le δε qui jouera le rôle de Q dans la localisation devra faire intervenir un ε qui satisfait
à (4.169) pour que la boucle de Wilson soit Q-fermée.

63





5. Localisation de la théorie
On en arrive maintenant au cœur du mémoire. Toute l’étude qui précède va porter

ses fruits, et nous permettre de définir dans la première section une fonctionnelle de
localisation β ainsi qu’un opérateur Q choisi parmi les transformations superconformes
qui préservent notre boucle de Wilson à l’équateur. Cette fonctionnelle et cet opérateur
doivent être tels que Q2β = 0 et que la composante de Qβ qui dépend des champs
bosoniques soit semi-définie positive sur l’espace des champs. Dans la deuxième section,
on pourra localiser explicitement l’intégrale de chemin, et voir ainsi que les seules
contributions à l’intégrale proviennent de champs constants. Pour finir, on va donner
dans la dernière section une piste pour expliquer qu’il n’y a pas de fluctuations dans la
direction normale, et donc pas de déterminant à calculer.

5.1. Le choix de la fonctionnelle de localisation
On cherche une fonctionnelle qui soit invariante sous δ2

ε pour un certain ε. En vertu
de (4.130), on sait que cette fonctionnelle doit obéir aux contraintes suivantes :
– être invariante sous la transformation de jauge de paramètre vMAM ;
– être invariante sous dilatation locale de paramètre 2εε̃ ;
– être invariante sous une dérivée de Lie de paramètre vµ ;
– être invariante sous la transformation de R-symétrie de paramètre 2εΓ̃AB ε̃.

De plus, elle doit être invariante pour la rotation so(7)K des Ka. La première condition
peut être facilement satisfaite : il suffit de prendre une fonctionnelle invariante de jauge,
ce qu’on peut construire sans difficulté en prenant une trace sur l’algèbre de Lie. On
prend la deuxième condition comme une contrainte sur 2εε̃ : on veut un ε qui, en plus
d’être une symétrie de la boucle de Wilson, n’engendre pas de dilatation. Ceci permet
aussi de résoudre très facilement la troisième condition : supposons que la fonctionnelle
soit l’intégrale d’une certaine fonction des champs ρ, qui se transforme comme un scalaire
sous une dérivée de Lie de paramètre vµ. On a alors :

δ2
ε| Lv

∫
S4

d4x
√
g ρ =

∫
S4

d4x
√
g Lv ρ =

∫
S4

d4x
√
g vµ∂µρ = −

∫
S4

d4x
√
g∇µv

µρ. (5.1)

Or,

∇µv
µ = ∇µ(εΓµε) = 2ε̃Γ̃µΓµε = 8ε̃ε, (5.2)

65



5. Localisation de la théorie

ce qui est nul si ε n’engendre pas de dilatation. Pour la condition sur la R-symétrie, et
le so(7)K , on va construire explicitement un scalaire sous la transformation spécifique
donnée.
On procède de la façon suivante. Supposons que l’on ait trouvé un Q = δε qui laisse

invariant la boucle de Wilson et qui n’engendre pas de dilatation (on va choisir un ε
adapté plus loin). La fonctionnelle suivante obéit manifestement à toutes les conditions,
si Ξ se transforme de la même façon que Ψ sous Q2 :

β =
∫
S4

d4x
√
gTr

(
ΞΨ

)
, (5.3)

où Ξ est le conjugué de Dirac de Ξ. Comme il faut que Qβ ait une composante qui ne
dépende que des champs bosoniques, il suffit de prendre Ξ = QΨ, car alors Q(QΨΨ) =
(Q2ΨΨ) + (QΨQΨ) et le deuxième terme ne dépend que des champs bosoniques. Comme
Q2 commute avec Q, QΨ se transforme de la même manière que Ψ sous Q2, et donc
Q2β = 0. La composante de Qβ qui ne dépend que des champs bosoniques est alors

β|bos =
∫
S4

d4x
√
gTr

(
QΨQΨ

)
. (5.4)

Afin que cette intégrale soit semi-définie positive, il faut que la signature de la métrique
soit euclidienne. On fait pour cela une rotation de Wick : au lieu d’intégrer sur un champ
Φ0 réel, on fait Φ0 = iΦE

0 avec ΦE
0 réel, tout le reste restant identique au cas de signature

(9,1) (y compris la métrique gMN et les ΓM). Il est aussi nécessaire de faire Ka = iKE
a

avec KE
a réels.

Reste à choisir un ε adapté. La condition ε̃ε = 0 se ramène aisément, en utili-
sant (4.71),(4.85), à

εcεs = 0 (5.5)

εcΓ̃µ̂εc −
1

4r2 εsΓµ̂εs = 0. (5.6)

La première condition est automatiquement satisfaite si ε préserve la boucle de Wilson :
par (4.169), elle est équivalente à 1

2rεsΓ2Γ̃1Γ0εs = 0, et le membre de gauche est nul
par symétrie (cf. (A.34)). Pour résoudre la deuxième, on prend εs chiral par rapport
à la 4-chiralité d’espace-temps : Γ1234εs = εs (où les indices chiffrés explicites sont des
indices µ̂ dans la base orthonormée). On a alors automatiquement Γ̃1234εc = −εc, et
chacun des termes de la deuxième équation est nul, car {Γ1234,Γµ̂} = 0. Comme pour
obtenir la fermeture hors de la couche de masse, on a brisé la R-symétrie spin(6)R en
spin(4)R ⊕ spin(2)R et qu’on prend ε invariant sous le spin(2)R engendré par Γ09, on
peut encore imposer une condition de chiralité dans spin(4)R. On prend donc Γ5678ε = ε,
et on dira que « ε est (5 · · · 8)-chiral ». La dernière condition que l’on impose est une
condition de normalisation : on prend εsεs = 1.
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5.2. La fonctionnelle de localisation explicite
On va, dans un premier temps, calculer explicitement Qβ|bos pour le Q choisi. Comme

il y a beaucoup de termes à considérer (auparavant, on travaillait avec des expressions
covariantes sous spin(10) ; maintenant, on distingue les transformations d’espace-temps,
spin(4)R et spin(2)R) et que pour chaque terme les calculs sont assez techniques, toutes
les étapes ne sont pas faites en autant de détails que dans les chapitres précédents.
On a

QΨ = 1
2FMNΓMNε+ 1

2ΦAΓµA∇µε+ νaK
a. (5.7)

Avec les conditions de réalité imposées sur les différents champs (et en n’oubliant pas
que les générateurs de l’algèbre de Lie sont antihermitiens), son conjugué de Dirac est

QΨ = −
(1

2
ˆ̃ΓNMFMN + 1

2ΦA∇µε
ˆ̃ΓAµ − νaKa

)
, (5.8)

où les Γ̂M sont définis comme Γ̂0 = −Γ0, Γ̂M = Γ̂M ,M 6= 0 et de manière similaire pour
les ˆ̃ΓM , ceci afin d’absorber le signe différent provenant de la conjugaison complexe de Φ0.
Ces définitions coïncident avec Γ̂M = Γ̃M et ˆ̃ΓM = Γ̂M dans la représentation de l’algèbre
de Clifford choisie, et on utilisera ceci plutôt que d’alourdir les notations avec des «ˆ».
La partie de la fonctionnelle de localisation dépendant des champs bosonique est donc
donnée par

Qβ|bos = −Tr
∫
S4

d4xV avec

V = √g
(1

2ΓNMFMN + 1
2ΦA∇µεΓAµ − νaKa

)(1
2ΓPQFPQε+ 1

2ΦBΓνB∇νε+Kbνb

)
.

(5.9)

On va traiter chacun des termes indépendamment, en se souvenant qu’on trace sur
l’algèbre de Lie, et qu’on peut alors faire des permutations cycliques et intégrer par
parties les dérivées covariantes.

5.2.1. Le terme en KK
Ce terme vaut

VKK = −√g KaKbνaνb. (5.10)
Or, νa = Γa8ε, et donc

νaνb = εΓ8Γ̃aΓ̃bΓ8ε = εΓ̃aΓ̃bε = δabεε. (5.11)

Avec les contraintes sur ε, on trouve facilement que εε = 1, et ainsi

VKK = −√g KaKa. (5.12)
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5. Localisation de la théorie

5.2.2. Le terme en FF
Après cette mise en bouche, on peut attaquer le gros morceau, à savoir le terme

bilinéaire en F . On a

VFF = √g 1
4εΓ

NMΓPQεFMNFPQ = √g 1
4εΓ̃

NΓMΓPQεFMNFPQ (5.13)

car l’antisymétrie est déjà imposée par FMN . En utilisant (A.14), on obtient

VFF = √g 1
2εΓ̃

NΓQεFMNF
M
Q +√g 1

4εΓ̃
NΓMPQFMNFPQ (5.14)

= √g 1
2FMNF

MN +√g 1
4εΓ̃

NΓM Γ̃PΓQε1
3(FMNFPQ + FPNFQM + FQNFMP ).

(5.15)

Pour le deuxième terme, on fait la distinction entre les indices (1, . . . , 4, 9, 0) et i =
(5, . . . , 8). Comme la parenthèse impose l’antisymétrie en (MNPQ), ces indices doivent
tous être différents, et la (5 · · · 8)-chiralité de ε implique alors que seuls les termes avec
aucun, deux ou quatre de ces indices parmi (5, . . . , 8) sont non nuls :

εΓ̃NΓM Γ̃PΓQΓ̃5Γ6Γ̃7Γ8ε = εΓ8Γ̃7Γ6Γ̃5ΓQΓ̃PΓM Γ̃Nε, (5.16)

et la permutation pour réordonner les indices n’est paire que sous cette condition. On va
considérer chacun de ces cas séparément.

Aucun indice parmi (5, . . . , 8)

On sépare encore les indices (1, . . . , 4, 9, 0) en µ̂ = (1, . . . , 4) et (0, 9).
Si tous les indices sont parmi (1, . . . , 4), on a 4! = 24 contributions identiques, et ces

termes donnent

241
4

1
3
√
g εΓ1234ε(F21F34 + F31F42 + F41F23)

= −1
2
√
g εΓ1234εFµ̂ν̂(∗F )µ̂ν̂ (5.17)

= −1
2
√
g cos θεFµν(∗F )µν , (5.18)

où on a utilisé le fait facile à vérifier que εΓ1234ε = cos θ où θ est l’angle polaire (voir
figure 4.1 page 42), et on a introduit le dual de Hodge (∗F ) de F , donné dans la base
orthonormée des eµ̂ par

(∗F )µ̂ν̂ = 1
2Fµ̂ν̂ε

µ̂ν̂
ρ̂σ̂, (5.19)

et εµ̂ν̂ρ̂σ̂ est le symbole de Levi-Civita complètement antisymétrique avec ε1234 = 1.
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Si un des indices vaut 0, il n’y a pas de contribution car

εΓ0ΓMPQε = εΓMPQε = 0. (5.20)

Le seul cas restant est lorsqu’un des indices vaut 9. Il y a 4 contributions identiques
pour les 4 positions possibles de cet indice :

1
3
√
g εΓ9Γµνρε(DµΦ9Fνρ +DνΦ9Fρµ +DρΦ9Fµν)

= −1
3
√
g∇µ(εΓ9Γµνρε)Φ9Fνρ −

1
3
√
g εΓ9εµνρεΦ9DµFνρ + perm. cycliques(µνρ) (5.21)

= −1
3
√
g∇µ(εΓ9εµνρε)Φ9Fνρ + perm. cycliques(µνρ) (5.22)

par l’identité de Bianchi,

= −2
3
√
g ε̃Γ̃µΓ9ΓµνρεΦ9Fνρ + perm. cycliques(µνρ) (5.23)

= 4√g ε̃Γ̃9ΓνρεΦ9Fνρ (5.24)

car il y a deux indices que peut prendre µ par antisymétrie de Γµνρ.

Deux indices parmi (5, · · · , 8)

Si tous les autres indices sont parmi (1, · · · , 4), on a 6 contributions identiques corres-
pondant aux 6 possibilités pour placer 2 indices i, j parmi 4 :

1
4

1
36√g εΓ̃νΓµΓ̃iΓjε(FµνFij + FiνFjµ + FjνFµi)

= 1
2
√
g εΓ̃νΓµΓ̃iΓjε(Fµν [Φi,Φj] +DνΦiDµΦj −DνΦjDµΦi) (5.25)

= √g εΓ̃νΓµΓ̃iΓjε(FµνΦiΦj + ΦjDνDµΦi) +√g∇ν(εΓνµΓijε)ΦjDµΦi) (5.26)
= 0− 2√g ε̃Γ̃νΓνµΓijεΦjDµΦi (5.27)

en utilisant que [Fµν ,Φi] = [Dµ, Dν ]Φi,

= −6√g ε̃Γ̃µΓijΦiDµΦj. (5.28)

Si un des indices vaut 9, il y a 12 contributions identiques :

= 1
4

1
312√g εΓ̃9ΓµΓ̃iΓjε(DµΦ9[Φi,Φ9]− [Φi,Φ9]DµΦj + [Φj,Φ9]DµΦi)

= −8√g ε̃Γ̃9ΓijεΦi[Φ9,Φj] (5.29)

par un raisonnement similaire.
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Quatre indices parmi (5, . . . , 8)

On a 24 contributions identiques :

241
4

1
3
√
g εΓ5678ε([Φ6,Φ5][Φ7,Φ8] + [Φ7,Φ5][Φ8,Φ6] + [Φ8,Φ5][Φ6,Φ7])

= −2√g εΓ5678εΦ5 ([Φ6, [Φ7,Φ8]] + [Φ7, [Φ8,Φ6]] + [Φ8, [Φ6,Φ7]]) (5.30)
= 0 par l’identité de Jacobi. (5.31)

Résumé

Si on remet tous les termes ensemble, on obtient

VFF = √g
(1

2FMNF
MN − 1

2 cos θFµν(∗F )µν + 4ε̃Γ̃9ΓµνεΦ9Fµν

−6ε̃Γ̃µΓijΦiDµΦj − 8ε̃Γ̃9ΓijεΦi[Φ9,Φj]
)
. (5.32)

5.2.3. Le terme en FΦ
On a

VFΦ = 1
4
√
gΦA∇µεΓAµΓMNεFMN −

1
4
√
g εΓMNΓνB∇νεΦBFMN (5.33)

= √g
(
ε̃ΓAΓ̃MΓNεFMNΦA − ε̃Γ̃AΓM Γ̃NεFMNΦA

)
. (5.34)

Si A = 0

Dans ce cas, les contributions sont nulles :
– si M,N 6= 0, on a Γ̃0 = −Γ0, ΓM = Γ̃M , ΓN = Γ̃N et les deux termes sont identiques ;
– si M = 0, N 6= 0, on utilise que ε̃ΓN ε̃ = 0 avec les contraintes imposées sur ε.

Si A = 9

Les deux termes contribuent de la même façon :

VFΦ9 = −2√g ε̃Γ9Γ̃MΓNεFMNΦ9. (5.35)

Les différentes possibilités à considérer sont : (M,N) = (µ, ν), (i, j), (9, N), (0, N), (µ, j).
Les seuls contributions non nulles avec les contraintes que l’on a sur ε (on utilise ε̃ΓNε = 0)
sont les deux premières, qui sont respectivement

− 2√g ε̃Γ9ΓµνεFµνΦ9 et −2√g ε̃Γ9Γijε[Φi,Φj]Φ9. (5.36)
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Si A = i

De nouveau, les deux termes contribuent de la même façon :
VFΦi = −2√g ε̃ΓiΓ̃MΓNεFMNΦi. (5.37)

Les différentes possibilités à considérer sont : (M,N) = (µ, j), (9, j), (µ, ν), (i, j), (9, 0),
(µ, 9), (0, N). Seules les deux premières possibilités donnent ici des contributions non
nulles, qui sont respectivement

4√g ε̃ΓµΓijεΦiDµΦj et 4√g ε̃Γ9Γijε[Φ9,Φj]Φi. (5.38)

Résumé

En sommant les différents termes, on obtient
VFΦ = −2√g ε̃Γ9ΓµνεFµνΦ9 + 4√g ε̃ΓµΓijεΦiDµΦj + 6√g ε̃Γ9Γijε[Φ9,Φj]Φi. (5.39)

5.2.4. Le terme en KΦ
On a

VKΦ = −1
2
√
g KaνaΓνB∇νεΦB + 1

2
√
gΦA∇µεΓAµνbKb (5.40)

= −2√g KaνaΓ̃Aε̃Φa + 2√g KaνaΓAε̃ΦA. (5.41)

Contrairement au cas FΦ, la seule contribution est pour A = 0 car Γ̃A = ΓA si A 6= 0
et les deux termes se compensent alors. On a donc

VKΦ = −4√g KaνaΓ0ε̃Φ0 = −4√g Kaνaε̃Φ0. (5.42)

5.2.5. Le terme en FK
On a

VFK = 1
2
√
g εΓNMFMNνaK

a − 1
2
√
g KaνaΓMNεFMN (5.43)

= 1
2
√
g εΓ̃NΓMFMNνaK

a − 1
2
√
g KaεΓ̃NΓMνaFMN = 0. (5.44)

5.2.6. Le terme en ΦΦ
Ce terme-ci n’est pas très compliqué. On a

VΦΦ = 1
4
√
gΦAΦB∇µεΓAµΓνB∇νε = 4√gΦAΦB ε̃ΓAΓ̃B ε̃ = 4√g ε̃ε̃ΦAΦA. (5.45)

On montre facilement que ε̃ε̃ = 1
4r2 , et donc

VΦΦ = 1
r2
√
gΦAΦA. (5.46)
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5.2.7. Résumé
Si on somme tous les termes, on obtient pour V :

V = √g
(1

2FMNF
MN − 1

2 cos θFµν(∗F )µν + 2ε̃Γ̃9ΓµνεΦ9Fµν − 2ε̃Γ̃µΓijΦiDµΦj

−2ε̃Γ̃9ΓijεΦi[Φ9,Φj] + 1
r2 ΦAΦA − 4Kaνaε̃Φ0 −KaKa

)
. (5.47)

5.3. La localisation
Maintenant qu’on connaît explicitement la fonctionnelle de localisation β, on regarde

sous quelles conditions Qβ|bos = 0, c’est-à-dire sur quelles configurations l’intégrale
fonctionnelle localise. Pour cela, on va réécrire V comme une somme de carrés parfaits,
et Qβ|bos sera alors nul si et seulement si chacun des carrés est nul.
On commence par les termes qui contiennent Fµν . Comme le dual de Hodge de F

apparaît, il est commode de définir les composantes (anti-)autoduales de F :

F±µν = 1
2(Fµν ± (∗F )µν), (5.48)

où F+ (resp. F−) est la partie autoduale (resp. anti-autoduale) de F . Un calcul simple
montre que εΓ1234ε = cos θ, et si on définit εL et εR par

εL = 1
2(1 + Γ1234)ε et εR = 1

2(1− Γ1234)ε (5.49)

on a

εLεL = cos2 θ

2 et εRεR = sin2 θ

2 . (5.50)

On définit ensuite les 2-formes w± :

w−µν = 1
cos2 θ

2
ε̃LΓ9ΓµνεL et w−µν = 1

sin2 θ
2
ε̃RΓ9ΓµνεR. (5.51)

En utilisant ces définitions et le fait que (w±µν)2 = 1
r2 , on peut réécrire :

1
2F

µνFµν −
1
2 cos θF µν(∗F )µν + 2ε̃Γ9ΓµνεΦ9Fµν + 1

r2 Φ9Φ9

= cos2 θ

2(F−µν + w−µνΦ9)2 + sin2 θ

2(F+
µν + w+

µνΦ9)2. (5.52)

Ensuite, on considère les termes en Φi. On trouve

DµΦiD
µΦi + [Φ9,Φi][Φ9,Φi]− 2ε̃Γ9ΓijεΦi[Φ9,Φj]− 2ε̃ΓµΓijεΦiDµΦj + (ε̃ε̃)(εε)ΦiΦi

= (DmΦj − ε̃ΓmΓijεΦi)2, (5.53)

72



5.3. La localisation

où m = (1, . . . , 4, 9). En effet, en utilisant le fait que ε est (5 · · · 8)-chiral, l’identité
miraculeuse sous la forme (A.38) et ε̃ΓMε = 0, on peut montrer que

(ε̃ΓmΓijε)(ε̃ΓmΓkjε) = (εε)(ε̃ε̃)δki . (5.54)

Pour finir, on s’occupe du terme en KaΦ0 :

1
r2 Φ0Φ0 − 4Kaνaε̃Φ0 −KaK

a = −(Ka + 2Φ0νaε̃)2 (5.55)

car par (4.135),

(νaε̃)(νaε̃) = 1
2(εΓMε)(ε̃Γ̃M ε̃)− (εε̃)(εε̃) (5.56)

= (εΓ0ε)(ε̃Γ0ε̃) + 1
2(εΓMε)(ε̃ΓM ε̃)− (εε̃)(εε̃) = 1

4r2 , (5.57)

les deux derniers termes étant nuls.
On peut donc écrire, si on utilise les champs ΦE

0 = −iΦ0, KE
a = −iKa,

V = √g
(

cos2 θ

2(F−µν + w−µνΦ9)2 + sin2 θ

2(F+
µν + w+

µνΦ9)2 + (DmΦj − ε̃ΓmΓijεΦi)2

+(KE
a + 2ΦE

0 νaε̃)2 + (DµΦE
0 )2 + (DµΦ9)2 + [ΦE

0 ,Φm]2 + 1
2[Φi,Φj]2 + 3

4r2 Φ2
i

)
, (5.58)

ce qui est bien semi-défini positif avec les conditions de réalité choisies pour les champs.
Pour trouver les configurations correspondant à Qβ|bos = 0, il suffit maintenant de

regarder sous quelles conditions chacun des carrés est nul. Comme il y a un terme en Φ2
i ,

il faut que les Φi soient nuls. Restent

V |Φi=0 = √g
(

cos2 θ

2(F−µν + w−µνΦ9)2 + sin2 θ

2(F+
µν + w+

µνΦ9)2

+ (KE
a + 2ΦE

0 νaε̃)2 + (DµΦE
0 )2 + (DµΦ9)2 + [ΦE

0 ,Φ9]2
)
. (5.59)

Hors des pôles, chacun des carrés dans les deux premiers termes doit être nul, en on a,
en définissant wµν = w+

µν + w−µν ,

Fµν = −wµνΦ9. (5.60)

Comme DµΦ9 = 0, on a par l’identité de Bianchi,

0 = D[ρFµν] = −∂[ρwµν]Φ9 − w[µνDρ]Φ9 = −∂[ρwµν]Φ9. (5.61)

On peut vérifier que ∂[ρwµν] 6= 0 hors des pôles. On a donc Φ9 = 0, ce qui implique
Fµν = 0, et ceci est valable sur toute la sphère si on suppose que les champs sont C∞
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(nous reviendrons plus loin sur ce point). Comme V est invariant de jauge, on peut choisir
une jauge adaptée : on choisit la jauge la plus simple, dans laquelle Aµ = 0. On a alors,

0 = DµΦE
0 = ∂µΦE

0 =⇒ ΦE
0 (x) = a ∈ g, (5.62)

ΦE
0 est un champ constant. Reste le terme en KE

a à considérer. On a

KE
a = −2ΦE

0 (νaε̃) = −2a(νaε̃). (5.63)

Pour résumer, si les champs sont infiniment différentiables, on a, à une transformation
de jauge près :

Qβ|bos = 0 ⇐⇒


Aµ = 0 µ = 1, . . . , 4
ΦA = 0 A = 5, . . . , 9
ΦE

0 = a avec a constante ∈ g

KE
b = −2a(νbε̃) b = 1, . . . , 7

. (5.64)

On a donc bien une localisation sur une variété de dimension finie, où les champs prennent
des valeurs constantes.

Il faut maintenant évaluer l’action et la boucle de Wilson sur ces configurations. Pour
l’action, il reste

S[a] = − 1
2g2

YM

Tr
∫
S4

d4x
√
g
( 2
r2 (ΦE

0 )2 + (KE
a )2

)
(5.65)

= 1
2g2

YM

vol(S4) 3
r2 (a, a) = 4π2r2

g2
YM

(a, a) (5.66)

où (·, ·) = −Tr(· ·) est un produit scalaire invariant sur l’algèbre de Lie g et on a
utilisé (5.57) ainsi que la valeur du volume de S4, vol(S4) = 8

3π
2r2. Quant à la boucle de

Wilson, elle devient

WR(C) = TrR P exp
∮
C
iΦE

0 ds = TrR e2πia. (5.67)

Par conséquent,

〈WR(C)〉 =
∫
g daD(a)e

− 4π2r2
g2
YM

(a,a)
TrR e2πia

∫
g daD(a)e

− 4π2r2
g2
YM

(a,a)
, (5.68)

où D(a) est le déterminant dans la direction normale (i.e. sans les modes zéro) de
l’opérateur ∆IJ définit par

Qβ(2)[XI , XJ ] =
∫

d4xd4y XI(x)∆IJ (x, y)XJ (y), (5.69)
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et qui prend en compte les fluctuations dans la direction normale au lieu des points où
Qβ|bos = 0.
Revenons maintenant brièvement sur le cas où on a des configurations qui peuvent

être singulières aux pôles. Si on ne demande pas la régularité, l’annulation de F sur le
complément des pôles n’implique pas son annulation aux pôles, et il faut regarder les
choses plus en détails. Au pôle nord, θ = 0, et donc le terme en sin dans (5.59) est nul :
on peut avoir F+ 6= 0, et la seule contrainte sur F est F− = 0. Au pôle sud, l’autre terme
est nul, et la situation est inversée : on peut avoir F− 6= 0, et la contrainte est F+ = 0.
On parle dans ce cas d’instantons (F+ = 0) ou d’anti-instantons (F− = 0) ponctuels : la
courbure est nulle partout sauf en un point, où la partie anti-autoduale ou autoduale
non nulle de la courbure est singulière de type delta de Dirac. Les (anti-)instantons ne
contribuent pas à la boucle de Wilson, car le long de l’équateur Fµν = 0 étant donné que
les instantons sont localisés aux pôles.
La seule contribution possible est à l’action. On définit la charge d’instanton

ch2 = 1
8π2 Tr

∫
F ∧ F. (5.70)

C’est l’intégrale du deuxième caractère Chern pour le fibré de jauge, et il prend des
valeurs entières. On ajoute ce terme à l’action afin de « compter » les instantons :

SS4,θ = SS4 − iθ

8π2 Tr
∫
F ∧ F. (5.71)

Comme la courbure d’un instanton est auto-duale, on a

d4x
√
g FµνF

µν = 2F ∧ ∗F = −2F ∧ F, (5.72)

et la partie Yang–Mills de l’action SS4,θ est

− Tr
∫ (
− 1

2g2
YM

F ∧ F + iθ

8π2F ∧ F
)

=
(

4π2

g2
YM

− iθ
)
k, (5.73)

pour un instanton de charge k. Il est possible, dans le cas où le groupe de jauge G = U(N),
de montrer que pour la théorie considérée, les instantons ne contribuent pas [30, 5]. La
fonction de partition, obtenue en sommant sur les différents instantons et anti-instantons
possibles (comme le requiert la procédure de localisation) vaut simplement 1.

5.4. Les fluctuations
Il faut montrer que D(a) = 1. La preuve originale de Pestun [5] consiste à dériver
D(a) dans le cadre plus général de la théorie N = 2∗ au moyen d’un théorème d’indice
pour des opérateurs transversalement elliptiques (i.e. dont le symbole n’est pas inversible
partout, mais seulement dans la direction transverse à l’orbite du U(1) de la localisation
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équivariante), et à constater que dans le cas particulier de masse nulle, correspondant à
N = 4, ce déterminant vaut 1.
Cette égalité peut se comprendre en termes de supersymétrie : le déterminant est un

super-déterminant, dont le dénominateur est le déterminant sur l’espace pair, c’est-à-dire
correspondant à l’opérateur ∆IJ lorsque I et J indicent des champs bosoniques, alors que
le numérateur correspond à la partie impaire, fermionique de l’opérateur. Si on développe
le super-déterminant en produit de ses valeurs propres, il sera automatiquement égal
à 1 si les dimensions des sous-espaces propres sont les mêmes pour la partie paire et
impaire du déterminant. Ceci est justement le cas si on a une supersymétrie qui agit après
localisation, car le lemme 3.2 implique qu’il y a autant d’états bosoniques et fermioniques
dans chaque sous-espace propre en présence de supersymétrie.
Il faut donc trouver une supercharge encore présente après localisation. Une trans-

formation sera préservée par la procédure de localisation si elle est préservée par la
fonctionnelle de localisation : ξ paramétrise une telle transformation si

δξQβ = 0. (5.74)

Pour trouver une supercharge qui obéit à cette condition, on peut utiliser le fait que si
δξQβ = 0, alors δ2

ξQβ = 0. C’est-à-dire, il faut que Qβ obéisse aux contraintes énoncées
dans la section 5.1, avec ε remplacé par ξ. Comme il ressort de cette section, ceci sera
le cas si δε commute avec Q. C’est ici que la théorie N = 4 diffère fortement de la
théorie N = 2 : dans le premier cas, on peut trouver un tel ξ, alors que c’est impossible
dans le second cas. En effet, on avait imposé la condition de chiralité Γ5678ε = ε, et
on peut très bien imposer ici la condition Γ5678ξ = −ξ. Ceci implique immédiatement
que {δξ, δε} = 0, car tous les termes intervenant dans la transformation sont nuls par la
chiralité. Par exemple, pour la dérivée de Lie, le paramètre est ξΓµε+ εΓµξ, et chacun de
ces termes est nul car les (5 · · · 8)-chiralité de ξ et ε sont différentes. Les transformations
de R-symétrie engendrées par δε et δξ sont des éléments respectifs du facteur su(2)LR et
su(2)RR de spin(4)R = su(2)LR ⊕ su(2)RR. Dans le cas N = 2, la R-symétrie a pour algèbre
uniquement su(2)LR, et cette construction de ξ n’est pas valable.
Malheureusement, il n’y a pas de raison d’avoir δξQβ = 0 pour le β que nous avons

pris. Il est probablement possible de construire un autre β qui satisfasse à cette condition,
mais le temps (ou l’imagination) a manqué à l’auteur pour en trouver un.

5.5. Conclusion et perspectives
Dans ce mémoire, nous avons montré qu’il est effectivement possible de calculer de

façon non perturbative la valeur moyenne d’une boucle de Wilson adaptée en utilisant
l’outil mathématique de la localisation équivariante. On a ainsi montré que dans le cas
de la théorie de Yang–Mills supersymétrique N = 4 placée sur la 4-sphère et de groupe
de jauge compact quelconque, la boucle de Wilson circulaire est donnée par une intégrale
sur une variété de dimension finie, en l’occurrence l’algèbre de Lie du groupe de jauge,
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qui est une intégrale de matrices. La conjecture d’Erickson, Semenoff et Zarembo a ainsi
été prouvée.

Il aurait été intéressant d’achever totalement la preuve en calculant le déterminant des
fluctuations, mais ceci devra être laissé pour le futur. On pourrait également tenter de
généraliser la preuve au cas où la boucle de Wilson n’est pas circulaire et préserve un
quart plutôt que la moitié des supercharges.
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A. Notations et conventions, spineurs

A.1. La métrique
En 10 dimensions, on prend la métrique plate ηMN de signature (−,+, . . . ,+).

A.2. (Anti)commutateurs, (anti)symétrisation

[A,B] = AB −BA est le commutateur de A et B; (A.1)
{A,B} = AB +BA est l’anticommutateur de A et B. (A.2)

Les parenthèses sur des indices désignant la symétrisation, les crochets désignent
l’antisymétrisation. Ces deux opérations se font avec poids 1, c’est-à-dire :

A(i1i2···ik) = 1
k!

∑
σ∈Sk

Aiσ(1)iσ(2)···iσ(k) (A.3)

A[i1i2···ik] = 1
k!

∑
σ∈Sk

sgnσAiσ(1)iσ(2)···iσ(k) . (A.4)

A.3. Les indices
– Les lettres latines majuscules du milieu de l’alphabet M,N, . . . vont de 0 à 9 et
correspondent à tout le groupe Spin(9, 1) ;

– les lettres grecques minuscules du milieu de l’alphabet µ, ν, . . . sont des indices
d’espace-temps (de signature euclidienne) à 4 dimensions et vont de 1 à 4 ; à partir
du chapitre 4, ces indices correspondent aux coordonnées sur la sphère ;

– les lettres latines majuscules du début de l’alphabet A,B, . . . correspondent au
groupe de R-symétrie Spin(5, 1)R ⊂ Spin(9, 1) et prennent les valeurs 0, 5, . . . , 9 ;

– les lettres grecques minuscules du début de l’alphabet sont des indices spinoriels (de
Dirac ou de Weyl en fonction des circonstances) ;

– les lettres latines i, j, k correspondent à la représentation adjointe du groupe de
jauge dans le chapitre 3 et y prennent les valeurs 1, . . . , dim g ; dans le chapitre 5,
elles correspondent à un sous-groupe Spin(4)R ⊂ Spin(5, 1)R et prennent les valeurs
5, . . . , 8 ;
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– les lettres latines minuscules du début de l’alphabet a, b correspondent aux champs
auxiliaires introduits à la fin du chapitre 4 et prennent les valeurs 1, . . . 7.

A.4. L’algèbre de Clifford et les spineurs 1

On s’intéresse surtout dans ce mémoire à l’algèbre de Clifford en 10 dimensions, de
signature (9,1). Ce qui suit est donc valable pour ce cas précis, mais beaucoup des
considérations s’étendent au cas d’une dimension paire quelconque. En particulier, pour
la dimension 4, on peut définir des spineurs de Weyl (qui interviennent dans ce mémoire),
et des spineurs de Majorana, mais pas les deux en même temps. Comme la dimension 4
est beaucoup plus familière, on ne donne pas les formules explicites. Le lecteur souhaitant
plus de détails peut consulter tout ouvrage de théorie des champs, où ce sujet sera très
certainement traité (en particulier, Weinberg [17] suit les mêmes conventions de signe).
On définit l’algèbre de Clifford correspondant à R9,1 comme l’algèbre engendrée par

les relations 2

{γM , γN} = 2ηMN . (A.5)

On a donc (γ0)2 = −1,
(
γM

)2
= +1,M = 1, . . . , 9. Cette algèbre peut être représentée

par des matrices complexes de dimension 32× 32.
On définit

γM1···Mk = γ[M1γM2 · · · γMk] (A.6)

Les γM1···Mk , k = 1, . . . , 10 et l’identité I32×32 (que l’on définit comme correspondant à
k = 0) forment une base de l’algèbre. Toutes ces matrices sont désignées collectivement
par γA.
En conséquence des relations d’anticommutation (A.5), les matrices 1

2γ
MN sont des

générateurs de l’algèbre de Lie spin(9, 1). Elles agissent sur des vecteurs ψ ∈ C32, qui
sont les spineurs de Dirac à 10 dimensions d’espace-temps.

On définit γ11 = γ0γ1 · · · γ9, dont le carré vaut 1. Comme {γ11, γM} = 0, [γ11, γMN ] = 0,
et donc la représentation de Dirac est réductible. On définit les projecteurs chiraux

PL = 1
2(1 + γ11) et PR = 1

2(1− γ11) (A.7)

qui projettent sur les sous-espaces des deux représentations de Weyl, gauche et droit, et
on note

ψL = PLψ et ψR = PRψ, (A.8)

1. Cette section doit beaucoup au chapitre 3 de [31]. Son but n’est pas de présenter dans tous ses
détails la théorie des spineurs, i.e. des représentations de l’algèbre de Lie spin(p, q), mais uniquement de
fixer les notations et de rappeler les formules qui sont utiles dans ce mémoire.

2. L’identité I est souvent écrite de manière implicite. En tout rigueur, il faudrait écrire ηMNI dans
le membre de droite.
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les spineurs de Weyl gauche et droit, qui ont chacun 16 composantes complexes indépen-
dantes. Les éléments γM1···M2k+1 anticommutent avec γ11 et changent donc la chiralité,
alors que les γM1···M2k préservent la chiralité lorsqu’ils agissent sur un spineur.
Plus explicitement, on peut choisir une base adaptée à la décomposition en spineurs

de Weyl, dans laquelle γ11 s’écrit

γ11 =
(
I16×16 0

0 −I16×16

)
(A.9)

et on a les décompositions suivantes :

γM =
(

0 Γ̃M
ΓM 0

)
et Ψ =

(
ΨL

ΨR

)
. (A.10)

On définit comme pour les γ,

ΓM1...Mk = γM1...MkPL (A.11)
Γ̃M1...Mk = γM1...MkPR (A.12)

que l’on peut écrire comme un produit, antisymétrisé sur les indices, de Γ et de Γ̃ en
alternance, où la dernière matrice intervenant dans ΓM1...Mk (resp. Γ̃M1...Mk) porte un «˜»
(resp. n’en porte pas).

En particulier, on a par (A.5), les identités fort utiles

Γ̃MΓN = ΓMN + ηMN et ΓM Γ̃N = Γ̃MN + ηMN . (A.13)

Plus généralement, comme les γA forment une base de l’algèbre, on peut décomposer
tout produit en une combinaison linéaire de γA. Par exemple, on a,

ΓMΓNP = ΓMNP + ηMNΓP − ηMPΓN et Γ̃M Γ̃NP = Γ̃MNP + ηMN Γ̃P − ηMP Γ̃N .
(A.14)

En plus des produits, on peut faire des produits contractés. Par exemple,

Γ̃MΓM = ηMN Γ̃MΓN = ηMNη
MN = 10. (A.15)

On peut aussi se restreindre à un partie des indices. On a par exemple,

Γ̃µΓN Γ̃µ = −Γ̃µΓµΓ̃N + 2δNµ Γ̃µ = −4Γ̃N + 2δNµ Γ̃µ. (A.16)

En particularisant pour N = ν,A, on a

Γ̃µΓνΓ̃µ = −2Γ̃ν et Γ̃µΓAΓ̃µ = −4Γ̃A. (A.17)
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De manière similaire, on montre grâce à (A.14) que
ΓµΓνρΓ̃µ = 0
ΓµΓνAΓ̃µ = 2Γ̃νA
ΓµΓABΓ̃µ = 4Γ̃AB

. (A.18)

Plus généralement, on peut montrer l’identité suivante (où on reprend des matrices γ
pour ne pas devoir séparer en fonction de la parité de k) :

γMγN1···NkγM = (−1)k(D − 2k)γN1···Nk . (A.19)

Le conjugué de Dirac d’un spineur est défini comme

ψ̄ = ψ†γ0, (A.20)

et on vérifie que ψ̄χ est un scalaire, car on peut choisir les matrices γ telles que (γM )† =
−γ0γMγ0, c’est-à-dire que γ0 est un opérateur d’entrelacement entre la représentation
de Dirac de spin(9, 1) et sa complexe conjuguée. Comme γ0 anticommute avec γ11,
le conjugué de Dirac d’un spineur de Weyl gauche est un spineur de Weyl droit et
inversement. Si ψ et χ sont deux spineurs de même chiralité (resp. de chiralité opposée),
on a donc que ψ̄γM1···M2kχ = 0 (resp. ψ̄γM1···M2k+1χ = 0).

On montre facilement que les γA sont trace-orthogonales (pour un nombre pair d’indice,
cela découle directement de la cyclicité de la trace, pour un nombre impair, on insère un
(γ11)2 et on commute un γ11) :

Tr γAγB = δAB Tr I32×32 = 32δAB , (A.21)

où γB a tous ses indices descendus avec la métrique et dans l’ordre inverse de ceux de
γB. Comme il y a ∑10

k=0

(
10
k

)
= 210 = 32 · 32 telles matrices, les γA forment une base des

matrices 32× 32, orthogonale pour la trace. Par conséquent, toute matrice M peut se
développer comme

M = mAγ
A avec mA = 1

32 TrMγA. (A.22)

Si on voit M γ
β = δαβ δ

γ
δ comme une matrice en α, δ, on a donc pour ses coefficients (mA) γ

β

sur la base γA :
(mA) γ

β = 1
32δ

α
β δ

γ
δ (γA)δα = (γA)γα (A.23)

Ceci implique l’identité de Fierz, qui est très utile pour réarranger des spineurs. Étant
donnés quatre spineurs ψi, on a,

(ψ̄1ψ2)(ψ̄3ψ4) = ± 1
32

10∑
k=0

(ψ̄1γ
M1···Mkψ4)(ψ̄3γMk···M1ψ2), (A.24)
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où le signe dépend de la parité de Grassmann 3 des différents ψi.
On peut montrer qu’il existe aussi un opérateur unitaire C antisymétrique, appelé

conjugaison de charge, qui réalise l’équivalence entre la représentation et sa duale,

CγMC−1 = −
(
γM

)T
. (A.25)

Ceci implique que
(
CγM

)T
= (CγM ), les matrices CγM sont symétriques. Cette propriété

de symétrie s’étend à toute l’algèbre, CγM1···Mk étant symétrique ou antisymétrique selon
k = 0, . . . , 10. Par exemple,

(CγMN)T = (Cγ[MγN ])T = (γ[N)T (γM ])TCT = −(γ[N)T (γM ])TC (A.26)
= −C(γ[N)T (γM ]) = −Cγ[MγN ] = CγMN . (A.27)

En faisant le même raisonnement pour k = 0, . . . , 10 et en comptant proprement le
nombre de − qui apparaissent lorsque l’on commute le C, et qu’on remet les indices dans
l’ordre de départ, on obtient les propriétés de symétrie suivantes :

(CγM1···Mk)T =

CγM1···Mk pour k = 1, 2, 5, 6, 9, 10
−CγM1···Mk pour k = 0, 3, 4, 7, 8

. (A.28)

On a donc la propriété suivante si ψ, χ sont des spineurs :

ψTCγM1···Mkχ = (ψTCγM1···Mkχ)T = ±χT (CγM1···Mk)Tψ, (A.29)

où le signe est + si les spineurs commutent, et − s’ils anticommutent, et donc l’expression
est soit paire, soit impaire sous l’échange de ψ et χ.

On peut imposer, à côté de la condition de Weyl PLψ = ψ sur un spineur, la condition
de Majorana :

ψ = C
(
ψ̄
)T

= C
(
γ0
)T
ψ∗, (A.30)

qui est donc une condition de réalité sur ψ. Cette équation implique que pour un spineur
de Majorana, le conjugué de charge coïncide avec le conjugué de Dirac.
En 10 dimensions, les conditions de Weyl et de Majorana sont compatibles, on peut

imposer les deux en même temps de façon cohérente, et définir ainsi un spineur de
Majorana–Weyl qui a 16 composantes réelles indépendantes. On peut aussi prendre une
représentations des matrices γM où elles sont toutes à coefficients réels, et la conjugaison
de charge est proportionnelle à l’identité dans chaque bloc de Weyl :

C =
(

0 −I16×16
I16×16 0

)
. (A.31)

3. Dans ce mémoire, on considère les deux parités pour des spineurs : les champs fermioniques de
la théorie sont impairs afin de respecter la correspondance spin-statistique, mais les paramètres de
transformations de supersymétrie sont pairs.
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A. Notations et conventions, spineurs

Les matrices ΓM et Γ̃M sont alors symétriques.
Explicitement, on peut prendre les matrices suivantes :

Γ0 =
(
I8×8 0

0 I8×8

)
,Γ9 =

(
I8×8 0

0 −I8×8

)
,Γi =

(
0 ET

i

Ei 0

)
, i = 1, . . . , 8 (A.32)

où les Ei sont des matrices 8× 8 représentant la multiplication à gauche des octonions 4 :
si les ei sont les générateurs de l’algèbre des octonions, alors Eiej = ei · ej. On prend
Γ̃0 = −Γ0, Γ̃M = ΓM ,M = 1, . . . , 9, et on vérifie facilement que ces définitions satisfont
aux relations (A.5) qui définissent une algèbre de Clifford.

Les propriétés de symétrie des ΓM et Γ̃M s’étendent, comme pour (A.28), aux ΓM1···Mk

et aux Γ̃M1···Mk . On a par exemple,

(ΓMN)T = (Γ̃[MΓN ])T = Γ[N Γ̃M ] = −Γ̃MN . (A.33)

Ici, la transposition échange donc ΓMN et Γ̃MN . Pour un nombre impair de Γ, on a des
règles similaires à (A.28). Par exemple,

(ΓMNP )T = ΓPNM = −ΓMNP , (A.34)

et les autres cas se traitent de la même façon.
Si Ψ est un spineur de Majorana–Weyl gauche, on peut écrire

Ψ̄ΓM = ΨTCΓM = ΨTΓM , (A.35)

et de même pour un spineur de Majorana–Weyl droit au signe près. Par conséquent, si
Ψ (resp. X) est un spineur de Majorana–Weyl gauche (resp. droit), alors ΨX est un
scalaire, et on note la transposition de manière implicite à partir de maintenant.
Enfin, l’identité miraculeuse du théorème 3.3 peut se réécrire sous la forme

(ΓM)β(α1(ΓM)α2α3) = 0, (A.36)

qui ne fait plus intervenir de spineurs. Ceci est équivalent à

(ΓM)β(α1(ΓM)α2)α3 + (ΓM)β(α1(ΓM)|α3|α2) + (ΓM)βα3(ΓM)(α1α2) = 0 (A.37)

Comme les ΓM sont symétriques, on obtient

(ΓM)β(α1(ΓM)α2)α3 = −1
2(ΓM)βα3(ΓM)α1α2 . (A.38)

4. On n’a pas besoin de leur expression exacte dans ce mémoire. Pour leur forme explicite, voir [5,
appendice A].
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