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Zusammenfassung:

Unter Nichtkommutativer Geometrie versteht man verschiedene mathematische Metho-
den, denen die gemeinsame Philosophie unterliegt, dafl man topologische und geometrische
Eigenschaften eines Raumes gleichwertig durch kommutative Algebren beschreiben kann.
Der Vorteil einer solchen Beschreibungsweise ist ihre Verallgemeinerbarkeit. Hat man alle
Eigenschaften eines Raumes durch kommutative Algebren ausgedriickt, kann man auch
nichtkommutative Algebren zulassen und erhélt somit eine einheitliche mathematische
Sprache fiir geometrische und algebraische Strukturen. Dies pridestiniert die Nichtkom-
mutative Geometrie als mathematische Theorie, in der sich Gravitation und Quantenme-
chanik gleichartig formulieren lassen. Diese Philosophie 148t sich insbesondere auf Gruppen
und Lie-Algebren anwenden, und man erhélt eine algebraisierte Beschreibung dieser fiir die
Physik so wichtigen (man denke an Noether-Theorem und G-Theorie) Symmetriestruktu-
ren in Form von Hopf-Algebren und Quantengruppen. Ein Erfolg der Nichtkommutativen
Geometrie ist die Reformulierung des Standardmodells der Elementarteilchenphysik durch
Spektrale Tripel unter Einbeziehung der Gravitation. Der Zugang zu Nichtkommutativer
Geometrie tiber Spektrale Tripel und der mehr von den Symmetrien herriithrende Zugang
iitber Quantengruppen sind nach wie vor disjunkt. Deswegen ist es wichtig, Rdume und

Strukturen zu untersuchen, die in beiden Zugéngen relevant sind.

Ein Standardraum der Nichtkommutativen Geometrie ist der Nichtkommutative Torus.
Fiir diesen ist keine Hopf-Algebren-Struktur bekannt, die Summe aus einem Kommu-
tativen Torus und einem Nichtkommutativen Torus ist jedoch eine Hopf-Algebra, der
Quantendoppeltorus. In dieser Dissertation wird gezeigt, dafl der Quantendoppeltorus
Spezialfall einer unendlichen Klasse von Hopf-Algebren ist (welche wir Nichtkommuta-
tive Multi-Tori nennen), die alle aus dem Nichtkommutativen Torus aufgebaut sind. Thre
dualen Réume besitzen eine Interpretation als Losungen algebraischer Quantisierungspro-
bleme. Diese dualen Réume sind Multiplikator-Hopf-Algebren, haben die Struktur von
Kreuzproduktalgebren und bilden Beispiele von Bikreuzproduktalgebren. Diese wiederum
liefern Modelle fiir Rdume, die Quantisierungen klassischer Observablen-Algebren sind,
aber auch geometrische Strukturen tragen. Aus den von uns konstruierten Hopf-Algebren
lassen sich wichtige endlichdimensionale Hopf-Algebren bilden. Interessanterweise sieht
man, daf sich die bekannten niederdimensionalen Kac-Algebren, insbesondere die 8-dim.
Kac-Paljutkin-Algebra, aus unserer Konstruktion ergeben. Desweiteren wurde von uns die
Quantenprinzipalbiindel-Struktur der Nichtkommutativen Multi-Tori untersucht. Es 143t
sich zeigen, daf8 die Nichtkommutativen Multi-Tori (im Fall von Wurzeln der Eins) Hopf-
Galois-Erweiterungen des Kommutativen Torus sind. Der Nichtkommutative Torus hat
eine u(1) x u(1)-Symmetrie, ebenso der Kommutative Torus. Diese Symmetrie ist nicht
sensitiv beziiglich der Deformation. Das Duale des Quantendoppeltorus ist dagegen eine
spezielle Symmetrie des Nichtkommutativen Torus. Diese Symmetrie 148t sich allerdings

nicht auf die Spektralen Tripel des Nichtkommutativen Torus fortsetzen.
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Kapitel 1

Einfiihrung und Aufbau der
Arbeit

1.1 Grundgedanken der Nichtkommutativen Geometrie

Im Riickblick auf das zwanzigste Jahrhundert kann man sicherlich sagen, daf§ die gesamte
Physik von der Entwicklung zweier Theorien wesentlich geprigt wurde. Zum einen von
der Allgemeinen Relativitétstheorie, welche unsere Vorstellungen der Raum-Zeit-Struktur
bestimmt, zum anderen von der Quantenmechanik bzw. den Quantenfeldtheorien, die un-
sere Welt bis zu den kleinsten bisher experimentell zugénglichen Absténden beschreiben.
So klar es ist, dafl diese Theorien fundamental fiir die Physik sind, so klar ist es, daf} beide
Theorien auch heute noch Probleme mit sich bringen, wenngleich diese Probleme ganz
unterschiedlicher Natur sind. Die Allgemeine Relativitatstheorie ist sowohl mathematisch,
als auch von ihrer physikalischen Interpretation her gut verstanden. Allerdings entzieht
sie sich bis heute einer Formulierung im Rahmen einer Quantenfeldtheorie. Sie steht somit
auerhalb des physikalischen und mathematischen Rahmens, der durch die Quantenme-
chanik bzw. die Quantenfeldtheorie gegeben wird. Die Probleme der Quantenmechanik
liegen dagegen weniger auf der mathematischen Seite als vielmehr in ihrer Interpretation.
Auf die bekannten Interpretationsprobleme der Quantenmechanik kann und soll an die-
ser Stelle nicht eingegangen werden. Es ist jedoch keineswegs davon auszugehen, daf} die
heutige Formulierung der Quantenmechanik bereits endgiiltig ist. Betrachtet man die Ent-
wicklung von Allgemeiner Relativitidtstheorie und Quantenmechanik, so erkennt man das
enge Zusammenspiel zwischen physikalischem Inhalt und der mathematischen Sprache, in
der dieser Inhalt formuliert wird. Dariiber hinaus zeichnen sich alle fundamentalen physi-
kalischen Theorien dadurch aus, dafl hinter ihnen tiefliegende Prinzipien stehen - egal ob
dies im einzelnen nun das Relativitdtsprinzip, Extremal- oder die uns besonders interes-
sierenden Symmetrieprinzipien (wie beispielsweise das G-Theorie-Prinzip [33], [58]) sind.

Um die fundamentalen Probleme der Physik zu l6sen (insbesondere die Quantisierung der

1



1.1. GRUNDGEDANKEN DER NICHTKOMMUTATIVEN GEOMETRIE

Gravitation, die Vereinheitlichung aller fundamentaler Wechselwirkungen, physikalische
Strukturen im Bereich der Planck-Lénge, Reduzierung der freien Parameter im Standard-
modell), wird man neue mathematische Methoden benétigen, aber zusitzlich sicherlich
auch (neue) fundamentale Prinzipien. Ein Ansatz, um bei den angesprochenen Problemen
weiter zu kommen, wird durch die Nichkommutative Geometrie geliefert. Darunter ver-
steht man eine Vielzahl von Methoden, die in unterschiedlichen Bereichen der Mathematik
(wie z.B. Funktionalanalysis oder Gruppentheorie) verwurzelt sind. Diesen Methoden ge-
meinsam ist die Algebraisierung von topologischen Riumen und ihren Strukturen. Dies

gilt insbesondere fiir geometrische Strukturen und fiir Symmetriestrukturen.

Die vorliegende Dissertation beschéftigt sich mit Strukturen und Modellen aus dem Be-
reich der Nichtkommutativen Geometrie (im Folgenden héufig als NKG abgekiirzt), wobei
diese Modelle insbesondere unter dem Gesichtspunkt verallgemeinerter Symmetrien kon-
struiert und diskutiert werden. Grofle Teile der Arbeit sind sehr mathematisch geprégt,
und es werden zudem Begriffe und Strukturen benutzt, die nicht unbedingt zum allt&gli-
chen Handwerkszeug des Physikers, auch nicht des theoretischen Physikers, gehoren. Im
Rahmen einer Einfiihrung stellen wir deshalb zunéchst die grundlegenden Ideen und Zie-
le der NKG vor, so dafl der Bezug zur Physik von Beginn an klar ist. Danach soll der
klassische Symmetriebegriff und seine Bedeutung fiir die Physik skizziert und seine Ver-
allgemeinerung motiviert werden. Dabei geht es zun&chst nicht um mathematisch exakte
Formulierungen und Details, die im Hauptteil der Arbeit gegebenenfalls prizise formu-
liert werden, sondern in erster Linie darum, klarzumachen, warum es sich aus Sicht der
Physik und des Physikers lohnt NKG zu studieren, auch wenn zum jetzigen Zeitpunkt
noch nicht absehbar ist, ob die NKG langfristig eine bessere und iibergreifende Beschrei-
bungsmoglichkeit physikalischer Strukturen und Phénome bietet, und ob sie auch Vorher-
sagekraft besitzt. Gerade das Scheitern bisheriger Versuche die Gravitation analog zu den
anderen fundamentalen Wechselwirkungen zu quantisieren, macht jedoch das Studium von

Strukturen und Modellen, wie sie in der NKG auftauchen, sinnvoll und nétig.

In einzelnen Bereichen und Modellen hat sich bereits gezeigt, dal Methoden der NKG
zu niitzlichen Erkenntnissen fiihren und physikalische Anwendungen besitzen. Man darf
durchaus hoffen, da§ die NKG (oder Fortentwicklungen davon) die Grundlage zu einer Be-
schreibung physikalischer Phdnomene und relevanter Strukturen bilden kann, welche iiber
bisherige Formulierungen hinausgeht, und daf sie zudem eine Sprache zur Verfiigung stellt,
in der es moglich ist, Gravitation und Wechselwirkungen der Elementarteilchenphysik in

einheitlicher Form zu beschreiben - und zwar letztlich auch in quantisierter Form.

Die sicherlich wichtigsten Beispiele fiir physikalische Anwendungen der NKG sind:

- Geometrische Erkléarung des ganzzahligen Quanten-Hall-Effektes [4], [49].

- Reformulierung des Standardmodells der Elementarteilchenphysik auf eine Weise,

welche die Gravitation einbezieht (auf einem klassischen, nicht quantisierten Niveau).

9



KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND AUFBAU DER ARBEIT

- Hopf-Algebren als algebraische Struktur, die der Renormierung unterliegt.

Um Miflverstéindnissen vorzubeugen, seien an dieser Stelle zwei Anmerkungen gemacht.
Wenn hier von NKG die Rede ist, dann ist in der Regel die Nichtkommutative Geometrie
gemeint, wie sie wesentlich von A. Connes ([10], [9], [7]) erarbeitet wurde. Es gab und
gibt aber auch andere Modelle und Formulierungen, die sich gewisser nichtkommutativer
Methoden bedienen und die ebenfalls den Terminus , Nichtkommutative Geometrie*fiir
sich beanspruchen kénnen. Es sei hier insbesondere an das Mainz-Marseille-Modell ([35],
[15]) erinnert, das sich mit den Wechselwirkungen der Elementarteilchenphysik befafit und
beispielsweise auch Aussagen iiber die Higgs-Masse macht, wihrend im Connes-Modell der
Schwerpunkt auf einer einheitlichen Behandlung aller fundamentalen Wechselwirkungen
liegt. Ein weiterer Punkt, der moglichst frith klargemacht werden mu#f, ist, dafl auch die
bereits angesprochene Beschreibung des Standardmodells in der NKG, trotz der Verwen-
dung von nichtkommutativen Algebren (wie man sie in Form der Operatoralgebren in
der Quantenmechanik verwendet), eine klassische Beschreibung ist. Sie ist keine quanten-
mechanische und schon gar keine quantenfeldtheoretische Beschreibung der Physik des
Standardmodells, auch wenn genau dies ein Fernziel der NKG darstellt. Es ist auch kei-
neswegs so, dafl die géingige Formulierung der Quantenmechanik schon Nichtkommutative
Geometrie im Sinne einer Algebraisierung klassischer Strukturen und Begriffe wire. Eine
Interpretation der Quantenmechanik im Sinne der NKG steht demnach noch aus. Die NKG
ist keine Quantisierungsmethode wie etwa Geometrische Quantisierung oder Algebraische

Quantisierung.

Kommen wir also zur Nichtkommutativen Geometrie und ihrer physikalischen Motivation:
Das Gebéude der Physik ruht (wie anfangs bereits erwihnt) heute auf zwei grundlegenden
Séulen. Diese S#ulen sind die Quantenmechanik und die Allgemeine Relativititstheorie.
Mit der Quantenmechanik bzw. der Quantenfeldtheorie kann man die Phénomene der
starken und der elektroschwachen Wechselwirkung beschreiben, wiahrend im Rahmen der
Allgemeinen Relativitdtstheorie die vierte fundamentale Wechselwirkung formuliert wird:
die Gravitation. Diese beiden Grundpfeiler der Physik sind jedoch in unterschiedlichen ma-
thematischen Sprachen formuliert. Wihrend die Allgemeine Relativitétstheorie mit Hilfe
der klassischen Semi-Riemann-Geometrie beschrieben wird (Stichworte hierzu sind Man-
nigfaltigkeiten, Differentialformen, Metrik, kovariante Ableitung, Faserbiindel etc.) und
sich einer Quantisierung bisher entzogen hat, sind die anderen fundamentalen Wechsel-
wirkungen nicht nur im Rahmen einer klassischen Feldtheorie formulierbar, sondern ihre
Quantisierung ist in der Sprache der Quantenmechanik, d.h. der Operatoralgebren und
Hilbert-Rdume beschrieben. Es sollte nicht verschwiegen werden, daf§ auch die Quanten-
mechanik durchaus geometrische Ziige aufweist [55]. Will man eine einheitliche Formulie-
rung im Rahmen einer Quantenfeldtheorie aller fundamentalen Kréfte erreichen, so wird
man eine Sprache finden miissen, in der sich alle Wechselwirkungen beschreiben lassen.

Ein erster Schritt hierzu ist es, die Gravitation (als klassische geometrische Theorie) so
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1.1. GRUNDGEDANKEN DER NICHTKOMMUTATIVEN GEOMETRIE

umzuformulieren, daf sie in der gleichen Sprache wie die Quantenmechanik verfafit ist und
fiir alle fundamentalen Wechselwirkungen (auch auf klassischem Niveau) diese Sprache zu
benutzen. Mathematisch bedeutet dies, dal man topologische Raume, darauf definierte
Strukturen (insbesondere Geometrien) und auch die Symmetrien auf eine rein algebrai-
sche Weise zu beschreiben versucht. Im Zentrum stehen dann nicht mehr klassische Réume
oder Mannigfaltigkeiten, sondern Algebren, die insbesondere auch nichtkommutativ sein
diirfen. Ein anderer Weg wiire es, die geometrische Struktur der Quantenmechanik stérker
herauszuarbeiten und sie in eine Form zu bringen, die der geometrischen Formulierung
der Allgemeinen Relativititstheorie dhnlich ist [55], [53], [54]. Damit werden wir uns im
Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht weiter beschiftigen. Trotzdem kénnte es sehr lohnend

sein, solche Zuginge mit Ansédtzen der NKG zu verbinden.

Unter dem Schlagwort ,,Nichtkommutative Geometrie“ sind verschiedene Methoden ver-
einigt, die einen gemeinsamen mathematischen Grundgedanken haben: die Eigenschaften
von Rdumen (und den mit diesen R&umen assoziierten Objekten) auf einer algebraischen
Stufe auszudriicken. Man nimmt beispielsweise einen Raum von Punkten (z.B einen kom-
pakten Hausdorff-Raum oder eine Gruppe) und driickt die Eigenschaften dieses Raumes
durch eine geeignete Funktionenalgebra iiber dem Raum aus. Natiirlich miissen sich die
Figenschaften des Raumes in den Eigenschaften der Funktionenalgebra wiederspiegeln.
Dafl man statt mit den Rdumen lieber mit Funktionen auf diesen Rdumen arbeitet, ist fiir
den theoretischen Physiker keineswegs ungewohnlich, sondern Alltag: In der Theorie der
Mannigfaltigkeiten (d.h. in der Differentialgeometrie) sind nicht die Punkte des Raumes
(der Mannigfaltigkeit) zentral, sondern die Funktionenalgebra iiber der Mannigfaltigkeit,
insbesondere die Koordinatenfunktionen. Die Observablen in der klassischen Mechanik
sind ebenfalls Elemente einer Funktionenalgebra: der Funktionen auf dem Phasenraum.
Funktionenalgebren iiber Rdumen sind kommutativ, zumindest falls die Multiplikation von
Funktionen punktweise definiert wird. Wenn man einen Raum mit seinen Strukturen (z.B.
Topologie, Gruppenstruktur, Metrik etc.) durch eine solche kommutative Funktionenal-
gebra ausgedriickt hat (und damit den Raum gewissermafien mit der Funktionenalgebra
identifiziert), dann kann man nun Algebren studieren, die alle Eigenschaften dieser kommu-
tativen Funktionenalgebren besitzen, aufler der Kommutativitéit. Diese ,,neuen®“Algebren
sind (wegen fehlender Kommutativitit) jedoch nicht mehr Funktionen auf einem Raum.
Man nennt diese Algebren sinnvollerweise oftmals Quantenriume (z.B. Quantengruppen,
wenn man Algebren betrachtet, welche die gleichen Eigenschaften wie gewisse Funktio-
nenalgebren auf Gruppen besitzen). Es seien im Folgenden einige solcher Konstruktionen

und Beispiele fiir entsprechende physikalisch relevante Strukturen genannt:

1. Gelfand-Naimark-Theorem [30]: Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und C(X) die
unitale Algebra der stetigen komplex-wertigen Funktionen auf X. Dann ist C'(X) eine
C*-Algebra. Das Gelfand-Naimark-Theorem besagt, dafl jede kommutative, unitale
C*-Algebra A von der Form C'(X) fiir einen kompakten Hausdorff-Raum X ist. Die-
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND AUFBAU DER ARBEIT

ser Raum X kann konkret als Raum der Charaktere auf A rekonstruiert werden. Dies
ist genauer gesagt die Aussage des kommutativen Gelfand-Naimark-Theorems. Das
ynichtkommutative“Gelfand-Naimark-Theorem lautet, daf jede (auch nichtkommu-
tative) C*-Algebra eine treue Darstellung als Algebra von beschriankten Operatoren
auf einem Hilbertraum besitzt. Fiir einen Beweis und Diskussion siehe auch [34].
Beispiele fiir solche C*-Algebren sind Funktionen iiber kompakten Lie-Gruppen oder

auch Operatoralgebren iiber Hilbert-Rédumen.

2. Serre-Swan-Theorem [59]: Vektorbiindel iiber einem kompakten Raum besitzen eben-
falls ein algebraisches Gegenstiick in Form von endlich-erzeugten projektiven Mo-
duln. Beispiele fiir Vektorbiindel sind der Tangentialraum (der ,,Geschwindigkeits-
raum“) und der Kotangentialraum (Phasenraum) der klassischen Mechanik. Die
Vektorbiindelstruktur dieser Rdume kann somit genausogut (wenn auch ungewohnt)

durch endlich-erzeugte projektive Moduln beschrieben werden.

3. Spektrale Tripel [10] : Geht man den Weg der Algebraisierung, so zeigt es sich, daf
man ein Objekt im Rahmen der NKG definieren kann, welches ein Analogon zu den
klassischen Riemannschen Spinmannigfaltigkeiten (das sind R&ume auf denen die
Fermionen des Standardmodells ,leben®) darstellt: das sogenannte Spektrale Tripel.
Es besteht unter anderem aus einer C*-Algebra, einem Hilbert-Raum, auf dem diese
Algebra treu dargestellt ist und dem Dirac-Operator, in dem die gesamte geometri-
sche Information enthalten ist. Weiterhin ergibt sich, dafl es ein spektrales Tripel
gibt, aus dem man das (klassische) Standardmodell der Elementarteilchenphysik
rekonstruieren kann. Zudem ist der Higgs-Sektor in diesem Modell ganz natiirlich
enthalten und erfiihrt eine geometrische Interpretation. Das Higgs-Teilchen wird wie
ein Eichboson beschrieben. Eine interessante und offene Frage ist, ob sich das Stan-
dardmodel in dieser Formulierung durch zusétzliche Symmetrien auszeichnet. Solche

Symmetrien miiiten dann auch in einer Quantenfeldtheorie beriticksichtigt werde.

4. Hopf-Algebren und Quantengruppen [46], [45]: Diese korrespondieren auf der alge-
braischen Stufe zu Gruppen. Ihre Eigenschaften erhilt man durch das Studium von
Funktionenalgebren iiber Gruppen. Die Gruppenstrukturen induzieren auf der Stufe
der Funktionenalgebra lineare Zusatzstrukturen. Die Gruppenmultiplikation indu-
ziert eine Komultiplikation, das neutrale Element eine sogenannte Koeins und die
Gruppeninverse die Antipodenabbildung. Auch hier verallgemeinert man, indem man
nichtkommutative Algebren zulédfit. Auch eine Algebraisierung des Faserbiindelbe-
griffs, insbesondere von Prinzipal- und assoziierten Biindeln ist mit Hilfe von Quan-
tengruppen moglich [17]. Dies ist klar, da eine wesentliche Zutat eines Faserbiindels
die Strukturgruppe (in der Regel eine Lie-Gruppe) ist. In einer algebraisierten Ver-
sion des Biindels wird die Rolle der Strukturgruppe von einer Quantengruppe iiber-
nommen. Quantengruppen spielen im Bereich der NKG eine grofie Rolle als ver-

allgemeinerte Symmetrien. Daneben kann man mit Hilfe von Hopf-Algebren und
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1.1. GRUNDGEDANKEN DER NICHTKOMMUTATIVEN GEOMETRIE

Quantengruppen auch ,,Spielzeugmodelle“fiir Quantengravitation konstruieren (bes-
ser und weniger groflspurig gesagt: man kann Modelle aufstellen, die mathematisch
gewisse Ziige von Quantenmechanik und Gravitation tragen). Das 1&8t sich leicht
nach folgendem Rezept bewerkstelligen: Man nehme eine nichtabelsche Lie-Gruppe
(als Beispiel fiir eine Mannigfaltigkeit mit Kriimmung) und betrachte ihre Funk-
tionenalgebra (die natiirlich kommutativ ist). Die nichtabelsche Gruppenstruktur
induziert auf den Funktionen eine Komultiplikation mit einer speziellen Eigenschaft.
Sie ist nichtkokommutativ. Die Nichtkokommutativitdt auf der Stufe der Funktio-
nenalgebra korrespondiert zur Kriimmung des Raumes (d.h. der Lie-Gruppe). Defor-
miert man nun noch die Funktionenalgebra, so daf} sie nicht mehr kommutativ ist,
dann ist die entstandene Algebra ein Beispiel fiir einen nichtkommutativen Raum
mit Kriimmung. Eine weitere, dulerst wichtige physikalische Anwendung der Hopf-
Algebren-Theorie, ist ihre Verbindung mit Renormierung. Wie sich herausgestellt
hat, gibt es eine Hopf-Algebra, die der Kombinatorik von bestimmten Problemen
der Renormierungstheorie unterliegt. Die gleiche Hopf-Algebra wurde auch in einem
vollig anderen Zusammenhang (Index-Theoreme in der NKG) gefunden. Mehr als
ein Fingerzeig fiir eine tiefliegende Verbindung von NKG und Quantenfeldtheorie.
Es ist sicher, dafl Hopf-Algebren ein wichtiges ordnendes Instrument in der Renor-
mierungstheorie bilden [42], [11], [12], [13].

Ein weiterer wichtiger Punkt, der beim Vergleich der Strukturen von klassischer Mecha-
nik und Quantenmechanik oft vernachlassigt wird, ist, daf§ der Zustand eines Systems
in der klassischen Mechanik durch einen Punkt im Phasenraum gegeben wird (also durch
etwas diskretes), wihrend der Zustand eines klassischen Punktteilchens in der Quantenme-
chanik durch eine Wellenfunktion dargestellt wird, also durch etwas kontinuierliches. Die
Nichtkommutative Geometrie behandelt diskrete Raume und Strukturen genauso wie kon-
tinuierliche Rdume. Dies ist ein weiteres Beispiel fiir die vereinheitlichende Kraft, welche
der Nichtkommutativen Geometrie und insbesondere auch der Theorie von Hopf-Algebren
und Quantengruppen innewohnt. Die folgende schematische Zeichnung veranschaulicht
nochmals einige Zusammenhénge von klassischen kommutativen Rdumen und Strukturen

mit ihren algebraischen Gegenstiicken.

C*—Algebren Projektive Moduln Spektrale Tripel Kompakte Algebraische Stufe
Quantengruppen
NCG
. Komm. projektive Kommutative Komm. kompakte
Komm. C*-Algebr. Moduln Spektrale Tripel Quantengruppen

) Klassische Raume
Kompakte Raume Vektorbiindel Spin—-Mannigfalt. Kompakte Gruppen und Geometrie
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND AUFBAU DER ARBEIT

Die NKG stellt zweifellos Hilfsmittel zur Verfiigung, die das Potential besitzen, Elementar-
teilchentheorie und Gravitation einheitlich zu formulieren und insbesondere auch im Quan-
tenbereich eine geeignete Sprache zu bieten. Wie oben angesprochen, kann man das Stan-
dardmodell der Elementarteilchentheorie im Rahmen der NKG reformulieren (mit gewissen
Vorteilen). Allerdings macht dieses Modell kaum Vorhersagen oder Einschrinkungen. Das
Standardmodell ist nur eine Yang-Mills-Theorie, die mit Hilfe eines Spektralen Tripels
ausgedriickt werden kann (obwohl beileibe nicht alle Yang-Mills-Theorien so formuliert
werden konnen). Es wére natiirlich von grofitem Interesse zu erfahren, inwiefern sich das
Spektrale Tripel, welches das Standardmodell liefert, von anderen moglichen Modellen
unterscheidet. Insbesondere stellt sich die Frage ob und durch welche (moglicherweise ver-

allgemeinerten) Symmetrien sich das Standardmodell in dieser Formulierung auszeichnet.

1.2 Symmetriebegriff und verallgemeinerte Symmetrien

Wenden wir uns nun also dem Begriff der Symmetrie zu: Diese Dissertation beschiftigt
sich mit gewissen Symmetrieaspekten in der NKG. Die herausragende Bedeutung von
Symmetrien in der Physik bedarf eigentlich keiner besonderen Erwidhnung. Man kann sich
hochstens dariiber wundern, warum Symmetrien in der Natur vorkommen und in der ma-
thematischen Formulierung der Naturgesetze eine zentrale Rolle spielen. An der Tatsache,
daf$ sie von grundlegender Wichtigkeit sind, ist nicht zu riitteln. Symmetrien sind ein Bei-
spiel fiir ein physikalisches Konzept, dafl nicht etwa nur einen speziellen Teil der Physik
beriihrt, sondern sie sind iibergreifend in praktisch allen Teilen der Physik von fundamen-
talem Interesse. Die physikalische Theorie ist in der Regel am elegantesten und struktu-
rell am aussagekriftigsten dann formuliert, wenn man eine Beschreibungsweise wahlt, in
der moglichst viele Symmetriestrukturen sichtbar werden. Um dies zu untermauern, sei
an die klassische Mechanik erinnert. Hier benutzt man unterschiedliche Ebenen der Be-
schreibung: die Newton-Mechanik, die Lagrange-Mechanik und die Hamilton-Mechanik.
Nur in der Hamilton-Formulierung der klassischen Mechanik tritt die wesentliche Sym-
metriestruktur offen zutage: die symplektische Struktur. Dies hat direkte Konsequenzen
wenn man beispielsweise das Noether-Theorem in seine allgemeinste Form bringen will, so
dal moglichst viele Erhaltungsgrofien beschrieben werden kénnen. Das Noether-Theorem
selbst ist eines der wichtigsten Theoreme der Physik. Es verkniipft Symmetrien und In-
varianzen mit Erhaltungsgrofien. Auch die Quantisierung physikalischer Systeme nimmt
in der Regel als Ausgangspunkt den Phasenraum des Systems. Uber die symplektische
Struktur sind die Poisson-Klammern gegeben, welche die klassische Observablen-Algebra
(Funktionen auf dem Phasenraum) mit der Struktur einer Lie-Algebra versehen und die in
Form des Kommutators ein Analogon in der Quantenmechanik besitzen. Alle fundamen-
talen Wechselwirkungen werden durch Eichtheorien beschrieben. Mathematisch formu-

liert man solche Theorien im Formalismus der Prinzipalfaserbiindel und der assoziierten
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1.2. SYMMETRIEBEGRIFF UND VERALLGEMEINERTE SYMMETRIEN

Vektorbiindel. Auch hier steht im Zentrum eine Gruppe: die Strukturgruppe (bzw. die
Eichgruppe). Das Beispiel der unterschiedlichen Beschreibungsebenen in der klassischen
Mechanik macht deutlich, dafl3 es wichtig ist, die gleiche Physik auf unterschiedliche Ar-
ten zu formulieren um dann die Beschreibungsweise zu finden, in der man moglichst viele
strukturelle Einsichten in die Theorie bekommt. Diese strukturellen Einsichten konnten
mit dem Auftreten neuer Symmetrien verbunden sein. Im Rahmen der NKG wird das
Standardmodell der Elementarteilchentheorie auf einer anderen Ebene, d.h. mit anderen
mathematischen Methoden als gewohnt, beschrieben. Es besteht die Hoffnung, dafl man
in dieser oder in einer weiterentwickelten Formulierung zusétzliche und vielleicht tiefere
Einsichten in das Standardmodell erhalten kann - und vielleicht in die Physik ,,jenseits*“des
Standardmodells. Wie bereits oben angesprochen ist die Frage, ob sich das Standardmodell
in der NKG-Formulierung durch weitere bisher nicht bekannte Symmetrien auszeichnet,
Gegenstand intensiver Forschung. Man kennt sogar eine solche Symmetrie-Kandidatin: Ei-
ne deformierte Universelle Einhiillende der Lie-Algebra s[(2, C). Deren Struktur ist jedoch

sehr schwierig, so dafl dieser Punkt noch offen ist.

Da man in der NKG die Stufe der klassischen Punktriume mit den darauf definierten
kommutativen Funktionenalgebren verliafit und stattdessen mit nicht-kommutativen Al-
gebren arbeitet, ist es fast klar, dafl auch die klassischen Symmetrien, die diese Réaume
besitzen, auf der algebraischen Stufe in einer anderen Form beschrieben werden miissen.
Eine sinnvolle Verallgemeinerung sollte dabei die klassischen Symmetriestrukturen bein-
halten. An dieser Stelle erscheint es angemessen, ein paar Worte dariiber zu verlieren,
was wir eigentlich unter einer ,,Symmetrie“verstehen wollen. Wenn wir in der Physik von
Symmetrie sprechen, dann ist dies mathematisch mit dem Begriff einer Gruppe (oder Lie-
Algebra) verbunden. Die Gruppe bewirkt Transformationen auf einem Raum, wihrend die
Lie-Algebra mit infinitesimalen Transformationen korreliert ist. Man kann den Begriff der
Symmetrie enger oder weiter auslegen. Allen Auslegungen gemeinsam ist, daf§ man einen
Raum hat, auf diesen Raum eine Gruppe oder Lie-Algebra wirken 148t (man also Trans-
formationen auf dem Raum ausfiihrt) und dafi gewisse Eigenschaften des Raumes oder
der Objekte, die auf diesem Raum ,leben*, unveréndert (invariant) bleiben. Im weitesten
Sinne bedeutet Symmetrie, dafl iiberhaupt eine Wirkung der Gruppe oder Lie-Algebra auf
den Raum existiert, die dessen Strukturen respektiert. Dies ist keineswegs selbstverstdnd-
lich, wie das folgende Beispiel zeigt, welches auch demonstriert, dafl, wenn die Strukturen
eines Raumes nichtkommutativ gemacht werden, vorherige Symmetrien verloren gehen
konnen. Wir betrachten als Beispiel die Wirkung der Gruppe SO(3) auf den Raum R3.
SO(3) wirkt dabei bekanntermafen wie folgt:

Auf infinitesimalem Niveau hat man die Lie-Algebra so(3) mit den Erzeugenden der Dre-
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND AUFBAU DER ARBEIT

hungen
00 O 001 0-10
Ji=|100-11|, o= 000], J3=1100
01 0 -100 00O

Endliche Drehungen ergeben sich als:

—

7= exp(—tg- )7
Die Struktur der Lie-Algebra ist durch die Kommutatorrelationen gegeben:
[JZ', Jj] = eiijk-

Die Elemente der Lie-Algebra wirken auf die Koordinaten im R® als Derivationen und

erfiillen insbesondere die Leibniz-Regel. Wie wirkt Jg auf 77

T 0-10 x —y
JgTTE J3 Yy = 100 Y = x
z 000 z 0

Wir betrachten nun einen nichtkommutativen Raum mit der Vertauschungsrelation

Ty = qyT. (1.1)
J3 = 0y ist nicht mehr definiert, denn

2

J3(my) = _y2 + x27 Jg(yl’) =T — y27

und dies fithrt sofort auf einen Widerspruch:

J3(zy) = J3(qyz) = qJ3(yz) = q(z® — y?).

Ein Ausweg ist die Betrachtung von ebenfalls ,deformierten Symmetrien“: Solche Be-
trachtungen fithren auf die g-deformierte SO(3) und auf entsprechende deformierte Lie-
Algebren. Dies sind konkrete Beispiele fiir die Hopf-Algebren-Symmetrien, welche wir in
den néchsten Kapiteln diskutieren werden. Es sei noch eine Anmerkung zur Gleichung
(1.1) gemacht: In dieser Gleichung wird fiir die Koordinatenfunktionen angenommen, dafl
sie nicht vertauschen. Ein solcher Ansatz wird beispielsweise in [26] fiir die Raum-Zeit-
Struktur kleinster Abstdnde (Planck-Skala) gemacht. Dies wird dort durch eine Analy-
se des Messprozesses motiviert: Um immer kleinere Absténde aufzulésen, mufl in einem
Raumvolumen so hohe Energie , hineingesteckt“werden, dafl sich letztlich ein Schwarzes
Loch bilden kann, welches verhindert, dafl die Koordinaten genau messbar werden. Aller-
dings sollte man sich immer vor Augen halten, dafl solche Argumente einen etwas heuri-

stischen Charakter haben und sich noch experimenteller Nachpriifbarkeit entziehen. Als
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1.3. HOPF-ALGEBREN IN DER THEORETISCHEN PHYSIK - EINE AUSWAHL

Motivation, um sich mit einer nichtkommutativen Raum-Zeit zu beschéftigen, sind sie aber

durchaus legitim.

Es bietet sich an, statt mit Gruppen und Lie-Algebren, mit Hopf-Algebren und Quanten-
gruppen zu arbeiten. Auch hier sei zur Nomenklatur angemerkt, dafl in der Literatur die
Begriffe Hopf-Algebra und Quantengruppe oftmals synonym gebraucht werden. Es gibt je-
doch Griinde (auf die spéter eingegangen wird), die Begriffe zu unterscheiden. Den Begriff
Quantengruppe werden wir in einem topologischen Kontext benutzen. Quantengruppen
sind (gewissermaflen) die topologische Version von Hopf-Algebren. Bis wir die Unterschiede
klargemacht haben, wollen wir sie einstweilen nicht unterscheiden. Die klassische Wirkung
einer Gruppe oder Lie-Algebra auf einen Raum wird ersetzt durch die Wirkung von Hopf-
Algebren oder Quantengruppen auf Algebren. Wir werden in den nachfolgenden Kapiteln
sehen, dafl in gewisser Weise die Theorie von Gruppen und Lie-Algebren in der Theorie
von Hopf-Algebren und Quantengruppen enthalten ist. Quantengruppen sind auf der einen
Seite eine Verallgemeinerung der klassischen Symmetriestrukturen und auf der anderen
Seite eine Vereinheitlichung von Gruppen- und Lie-Algebren-Konzept. Dieses ,, Verallge-
meinern und Vereinheitlichen“ist geradezu ein Charakteristikum der Nichtkommutativen

Geometrie und ihrer Methoden.

1.3 Hopf-Algebren in der theoretischen Physik - eine Aus-

wahl

Bevor in den néchsten Kapiteln im Detail auf Hopf-Algebren und Quantengruppen ein-
gegangen wird, sei an dieser Stelle ein kurzer Uberblick {iber das Vorkommen von Hopf-

Algebren in der theoretischen Physik gegeben.

1.3.1 Natiirliche Struktur in der Mathematik:

Hopf-Algebren sind eine Struktur, die man nicht ,,von Hand“einfithren muf}, sondern man
bekommt sie in Form von Funktionenalgebren iiber Gruppen oder in Form Universeller

Einhiillender von Lie-Algebren gratis. Man erhélt sie also auf natiirliche Weise als:

- Linearisierung von Gruppenwirkungen.
- Funktionenalgebren iiber Gruppen.

- Universelle Einhiillende von Lie-Algebren.

Die Natiirlichkeit der Hopf-Algebren-Strukturen werden im Verlauf des folgenden Kapitels
ausfiithrlich dargestellt. Letztlich zeigt es sich, dal (wie bereits erwéhnt) Gruppen- und Lie-
Algebrentheorie in der Hopf-Algebren-Theorie enthalten sind. Hopf-Algebren sind jedoch

~10—



KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND AUFBAU DER ARBEIT

dem algebraischen Bereich besser angepasst und ordnen sich zwanglos in die Gedankenwelt
der NKG ein.

1.3.2 Struktur in der theoretischen Physik

Hopf-Algebren und Quantengruppen werden in der theoretischen Physik in vielen Berei-
chen benutzt. Ebenso wie bei Gruppen liegt ihre Bedeutung darin, daf} sie Strukturen zur
Verfiigung stellen, die nicht nur fiir einen speziellen Bereich von Nutzen sind, sondern in

unzdhligen Gebieten und Anwendungen eine grofle Wichtigkeit erlangt haben:

- Theorie integrabler Systeme, niederdimensionale Topologie, Braidgruppen und ihre

Darstellungen, Diskrete Eichtheorien, konforme Feldtheorien.
- Renormierung.

- Nichtkommutative Geometrie.

Die Theorie der integrablen Systeme ist historisch eine der Wurzeln der Hopf-Algebren-
theorie. Die Bereiche Niederdimensionale Topologie, Braidgruppen, diskrete Eichtheorien
und Konforme Feldtheorien sind eng miteinander verkniipft. Interessant sind Untersu-
chengen iiber das Spin-Statistik-Theorem in niederen Dimensionen und Effekte wie der
nichtabelsche Aharonov-Bohm-Effekt [21], [20], [22]. Dort ,sitzen“die Teilchen nicht in
Darstellungen einer Gruppe, sondern in Darstellungen einer speziellen Hopf-Algebra: des
sogenannten Quantendoppels. Einen sehr schénen Uberblick iiber Hopf-Algebren als Sym-
metriestruktur (mit dem Schwerpunkt Renormierung) gibt [66]. Mit den unzihligen An-
wendungen von Hopf-Algebren und Quantengruppen werden wir uns im Rahmen dieser
Arbeit nicht beschéftigen, da das Hauptgewicht auf einer Untersuchung von Hopf-Algebren
als Symmetriestruktur in der Nichtkommutativen Geometrie liegen wird, so dafl die im
néichsten Unterabschnitt aufgezihlten Punkte uns im weiteren Verlauf der Arbeit vor-
nehmlich beschéftigen werden, wobei der dortige zweite Punkt die eigentliche Motivation

im Hintergrund liefert.

1.3.3 Nichtkommutative Geometrie

Im Bereich der Nichtkommutativen Geometrie spielen Hopf-Algebren und Quantengrup-
pen einerseits die Rolle von verallgemeinerten Symmetriestrukturen und andererseits als
Lieferanten der (in gewisser Weise) einfachsten Modelle von Rdumen mit nicht-kommu-

tativen und geometrischen Strukturen:

- Symmetriestruktur in der Nichtkommutativen Geometrie [52], [14].

- Modelle fiir eine einheitliche Formulierung von Gravitation und Quantenmechanik
[46].
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- Quantenbiindel (Hopf-Galois-Erweiterungen) als Verallgemeinerung von Faserbiin-

deln und assoziierten Biindeln [5], [17].

Wir kénnen uns an dieser Stelle kurz fassen, da diese drei Punkte im Hauptteil der Arbeit
ausfiihrlich diskutiert und dargestellt werden. Weitere Literatur wird an den entsprechen-

den Stellen der Dissertation angegeben.

1.4 Motivation

Nachdem im vorangehenden, einfithrenden Teil die Grundgedanken der NKG dargelegt
wurden, wollen wir nun die NKG noch ein wenig , globaler“betrachten. Letztlich geht es
in der NKG um nicht weniger, als im Prinzip die gesamte Physik in einer gemeinsamen
Sprache zu formulieren. Der Vereinigung von verschiedenen physikalischen Gebieten (wie
der Elementarteilchenphysik und der Gravitation) entspricht auf der mathematischen Seite
die Vereinheitlichung von mathematischen Methoden. Was sollte eine solche neue Sprache

demnach beinhalten? Wir wollen eine Auswahl wichtiger Punkte nennen:

- Klassische Réume und ihre Strukturen (insbesondere Geometrien). Riemann-Man-

nigfaltigkeiten und Spin-Mannigfaltigkeiten.

- Nichtkommutative Réume wie z.B. Operatoralgebren der Quantenmechanik oder

Spektrale Tripel etc.
- Klassische Symmetrien: Gruppen und Lie-Algebren.

- Verallgemeinerte Symmetrien (d.h. Symmetrien, welche den nichtkommutativen R&u-
men angepafit sind und die klassischen Symmetrien als Grenzfall enthalten): Hopf-

Algebren, Quantengruppen.

- Nichtkommutative Verallgemeinerung von Faserbiindeln (insbesondere Prinzipalbiin-

del).

- Nichtkommutative Verallgemeinerung von Gitter-Theorien.

Wenngleich mit der Reformulierung des Standardmodells ein schoner Erfolg erzielt wurde,
so mufl man doch folgendes kritisch anmerken: Das Gebdude der NKG (in der Connes’-
Formulierung) griindet sich auf sehr wenige Beispiele. Da wére der Nichtkommutative
Torus, welcher die best-studierte nichtkommutative Mannigfaltigkeit mit Spektralen Tri-
peln liefert und der eine (wieder) zunehmende Bedeutung im Rahmen von String-Theorien
erfahrt. Das des ofteren erwihnte Spektrale Tripel des Standardmodells ist dagegen schon
ein sehr kompliziertes Beispiel. Daneben gibt es noch einige andere untersuchte nicht-
kommutative Spin-Mannigfaltigkeiten. Dieser Zugang zur NKG ist insgesamt sehr auf die

nichtkommutative Verallgemeinerung von klassischen Spin-Mannigfaltigkeiten und auf das
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND AUFBAU DER ARBEIT

Einbeziehen der Gravitation zugeschnitten. Es bleibt jedoch die Frage, ob man einen ma-

thematischen Formalismus wirklich auf sehr wenigen Beispielen aufbauen kann.

Ein weiterer Punkt ist, dafl es durchaus verschiedenen Zuginge zu Nichtkommutativer
Geometrie (hier ausnahmsweise nicht nur im Sinne von Connes gemeint) gibt. Vor allem
die Hopf-Algebren- und Quantengruppen-Theorie bietet einen eigenstindigen Zugang zu
nichtkommutativen Methoden und Modellen. Der Zugang von Connes, der im Zentrum
den Begriff des Spektralen Tripels hat und der Quantengruppen-Zugang, der naturgeméf
Symmetriestrukturen stérker in den Mittelpunkt riickt, sind bisher immer noch ein wenig
disjunkt, obwohl es durchaus mittlerweile Modelle gibt, die sich Methoden beider Zugénge
bedienen [48]. Man sollte sich vor Augen halten, dafl der Connessche Zugang mit seinen
Axiomen fiir Spin-Mannigfaltigkeiten beispielsweise fiir Gitter-Eichtheorien nicht ohne wei-
teres geeignet ist, da es nicht moglich ist, diese Axiome fiir den kanonischen Dirac-Operator
auf dem Gitter zu erfiillen [31]. Auch der Fall von Riemann-Mannigfaltigkeiten ist mit
der Connes-Axiomatik nicht zu behandeln, da hier i.a. kein Dirac-Operator vorhanden
ist, in dem ja bei den spektralen Tripeln die geometrische Information steckt. Im Rah-
men der Quantengruppen gibt es allerdings durchaus eine Theorie von nichtkommutativer

Riemann-Geometrie [47].

Es wire also wiinschenswert, Modelle zur Verfiigung zu haben, in denen sowohl Spektra-
le Tripel als auch Quantengruppen eine gewisse Rolle spielen. Aus diesem Grund haben
wir uns in [23] mit einer aus der Literatur [32] bekannten Algebra, dem Quantendoppel-
torus, beschéftigt. Dieser ist aus dem Nichtkommutativen Torus aufgebaut, also gerade
dem Raum, der im Hinblick auf Nichtkommutative Geometrie und Spektrale Tripel mit-
hin am besten studiert ist. Wir studieren ihn hier jedoch unter dem Gesichtspunkt von
verallgemeinerten Symmetrien, unter denen wir in dieser Arbeit Hopf-Algebren- oder (in
einem topologischen Kontext) Quantengruppen-Symmetrien verstehen wollen. Wir be-
handeln den Quantendoppeltorus als einen Spezialfall von allgemeineren Réumen, die alle
aus dem Nichtkommutativen Torus aufgebaut sind. Wir studieren im Detail die Hopf-
Algebren-Strukur dieser Nichtkommutativen Multi-Tori. Thre duale Formulierung erlaubt
eine Interpretation im Rahmen von algebraischen Quantisierungsproblemen. In bestimm-
ten Fillen besitzen die von uns konstruierten Hopf-Algebren eine zusétzliche Struktur (eine
R-Matrix). Auch diese, in der Hopf-Algebren-Theorie sehr wichtige Eigenschaft, wird von
uns eingehend untersucht. Ein wichtiges Ergebnis der Arbeit ist die Herleitung der nieder-
dimensionalen Kac-Paljutkin-Algebren, sowie das Studium des Kommutativen Torus und
der Nichtkommutativen Multi-Tori unter dem Gesichtspunkt von exakten Sequenzen und
Hopf-Galois-Erweiterungen. Da solche Hopf-Galois-Erweiterungen das nichtkommutative
Analogon zu Prinzipalbiindeln sind, kénnen wir mit den Nichtkommutativen Multi-Tori ei-
ne interessante Klasse nichtkommutativer Prinzipalbiindel présentieren. Eine weitere Fra-
ge und Motivation zu dieser Arbeit war, ob der Nichtkommutative Torus verallgemeinerte

Symmetrien besitzt, die {iber die wohlbekannte u(1) x u(1)-Symmetrie hinausgeht. Diese
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1.5. AUFBAU DER ARBEIT

Frage konnten wir positiv beantworten, allerdings 148t sich die Symmetrie nicht auf die

Spektralen Tripel erweitern.

1.5 Aufbau der Arbeit

Es wird in den ersten Kapiteln dieser Arbeit gezeigt, dafl man zu Hopf-Algebren und Quan-
tengruppen auf verschiedenen Wegen gefiihrt wird, beispielsweise wenn man die Wirkung
von Gruppen auf Rédume untersucht und solche Wirkungen ,linearisiert“. Die Niitzlich-
keit von Quantengruppen beschriankt sich nicht nur auf ihre Rolle als verallgemeinerte
Symmetrie (auch wenn das Augenmerk der Arbeit auf diesen Punkt gerichtet ist). Sie
bilden selbst einen eigensténdigen Zugang zu Nichtkommutativer Geometrie und liefern
interessante Modelle, in denen Eigenschaften von Gravitation (=klassische Geometrie)
und quantenmechanischer Beschreibung vereinigt sind. Quantengruppen haben somit ei-
ne mehrfache Funktion im weiten Gebiet der NKG. Der funktionalanalytische Zugang
zur NKG nach Connes, der im Zentrum den Begriff des Spektralen Tripels hat und der
mehr algebraische, von den Symmetrien motivierte Zugang iiber die Quantengruppen,
sind bis zum jetzigen Zeitpunkt leider ein wenig disjunkte Zugénge zur NKG, und es ist
wiinschenswert und eine der Motivationen fiir diese Arbeit, die Zuginge ein wenig mehr
zusammen zu bringen, indem Modelle konstruiert werden, in denen Spektrale Tripel und

Quantengruppen als deren Symmetrie gleichermaflen eine Rolle spielen.

In den folgenden Kapiteln soll somit eine Einfithrung in die Theorie der Quantengrup-
pen gegeben werden. Angesichts der Vielfalt und der Grofle dieses Themenbereiches (ver-
gleichbar mit der Gruppentheorie und ihren mannigfachen Anwendungen) kénnen hier-
bei nur die wichtigsten Grundlagen und diejenigen Aspekte vermittelt werden, die im
Rahmen dieser Arbeit eine Rolle spielen. Deshalb werden wir Quantengruppen primér
als Objekte betrachten, die auf andere Objekte wirken kénnen. Wir nehmen damit den
Symmetrie-Standpunkt ein. In die Theorie der Hopf-Algebren gibt es mittlerweile einige
gute Einfiihrungen, die im Hinblick auf Anwendungen in der theoretischen Physik geschrie-
ben wurden (und damit fiir das Anliegen dieser Arbeit besser geeignet erscheinen, als etwas
dltere Darstellungen wie etwa [60]). Es seien an dieser Stelle [46], [8] und [40] genannt. Au-
Berdem sei auf meine eigene Arbeit [22] hingewiesen. Einen Uberblick iiber den heutigen
Stand der mathematischen Forschung, endlichdimensionale Hopf-Algebren betreffend, gibt
[2]. Literatur zu Quantengruppen (die gewissermafien die topologische Variante der Hopf-
Algebren darstellen) wird im Kapitel 4 an entsprechender Stelle genannt. Die Motivation
zur Beschéftigung mit verallgemeinerten Symmetrien ist prinzipiell die gleiche wie die zur
Beschiftigung mit nichtkommutativen R&umen; man sucht eine mathematische Formu-
lierung, in der die klassischen Symmetrien (Gruppen und Lie-Algebren) als Spezialfille
ihren Platz haben, die aber allgemeiner und der Nichtkommutativen Geometrie angepaf3-

ter ist. Der Symmetriebegriff, den wir in Zusammenhang mit Quantengruppensymmetrien
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Spektraler Tripel zugrunde legen, wurde in [52] eingefiihrt.

Teil T der Arbeit erklért ausfiihrlich die mathematischen Grundlagen der Hopf-Algebren-
und Quantengruppentheorie. Dabei wurde versucht, die Arbeit weitestgehend ,,selbsttra-
gend“zu formulieren, so daf} alle Grundlagen in der Arbeit erldutert werden. Dies fiihrt
zwar zu einem gewissen Stoffumfang, es werden jedoch fast alle eingefiihrten Begriffsbil-
dungen und Konstruktionen tatséichlich benotigt. Alternativ kann man auch direkt im
zweiten Teil der Arbeit einsteigen und den ersten Teil als ,,Nachschlagewerk“benutzen. Zu
einem tieferen Verstindnis der Hopf-Algebren-Strukturen empfiehlt es sich jedoch durch-
aus, den ersten Teil zu lesen, da der Versuch unternommen wurde, die Hopf-Algebren-
Theorie und deren Begriffsbildungen in allen Punkten zu motivieren. Dies ist anhand der
iiblichen Literatur nicht ohne weiteres moglich. Der Schwerpunkt (oder besser gesagt die
Sichtweise) liegt dabei auf dem Symmetrie-Standpunkt. Hopf-Algebren werden in erster
Linie als Verallgemeinerungen von Gruppen und Lie-Algebren gesehen. Wir sind dement-
sprechend besonders daran interessiert zu zeigen, wie diese Strukturen auf andere Objekte
wirken kénnen. Wir wenden uns in Kapitel 2 zuerst endlichdimensionalen Hopf-Algebren
zu, die wir sehr natiirlich als Verallgemeinerung endlicher Gruppen konstruieren kénnen.
Die gefundenen Definitionen gelten dann auch fiir unendlichdimensionale Hopf-Algebren.
Wichtige Probleme, die beispielsweise bei der Betrachtung der dualen Hopf-Algebren auf-

tauchen konnen, werden diskutiert.

In Kapitel 3 gehen wir auf den Fall ein, dafl wir es nicht mit unitalen Hopf-Algebren
(Hopf-Algebren mit einer Eins der Algebra) zu tun haben. Dieser Fall wird mit den
Multiplikator-Hopf-Algebren behandelt, die wiederum ein tieferes Versténdnis der Hopf-
Algebren-Strukturen férdern.

Im 4. Kapitel wenden wir uns der ,,topologischen “Theorie der Hopf-Algebren, den so-
genannten Quantengruppen zu. Dabei studieren wir kompakte Quantengruppen, die zu
kompakten Gruppen assoziiert sind. Durch duale Betrachtungsweise ergibt sich die Theo-

rie der diskreten Quantengruppen.

Teil II dieser Dissertation beschéftigt sich dann mit dem eigentlichen Thema: der Kon-
struktion interessanter Klassen von Hopf-Algebren, die alle mit dem Nichtkommutativen
Torus assoziiert sind, sowie mit verallgemeinerten Symmetrien des Nichtkommutativen

Torus und seiner Spektralen Tripel.

In Kapitel 5 zeigen wir, dafl die algebraische Quantisierung von homogenen R&umen
ein Spezialfall des Universellen Quantisierungsproblems von Kreuzprodukten der Hopf-
Algebren-Theorie ist. Wir betrachten die spezielle Kreuzproduktalgebra F'G x F(Z™) mit
einer endlichen Gruppe G. Diese Algebra ist Ausgangspunkt fiir die Konstruktionen im
nachfolgenden Kapitel, in dem zum Nichtkommutativen Torus assoziierte Hopf-Algebren-

Strukturen untersucht werden.

Das Kapitel 6 erlautert, wie man zu einer ganzen Klasse von Quantengruppen kommt, die
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alle mit dem (in der Nichtkommutativen Geometrie besonders wichtigen) Nichtkommutati-
ven Torus assoziiert sind. Dies ist eine starke Verallgemeinerung des Quantendoppeltorus,
der in der Literatur bereits in anderer Formulierung bekannt ist. Insbesondere werden
wir zeigen, dafl diese Konstruktion besonders einfach wird, wenn man die entsprechenden

Dualrdume aus Kapitel 5 betrachtet.

Ausgehend von den Quantengruppen, die in Kapitel 6 konstruiert wurden, kénnen wir im
7. Kapitel endlichdimensionale Hopf-Algebren erzeugen und zeigen, dafl die sehr wichti-

gen Kac-Paljutkin-Algebren sich aus dieser Konstruktion ergeben.

Kapitel 8 arbeitet die Quantenfaserbiindel-Struktur des Quantendoppeltorus heraus, und
fiir den Fall von Wurzeln der Eins, wird der Nichtkommutative Multi-Torus als Hopf-

Galois-Erweiterung des Kommutativen Torus hergeleitet und studiert.

Das 9. Kapitel zeigt, da8 der Nichtkommutative Torus iiber die bekannte u(1) x u(1)-
Symmetrie hinaus eine gréoflere Symmetrie besitzt. Diese Symmetrie wird durch die duale
Hopf-Algebra zum Quantendoppeltorus gegeben. Es lassen sich allerdings keine invarianten
Spektralen Tripel dazu finden. Die verallgemeinerte Symmetrie des Nichtkommutativen

Torus 148t sich also nicht auf die spektralen Tripel fortsetzen.

Abschlielend enthélt das 10. Kapitel eine Zusammenfassung der Arbeit.
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Teil 1

Hopf-Algebren und
Quantengruppen als

verallgemeinerte Symmetrien
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Vorbemerkungen:

Es ist ein Grundgedanke der Nichtkommutativen Geometrie die topologischen und geo-
metrischen Eigenschaften von Riumen auf einer algebraischen Stufe (Funktionenstufe)
auszudriicken, auf dieser Stufe Verallgemeinerungen zuzulassen und insbesondere auch
nichtkommutative Algebren zu betrachten. Prinzipiell ist die Vorgehensweise dabei fol-
gendermaflen: Man betrachtet einen Raum und driickt seine Eigenschaften durch eine
geeignete Algebra von Funktionen iiber diesem Raum aus, wobei das Auswihlen der ge-
eigneten Algebra der zentrale Punkt ist. Die Funktionenalgebra ist natiirlich kommutativ.
Die Eigenschaften des Raumes werden dann allein durch Eigenschaften der Funktionenal-
gebra beschrieben. In diesem Sinne konstruiert man also eine Aquivalenz einer Kategorie
von Réumen mit einer Kategorie von Algebren. Man kann nun verallgemeinern, indem man
Algebren betrachtet, die zwar die Eigenschaften der betrachteten Funktionenalgebren be-
sitzen, aber nicht mehr notwendigerweise kommutativ sind. Diese Algebren sind dann auch
nicht mehr Funktionen iiber einem Raum, wenngleich sie héufig als Operatoralgebren auf
einem Raum dargestellt werden kénnen. Solche nichtkommutativen Algebren nennt man
sinnvollerweise Quantenrdume. Wenn beispielsweise X ein kompakter Hausdorff-Raum
ist, so betrachtet man die C*-Algebra der stetigen Funktionen C'(X). Aus dieser Algebra

wiederum kann man den Raum X rekonstruieren.

Solche Betrachtungsweisen kann man natiirlich insbesondere auf Gruppen anwenden (end-
liche Gruppen, diskrete Gruppen, Lie-Gruppen, kompakte Gruppen, lokalkompakte Grup-
pen). Auch hier sucht man jeweils eine geeignete Funktionenalgebra und definiert dann
die Eigenschaften der Gruppe auf der Funktionenstufe. Dabei gilt es zwei Charakteristika

der jeweiligen Gruppe in die algebraische Sprache zu iibersetzen:

e die Strukturabbildungen der Gruppe, d.h. Multiplikation, neutrales Element, inver-

ses Element,

e die topologischen Eigenschaften der Gruppe.

In den folgenden Kapiteln wollen wir uns mit den folgenden Typen von Gruppen und den

ihnen entsprechenden Hopf-Algebren und Quantengruppen beschiftigen:

e den endlichen Gruppen,
e den kompakten Gruppen,

e den lokalkompakten Gruppen.

Naturgemaf ist die Behandlung der endlichen Gruppen der einfachste dieser Punkte. To-
pologische Fragen spielen hier keine Rolle und das Ubertragen von den Strukturabbil-
dungen der Gruppe auf die Stufe der Funktionenalgebren bereitet keinerlei Probleme.

Trotzdem werden alle relevanten Begriffsbildungen bereits eingefiihrt. Man gelangt auf



natiirliche Weise zum Begriff der Hopf-Algebra. Komplizierter ist die Behandlung von kom-
pakten und lokalkompakten Quantengruppen, da hierbei die topologischen Eigenschaften
der Gruppe eine zentrale Rolle spielen. Die Begriffsbildungen, die man aus der Behand-
lung der endlichen Gruppen gewonnen hat, miissen modifiziert und angepafit werden. Mit
der GewShnung an die rein algebraischen Methoden der Hopf-Algebren-Theorie aus dem
folgenden Kapitel, ist der Umstieg auf die kompakten und lokalkompakten Quantengrup-
pen (gewissermaflen die topologischen Versionen der Hopf-Algebren) jedoch leichter zu

verstehen.
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Kapitel 2

Von endlichen Gruppen zu

endlichen Hopf-Algebren

Eine endliche Gruppe induziert auf der Algebra der kérperwertigen Funktio-
nen tber der Gruppe zusdtzlich zu deren Algebrenstruktur noch weitere Ab-
bildungen, welche die Funktionenalgebra mit der Struktur einer kommutati-
ven Hopf-Algebra ausstatten. Auch die Gruppenalgebra (d.h. die Algebra, die
von den Gruppenelementen erzeugt wird) ist eine Hopf-Algebra. Finer Lie-
Algebra kann man ihre Universelle Finhiillende zuordnen, die ebenfalls ei-
ne Hopf-Algebren-Struktur trigt. Hopf-Algebren kénnen als verallgemeinerte
Symmetriestrukturen interpretiert werden, die auflerdem die Begriffe Gruppe
und Lie-Algebra beinhalten und in gewisser Weise vereinheitlichen. Zahlreiche
Begriffsbildungen (wie Wirkung, Darstellung, Haar-Integral) aus der Gruppen-

theorie kénnen auf die algebraische Stufe ,gehoben“werden.

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit der Frage, wie man zu einem verallgemei-
nerten Symmetriebegriff kommt, wenn von einer endlichen Gruppe und ihren Wirkungen
ausgegangen wird. Dieser Fall ist aus mehreren Griinden einfach (wenngleich keineswegs

trivial):

e Die Topologie spielt keine Rolle. Die Strukturabbildungen sind problemlos zu de-
finieren. Man kann mit dem algebraischen Tensorprodukt arbeiten und muf} nicht

(wie in Kapitel 4) Tensorprodukte von C*-Algebren verwenden.

e Die Algebra der Funktionen {iber der Gruppe ist eine unitale Algebra, d.h. sie besitzt

eine Eins.

e Wir haben es im wesentlichen mit endlichdimensionalen Radumen zu tun. In der

Hopf-Algebren-Theorie ist die Betrachtung von dualen Rdumen sehr wichtig. Fiir
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2.1. GRUPPEN, HOPF-ALGEBREN UND WIRKUNGEN

endlichdimensionale Hopf-Algebren sind die Dualrdume wiederum Hopf-Algebren.

Dies gilt i.a. nicht mehr fiir unendlichdimensionale Hopf-Algebren.

Die Definition einer Hopf-Algebra nimmt keinen Bezug auf die Dimension des Raumes
und viele der Definitionen und Aussagen, die wir kennenlernen werden, sind auch fiir
unendlichdimensionale Hopf-Algebren giiltig. Wir werden darauf an den entsprechenden
Stellen hinweisen. Hingewiesen sei auflerdem darauf, dafl Hopf-Algebren, die zu endlichen
Gruppen assoziiert sind, ein Spezialfall der kompakten Quantengruppen sind, die wir dann

im 4. Kapitel ndher studieren werden.

Obwohl die endlichen Gruppen und die ihnen zugeordneten Hopf-Algebren in gewisser
Weise nur eine Vorstufe zur Behandlung von kompakten Quantengruppen bilden, muf sie
jede sinnvolle Theorie von Quantengruppen als Spezialfall enthalten. Wir werden im Rah-
men dieser Dissertation noch hiufig sehen, daf§ es oftmals sehr niitzlich ist, sich zunéchst
auf rein algebraisch behandelbare Konstruktionen zu beschréanken und danach erst topo-
logische Aspekte hinzuzufiigen. Das Studium von endlichdimensionalen Hopf-Algebren ist
auch deswegen mathematisch interessant, da man hier noch am ehesten eine vollstédndige

Klassifizierung erwarten kann [2], auch wenn diese bisher keineswegs abgeschlossen ist.

2.1 Gruppen, Hopf-Algebren und Wirkungen

In den folgenden Unterabschnitten wollen wir uns (nachdem wir ein wenig Notation und
den Wirkungsbegriff eingefiihrt haben) mit grundlegenden Beispielen von Hopf-Algebren
beschiftigen, die sich jeder endlichen Gruppe bzw. jeder Lie-Algebra assoziieren lassen.

Diese Beispiele sind:

1. Funktionenalgebra iiber einer endlichen Gruppe.
2. Gruppenalgebra.

3. Universelle Einhiillende einer Lie-Algebra.

Ein gutes Verstiandnis dieser Hopf-Algebren ist fundamental fiir die gesamte Hopf-Algebren-
Theorie. Wie diese Algebren miteinander in Beziehung stehen, wird im weiteren Verlauf
dieses Kapitels klar werden; ebenso die Frage, ob man aus einer gegebenen Funktionen-
und Gruppenalgebra oder einer Universellen Einhiillenden wieder die Gruppe bzw. die

Lie-Algebra rekonstruieren kann.

2.1.1 Gruppen und ihre Wirkungen

In der Physik tauchen Gruppen insbesondere als Transformationsgruppen von R&umen
auf. Eine Transformation ist ein Automorphismus auf einem Raum. Zu jeder Transfor-

mation gibt es eine Inverse, und es gibt die neutrale Transformation. Transformationen
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konnen verkniipft werden. Diese Verkniipfung ist zudem assoziativ. Auf infinitesimalem
Niveau werden Transformationen durch Lie-Algebren vermittelt. Diese wirken derivativ.
Die Multiplikation ist hierbei nichtassoziativ. Dafiir gilt die Jacobi-Identitéit. Es sind gera-
de die infinitesimalen Transformationen, die in der Physik wesentlich fiir die Formulierung
von Erhaltungsgrofien und Quantenzahlen sind. Es sei an dieser Stelle auf die offene Fra-
ge hingewiesen, ob verallgemeinerte Symmetrien in der NKG eine #hnliche Rolle spielen
werden. Transformationen kénnen als Wirkungen einer Gruppe auf einen Raum aufgefafit
werden. Sei also G eine Gruppe und X eine Menge (ein Raum). Dann definiert man die

Wirkung als die zweistellige Abbildung
a: GxX — X, (2.1)
(9,2) — a(g,z) = ay(z) =g > .
Genauer gesagt wurde oben eine Linkswirkung der Gruppe definiert. Solche Linkswirkun-
gen fiihren auf Gruppenhomomorphismen
Qgp, = 0g O Qi g,h € G,
wihrend die analog definierten Rechtswirkungen

a: X xG — X,

(z,9) — a(z,9) = ay(x) =z Qg
auf Gruppenantihomomorphismen
dgh:dhodg, g,hEG

fithren. Die Wirkung einer Gruppe auf einen Raum induziert auf natiirliche Weise eine
Wirkung auf die kommutative Algebra der Funktionen iiber diesem Raum (wir setzen fiir
den Korper in der Regel K = C):

a: G x FX) — F(X) (2.2)
(9,€) — a(g, ), a(g,8)(x) =E(g ).

2 eine Rechtswirkung ist.

Wie man leicht zeigt, ist diese Wirkung eine Linkswirkung, da g~
Die Wirkung eines Elementes aus G auf X induziert demnach einen Automorphismus der
Funktionenalgebra F(X). Naturgemi$ interessieren wir uns insbesondere fiir Wirkungen
der Gruppe auf Vektorrdume V. Die Linksdarstellung einer Gruppe auf einem Vektorraum

V ergibt sich als partielle Abbildung aus der Wirkung:
p: G— End(V),
g9 +— p(9), p(9)(v) = ag(v) = g >v.

FEin Charakteristikum von Gruppen ist, dafl das Tensorprodukt zweier Darstellungen wie-

der eine Darstellung bildet: Seien p; und ps Darstellungen. Dann ist auch p := p; ® po

93



2.1. GRUPPEN, HOPF-ALGEBREN UND WIRKUNGEN

eine Darstellung. Fiir zwei Darstellungen p1, ps einer Algebra A gilt dies wegen fehlender

Linearitat nicht:
p(Aa) # p1(Xa) ® pa(Aa) = N*p(a), A €K, a € A.

Hopf-Algebren haben jedoch, wie wir sehen werden, diese wichtige Eigenschaft. Das wird
durch eine zusétzliche Strukturabbildung ermdglicht: die Komultiplikation. An dieser Stelle
sei, da wir sie nachfolgend immer wieder benttigen, auf die Multiplikation in einer Algebra

eingegangen. Die Multiplikation ist eine bilineare Abbildung der Form

T AXA— A
(a,b) — a-b.
Fiir unsere Zwecke ist es jedoch weitaus giinstiger dieser bilinearen Abbildung eine lineare
Abbildung zuzuordnen:
AR A — A,
a®br— pla®b) :=a-b.
Die Zuordnung der linearen zu der bilinearen Multiplikation ist dabei (bis auf Isomorphie)
eindeutig. Auch wenn wir in dieser Arbeit Methoden der Kategorientheorie nicht explizit
verwenden werden, wollen wir doch zumindest den Begriff des sogenannten ,, Universellen
Objektes“ einfiihren, den wir gelegentlich benutzen. Eine Kategorie besteht aus Objek-
ten (z.B. Vektorrdume, Algebren, Hopf-Algebren) und Morphismen (z.B. Vektorraum-
Morphismen, Algebren-Morphismen). Ein Objekt in einer solchen Kategorie heifit univer-

sell, falls es zu jedem anderen Objekt der gleichen Kategorie genau einen Morphismus

dieser Kategorie gibt. Betrachten wir das folgende Diagramm:

A A—ts 4

|

Ax A

Abbildung 2.1: Universelle Eigenschaft des Tensorproduktes

Die Universalitdt des Tensorproduktes driickt sich darin aus, dafl es zu jeder bilinearen
Abbildung - genau eine lineare Abbildung p gibt. Eine ausfiihrlichere Darstellung von
kategoriellen Aspekten findet sich in meiner Arbeit [22].

2.1.2 Funktionenalgebra F(G) iiber einer endlichen Gruppe

Betrachten wir die Funktionenalgebra iiber einer endlichen Gruppe G, die wir mit F(G)
bezeichnen. Die Elemente aus F(G) sind also kérperwertige Funktionen. Die Eins der

Algebra notieren wir mit 1. Es gilt, daf
F(G x G) 2 F(G) @ F(G).
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Der Isomorphismus wird auf einer Basis durch (2.5) definiert. Die Algebrenstruktur ist
durch punktweise Multiplikation gegeben. Wir werden nun zeigen, dafl die Gruppenmul-
tiplikation, das neutrale Element und die Inversenbildung weitere lineare Strukturabbil-

dungen auf der Funktionenalgebra ergeben:

Die Gruppenmultiplikation induziert eine Komultiplikation A auf F(G):

A: F(G) — F(G) ® F(G) = F(G x G),
f— A(f).

Die Komultiplikation macht aus einer einstelligen eine zweistellige Abbildung:

A(f)(s,t) := f(st), Vs, t € G.

Durch das neutrale Element wird die sogenannte Koeins e definiert:

e: F(G) — C,
fr—e(f):=fle). (2:3)

Die Anwendung der Koeins auf eine Funktion entspricht demnach der Auswertung der

Funktion auf dem neutralen Element.

Die Inverse der Gruppe G induziert eine Antipode auf F(G):

S: F(G) — F(G),
f—5(f), S()g) = flg™). (2.4)

Die auf der Funktionenstufe induzierten Abbildungen A, ¢, .S haben weitere Eigenschaften,
die sich wiederum aus den Eigenschaften der Gruppenstrukturen ergeben. Bevor wir diese
ableiten, wollen wir die Strukturabbildungen konkret auf Basiselementen definieren. Eine

Basis von F(G) ist gegeben durch
B(F(GQ)) = {es|s € G,es(t) = 54}
Die Identifizierung F(G x G) = F(G) ® F(G) wird durch den Isomorphismus

o F(G) @ F(G) — F(GxG),

€s ® €t /> €s7t (25)

definiert, wobei {es¢|s,t € G, es+(p,q) = s p0tq} eine Basis von F(G x G) ist. Wir geben

die Strukturabbildungen auf den Basiselementen tabellarisch an (s,t € G):
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Multiplikation €s - € = Og t€t,

Eins lr@) = Dses
Komultiplikation Ales) =D i er Q ey,
Koeins €(es) = ds,e,

Antipode S(es) = eg-1.

Die Richtigkeit dieser Relationen priift man leicht nach, indem man jeweils beide Seiten

der Gleichungen auf Elementen aus G auswertet:

(es - e)(p) = es(p)ec(p) = bspbtp = 0see(p),
lr(p) =1c = (Zs es)(p),
Ales)(p,q) = €s(pq) = bs.pq = Zrt:s Orplt,g = (Zrt:s er @ et)(p, q)-

Koeins und Antipode sind wegen (2.3) und (2.4) klar. Wir werden nun einige Eigenschaften
von Komultiplikation, Koeins und Antipode herleiten und dabei auch ein wenig Ubung im

Umgang mit diesen Strukturen erlangen:

(A @id)Ales) = (A ®id) Zrt:s e®e=>» A

rt=s

= e e e :Z e e (S
Zrt:s Zk:l:r EOa e klt=s EOea e

(id @ A)A(es) = (id ® A) an:s ek B en = Zk -

= e e e :Z e e (8
an:s th:n FOa e klt=s EOea e

(e®id)Aes = (e ®id) Zrt*s er Qe = Zrt:s e(er)er = Zrtis Or.e€t = €s.

er ® Ae,
S

(id®€)Aes = (id ® €) Zrt:s er Qe = Zrt:s ere(er) = Zrt:s €70t = €s.

wSid)he, = u(Y. Sl @e) =uY. e ®e)

= 6716:2 5—1622 e.—1 =1 Os.e-
Zr‘t:s roiet rtes Tt rr—log T F(G)Ys,e

p(id ® S)Aes = ”(Z”:s er @ S(er)) = “(Zn:s er @ epr)
- Zr‘t:s Cré=1 = Zﬁzs 57’715_1615_1 = 1.7:(G)5s,e-
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t(ees)) = t(ds,e) = ds.elr()-
Dabei ist ¢ die sogenannte Kérperwirkung: t(Alk) := Al z(g). Die Kérperwirkung ¢ bildet
insbesondere die Eins des Korpers auf die Eins der Funktionenalgebra ab.

Aus diesen Relationen kénnen wir die folgenden (fiir die Definition von Hopf-Algebren

grundlegenden) Gleichungen ablesen:

Koassoziativitét (A®id)o A= (id® A)o A,
Koeinsbedingung (e®id)o A= (id®e€)oA,
Antipodenbedingung po(S®id)oA=pu(id® S)A=1o0e€.

Wir sehen auflerdem, dafl Komultiplikation und Koeins Algebrenmorphismen sind:

A(eset) = 5s,tA(€t) = 5s,t Zkl:t e ¥e = Z e Xe = Z 5a,kek & (557161

kl=s ab=s
kl=t kl=t
= Z eqer  epe; = (Z eq ® eb)(z er ®ep) = Ales)Ale).
ab=s ab=s kl=t
ki =t

6(63625) = 53,256(615) = 5s,t6t,e = 63,6515,6 = e(es)e(et)-

Die Antipode ist dagegen ein Algebrenantimorphismus:
S(eser) = 6s1S(et) = s pep-1 = dp-1 s-16-1 = e;-165-1 = S(er)S(es).

Damit haben wir gezeigt, dafl die Funktionenalgebra iiber einer endlichen Gruppe G (ne-
ben den Algebrenstrukturen) weitere kanonische Abbildungen besitzt. Die Algebrenstruk-
tur und diese Zusatzstrukturen ergeben gerade eine Hopf-Algebra, die wir in Kiirze exakt
definieren werden. Natiirlich ist die Funktionenalgebra wegen ihrer Kommutativitit eine
spezielle Algebra (und damit auch eine spezielle Hopf-Algebra). Es gibt Theoreme, welche
wir nicht beweisen und nicht benétigen werden, die besagen, dafl (im wesentlichen) alle
kommutativen Hopf-Algebren von der Form , Funktionenalgebra {iber einer Gruppe“sind.
Auf einen weiteren Punkt wollen wir aufmerksam machen: Wir haben die Gruppe G nicht
als abelsch vorausgesetzt. Falls die Gruppe G jedoch abelsch ist, so folgt, dafl die Ko-
multiplikation von einer speziellen Form ist. Man darf dann némlich die Faktoren im

Tensorprodukt vertauschen:

A(es) = Zrt:s er Qe = Zrt:s et & ep.

Man nennt die Komultiplikation in diesem Fall kokommutativ.
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2.1.3 Gruppenalgebra KG

Betrachten wir wiederum eine endliche Gruppe G. Die Wirkung der Gruppe auf einen
Vektorraum, wie sie durch (2.1) definiert wird, ist beziiglich der Gruppe nicht linear (da
die Gruppe eben kein linearer Raum ist). Man kann aber sofort daraus eine bilineare
Wirkung konstruieren, indem man die Gruppe zu einem K-Vektorraum auf die folgende
Weise erweitert: Man bildet die Algebra, deren Basiselemente gerade die Elemente der
Gruppe G sind. Die Multiplikation ist durch die Multiplikation der Basiselemente natiirlich
festgelegt. Die Eins der Algebra wird duch das neutrale Element der Gruppe gegeben. Diese
Algebra, deren Elemente nun i.a. nicht mehr invertierbar sind, heifit die Gruppenalgebra
der Gruppe G und wird mit KG bezeichnet. Diese Gruppenalgebra besitzt nun neben den
Strukturabbildungen der Algebra noch weitere kanonische Abbildungen:

Komultiplikation A:KG— KGRKG, g— Ag) :=g®yg,
Koeins e: KG — K, g — €(g) = 1k,
Antipode S : KG — KG, g— S(g) =g L.

Die Antipode S wird dabei als Algebrenantimorphismus, die Komultiplikation und Koeins
€ als Algebrenmorphismus auf den Basiselementen definiert und linear auf die ganze Grup-
penalgebra fortgesetzt. Wie man sich leicht iiberzeugt, geniigen die linearen Abbildungen
A, S, e wieder den Gleichungen, die wir fiir die Funktionenalgebra iiber der Gruppe G
gefunden haben, d.h. es gilt Koassoziativitdt, Koeins- und Antipodenbedingung. Die Ko-
multiplikation A hat auf den Basiselementen (also auf den Elementen der Gruppe G) eine
sehr spezielle Form mit A(g) = ¢g®g. Elemente, beziiglich derer die Komultiplikation diese

Form besitzt, nennt man gruppenartig.

Auch die Gruppenalgebra besitzt somit die Struktur einer Hopf-Algebra. Umgekehrt kann
man in einer beliebigen Hopf-Algebra H nach den gruppenartigen Elementen suchen. Ist

g € H gruppenartig, so folgt aus der Koeinsbedingung

(e®id)(Ag) =¢€(g9)g =g

und somit €(g) = 1g. Daraus ergibt sich mit der Antipodenbedingung

9-S(9) = S(9) - g = eg)) = 1m.

g ist deshalb invertierbar und hat die Inverse ¢! = S(g). Zudem ist A(g™!) =g '@ gL
Die gruppenartigen Elemente aus H bilden somit eine Untergruppe der invertierbaren

Elemente aus H. Ist H = KG, so sind die gruppenartigen Elemente gerade die Gruppe G.

In (2.2) hatten wir gesehen, da§ die Wirkung der Gruppe auf einen Raum X einen Auto-

morphismus auf F(X) induziert. Man kann diese Wirkung nun durch lineare Fortsetzung
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zu einer linearen Abbildung der Form
KG ® F(X) — F(X)

erweitern.

Wir haben somit gesehen, daf§ man aus einer (endlichen) Gruppe zwei Algebren kon-
struieren kann, von denen die eine, die Gruppenalgebra, eine Linearisierung der Gruppe
darstellt, wihrend die andere, die Funktionenalgebra, sich durch ,,Hochhebung “auf die
Funktionenstufe ergibt. Beide Algebren besitzen aber weitere Strukturabbildungen: die
Komultiplikation A, die Koeins € und die Antipode S. Es ist nun naheliegend zu ,,verges-
sen“, auf welche Art man zu diesen Strukturen gekommen ist, stattdessen Raumen, die
solche Strukturen tragen, einen eigenen Namen zu geben und deren Eigenschaften etwas
abstrakter zu studieren. Wir werden allerdings immer wieder auf die oben eingefiihrten
Spezialfiille von Gruppenalgebra und insbesondere der Funktionenalgebra eingehen. Wir
hatten bereits angemerkt, dafi diese speziellen Algebren spezielle Eigenschaften besitzen.
Die Funktionenalgebra ist kommutativ, widhrend die Komultiplikation der Gruppenalge-
bra symmetrisch und damit kokommutativ ist. Kommutativitit und Kokommutativitét
lassen sich mit der sogenannten Flipabbildung, welche die Faktoren im Tensorprodukt

vertauscht, schreiben:

Flipabbildung T-HOIH — H®H, a®br— b® a,
Kommutativitéat QHoT =/,
Kokommutativitét ToA=A.

Bevor wir in Abschnitt 2.2 die abstrakte Definition einer Hopf-Algebra geben, wollen
wir zuerst noch zeigen, dafl auch auf der Lie-Algebren-Stufe kanonisch eine Hopf-Algebra

gefunden werden kann.

2.1.4 Die Universelle Einhiillende einer Lie-Algebra

Sei G eine Lie-Algebra. Dann definiert man die Universelle Einhiillende U(G) der Lie-
Algebra G als die von 1g und den Elementen der Lie-Algebra erzeugte Algebra mit den

zusatzlichen Relationen

Auf dieser Algebra lassen sich wiederum Abbildungen A, e, S definieren, welche die Eigen-
schaften der entsprechenden Abbildungen auf der Funktionen- und der Gruppenalgebra
besitzen (n € G):
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Komultiplikation An)=1@n+nR®1,
Koeins e(n) =0,
Antipode S(n) == —n.

A, e werden dabei als Algebrenmorphismen und S als Algebrenantimorphismus linear fort-
gesetzt. Man kann nun leicht nachpriifen, dafy auch hier Koassoziativitit, Koeins- und Anti-
podenbedingung gelten. Elemente aus U(G), fiir welche die Komultiplikation von der Form
A(n) := 1®n+n®1 ist, heiflen primitive Elemente. Ahnlich wie im Fall der Gruppenalge-
bra kann man in einer beliebigen Hopf-Algebra nach primitiven Elementen suchen. Diese
bilden eine Lie-Algebra. Im Fall der Universellen Einhiillenden einer Lie-Algebra U(G)
besteht die Menge der primitiven Elemente gerade aus G. Wir haben hier die Universelle
Einhiillende relativ kurz behandelt, werden aber im Zusammenhang mit Hopf-Idealen auf
sie zuriickkommen. Es wird sich zeigen, dafl man die Universelle Einhiillende durch Quoti-
entenbildung aus der Tensoralgebra iiber G erhalten kann. Auflerdem werden wir uns mit
der Interpretation der primitiven Elemente in Zusammenhang mit Wirkungen (Abschnitt

2.4) ausfiihrlicher beschéftigen.

2.2 Hopf-Algebren

2.2.1 Definition von Hopf-Algebren

Nachdem wir gesehen haben, daffl man einer endlichen Gruppe zwei Algebren mit gewissen
Zusatzstrukturen zuordnen kann und sich auch jeder Lie-Algebra durch die Universelle
Einhiillende die gleichen Strukturen assoziieren lassen, wollen wir nun die Eigenschaften
solcher Algebren abstrakter studieren, d.h. losgelost von den Gruppenbeispielen, auf die

wir aber immer wieder zuriickkommen werden. Dazu definieren wir zunéchst den Begriff
der Hopf-Algebra.

Definition 1: Hopf-Algebra H

FEine Hopf-Algebra H besteht aus einem Vektorraum mit den folgenden linearen Struktu-

rabbildungen:
Multiplikation uw: H H— H, gRh+— p(g®h)=g-h=gh,
Korperwirkung t: K— H, A—1(A), t(N\)(g) :=Ag, g € H,
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Komultiplikation A: H — H® H, h— A(h) =>,(h1); ® (h2);
Koeins e: H— K, h +— e(h),

Antipode S: H— H, h — S(h).

Die Antipode muf$ die Antipodenbedingung erfiillen:
po(S®id)oA=po(id®S)oA=1roe. (2.6)

Insbesondere bildet die Kdrperwirkung die Eins des Korpers auf die Fins der Hopf-Algebra

ab. Die Komultiplikation mufS koassoziativ sein. Koassoziativ bedeutet hierbei, dafs
(A®id)o A= (id® A) o A. (2.7)

Die Koeins mufS zusammen mit der Komultiplikation der sogenannten Koeinsbedingung

genigen:

(e®id)o A= (id®e€) oA =1id. (2.8)

(i, ¢) definieren eine Algebren-, (A, €) eine Koalgebrenstruktur. Die Strukturen miissen
miteinander vertriglich sein. Eine miteinander vertrigliche Algebren- und Koalgebren-
struktur (Komultiplikation und Koeins miissen Algebrenmorphismen und daraus folgend
Multiplikation und Kérperwirkung Koalgebrenmorphismen sein) wird eine Bialgebra ge-

nannt. Die Antipode ist ein Algebren-Antimorphismus , d.h
S(ab) = S(b)S(a). (2.9)

Die Antipode ist eindeutig. Manche Autoren verlangen auflerdem, dafl die Antipode bijek-
tiv ist. Wir werden dies nicht voraussetzen. Eine Hopf-Algebra heifit kokommutativ, falls

sie symmetrisch beziiglich der Vertauschung der Faktoren des Tensorproduktes ist:
ToA=A, mit 7(a®b) =b®a. (2.10)

Multiplikation und Kérperwirkung statten also H mit der Struktur einer unitalen Algebra
aus. Komultiplikation und Koeins sind Abbildungen, die eine Koalgebra charakterisieren.
Nimmt man Algebren- und Koalgebrenstrukturen zusammen und unterwirft sie noch Ver-
traglichkeitsbedingungen, so ergibt sich die Bialgebra. Besitzt diese Bialgebra zusétzlich
eine Antipode, so spricht man von einer Hopf-Algebra. Auf nichtunitale Hopf-Algebren

(also Hopf-Algebren, die keine Eins besitzen) werden wir in Kapitel 3 eingehen.

Bevor wir die einzelnen Strukturabbildungen einer Hopf-Algebra weiter diskutieren, wollen
wir noch kurz die verschiedenen Morphismen definieren, die wir immer wieder bend&tigen

werden.
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Definition 2: Algebren-, Koalgebren- und Bialgebrenmorphismen

Seien (A, pa,14), (B,up,1p) Algebren. ® ist ein unitaler Algebrenmorphismus, falls

QO/’LA :MBO((b@q))a
1p = ®(1).

Seien (C,Ac,ec), (D,Ap,ep) Koalgebren. Ein Koalgebrenmorphismus U erfiillt:

(P@V)oAc=Apo W,

eDo\II:eC.

Ein Bialgebrenmorphismus ist eine Abbildung, die sowohl ein Algebren- als auch ein Ko-
algebrenmorphismus ist. Kurz gesagt: Algebren- und Koalgebrenmorphismen miissen die

jeweiligen Strukturen eines Raumes respektieren.

Strukturabbildungen der Hopf-Algebra werden iiblicherweise in kommutativen Diagramm-
men dargestellt. Die Verwendung von solchen Diagrammen um die Eigenschaften von Ab-
bildungen zu beschreiben, ist aus der Kategorientheorie entlehnt. Insbesondere werden wir
sehen, dafl die Eigenschaften einer Koalgebra sich gerade dadurch ergeben, dal man in den
kommutativen Diagrammen fiir die Algebra die Pfeilrichtungen herumdreht. Dies nennt
man ,,Dualisieren*. Nimmt man eine Hopf-Algebra und betrachtet die Diagramme, so sieht
man, daf§ man durch das Dualisieren gerade wieder die gleichen Diagramme bekommt. In
diesem Sinne ist eine Hopf-Algebra selbstdual. Gerade diese Eigenschaft wird von einigen
Autoren als eine der wichtigsten Charakteristiken von Hopf-Algebren iiberhaupt angesehen
(z.B. Majid: Prinzip der Représentationstheoretischen Selbstdualitéit). Die Selbstdualitéit
148t sich konkret durch die Betrachtung von Hopf-Algebra und dualer Hopf-Algebra rea-
lisieren (siche Unterabschnitt 2.2.3). Wir betrachten die einzelnen Strukturabbildungen

nun im Detail.

Eigenschaften der Multiplikation:

Die Multiplikation wird als assoziativ vorausgesetzt und ist im allgemeinen nicht kommu-
tativ. Wir haben die Multiplikation als lineare Abbildung definiert. Die gebr#uchliche Form
der Multiplikation ist eigentlich die einer bilinearen Abbildung-: Ax A — A, (a,b) — a-b.
Der bilinearen Abbildung kann man jedoch immer (wie bereits angesprochen), per univer-
seller Eigenschaft des Tensorproduktes, eine lineare Abbildung zuordnen. Die Assoziati-

vitdt 148t sich mit einem kommutativen Diagramm folgendermaflen ausdriicken:

p®id

HOH®QH—H®H
id®ul l#
H®H m H

Abbildung 2.2: Assoziativitit der Multiplikation
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Eigenschaften der Koérperwirkung:

Durch ¢ wird die Wirkung des Korpers K auf den Raum H realisiert. Das Bild der Korper-
wirkung, die wir auch oftmals etwas unprézise als Eins bezeichnen (da sie die Eins des
Korpers auf die Eins der Algebra abbildet), liegt im Zentrum der Algebra. Die Eigenschaf-

ten der Eins lassen sich in Diagrammform schreiben als:

KeoH-2YHeH oK

o Ml o

H

Abbildung 2.3: Korperwirkung

Eigenschaften der Komultiplikation:
Die Komultiplikation A ist eine Abbildung

A: H— H®H, h— > h1; @ hg; = hy @ h.
%
Die Komultiplikation spaltet Elemente aus H in eine Summe {iiber zerlegbare Elemente
aus H ® H auf. Fiir diese Summe wird die Abkiirzung h; ® ho geschrieben. Diese Notati-
on wird ,,Sweedler-Notation* genannt. In der gesamten Arbeit stehen solche numerierten
Ausdriicke wie h1 ® ho immer als Abkiirzung im obigen Sinne. Als zusétzliche FEigenschaft

fordert man, dafl die Komultiplikation koassoziativ ist:

(A®id)o A= (id®A)oA. (2.11)

Das Diagramm fiir die Koassoziativitdt ergibt sich formal aus dem Diagramm fiir die

Assoziativitéit der Multiplikation durch Pfeilumdrehen:

HoHoH<" FoH
id@AT T A
HoH~——H

Abbildung 2.4: Koassoziativitéit der Komultiplikation

Eigenschaften der Koeins:

Die Eigenschaften der Koeins ergeben sich durch Pfeilumdrehen im Diagramm fiir die Eins:

Ko H<2 goH " oK

H
Abbildung 2.5: Koeinsbedingung
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Abschlielend wollen wir konkret die Koassoziativitéit und die Koeinsbedingung nochmals

durch Anwendung auf ein Element h der Hopf-Algebra berechnen:

(A ®id)(Ah) = (A ®@id)(h1 ® ha) = (h1)1 ® (h1)2 ® ha,
(id ® A)(Ah) = (id ® A)(h1 ® ha) = b1 & (h2)1 ® (h2)2.

Die Koassoziativitdt besagt dann gerade, daf:
(h1)1 ® (h1)2 ® hg = h1 ® (h2)1 ® (h2)2. (2.12)

Es ist also egal, welchen Faktor des Koproduktes man nochmals komultipliziert. Deswe-
gen kann man fiir beide Seiten der Gleichung (2.12) einfach hq ® hy ® hg als Abkiirzung

verwenden. Die Koeinsbedingung schreibt sich als:

(e ® id)(Ah) = (e ® id)(h1 ® h2) = €(h1)ha = h.
(id ® €)(Ah) = (id ® €)(h1 ® h2) = hie(h2) = h.

Eigenschaften der Antipode S:

Im kommutativen Diagramm lautet die Antipodenbedingung

id®5’l \LLOE ls@id

HoH-—t~H<" HeoH

Abbildung 2.6: Antipodenbedingung

Ist A(h) = h1 ® hg, so besagt die Antipodenbedingung gerade
E(h)lH == hls(hg) == S(hl)hg

Wir wollen uns die Antipodenbedingung etwas genauer ansehen: Sei (C, A, €c) eine Ko-
algebra und (A, pa,ta) eine Algebra. Mit Hom(C, A) sei der Raum der K-linearen Ab-
bildungen von C nach A bezeichnet. Dieser Raum besitzt eine zusétzliche Multiplikation:

das Faltungsprodukt. Dieses ist definiert als eine lineare Abbildung
x: Hom(C, A) @ Hom(C,A) — Hom(C, A),
F®Gw— FxG, F«G:=pa(F @ G)Ac.
(F*xG)(c)=F(c1)-G(ea), Ve e C.

Das Faltungsprodukt ist assoziativ. Die Antipodenbedingung (2.6) kénnen wir mit dem

Faltungsprodukt schreiben:

Sxid=1id+*S =t10e€. (2.13)
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Welche Bedeutung hat ¢ o e fiir eine Hopf-Algebra H? Dazu betrachten wir das folgende
Faltungsprodukt:

(S (Loe)(h)

(S® (toe€))(h1 @ ha)
(h1) - t(eho)
(hi€ha) - ¢(1k)
(h).

I
O)O)CQ‘:

In der zweiten Zeile wurde benutzt, dal €(a) € K Va € H gilt. In der letzten Zeile wurde
die Koeinsbedingung ausgenutzt. Analog berechnet man ((¢ o €) * S)(h) = S(h). ¢ o€ ist
also gerade die Eins beziiglich des Faltungsproduktes. Die Antipode einer Hopf-Algebra
H ist demnach die Inverse der Eins beziiglich des Faltungsproduktes. Auflerdem ist sie ein

Algebren- und ein Koalgebrenantimorphismus, d.h. es ist insbesondere

Sopu=poro(S®S) <= S(a-b)=2S5()-S(a)Va,be H,
AoS=(S®S)oToA.

Ein Bialgebrenmorphismus ® zwischen zwei Hopf-Algebren H und H' ist automatisch ein

Hopf-Algebrenmorphismus, d.h. es gilt

boS=500.

Solche Faltungsprodukte spielen im Formalismus der Quantengruppen eine grofle Rolle.
Aus physikalischer Sicht besonders interessant ist ihre Bedeutung fiir das algebraische Ana-
logon zu den Faserbiindeln. Innerhalb eines solchen sogenannten Quantenbiindels werden
Eichtransformationen gerade mittels eines Faltungsproduktes ausgedriickt, genauer gesagt

durch Abbildungen, die beziiglich eines Faltungsproduktes invertierbar sind.

2.2.2 Tensorproduktriume

Eine Aussage, die wir gelegentlich bendétigen, betrifft den Tensorproduktraum H ® H einer
Hopf-Algebra H:

Satz 1: Der Tensorproduktraum H @ H einer Hopf-Algebra H ist eine Hopf-Algebra.

Deren Strukturabbildungen schreiben wir oftmals mit hochgestelltem Index ©
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Beweis: Wir wollen an dieser Stelle nicht die Axiome nachpriifen, sondern nur die Struk-
turabbildungen angeben:
®

w® = ppen = (b @ pr)(id @ T Q id) Multiplikation

®

¥ = 1geH = LH @ L Koérperwirkung

A® =Apggy = (id®17®id)(Ag ® Ay) Komultiplikation

® =egoy = ey ey Koeins
S® = Syen = Sy ® Sy Antipode
Obiger Satz gilt auch fiir das Tensorprodukt zweier verschiedener Hopf-Algebren. °

2.2.3 Der Dualraum einer endlichdimensionalen Hopf-Algebra

Die Axiome und definierenden Eigenschaften einer Hopf-Algebra sind selbstdual in folgen-
dem Sinne: Kehrt man in den kommutativen Diagrammen, mit denen die Eigenschaften
der Hopf-Algebren beschrieben wurden, die Pfeilrichtungen herum und vertauscht p, ¢ mit
A, €, so ergeben sich wiederum die gleichen Diagramme. Diese Dualitéit findet in dem fol-
genden wichtigen Sachverhalt ihren Ausdruck: Der Dualraum einer endlichdimensionalen
Hopf-Algebra besitzt kanonisch eine Hopf-Algebren-Struktur. Die Strukturabbildungen
der dualen Hopf-Algebra sind dual (oder adjungiert) zu denen der urspriinglichen Hopf-
Algebra. Wiahrend der Dualraum einer Koalgebra kanonisch eine Algebrenstruktur besitzt,

gilt das umgekehrte nur fiir endlichdimensionale Algebren.

Wir benutzen folgende Notation:

(H, p 0, A, S) Hopf-Algebra,
(H*, i, v, A, €m+, SE+) duale Hopf-Algebra.

AuBlerdem schreiben wir fiir ¢ € H*, h € H:
¢(h) = (¢lh).
Satz 2: Der Dualraum einer endlichdimensionalen Hopf-Algebra ist eine Hopf-Algebra

mit den folgenden Strukturabbildungen (in der mittleren Spalte befinden sich die relevan-

ten Relationen zwischen Abbildungen auf H und den dualen Abbildungen):
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pire £ A, (- (9@ ) [ h) = (0 © ¢ | A(h)), Multiplikation,

Lt =€, (lg~|h) =€e(h), Korperwirkung,

Ape 21, (Ag=(¢) | g ® h) = (¢| u(g ® h)), Komultiplikation, (2.14)
en~ = 1u, en~(¢) = (¢|1m), Koeins,

S+ =5, (Su=(¢)|h) = (6| S(h)), Antipode.

Wir wollen diesen Satz nicht beweisen. Man mufl nur durch einfaches Nachrechnen zei-
gen, daf} die in (2.14) definierten Strukturabbildungen des dualen Raumes tatséchlich alle
Eigenschaften der Strukturabbildungen einer Hopf-Algebra besitzen. Statt eines Beweises

wollen wir uns kurz die einzelnen Abbildungen ansehen.
Multiplikation in H*:

Wir haben die Identifikation p g+ LN getroffen. Dazu benétigen wir die Abbildungen
© und O !, welche wir wie folgt definieren: Sei {e;} eine Basis von H und {¢/} die dazu
duale Basis von H* (d.h. ¢/(e;) = 5{ ). Wir definieren eine Abbildung

©: HHH" — (H® H)",
dRd — 0 ed)=c, Ve @e) = 5,25{.
und deren Inverse © !
o !': (HeH)* — H*® H*,
A ci®cj.

An dieser Stelle sei angemerkt, dafl im unendlichdimensionalen Fall die Abbildung ©
keinen Isomorphismus ergibt, da H* ® H* C (H ® H)*. Da die duale Abbildung zur
Komultiplikation auf H von der Form (Ag)*: (H @ H)* — H* ist, wird durch

par = (A)*o®: H* @ H* — H*

eine Multiplikation im Dualraum H™* definiert. Wir kénnen deshalb die Identifizierung
I u (A)* treffen. Natiirlich miifite man noch die Assoziativitdt der Multiplikation zei-
gen. Sie ist eine Folge der Koassoziativitdt der Komultiplikation in der Hopf-Algebra H.
Die Multiplikation pp+ ist der Spezialfall eines Faltungsproduktes. Wir sehen dies, indem
wir die folgende Gleichung betrachten (mit der Notation (a|c) = a(c), « € H*, c € H):

(pr-(a @ B)|c) = (a @ B[ Ae)) = (@@ Bler @ e2) = afe1)B(ea).
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Das Faltungsprodukt lautet in diesem Fall:
=g+ Hom(H,K)® Hom(H,K) — Hom(H,K),

a®pf— axf:=pgo(a®f)oA.

Korperwirkung auf H*:

Wir wenden uns nun der Korperwirkung auf H* zu. Dazu betrachten wir auf H die Koeins
¢ : H — K und ihre duale Abbildung (¢)* : K* YK — H*. cist offensichtlich ein Element

von H*. Wir setzen fiir die Kérperwirkung auf H*:
L+ = ()" 1 K — H™.

Wir wollen uns noch kurz iiberlegen, was eigentlich die Eins der Algebra H* ist. Dazu

betrachten wir fiir A € K, c € H:

(i (A)(e) = ()" (N [€) = (A e(e)) = Ae(e)-

Die Eins der Algebra H* bekommen wir, indem wir in obiger Gleichung A = 1k setzen.

Es zeigt sich, dafl die Eins des Dualraumes H* gerade gleich der Koeins von H ist:
tp+(1g) = 1= = €.

Bemerkung 1: Damit haben wir gezeigt, daff aus der Koalgebrenstruktur von H eine
Algebrenstruktur auf H* folgt. An keiner Stelle wurde dabei benutzt, daff H endlichdimen-
sional ist. Somit gilt allgemein, dafs der Dualraum einer Koalgebra eine Algebra mit Eins
15t.

Komultiplikation in H*:

Um die Komultiplikation in H* zu definieren, benétigen wir die Abbildung ©7!. © ist
jedoch nur im endlichdimensionalen Fall ein Isomorphismus, d.h. nur dann existiert i.a.
die inverse Abbildung ©~!. Deswegen mufl man sich auf endliche Dimensionen von H

beschranken.

Die Multiplikation und ihre duale Abbildung sind:

pw: H®H-— H,
(W) : H'— (H®H)".

Die Komultiplikation auf H* sollte eine Abbildung folgender Form sein:
Ag«: H* — H*®@ H*.
Wir definieren deshalb fiir die Komultiplikation auf H*:
Ape =070 ()",
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Da ©~! im endlichdimensionalen Fall ein Isomorphismus ist, kann die Identifizierung
T (1)* getroffen werden. Wir schreiben (mit o € H*; a,b € H):

(| p(a®@ b)) = (An=(a) [a @ D).

Koeins in H*:

Um die Koeins auf H* festzulegen, betrachten wir die Koérperwirkung auf H und die

entsprechende duale Abbildung:
t: K— H,
W H —K 2K
Die Koeins des Dualraumes von H wird definiert als:
e = (1)*.

Auch hier wollen wir uns anschauen, welche Bedeutung die Koeins des Dualraumes hat:
ep~ ist offensichtlich ein Element des Bidualraumes (den wir hier mit dem Ausgangsraum
kanonisch identifizieren kénnen). Wir schreiben (mit A € K, € H*):

(afe(N) = (en=(a) [ A).

Wird A =1 gesetzt, so ergibt sich daraus:
e-(a) = (| 1g).

Die Koeins des Dualraumes H* kann also mit der Eins der Ausgangsalgebra H identifiziert

werden.

Bemerkung 2: Wir sehen aus diesen Betrachtungen, daff der Dualraum einer Algebra

eine natirliche Koalgebrenstruktur hat. Dies gilt allerdings nur fiir endliche Dimensionen.

Antipode in H*:
Die Antipode in H* ist einfach die duale Abbildung von S. S+ mufl der Antipodenbe-
dingung pp+ o (Sg+ ® idg=) o A+ = 1= o e~ geniigen. Wir wollen dies kurz iiberpriifen
um mit dem Formalismus ein wenig Ubung zu bekommen (Ag- = 0):
((rr= o (Sp+ @idp=) 0 9)($) | h)

= (ur=(Su+(01) @ ¢2) [ h) = (Su+(91) ® P2 | h1 @ ha)
= (¢1® 2] S(h1) ® ha) = (9| S(h1) ® ha)
= (@ (Sh1) - ha) = (¢ (o (S @ id) o A)(h))

( (h)) = (¢ (1K))e(h)
h) = (en=(0)] e(h))
) [ h).

Somit ist die Antipodenbedingung erfiillt. °

¢
¢

~— ~—

(Loe

= eg-(@)e

= (LH*GH*

—
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Duale Hopf-Algebra in Basisschreibweise

In Kapitel 6 werden wir konkret fiir eine Hopf-Algebra die duale Hopf-Algebra berechnen.
Dabei erweist es sich als niitzlich die Strukturabbildungen auf den Basiselementen zu
betrachten. Sei H eine endlichdimensionale Hopf-Algebra mit Basis {e;}. Dann schreiben

wir fiir die Multiplikation, die Komultiplikation und die Antipode (af;, 85, Aj; € K):

ur(e; ® Ej) = )\fjek, (2.15)
AH(CZ) = azkej X ek, (2.16)
S(es) = Ble;. (2.17)

Fiir die entsprechenden Strukturabbildungen der dualen Hopf-Algebra ergibt sich dann:

pr-(d @ c*) = afkci, (2.18)
Ap-(c¥) = )\fjci ®d, (2.19)
Sp() = B (2.20)

Dabei sind die Koeffizienten )\fj, ozgk und BZJ in (2.15) und (2.19), in (2.16) und (2.18)
sowie in (2.17) und (2.20) gleich.

Beispiel 1: Dualitit von Funktionenalgebra F(G) und Gruppenalgebra KG

Die Funktionenalgebra F(G) tber einer endlichen Gruppe G ist dual zur Gruppenalgebra
KG. Um dies zu sehen, mufl man zundchst Elemente ¢ € F(G) linear auf KG fortsetzen.
Mit den Strukturabbildungen aus den Abschnitten 2.1.3 und 2.1.2 sieht man dann z.B.
leicht (Vp,¢ € F(G) und g,h € G):

(p@1Y|Ag) = (0 @Y|g@g) = d(9)v(g) = (¢ -lg),
(Aglg @ h) = (Ad)(g9 @ h) = ¢(gh) = (|lp(g @ h)).

Auch die anderen Relationen sind direkt nachzurechnen. Der Bidualraum zu KG ist wie-
derum KG. Es sei angemerkt, daf$ sich im Fall einer endlichen abelschen Gruppe G die
zflussage (KG)*™ = KG gerade zu Pontryagins Theorem reduziert, welches besagt, daf
G = G, wobei G der Raum der Charaktere ist (auch Pontryagin-Dual genannt).

Zu unendlichdimensionalen Hopf-Algebren und ihren Dualrdumen

Der Dualraum einer unendlichdimensionalen Hopf-Algebra H ist -wie gesagt- i.a. keine
Hopf-Algebra, da H* @ H* C (H ® H)*. Eine Moglichkeit mit diesem Fall umzugehen,

bietet die Verwendung des sogenannten Sweedler-Duals H® C H*. Dieser Teilraum des
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Dualraumes ist definiert als

H:={pe H" |Ag- € H* @ H*}. (2.21)
Da wir auch spéter nicht mit dem Sweedler-Dualen rechnen, sei an dieser Stelle nur darauf
hingewiesen, dafl (H®, pug+, ti=, A+, €+, Sp+) eine Hopf-Algebra ist. Diese Hopf-Algebra

ist aber oftmals zu klein um von Nutzen zu sein. Eine andere Strategie ist die Einfiihrung

dualer Paarungen von Hopf-Algebren. Dazu definieren wir:

Definition 3: Duale Hopf-Algebren-Paarungen

Zwei Hopf-Algebren H und H' heifien ein duales Paar, falls ihre Elemente die Glei-
chungen aus (2.14) erfillen und falls die Paarung nichtdegeneriert ist, d.h. falls fiir
o€ H heH aus

($|h) =0Vh = ¢ =0,
($|h) =0Vp = h=0.

Die Nichtdegeneriertheit bedeutet, dafi der Kern der Abbildungen (| : H' — H* und
|) : H — H'™ Null ist, d.h. diese Abbildungen sind injektiv. Die Nichtdegeneriertheit

erlaubt die folgenden Inklusionen:
H' CH*, HCH".

Im endlichdimensionalen Fall bedeutet dies gerade, da H' =H* und H = H**.

2.2.4 Ideale von Hopf-Algebren

In der Mathematik und damit natiirlich auch in der Theoretischen Physik ist es haufig
sinnvoll und niitzlich Quotientenrdume zu betrachten. Um Quotienten-Hopf-Algebren zu
definieren, miissen wir zuerst den Begriff des Ideals einer Hopf-Algebra einfiihren. Er ist
gerade so konstruiert, dafl die Division einer Hopf-Algebra mit einem ihrer Ideale wieder-
um eine Hopf-Algebra ergibt. Wir werden spéter sehen, dafl die Quotientenbildung eine
Moglichkeit darstellt, um aus unendlichdimensionalen Hopf-Algebren endlichdimensionale

Zu erzeugen.

Definition 4: Hopf-Ideal

Ein Hopf-Ideal einer Hopf-Algebra H ist ein beidseitiges Ideal I, d.h. H -1 C I und
1-H C 1. Zudem miissen die folgenden Bedingungen erfillt sein:

ADCI®OH+H®I, «I)=0, SI)CI. (2.22)

Die beiden ersten Bedingungen definieren ein Koideal. Alle obigen Bedingungen zusammen

garantieren, dafl der Quotient aus der Hopf-Algebra H mit dem Ideal I wiederum eine
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wohldefinierte Hopf-Algebra ist. Wir wollen kurz erldutern, wie man zu den Bedingungen

kommt. Wir nehmen an, daf3
A(h) :==h1 @ hy, €(h) =X\, S(h):=h.

Der Aquivalenzklassen im Quotienten H/I werden mit [h] oder h + I geschrieben. Wir
benutzen fiir die Strukturabbildungen auf dem Quotienten H/I die gleichen Bezeichnungen

wie auf H. Dann muf} fiir die Komultiplikation gelten:

Ah+T) = (h+D)@(ha+T) =h @ho+ I @ T+ T @ hy+ T T = A(h) + A(I)
>AICHQI+I1I®H.

Die Koeins bildet die gesamte Aquivalenzklasse [h] auf A ab. Deshalb ist
e(h+1I)=¢e(h)+e(I)=X+¢€(I) =€) =0.
Die Forderung nach Wohldefiniertheit der Antipode ergibt
S(h4+1)=S(h)+S(I)=h+S(I)= S(I)CI.

Betrachten wir zur Illustration, wie sich durch Quotientenbildung die Universelle Einhillen-

de einer Lie-Algebra aus der Tensorproduktalgebra ergibt.

Beispiel 2: Tensoralgebra und Universelle Einhiillende

Die Bedeutung der Tensoralgebra als Hopf-Algebra liegt darin begriindet, daf$ viele wichtige
Hopf-Algebren ein Quotient aus der Tensoralgebra mit einem Hopf-Ideal sind. Dies gilt
insbesondere fiir die bereits in 2.1.4 vorgestellte Universelle Finhiillende einer Lie-Algebra.
Ist V' ein K-Vektorraum, so kann man iber ihm die Tensoralgebra T(V') bilden. Diese ist

eine Algebra, die von der 1gx und den Elementen aus V' erzeugt wird. Als Vektorraum ist
TWV)=KaeVe(VeV)e(VeVeV)s...

Ein Element dieser Tensoralgebra ist eine Linearkombination von endlichen Ketten aus
dem Vektorraum V. Die Multiplikation ist einfach die Verkniipfung solcher Ketten. Die
Verknipfung selbst ist das Tensorprodukt ® (sind z.B. u,v € V dann ist das Produkt
u-v=uw =u®v € V®V). Die Tensoralgebra ist i.a. nichtkommutativ. Ist nun
V' = G eine Lie-Algebra mit der Klammer [, |g, dann wird die Tensoralgebra T'(G) von den
Elementen aus G erzeugt und die Hopf-Algebrenstruktur ist formal wie bei der Universellen
Einhiillenden definiert (n € G):

Komultiplikation An) =1@n+n®1,
Koeins e(n) =0,
Antipode S(n) == —n.
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Dabei werden die Strukturabbildungen A, e als Algebrenmorphismen, die Antipode S als
Algebrenantimorphismus auf ganz T(G) fortgesetzt. Aufgrund der obigen Form der Komul-
tiplikation ist T(G) eine kokommutative Hopf-Algebra (das gilt natirlich auch fir einen
beliebigen Vektorraum V und dessen Tensoralgebra T'(V')). Man sieht dies, indem man die
Komultiplikation auf Produkten betrachtet (n,& € G):

An)=1@n+n®1, A)=10E+E@1.
= AN =@ 1+1@nf+{n+n®¢E.

In dieser Hopf-Algebra sind genau die Lie-Algebren-Elemente primitive Elemente (siehe
Unterabschnitt 2.1.4). Aus der letzten Gleichung sieht man sofort, daf§ die primitiven
Elemente eine Lie-Algebra bilden, da

A(ng) =nE@1+10nf -1 -10&n =M1+ 1 0.

Die Universelle Einhiillende U(G) der Lie-Algebra G wird nun als der Quotient T(G)/I
definiert, wobei I das von den Elementen der Form n& — &n — [n,&]g erzeugte beidseitige
Hopf-Ideal in T(G) ist. Die Universelle Einhiillende ist (wie jede assoziative Algebra) mit
dem tiblichen Kommutator kanonisch auch eine Lie-Algebra. Die Wahl des Ideals I fiihrt
dazu, daf$ diese kanonische Lie-Algebrenstruktur fir die Elemente aus G C U(G) mit der
urspringlichen Lie-Algebrenstruktur auf G tbereinstimmt, d.h. [n,&] = [n,&]g.

Wir wollen noch ein paar Worte zur Struktur der Universellen Einhiillenden aus Sicht der
Kategorientheorie verlieren: Bezeichnet j : G — U(G) den injektiven Lie-Algebrenmorphis-
mus, der die Einbettung von G in U(G) beschreibt, und ist A eine beliebige unitale asso-

ziative Algebra (mit der kanonischen Kommutator-Lie-Algebrenstruktur) dann gilt:

Universelle Eigenschaft von U(G): Ist ¢ : G — A ein Lie-Algebrenmorphismus so
existiert ein eindeutiger unitaler Algebrenmorphismus ¢ : U(G) — A mit ¢ = ¢ o j.
Dariiber hinaus gibt es zu jedem Lie-Algebrenmorphismus x : G — G’ einen eindeutigen
unitalen Algebrenmorphismus U(x) : U(G) — U(G"). Kurz gesagt: U ist ein Funktor von

der Kategorie der Lie-Algebren in die Kategorie der unitalen assoziativen Algebren.

Abbildung 2.7: Universelle Eigenschaft der Univers. Einhiillenden

Fiir ein tiefergehendes Verstindnis der Universellen Einhiillenden empfiehlt sich die Lektiire

von [40], fiir viele hier ausgelassene Beweise sei auf [22] verwiesen.
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2.3 Haar-Integral

Wir wollen nun auf der algebraischen Stufe das Aquivalent zum Haar-Integral der Grup-
pentheorie definieren. Die Vorgehensweise ist wiederum: Zuerst driickt man die Eigen-
schaften des Haar-Integrals fiir eine Funktionenalgebra iiber einer Gruppe aus, dann iiber-
nimmt man diese Definition fiir beliebige Hopf-Algebren. Sei also G eine kompakte Gruppe,
C(G,K) die Algebra der stetigen Funktionen auf der Gruppe. Eine Rechtstranslation auf
C(G,K) ist definiert als

Ry : C(G,K) — C(G,K),
¢ — Rp(6), Rn(6)(g) := ¢(gh).

Ein lineares Funktional J : C(G,K) — K heifit ein rechtes Haar-Integral, wenn es positiv

und rechtsinvariant ist, d.h.

T (%) >0, V¢ € C(G,K),p # 0,
J(Rno) =T (@), Vh € G,¢ € C(G,K). (2.23)

Betrachten wir jetzt eine endliche Gruppe G mit der Funktionenalgebra C(G,K). Die

Rechtstranslation ergibt sich zu

(Rro)(g) = ¢(gh) = Ad(g, h) = ¢1(g)92(h),Vg, h € G; ¢ € C(G,K),

wobei die Komultiplikation auf der Funktionenalgebra iiber einer Gruppe benutzt wurde.

L&aBt man das Argument g weg, so erhélt man

Ryp = o1 p2(h).
——
ek

Dies wird in Gleichung (2.23) eingesetzt:
(T 0 Ra)(#) = T (Bd) = T(61)2(h) = T (9).
Nun benutzt man die Kérperwirkung ¢(7(¢)) = J(¢)t(1k) und ¢(1g)(h) = 1k:

= J(01)62(h) = [(T @ id)Ad)(h) = T(¢) = (0 T)(¢)(h).
= (T @id) o A)(¢) = (Lo T)(e).

= (J®id)oA=10J.

Dies ist der Ausdruck fiir die Rechtsinvarianz des Haar-Integrals auf der endlich-dimensio-
nalen Funktionenalgebra C (G, K), d.h. auf einer speziellen Hopf-Algebra. Diese Definition

erweitert man auf beliebige Hopf-Algebren.

44—



KAPITEL 2. VON ENDLICHEN GRUPPEN ZU ENDLICHEN HOPF-ALGEBREN

Definition 5: Haar-Integral

Ein rechtes Haar-Integral auf einer Hopf-Algebra H ist ein lineares, positives Funktional

J: H—K, so daf
(J®id)oA=10J. (2.24)

Positiv bedeutet hier, daf J(h?) > 0, falls h # 0 ist. Analog ist ein linkes Haar-Integral
durch die Gleichung

(id® J)oA=10J. (2.25)

definiert. Falls linkes und rechtes Haar-Integral existieren und tbereinstimmen, heifit die

Hopf-Algebra unimodular. Das Integral wird normalisiert genannt, wenn J (1) = 1k gilt.

Wie fiir Gruppen, so ist das Haar-Integral fiir Hopf-Algebren und Quantengruppen ein
fundamentales Hilfsmittel in der Darstellungstheorie. Insbesondere fiir die kompakten und
lokalkompakten Quantengruppen ist seine Existenz fiir viele zentrale Aussagen wesentlich.
Beispielsweise wird mit Hilfe des Haar-Integrals die rechtsregulére Darstellung konstruiert,
in der alle irreduziblen unitiren Darstellungen enthalten sind. Kompakte Quantengrup-
pen, die wir in Kapitel 4 behandeln werden (und natiirlich damit auch endlichdimensionale
Hopf-Algebren) besitzen gliicklicherweise ein Haar-Integral, wihrend man fiir die Defini-
tion von lokalkompakten Quantengruppen seine Existenz postulieren mufl. Ein normali-
siertes, unimodulares Haar-Integral fiir die Funktionenalgebra F(G) iiber einer endlichen

Gruppe wird durch:

J(@) =G| Y élg)

geG

gegeben.

2.4 Darstellungen von Hopf-Algebren

Bisher haben wir die ,innere Struktur“von Hopf-Algebren betrachtet. Genauso wie bei
Gruppen ist es jedoch ebenso wichtig zu studieren, wie eine Hopf-Algebra auf andere
Objekte wirkt und wie man diese Wirkungen so konstruiert, dafl sie mit den Struktur-
abbildungen der Hopf-Algebra vertriglich sind. Da eine Hopf-Algebra sehr viel Struktur
mit sich bringt, kann man sich leicht vorstellen, dafl auch in der Darstellungstheorie eine
grofle Vielzahl von unterschiedlichen Konstruktionen gemacht werden kann, zumal wenn
die Wirkung auch noch die Struktur des Darstellungsraumes beriicksichtigen soll. Ein gu-
tes Verstandnis der Wirkungen von Hopf-Algebren ist unerléflich fiir einen Einblick in die
Frage ob und wie Hopf-Algebren als (verallgemeinerte) Symmetriestrukturen eine Rolle
spielen konnen. In diesem Sinne ist der Inhalt des Abschnittes grundlegend fiir die Moti-

vation der gesamten Arbeit. Genaugenommen kénnen Hopf-Algebren auf andere Raume
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nicht nur wirken sondern auch kowirken. Wéhrend die Wirkung die Multiplikation in der
Algebra auf eine Multiplikation von Elementen aus verschiedenen Raumen verallgemeinert,
ist die Kowirkung eine Verallgemeinerung der Komultiplikation: die Kowirkung spaltet in

das Tensorprodukt verschiedener R&ume auf.

Bevor wir jedoch diese verschiedenen Wirkungen und Kowirkungen abstrakt definieren, ist
es sinnvoll, ein wenig genauer auf den Zusammenhang von Funktionenalgebren mit Uni-
versellen Einhiillenden einzugehen und gruppenartige oder primitive Elemente einer Hopf-
Algebra im Kontext der Darstellungstheorie zu interpretieren. Der folgende Abschnitt ist

insbesondere von [66] inspiriert.

2.4.1 Reprasentative Funktionen und Universelle Einhiillende

In diesem Abschnitt machen wir einen Schritt weg von endlichen Gruppen hin zu den
(in der Physik besonders wichtigen) kompakten Lie-Gruppe. Wir werden sehen, dafl die
Begriffsbildungen, die fiir endliche Gruppen sinnvoll waren, auch hier ihre volle Giiltig-
keit behalten. Es sei vorab angemerkt, dal wir an dieser Stelle nicht den Ehrgeiz haben
die oftmals sehr technischen Beweise aus der Gruppentheorie zu fithren. Es geht uns viel-
mehr um ein mehr intuitives und prinzipielles Versténdnis. Nachfolgend arbeiten wir iiber
K = R. Betrachten wir also eine kompakte Lie-Gruppe G (oder etwas allgemeiner eine
kompakte topologische Gruppe). Aus der Gruppentheorie (insbesondere aus dem Peter-

Weyl-Theorem) weifl man:

e Jede unitére irreduzible Darstellung 7 von G ist endlichdimensional.
o Jedes Matrix-Element m;;(x) ist eine stetige Funktion auf G.

e Der Vektorraum R(G), der von diesen Matrix-Elementen erzeugt wird (7 durchlauft

alle unitéren irreduziblen Darstellungen) ist eine dichte Unteralgebra von C(G).

Die Elemente ¢ € R(G) konnen als diejenigen stetigen Funktionen charakterisiert werden,
deren Translationen der Form ¢, : x — ¢(at),t € G, einen endlichdimensionalen Unter-
raum von C(G) erzeugen. Sie heiflen représentative Funktionen. Wir wollen diese und die
folgenden Aussagen hier nicht beweisen (siehe z.B. [37]). Wichtig ist vielmehr, daf§ die
reprasentativen Funktionen eine Unteralgebra der stetigen Funktionen bilden. Sie haben

die Eigenschaft:
R(G x G) =2 R(G) @ R(G).
Die Isomorphie wird durch folgende Abbildung gegeben:

B :R(G) @ R(G) — R(G x G),
PRY — 2(p® ), (o @9)(9,9") = ¢(9)(d)-

46—



KAPITEL 2. VON ENDLICHEN GRUPPEN ZU ENDLICHEN HOPF-ALGEBREN

Es war gerade diese Isomorphie, die es uns bei den endlichen Gruppen erlaubte, auf der
Funktionenstufe eine Komultiplikation zu definieren. Fiir ¢ € R(G) gilt wiederum in

volliger Analogie zu den endlichen Gruppen:

A¢(g,h) := ¢(gh), e(¢) == ¢(e), Sé(g) = (g ).

Aus der Kenntnis von R(G) ist es iibrigens moglich die Gruppe G wieder zu rekonstruieren.
Die Charaktergruppe eines Raumes X bezeichnen wir im Folgenden mit X. Die Gruppe
G ist isomorph zur Charaktergruppe von R(G):

o —

R(G) = G. (2.26)

Es gilt ganz allgemein, daf§ die Charaktere auf einer reellen Hopf-Algebra (H, p,t, A €, S)
eine Gruppe bilden. Die Gruppenmultiplikation ist (fiir ¢, € H )

Pp = (p @) o A.

Sie wird durch die Komultiplikation gegeben und ist ein Faltungsprodukt. Die Koeins €

ist das neutrale Element:

€p=(c@p)oA=0,
de=(pD€) oA = 6.

Dies ergibt sich aus der Koeinsbedingung. Die Inverse der Charaktergruppe wird tiber die
Antipode definiert:

pti=¢oS.

(609) = (9@ (6085) oA =gouo(ids §)oA=g(oc) =,
oS 09) = (6@ (S06) oA =gouo(SidoA=g(oc) =

Dabei wurde die Antipodenbedingung verwendet.

Ebenso gilt, dal jede kommutative Hopf-Algebra H, welche ein Haar-Integral besitzt,
isomorph zur Hopf-Algebra von repréisentativen Funktionen auf der Charaktergruppe von
H ist:

H =~ R(H). (2.27)

Die Gleichungen (2.26) und (2.27) bilden die sogenannte Tannaka-Krein-Dualitét, die in

mancherlei Hinsicht zum (kommutativen) Gelfand-Naimark-Theorem verwandt ist.

Nun wollen wir den Zusammmenhang zwischen den repréisentativen Funktionen iiber ei-
ner kompakten Lie-Gruppe G und der Universellen Einhiillenden der Lie-Algebra von G
genauer betrachten. Bekanntermafien kann man die Elemente der Lie-Algebra G zur Lie-

Gruppe G mit den linksinvarianten Vektorfeldern der Mannigfaltigkeit GG identifizieren. Die
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Universelle Einhiillende U(G) kann als Algebra von linksinvarianten Differentialoperatoren
auf G aufgefait werden. Ist X € G, f € R(G), so definiert man

(X| ) = (XD)fe) = & limo flexptX).

Ist {X;}ier eine total geordnete Basis der Lie-Algebra G, so wird eine Basis von U(G)
durch Elemente der Form X;, ... X; mit ¢ < ... <4, € I,n € N gegeben. Das ist
das Poincare-Birkhoff-Witt-Theorem, siehe [40]. Fiir ein solches Basis-Element aus U(G)

schreiben wir etwas abkiirzend Xy ... X(,).
Die Wirkung solcher Basis-Elemente von U(G) definieren wir als (mit e neutrales Element
von G):

Xy Xy | ) =Xy (.- (X)) (e), (L] f) = fle).

Die Universelle Einhiillende U(G) und die représentativen Funktionen bilden eine duale
Paarung nach Definition 3. Das kann man leicht nachpriifen, indem man die Leibniz-Regel

fiir die Wirkung von Vektorfeldern auf Funktionen X (fh) = (X f)h + fX(h) benutzt:

(X[ fh) = (X(fh))(e)
= (Xf)(e)h(e) + f(e)(Xh)(e) = (X @1+ 1® X)(f ® h)(e,e)

= AX(f®h)(e,e) = (AX | f®h). (2.28)
(XY |Af) = % lt=0 % ls=0 (Af)(exptX,expsY)

d d
Tt |t=0 s |s=0 f(exptX expsY)

- % li=o (Y f)(exptX) = X (Y f)(e) = (XY | f).

Die Paarung ist nichtdegeneriert. Wir wollen dies hier nicht beweisen, sondern stattdessen

auf einen wichtigen Punkt in Gleichung (2.28) aufmerksam machen. Die Komultiplikation
AX=X®1+10X (2.29)

ist nichts anderes als die Leibniz-Regel fiir Vektorfelder. Wir hatten bereits darauf hin-
gewiesen, dafl man in einer Hopf-Algebra H Elemente, welche nach (2.29) komultipliziert
werden, primitive Elemente nennt. Der iibliche Kommutator von primitiven Elementen
ergibt wieder ein primitives Element. Anders gesagt: Die Menge der primitiven Elemen-
te bildet eine Lie-Algebra. Man kann zeigen, dafl in der Universellen Einhiillenden einer
Lie-Algebra U(G) genau die Elemente der Lie-Algebra G primitiv sind, d.h.

Prim(U(G)) =G.

Wir kénnen nun verallgemeinern und uns fragen, wie man eine Wirkung einer beliebigen
Hopf-Algebra H auf eine Algebra A sinnvoll definieren kann. Nach dem oben dargestell-

ten erscheint es natiirlich, dafl die primitiven Elemente in der Hopf-Algebra derivativ
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wirken sollten. Andererseits wissen wir, dafl eine Gruppenwirkung auf einen Raum M
einen Endomorphismus der Gruppe auf die Funktionen iiber dem Raum induziert (d.h.
g> (fh) = (g> f)(g> h), Vg € G; f,h € F(M)). Deshalb sollten die gruppenartigen
Elemente der Hopf-Algebra (welche ja eine Gruppe bilden) als Endomorphismen auf die

Algebra A wirken. Beide Forderungen lassen sich erfiillen, wenn man definiert:
h > (ab) := p(Ah(a®b)) = (h1 > a)(he > b), Yh € H;a,b € A. (2.30)

Dies wollen wir in den folgenden Abschnitten ausfiihrlicher und systematischer studieren.

2.4.2 Wirkungen

Die einfachste Moglichkeit eine Hopf-Algebren-Wirkung auf einen Vektorraum zu definie-
ren, besteht darin, nur die Algebrenstruktur der Hopf-Algebra zu berticksichtigen:

Definition 6: Darstellung und Wirkung einer Hopf-Algebra
Eine Darstellung einer Hopf-Algebra H auf einem Vektorraum V ist ein Algebrenmor-
phismus w: H — End(V'), d.h. es gilt:

m(hg) = n(h)7(g), Vh,g € H.
Die entsprechende Wirkung ist eine lineare Abbildung

a: HV — V,
h®@v+— alh®v) =n(h)(v). (2.31)

Hier ist (wie auch in der gesamten Arbeit) die Konvention getroffen, daf§ mit Wirkung
oder Darstellung immer Linkswirkung oder Linksdarstellung gemeint ist. Die Rechtsdar-
stellung ist dagegen als Algebrenantimorphismus definiert, d.h. 7r(hg) = mr(g)7r(h). Der
Darstellungsraum V' wird auch als Links- H-Modul bezeichnet. Fiir ao(h ® v) schreiben wir

auch kurz: h > v. In dieser Schreibweise gilt dann fiir die Wirkung
(hg) >v="hr (g>v), lgy>v=wv, YVhe HveV. (2.32)

Die erste Gleichung ist nichts anderes als eine verallgemeinerte Assoziativitdt. Die zwei-
te Gleichung besagt, dafl die Eins der Algebra auf das Linksmodul als Identitdt wirkt.
Die Diagramme fiir die Wirkung (siehe folgende Seite) sind vollig analog zu denen der

Multiplikation in einer Algebra.

Modul-Algebren

Die Definition der Darstellung einer Algebra macht von den zusétzlichen Strukturen der

Hopf-Algebra keinen Gebrauch. Dies dndert sich, wenn man Darstellungsriume verwendet,
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id L1
HeoHeoV" S Hov KeoV-2L ey
id®al la o al

HoV % 1%

«

Abbildung 2.8: Wirkung einer Hopf-Algebra auf einen Vektorraum

die selbst weitere Strukturen besitzen. Betrachten wir zunéchst den Fall, dafl der Darstel-
lungsraum eine Algebra ist. Der naheliegende Ansatz, die Wirkung der Hopf-Algebra H
auf die Algebra als h > (a - b) := (h > a) - (h > b) zu definieren, scheitert, da diese Dar-
stellung nicht linear in H wére. Auch eine Wirkung der Form h > (ab) := (h > a)b ist
zwar formal korrekt, aber uninterressant, da hierbei die Algebrenstruktur des Darstel-
lungsraumes eigentlich keine Rolle spielt und auflerdem (dies geht aus Kapitel 3 iiber
Multiplikator-Hopf-Algebren hervor) wére dann H isomorph zu einer Unteralgebra von A.

Man verwendet die Komultiplikation und definiert:

Definition 7: Links-H-Modulalgebra
Eine Algebra A heif$t Links-H -Modulalgebra, falls A ein Links-H-Modul ist und zusdtzlich
gilt:

h> (ab) = (h1 > a)(he > b), Vh € H;a,b € A, (2.33)
hi>14 = E(h)lA. (2.34)

Die so definierte Wirkung einer Hopf-Algebra auf eine Algebra hat die gewiinschte Ei-
genschaft, dafl gruppenartige Elemente als Endomorphismen und primitive Elemente als
Derivationen wirken. Es gibt aber noch einen anderen Ansatzpunkt um die obige Wirkung
zu motivieren. Dazu bendtigen wir den folgenden Sachverhalt, der eine der wichtigsten

Eigenschaften von Hopf-Algebren darstellt:

Satz 3: Das Tensorprodukt zweier Darstellungen einer Hopf-Algebra H ist eine Darstel-

lung.

Beweis: Sei also H eine Hopf-Algebra und V, W seien zwei H-Moduln. Dann besitzt H

eine Darstellung auf dem Tensorproduktraum V @ W durch

h> (ve@w):=(hi>ov)(ha>w), Yhe Hive ViweW,
lg > (v®w) =vew.

Wir miissen nun zeigen, daf§ hierdurch tatséchlich eine Wirkung gem#$ (2.32) definiert ist:

(hg) > (v@w) = ((hg)1 >v) @ ((hg)2 > w) = ((h1g1) > v) @ ((hag2) > w)
= (h>(g1>0)® (he > (g2 > w)) =h> (9> (v@w)).
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Dabei wurde benutzt, daf3
(hg)1 @ (hg)2 = A(hg) = A(h) - Alg) = (b1 @ h2) - (91 ® g2) = (h1g1) ® (ha2g2)
gilt. AuBlerdem ist natiirlich
g (vew)=1g>v)® (lg>w)=vQw,

da Alg =15 ® 14. °

Die Eigenschaften einer H-Modulalgebra A bedeuten somit einfach, dafl die Wirkung von
H mit der Multiplikation auf der Algebra A vertauscht:

ht> (ab) =h> (ua®b)) = p(h> (a®b)) = (hy > a)(hg > b).

Dabei wurde verwendet, dal H nach obigem Satz 3 eine Wirkung auf A @ A besitzt.
Auch die Wirkung (2.34) auf die Eins der Algebra h > 14 = €(h)14 148t sich als einfache

Konsistenzbedingung auffassen:
!
he>(alyg) = (hi>a)(ha>14) = h>a.

Dies ist offenbar erfiillt, wenn man €(hg)14 = ho>14 setzt, da man dann unter Benutzung

der Koeinsbedingung (2.8) schreiben kann:
(hl > a)(hg > 1A) = (hle(hg) > a)lA =hD>a.

Wie wir sehen, gibt es somit viele gute Griinde die Hopf-Algebren-Wirkung auf eine Alge-
bra wie oben zu definieren. Die Art und Weise wie wir dabei vorgegangen sind ist typisch
fiir den Hopf-Algebren- und Quantengruppen-Bereich. Man analysiert zuerst Eigenschaf-
ten auf der Stufe von Gruppen, Lie-Algebren und ihren Wirkungen und hebt dann alles

auf die Funktionenstufe, auf der man dann nach sinnvollen Verallgemeinerungen sucht.

Modul-Koalgebren

Besitzt der H-Modul eine Koalgebren-Struktur, so kann man postulieren, dafl die Wirkung
diese respektiert. Mit ,respektieren“ist in diesem Falle einfach gemeint, daf§ die Wirkung

ein Koalgebren-Morphismus ist.
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Definition 8: Links- H-Modul-Koalgebra
Wir betrachten die Wirkung > einer Hopf-Algebra H auf eine Koalgebra C. Diese Wir-

kung wird als Koalgebrenmorphismus der Form

>:H®C — C,
h®cvr+— hp>c,
definiert. Genauer gesagt: Fine Koalgebra C heifit eine Links-H-Modul-Koalgebra, falls
C ein Links-H-Modul ist und aufSerdem Yh € H,c € C gilt:

Ac(h > C) = (hl > Cl) & (hQ > 02), (2.35)
ec(h>c) = e(h)e(c). (2.36)

Man {iberpriift leicht, daB Agor> = (> ®>) o A® gilt (mit A® Komultiplikation auf dem
Tensorproduktraum H ® C nach Satz 1) und aulerdem ec o > = ey ® ec. Die Wirkung

ist also tatsdchlich ein Koalgebrenmorphismus.

2.4.3 Beispiele

Die folgenden Beispiele illustrieren nicht nur die vorherigen Definitionen und Begriffsbil-
dungen, sondern fiihren spezielle Wirkungen ein, die im Zusammenhang mit Symmetrien

Spektraler Tripel benotigt werden.

Beispiel 3: Linksreguldire Wirkung
Sei H eine Hopf-Algebra. Die linksregulire Wirkung

L:H®H — H,
g®h|—> Lg(h) = gh,

macht H zu einer Links-H-Modul-Koalgebra. Dies liegt natiirlich einfach daran, daf$ die
Multiplikation p ein Koalgebren-Morphismus sein muf.

Beispiel 4: Linksadjungierte Wirkung
Sei H eine Hopf-Algebra. Die linksadjungierte Wirkung

Ad: H® H — H,
g®h —— Adgy(h) := g1hS(g2),

versieht H mit der Struktur einer Links-H-Modulalgebra. Im Fall der Gruppenalgebra
fihrt diese Wirkung auf die ibliche konjugierte oder adjungierte Wirkung, im Fall der

Universellen Einhiillenden auf den Kommutator.

.
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Beispiel 5: Gruppenalgebra

Wir betrachten als wirkende Hopf-Algebra die Gruppenalgebra KG fiir eine endliche Grup-
pe G. A sei eine beliebige KG-Modulalgebra. Die definierenden Relationen (2.33) und
(2.34) nehmen dann die folgende Form an:

g (ab) = (g>a)(g>b), g> 1y =14, Vg € Gya,be A.

Dies ist die gewohnte Wirkung einer Gruppe auf eine Algebra als Endomorphismen.

Wie sieht fiir den Fall der Gruppenalgebra die adjungierte Wirkung aus?
Ady(h) = g1hS(g2) = ghg™"

Auf den Basiselementen der Gruppenalgebra ist das gerade die tibliche adjungierte Wirkung

einer Gruppe auf sich selbst.

Beispiel 6: Universelle Einhiillende

Sei U(G) die Universelle Einhiillende einer Lie-Algebra G und A eine Algebra. Die Rela-
tionen fiir eine U(G)-Modulalgebra lauten:

& (ab) = (E>a)b+ a(f>b), E>14=0 Vé e Gia,be A

Die Wirkung ist also derivativ.

Fiir die adjungierte Wirkung von U(G) auf sich selbst erhdlt man gerade den Kommutator:

Adeg(n) = E1mS(&2) = EnS(1) +1nS(&) = &n —n& = [n,€].

2.5 Kowirkungen

Hopf-Algebren konnen aufgrund ihrer Zusatzstrukturen nicht nur wirken, sondern auch
kowirken. Kowirkungen sind Verallgemeinerungen der Komultiplikation auf einer Hopf-
Algebra. Die nachfolgenden Definitionen und Begriffsbildungen sind dual zu denen aus
dem Abschnitt iber Wirkungen.

Definition 9: Kowirkung und Kodarstellung von Hopf-Algebren
FEine Kowirkung oder Kodarstellung einer Hopf-Algebra H auf einem Vektorraum V ist

eine lineare Abbildung

B:V — HQ®V,
v — v @), (2.37)
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welche die folgenden Bedingungen erfullt:

(A®id)of = (id® B)op, (2.38)
(e ®id) o B = id. (2.39)

Diese Bedingungen sind Verallgemeinerungen der Koassoziativitdt und der Koeins-Bedin-
gung. Die Schreibweise (v) = v @ v@ ist wieder als abkiirzende Schreibweise fiir eine
Summe aus zerlegbaren Elementen in H®V zu verstehen. Die hier definierten Kowirkungen
sind Links-Kowirkungen. Rechts-Kowirkungen lassen sich dementsprechend definieren. Die

Diagramme fiir die Kowirkung sind analog zu denen der Koalgebrenstruktur:

HeoHeV 22 gov Ko H<2Y oy
id®BT T 3 \BT
HQV % 0

B
Abbildung 2.9: Kowirkung einer Hopf-Algebra auf einen Vektorraum

In den n#chsten beiden Unterabschnitten betrachten wir wieder den Fall, dafi die Komo-

dule zusétzliche Strukturen besitzen, die von der Kowirkung respektiert werden sollen.

2.5.1 Komodul-Algebren

Definition 10: Links-H-Komodulalgebra
FEs sei H eine Bialgebra oder Hopf-Algebra. FEine Algebra A heif$t Links-H-
Komodulalgebra, falls A ein Links-H-Komodul ist und (8 ein Algebrenmorphismus:

B(a-b) = pB(a)-B(b), Ya,be A, (2.40)
B(la) =1 ®1a4. (2.41)

Eine Hopf-Algebra H ist natiirlich durch Komultiplikation und Koeins, die ja beide per

Definition Algebrenmorphismen sind, eine H-Komodulalgebra.

In Diagramm-Form schreiben sich diese Bedingungen wie folgt:

HoAd~"— A<" Ag4 A< g
HH@P«AT B®ﬁl ﬁl A
idg RTRid A A
HIHRIARQA<~———HRAQRH®A H® A

Abbildung 2.10: Links-Komodulalgebra
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2.5.2 Komodul-Koalgebren

Definition 11: Links-H-Komodul-Koalgebra
Ist H eine Bialgebra oder Hopf-Algebra und C eine Koalgebra, so heifst C eine Links-H-
Komodul-Koalgebra, falls C' ein Links-H-Komodul ist und aufSerdem gilt:

D @c® @c@y=c®. 0 ge®ed?, (2.42)
WMe(c?) = e(e)1y, VeeC. (2.43)

Diese Gleichungen bedeuten einfach, dafi die Koalgebrenstruktur von C mit der Links-

Kowirkung vertrdaglich gemacht wird.

Auch hier sei die (zugegebenermaflen nicht sehr iibersichtliche) Diagramm-Form angege-

ben:
i dRQA A
HeoCoC<"2 poo< ¢ °.CcecC c—C g
MH®idc®idcT ) ’ 6®6l Bl %:c
HoH®C®C 1 ETEde HCQH®C HeC

Abbildung 2.11: Links-Komodul-Koalgebra

Schon obige Definition 148t vermuten, dafl die Beispiele fiir Komodul-Koalgebren relativ

unanschaulich sind. Wir wollen sie deshalb hier nicht weiter vorstellen, sondern verweisen
auf [46].

2.5.3 Anwendung auf homogene Riume

Die Kowirkung, wie sie oben definiert wurde, 148t sich im Prinzip genauso herleiten, wie die
Komultiplikation auf der Funktionenalgebra iiber einer Gruppe. Dort induziert die Grup-
penmultiplikation die Komultiplikation von Funktionen. Die Kowirkung ist davon einfach
eine Verallgemeinerung. Die Wirkung einer Gruppe auf einen Raum induziert eine Kowir-
kung der Funktionen. Ein besonders wichtiger Spezialfall sind die homogenen R&ume. Die
Zutaten der homogenen Riume, die wir betrachten wollen, sind eine kompakte Gruppe G,
ein Raum M, auf den die Gruppe transitiv wirkt und die Stabilitéts- oder Isotropiegruppe
K zu einem beliebigen Punkt o € M (d.h. K 148t den Punkt z( invariant). K ist eine

abgeschlossene Untergruppe von G. Unter diesen Bedingungen gilt die Isomorphie
M =G/K. (2.44)

Fiir g € G bedeute g das entsprechende Element in G/K = M. Es sei auf einen ,,Notations-
Miflbrauch“in den folgenden Gleichungen hingewiesen: Wir benutzen fiir die auftretenden

Funktionen das Symbol f, welches aber jeweils aus unterschiedlichen R&aumen stammt.
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Betrachten wir die Funktionenalgebren F (M) und F(G), die wir uns so gewihlt denken,
dafl die Isomorphie

FG)@FM)=F(GxM)

gilt. Dann kann man jede Funktion f € F(M) mit einer Funktion f € F(G)¥ identifizie-

ren, wobei die Funktionen F(G)X gerade die K-invarianten Funktionen auf G sind:
F(G) = {f € F(G) | f(gk) = [(9), Vk € K,g € G}.
Es existiert demnach ein Isomorphismus

d: F(Q)E — F(M),
f—2(f), (f)(@) := f(9)

Wir definieren nun eine Abbildung
B F(M) — F(G) @ F(M) = F(G x M),
f— B,
mit
B(f)(g,7) = f(77).

Die Wirkung der Gruppe G induziert demnach tatéchlich eine Kowirkung § auf die Funk-
tionenalgebra. Der Isomorphismus @ vertauscht im unten dargestellten Sinne die Kowir-

kung mit der Komultiplikation.
(B2(f)(g,T) = ©f(gT) = fgz) = Af(g,2) = ((id ©® ®)Af)(g, T).

In mittlerweile gewohnter Art und Weise kénnen wir nun diese algebraische Beschreibung

von homogenen Rdumen verallgemeinern.

Definition 12: Homogener Raum fiir eine Hopf-Algebra

Ein eingebetteter homogener Raum fiir eine Hopf-Algebra H ist eine Links-H-Komodulalgebra
A mit der Kowirkung B : A — H® A, so daf$ eine Unteralgebra B C H und ein Algebren-
Isomorphismus ® : B — A existieren, mit f® = (id @ ?)A: B — H ® A.

2.6 Kreuzproduktalgebren

Kreuzproduktalgebren bilden eine der strukturell wichtigsten Konstruktionen, die man
mit Hopf-Algebren machen kann. Wir werden sie im II. Teil dieser Dissertation in drei

wichtigen Funktionen bend&tigen und kennenlernen:
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1. Kreuzproduktalgebren sind Lésungen von universellen algebraischen Quantisierungs-

problemen.

2. Kreuzproduktalgebren bilden die Grundlage fiir eine Formulierung der Quanten-

Faserbiindel-Theorie.

3. Kreuzproduktalgebren sind die algebraische Vorstufe zu den C*-dynamischen Syste-

men.

Wir wollen an dieser Stelle die Kreuzproduktalgebren nur relativ kurz mathematisch
einfiihren. Anwendungen und Erginzungen zu dem hier dargestellten, finden sich dann
in Teil II.

Wirkt eine Gruppe G auf eine Algebra A, so kann man auf dem Tensorprodukt A ® KG

eine Multiplikation der folgenden Form definieren:
(a®g)(b®h):=a(gr>b) ®gh,Va,be A;g € G;.

A und KG sind dabei als Unteralgebren in diesem semidirekten Produkt oder Kreuz-
produkt enthalten. Kreuzprodukte werden mit dem Symbol x bezeichnet. Man kann die
Kreuzproduktalgebra A x KG als die von A und KG frei erzeugte Algebra mit der Kreuz-
relation (a®g)(b@h) := a(g>b) @ gh bezeichnen. Obige Kreuzproduktalgebra ist natiirlich
sehr speziell wegen der KG-Wirkung. Man kann diese Konstruktion sehr leicht auf allge-

meine Hopf- oder Bialgebren und ihre Moduln verallgemeinern:

Definition 13: Links-Kreuzproduktalgebra

Sei A eine Links-H-Modulalgebra und H eine Bialgebra oder Hopf-Algebra. Dann defi-
niert man die Links-Kreuzproduktalgebra A x H als das Tensorprodukt A @ H mit der
Multiplikation

(a®@u)(b®wv):=a(uy > b) ® ugv. (2.45)

Man beachte, daf} es hierbei die Komultiplikation der Bialgebra H ist, welche diese Kreuz-
produkt-Struktur erméglicht.

2.7 Hopf-*Algebren

Mit *-Strukturen haben wir es spéter automatisch deswegen zu tun, weil wir in einem topo-
logischen Kontext mit C'*-Algebren arbeiten werden. Hier definieren wir diese Strukturen
auf der algebraischen Stufe. Die *-Strukturen werden von vielen Autoren auch als reelle
Formen bezeichnet. Der Stern * sollte in diesem Abschnitt nicht mit dem Faltungsprodukt

* verwechselt werden. Wir arbeiten iiber K = C.
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Ist A eine assoziative Algebra mit Eins, so definiert man eine *-Struktur auf A als eine
konjugiert-lineare Abbildung * : A — A,a — a*, die involutiv, anti-multiplikativ und
unital ist, d.h. Va,b € A

(@)* = a,
(ab)* = b*a™,
1% =14

Ein Homomorphismus ¢ : A — B zwischen zwei *-Algebren A und B ist ein *-Homomor-

phismus, falls er mit der *-Abbildung vertauscht:
o(a*) = ¢(a)*, Va € A.
Das Tensorprodukt zweier *-Algebren A und B ist ebenfalls eine *-Algebra:
(a®b)" :=a" @b

Definition 14: Hopf-*-Algebra

Eine Hopf-*-Algebra H ist eine *-Algebra mit dazu vertraglicher Koalgebren-Struktur, d.h.
Komultiplikation und Koeins sind *-Homomorphismen. Fiir die Komultiplikation und die

Koeins gilt demnach:
A(a") = a] ® a3,
e(a*) = e(a).
Fiir die Antipode soll gelten:
(So0*)?=id.

Bemerkung 3: Wdihrend die Bedingungen fir die Komultiplikation und die Koeins na-
tirlich erscheinen, obgleich (siehe Bemerkung unten) sie nicht zwingend sind, bedarf die
Verkniipfung von Antipode mit dem * einer Erkldrung. Wir haben die Antipode nicht als ei-
ne bijektive Abbildung vorausgesetzt. Fir kommutative und kokommutative Hopf-Algebren
kann man jedoch zeigen, daf$ die Antipode bijektiv ist und somit eine Inverse besitzt. Dann
ist aber obige Beziehung (S o *)? = id automatisch erfiillt, was eine Konsequenz der Ein-

deutigkeit der Antipode ist.

Bemerkung 4: Eine Bemerkung zur Komultiplikation A(a™) = aj ® a¥ sei noch ange-
bracht. Diese Definition der Komultiplikation erscheint natirlich. Es ist jedoch ebenso
mdaglich [18] die Komultiplikation in einer dazu getwisteten Version zu definieren:

A(a™) := a5 ® aj.

Die unterschiedliche Wahl von Hopf-* und getwistetem Hopf-* hat Konsequenzen, wenn
man Darstellungen betrachtet und auf den Darstellungsrdumen Skalarprodukte definieren
mdchte. Eine ausfiihrliche Diskussion solcher Sachverhalte findet sich in [18].
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Kapitel 3

Multiplikator-Hopf- Algebren

Es ist maglich, eine Verallgemeinerung der Hopf-Algebren-Struktur zu definie-
ren, bei der die zugrundeliegende Algebra keine Eins besitzt. Die Definition der
relevanten Strukturabbildungen muf dazu angepafst werden. Das Konzept der
Multiplikator-Hopf-Algebren bietet hierfir den passenden Rahmen. Die dabei
entwickelten Methoden und Betrachtungsweisen sind zudem sehr niitzlich fiir
das Verstindnis von kompakten Quantengruppen und konnen leicht dbertragen

werden. Nebenbei erhdlt man eine alternative Definition von Hopf-Algebren.

In manchen Fillen ist es wiinschenswert, allgemeinere Objekte als Hopf-Algebren, in de-
ren Definition die Existenz der Eins der Algebra eingeht, zur Verfiigung zu haben. Ein
solcher Fall liegt beispielsweise vor, wenn man iiber die Funktionenalgebren auf endlichen
Gruppen hinausgehen will, aber noch nicht topologische Konzepte (wie die Verwendung
von C*-Algebren) benutzen mochte. Multiplikator-Hopf-Algebren sind eine solche Verall-
gemeinerung, die in [64] eingefiihrt wurde. Die Fragen, die letztlich zur Definition der

Multiplikator-Hopf-Algebren fiihren, lauten:

e Wie definiert man eine Hopf-Algebren-Struktur, wenn die zugrundeliegende Algebra

keine Eins besitzt?

e Wie modifiziert man die Komultiplikation, wenn die ,,kanonischen“Kandidaten fiir
die Komultiplikation nicht die gewiinschte Form haben (man denke an den Dualraum
einer unendlichdimensionalen Hopf-Algebra, wo das Bild der durch Dualisieren ge-

wonnenen Komultiplikation nicht im Tensorproduktraum liegt)?

Die iiblichen Hopf-Algebren sind als ,,Grenzfall“in den Multiplikator-Hopf-Algebren ent-
halten: Eine Multiplikator-Hopf-Algebra mit Eins ist eine gewohnliche Hopf-Algebra. Die
Notwendigkeit Multiplikator-Hopf-Algebren innerhalb dieser Arbeit zu betrachten, resul-
tiert daraus, dafl wir fiir das Studium der Hopf-Algebren-Struktur des Quantendoppeltorus

(und dessen multidimensionaler Verallgemeinerung) auch den Dualraum betrachten. Dabei
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treten die iiblichen Probleme mit der Komultiplikation im dualen Raum auf. Als erfolg-
reiche Strategie wird sich erweisen, dafl wir zunéchst eine Unteralgebra (ohne Eins) des
Dualraumes definieren und dann von dieser Unteralgebra die Multiplikator-Hopf-Algebra
bilden. Auf diese Art und Weise werden wir im Dualen eine mathematisch sauber formu-
lierte verallgemeinerte Hopf-Algebren-Struktur definieren kénnen. Diese Vorgehensweise
ist nicht zu verwechseln mit der Bildung des bereits kurz erwihnten Sweedler-Dualen
auf Seite 40. Bei dieser Methode benutzt man ebenfalls einen Teilraum des Dualraumes,
der gerade so gewihlt wird, dafl man auf ihm eine Hopf-Algebra definieren kann. Dieser
Teilraum kann jedoch sehr klein (zu klein) sein. Fiir diese Arbeit ist die Methode der
Multiplikator-Hopf-Algebren eindeutig vorzuziehen. Gerade die duale Hopf-Algebra des
Quantendoppeltorus bietet ein schones und nichttriviales Beispiel fiir die Niitzlichkeit von
Multiplikator-Hopf-Algebren. Es sei darauf hingewiesen, dafl auch bei den unendlichdi-
mensionalen Multiplikator-Hopf-Algebren im Dualraum die gleichen Probleme auftreten
wie bei den iiblichen Hopf-Algebren: Der Dualraum einer Multiplikator-Hopf-Algebra ist
im allgemeinen keine Multiplikator-Hopf-Algebra. Will man eine verallgemeinerte Hopf-
Algebra so definieren, dafl der Dualraum ebenfalls eine Hopf-Algebra der gleichen Art ist,
so mufl man auf topologische Theorien ausweichen. Wir werden darauf im néchsten Kapitel
zu sprechen kommen. In den folgenden Abschnitten wollen wir kurz die Multiplikator-Hopf-
Algebren motivieren und definieren, da sie (wie erwéhnt) das mathematische Grundgeriist
fir die Formulierung der dualen Hopf-Struktur des Quantendoppeltorus liefern werden.
Die dabei erworbenen Einsichten erleichtern zudem den Umgang mit kompakten Quan-
tengruppen, die wir im néchsten Kapitel definieren. Auflerdem lernen wir eine alternative
Definition der Hopf-Algebren kennen, die sich als duflerst niitzlich erweist. Interessanter-
weise erhalten wir ein Konstruktionsverfahren fiir Koeins und Antipode bei gegebener
Komultiplikation. Zuerst wollen wir als Vorbereitung und als motivierendes Beispiel den
Fall der Funktionenalgebra mit endlichem Tréger iiber einer (unendlichen) Gruppe disku-

tieren.

Beispiel 7: Funktionenalgebra von Funktionen mit endlichem Trdger (1)

Wesentlich bei der Definition der Hopf-Algebren-Struktur fir die Funktionenalgebra tiber
einer endlichen Gruppe war die Isomorphie F(G) @ F(G) = F(G x G). Diese geht fiir
eine unendliche Gruppe verloren. Man kann sich jedoch tberlegen, dafl man eine solche
Isomorphie bekommen kann, wenn man zwar fir G eine unendliche Gruppe nimmt, aber
nur die Algebra der Funktionen mit einem endlichen Trdger betrachtet. Wir wollen diese

Algebra mit Fo(G) bezeichnen. Es gilt die Isomorphie
Fe(G) @ Fe(G) =2 Fo (G x G)

Wir wollen die Isomorphie hier nicht beweisen. Sie ist jedoch relativ leicht zu zeigen,
wenn man bedenkt, daf$ fir einen festen, endlichen Trdger die Funktionenalgebra jeweils

endlichdimensional ist. Wenn wir analog zu den endlichen Gruppen eine Komultiplikation
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iiber

A(p)(g,h) = ¢(gh), ¢ € Fe(G);9,h €G

zu definieren versuchen, scheitert dies zundchst daran, dafs A(¢) € F(GxG) 2 Fe(Gx Q)
ist. An dieser Stelle sieht man, dafi eine verallgemeinerte Hopf-Algebren-Definition ndtig
wird. Im Ubrigen besitzt F.(G) natiirlich auch keine Eins. Betrachten wir jedoch einmal

einen Ausdruck der Form (A¢) - (1 ®@1) mit ¢,¢ € Fo(G) und A wie oben definiert:

((Ag) - (1@Y))(g,h) = ((Ap)(g,1)((1 @ )(g,h))
—— ——
€F(GxG) eF(GxG)
= (¢(gh)p(h) = (¢ @) (gh, h).
——
EFe(Q)RF(G)=2Fe(GXG)
Wir halten an dieser Stelle fest: Wenn wir auf Fe(G) in der iblichen Weise eine Ko-
multiplikation definieren, dann hat diese nicht die gewiinschte Form, da sie micht nach
Fe(G) @ Fe(G) abbildet. Allerdings liegen Produkte der Form (A¢) - (1 ® v) in diesem
Tensorprodukt. Im Vorgriff auf Abschnitt 3.2 konnen wir sagen, daf$ die Komultiplikation

von der Form
A Fo(G) — M(F.(G) @ Fe(G))

ist. Dabei steht M(Fe(G) @ Fe(Q)) = M(F(G x G)) fir die Multiplikatoralgebra von
Fe(G x G) (siehe Definition 15). Die Multiplikatoralgebra M(A) zu einer Algebra A ist
(grob gesagt) die ,grifite“Algebra linearer Abbildungen auf A, die A als Ideal enthdlt (mit
gewissen Vertrdaglichkeitsbedingungen). Man kann zeigen, daff M (F.(Gx G)) = F(Gx Q).
Anschaulich ist dies klar, denn wenn man eine beliebige Funktion auf der Gruppe mit einer
Funktion, die nur einen endlichen Triger besitzt, multipliziert, bekommt man natiirlich

ebenfalls eine Funktion mit endlichem Trdger.

3.1 Multiplikatoralgebren

Um die Definition von Multiplikatoralgebren zu motivieren, analysieren wir zuerst typische
Eigenschaften von assoziativen Algebren A mit (oder auch ohne) Eins. Zunéchst bemerken

wir, daf} jedes a € A eine lineare Abbildung definiert:
a=Lg: A— A, b Ly(b) :=a-b= ab.
Diese Abbildung ist kein Algebrenmorphismus, denn
Ly(bc) = Lq(b)e.

Die Abbildung L, ist gerade die Multiplikation von links. Natiirlich definiert jedes a € A

auch eine Multiplikation von rechts:

R,:A— A, br— R, (b) := ba.
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Das Assoziativgesetz 1a8t sich als Vertrdglichkeit von Links- und Rechtsmultiplikation

interpretieren:
a(bc) = (ab)e <= Ry(a) - ¢ = a - Ly(c).

Wir nennen die Multiplikation nichtdegeneriert, falls aus ab = 0 Vb = a = 0 und
ab = 0Va = b = 0 (oder anders ausgedriickt: die links- und rechtsregulidren Darstel-
lungen der Algebra sind treue Darstellungen, d.h. injektiv). Fiir Algebren mit Eins ist die

Multiplikation immer nichtdegeneriert:
ab=0Vbe A= aly=0=a=0.

Die nichtdegenerierte Multiplikation fiihrt zu einer Kiirzungseigenschaft, die wir des tfte-

ren bei den Beweisen verwenden werden:

a-b=c-bVb=(a—c)-b=0Vb=a=c

Nach diesen -sehr elementaren- Betrachtungen kénnen wir nun die Multiplikatoralgebren

definieren:

Definition 15: Multiplikatoralgebra

Sei A eine Algebra tiber C mit oder ohne Fins. Ein Linksmultiplikator der Algebra A
ist eine lineare Abbildung L : A — A, so daf§ L(ab) = L(a)bVa,b € A. FEin Rechts-
multiplikator ist eine lineare Abbildung R : A — A mit R(ab) = aR(b)Va,b € A. Ein
Multiplikator von A ist ein Paar (L, R) von vertriglichen Links- und Rechtsmultipli-
katoren, d.h. es gilt R(a)b = aL(b). Die Menge der Linksmultiplikatoren bildet einen
Vektorraum L(A), die der Rechtsmultiplikatoren einen Vektorraum R(A) und die Menge
der Multiplikatoren einen Vektorraum M (A). Die Komposition von Abbildungen macht

aus diesen Vektorrdumen Algebren.

Da jede der obigen Multiplikatoralgebren L(A), R(A) und M(A) eine Eins besitzt, ist
das Produkt in den Multiplikatoralgebren immer nichtdegeneriert. Falls das Produkt in A
nichtdegeneriert ist, so gibt es eine natiirliche Einbettung (d.h. einen injektiven Algebren-
morphismus) von A als Unteralgebra in L(A), R(A) und M(A). Wenn die Multiplikation
in A degeneriert ist, dann ist im allgemeinen keine injektive Einbettung moglich, denn fiir
ab=0Vb € A und a # 0 sind ¢ und a + ¢ Ve € A die gleichen Multiplikatoren. Wie man
sich leicht iiberlegt, gilt:

Satz 4: Ist A eine Algebra mit Eins, dann ist L(A) = R(A) = M(A) = A.

Dies sehen wir wie folgt: Die Eins der Algebra A 148t sich eindeutig auf die gesamte Multi-
plikatoralgebra fortsetzen. Auflerdem ist die Algebra A ein Ideal der Multiplikatoralgebra.
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Da die Eins zum Ideal gehort, miissen alle Elemente der Multiplikatoralgebra ebenfalls

zum Ideal gehoren.

Wir betrachten nun den Fall einer *-Algebra A. Wir rekapitulieren: Ist A eine assoziative
Algebra iiber C, dann ist eine *-Struktur eine konjugiert-lineare Abbildung *: A — A, so
daB (a*)* = a und (ab)* = b*a™*. Ist A zusitzlich eine Algebra mit Eins, dann gilt auflerdem
1* =1.Ist L € L(A) so definieren wir L* € R(A) durch aL* := (La*)*. Analog wird durch
den * ein Rechtsmultiplikator zu einem Linksmultiplikator und ein Multiplikator wiederum
zu einem Multiplikator. Durch diese Definitionen werden die Multiplikatoralgebren zu *-

Algebren mit A als *-Unteralgebra.

In Beispiel 7 hatten wir gesehen, dal man eine modifizierte Komultiplikation auf einer
Algebra A erhilt, deren Bild in einer Multiplikatoralgebra M (A) liegt. Wenn wir auf der
Ausgangsalgebra eine Koeins und eine Antipode definieren wollen, miissen wir {iberlegen,
ob diese Abbildungen auf die Multiplikatoralgebra fortgesetzt werden konnen, da wir z.B.
Ausdriicke der Form (e ® id) o A benétigen. Auch das Tensorprodukt zweier Algebren A
und B mit nichtdegeneriertem Produkt mufl genauer betrachtet werden. Dies alles wird
in den Satzen 5-7 behandelt.

Satz 5: Seien A und B Algebren mit nichtdegeneriertem Produkt und der diblichen Alge-
brenstruktur auf dem Tensorprodukt A® B. Die Multiplikation in A® B ist dann ebenfalls

nichtdegeneriert.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Nichtdegeneriertheit der Rechtsmultiplikation: Es sei
r=>Y a;,®b € A® B. Auierdem sei (c® d)x = 0 Vc € A und d € B. Dann gilt fiir jedes

lineare Funktional ¢ aus dem Dualraum B*:

(id® ¢)(c@d)x) =0, = ¢ _a;$(db;) = 0.
eC

Dies gilt fiir alle ¢ € A. Wegen der Nichtdegeneriertheit der Multiplikation in A folgt:

> aip(db;) = 0.

Die Gleichung gilt fiir alle linearen Funktionale ¢ € B*, somit ergibt sich

> a;®db; = 0. (3.1)

Der letzte Folgerung kann man mit Basen von A und B leicht zeigen: Sei {e 4;} eine Basis
von A und {ep;} eine Basis von B. Fiir ein beliebiges Element aus dem Tensorprodukt

hat man die Basisdarstellung > Ae4; ® ep ;- Ist nun

S (id® ¢)(Aea; @ ep;) = 0V € B,
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dann folgt, indem wir fiir ¢ die kanonischen Dualraum-Elemente clfg nehmen (die in diesem

unendlichdimensionalen Fall keine Basis im Dualraum bilden), mit ¢/ (ep;) = oF:
D (id®cp)(Nea; @ep;) =D AFeq; =0k = N7 = 0Vi, j.
ij i
Fiihren wir in (3.1) die gleiche Argumentation nochmals fiir den ersten Faktor im Tensor-

produkt durch (mit ¢ € A*):

Z¢(ai)dbi =0= dz¢(az)bi = 0.

Dies gilt wiederum fiir alle d € B, so dafl wegen der Nichtdegeneriertheit der Multiplikation
in B gilt:

D Wlai)h =0V € A" =D a; @b =0=2=0.
Analog iiberpriift man die Nichtdegeneriertheit der Linksmultplikation in A® B und damit
letztlich die Nichtdegeneriertheit der Multiplikation in A ® B. °

Man kann nun leicht zeigen, daf3 der folgende Satz gilt :

Satz 6: Es existiert eine natiirliche Einbettung der Form L(A)® L(B) C L(A® B), sowie
R(A)® R(B) C R(A® B) und M(A) ® M(B) C M(A® B).

Beweis: Man mu$ fiir die jeweiligen Einbettungen injektive Homomorphismen definieren.

Zum Beispiel fiir die Linksmultiplikation

®(La® Lp)(a®b):=Laa® Lpb,

Lye L(A),Lgp € L(B),a € A,be B.
®(L4® Lp) ist damit ein Linksmultiplikator, der durch die Abbildung ® : L(A)® L(B) —
L(A ® B) gegeben ist. Wir wollen auf den Beweis der Injektivitit verzichten. )

Nun betrachten wir Homomorphismen der Form ® : A — M(B). Diese Homomorphis-
men konnen eindeutig auf M (A) fortgesetzt werden, falls ® nichtdegeneriert ist. Diese

Eigenschaft miissen wir zunéchst definieren.

Definition 16: Nichtdegenerierte Abbildung

Ein Morphismus ® : A — M(B) heifit nichtdegeneriert, falls B von Vektoren der Form
®(a)b und b®(a), a € A,b € B aufgespannt wird.

Gerade solche Homomorphismen besitzen eindeutige Fortsetzungen auf die Multiplika-

toralgebra (wie wir sie fiir eine Definition von Koeins und Antipode benétigen werden):

Satz 7: Ist ® ein nichtdegenerierter Homomorphismus von A nach M (B), dann besitzt ®

eine eindeutige Erweiterung zu einem Homomorphismus ® : M(A) — M(B).
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Beweis: Es muf} gelten, da8 (Ve, ¢’ € M(A),a € A,b e B):
®(ca)b = ®(c)®(a)b. (3.2)

Nach Voraussetzung ist ® nichtdegeneriert, d.h. die Elemente ®(a)b spannen B auf. Des-
wegen ist ® eindeutig. Es muB nur noch gezeigt werden, daB @ ein Homomorphismus

ist:

Die Fortsetzung von ® auf ganz M (A) als Homomorphismus wird demnach durch Glei-

chung (3.2) eindeutig definiert. o

Eine analoge Aussage, die wir hier nicht beweisen wollen, gilt fiir den Fall der *-Algebren:

Satz 8: Ist ® ein nichtdegenerierter *-Homomorphismus von A nach M(B), dann besitzt

® eine eindeutige Erweiterung zu einem *-Homomorphismus M(A) — M (B).

3.2 Multiplikator-Hopf- Algebren

In diesem Abschnitt wollen wir die zu Beginn des Kapitels angesprochene Verallgemeine-
rung von Hopf-Algebren studieren: die Multiplikator-Hopf-Algebren. Insbesondere die Ko-
multiplikation erfihrt hierbei eine Redefinition. Die Verallgemeinerung ist natiirlich nicht
beliebig, sondern so konstruiert, daf fiir eine Hopf-Algebra mit Eins die Multiplikator-
Hopf-Algebra gleich der Hopf-Algebra ist. Um die Verallgemeinerung zu konstruieren und
zu motivieren, miissen wir zuerst die Definition einer Hopf-Algebra genauer analysieren.
Wir werden feststellen, daf§ (bei gegebener Komultiplikation) eine Hopf-Algebra durch
zwei bilineare Abbildungen 77,75 : H @ H — H ® H vollsténdig charakterisiert wird. Ge-
rade diese Abbildungen werden wir dann fiir die Definition der Multiplikator-Hopf-Algebra

verwenden.

Satz 9: Sei H eine Hopf-Algebra. Dann gilt, dafi die linearen Abbildungen

T': H® H — H® H,
a®br— Ti(a®b):=Aa)(1®Db), (3.3)

Ty: HoH — H® H,
a®br— Th(a®Db):=(a®1)A(b) (3.4)
bijektiv sind.
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Beweis: Der Beweis erfolgt durch explizite Angabe der Umkehrabbildungen. Wir definie-

ren sie wie folgt:

Ri: HR H —>H,
a®@br— Ri(a®b):= ((id® S)A(a)) - (1 ®D),

Ry: HR H — H,
a®br— Ry(a®b):=(a®1)-((S®id)A(D)).

Wir miissen nun zeigen, dafl T1 Ry = R11T1 = To Ry = RyT5 = id gilt. Wir zeigen dies am
Beispiel von T1 Ry und R177%:

(TlRl)(a &® b) = Tl(al &® S(az) . b) = A(al) . (1 X S(az) . b)
=a;®ay-Saz) -b=a; ®e(az)b
=a®b,

(RiTy)(a®b) = Ri(Aa) - (1®b)) = Ri(a; ® ay - b)
= ((td® S)A(a1)) - (1®@ag - b) = (a1 ® S(az))(1 ® az - b)
= a1 ® S(az)-a3-b=a; ®e(az)b=are(az) @b
=a®b.

In den Rechnungen wurden wiederholt Koeins- und Antipodenbedingung benutzt. Eine

vollig analoge Rechnung zeigt, dafl RoT> = To Ry = id. °

Wir werden spéter sehen, dafl eine Algebra mit Eins, die eine Komultiplikation besitzt, so
dafl die Abbildungen T} und 75 bijektiv sind, bereits eine Hopf-Algebra ist.

Bemerkung 5: Man kann sich allerdings an dieser Stelle fragen, ob man z.B. die Abbil-

dung T1 nicht auch definieren kénnte als

T: H9 H — H,
a®br— Ti(a®b) :=Ala)(b®1). (3.5)

Diese Abbildung mujfl jedoch in einer Hopf-Algebra micht bijektiv sein. Sie ist es, falls
die Antipode S eine Inverse besitzt. Dies ist fiir alle endlichdimensionalen Hopf-Algebren
der Fall und fiir alle Hopf-Algebren, die kommutativ oder kokommutativ sind. Wir hatten
auch schon erwdhnt, daf einige Autoren die Antipode sowieso als bijektiv voraussetzen. Fin
wenig mag diese ,Asymmetrie“einen verwundern, da die Komultiplikation selbst keinen
Faktor im Tensorprodukt in irgendeiner Form auszeichnet. Man kann sich aber klarma-
chen, daff die Abbildungen A(a)(1 ®b) und A(a)(b® 1) strukturell durchaus verschieden
sind. Man betrachte beispielsweise u(A(a)(1 @ b)) = ajazb und p(A(a)(b® 1)) = ajbas.
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Im ersten Fall werden a1 und as nur von links an b multipliziert, wdhrend sie im zwei-
ten Fall von links und rechts multipliziert werden. Man sieht auch schnell, daf$ die obige

Konstruktion von Ry mit Tl so nicht funktioniert.

Wir benutzen nun die Abbildungen Ty und Ty, sowie die Multiplikatoralgebren, um verall-
gemeinerte Hopf-Algebren zu definieren. Diese Hopf-Algebren werden zwar weiterhin durch
die Abbildungen T; aus (3.3) und T aus (3.4) charakterisiert, die Komultiplikation ist je-
doch etwas allgemeiner definiert. Wir wollen von nun an voraussetzen, dafl die Algebren
mit einer nichtdegenerierten Multiplikation versehen sind, so daf sie in ihre Multiplika-
toralgebra eingebettet werden koénnen. Zunéchst soll die Definition der Komultiplikation

gegeben werden:

Definition 17: Komultiplikation
Eine Komultiplikation auf der Algebra H (mit oder ohne Eins) ist ein Algebrenmorphis-

mus

A: H— M(H®H),

a — A(a),
mit den folgenden Figenschaften:
A(a)(1®b) € H® H, Ya,be H, (3.6)
(a®1)A(b) e H® H, Va,be H, (3.7)

Die Komultiplikation ist koassoziativ im folgenden Sinne(Va,b,c € H):

@®1®1)(A®id)(AB)1®c) = (doA) (e DAG)1R®1®c).  (3.8)

Die Koassoziativitat hat hier eine etwas ungewohnte Gestalt angenommen. Die Multipli-
kation mit Termen wie (a ® 1 ® 1), (1 ® ¢), etec. sorgt jedoch dafiir, dafl immer wieder in
den Definitionsbereich von A , zuriickgekehrt“wird. Ein Ausdruck der Form (A ® id) o A
wére mit obiger Definition der Komultiplikation gar nicht definiert. Man beachte, daf} in
(3.6) und (3.7) die 1 € M(H ® H) ist, d.h. daB sie die Eins der Multiplikatoralgebra ist
und nicht in H liegen mufl. Deswegen sind diese Bedingungen nichttrivial. Wir wollen kurz
zeigen, dafl die Komultiplikation einer Hopf-Algebra mit Eins im obigen Sinne koassoziativ
ist (und sich damit die Definition rechtfertigen 1&8t):

(a®1®1)(A®id)(Ab)(1®c)
=(@®1®1)(A®id) (b @ byc) = (a®1®1)(b11 ® b1z ® bac)
= ab1 X b2 X b3C.

(d@A)((a@1)AD)(1®1®c)
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= (id®@ A)(ab; @ b2)(1 ®1® ¢) = (aby ® ba1 R b22)(1®1® c)
= ab1 X b2 X bgc.
Wir haben hierbei die Techniken beim Rechnen mit der Komultiplikation in {iblichen

Hopf-Algebren mit Eins benutzt. Nun kénnen wir Multiplikator-Hopf-Algebren als verall-

gemeinerte Hopf-Algebren definieren.

Definition 18: Multiplikator- Hopf-Algebra

Sei H eine Algebra mit oder ohne Fins und sei A eine Komultiplikation in obigem Sinne
auf H. Man nennt H eine Multiplikator-Hopf-Algebra, falls die linearen Abbildungen
T1,75: H® H — H® H, die durch

Ti(a®b) = A(a)(1®b), Ty(a®b) = (a ® 1)A(D). (3.9)

definiert werden, beide bijektiv sind.

Wegen der Bijektivitéit von 77 und Ty sieht man, da A(a)(1 ® b) und (a ® 1)A(b) ganz
H ® H aufspannen. Deshalb ist A ein nichtdegenerierter Homomorphismus und kann nach

Satz 7 eindeutig auf ganz M (H) fortgesetzt werden.

Da wir wissen, daf fiir eine Hopf-Algebra die Abbildungen T, T5 bijektiv sind, bilden Hopf-
Algebren also einen Spezialfall der Multiplikator-Hopf-Algebren. Wir miissen allerdings
noch zeigen, dafl die Existenz einer Komultiplikation, sowie der Abbildungen T und T5,

auch die Existenz einer Koeins und einer Antipode zur Folge haben.

3.2.1 Konstruktion der Koeins

Wir wollen nun bei gegebener Multiplikator-Hopf-Algebra (H, A) eine Koeins € konstruie-
ren, genauer gesagt eine Abbildung, welche die Eigenschaften der Koeins fiir Hopf-Algebren

erfiillt. Dazu definieren wir zuerst eine lineare Abbildung von H in den Linksmultiplikator:

E:H — L(H), (3.10)
a — E(a).

Diese Abbildung wird eindeutig mittels der bijektiven Abbildung T4 definiert:
E(a)b:= (uoTyH(a®b).

Es ist allerdings zu zeigen, dafl E(a) fiir alle a € H ein Linksmultiplikator ist. Wir fiihren
den Beweis in drei Schritten. In den beiden ersten Schritten beweisen wir Eigenschaften
der Abbildungen Tl_1 und p, im dritten Schritt wird die Linksmultiplikator-Eigenschaft
von E(a) gezeigt:

LTy (z(1®e) =T (@)1 ®c), Ve € H® H,c € H.
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2. wz(l®e)) = p(z)e, Ve e H® H,c € H.
3. E(a)bc = (E(a)b)c, Ya,b,c € H.

Zul.:

Sei x =a®bund a,b € H. Dann gilt unter Verwendung der Definition von T aus (3.3)

einerseits
Ty(z(1®¢) = Ti((a®b)(1®c)) = Ty(a @ be) = Aa)(1 @ be)
und andererseits
Ti(2)(1®c) =Ti(a®b)(1®c) = Ala)(1 @ be).
also
Ty(z(1®c)) = Ti(z)(1 ® o).

Schreibt man in dieser Gleichung nun x =T 1(y), y € H® H (dies ist wegen der Bijekti-
vitdt von T moglich) ergibt sich

T(TT ()1 ®e) =y(l®e),
und damit letztlich
T ) (A ®e) =T (y(1®c), Vy € H® H,c € H.
(1 @c)) = p((a@b)(1 @ c)) = abe = pla © b)e = p(x)c,
E(a)(be) = (poTr ) a®be) = (uoTT H((a®@b)(1® ) = w(IT (a @ b)(1® )
— W(TT @@ b)e = (Ela)b)e. .
Als néchstes betrachten wir das Bild der Abbildung £ und zeigen, daf
E(H) C C1.

Wir benutzen dazu die Abbildung T, wie sie in (3.4) definiert wurde und iiberlegen

zunéchst, dafl
(id® E)(T2(a®b)) = (id® E)((a @ 1)A(b) =ab® 1 (3.11)

gilt. Wenn man dies fiir ein beliebiges zerlegbares Element a ® b € H ® H bewiesen
hat, folgt wegen der Linearitit der Abbildungen und der Surjektivitdt von 75 sofort, dafl

—69—



3.2. MULTIPLIKATOR-HOPF-ALGEBREN

(ild® E)(H ® H) C H ® 1 ist. Dies liefert das gewiinschte Ergebnis: E(b) C C1, Vb € H.
Wir miissen allerdings nun noch (3.11) beweisen. Wegen der Bijektivitdt von 77 hat jedes
Element a ® b € H ® H ein Urbild a; ® b;. Hierbei ist i ein Summationsindex und steht

ausnahmsweise nicht fiir das Bild der Komultiplikation. Wir setzen also
a®b:= Tl(z a; ® bz) = A(ai)(l (=) bz)
i=1

Anwendung von (A®id) auf die obige Gleichung und Links-Multiplikation mit c®1®1, ¢ €
H liefert:

(c®1®1)(Ala) ®@b) = (c®1®1)(A ®id)(Aa;)(1 ® b))

:((c®1;rA(a))®b

Unter Ausnutzung der Koassoziativitdt auf der rechten Seite erhélt man
(c®@1DA(a)) @b = (id @ A)((c® 1)A(a;))1 @ 1 @ b;).

Es sei ¢ € H* ein beliebiges Funktional. Wir wenden ¢ ® id ® id auf die letzte Gleichung

aln:

(¢ ®@id)((c®1)Aa)) @b
= A((¢ @ id)((c ® D)A(a:)))(1 @ bs) = T1((¢ ® id)((c @ 1)A(as)) & bs.

Unter Benutzung der Definition (3.10) von E ergibt sich
E((¢ @id)((c ® 1)A(a))b = (¢ @ id)((c @ 1)A(ai))bi-
Dies kann man noch ein wenig weiter umformen:

(¢ @id)((id® E)((c©1)A(a)) (1 © b)) = (¢ @ id)((c © 1)A(ai)(1 ® b))
= (¢ ®id)((c®1)(a®D)).

Dies gilt fiir alle Funktionale ¢ und somit ergibt sich das gewiinschte Ergebnis
(d@E)((c®1)A(a))(1®b) = (ca®1)(1®b).

und damit die zu beweisende Gleichung (3.11). o

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Koeins der Multiplikator-Hopf-Algebren defi-

nieren.

Definition 19: Koeins der Multiplikator-Hopf-Algebra
Die Koeins der Multiplikator-Hopf-Algebra (H,A) ist eine Abbildung
e: H— C,
h — €(h), e(h)1 = E(h). (3.12)
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Es soll kurz gezeigt werden, dal die oben definierte Koeins die iiblichen Eigenschaften
besitzt und insbesondere die Koeinsbedingung erfiillt. Wir wollen dies in einem Satz fest-
halten:

Satz 10: Die Koeins einer Multiplikator-Hopf-Algebra ist ein Algebrenmorphismus, d.h.
es gilt

(ab) = e(a)e(b). (3.13)
Die Koeins erfillt die Koeinsbedingung
(e®id)o A= (id®e)o A =1id, (3.14)

wobei € ® id und id ® € die eindeutigen Fortsetzungen auf die gesamte Multiplikator- Hopf-
Algebra M (H ® H) sind.

Beweis: Wir wollen hier nur die Koeinsbedingung nachpriifen: Aus (3.11) und (3.12)
ergibt sich sofort

(id®e)((a®1)A(D)) =ab= a((id®€) o A(b)) =ab= (id®€) o A =id.

Andererseits folgt aus (3.10):

3.2.2 Konstruktion der Antipode

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafi aus der Definition der Multiplikator-Hopf-
Algebra die Existenz einer Antipode folgt. Da die bei den Beweisen angewandten Techniken

sehr dhnlich zu denen bei der Koeins sind, werden wir sie auslassen.

Satz 11: Es sei S eine Abbildung der Form
S:H — L(H),
a — S(a), S(a)b = (e®id)T; *(a ®b). (3.15)

Man kann fiir diese Abbildung zeigen, da8 S(a) nicht nur ein Links- sondern auch ein Mul-
tiplikator ist, d.h. S(a) € M(H), Va € H. Auflerdem ist S ein Algebren-Antimorphismus:
S(ab) = S(b)S(a), Ya,b € H. Daraus ergibt sich der folgende Satz:
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Satz 12: Fualls H eine Multiplikator-Hopf-Algebra ist, existiert ein Algebren-Antimorphis-
mus S: H— M(H) (wie in (3.15) definiert), s.d Ya,b,c € H
pu((id® S)((c®1)A(a))(1 ® b)) = ce(a)b, (3.16)
p((ce®1)(S ®id)(A(a)(1 ®b))) = ce(a)b. (3.17)

Falls H eine Algebra mit Eins ist, ergibt S gerade die iibliche Antipode und (3.16), (3.17)
sind die Antipodenbedingung.

Wir haben somit gezeigt, dafl sich auch fiir eine Algebra ohne Eins eine Hopf-Algebren-
Struktur definieren 148t, wobei die Strukturabbildungen und ihre Bedingungen etwas
modifiziert werden muflten. Die iiblichen Hopf-Algebren sind in den Multiplikator-Hopf-
Algebren als Spezialfall enthalten. Abschlielend wollen wir das am Anfang des Kapitels

vorgestellte Beispiel 7 noch vervollstdndigen.

Beispiel 8: Funktionenalgebra von Funktionen mit endlichem Trdger (2)

Wir betrachten wieder die Funktionen mit endlichem Triger auf einer Gruppe G und

benutzen Beispiel 7. Die Komultiplikation ist wie tiblich gegeben durch
A(f)(h ') = f(hK), | € Fe(G);h, I € G.

Das hatten wir bereits gezeigt. Betrachten wir nun noch Koeins und Antipode.

Fiir die Koeins ergibt sich (mit f,g € Fe(G);t € G):

e(N)g(t) = (WI7H(f © 9))(t) = (T7H(f © 9)) (¢, 1)
= (f@g) ™" t) = fle)g(t). (3.18)

Somit ergibt sich wie bei den dblichen Hopf-Algebren, daff e(f) = f(e).
Fiir die Antipode gilt (mit f,g € Fe(G);t € G)

(S(H9)t) = (e@id)TT ' (f @ 9))(e,t)
= (fog)t™" 1) =ft")g(D). (3.19)

Auch hier bekommen wir die bekannte Formel S(f)(t) = f(t71).
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Kapitel 4
Von Gruppen zu Quantengruppen

Man kann in Analogie zu Funktionenalgebren iiber einer endlichen Gruppe
auch die Figenschaften der Funktionenalgebren tiber kompakten Gruppen ana-
lysieren und sie verallgemeinern, indem man nichtkommutative Algebren, wel-
che die gleichen Figenschaften besitzen, als kompakte Quantengruppen auffajst.
Diese Quantengruppen sind keine Hopf-Algebren, da sie i.a. keine Koeins und
Antipode besitzen. Statt diesen linearen Abbildungen, mufS man topologische
Bedingungen einfiihren, die im Grenzfall der Funktionenalgebra tber einer
kompakten Gruppe, zum neutralen Element und zur Inversen korrespondie-
ren. Auch fiir diskrete Gruppen ist eine solche Prozedur mdglich und fihrt zu
diskreten Quantengruppen, die dual zu den kompakten Quantengruppen sind.
Kompakte und diskrete Quantengruppen sind Spezialfille der lokalkompakten

Quantengruppen.

4.1 Einfiihrung

Bisher haben wir uns im Wesentlichen mit endlichen Gruppen und den ihnen assozi-
ierten Hopf-Algebren beschéftigt. Die allgemeine Definition einer Hopf-Algebra ergab
sich als Verallgemeinerung der Eigenschaften von Funktionenalgebren iiber einer (end-
lichen) Gruppe. Die Auseinandersetzung mit Fragen topologischer Natur mufite dabei
nicht gefiihrt werden. Die Situation dndert sich natiirlich schlagartig, wenn man versucht,
ganz in Analogie zu den endlichen Gruppen, auch fiir lokalkompakte oder kompakte Grup-
pen Funktionenalgebren mit einer Art ,,Hopf-Algebren-Struktur“zu finden. Da eine lokal-
kompakte Gruppe ein topologischer, lokalkompakter Raum mit einer Gruppenstruktur
ist, kann man erwarten, dafl eine lokalkompakte Quantengruppe ein (nichtkommutativer)
Raum mit Strukturen sein wird, die zu den Gruppenstrukturen korrespondieren, und daf}
die Topologie der lokalkompakten Gruppe durch Zusatzstrukturen ausgedriickt wird. Der
,topologische Anteil“lat sich dadurch erledigen, dafl man mit C*-Algebren arbeitet. Dies
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ist nicht unbedingt zwingend (es gibt auch andere Zugénge zur Quantengruppen-Theorie),
aber aus Sicht der Nichtkommutativen Geometrie und dem Gelfand-Naimark-Theorem
sehr natiirlich. Die Definition von Komultiplikation, Koeins und Antipode ist fiir den Fall
der lokalkompakten Gruppe schwieriger als im Fall der endlichen Gruppe, da die kano-
nischen Kandidaten fiir diese Abbildungen modifiziert werden miissen; im ungiinstigsten
Fall existieren diese Abbildungen iiberhaupt nicht, wobei dies empfindlich davon abh#ngt,
wie man eine Quantengruppe genau definiert. Ein Teil der Probleme resultiert daraus,
dal man gezwungen ist, mit dem topologischen Tensorprodukt zu arbeiten. Ausdriicke
der Form € ® id oder S ® id aus der Koeins- und der Antipodenbedingung sind aber i.a.
nicht auf dem topologischen Tensorprodukt definiert. Auch die Multiplikation ist in der
Form, in der wir sie bisher benutzt haben, nur auf dem algebraischen Tensorprodukt ge-
geben. Um diese Probleme zu umgehen, empfiehlt es sich, statt mit Koeins und Antipode
(die algebraischer Ausdruck von neutralem Element und Inverse sind) zu arbeiten, einen

anderen Weg zu finden, um die Gruppenstrukturen algebraisch zu charakterisieren.

Die Definition der lokalkompakten Quantengruppe ist so zu wihlen, dafl man im Spezial-
fall der endlichen Gruppe wieder die iibliche Hopf-Algebrenstruktur erhilt und auflerdem
die wohlbekannten kompakten und diskreten Quantengruppen eingeschlossen werden. Es
sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daf§ die Frage, wie man lokalkompakte, kompakte,
diskrete, ja sogar endliche Quantengruppen definiert, in der Literatur keineswegs eindeutig
beantwortet wird. Die Definitionen hingen entscheidend davon ab, welche Axiome man
benutzt und welche Beispiele man gerne einschliefen mdéchte. Vor dem Hintergrund der
Nichtkommutativen Geometrie, die mit C*-Algebren arbeitet, erscheint es uns natiirlich,
dies auch von Beginn an fiir Quantengruppen zu tun. Die folgende Behandlung von kom-
pakten Quantengruppen geht wesentlich auf die grundlegenden Arbeiten von Woronowicz
[71, 70, 69] zuriick. Die Darstellung orientiert sich an [45]. In erster Linie werden wir uns im
Folgenden mit kompakten Quantengruppen beschiéftigen. Es ist allerdings niitzlich, kom-
pakte Quantengruppen als kompakte lokalkompakte Quantengruppen aufzufassen. Dies
entspricht dem momentanen Forschungsstand und motiviert die Definition der kompakten
Quantengruppe aus dem Wunsch heraus, sie als Spezialfall von lokalkompakten Quanten-
gruppen zu behandeln. Die Theorie der lokalkompakten Quantengruppen ist erst kiirzlich
bis zu einem gewissen Grad befriedigend aufgestellt worden [43], kann aber noch nicht den
Anspruch erheben, dhnlich etabliert und studiert zu sein wie der kompakte Fall. Deswegen
werden wir nur kurz auf die Probleme, die im lokalkompakten Fall auftreten, eingehen und
uns dann auf kompakte Quantengruppen konzentrieren. Wir werden in der Darstellung
auf Beweise, die sich mit Stetigkeit und Normierungen befassen, weitestgehend verzich-
ten, da dies den Rahmen der Dissertation sprengen wiirde. Stattdessen wird ein mehr
intuitiver Umgang mit den Grundlagen vermittelt, wobei sich die Erfahrungen mit den
Multiplikator-Hopf-Algebren auszahlen werden. Wir wollen noch erwahnen, dafl es mitt-
lerweile eine Theorie von Hopf-C*-Algebren gibt [62], welche die lokalkompakten Quan-

tengruppen einschlieft. Dort werden viele der auftretenden Probleme durch Einfiihrung

74—



KAPITEL 4. VON GRUPPEN ZU QUANTENGRUPPEN

des Haagerup-Tensorproduktes gelost.

Wir miissen an dieser Stelle noch ein wenig Notation einfithren. Es seien A und B C*-

Algebren. Dann benutzen wir folgende Bezeichnungsweisen:

A ® B : algebraisches Tensorprodukt
A® B : Vervollstindigung des algebraischen Tensorproduktes.

M (A) : Multiplikatoralgebra von A.

Die Vervollstiandigung des algebraischen Tensorproduktes ist beziiglich der minimalen C*-

Norm gemeint [67].

4.1.1 Einschub: Multiplikatoralgebren

Um die Einfiihrung von Multiplikatoralgebren (die wir in rein algebraischer Form aus Ka-
pitel 3 kennen) zu motivieren, betrachten wir zunéchst einen lokal-kompakten Hausdorff-
Raum X und dessen Kompaktifizierungen Y. Unter diesen gibt es eine maximale, die so-
genannte Stone-Cech-Kompaktifizierung. Sie wird iiblicherweise mit X bezeichnet. Der
Philosophie der Nichtkommutativen Geometrie entsprechend, konnen wir dies alles aber
auch auf der Funktionenstufe betrachten. Dem lokalkompakten Raum X entspricht dann
die C*-Algebra Cy(X) (=Menge der komplexwertigen stetigen Funktionen, die im Unend-
lichen verschwinden), den Kompaktifizierungen Y entsprechen unitale C*-Algebren C(Y)
(=Menge der komplexwertigen stetigen Funktionen), in die Cy(X) als wesentliches Ide-
al eingebettet ist, und die Stone-Cech-Kompaktifizierung ergibt eine unitale C*-Algebra
C(BX), die wir als die Multiplikatoralgebra M (Cy(X)) := C(5X) definieren. Sie ist die
grofite unitale, kommutative C*-Algebra, die Cy(X) als wesentliches Ideal enthilt. Ein
wesentliches Ideal hat einen nichttrivialen Durchschnitt mit allen anderen Idealen. Man
kann nun wieder verallgemeinern: Ist A eine beliebige C*-Algebra, dann ist ihre Multi-
plikatoralgebra M (A) die grofite C*-Algebra, die A als wesentliches Ideal enthilt. Eine
andere, dquivalente Moglichkeit Multiplikatoralgebren zu definieren, besteht darin, auf A
die strikte Topologie einzufithren und M (A) als die Vervollstiandigung von A beziiglich
der strikten Topologie zu schreiben [67].

Kompalktifizierung <= Unitisierung
Stone-Cech-Kompaktifizierung <=  Multiplikatoralgebren

Ist X ein lokalkompakter Raum so gilt, daf3
M(Co(X)) = Co(X),

d.h. die Multiplikatoralgebra der im Unendlichen verschwindenden, stetigen Funktionen

ist gleich mit der Menge der stetigen, beschrinkten Funktionen (fiir einen Beweis siche

z.B. [37]).
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4.1.2 Komultiplikation auf C*-Algebren

Die aus Sicht des Gelfand-Naimark-Theorems relevante Funktionenalgebra iiber einer kom-
pakten Gruppe ist die unitale C*-Algebra C'(G). Diese besteht aus den stetigen komplex-
wertigen Funktionen auf G. Man kann nun versuchen, auf dieser Algebra eine Komultipli-

kation kanonisch durch

(@(f))g,h) := [flgh), f e C(G);g,heCG

zu definieren. Dabei ist folgendes anzumerken.

1. @ ist eine Abbildung der Form ® : C(G) — C(G) ® C(G).
Dabei ist ® das topologische Tensorprodukt, d.h. das Bild von ¢ liegt nicht im

algebraischen Tensorprodukt.

2. Fiir eine lokalkompakte Gruppe ist die relevante Funktionenalgebra Cy(G), d.h. die
stetigen im Unendlichen verschwindenden komplexwertigen Funktionen auf G. Diese
C*-Algebra besitzt keine 1. Um ® auf einer lokalkompakten Gruppe zu definieren, ist
es notwendig, als Bildbereich die Multiplikatoralgebra M (Cy(G)®Cy(G)) zuzulassen.

3. & ist ein *Homomorphismus zwischen C*-Algebren und demnach automatisch stetig
(oder damit gleichbedeutend beschrénkt).

Im néchsten Schritt wollen wir wiederum verallgemeinern und eine Komultiplikation auf
einer C*-Algebra (mit oder ohne Eins) definieren. Um die Koassoziativitét formulieren zu

konnen, miissen wir den Begriff der nichtdegenerierten Abbildung einfiihren.

Definition 20: Nichtdegenerierter * Homomorphismus

Es sei A eine C*-Algebra und M(A ® A) die Multiplikatoralgebra des Tensorproduktes.

FEin * Homomorphismus

Y:A— M(A®A),

a+— ¥(a)

heif$t nichtdegeneriert, falls ¥(A)(A® A) dicht in A® A liegt.

Wir werden sehen, dafl es gerade diese Eigenschaft ist, die eine Definition von Quanten-
gruppen im lokalkompakten (und insbesondere kompakten) Fall ermoglicht. Wichtig sind

auch *-Homomorphismen der folgenden Form auf dem algebraischen Tensorprodukt ®:

Veid: AOA — MA®A® A),
idoU:A0A — MA® A A),
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die zu *~-Homomorphismen auf dem Tensorprodukt ® fortgesetzt werden konnen:

U@id: A® A — MA® A A),
idoW:A®A — MA® A A).

Falls ¥ nichtdegeneriert ist, kann man weiter fortsetzen zu *-Homomorphismen

U@id: M(A® A) — M(A® A A),
idoW: M(A® A) — M(A® A A).

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun eine Komultiplikation definieren. Aus der
Existenz einer solchen Komultiplikation folgt jedoch nicht die Existenz von Antipode und

Koeins.

Definition 21: Komultiplikation
Ein nichtdegenerierter * Homomorphismus ® : A — M(A ® A) auf einer C*-Algebra A

heif$t koassoziativ, falls
(P®id)® = (id® ©)P (4.1)

gilt. Man nennt dann ® eine Komultiplikation.

Als *Homomorphismus zwischen C*-Algebren ist die Komultiplikation stetig und die Nicht-
degeneriertheit von ® stellt sicher, daf3 die Koassoziativitdt in der von Hopf-Algebren
gewohnten Form geschrieben werden kann. Hat man eine Funktionenalgebra mit einer
solchen Komultiplikation iiber einem Raum, dann korrespondiert diese Komultiplikation
zu einer assoziativen Verkniipfung auf dem Raum, anders gesagt: Die Algebra ist eine
Funktionenalgebra iiber einer Halbgruppe. Es stellt sich die Frage, welche zuséitzlichen
Bedingungen man stellen muf3, damit der darunterliegende Raum eine Gruppe wird. Wir
werden sehen, dafl die Forderung nach Existenz einer Koeins und einer Antipode keine
gute Wahl ist.

4.2 Endliche Quantengruppen

Betrachten wir zunéchst nochmals den Fall einer endlichen Gruppe. Wie wir wissen, bildet
die Algebra der komplexwertigen Funktionen C(G) auf dieser Gruppe eine Hopf-Algebra.

Definiert man

f(9) = fl9)

so kann man leicht zeigen, dafl C(G) eine Hopf-*Algebra bildet. Es gilt:

1. Die Koeins € ist automatisch ein *Homomorphismus.
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2. Die Antipode ist automatisch ein Antihomomorphismus.

*

3. Fiir den Zusammenhang zwischen Antipode x und der Inversion * erhélt man:

k(r(h)*)* = h, Vh € A.

Es sei extra darauf hingewiesen, dafi die Antipode fiir nichtkommutative *Hopf-Algebren
kein *Homomorphismus ist. Dies folgt aus der Antipodenbedingung. Wir haben uns dem
in der Quantengruppentheorie iiblichen Gebrauch angepafit und bezeichnen die Antipode
mit x, sowie die Komultiplikation mit ®. Koeins und Antipode sind eindeutig. Die Al-
gebra C(G) ist endlichdimensional, da jede Funktion eindeutig durch ihren Wert auf der
endlichen Anzahl von Elementen aus G festgelegt wird. Ist |G| = n, so erhilt man eine
n-dimensionale unitale Algebra. In diesem endlichdimensionalen Fall ist das algebraische
gleich dem topologischen Tensorprodukt. Es geniigt auf C(G) ® C(G) zu arbeiten. Man
konnte nun eine endlichdimensionale Quantengruppe einfach als eine endlich-dimensionale

Hopf-Algebra definieren. Es gibt aber gute Griinde eine andere Definition zu wéhlen:

Definition 22: Endliche Quantengruppe
Eine endliche Quantengruppe ist ein Paar (A, ®) bestehend aus einer endlichdimensiona-
len C*-Algebra A und einer Komultiplikation ®, so dafi (A, ®) eine Hopf-*Algebra ist.

Wir werden kiinftig Quantengruppen mit (A, ®) bezeichnen. Wenn man eine endliche

Quantengruppe dergestalt definiert, ergibt sich die wichtige Aussage:

Satz 13: Fine endliche Quantengruppe (A, ®) ist genau dann die komplezwertige Funk-

tionenalgebra iiber einer endlichen Gruppe G, falls die Algebra A kommutativ ist.

Fiir beliebige endlichdimensionale Hopf-Algebren gilt diese Aussage natiirlich nicht mehr.
Die Aussage ist im Sinne einer Aquivalenz zu verstehen: Die Kategorie der endlichen kom-
mutativen Quantengruppen ist dquivalent zu der Kategorie der endlichen Gruppen. Wir
werden sehen, daf es eine analoge Aussage auch fiir den Fall kompakter Quantengruppen
gibt.

Mit obiger Definition endlicher Quantengruppen gilt, daf jede endliche Quantengruppe ein
Haar-Integral (links- und rechtsinvariant) besitzt. Aulerdem ist die duale Algebra einer

endlichen Quantengruppe wiederum eine C*-Algebra.

Wenn man nun keine endliche Gruppe betrachten, sondern zum lokalkompakten Fall
iibergehen und (in Verallgemeinerung davon) nichtkommutative (lokal)kompakte Quan-

tengruppen einfithren mdchte, ergeben sich sofort einige schwierige Probleme:

1. Die natiirlichen Kandidaten fiir Koeins und Antipode sind i.a. nur noch dicht defi-

niert und nicht stetig.
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2. Die Definition der Antipode als Antihomomorphismus, so daf§ (4.2) erfiillt wird, ist

schwierig.

3. Das Bild der Komultiplikation liegt in der Multiplikatoralgebra M (H ® H). Wie
definiert man e ® id, Kk ®id ...7

4. Die lineare Multiplikation ist nur auf dem algebraischen Tensorprodukt definiert. Auf
dem topologischen Tensorproduktraum sind die Elemente jedoch nicht mehr einfache
Summen tiiber zerlegbare Elemente und die Multiplikation verh#lt sich bei dem Ver-
such einer Fortsetzung auf das topologische Tensorprodukt keineswegs , gutmiitig*.
Eine Moglichkeit mit diesem Problem umzugehen, ist die Verwendung des Haagerup-
Tensorproduktes [62].

4.3 Kompakte Quantengruppen

4.3.1 Definition von kompakten Quantengruppen

Grob gesprochen ist eine Quantengruppe ein Paar (A, ®), wobei ® eine C*-Algebra mit
Eins und ¢ eine Komultiplikation im Sinne von Definition 4.1 ist, das zusétzliche Eigen-
schaften haben muf}, in denen sich das neutrale Element der Gruppe und die Gruppenin-

verse wiederspiegelt.

Zunichst bemerken wir, dafl (da A unital ist) gilt: M(A ® A) = A ® A. Damit ist der
*Homomorphismus & : A — A® A. Aulerdem gilt: ® unital < @ ist nichtdegeneriert. Wir
konnen also festhalten: die Komultiplikation ® auf A ist ein unitaler *Homomorphismus
von A nach A® A, der zudem koassoziativ ist: (® ® id)® = (id ® D).

(A, @) ist bisher lediglich eine kompakte Quantenhalbgruppe, da ® nur die Gruppen-
multiplikation wiederspiegelt. Um (A, ®) zu einer kompakten Quantengruppe zu machen,
miissen noch neutrales Element und Inverse algebraisch beschrieben werden. Wir hatten
bereits gesagt, dafl die Forderung nach Existenz von Koeins und Antipode, wie man sie
auf der Stufe der Funktionenalgebren iiber endlichen Gruppen kanonisch einfiihrt, in die-
sem topologischen Rahmen keine geeignete Wahl darstellt, da sie hier i.a. nicht als stetige,
tiberall definierte Abbildungen existieren miissen. Deshalb ist es sinnvoll zu iiberlegen, wie
man den Unterschied zwischen einer Gruppe und einer Halbgruppe (d.h. die Existenz von
neutralem Element und Inverse) durch Eigenschaften beschreibt, die sich dann algebrai-
sieren lassen und die ihre Giiltigkeit im topologischen Rahmen behalten. Dies wir durch

den folgenden Satz ermoglicht:

Satz 14: Fine kompakte Halbgruppe G mit der Kiirzungseigenschaft ist eine Gruppe. Kiir-

zungseigenschaft bedeutet dabei: aus ca = cb = a =b.
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Beweis: Sei s € G. H sei die von s erzeugte abgeschlossene Halbgruppe, d.h H = {s"|n €
N}. Seien I, I abgeschlossene Ideale von H. Es folgt, dafi der Durchschnitt von I; und
I ein abgeschlossenes Ideal von H ist. Dieses Ideal ist nicht leer, da H von s erzeugt
wird: Sei z.B. z = s" € I,y = s™ € I = s""™ € I} N I. Der Durchschnitt aller
beschrénkten Ideale ist somit nicht leer (dies folgt aus der Kompaktheit) und ist das
kleinste abgeschlossene Ideal von H, bezeichnet mit /. Sei nun p € I. Dann ist pI C I.
pl ist ein abgeschlossenes Ideal in H und somit pI = I. Dadurch existiert ein e € 1,
so dal pe = p. Rechtsmultiplikation mit ¢ € G ergibt peq = pq, Vg € G. Nun kann die
Kiirzungseigenschaft benutzt werden: eq = ¢, Vg € G. Linksmultiplikation mit r € G
ergibt req = rq, Vr € G und somit re = r. Damit ist gezeigt, dafl e das neutrale Elemnt
von G ist. Mit diesem Ergebnis betrachtet man se = s, s € G. Da e € I folgt s € [
und sI = I. Dann existiert aber ein s7!, so daBl ss™! = e und s~ 's = e. Dadurch ist die

Existenz der Inversen sichergestellt und G ist damit tatséchlich eine Gruppe. °

Man sieht, dafl die Kiirzungseigenschaft den Unterschied zwischen einer Halbgruppe und
einer Gruppe ausmacht. Deshalb muf} die Kiirzungseigenschaft auf der algebraischen Stufe

formuliert werden. Dies wollen wir fiir eine lokalkompakte Halbgruppe durchfiihren.

Satz 15: Sei G eine lokalkompakte Halbgruppe und A = Cy(G), sowie ® : A — M(A® A)
wie iblich als (P(f))(p,q) := f(pq) definiert. Dann hat G genau dann die Kiirzungseigen-
schaft, falls ®(A)(1 ® A) und ®(A)(A ® 1) dichte Teilmengen von A® A sind.

Beweis: Sei ®(A)(1 ® A) eine dichte Teilmenge von A ® A und pr = ¢r, mit p,q,r € G.
Dann gilt Vf, g € A:

(@(H1@g) @)= (2(f)((p,m)((1@9g)(p,r)) = flpr)g(r),
(@A ®9)(g, ) = (2(f)((g,r)((A @ g)(g,7)) = f(gr)g(r).

Wegen pr = qr ergeben beide Gleichungen dasselbe fiir alle f,g € A. Nach Voraussetzung
liegen ®(A)(A® 1) und ®(A)(1 ® A) dicht in A ® A, und deshalb ist

h(p,r) = h(q,r), YVh e A® A.

Daraus folgt, dafl p = ¢ und damit die rechte Kiirzungseigenschaft. Analog ergibt sich die
linke Kiirzungseigenschaft, wenn ®(A)(A ® 1) dicht liegt.

Nehmen wir andererseits an, dafl G eine lokalkompakte Gruppe ist, so gibt es den Homdo-
morphismus (p,q) — (pg,q), der einen Isomorphismus f ® g — ®(f)(1 ® g) induziert.
Damit liegt ®(A)(1 ® A) dicht in A ® A, da die Menge der f ® g dicht in A ® A liegt.
Analoges gilt fiir ®(A)(A ® 1). Damit sind ®(A)(A® 1) und ¢(A)(1® A) dicht in A ® A.

[ ]
Dies fiithrt zu der zentralen Definition der gesamtem Quantengruppentheorie, wie sie von
Woronowicz in [69] gegeben wurde. Thr Zusammenhang mit dem Begriff der kompakten

Matrixquantengruppen werden wir in Abschnitt 4.5 kurz darlegen.
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Definition 23: Kompakte Quantengruppe

Eine kompakte Quantengruppe ist ein Paar (A, ®), das aus einer C*-Algebra A mit Fins
und einer Komultiplikation ® besteht, so daf$ die Mengen ®(A)(1® A) und ®(A)(A®1)
in A® A dicht liegen.

Damit haben wir die ,,Quantisierung“der Funktionenalgebra iiber einer kompakten Gruppe
definiert. Im Gegensatz zur Hopf-Algebra mufiten die Gruppenstrukturen teilweise durch
topologische Bedingungen ausgedriickt werden. Diese Dichtheitsbedingungen sind unter
Umsténden jedoch schwer nachpriifbar und ein wenig unhandlich. Im folgenden Abschnitt
sollen deshalb Bedingungen angegeben werden, mit denen leichter iiberpriift werden kann,

ob eine kompakte Quantengruppe vorliegt.

4.3.2 Kriterien fiir kompakte Quantengruppen

Der Begriff der endlichdimensionalen Darstellung einer kompakten Quantengruppe ist von
fundamentaler Bedeutung. Der Grund dafiir ist, dal alle irreduziblen, unitéren Darstel-

lungen einer kompakten Quantengruppe endlichdimensional sind.

Definition 24: Endlichdimensionale Darstellung
Es sei (A, ®) ein Paar, bestehend aus einer C*-Algebra A und einem * Homomorphismus
®: A— A® A. Eine endlichdimensionale Darstellung von (A, ®) ist eine n x n-Matriz

(vpg) mit Eintrdgen aus A, so dafs

n
(I)(qu) :ZUpk@)vqu Vp,g=1,...,n.
k=1

Die Darstellung heifit nichtdegeneriert, falls sie eine Inverse besitzt.

Wir miissen an dieser Stelle darauf hinweisen, dafi der Begriff , Darstellung®, den wir in
obiger Definition gebrauchen, in der Literatur iiblich, aber mifiverstéindlich ist. Er kommt
daher, dafl man sich vorstellt, dal A die Funktionenalgebra iiber einer Gruppe ist. Auf
diese Gruppe bezieht sich das Wort ,,Darstellung”. In Wirklichkeit handelt es sich dann
eigentlich um eine Kodarstellung der Koalgebra A. Wir gehen darauf in Unterabschnitt
4.4.2 ein. Die Definition der endlichdimensionalen Darstellung einer kompakten Quanten-
gruppe wird auch bendtigt, um Kriterien zu finden, anhand derer man leicht nachpriifen
kann, ob eine kompakte Quantengruppe vorliegt. Dies ist insbesondere fiir die Forderung,
daBl ®(A)(A®1) und ®(A)(1® A) dicht in A® A liegen sollen, oft nicht leicht nachpriifbar.
Wir geben die folgenden Kriterien ohne Beweis an. Die letzten beiden Sétze ergeben sich

leicht aus dem ersten. Alle Beweise sind in [45] zu finden.
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Satz 16: Sei A eine C*-Algebra mit Eins und ® : A — A® A ein *-Homomorphismus.
Falls A von den Matrizeintrdgen seiner nichtdegenerierten endlichdimensionalen Dar-

stellungen als eine normierte Algebra erzeugt wird, so ist (A, ®) eine kompakte Quanten-

gruppe.

Satz 17: Sei A eine C*-Algebra mit Eins und ® : A — A® A ein *-Homomorphismus.
Falls A als C*-Algebra von den Matrizeintrdgen seiner nichtdegenerierten endlichdimen-
sionalen Darstellungen (vp,) erzeugt wird, so dafi (v,,) ebenfalls eine invertierbare Matriz

in M, (A) ist, dann ist (A, ®) eine kompakte Quantengruppe.

Satz 18: Sei A eine C*-Algebra mit Eins und ® : A — A® A ein *-Homomorphismus.

Falls A als C*-Algebra von Elementen u,q erzeugt wird, so dajs
D (upq) = Z Upk & Ukgq (4.2)
k

gilt und aufSerdem sowohl die Matriz (up) als auch die transponierte Matriz (ugqy,) inver-

tierbar sind, dann ist (A, ®) eine kompakte Quantengruppe.

4.4 Elemente der Darstellungstheorie

Die Darstellungstheorie von kompakten Quantengruppen zu behandeln, geht weit {iber
den Rahmen dieser Dissertation hinaus. Deswegen werden wir uns darauf beschrénken,

einige wesentliche Konzepte und grundlegende Ergebnisse zu présentieren.

4.4.1 Haar-Integral

Eine der wesentlichsten Eigenschaften kompakter Quantengruppen (und ein gewichtiger
Grund fiir die Form ihrer Definition) ist, dal man die Existenz und Eindeutigkeit eines
Haar-Integrals (oder Haar-Mafles) zeigen kann. Wir haben schon bei den endlichdimensio-
nalen Hopf-Algebren in Abschnitt 2.3 die Existenz eines Haar-Integrals festgestellt und die
Definition eines solchen Integrals J als ein positives, translationsinvariantes Funktional

gegeben, wobei diese Links- und Rechts-Tranlationsinvarianz algebraisch durch

(id® J)2(f) = T()1,
(J ®@id)e(f) = T(f)1. (4.4)
beschrieben wird. Dabei ist in unserer Notation ® die Komultiplikation und f € A. Der

Beweis der Existenz eines Haar-Integrals auf einer kompakten Quantengruppe ist z.B. in

[65], in [71] oder auch wiederum in [45] zu finden. Warum ist aber nun die Existenz des
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Haar-Integrals besonders wichtig? Die Antwort darauf ist, dal man mit Hilfe des Haar-
Integrals die rechtsreguldre Darstellung konstruieren kann. In dieser Darstellung sind alle
irreduziblen unitéren Darstellungen enthalten. In praktisch allen Beweisen, welche die
reguldre Darstellung oder die unitédren irreduziblen Darstellungen betreffen, spielt das
Haar-Integral die zentrale Rolle. Ein Hindernis fiir die Entwicklung der Theorie von lokal-

kompakten Quantengruppen war genau das Fehlen eines Aquivalents zum Haar-Integral.

4.4.2 Zum Begriff der Kodarstellung einer Hopf-Algebra

Wir haben bereits vorher gesagt, dafl in der Sprache der Quantengruppen mit dem Begriff
,Darstellung® eigentlich eine Kodarstellung gemeint ist. Wir wollen dies nun versténdlich
machen und prézisieren. Auflerdem miissen wir dann natiirlich erklaren, was mit irredu-
ziblen oder unitéren Darstellungen eigentlich gemeint ist, wenn es sich in Wirklichkeit um
Kodarstellungen handelt. Auch hierbei gilt wiederum, dafl wir uns nicht mit den topolo-
gischen und analytischen Details befassen wollen, sondern zuerst die Begriffe algebraisch

(d.h. fiir Hopf-Algebren) kldren und dann auf Quantengruppen iibertragen.

Wir hatten in Abschnitt 2.5 den Begriff der Kodarstellung einer Hopf-Algebra H auf einem
Vektorraum V als eine Abbildung

6:V —V®H,

v — oM ® 0(2),
eingefiihrt (wir benutzen hier die Rechtskodarstellung). Betrachten wir eine endlichdimen-

sionale Kodarstellung der Hopf-Algebra H, d.h. V ist endlichdimensional. Sei {e;}i=1, n

eine Basis von V. Dann gibt es Elemente v;; aus H mit
Blej) = Zei Quij, j=1,...,n.
i
Die v;; werden Matrixkoeffizienten oder Matrixelemente der Rechtskodarstellung 3 ge-

nannt. Fiir eine Kodarstellung gilt per Definition, daf3
(B®id) o = (id® A)o B. (4.5)

Wertet man die Gleichung auf den Basiselementen aus, so sieht man, daf} sie dquivalent

ist zu

A(Uz‘j) = Zvik®vkj, ,7j=1,...,n. (4.6)
k

Man kann zudem leicht zeigen, daf €(v;j) = d;; ist. Umgekehrt nennt man jede Matrix
(Vij)i,j=1,....n, Welche Gleichung 4.6 und e(v;;) = d;; erfiillt, eine Matrixkodarstellung der
Hopf-Algebra H. Mit diesen Erlduterungen erklért sich die frither gegebene Definition 24.
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Gleichung (4.6) kann auch auf andere Weise geschrieben werden. Dazu fiithren wir fiir die
Menge der linearen Abbildungen auf einem Vektorraum V' die Bezeichnung L(V') ein. Sei
nun ¢ € L(V,V ® H). Die Vektorrdume L(V,V ® H) und L(V) ® H sind fiir endlichdi-

mensionales V' isomorph, wobei der Isomorphismus durch

LV)® H — L(V,V ® H)
Bi=> F@avr— B()=> Fi()®a (4.7)
k k

gegeben wird (die Summation geht hier {iber endliche Summen von zerlegbaren Elementen
und steht an dieser Stelle nicht fiir die Komultiplikation). Man kann nun leicht zeigen, daf
die folgenden Bedingungen dquivalent sind und demnach Matrixkodarstellungen der Hopf-

Algebra H charakterisieren:

1. (B@id)of=(id®A)op.
2. A(Uij):Zkvik‘@vk‘j, ,5=1,...,n.

3. (id ® A) o § = B12f13.

Die Aquivalenz der ersten beiden Bedingungen wurde oben im Prinzip gezeigt; die Aqui-
valenz mit der letzten Bedingung ergibt sich aus der Isomorphie (4.7). Es erweist sich, daf§
die letzte der dquivalenten Bedingungen am Besten geeignet ist, um die Darstellung einer

kompakten Quantengruppe auf einem Hilbert-Raum zu definieren.

Definition 25: Invarianter Teilraum und irreduzible Kodarstellung

Falls fiir einen Teilraum W CV gilt, dafs
BW)CWeH,

dann nennt man W einen G-invarianten Teilraum. Eine Kodarstellung B auf einem Vek-

torraum V' heif$t irreduzibel, falls nur die Teilrdume {0} und V' [B-invariant sind.

Satz 19: Jede irreduzible Kodarstellung B einer Hopf-Algebra H auf einem Vektorraum

V' ist endlichdimensional.

Beweis: Der Satz ist eine unmittelbare Konsequenz des folgenden Sachverhaltes: Jedes
Element v ist in einem endlichdimensionalen (-invarianten Teilraum enthalten. Um dies
zu sehen, wihlt man eine Basis {h;} von H, schreibt §(v) = Y. v; ® h; als Summe iiber
zerlegbare Elemente (mit v; € V) und A(h;) = Zj,k Cijkh; @ hy, cij € C. Dann benutzt

man 4.5 und erhélt:

Y Bw) ® by = (B@id)B(v) = (id ® A)B(v) =Y vi ® cijihj © hy.
k

0,5,k
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Es sei darauf hingewiesen, dafl alle Summen hier endlich sind. Koeffizientenvergleich

beziiglich hj ergibt
B(vk) = ch-jkvi & h]‘.
/[:7-7

Damit ergibt sich, dal W := Lin{v,v;} ein endlichdimensionaler S-invarianter Teilraum
ist, der v enthélt. Und damit folgt sofort die Aussage des Satzes, denn fiir die irreduzible

Kodarstellung darf nur {0} oder V invariant sein. .

Wenn wir Kodarstellungen auf einem Hilbert-Raum betrachten wollen, miissen wir den

Begriff der unitéiren Kodarstellung einfiihren.

Definition 26: Unitdre Kodarstellung

Eine Kodarstellung der * Hopf-Algebra H auf einem endlichdimensionalen Hilbert-Raum
H heifit unitdr, falls fir die entsprechende Matrizkodarstellung v = (vi;) (beziglich einer
Basis {e;}) gilt:

Eine dazu dquivalente Bedingung ist, daf fir 3 € L(H) @ H gilt:

=1.

o

B*

Dabei beachte man, dafy L(H) ® H eine * Algebra ist.

4.4.3 Zum Begriff der Darstellung einer kompakten Quantengruppe

Alle Begriffsbildungen und Aussagen, die wir im vorigen Abschnitt fiir Hopf-Algebren
eingefiihrt haben, kénnen in fast unverdnderter Form auch fiir kompakte Quantengruppen
tibernommen werden. Allerdings sei nochmals darauf hingewiesen, dafl in der Literatur
(und auch in der vorliegenden Arbeit) bei Quantengruppen das Wort ,Darstellung“in
Wirklichkeit Kodarstellung bedeutet.

Die endlichdimensionale Darstellung einer kompakten Quantengruppe haben wir bereits in
Definition 24 eingefiihrt. Bei der Darstellung einer kompakten Quantengruppe auf einem
Hilbert-Raum H ist zu beachten, dafl die Darstellung eine Abbildung der Form

B:H— M(By(H)® A)

ist, also in die Multiplikatoralgebra abbildet. By sind die Menge der kompakten Operatoren
auf H. Diese besitzen keine Eins. Deswegen mufl hier die Multiplikatoralgebra benutzt

werden.
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Definition 27: Unitdre Darstellung einer kompakten Quantengruppe

Das Paar (A, ®) sei eine kompakte Quantengruppe. Eine Darstellung von (A, ®) auf einem
Hilbert-Raum H ist ein Element 3 aus M(By(H) ® A), so daf

(id ® )(B) = iz

Falls 3 unitir ist, heift die Darstellung eine unitire Darstellung.

Falls ‘H ein endlichdimensionaler Hilbert-Raum ist, reduziert sich die obige Definition zum

vorher diskutierten Begriff der unitiren Kodarstellung einer Hopf-Algebra.

Mit Hilfe des Haar-Integrals kann man die sogenannte rechtsregulére Darstellung konstru-
ieren und zeigen, dafl jede unitére irreduzible Darstellung einer kompakten Quantengruppe
in der reguldren Darstellung enthalten ist. Besonders wichtig ist die Eigenschaft von kom-
pakten Quantengruppen, dafl alle irreduziblen unitéiren Darstellungen endlichdimensional

sind. Die (zumeist umféinglichen ) Beweise zu allen diesen Aussagen sind in [45] zu finden.

4.5 Zusammenhang mit Matrixquantengruppen

In den vorangegangenen Abschnitten ist die Verbindung zwischen Quantengruppen und
Hopf-Algebren noch ein wenig unklar geblieben, sehen doch die Axiome fiir Quantengrup-
pen deutlich anders aus als diejenigen fiir Hopf-Algebren (wenngleich wir den Ubergang
motiviert haben), in denen es Abbildungen wie Koeins und Antipode gibt, die fiir kompak-
te Quantengruppen i.a nicht existieren. Es 148t sich jedoch zeigen [45], dafl eine kompakte
Quantengruppe A immer eine Hopf-*Algebra Ag als Unteralgebra enthélt und diese sogar
dicht in A liegt. Ag ist der Teilraum von A, der von den Matrixelementen der unitéren
endlichdimensionalen Darstellungen aufgespannt wird. Die Komultiplikation ® auf A ist

auf Ag eingeschriankt die iibliche Komultiplikation einer Hopf-Algebra.

In manchen Arbeiten (wie in [24]) wird eine kompakte Quantengruppe als eine Hopf-
*Algebra definiert, die von ihren unitiren, endlichdimensionalen, irreduziblen Darstellun-
gen erzeugt wird. Es wurde ebenfalls gezeigt, dafl man eine so definierte ,,Quantengrup-

pe“zu einer C*Algebra vervollsténdigen kann (in einer allerdings nicht eindeutigen Weise).

Abschlielend sei noch darauf hingewiesen, daf§ die von Woronowicz in [71] und [70] ein-
gefiithrten kompakten Matrixquantengruppen (oder auch kompakten Matrixpseudogrup-
pen) tatséichlich kompakte Quantengruppen in dem von uns benutzten Sinn sind. Wegen
ihrer Wichtigkeit fiir die Entwicklung der kompakten Quantengruppen sei ihre Definition

hier angegeben:
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Definition 28: Kompakte Matrixquantengruppen
Eine kompakte Matrizquantengruppe ist ein Paar (A,u), bestehend aus einer C*-Algebra

A und einer Matriz u aus My (A), das die folgenden Aziome erfiillt:

1. Die * Unteralgebra Ay von A, die von den Matrizelementen aus u erzeugt wird, liegt
dicht in A.

2. Es existiert ein * Homomorphismus ® : A — A® A, so daf$ (Vp,q=1,...,n)

D (upq) = Z Upk @ Ukg-
k

3. Es ewistiert ein linearer Antimorphismus k : Ag — Ag, so daf
k(k(a*)") = a,Va € A
und auferdem
Z K(Upk )Ukg = Opgl,

k
Z Upkk(Ukq) = Opgl.
k

Diese beiden Gleichungen sind letztlich nichts anderes als die Antipodenbedingung. &
entspricht der Komultiplikation und die Existenz und Eindeutigkeit einer Koeins kann

ebenfalls gezeigt werden.

Wir haben oben bereits auf die Beziehung zwischen kompakten Quantengruppen und kom-
pakten Matrixquantengruppen hingewiesen: Jede kompakte Quantengruppe A enthilt eine
dichte *Unteralgebra Ag, die eine kompakte Matrixquantengruppe ist. Die Komultiplika-
tion auf Ag ist die Einschrinkung der Komultiplikation auf A. Umgekehrt kann man eine
kompakte Matrixquantengruppe zu einer kompakten Quantengruppe vervollstdndigen. Al-
lerdings ist diese Vervollstéandigung nicht eindeutig; es gibt i.a. mehrere Moglichkeiten eine

C*-Norm auf Ay zu implementieren.

4.6 Diskrete Quantengruppen

Fiir lokalkompakte abelsche Gruppen gilt, dal die Charaktere auf der Gruppe wieder-
um eine lokalkompakte abelsche Gruppe bilden, die sogenannte duale Gruppe. Das duale
von dieser Gruppe ist die Ausgangsgruppe (nach dem Pontryagin-Van Kampen Theorem).
Fiir nichtabelsche kompakte Gruppen gibt es eine dhnliche Aussage, die Tannaka-Krein-

Dualitédt. Statt der Charaktere benutzt man hierbei allerdings die unitéren irreduziblen
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Darstellungen. Diese enthalten geniigend Informationen, um die Ausgangsgruppe zu re-
konstruieren. Genau das Geiche gilt fiir kompakte Quantengruppen. Das Duale zu einer
kompakten Quantengruppe A bildet die diskrete Quantengruppe. Diese bildet einen Teil-
raum des Dualraumes zu A. Wir wollen an dieser Stelle nur abschliefend die Definition
der diskreten Quantengruppe angeben [19] und auf ein uns bereits bekanntes Beispiel fiir

eine diskrete Quantengruppe hinweisen:

Definition 29: Diskrete Quantengruppe

Eine diskrete Quantengruppe ist ein Paar (B, ®), wobei By eine direkte Summe von vol-
len Matrizalgebren ist und ® eine Komultiplikation auf By, so dafl By eine Multiplikator-
Hopf-* Algebra ist.

Die Funktionenalgebra von Funktionen mit endlichem Tréger iiber einer diskreten Gruppe
aus Kapitel 3 ist das Standardbeispiel fiir eine diskrete Quantengruppe. Diese diskrete
Quantengruppe ist kommutativ und die Zerlegung in Matrixalgebren ist einfach eine Zer-
legungin CaCo...

Eine Basis dieser Funktionenalgebra ist die Menge der charakteristischen Funktionen
eg, 9 € G mit der Eigenschaft e4(h) = 644, Vg,h € G. Die Basiselemente erzeugen die

oben angegebene Zerlegung und sind Projektoren in die einzelnen Unteralgebren C.

Jede diskrete Gruppe fithrt auf diese Weise zu einer diskreten Quantengruppe und umge-
kehrt korrespondiert jede kommutative diskrete Quantengruppe zu einer ,,darunterliegen-

den“diskreten Gruppe.

Das Duale zu einer diskreten Quantengruppe ist wiederum eine kompakte Quantengruppe.
Eines der grundlegenden Postulate beim Aufstellen einer Theorie von lokalkompakten
Quantengruppen ist, dal sowohl die kompakten, als auch die diskreten Quantengruppen
in dieser Theorie enthalten sein miissen. Beide sollten lokalkompakte Quantengruppen sein.
Dies ist in den letzten Jahren gelungen. Die kompakten und diskreten Quantengruppen
gehoren zur gleichen Kategorie (die Kategorie der lokalkompakten Quantengruppen) und

diese Kategorie ist selbstdual.
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Uberblick:

Im ersten Teil dieser Dissertation haben wir die mathematischen Grundlagen der Hopf-
Algebren- und Quantengruppentheorie dargestellt. Von Beginn an wurden dabei Hopf-
Algebren als Verallgemeinerungen von Gruppen und Lie-Algebren aufgefafit, wobei wir
versucht haben klarzumachen, daf§ die Gruppen- und Lie-Algebren-Theorie in den Hopf-
Algebren und Quantengruppen als klassischer ,,, kommutativer*“Grenzfall enthalten ist. Der
Vorteil der Benutzung von Hopf-Algebren liegt aber eben gerade darin begriindet, daf} sie
allgemeiner sind und dariiberhinaus der Nichtkommutativen Geometrie und ihren Be-

schreibungsweisen besser angepaft sind.

Im folgenden Hauptteil der Arbeit wollen wir uns nun konkreten, von uns konstruierten
Beispielen widmen. Wie bereits in der Einfiihrung zu dieser Dissertation erklért, erscheint
es uns grundsétzlich interessant, Réume, die ihre Bedeutung im Rahmen der Nichtkom-
mutativen Geometrie gezeigt haben und die in Bezug auf Spektrale Tripel wohluntersucht
sind, auch im Hinblick auf ihre Hopf-Algebren-Strukturen und (gegebenenfalls) auf ihre
Hopf-Algebren-Symmetrien zu diskutieren. Der Nichtkommutative Torus kann sicherlich
als einer der am genauesten untersuchten nichtkommutativen Réaume gelten und ist neben
den nichtkommutativen Sphéren und dem Standardmodell das Standardbeispiel fiir Spek-
trale Tripel, also fiir ein nichtkommutatives Analogon zu einer Riemannschen Spinman-
nigfaltigkeit. Es sei darauf hingewiesen, daf§ Heisenberg-Algebra (bzw. -Gruppe) mit Ver-
tauschungsrelationen der Form UV = ¢V U, die in der Hopf-Algebren-Theorie besonders
wichtige Quantenebene mit ihrer Vertauschungsrelation zy = qyz, sowie der Nichtkom-
mutative Torus, dessen unitére Generatoren die Relation UV = ¢V U erfiillen, strukturelle
Ahnlichkeiten besitzen.

Wir beginnen im folgenden Kapitel damit, dall wir eine unendliche Klasse von Hopf-
Algebren (genauer geagt Multiplikator-Hopf-Algebren) konstruieren, die Deformationen
der Kreuzproduktalgebra F'G x F(Z"™) sind. Dabei ist G eine endliche Gruppe. Kreuz-
produktalgebren dieser Form sind universelle Lésungen von algebraischen Quantisierungs-
problemen. Wir kénnen diese Kreuzproduktalgebra als Quantisierung der Bewegung ei-
nes Teilchens auffassen, das sich in Z™ auf einem G-Orbit bewegt. Die von uns benutzte
Kreuzproduktalgebra FGx F(Z™) ist wegen der Multiplikator-Hopf-Algebren-Struktur von
F(Z™) selbst eine Multiplikator-Hopf-Algebra. Daf die Kreuzproduktalgebra FG x F(Z™)
eine (Multiplikator-)Hopf-Algebra bildet, gilt fiir Algebren dieser speziellen Form immer,
ist aber trotzdem nicht-trivial. Die Frage, wann eine Kreuzproduktalgebra eine Hopf-
Algebra ist, filhrt zu einer sehr bekannten und enorm wichtigen Konstruktion, den so-
genannten Bikreuzproduktalgebren. Unsere Kreuzproduktalgebra ist eine spezielle Bi-
kreuzproduktalgebra. Solche Bikreuzproduktalgebren sind einfache algebraische Modelle
fiir Ra&ume, die sowohl geometrische Strukturen, als auch quantisierte Strukturen tragen.
Die Nichtkokommutativitit einer solchen Hopf-Algebra korrespondiert geometrisch zu ei-

nem Raum mit Kriimmung, wéhrend die nichtkommutative Algebrenstruktur (als Losung



des algebraischen Quantisierungsproblems) der Quantisiserung einer klassischen Obser-
vablenalgebra entspricht. Das Duale der Bikreuzproduktalgebra ist wiederum eine solche
Hopf-Algebra. Interpretiert man diese, so sind in der dualen Hopf-Algebra gerade die Rol-
len von geometrischer Struktur und quantisierter Struktur vertauscht. Ob eine Struktur in
einem solchen Raum als geometrisch oder quantenmechanisch interpretiert wird, ist also

eine Frage des Standpunktes.

Fiir die von uns konstruierte Klasse von Multiplikator-Hopf-Algebren untersuchen wir die
dualen Rdume und zeigen, dafi die dualen Rdume Summen aus einem Kommutativen
n-Torus und Nichtkommutativen n-Tori sind. Diese Klasse von Hopf-Algebren verallge-
meinert das in der Literatur bekannte Beispiel des Quantendoppeltorus, der eine Summe

aus Kommutativem und Nichtkommutativem Torus ist.

Daran anschlieflend beschéftigen wir uns mit der Bildung von endlichdimensionalen Hopf-
Algebren, die wir aus den von uns konstruierten unendlichdimensionalen Multiplikator-
Hopf-Algebren und ihren Dualen erhalten. Ein interessantes Resultat dieser Untersuchun-
gen ist, dafl wir zeigen konnten, wie man die bekannten und sehr populéren niederdimen-

sionalen Kac-Algebren aus unseren Nichtkommutativen Multi-Tori bekommen kann.

Im darauf folgenden Kapitel studieren wir die Multi-Tori unter dem Gesichtspunkt der
Quantenfaserbiindel-Theorie. Wir zeigen, daf§ (fiir den Fall von Wurzeln der Eins) die
Nichtkommutativen Multi-Tori eine Hopf-Galois-Erweiterung des kommutativen Torus
sind, d.h. sie sind Quantenprinzipalbiindel mit dem Kommutativen Torus als Basis-Raum,
wobei die Fasern von den oben angesprochenen endlichdimensionalen Hopf-Algebren ge-
bildet werden.

Im abschlieenden Kapitel dieser Arbeit wird gezeigt, dafl der Nichtkommutative Torus ei-
ne Symmetrie beziiglich des Quantendoppeltorus besitzt. Diese Symmetrie ,reagiert“(im
Gegensatz zu der bekannten u(1) x u(1)-Symmetrie) sensitiv auf den Deformationspa-
rameter in der Vertauschungsrelation, die den Nichtkommutativen Torus charakterisiert.
Allerdings 148t sich diese verallgemeinerte Symmetrie nicht auf die kanonischen spektralen
Tripel des Nichtkommutativen Torus fortsetzen; es gibt also keine invarianten spektralen

Tripel beziiglich der (dualen) Quantendoppeltorus-Symmetrie.



Kapitel 5

FG x F(Z"™) und das algebraische

Quantisierungsproblem

Wir wollen in diesem Kapitel die Kreuzproduktalgebra FFG x F(Z"™) und ihre Deforma-
tionen als Losung eines verallgemeinerten algebraischen Quantisierungsproblems vorstel-
len. Dabei ist FG die Gruppenalgebra der endlichen Gruppe G mit der Méchtigkeit |G|
und F(Z") die Algebra der Funktionen mit kompaktem (d.h. in diesem Fall endlichen)
Tréger auf Z™. G fassen wir als Untergruppe der Permutationsgruppe S, auf. Das alge-
braische Quantisierungsproblem werden wir zunéchst physikalisch motivieren und dann
die Losungen diskutieren. Dabei kann und soll es nicht um eine Darstellung einer for-
malen Quantisierungsprozedur gehen, als vielmehr darum ein Gefiihl dafiir zu bekommen,
warum Kreuzproduktalgebren geradezu ,,intrinsisch“fiir Quantisierungen geeignet sind. Es
sei angemerkt, dafl wir zwar ausschliellich algebraisch arbeiten, eine Verallgemeinerung auf
C*-Algebren jedoch nicht nur moglich, sondern in der theoretischen Physik im Kontext der
sogenannten Mackey-Quantisierung wohlbekannt ist [44], [36]. Wir miissen noch anmer-
ken, dafl wir unter ,,algebraischer Quantisierung“nicht die formale Quantisierungsprozedur
in [3], sondern einfach das Quantisieren unter Verwendung von algebraischen Strukturen
verstehen wollen. Die Uberlegungen und Konstruktionen lassen sich aber (wenn man sie
weiter ausfiihrt) durchaus in den Rahmen der formalen algebraischen Quantisierung oder
der auf Gruppen und Symmetrien beruhenden Quantisierung in [36] einordnen. Aufer-
dem werden wir nur den kinematischen Anteil des Quantisierungsproblems besprechen
(Auswahl von zu quantisierenden Observablen und Darstellung auf einem Hilbert-Raum),
wéhrend wir den dynamischen Anteil (Hamilton-Funktion oder Bewegungsgleichungen)
nicht diskutieren. Das rein algebraische Arbeiten hat den Vorteil, daf§ die grundlegenden
Strukturen deutlich und nicht durch funktionalanalytische Details verdunkelt werden. Man
sieht dies sehr schén, wenn man sich die Theorie der C*-dynamischen Systeme ansieht.
Algebraisch sind diese nichts anderes als Kreuzproduktalgebren. Es sind erst die geforder-

ten zusétzlichen Eigenschaften (Stetigkeit, Konvergenz etc.), welche die Definition eines
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solchen C*-dynamischen Systems komplizierter werden lassen. Wir greifen fiir die Theorie

der Kreuzproduktalgebren auf Abschnitt 2.6 und die dort gegebene Definition 13 zuriick.

5.1 Kanonische Quantisierung und Symmetrien

Wir geben nachfolgend einen kurzen Einblick in die Quantisierungsprozedur, die auf Sym-
metrieiiberlegungen und damit auf Gruppen- und Lie-Algebren-Theorie beruht [36]. Die
formale algebraische Quantisierung, wie sie in [3] entwickelt wurde, ist in vielerlei Hinsicht
eine Erweiterung dieser Quantisierung. Wir wollen in erster Linie zeigen, wie im Umfeld
dieser Quantisierungsprozeduren Kreuzproduktalgebren auftauchen. Auf mathematische
Pedanterie werden wir hierbei weitestgehend verzichten. Ausgangspunkt fiir die Quanti-
sierung ist der Wunsch, ein klassisches System auf einem Phasenraum P, der in der Regel
als Kotangentialbiindel T*(@Q) eines klassischen Konfigurationsraumes @) gegeben ist, zu
quantisieren, d.h. nach den Gesetzen der Quantenmechanik zu beschreiben. Im Rahmen
einer solchen Quantisierung mufl man unter anderem einen geeigneten Hilbert-Raum fin-
den und eine Auswahl der klassischen Observablen treffen, die man quantisieren machte.
AufBlerdem stellt sich die Frage, welche selbstadjungierten Operatoren den klassischen Ob-
servablen assoziiert werden koénnen. Diese Probleme bilden den kinematischen Teil des

Quantisierungsproblems.

Betrachten wir als Beispiel die Quantisierung fiir Q = R", die einen in vielerlei Hinsicht
einfachen Fall darstellt. Die kanonischen Poisson-Klammern zwischen Ort und Impuls wer-
den in der Quantenmechanik bekanntlich durch die Kommutatoren von selbstadjungierten

Operatoren
@' &) = i, Bl =0, [@".5;) =0} (5.1)

ersetzt. Diese Relationen charakterisieren die Darstellung einer Lie-Algebra, der Heisen-
berg-Algebra. Auf der Stufe der entsprechenden Lie-Gruppe betrachtet man die unitéren

Operatoren
Ula) := e P, V(b) = e 4, a,b € R3, (5.2)

Man rechnet leicht nach, daB die selbstadjungierten Operatoren §¢* und p; tatséchlich
die Kommutatorrelationen (5.1) erfiillen. Wéhrend (5.1), wie bereits gesagt, eine Dar-
stellung der Heisenberg-Algebra charakterisiert, wird durch (5.2) eine Darstellung der
Heisenberg-Gruppe gegeben. Die unitidren Operatoren U(a) und V' (b) erfiillen offensicht-
lich (mit a,b,a;,b; € R, u € R)

U(a1)U(az) = Ula1 + a2), V(b1)V(b2) = V(b1 + b2), (5.3)
und es gilt eine Vertauschungsrelation der Form:

Ula)V(b) = V(b)U(a)e®, (5.4)
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Wir wollen nur kurz anmerken, dafl die Heisenberg-Algebra auf dem Raum R™ @ R" @ R
durch folgende Vertauschungsrelation gegeben wird (mit a7y, as, b1, by € R™;¢q,co € R):

[(a1,b1,c1)(az,b2,c2)] :==(0,0,b1 - ag — ba - ay).

Die Heisenberg-Gruppe ist auf R™ x R™ x R definiert, und die Multiplikation ist charak-

terisiert durch:
1
(a1,b1,c1)(az, ba, c2) :== (a1 + ag,by + bz, c1 + c2 + 5(51 cag — by - ay)).

Ein Grund, warum man konzeptionell lieber mit der Darstellung der Heisenberg-Gruppe
als mit der Lie-Algebra arbeitet, ist, dal die unitédren Operatoren U(a) und V(b) im
Gegensatz zu den Operatoren ¢* und pj beschrénkt sind. Ein weiterer fundamentaler Vor-
teil liegt darin begriindet, dafl es (aufgrund des Stone-Von Neumann-Theorems) fiir die
Heisenberg-Gruppe mit den Relationen (5.3) genau eine unitére, irreduzible Darstellung
(modulo unitérer Aquivalenz) gibt. Dies ist wiederum im Gegensatz zur Darstellung der
Lie-Algebra. Die Irreduzibilitét ist wichtig, da sie garantiert, daf sich jeder selbstadjun-
gierte Operator auf dem Hilbert-Raum als Funktion der Generatoren ¢° und pj schreiben
a8t (in Analogie zum klassischen Fall, in dem sich alle Funktionen auf dem Phasenraum
als Funktionen der ¢’ und der p; bilden lassen). Man kann sich die Frage stellen, ob es
moglich ist jeder klassischen Observablen einen selbstadjungierten Operator zuzuordnen,
so daf} alle Bedingungen, die man an die Quantisierung {iblicherweise stellt, erfiillt werden
konnen? Die Antwort lautet, dafl dies nicht moglich ist. Man kann immer nur eine Auswahl

der Observablen quantisieren [1], [38].

Fiir einen beliebigen Phasenraum (bzw. Konfigurationsraum) haben obige Uberlegungen
in einem wichtigen Punkt keine Giiltigkeit mehr. Es gibt i.a. viele irreduzible Darstellun-
gen der Heisenberg-Gruppe, die demnach unterschiedliche Quantisierungen des klassischen
Systems ergeben. Auflerdem mufl man auch hier eine Auswahl von klassischen Observa-
blen treffen, die man quantisieren kann. Es zeigt sich (ohne daf wir an dieser Stelle den
Anspruch erheben wollen, in die Details zu gehen), dafl ein guter Startpunkt die Suche
nach einer Lie-Gruppe G (und ihrer Lie-Algebra £(G)) darstellt, die als Gruppe von sym-
plektischen Diffeomorphismen auf den Phasenraum wirkt. Jede 1-Parameter-Untergruppe
von G erzeugt eine 1-Parameter-Untergruppe symplektischer Transformationen auf P. Ist
A € L(G) so kann man A ein Vektorfeld X4 auf P zuordnen. Dieses muf} ein Hamil-
tonsches Vektorfeld sein (das fithrt zu Obstruktionen an die Lie-Gruppe G und an ihre
Wirkung auf P). Den so konstruierten Hamiltonschen Vektorfeldern kann man (unter
weiteren Bedingungen an die Lie-Gruppe G) nun Observable zuordnen und damit eine
Unter-Lie-Algebra von Observablen auswéahlen. Es sei nochmals darauf hingewiesen, daf3
die einzelnen Schritte vereinfacht dargestellt wurden und eine Vielzahl von weiteren Ob-
struktionen an die Lie-Gruppe G und an die Kohomologie von G bzw. £(G) nicht erwihnt

wurden. Nun mufl man die unitéren, irreduziblen Darstellungen der Lie-Gruppe suchen
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und deren selbstadjungierte Generatoren mit den ausgewihlten klassischen Observablen

assoziieren.

Was ist nun die Essenz dieser kurzen Abhandlung iiber Quantisierung? Zuerst einmal die
Feststellung, dal man i.a. keineswegs die gesamte Observablenalgebra konsistent quanti-
sieren kann. Zum anderen sieht man, dafl Quantisierung eng mit einer Gruppenwirkung
zu tun hat. Es ist in gewissem Sinn die Lie-Gruppe, die bestimmt, welche Observablen
quantisiert werden koénnen und die iiber ihre Darstellungen diesen Observablen selbst-
adjungierte Operatoren zuordnet. Natiirlich gibt es Quantisierungsverfahren, die andere

Methoden benutzen, als die hier vorgestellten Symmetrieiiberlegungen.

5.2 Das algebraische Quantisierungsproblem

In diesem Abschnitt soll ein spezielles algebraisches Quantisierungsproblem dargestellt
werden. Auf dieses Problem wird man beispielsweise bei der Quantisierung auf homoge-
nen Raumen gefithrt. Das Konzept 148t sich jedoch leicht auf andere Rdume ausdehnen.
Wir werden sehen, daf} sich das algebraische Quantisierungsproblem fiir gewisse Klassen
von Raumen durch eine Kreuzproduktalgebra losen 148t. Allgemein kénnen wir solche
Kreuzproduktalgebren als universelle Losung von verallgemeinerten algebraischen Quan-
tisierungsproblemen interpretieren und in diesem Sinne als Quantenalgebra physikalischer
Observabler.

Zunichst betrachten wir das klassische System eines Teilchens, das sich in einem homo-
genen Raum bewegt. Dieser Raum wird gegeben durch eine glatte Mannigfaltigkeit M,
eine Lie-Gruppe G mit der Lie-Algebra £(G) und eine Rechtswirkung o : M x G — M.
Man bezeichnet das Tripel (G, M, «) als klassische Daten des Systems. Ist die Wirkung
der Gruppe auf M transitiv und effektiv und bezeichnet H C G die Isotropiegruppe (die

Menge aller h € G, welche einen Punkt = € M invariant 148t), so kann man identifizieren:
WSS
Jedes Element ¢ der Lie-Algebra £(G) erzeugt einen Fluff auf M

x(t) = ae (2(0)).

Die Algebra C*°(M) ist die klassische Algebra der Ortsobservablen. Die Trajektorien wer-
den charakterisiert durch Elemente aus der Lie-Algebra L£(G). Sie werden deshalb als
klassische Impulsobservablen bezeichnet. Die klassische Observablenalgebra C'*°(P) ist
auf dem Phasenraum P = T*M definiert. Bei der Quantisierung ist es niitzlich, sich auf

die folgende Untermenge dieser Observablenalgebra zu beschranken:
L(G)® C™®(M) C C*(P). (5.5)
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Diese Algebra wird von den Unteralgebren der Impuls- und der Ortsobservablen erzeugt.
Wir miissen iiberlegen, daf die Lie-Algebra £(G) und die Ortsobservablenalgebra C'*°(M)
tatsdchlich als Funktionen auf dem Phasenraum aufgefaflit werden konnen. Die Algebra
C*°(M) ist eine Untermenge von C*°(P) durch die Pullbackabbildung der Projektion
7: P — M. Dazu sei f € C°°(M). Dann kann man f als Funktion f auf P auffassen:

fp) = (@ f)(p) = f(n(p)).
Die Lie-Algebra £(G) ist eine Untermenge wegen der Differentialabbildung
ay : L(G) — Vekt(M)
ol (@) = Thoof(aue(@), VS € CX(M)
und der Inklusion Vekt(M) C C*°(P), die durch die Auswertung des Vektorfeldes auf

einem Kovektor (d.h. einem Element aus P) gegeben ist. Diese Inklusion ist letztlich

moglich, weil die Elemente aus P selbst Abbildungscharakter besitzen.

Bemerkung 6 Aufgrund obiger Konstruktion ist klar, dafS man hier nur eine Teilmenge
der Observablenalgebra auf P herausgreift. Man nimmt nur diejenigen Funktionen, die
linear in der Faserrichtung sind. Wir hatten schon festgestellt, daf$ eine derartige Auswahl
in praktisch allen Zugdngen zur Quantisierung notig ist. Der Zusammenhang der oben
vorgestellten Quantisierung auf homogenen Rdumen mit der Quantisierungsmethode des
Abschnittes 5.1 ist, dafl man dort statt der Produktalgebra L(G)®C (M) das semidirekte
Produkt GQ@ C*>(M) (oder eine Teilmenge davon) als Ausgangspunkt wihlen wiirde. Die
Elemente dieses Produktes erzeugen dann symplektische Transformationen auf dem Pha-
senraum. Aus diesen erhdlt man Hamiltonsche Vektorfelder und dariber die Observablen.
Wir haben hier die Observablen direkt angegeben. Je nach Bedarf und Problemstellung
mufl man entscheiden, ob man auf der Stufe der Lie-Algebra oder lieber mit der Gruppe
arbeitet. Fiir unsere Zwecke erweist es sich als zweckmdfSiger, im weiteren Verlauf mit der

Gruppe zu arbeiten.

Wir wollen nun eine Quantisierung der Observablenalgebra £(G) @ C*°(M) C C*(P)
durchfithren. Mit Quantisierung meinen wir an dieser Stelle, dafl wir unsere klassische
Observablenalgebra durch eine ,,Quantisierungsabbildung® ~ auf eine andere Algebra ab-
bilden, in der gewisse, durch die Quantenmechanik motivierte, Vertauschungsrelationen
gelten sollen. Fiir Orts- und Impulsobservablen soll die Quantisierungsabbildung eine In-

klusion darstellen. Wir fordern somit:
€. 5] = [€,n], Vn.& € L(G); fh=Fh, Vf he C®(M).

Als Vertauschungsrelationen in unserer Quantenalgebra postulieren wir die Heisenberg-
Vertauschungsrelationen zwischen Ort und Impuls (wobei die rechte Bedingung besagt,

dafl ein Parameter i eingehen soll, so dafl der Kommutator fiir # — 0 verschwindet):

~

6= (@O(f),  a =0
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Dies ist nichts anderes als die iiblichen Heisenberg-Vertauschungsrelationen in koordina-

tenfreier Form geschrieben. Wir kénnen dies auch in Gruppenform umformulieren:
eté fe=t€ = quic (f). (5.6)

Das hier skizzierte Verfahren beschreibt die Quantisierung der Bewegung eines Teilchens
auf einem homogenen Raum. Man kann dies nun formal verallgemeinern, indem man all-
gemeinere Rdume und Gruppen betrachtet. Man kann beispielsweise die Bedingung fallen
lassen, dafl die Gruppenwirkung transitiv ist. Man erhélt dann die Quantisierung fiir ein
Teilchen, dessen Bewegung auf einen Gruppenorbit eingeschrinkt ist. Man kann noch
weiter gehen und auch allgemeinere Rédume zulassen, die beispielsweise endlich sind. Fiir
uns ist in diesem Kontext nur wichtig, dafl man hierbei ganz natiirlich auf Kreuzproduk-
talgebren gefiihrt wird. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Quantisierungsmethoden im
Kontext mit topologischen Aspekten der Quantentheorie findet sich in [36]. Dort wird
auch die Mackey-Quantisierung behandelt, die sich insbesondere mit Quantisierung und

Darstellungen semidirekter Produkte beschéftigt.

5.2.1 Universelle Losung des algebraischen Quantisierungsproblems

Wir wollen nun die Gedanken des vorigen Abschnittes als Motivation im Hintergrund
lassen und uns mathematisch ein einfaches Quantisierungsproblem stellen. Es sei G eine
endliche Gruppe, M eine endliche Menge und a : M X G — M eine Rechtswirkung der
Gruppe G auf M. « induziert eine Links-Wirkung der Gruppe auf F(M), d.h. auf die kom-
plexwertigen Funktionen iiber der Menge M. Wir kénnen dann folgende Problemstellung

formulieren:

Definition 30: Algebraisches Quantisierungsproblem

Gesucht ist eine Algebra B und die Inklusionsabbildungen ™, so dafl
F(M) > B FG  afu-l=ay(f), VueG,feFM). (5.7)

Die Funktionenalgebra F(M) und die Gruppenalgebra FG sollen demnach (als Unteral-

gebren) B erzeugen, wobei die nichttriviale Vertauschungsrelation
afu=l = au(f), Yue G, feF(M)
gelten soll.
Die Vertauschungsrelation in (5.7) ist die Heisenberg-Vertauschungsrelation (vergleiche

mit (5.6)). Wir werden nun zeigen, dafl dieses Problem durch eine Kreuzproduktalgebra

universell gelost wird.
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Satz 20: Die Kreuzproduktalgebra F (M) x FG mit den kanonischen Inklusionsabbildun-
gen F(M) — F(M) x FG und F(M) x FG «— FG ist eine universelle Lisung des

algebraischen Quantisierungsproblems.

Universelle Lésung bedeutet:

e B:=F(M) x FG ist eine Losung des algebraischen Quantisierungsproblems (5.7).

e Zu jeder anderen Losung B’ des Problems (5.7) existiert ein eindeutiger Algebren-
morphismus ®p : F(M) x FG — B’, so da (Vu € G, f € F(M))

l1@uvr— Pp(l®@u) =1

f®lr— Op(f®l)="f.

Beweis:
1. Zunéchst miissen wir zeigen, dal F(M) eine Links-F'G-Modulalgebra ist, da wir nur

dann eine Kreuzproduktalgebra bilden kénnen (f,h € F(M),u € G,s € M).

(u> f)(s) = flau(s)),
(ue> (fh))(s) = (Fh)(au(s)) = flau(s))h(au(s)) = ((u > f)(u > h))(s),
(up>1)(s) = Lau(s)) = 1k = €(u).

Damit sind die geforderten Eigenschaften aus Definition 7 fiir eine Links-Modulal-

gebra erfiillt, und wir kénnen eine Kreuzproduktalgebra F(M) x FG bilden, wobei
das Produkt gegeben wird durch:

(fou)(h®v)= flu>h)@uw, Yfhe F(M),u,v €G.

Diese Multiplikation 14t sich natiirlich linear auf ganz F'G fortsetzen. Die Algebren
F(M) und FG sind als Unteralgebren in F(M) x FG enthalten. Identifiziert man
u=1®u=uund f=fR1= f, so erhélt man die Kreuzrelation

—

wful=(1leu(felleu)=1ou)(feu )= (> f)ol=a.f)
Damit ist F(M) x FG eine Losung des algebraischen Quantisierungsproblems (5.7).

2. Als niichstes beweisen wir die Universalitéit der Losung. Es sei (B’)”) eine weitere
Losung des algebraischen Quantisierungsproblems. Dann definieren wir die folgende

Abbildung:

bp : F(M) x FG — B/, f@vr— @p/(f@v):= fa,
(I>B/(f®u)<I>B/(h®v):fﬁﬁf):fubhuvzégf( fu>h) ®uv)
= B ((f @ u)(h ® ).
®p ist demnach ein Algebrenmorphismus. Auflerdem gilt ®p/(1 ® 1) = 1. Pp/ ist
natiirlich eindeutig, da F(M) x FG von F(M) und F'G erzeugt wird. o
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Die Universelle Eigenschaft von F(M) x FG ist in Diagramm 5.1 dargestellt und besagt
gerade, daf es zu jeder weiteren Losung B’ des Universellen Quantisierungsproblems genau

einen Algebrenmorphismus ® g/ gibt:

F(M)—=F(M) x FG<— FG

el

Bl
Abbildung 5.1: Universalitidt des Kreuzproduktes F(M) x F'G

Da sowohl F(M) x FG als auch B’ von den Unteralgebren F(M) und F'G erzeugt werden,
folgt aus der Universalitit, dal B’ (und damit jede Losung des Universellen Quantisie-
rungsproblems) ein Quotient der Kreuzproduktalgebra F(M) x F'G ist. Wir kénnen nun
eine Verallgemeierung vornehmen, indem wir F'G durch eine Hopf-Algebra H ersetzen und
die Algebra F(M) durch eine Links-H-Modulalgebra A.

Satz 21: Sei H eine Hopf-Algebra und A eine Links-H -Modulalgebra. Die Kreuzprodukt-
algebra A x H mit ihren kanonischen Inklusionen A — A x H «— H st universell. Ist

B’ eine weitere Algebra, die von A und H erzeugt wird, mit Abbildungen A LB H,
und gilt

ha = (b & a)hs, (5.8)
so gibt es genau einen Algebrenmorphismus ® g, der das nachstehende Diagramm kom-

mutativ macht.

A—Ax

e

Dy
B/

H<~—H
Abbildung 5.2: Universalitit des Kreuzproduktes

Wir wollen den einfachen Beweis hier nicht fithren, da wir nur den Spezialfall A = F(M)
und H = F'G bendtigen, den wir weiter oben bereits gezeigt haben. Der allgemeinere obige
Satz zeigt wiederum, dafl Konstruktionen, die mit Gruppenwirkungen gemacht werden, in
der Regel mit Hilfe von Hopf-Algebren verallgemeinert werden konnen. Wir wollen uns
abschlieend noch kurz mit den Darstellungen von Kreuzproduktalgebren befassen. Es gilt

dabei der folgende interessante Satz:

Satz 22: Es gibt eine eindeutige Zuordnung zwischen Darstellungen der Kreuzprodukt-
algebra A x H und den H-kovarianten A-Moduln.
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Beweis: Ein H-kovarianter A-Modul ist (per Definition) ein A-Modul V, der auch ein
H-Modul ist, so daf3

ho(a>v)=(hi>a)> (hg>v), Vhe Hac AveV.

Sei V also ein H-kovarianter A-Modul. Definiert man die Darstellung von A x H auf V'
durch

(a@h)>v:i=ar> (h>wv), (5.9)

so mufl man zeigen, dafl damit die Kreuzrelation (5.8) richtig dargestellt wird.

(1> a) > (ha 5 0) 2 (1 > @) ® he) > v = (b1 > a)hs) B v. (5.10)

Dies ist nach Voraussetzung gleich mit
he(a>v)=(1®h)(a®1)>v=(ha)>wv. (5.11)

Vergleich der letzten Terme in (5.10) und (5.11) zeigt dann die Giiltigkeit der Kreuzrelation
(5.8). Es existiert also eine Darstellung des Kreuzproduktes auf V. Setzt man andererseits
voraus, dal Ax H auf V entsprechend (5.9) dargestellt ist, so erh#lt man Darstellungen von
A und H auf V durch Einschrinkung der Kreuzproduktalgebra auf diese Unteralgebren,
und mit (5.8) ergibt sich sofort

(h>a)pv=(1®h)(a®1)>v=(ha)>v=((h>a)hs)>v=(h>a)> (hy>v),

und V ist damit ein H-kovarianter A-Modul. °

FEine spezielle Darstellung, die sogenannte Schrodinger-Darstellung, kann man damit so-
fort auf A definieren, indem man einfach V' = A setzt. Da nach Voraussetzung A eine
H-Modulalgebra ist, ist sie insbesondere auch ein H-kovarianter A-Modul. Der Name
Schrédinger-Darstellung rechtfertigt sich damit, dal im Spezialfall der Kreuzproduktal-
gebra F(M) x FG die Darstellung auf den Funktionen iiber dem Konfigurationsraum

(Ortsraum) erhalten wird.

Abschlielend miissen wir noch kurz iiber *-Strukturen sprechen. Wir iibernehmen die Be-
zeichnungsweisen aus Satz 21, nur dafl A und H *Algebren, bzw Hopf-*Algebren sind.
Man kann zeigen, dafl die Kreuzproduktalgebra dann ebenfalls eine *Algebra ist. Die In-

klusionen von A und H in A x H sind allerdings nur dann *Abbildungen, falls
(h>a)*=(Sh)*>a", Yhe H,a € A.

In diesem Fall heifit die Wirkung von H auf A unitér. Alle anderen Bezeichnungsweisen

und Begriffe iibertragen sich dann vollig analog auf den *Algebren-Fall.
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5.2.2 Rechtsversion von Kreuzproduktalgebren

Wir wollen kurz die im Folgenden benutzte Rechtsversion der vorhergehenden Abschnitte
angeben. Es sei jetzt also A eine Rechts-H-Modulalgebra, H eine Hopf-Algebra. Die Rechts-
Kreuzproduktalgebra H x A ist als Menge gleich dem Tensorprodukt H ® A, besitzt aber
die folgende Multiplikation:

(h®a)(g®b) =hg1 @ (a<ga)b. (5.12)
Damit ergibt sich insbesondere

h-a=ho®l)(1®a) =h®a,
a-h=(1®a)(h®1l)=h1®@(@<h2)=(h1 ®1)(1®a<h2) = hi(a<h).

Sei A eine Rechts-H-Modulalgebra. Ein H-kovarianter Rechts-A-Modul V ist dann ein
Rechts-A-Modul, so daf} die Kovarianzbedingung

(v<a)<h=(v<h)<(a<h),VveV,ae A,he H

erfiillt ist. Wir werden nachfolgend sowohl Links- als auch Rechtswirkungen je nach Zweck-

méfigkeit verwenden.

5.3 Die Kreuzproduktalgebra F'G x F(Z")

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die Verbindung von Kreuzproduktalgebren und
algebraischer Quantisierung motiviert wurde, wenden wir uns nun einem konkreten Bei-
spiel zu. Dieses Beispiel wird uns letztlich zur Definition von Hopf-Algebren- und Quanten-
gruppenstrukturen auf vielfachen nichtkommutativen Tori fiihren. Betrachten wir zunéchst
F(Z™). Mit F(Z") ist die Algebra der Funktionen mit kompaktem Trager auf Z" bezeich-

net:
F(Z") ={f :7Z" — C|f hat kompakten Tréger}.

Dies bedeutet einfach, dafl jede Funktion dieser Algebra nur auf endlich vielen Elementen
aus Z" ungleich Null ist. F(Z™) hat die folgende Basis:

B(F(z™) = {§!|T € Z", 61 () = 617},

Fiir Funktionen ohne kompakten Tréiger wire dies keine Basis. Die Algebrenstruktur von
F(Z") ist die iibliche punktweise Multiplikation

(@¥)(I) = o(D)P(1),
die fiir die Basiselemente folgende Form annimmt:
515J — 5[,]5]_
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Dabei ist 67/ das iibliche Kronecker-delta. Der Preis, den man fiir die Einschréinkung auf
Funktionen mit kompaktem Triger zahlen muf}, ist, dal die Algebra F(Z™) keine Eins
besitzt. Formal wire diese Eins durch die Summe ;. 6" gegeben. Diese unendliche
Summe ist jedoch nicht wohldefiniert. Deswegen beschridnken wir uns auf die Funktionen
mit kompaktem Triger, werden jedoch bei Bedarf diese Algebra zu einer Multiplikator-
Algebra erweitern (vergleiche Kapitel 3). Die endliche Gruppe G wirkt von links auf Z"
als Untergruppe der Permutationsgruppe Sj:

g>1=g(I).
Dadurch wird eine Rechtswirkung von G auf die Algebra F(Z") induziert:
(¢ <9)(I) = o(9(1)), Vo€ F(Z"), g€ G, 1L
Fiir Basis-Elemente ergibt dies
(6" 29)(7) = 8" (g(1)) = 67,
d.h.
(6T <g)=069"D,

Wir wollen nun aus den beiden Algebren F'G und F(Z") eine Rechts-Kreuzproduktalgebra

konstruieren. Dazu bené6tigen wir zunéchst folgenden Satz:
Satz 23: Die Algebra F(Z™) ist eine Rechts-FG-Modulalgebra.

Beweis: Wir miissen nur zeigen, dafl (¢p9)) <g = (¢ < g)(¥ < g), Vo, € F(Z"),g € G:
((¢v) <)) = (¢¥)(g(1)) = ¢(g(1))b(g(1)) = ((¢ < g)(I))((¢» < 9)(1))
= (¢ 29)(¥ <9))

Damit sind die Voraussetzungen zur Bildung einer Kreuzproduktalgebra erfiillt. Wir grei-
fen nun auf Gleichung (5.12) iiber Rechts-Kreuzproduktalgebren zuriick. Fiir unsere Rechts-
Kreuzproduktalgebra F'G x F(Z™) erhalten wir auf den Basis-Elementen die folgende Mul-
tiplikation:

(g2 6N (h®s)=ghe (5 ah)’ =ghos" D! = ghes s/ (5.13)

Wir wollen eine andere Schreibweise fiir Elemente der Kreuzproduktalgebra F'G x F(Z™)

einfithren. Das Basiselement g ® 6! schreiben wir als Cg , d.h. die Basis ist
B(FG wx F(Z")) = {C}lg € G,1 € Z"}.
Die Multiplikation in der Kreuzproduktalgebra schreibt sich damit als:

clel =6,
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5.3.1 Die Multiplikator-Hopf-Algebra C, = F'G x¢ F(Z")

Unser néichstes Ziel ist es, aus der Kreuzproduktalgebra eine Hopf-Algebra zu konstruieren.
Wir werden sie mit C,, = F'G X F(Z") bezeichnen, um anzudeuten, daf sie eine Deformati-
on der Kreuzproduktalgebra F'G x F(Z™) darstellt. Die Deformation wird dabei durch eine
schiefsymmetrische Bilinearform 6 gegeben. Die Kreuzproduktalgebra F'G x F(Z™) besitzt

keine Eins. Deswegen werden wir nachfolgend mit Multiplikator-Hopf-Algebren arbeiten.

Satz 24: Sei C,, der Vektorraum mit der Basis B(C,) = {Cgl|g € G,I € Z"}. Die Alge-

brenstruktur wird durch das Produkt
clcy = sthhed, (5.14)

definiert. Die Algebra C, ist eine Multiplikator-Hopf-Algebra mit den Strukturabbildungen

Komultiplikation AC]) =Y kir-1 62”99(K’L)C;( ®CE,
Koeins e(Cl) = 610, (5.15)
Antipode S (C’gl ) = Cg__gl(l).

Fiir 0 muf$ eine Kozykelbedingung gelten:
Ogn(1,J) = O0n(L,J) + 04((h(1), h(J])). (5.16)

Dabei ist 0, eine reellwertige, antisymmetrische Bilinearform auf dem Raum Z".

Die Summe in der Formel fiir die Komultiplikation ist als eine formale Summe zu verste-
hen. Sie ist nur sinnvoll als ein Element der Multiplikatoralgebra. 6, ist eine reellwertige,
antisymmetrische Bilinearform auf dem Raum Z". Die Wahl von 6 als Bilinearform stellt
die Koassoziativitét der Komultiplikation sicher. Dariiber hinaus soll 8, eine weitere Be-
dingung erfiillen, die eine einfache Interpretation erlaubt: Sie ist notwendig, damit A ein

Algebrenmorphismus ist (siehe Beweis von obigem Satz). Diese Bedingung besagt, daf
Ognl1,7) = Ou(1,.J) + 0, (h(1), () (5.17)

gelten muf. Mathematisch elegant lautet diese Bedingung, dafl 6, ein Gruppen-1-Kozykel
beziiglich der nachfolgend definierten Gruppenkohomologie sein mufl: Es sei C* der Vek-
torraum aller Abbildungen von G* in den Raum aller reellen antisymmetrischen Bilinear-

formen iiber Z™. Dieser Raum werde mit B bezeichnet. Beispielsweise

pecCt, ¢:G— B, gr— ¢g = ¢(g)
peC? ¢: GXxG— B, (91,92) — bg1.g = O(91. 92).
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Auf B gibt es eine Rechtswirkung der Gruppe G, die iiber die Wirkung auf die Multiindizes

definiert ist:
(@ <9, J) =(g]),9(J), Vg € G, ¢ € B;1,J € Z". (5.18)
Der Korandoperator wird als eine Abbildung 6 : C¥ — C**! der folgenden Form definiert:

(6¢)(gla cee agk-i-l) = ¢(g2, cee agk-i-l)

k
Z(_l)l(b(gl? ey 9iGi4 1y - - - 7gk+1)

=1
+ (=) (g1, ., g8) < Gra1-

_l’_

§ ist nilpotent, d.h. 2 = 0. Der Beweis dieser Eigenschaft ist zwar durch direktes Nach-
rechnen zu erbringen, allerdings etwas lédnglich und wenig instruktiv. Deswegen wollen wir
ihn hier auslassen (5.17) besagt nun gerade, daf8 6 ein 1-Kozykel ist (d.h. 60 = 0), denn

50(g,h) = O(h) — O(gh) + 6(g) <h =0

ergibt mit Hilfe von (5.18) genau (5.17), wenn man die Gleichung auf die Multiindizes I
und J anwendet. Fiir das neutrale Element e € G folgt aus der 1-Kozykel-Bedingung , daf3
0. = 0:

O(e) —0(g9) +0(g9) <e=0=0(e) =0, =0.

Beweis von Satz 24: Wir miissen folgendes zeigen:

1. A ist eine Komultiplikation im Sinne der Multiplikator-Hopf-Algebren.
2. Die Abbildungen 7} und 75 aus (3.3) und (3.4) sind bijektiv.

3. Koeins und Antipode sind die kanonischen Strukturabbildungen der Multiplikator-
Hopf-Algebra.

Zu 1: Wir erinnern uns an die Definition einer Komultiplikation in einer Multiplikator-
Hopf-Algebra A aus Kapitel 3: Sie ist ein Homomorphismus A : A — M (A ® A), so dal
Ya,be A

Ala)(1®b) CA® Aund (a®1)A(D) CA® A, (5.19)
und auflerdem Koassoziativitit in folgendem Sinne gilt:
(e®@11)(A®id)(Ab)(1®c) =(id® A)((a® 1)AD))(1®1®c). (5.20)
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Dies priifen wir nun fiir die Basiselemente Cé nach. Zuerst zeigen wir die Erste der Glei-
chungen (5.19)

ACHHAeCh =( Y el gcl)1eCl)
I+J=K

_ Z ezm'eg(l,J)Cg ® 5J’h(R)C£l
[+J=K
_ ezmeg(K,h(R))Cf*h(R) ® Cﬁl.

Die zweite Gleichung aus (5.19) fiihrt ebenfalls zum gewiinschten Ergebnis. Auch der
Nachweis der Koassoziativitdt (5.20) ist durch direktes Nachrechnen zu erbringen. Fiir
Basiselemente ergibt die linke Seite der Gleichung (5.20):

(Cy @1®1))(A@id)(AC]) (1o CF))
— (Cl @1 ®1))(A ® id)e> O HEDN ]~ o o
= (Clo 1@ 1)) N B OR ¢ 0F @ OF

R+S=J—i(K)
o201 (J,i(K)) Z eQwiGh(R,S)(SI,h(R)Cﬁl ® C;f ® C}g

R+5=J—i(K)
270 (J5i(K)) 2mi (b=} (1), — (1())(79 L) ® (7 i(K)—h~ 1(1)® cK. (5.21)

Die rechte Seite von (5.20) ergibt:

(id @ A)((CI @ DAC))(1® 1o Cff)

= (ideA)((Clan( Y "EScfecf)(1e1ecf)
R+S=J

= (id ® A)( Z 2B LRI Ol o 0F) (1@ 1@ CK)
R+S=J

= (id ® A) (™ T DNt D @ ol D) 1 @ 10 CF)
= (T DN T D g S 2RSS OR g Cf) (101 ® OF)
R+S=J—h=1(I)

e%naxh*%ILJMTZ:%I)@De%”%*J‘hfwfxﬂKjng_h_lU)_iu()@3C$§

e27ri(9h(h71(I),J)+0h(J*h71(I)»i(K)))C;L}:l(I) & C;l’*h*l(l)’i(K) ® CK. (5.22)

Vergleich von (5.21) mit (5.22) zeigt die Koassoziativitdt. Auflerdem muff A ein Algebren-

morphismus sein: Einerseits ist
A(C]-Cffy = gtME) N 2miln(MN Ol @ I
M+N=K
Andererseits konnen wir berechnen

ACgIACé( — Z Z 27rz (04(R,S)+0, (M, N))5R h(M)(SS h(N)C Cé\lfz
R+S=I M+N=K
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_ Z eQm(eg(h(M),h(N)H@h(MvN))C% ® Cﬁl

R(M + N) =T
M+N=K

_ L) Z 62m‘(9g(h(M)ﬁh(N)H@h(MvN))c%@C;YL.
M+N=K

An dieser Stelle sieht man, daf§ die Kozykelbedingung (5.16) fiir 6 erfiillt sein muf}, damit

A ein Algebrenmorphismus ist.
Zu 2: Wir geben zunéchst 77 und 75 auf den Basiselementen an:

Ti: (Cp) @ (Cn) — (Cn) ® (Cn)
(Cgl ®C{) — eQmeg(I’h(‘]))CgI_h(J) ® C; )

Ty : (Cp) ® (Cn) — (Cn) ® (Cp)

(Cé ©CY) — e27ri9h(J,fh*1(I))C;l];1(1) 2 C];I—hfl(f).

Der Beweis ergibt sich durch explizite Angabe der Umkehrfunktionen

Ri=T7":(Ch) @ (Cn) — (Cn) @ (C),

CJ © O s Fritalmg M G497 I @ O

Ro=Tyt:(C) ® (Cp) — (C) ® (Cn),
(2;'Q§ (75( — eQﬂieh(‘“Ll()(Tgéfi & (j£(4_J.

Man zeigt nun leicht, dafl BT} = T1R1 = ToRy = RyT5 = id. Wir wollen dies nur
beipielhaft fiir 77 R; nachrechnen:

T1R1(C;,] ® C}If) _ esz‘og(J,—gflh(K))Tl(C;Jrg*lh(K) ® Cglilh)
= 627Ti9g(J,—9’1h(K))e2ﬂi9g(J,9*1h(K))C;Jrg*lh(K)—g*lh(K) ® C,f(

= G/ o CfF.
Zu 3: Betrachten wir zunéchst die Koeins €, welche die Gleichung
€(Cy)Cil = Ty H(Cy ® C)
erfiilllen mufl. Wir berechnen beide Seiten der Gleichung;:

€(Cy)Cy = 8¢y,
MTfl(CgI ® Ch]) _ eQﬂieg(I,—g_lh(J)) Cg]-{—g_lh(J)Cg_lh _ 51,001‘1].

-~

=0 fiir 1=0 =s1.0¢)

Zuletzt wenden wir uns der Antipode S zu. Sie muf} folgender Gleichung geniigen:
S(CHCHF = (e@id) T (C) & CF).
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Auch hier berechnen wir beide Gleichungsseiten:

S(CHCE = C;,QI(J)C;{( _ 5IDRIOCK

(e @id)Ty 1 (C) @ CF) = (e @ id) (2P (hma M oI+ h(E) @ Iy

. _ _ _p—1
— 2mifg(J.g7 h(K) 5,—g lh(K)Cgilh _ Cg—hlh 9(J).

Wir haben damit gezeigt, dal C,, eine Multiplikator-Hopf-Algebra ist. .
Satz 25: Die Algebra C,, ist mit der Involution

(Chy =), (5.23)
eine Multiplikator-Hopf-* Algebra.

Beweis: Es ist zu zeigen, daf§ A ein *Homomorphismus ist, d.h.
A(CH* = (AChH™.
Die linke Seite ergibt

Al =act) = S0 @t BOCR, g 08
R+S=g(I)

Die rechte Seite ergibt

(ACgI)* _ ( Z eQWiGQ(M,N)Cé\/I ®Cé\7>

M+N=I

_ Z B—Qwieg(M,N)ngy) ® ng)
M4N=I

— Z 6727%(9*1(1*?)79*1(5))(;';31 Q 0571-
R+8S=g(I)

Dabei wurde in der letzten Zeile (M) = Rund g(N) = S substituiert. e ~27#s(9~" (F).g1(5))

kann man mit der Kozykelbedingung (5.16) umformen:

B9 (), g~ (S)) = —0,-1 (R, S) + 0u(R, §) = —0,-1 (R, S).
==0

Damit ergibt sich die Behauptung. °

Satz 26: Die Algebra C,, ist eine diskrete Quantengruppe.

Der Beweis fiir diese Aussage ergibt sich aus dem dualen Fall in Kapitel 6.

—108—



KAPITEL 5. FG x F(ZV) UND DAS ALGEBR. QUANTISIERUNGSPROBLEM

5.4 Quasitriangulédre Struktur der Algebra C,

5.4.1 Exkurs: Kohomologie, Twists und quasitrianguléire Strukturen

Wir werden im folgenden Abschnitt feststellen, dafl die Multiplikator-Hopf-Algebra C,, der
Twist einer kokommutativen Multiplikator-Hopf-Algebra ist (und dadurch eine nichttri-
viale quasitriangulidre Struktur erbt). Wir wollen hier vorher in kurzer Form die Zusam-

menhénge zwischen Kohomologie, Twists und quasitriangulérer Struktur darstellen.

Definition 31: Quasitrianguldre Struktur
Eine quasitrianguldre Bialgebra oder Hopf-Algebra ist ein Paar (H,R), wobei H eine
Bialgebra bzw. eine Hopf-Algebra und R € H @ H invertierbar ist. R soll die folgenden

Bedingungen erfillen:

(A ®idg)(R) = Ris - Ros = RY @ RV @ R® . R®),
(idg ® A)(R) = Ri3- Rio = RV . R @ R @ R®),
(roA)(h)=R-(Ah)-R™, VheH. (5.24)

Dabei wurde als Notation gewdhlt:
R = ZR@O) ® RZ@) = RW @ R®. R wird also durch eine Summe zerlegbarer Elemente

2
ausgedriickt.
Rj=1g®...® RY @ly®..® @(j)/ Qg ®...® 1.

i—teStelle j—teStelle
R wird als quasitrianguldre Struktur bezeichnet. R erfillt automatisch die Quanten- Yang-

Bazxter-Gleichung:

RiaR13R23 = RogR13R2.

Die unmittelbare Bedeutung der quasitrianguléren Struktur lafit sich an Gleichung (5.24)
ablesen: Eine quasitriangulére Hopf-Algebra ist i.a. nicht kokommutativ, aber ihre Nicht-
kokommutativitéit wird durch R kontrolliert. Quasitriangulidre Hopf-Algebren dhneln in ih-
ren Figenschaften kokommutativen Hopf-Algebren. Da R automatisch die Quanten-Yang-
Baxter-Gleichung erfiillt, erzeugt jede quasitrianguldre Struktur automatisch Loésungen
dieser Gleichung. Ebenso erfiillt R in jeder Darstellung der zugehdorigen quasitrianguldren
Bi- oder Hopf-Algebra eine Matrix-Losung der Yang-Baxter-Gleichung. Man nennt R des-
halb auch universelle R-Matrix. Natiirlich besitzt jede kokommutative Hopf-Algebra eine
triviale quasitriangulire Struktur R = 1®1, die prinzipiell vollig uninteressant wire, konn-
te man sie nicht durch eine Twist-Abbildung zu einer nichttrivialen quasitrianguldren
Struktur der getwisteten Hopf-Algebra machen. Dies wollen wir nun kurz beschreiben.
Dazu definieren wir zunichst, was eine Twist-Abbildung ist und wie man eine getwistete

quasitriangulére Hopf-Algebra damit erhilt.
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Definition 32: Twist-Abbildung und getwistete Hopf-Algebra
Fine Twist-Abbildung oder kurz ein Twist fir eine Hopf-Algebra H ist ein invertierbares
Element x = S xM @ x® € H® H, fir das gilt:

(1@ x)GEd® A)x = (x ® 1)(A ® id)x.

Satz 27: Sei (H, R) eine quasitrianguldre Hopf-Algebra und x eine Twist-Abbildung auf
H. Dann erhdilt man eine getwistete quasitriangulire Hopf-Algebra (H,, Ry) durch

Ay (h) = x(Ah)x 7, Ry = xa1Rx", Syh=U(ShU .

Dabei ist U = > x1(Sx®).

Wir wollen den Beweis hier nicht fithren, sondern verweisen auf [46]. Das besondere an
dieser Konstruktion ist, dafl man aus einer Hopf-Algebra im Prinzip beliebig viele neue
Hopf-Algebren erzeugen kann, und auch wenn die Ausgangs-Hopf-Algebra H nur eine

triviale quasitriangulére Struktur besitzt, kann R, trotzdem nichttrivial sein.

An dieser Stelle kann und sollte man die Frage aufwerfen, ob Hopf-Algebren, die durch
eine Twist-Abbildung auseinander hervorgehen, eine innere Verwandschaft besitzen und
wie man diese gegebenenfalls beschreiben kann. Eine Antwort darauf wird durch die-
Kohomologietheorie von Hopf-Algebren gegeben. Wir kénnen im Rahmen dieser Disser-
tation nur wenige Grundziige und Aspekte behandeln, die uns fiir ein tieferes Versténdnis

notwendig erscheinen.

Wir benutzen folgende Notation (fiir h € H®™):

Ah=(d®... A®...id)(h), Aoh:=1®h, Apt1h=h®1,
eh =(id®...@e®...id)(h).

Die Operatoren A und e stehen dabei an der i-ten Stelle.

Definition 33: Hopf-Algebren-Kohomologie

Sei H eine Bialgebra oder Hopf-Algebra. Fine n-Kokette wird definiert als ein kounitales
invertierbares Element aus H®". Kounital bedeutet, daf e;x = 1Vi gilt. Der n-Korand
von x wird gegeben als die (n+1)-Kokette

i gerade i ungerade
ox = H Aix H Aixi | = (0+x)(0-x) (5.25)
i=0 i=1

Ein n-Kozykel x ist eine n-Kokette mit Ox = 1.
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So ungewohnt diese Ausdriicke aussehen mogen: Fiir die Funktionenalgebra iiber einer
Gruppe ergeben sich die iiblichen Kohomologie-Definitionen [46]. In den Anwendungen
werden nur die ersten 3 Kohomologie-Riume H!', H2, und H? benétigt. Wir wollen uns

die entsprechenden Koketten, Kozykel und Korédnder genauer ansehen.

(a) Ein 1-Kozykel x ist ein invertierbares Element aus H, so dafl

(x ®x) = Ax,

d.h. die gruppenartigen Elemente aus H sind gleich den 1-Kozykeln. Wegen der

Koeinsbedingung sind die 1-Kozykel automatisch kounital.

(b) Ein 2-Kozykel x ist ein invertierbares Element aus H ® H mit
(1@ x)(id® A)x = (x ® 1)(A ®@id)y. (5.26)
Er ist kounital, falls (e ® id)x = (id ® €)x = 1 ist.

(c) Ein 3-Kozykel ist ein invertierbares Element aus H®3 mit
(1Tex)((ideAeid)x)(x®1) = ((id@id® A)x)(A @id @ id)x).

Er ist kounital, falls (id ® e ® id)xy =1 ® 1.

Wir sehen, dafl die Twist-Abbildung eine Interpretation im Rahmen der Kohomologie
erfahrt: Die Twist-Abbildung ist ein 2-Kozykel.

Die Kohomologie von nichtkommutativen Hopf-Algebren unterscheidet sich von ,,der iibli-
chen Kohomologie“in einem wichtigen Punkt. 8% = 1 gilt i.a. nicht. Fiir die Kohomo-
logiersiume H' und H? hat man aber in jedem Fall die iibliche Interpretation. Sie sind
immer wohldefiniert [46]. Bezeichnen wir den Raum der n-Koketten mit C" den Raum der

n-Kozykel mit Z™ und entsprechend den Raum der n-Korénder mit B", so kénnen wir
leicht H! = Z1/B! und H? = Z?/B? bestimmen:

H': Da HO aus allen invertierbaren Elementen des Koérpers K besteht, erhilt man aus
der allgemeinen Formel (5.25), da8 B! = 1. Oben wurde bereits festgestellt, dafl die
1-Kozykel gerade die gruppenartigen Elemente aus der Hopf-Algebra H sind. Damit
hat man fiir die Kohomologiegruppe H! = Z!' = {h € H| h ist gruppenartig}. Zur

Erinnerung: Die gruppenartigen Elemente einer Hopf-Algebra bilden eine Gruppe.

H?: Sei v € C'. Dann ist es per Definition invertierbar und kounital. Der Korand 0~
ist dann ein kounitaler 2-Kozykel. Dies zeigt man, indem man einfach 9(dvy) = 1

ausrechnet. Ist nun wiederum x ein 2-Kozykel, so ist

X = (047X (0771 = (y@y)xAy (5.27)
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ein 2-Kozykel. Der (allerdings etwas ldngliche) Beweis ist auch hier durch direktes
Nachrechnen zu fithren. x? wird zu x kohomolog genannt. H? besteht aus den 2-

Kozykeln modulo Kohomologietransformationen der Form (5.27)

Ein Wort sei beziiglich > angebracht: Deren Elemente spielen eine Rolle in der Theorie der
Quasi-Hopf-Algebren. Diese sind nichtassoziative Hopf-Algebren, deren Nichtassoziativit &t
(dhnlich wie bei den quasitriangulédren Hopf-Algebren die Nichtkokommutativitit) durch

Elemente aus H?> kontrolliert wird.

5.4.2 (, als getwistete Hopf-Algebra

Wir haben oben 0 als Kozykel eingefiihrt. Falls 6 ein Korand ist, d.h. falls § = §¢, dann
ist C,, eine getwistete Hopf-Algebra, genauer gesagt:

Satz 28: Fiir ein triviales Kozykel 0 ist die Hopf-Algebra C,, ein Twist der kokommuta-
tiven Hopf-Algebra FG xg—o F(Z™).

Beweis: Ausgangspunkt ist die Multiplikator-Hopf-Algebra C,, = FG xy F(Z") fiir den
Fall § = 0. Wir wollen sie mit C? abkiirzen. Ihre Komultiplikation sei mit Ag bezeichnet.
Wir haben somit eine kokommutative Multiplikator-Hopf-Algebra vorliegen. Um zu zeigen,

dal C,, ein Twist dieser Algebra ist, mufl gelten: Es gibt ein invertierbares Element y €
M(C? ®CY), so daf

A(e) = xAo(e)x L, Veed,.

Wir geben x an und priifen diese Gleichung auf den Basiselementen nach:

= X eI ocl = S 0l
I,J€EZ I1,JET

XAo(CH)x ' =x < Y e CEf) X
I+J=K

= > e?MNcM gl ( > Cj@C;{) Y RSk g cs
M,N€eZ I+J=K R,SeZ

= > > MM cM g el (cl o)) (Ccle )
M,N,R,S I+J=K

= Y Y 2N AR GM DN o) gL RIS CR @ 0
M,N,R,S I+J=K

_ Z Ami@(RS)=¢l9(R) 95D O 05
R+S=K

— Z 62ﬂi((5¢)g(375))0§ ® C;’ — ACf.
R+S=K
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Damit x ein 2-Kozykel ist, mufl nach Gleichung 5.26 gelten:
(1®x)(id® A)x = (x ®1)(A ®id)x.

Berechnen wir zuerst die linke Seite:

1Y eIl o cl)(ide A) (Y e ?m RS cl g CF)
I,J R,S

= (1e) e mICl o ¢f)(3_e S 37 cllect ool
nJ RS MeEN=S
= Y e 2mROLNHRMAN) OB @ (M @ G,
R,M,N

Die rechte Seite ergibt:

O e el o Cf @ 1)(A @id) () e RS CE g CF)

I,J ,
=Y erNclecl o)} Y e RSIcM ol e Cy)
I,J R,S M+N=R
_ Z ¢~ 2mGMN)TH(REMN) oM g ON @ oS
M,N,S
_ Z e—27ri(q5(R,M)+¢(R+M,N))cf ® C@]\J ® Cé\f
R,M,N

Der Vergleich liefert das gewiinschte Resultat. Fiir eine getwistete Hopf-Algebra mufl
dariiber hinaus noch gelten, das Sh = U(Soh)U~!, wobei U = x(V(Syx?). Dabei ist
So die Antipode der ungetwisteten Hopf-Algebra. Durch direktes Nachrechnen beweist
man auch diese Eigenschaften. Man kann aber auch ohne rechnen leicht {iberlegen: Da in
die Definition von S die Multiparameterdeformation 6 gar nicht eingeht, d.h. insbesonde-
re auch § = 0 gelten darf, folgt sofort, dal S = Sy ist. Abschlielend zeigen wir, daf} x

kounital ist. Kounital bedeutet in diesem Fall:
(e®@id)x =
Dies 148t sich ebenfalls leicht nachrechnen:

(e@idy =Y e MBSl CF
R,S
Z —2mip(R,S) 5R OCS ZCS
R,S

Zusammenfassend konnen wir sagen: Auf der Kreuzproduktalgebra C,, = FG xg F(Z")
1Bt sich gemé&f Satz 24 eine Hopf-Algebrenstruktur definieren. Wahlt man 8 = 0 , so
erhilt man die kanonische kokommutative Hopf-Algebra, die sich auf Kreuzproduktalge-

bren obiger Form immer bilden 148t (dies gilt zumindest fiir Hopf-Algebren als Faktoren
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im Kreuzprodukt - wir haben in Verallgemeinerung mit Multiplikator-Hopf-Algebren ge-
arbeitet). Ist 6, in der von uns definierten Kohomologie, ein Korand, so ist die damit
definierte Hopf-Algebra mit der kanonischen, kokommutativen durch einen Twist verbun-
den. Um Verwechslungen zu vermeiden, sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daf§ ¢ und
f Koketten in der von uns eingefithrten Kohomologie sind. x dagegen ist ein 2-Kozykel in
der allgemeinen Hopf-Algebren-Kohomologie (siehe z.B. [46]). Die Bedeutung von Twists
liegt darin, dafl man mit ihrer Hilfe neue Hopf-Algebren erzeugen kann. Insbesondere kann
man auch neue quasitriangulédre Hopf-Algebren konstruieren (das sind Hopf-Algebren, die
eine quasitriangulire Struktur, oft auch R-Matrix genannt, besitzen), wenn man von ei-
ner vorhandenen quasitriangulédren Hopf-Algebra ausgeht. Jede Hopf-Algebra besitzt die
triviale quasitrianguldre Struktur R = 1 ® 1, die man als Ausgangsstruktur benutzen
kann. Die oben eingefiihrte Twist-Abbildung y fiihrt tatsichlich zu einer nichttrivialen
quasitrianguldren Struktur R. Diese wollen wir im Folgenden konstruieren und bei dieser

Gelegenheit die erforderlichen Definitionen kurz angeben.

5.4.3 Quasitriangulidre Struktur von C,

Fiir den Fall des trivialen Kozykels 6 besitzt die Kreuzproduktalgebra C,, = F(Z") xg FG
eine quasitriangulire Struktur R (genauer gesagt eine triangulire Struktur), die sich iiber
den Twist x nach Satz 27 berechnen 1:8t.

Satz 29: Die Multiplikator-Hopf-Algebra C,, = F(Z"™) xg FG besitzt fir ein triviales

Kozykel 0 eine quasitrianguldre Struktur

R=> e *Uclg Y. (5.28)
I,J

Beweis:

R=yxa(1®1)x}

— (Z e—ZWiqb(R,S)Cg ) Cf)(z 627ri¢(I,J)CeI ® Cé])
1.7

R,S
_ Z 6727ri(¢(J,I)f¢>(I,J))CeI ©CJ = Z 674m‘¢>(1,1)061 ©C.
1,J 1,J

5.5 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel die Kreuzproduktalgebra F(Z™) xy FG als Modell fiir ei-

ne algebraische Quantisierung eingefiihrt. Man kann sie als Quantisierung der Bewegung
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eines Teilchens interpretieren, das sich in dem Raum Z", auf einem G-Orbit bewegt. Es
werden dabei alle G-Orbits quantisiert. Wir haben gezeigt, dafl die Kreuzproduktalgebra
F(Z™)x9 FG eine nichtkokommutative Multiplikator-Hopf-Algebren-Struktur besitzt. Die-
se nichtkokommutative Struktur resultiert aus einer Multiparameterdeformation, die durch
eine antisymmetrische Bilinearform 6 gegeben wird. § wurde von uns im Rahmen einer
Kohomologie als 1-Kozykel interpretiert. Wir konnten zeigen, daf, falls 6 ein Korand ist,
F(Z") xg FG als Twist der kokommutativen Multiplikator-Hopf-Algebra F(Z") xg—o F'G
hergeleitet werden kann. Fiir diesen Fall konnte gezeigt werden, dafl F(Z") xg FG ei-
ne nichttriviale quasitrianguléire Struktur besitzt. Es sei darauf hingewiesen, dafl wir im
Rahmen der Theorie von Multiplikator-Hopf-Algebren gearbeitet haben. Diese Theorie
ist in ihren Anwendungen bei weitem noch nicht so ausgearbeitet wie die Theorie der
Hopf-Algebren. Deshalb wurden weitestgehend alle Rechnungen angegeben, da Séitze und
Beweise aus der Hopf-Algebren-Theorie nicht immer ohne weiteres tibernommen werden
konnten. Man kann die Betrachtungen auch fiir C*-Algebren erweitern und dann zeigen,
daBl F(Z™) xg FG eine diskrete Quantengruppe ist.
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Kapitel 6

Verallgemeinerungen des

Quantendoppeltorus

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Réumen beschéftigen, die mit dem Nichtkommuta-
tiven Torus assoziiert sind. Dieser ist (wir haben das schon einige Male friither erwéhnt)
der vielleicht best-studierte Raum der Nichtkommutativen Geometrie. Es ist naheliegend
diesen Raum unter dem Gesichtspunkt von Symmetrien zu untersuchen. Zwar ist auf dem
Nichtkommutativen Torus keine Hopf-Algebren-Struktur bekannt, man weif} jedoch [32],
da auf dem Quantendoppeltorus, der eine Summe von einem kommutativen und einem
nichtkommutativen Torus ist, eine solche Struktur existiert. Wir werden im Folgenden zei-
gen, dafl dies nur der Spezialfall einer allgemeineren Konstruktion ist, mit deren Hilfe man
eine unendliche Klasse von Hopf-Algebren und Quantengruppen erzeugen kann, die alle
dem Nichtkommutativen Torus assoziiert sind. Die Konstruktion ist hierbei iibersichtlicher
als in [32], wo die Hopf-Algebren-Struktur iiber eine Kozykeldeformation hergeleitet wird,
wéhrend wir es in [23] vorgezogen haben, direkt mit Generatoren der Algebra zu arbei-
ten. Die Multiplikator-Hopf-Algebren des 5. Kapitels erweisen sich als dual zu den mul-
tidimensionalen Nichtkommutativen Tori, genauer: Es gibt eine duale Paarung zwischen
diesen (Multiplikator-)Hopf-Algebren. Das Studium der nachfolgend konstruierten Hopf-
Algebren bei Wurzeln der Eins (Kapitel 7) ermoglicht die Bildung interessanter endlichdi-
mensionaler Hopf-Algebren. Wir werden zeigen, wie diese mit den Kac-Paljutkin-Algebren
zusammenhéngen. Ein wesentliches Resultat dieser Betrachtungen ist die Darstellung des
Quantendoppeltorus als Hopf-Galois-Erweiterung des kommutativen Torus mittels einer
der ebenfalls endlichdimensionalen Hopf-Algebren (Kapitel 8). Hopf-Galois-Erweiterungen
stehen im Formalismus der Nichtkommutativen Geometrie zu Prinzipal-Faserbiindeln in
der gleichen Beziehung wie Quantengruppen zu Gruppen: Sie sind die nichtkommutativen
Verallgemeinerungen und Gegenstiicke zu den klassischen Prinzipal-Faserbiindeln. Die in
diesem Kapitel konstruierten Hopf-Algebren und Quantengruppen kénnen die Grundlage

fiir interessante Modelle in der Nichtkommutativen Geometrie bilden.
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6.1 Nichtkommutativer Torus

Der Nichtkommutative Torus und seine spektralen Tripel sind das Standardbeispiel fiir
einen nichtkommutativen Raum und fiir eine nichtkommutative Spinmannigfaltigkeit. Wir
wollen nur ganz kurz die Definition des Nichtkommutativen Torus geben, wobei fiir uns
nur die algebraischen Relationen wichtig sind, wiahrend wir die C*-Algebren-Struktur nicht

explizit benstigen.

Definition 34: Nichtkommutativer Torus

Der Nichtkommutative Torus T, 92 ist definiert als die Algebra

T2 := {a = Z arsu™v%| ars € S(Z2)}.

r,SEL

Dabei ist S(Z?) der Raum der schnell fallenden Doppelfolgen. Der Nichtkommutative
Torus liegt dicht in der Algebra A2, die isomorph ist zu der universellen C*-Algebra A,

welche von zwei unitdren Generatoren u und v erzeugt wird, so dafl die Relation

vu = 2™y
gilt. Da wir uns in dieser Arbeit primér auf die algebraischen Aspekte beschrianken wollen,

werden wir etwas unprézise auch fir die Menge der Polynome a = ), arsu"v® vom

7,s€
Nichtkommutativen Torus reden. Die Ubertragung und Erweiterung zur vollen analyti-
schen Betrachtungsweise bildet fiir die von uns behandelten Konstruktionen keine Schwie-
rigkeit. Insbesondere werden wir ohne Probleme beweisen kénnen, dafl die von uns kon-
struierten Multi-Tori kompakte Quantengruppen sind. Man kann den Nichtkommutativen
Torus auch auf den Fall mit N Generatoren verallgemeinern, wobei die Vertauschungs-
relationen dann nicht mehr durch einen Parameter, sondern durch eine Matrix gegeben

wird.

6.2 Nichtkommutative Multi-Tori

6.2.1 Algebrenstruktur

Wir benutzen die gleichen Bezeichnungsweisen und Konventionen wie in Kapitel 5. Es sei
G eine endliche Gruppe der Méchtigkeit |G|. Eine solche endliche Gruppe kann immer als
Untergruppe der Permutationsgruppe S,, aufgefa$t werden (um dies zu sehen, mufl man
nur die Elemente aus G numerieren und die reguldre Wirkung der Gruppe auf sich selbst
betrachten). Mit h € G und I € Z" ist h(I) einfach eine Permutation des Multiindex I.

Wir betrachten den Vektorraum 7,,, der konkret durch eine Basis U, ; ,9€ G I eZm ge-
geben wird, d.h. er besitzt eine Basis, deren Elemente durch die Elemente der Gruppe G
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und durch einen Multiindex ,,numeriert* wird. Elemente aus 7,, konnen als endliche Li-
nearkombinationen der Basiselemente geschrieben werden. Eine unitale Algebrenstruktur

ergibt sich, wenn man eine Multiplikation wie folgt definiert:
ULty = 5, pe*m 0Dyl (6.1)

0 ist wiederum eine reelle antisymmetrische Bilinearform. Wir fordern wie in Kapitel 5,
daf 6 ein 1-Kozykel in der dort definierten Kohomologie ist. Aus (6.1) erhélt man sofort

die Vertauschungsrelation, wenn man die Antisymmetrie von 6, beriicksichtigt:

U;U];] _ 647”'99([,]) U}{UQI

7, ist eine unitale Algebra, wobei die Eins der Algebra 7, offensichtlich durch

1z, = ZUE?

geG

gegeben ist. Zu festem g € G existiert eine Unteralgebra mit Basiselementen U; , ez
Die Algebra 7, kann demnach als eine Summe von diesen Unteralgebren aufgefasst werden.

7T, ist zusétzlich auch eine *Algebra. Die Involution ist als

uh=u". (6.2)
definiert. Die U, g sind selbstadjungierte, paarweise orthogonale Projektoren in der Algebra.
Bezeichnet man mit eq,...,e, die kanonische Basis von Z", dann sind die Elemente

Z Ugt, i= )

geG

unitér. Sie erfiillen die Gleichung

O (U)y U = eyl i g =1, . (6.3)
geG

Beweis: Wir zeigen zunichst die Unitaritéit der U

Wy = w5y = U

geG geG
—eirrei 2mifly(—eiei) 70 0_
Z Ug 61U;1 — Z 697}16 T g( ezyez)Ug — Z Ug = 1Tn
g,heCG g;heG geG

Analog zeigt man U*(U?)* = 17,. Damit ist die Unitaritit der U’ bewiesen. Es bleibt noch
Gleichung (6.3) zu zeigen:

(UZ)*(U])*UZUJ — Z 627ri69(ei’ej)U;+j Z 627”9}1(@1'75]')(]};@'*]'

geG heG
— Z 5 27”(9g el,eJ)JrOh(eZ,eJ))Uer]U—l J_ Z 647”99(3276]
g,heG geG
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Fassen wir diese Ergebnisse in einem Satz zusammen:

Satz 30: Auf dem Vektorraum T,, mit der Basis B(T,) = {Ul|g € G,I € Z"} wird durch
ULU{ = 6,2 00D+
eine unitale * Algebrenstruktur definiert. Die Eins und die Involution sind durch

T D
geG
gegeben. Die Algebra wird von den selbstadjungierten Projektoren Ug, mit g € G, und

den unitdren Elementen

U'=> Ug i=1,...,n
geG

erzeugt.

Man erhélt also fiir jede endliche Gruppe G eine unendliche Algebra. Wir wollen ihre
Struktur noch ein wenig deutlicher herausarbeiten. Betrachtet man die Multiplikation
(6.1), so sieht man, dafl die Algebra 7,, offensichtlich in zueinander orthogonale Unteral-
gebren 7,7, g € G zerlegt werden kann. Die Unteralgebra 7,) wird von Ugi,i=1,...,n
erzeugt (wobei die e; wieder die Standardbasis in Z" sind). Die einzelnen 7,) sind nicht
nur Unteralgebren, sondern sie sind Ideale der Algebra 7,,. Dies ist aufgrund der Multi-
plikation (6.1) klar. Eine Sonderstellung nimmt das Ideal 7,¢ ein. Da 6, = 0 ist, ist diese
Unteralgebra kommutativ. Bedenkt man, dal der Nichtkommutative n-Torus definiert ist

als C*-Algebra, die von n Generatoren Vi,...,V, mit den Relationen
V;V} _ 647T’i9(ei,6j)‘/jv’i

erzeugt wird, so kénnen wir unsere Uberlegungen in einem Satz zusammenfassen:

Satz 31: Die Algebra 7T, ist die direkte Summe von |G| — 1 Algebren, die als Poly-
nomalgebren auf dem nichtkommutativen n-Torus aufgefafst werden kénnen, und einem

kommutativen n-Torus.

6.2.2 Hopf-Algebren-Struktur auf 7,

7, ist nicht nur eine Algebra, sondern besitzt sogar eine Hopf-Algebren-Strukur.
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Satz 32: Die Algebra 7, ist eine Hopf-Algebra mit den folgenden Strukturabbildungen:

AUgf = th:g U?(I) ® U}{, Komultiplikation

e(Uf) = ge, Koeins
S(UI) Ug_l(l) Antipode.

Beweis: Da die Hopf-Algebren-Struktur von 7, zentral fiir dieses Kapitel ist, wird der
Nachweis aller erforderlichen Eigenschaften nachfolgend ausfiihrlich gerechnet. Es geniigt
dabei, alle Relationen auf den Basiselementen der Algebra zu iiberpriifen, da alle Struk-
turabbildungen als Algebrenmorphismen (oder -antimorphismen) definiert werden. Wir

miissen also zeigen:
1. Koassoziativitét.
2. Koeinsbedingung.
3. Antipodenbedingung.

4. A, e sind Algebrenmorphismen.

Zu 1: Zu zeigen: (A ®id)o A = (id® A)o A

Awidav) =Y avfPeul =3 Y v v s uf

fh=g fh=gab=f
= Y vt eu" e Ut
abh=g

(ido A (AU = S vk eavl =3 S vl e o Ul

ak=g ak=g bh=Fk
= Y v euP e ut.
abh=g

Dabei wurde wiederholt die Definition der Komultiplikation benutzt.
Zu 2: Zu zeigen: (€ ® id)(AU]) = (id @ €)(AUL) = UL, Vg € G, 1 € Z".

(e@id)(AUD) = (e@id)( Y. UpP @ Ul) =3 6. = UL
fh=g

Analog zeigt man (id ® e)(AU;) = U;.
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Zu 3: Zu zeigen: pu(S ® id)A(U;) = pu(id ® S)A(Ugl) = e(U;)lTn.

(S @id)AUL) = u(S @id)( Y U}L(D ® U})

fh=g
= > swp) vl =3 v g
fh=g fh=g
Z . €270 (=S (D) I)UO Z 5, e€27r10h( 1.1) U

fh=g
= 0g.elz, = (U1,

Zu 4: Zu zeigen: A(U;U}‘L]) = 597;162“99(1"])A(U;+J).

AUlUly = (avhav!) = - uP e uh (> U o UY)

kl=g rs=h
= Y vV euiv!
kl=g
rs =h
= 37 Gy, 2RO DS GUD () @ I+
kl=g
rs =h
= 3 6, pe2 iDL N U+ @ g1+
rs=g
_ Z s 7h627rz‘0m(I,J)Uﬁ(I)+s(J) ® U+’
rs=g

_ 5g7h627ri0g(I’J)A(UgI+J)
Im vorletzten Schritt wurde die 1-Kozykelbedingung (5.16) benutzt.
Zu zeigen: ¢(UD)e(U)) = e(ULUY)

G(UgI)E(UB]) = 0g,e0h,e = 5g,h5976
G(UgIUf{) _ 6((5g7h62m99(1’J)UgI+J) _ g,h(sg, 627r20g(1 J) _ ). h5g ..

Satz 33: 7,, ist mit der Involution (6.2) eine Hopf-*Algebra.

Beweis: Eine Hopf-*Algebra muf3 folgende Bedingungen erfiillen

Ao* — (*®*) OA,

EO* :* OE,

(6.5)

d.h. A und € sind *-Homomorphismen. Diese Bedingungen sind leicht nachzurechnen:

AU = => v Weu,
rs=g
(fe)Au)) = (o) U eul) =Y U Weus .
rs=g rs=g
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Damit ist (6.4) gezeigt. (6.5) ist mit der Definition von € klar, wobei auf C die Involution
durch Komplex-Konjugation gegeben ist. Fiir die Antipode S folgt aus (6.4) und (6.5),
daf

(S(h))* = S~Yn"), heT,. (6.6)

Das zeigt man, indem man zuerst beweist, dafl * o S~1o* eine Antipode in 7, ist. Aus der
Eindeutigkeit der Antipode folgt sofort (6.6).

6.3 Multi-Tori als kompakte Quantengruppen

Auch wenn wir uns entschlossen haben, im Rahmen dieser Dissertation ausschlielich eine
algebraische Betrachtungsweise zu wihlen, wollen wir doch zeigen, dafl es ohne weiteres
moglich ist, die nichtkommutativen Multi-Tori in einem C*-Algebren-Kontext als kompak-
te Quantengruppe im Sinne des 4. Kapitels zu beschreiben. Die C*-Algebren-Struktur der
nichtkommutativen Tori setzen wir als gegeben und bekannt voraus. Zunéchst werden wir
zeigen, daf} die Multi-Tori eine kompakte Matrixquantengruppe entsprechend Definition 28
bilden. Bereits in Kapitel 4 hatten wir angemerkt, dafl kompakte Matrixquantengruppen
automatisch kompakte Quantengruppen sind. Die Hopf-Algebrenstruktur auf 7,, haben
wir bereits gezeigt. Was iibrig bleibt ist die Konstruktion einer Matrix M mit Eintrédgen
M;; € T, so daf} die Komultiplikation die einfache symbolische Schreibweise

AM =M@ M

annimmt. Die Eintriage dieser Matrix miissen dabei die Algebra 7,, erzeugen. Wir nume-
rieren die Elemente der endlichen Gruppe G einfach als e, g1, ..., gr durch. Betrachten
wir 0.B.d.A irgendein Basiselement U ; 1(611) (mit e; kanonisches Basiselement aus Z"). Wir
nehmen ein solches ,,unnétig komphzlert“aussehendes Basiselement, weil wir die Matrix
M mit solchen Eintrdgen bilden werden. Auf dieses Element wenden wir nun die Komul-
tiplikation entsprechend (6.4) an.

AUgl(ez) _ Z U;Lgl(ei) ® Ugl(ei) _ rrhar(ed) U,“i“(ei). (6.7)

h

9297 ) g2gy 'h!
fh=g29;
Man kann nun iiberpriifen, daf$ die folgende Komultiplikation fiir jeden einzelnen Eintrag

dieser Gleichung entspricht.

Uel Ugl(ez) UHQ(ez) Ugf(ez’)

1

9o
Uel Ugl (eq) U92(51) ng (ez)

g g950 T Tgigt
A Ugel Ugl(izl) UgQ(ez) ng(ez) —

_1
9291 929,

e; rr91(es) rrg2(es) gr(eq)
Ug nggfl ngggl ... Ug,
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e Ugl(ei) UHQ(ez') ng(ei) e Ugl(ei) UHQ(ez') ng(ez')
e gt ot T gt ¢ gt R
Ugef Ué]l(ei) U92(ii1) ng(fi) Ugef Ueg1(ei) U92(ii) ng(fi)
o) prar(e) 1aa) o) o) prar(e) 1aa)  pran(e)
= | g unel up® o) | o | ug v e o) | (o)
o ra(e) e rronler) o ra(e) e rranler)
Ul gl o Ugs U U U

Diese Matrixgleichung ist symbolisch fiir

AMy = Z My @ My
u

Ein einziger Schritt ist nun noch zu vollziehen: In der obigen Matrix stehen noch nicht alle
Generatoren von 7,,. Man muf} noch e; ,laufen lassen“. Bezeichnen wir die obige Matrix

mit M?, so bilden wir einfach die gréfere Matrix

MY 0 ... 0
0 M2... 0

(6.9)
0 0 ...M"

In dieser stehen sicherlich alle Generatoren, und sie besitzt beziiglich der Komultiplikation

die gewiinschte Form. Damit ergibt sich:

Satz 34: Die Hopf-Algebra T, (erweitert zu einer C*-Algebra) ist eine kompakte Ma-
trizquantengruppe im Sinne von Woronowicz [71] und damit eine kompakte Quanten-

gruppe.

6.4 Die Dualitidt von 7, und C,

Auf der Stufe der Basiselemente von 7,, und C,, wird die Dualitéit der beiden Vektorrdume
durch

<CgI’UiL]> = g,hél’J

definiert. Bevor wir mit der Untersuchung der Dualitét fortfahren, ist es an dieser Stel-
le vielleicht angebracht, darauf einzugehen, wie man praktisch bei Kenntnis der Hopf-
Algebren-Struktur von 7, zu C, kommt. Wir wissen zwar, dafl der Dualraum von 7, keine
Hopf-Algebra sein muf, da 7,, unendlichdimensional ist (siche Unterabschnitt 2.2.3), man
kann aber trotzdem versuchen, einfach formal mit den Gleichungen (2.15)-(2.20) zu dua-

lisieren. Man gelangt dann auch tatséchlich zu den Formeln (5.14) und (5.15). Allerdings
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tauchen dort die unendlichen Summen in der Komultiplikation auf, die als abkiirzen-
de Schreibweise fiir Elemente der Multiplikatoralgebra interpretiert werden miissen. Man
kann auch umgekehrt von der Multiplikator-Hopf-Algebra C,, ausgehen und zeigen, dafl
7, dual zu dieser Multiplikator-Hopf-Algebra ist, indem man die Konstruktion aus [19]
benutzt. Wir wollen die Beweise und Definitionen hier nicht fiihren, sondern geben das

Ergebnis als Satz an:

Satz 35: Die (Multiplikator-)Hopf-Algebren C,, und 7, sind in der Kategorie der
Multiplikator-Hopf-Algebren dual zueinander.

6.5 Der Quantendoppeltorus

Wir wollen nun einen wichtigen und interessanten Spezialfall betrachten, der sich aus der
allgemeinen Konstruktion der vorherigen Abschnitte ergibt. Als Algebra wihlen wir 75.
Die Gruppe G ist gerade Zo. Diese Gruppe besteht nur aus zwei Elementen: dem neutralen
Element e und o. Die Multiindizes sind Elemente aus Z?2. Die Wirkung von Zo auf Z? ist
durch den Flip o : (n,m) — o(n,m) = (m,n) gegeben. Der Quantendoppeltorus ist eine
direkte Summe aus einem Kommutativen Torus (korrespondierend zum neutralen Element
e = +) und einem Nichtkommutativen Torus (korrespondierend zu o = —). Das Kozykel

0 wird (wegen der Antisymmetrie) durch einen einzigen reellen Parameter gegeben:

q= 647”'9(61762)

)

wobei {ej1, e2} die kanonische Basis in Z? ist (es sei zur Sicherheit angemerkt, daf natiirlich
nicht ¢ der reelle Deformationsparameter ist, sondern, daf§ dieser in der Matrix € steht).

Wir fassen die Eigenschaften des Quantendoppeltorus in einer Definition zusammen:

Definition 35: Quantendoppeltorus
Der Quantendoppeltorus DT, ist eine nichtkommutative und nichtkokommutative Hopf-
Algebra. Er wird als Algebra erzeugt von den unitdren Generatoren U,V und den selbst-

adjungierten Projektoren Py, P_ mit den Relationen

VU = P.UV +qP_UYV,

P+U=UP+,
PV =VP,,
P++P_ :1
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Die Komultiplikation ist (mit Uy = UPy,Vy =V Py):

A Up vy (U Vo - U, V_
U_V, U_ v, u.vy )
Koeins € und Antipode S sind gegeben durch

eUy) =e(Vy) =e(P4) =1,

SU,) =U"tpP, SU_)=v~p_,
S(V,)=v-lp,, S(V.)=U"'P_,
S(Py) = Py

DT, ist die direkte Summe von Polynomen auf dem Kommutativen Torus, die von U, V.
erzeugt werden, und den Polynomen auf dem Nichtkommutativen Torus, die von U_, V_

mit der Relation U_V_ = qV_U_ generiert werden.

Bisher haben wir in diesem Abschnitt nur algebraisch gearbeitet. Selbstversténdlich kénnen
wir DT, durch einen geeigneten Abschlufl zu einer C'*-Algebra machen (wir haben das
schon allgemein gezeigt). Diese wollen wir ebenfalls einfach als Quantendoppeltorus be-

zeichnen. Das wird im Folgenden kaum zu Verwirrungen fiithren.

Satz 36: Der Quantendoppeltorus ist eine kompakte Matrizquantengruppe im Sinne von

Woronowicz und damit eine kompakte Quantengruppe.

Der Beweis ergibt sich einfach durch Uberpriifen der Axiome in Definition 28 fiir eine
kompakte Matrixquantengruppe, wie sie in Kapitel 4 eingefiihrt wurden. Dort hatten
wir bereits darauf hingewiesen, dafl solche kompakten Matrixquantengrupen tatséchlich

kompakte Quantengruppen im Sinne von [45] sind.

6.6 Beispiele

Wir haben sowohl im Fall der Multiplikator-Hopf-Algebra C,,, als auch fiir die Hopf-Algebra
7, auf den Nichtkommutativen Multi-Tori gesehen, dafi die Deformation durch eine an-
tisymmetrische Bilinearform 6 gegeben ist, die als 1-Kozykel in einer von uns definierten
Kohomologie interpretiert werden kann. Die Konstruktionen sind prinzipiell fiir alle end-
lichen Gruppen G durchfiihrbar. Es stellt sich die Frage, ob man zumindest fiir spezielle
endliche Gruppen weitergehende Aussagen iiber die Bilinearform 6 machen kann. Wir

werden zeigen, dafl dies zumindest fiir zyklische Gruppen ohne weiteres moglich ist.

Wir betrachten die Gruppe G = Zy, also die zyklische Gruppe mit N Elementen. Diese
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Gruppe wird durch ein einziges Element erzeugt, und genau diesen Sachverhalt macht
man sich fiir die Bestimmung von 6 zunutze. Aus der 1-Kozykelbedingung (5.16), der 6

geniigen mufl, bekommt man zunéchst

0= 8y _1g(1,J) = 0,(1,.T) + 6, (9(I),9(J])).

Den zweiten Summanden 6y, ,(g(1), g(J)) kann man nun weiter mit der Kozykelbedingung

bearbeiten und dies so lange fortsetzen, bis man man letztlich zu der Formel

0= 0y(1,J) +04(9(1), 9(J)) + 04(92(1), 92(J)) + - .. + Og(gn-1(1), gn-1(J))  (6.10)

gelangt. Die gesamte Deformation wird damit durch eine einzige Bilinearform 6, = ©
bestimmt. Da ©(Z, J) auch als ;. I;©;xJx geschrieben werden kann, ist (6.10) gleichbe-
deutend mit folgender Relation fiir die Matrix ©:

N—-1
Z Otk j+k =0, 0<14,j < N.
k=0

Wir berechnen dies fiir den Fall von Zs.

Beispiel 9: G = Zso

Fiir Zo lauten die obigen Gleichungen der Matrizeintrdige von © = 0y:

O12 + 091 =0,
©11 + 0602 = 0.

Sie werden von der antisymmetrischen Matriz

=(%0)

erfillt. Diese Losung ist (wie man sofort sehen kann) ein triviales Kozykel, da es § einer

konstanten Bilinearform ist. Die Hopf-Algebra ist die Duale des Quantendoppeltorus.

Beispiel 10: G = Z3

Wir wollen die antisymmterische Matrix © fir die Gruppe Zs berechnen. Berticksichtigt

man die Antisymmetrie, so erhdlt man die folgende Bedingung fiir die Matrizeintrige:
Oo1 + O12 + Oz = 0.

Die Losung wird durch die folgende Matrix gegeben:

0 0 —p
O=-0 0 —0+)p) (6.11)
p (B+p) O

Wiederum kénnen alle Matrizen (Bilinearformen) 04, rekursiv aus der oben berechneten

hergeleitet werden, so daf$ die gesamte Deformation durch 2 Parameter beschrieben wird.
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Beispiel 11: G = Zy X Zo

An diesem Beispiel, daf$ immer noch relativ einfach ist, werden wir sehen, dafs fir beliebige
endliche Gruppen die Deformation deutlich komplizierter wird, da man nicht mehr mit
einer Matriz 6 auskommt. Die Gruppe G = Zo X Ly wirkt auf Z* durch vertauschen der
ersten beiden Eintrige bzw. der letzten beiden Eintrige der Vektoren aus Z*. Sie besteht
aus 4 Elementen{e,o1,09,012 = 0109}. e ist natirlich das neutrale Element, und o1, o2

haben die Matrizdarstellung

0100 1000

1000 0100
o1 = R 02 =

0010 0001

0001 0010

Natiirlich gilt [o1,09] = 0, sowie O'i2 = e. Aus der Kozykelbedingung folgt fiir die Matrizen
Os, und Oy, :

0= 0-29020-1 + 90'7;,
9012 = 00102 = 0'290102 + 902,

9021 = (90201 = 0'19020'1 =+ 001.

Als Ergebnis bekommt man

0 ab c 0 0 b -
o — —a 0 —b —c 0 _ 0 0 b —=b+c) (b—0b —c)
o ~bb 0 0 |’ 7 b —(t —b+c) 0 f!
—cc 0 0 b —(b—-b—c¢) —f 0

Die Matrixz 0,,, ist damit ebenfalls festgelegt, so dafi die Deformation insgesamt 5 freie

Parameter enthdlt.
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Kapitel 7

Multi-Tori und duale Multi-Tori

bei Wurzeln der Eins

7.1 Endlichdimensionale Hopf-Algebren

Will man Modelle fiir Spektrale Tripel mit Quantengruppensymmetrie konstruieren, so
wird man insbesondere nach endlichdimensionalen Beispielen suchen, da man hier (sowohl
beziiglich der spektralen Tripel, als auch beziiglich der Hopf-Algebren) die Dinge besser
klassifizieren, kontrollieren und auch konkret berechnen kann. Dies gilt, obwohl selbst die
endlichdimensionalen Hopf-Algebren keineswegs vollstéandig klassifiziert sind. Einen guten
Uberblick iiber den Stand der Forschung, endlichdimensionale Hopf-Algebren betreffend,
gibt [2]. Es sei hier ein kleiner Uberblick dariiber gegeben, wie man sich endlichdimensio-
nale Hopf-Algebren , beschafft:

e Duale Hopf-Algebren: Ist H eine endlichdimensionale Hopf-Algebra, so ist (wie
wir bereits wissen) auch die duale Hopf-Algebra H* eine endlichdimensionale Hopf-
Algebra.

¢ Funktionenalgebren iiber endlichen Gruppen: Die komplexwertigen Funktio-
nen iiber einer endlichen Gruppe bilden eine endlichdimensionale Hopf-Algebra. Die-

se ist immer halbeinfach.

e Gruppenalgebra: Die Algebra, die von den Elementen einer endlichen Gruppe
frei erzeugt wird, ist eine endlichdimensionale Hopf-Algebra. Auch diese Algebra ist
halbeinfach.

¢ Erweiterungen: Bei Erweiterungen von Hopf-Algebren, ist die grundlegende Idee,
dafl man ,grofere“Hopf-Algebren aus ,kleineren“aufbaut. Dazu betrachtet man Se-

quenzen von Hopf-Algebren der Form

1—A-%S0C-5% B—1.
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Dabei ist (fiir eine exakte Sequenz) ¢ eine injektive und 7 eine surjektive Abbildung,
und 1 bezeichnet die Hopf-Algebra K. Mit Erweiterungen werden wir uns in Kapitel
8 beschiéftigen.

o ., Twisting“: Dafl man aus einer Hopf-Algebra unter Umsténden durch eine Twist-
abbildung eine neue Hopf-Algebra erhalten kann, wobei dabei quasitriangulére Struk-
turen eine grofle Rolle spielen, haben wir bereits im unendlichdimensionalen Fall in
Abschnitt 5.4 gesehen. Dies gilt natiirlich insbesondere auch fiir endlichdimensionale
Hopf-Algebren. Eine kurze Einfithrung in die mathematischen Aspekte der Erweite-

rungen, insbesondere von endlichdimensionalen Hopf-Algebren, findet sich in [2].

¢ Quantendoppel: Eine, auch historisch wichtige, Konstruktion ist das Quantendop-
pel, das im Wesentlichen aus einer Hopf-Algebra H und der Hopf-Algebra (H *)P
(cop steht fiir das ,,opposite“Koprodukt) aufgebaut ist. Hiermit wollen wir uns im

Rahmen dieser Arbeit nicht beschéftigen.

In den folgenden Abschnitten und in Kapitel 8 befassen wir uns mit der Konstruktion von

endlichdimensionalen Hopf-Algebren durch Erweiterungen und Quotientenbildung.

7.2 Die Algebra der Multi-Tori bei Wurzeln der Eins

Nachdem wir die Hopf-Algebren-Struktur der Nichtkommutativen Multi-Tori ausgiebig
diskutiert haben, wollen wir uns der Frage zuwenden, wie wir aus den Multi-Tori neue,
endlichdimensionale Hopf-Algebren konstruieren kénnen. Um das allgemeine Verfahren
anhand eines einfachen Spezialfalles (auf den wir spéter in Abschnitt 7.2.1 zuriickkommen
werden) zu motivieren, betrachten wir den Quantendoppeltorus 75. Die relevante endliche
Gruppe ist hierbei G = Zs (siehe Abschnitt 6.5). Der Quantendoppeltorus wird als Algebra

von den Generatoren UL, Vi mit den Relationen

ViUy = ULy,
VU —qU V.

dmif(e1,e2) geschrieben werden, wobei ey, es die kanonische

erzeugt. ¢ kann hierbei als ¢ = e
Basis von Z? ist (Z? wird als Z-Modul aufgefafit). Zu einer endlichdimensionalen Algebra

gelangt man, indem man setzt:
Uy =V =1, (0" =1.

q ist also eine Wurzel der Eins. Natiirlich mufl man nachpriifen, ob die so entstandene Alge-
bra auch eine Hopf-Algebra ist. Wir werden, wie gesagt, auf dieses Beispiel zuriickkommen.

Zunichst wollen wir jedoch die Konstruktion von endlichdimensionalen Hopf-Algebren nun
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allgemeiner durchfiihren, d.h. wir verlassen den einfachen Fall mit nur einem Deformations-
parameter und wenden uns der durch Matrizen 6, gegebenen Multiparameterdeformation

zZu.

Wir setzen folgendes voraus:

1. 6, € MN(Q)Vg € G, d.h. 0, enthélt nur rationale Eintréige.
2. L bezeichne eine G-invariante Untergruppe von Z", d.h. aus [ € L = g(I) € L.

3. Auflerdem gelte 0,(I,J) € Z VI € L,J € Z™, g € G.

Die erste Bedingung ist dabei eine nétige Voraussetzung um Bedingung 3 erfiillen zu
konnen. Die Bedingung, daf§ £ eine G-invariante Untergruppe von Z" sein soll, ist eine

Konsistenzbedingung: Sie stellt sicher, dafi die Kozykelbedingung
Ogn(I,J) = 01, J) + 04(R(I),h(J]))

erfillt wird, wenn I € £ ist. Dann ist ndmlich nach Voraussetzung die linke Seite der
Gleichung ebenso wie der erste Summand der rechten Seite eine ganze Zahl. Da wegen
der Invarianz h(I) € L fir I € L gilt, ist auch der zweite Summand ein Element aus Z.
Wir werden sehen, daf die ersten beiden Bedingungen garantieren, dafl man immer eine
Untergruppe £ von Z™ finden kann, so daf der Quotient Z"/L endlich wird.

Kommen wir zur eigentlichen Konstruktion: Im ersten Schritt bilden wir den Quotienten
Q@ :=7Z"/L. Damit kénnen wir die folgende Algebra F,, definieren.

Definition 36 Wir bezeichnen mit F,, die Algebra, welche als Vektorraum von der Basis
{wgl] lg € G,[I] € Q} aufgespannt und als Algebra durch die Relation

Wl = 6, 2T UL 1+, (7.1)

erzeugt wird.

2mifq ([1],[J])

Wir miissen nun noch zeigen, dafl e wohldefiniert, d.h. unabhingig vom Re-

prisentanten ist. Sei also I,J € Z",I',J' € L. Dann ist

O I +1,J+J)=0(1,J)+6(,J)+6(I',J)+6(I,J).
Z Z €Z
€ €

Deswegen gilt e2™0s(I+1%J+]") — ¢2mibe(1.7) \Wir wollen die Projektion von —I € Z™ auf Q

mit —[I] bezeichnen. Es gilt der folgende Satz:

Satz 37: Die Algebra F,, ist eine involutive Hopf-Algebra. Sei L eine Untergruppe von Z™
derart, daf$ der Quotient Z"/L endlich ist. Dann ist F, eine endlichdimensionale Hopf-
Algebra.
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Beweis: Den Beweis, dal F,, eine Hopf-*Algebra ist, wollen wir auslassen, da er vollig

analog zu 7,, gezeigt werden kann. °

Man kann sich leicht iiberlegen, dafl solche Untergruppen £ immer existieren. Sei beispiels-
weise N eine ganze Zahl, so daB8 N0y(I,J) € Z Vg € G und I,J € Z". Dies ist mdoglich,
da wir nach Voraussetzung endlich viele n x n-Matrizen mit rationalen Eintréigen betrach-
ten. Untergruppen von Z", die von allen N(e;),i = 1,...,n. erzeugt werden, fithren dann
zu endlichen Quotienten. Dabei haben wir wiederum mit e;, ¢ = 1,...n die kanonischen

Basiselemente aus Z™ bezeichnet.

Satz 38: Die Algebra F,, ist eine halbeinfache, endlichdimensionale, komplexe Algebra.
Beweis: Wir bemerken, daf§ die wgo],g € G zentrale Projektoren sind, die (wenn man
sie addiert) die Eins der Algebra F,, ergeben. Deshalb kénnen wir 7, als direkte Summe

schreiben:
-7:11 = @geG]:g- (72)

Jede Komponente (zu festem g) der direkten Summe enthilt dabei alle Elemente w_y], [I] €
Q. Da F,, eine involutive Antipode (d.h. S? = id) besitzt, gilt nach [2], da8 F,, halbeinfach

ist. .

Wir betrachten im Folgenden ausschliefllich den Fall, daf§ F,, endlichdimensional ist, d.h.
der Quotient @@ = Z"/L ist endlich.

7.2.1 Der Quantendoppeltorus bei Wurzeln der Eins

Wir wenden die Ergebnisse des vorherigen Abschnittes nun auf den Quantendoppeltorus
an. Dieser wird (wie wir gesehen haben) von den Generatoren Uy und Vi mit den Re-
lationen UV, = V, U, und U_V_ = ¢V_U_ erzeugt. Dabei ist ¢ = e*"¥(¢1¢2) durch
einen einzigen reellen Deformationsparameter gegeben. ey, eo sei wie bisher die kanonische
Basis in Z2. Fiir den Quantendoppeltorus ist G = Zo. Wir betrachten nun den Fall, da8
¢V =1 ist. Die Untergruppe £ C G werde von Elementen der Form Ne; und Ney auf-
gespannt. Der Quotient @ = Z?2/L ist gleich mit (Zy)?. Nach Satz 37 erhalten wir damit
eine endlichdimensionale Hopf-Algebra F3, welche die Basis w[ij], mit [I] € Z"/L besitzt.

Wir wollen die Struktur der endlichdimensionalen Hopf-Algebra nun néher untersuchen.

Satz 39: Die oben konstruierte endlichdimensionale Hopf-Algebra Fa ist isomorph zu
der Matrizalgebra My(C) & CN”:

Fn = My(C) @ CM,
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Beweis: Die Basiselemente w[{]

erzeugen eine kommutative Algebra, die gerade die Grup-
(1]

penalgebra C(Zy)? und damit gleich CV * ist. Der Teilraum, der von den w-' aufgespannt

[es]

ist, wird erzeugt von den beiden Elementen w", i = 1,2, wobei die [e;] wiederum Gene-

ratoren von (Zy)? sind. Die Vertauschungsrelation schreibt sich als
w[fl]w[fﬂ _ BQM/Nw[fQ]w[fﬂ. (7.3)

Setzen wir

. 2m/N
q'_e /7

so kénnen wir (7.3) in kompakterer Form

e2] le2]  fe]

wlelyled — gyl le

[es]

erzeugte Algebra ist isomorph zu My (C). Der Beweis dieser

1] ind ! kénnen dabei als folgende Matrizen

schreiben. Die von den w
Aussage kann in [68] gefunden werden. w
definiert werden [16]:

] .

10 ... ...0 q

7.2.2 Endliche Multi-Tori und Kac-Algebren

Ein wesentliches mathematisches Resultat unserer Arbeit [23] ist, daf} die bekanntesten
endlichdimensionalen Beispiele von Kac- bzw. Kac-Paljutkin-Algebren sich nach Satz 39
aus der von uns durchgefiithrten Konstruktion ergeben. Wir wollen im Rahmen dieser Dis-
sertation nicht auf Kac-Algebren detailiert eingehen, sondern nur ihre Definition angeben,

einige wenige Anmerkungen machen und desweiteren auf die Literatur verweisen [63].

Anmerkungen zu Hopf-von Neumann- und Kac-Algebren

Fiir von Neumann-Algebren gibt es eine analytische und eine algebraische Charakterisie-

rung. Wir geben hier die algebraische Definition:

Definition 37: von Neumann-Algebra

Ist H ein Hilbert-Raum, so ist eine x-Unteralgebra A der beschrinkten Operatoren B(H)
eine von Neumann-Algebra, falls A = A”. Dabei ist A’ = {x € B(H)|ra = ax,Va € A}
die Kommutante von A beziiglich B(H).
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Eine Hopf-von Neumann-Algebra ist eine von Neumann-Algebra A mit einem injektiven

Morphismus I" von A in das von Neumann-Tensorprodukt A ® A, so daf3
i =1, T®id)l = (ido)T.

I" ist das Analogon zur Komultiplikation bei Quantengruppen. Fiigt man noch eine ,,An-
tipode“k hinzu, so nennt man das Tripel (A,T, k) eine koinvolutive Hopf-von Neumann-
Algebra, falls k ein involutiver Antimorphismus auf A ist [29]. Fiir eine Kac-Algebra for-
dert man noch die Existenz eines sogenannten halbendlichen, normalen, treuen Gewichtes.

Hierauf wollen wir nicht weiter eingehen. Niaheres ist in [29] zu finden.

Kac-Algebren sind urspriinglich aus dhnlichen Motiven studiert worden, wie Hopf-Algebren.
Sie resultierten aus der Beschiéftigung mit Gruppenringen und ihren Dualen. Der Wunsch
lokalkompakte Gruppen in die Theorie einzuschlieBen und ihre Deformationen zu studie-
ren, fiihrte zur Kategorie der Kac-Algebren. Es besteht insbesondere im kompakten Fall ei-
ne enge Verwandschaft mit den kompakten Quantengruppen. Kompakte Quantengruppen
miissen etwas schwicheren Bedingungen geniigen, wie kompakte Kac-Algebren. Endlich-
dimensionale Kac-Algebren sind nichts anderes als endlichdimensionale Hopf-C*Algebren,

wie wir sie bereits in Kapitel 4 als endlichdimensionale Quantengruppen definiert haben.

Man kann sich die Frage stellen, ob es (grob gesagt), viele niederdimensionale Kac- oder
Hopf-C*-Algebren gibt, oder ob dies eher Ausnahmen sind. Untersuchungen zeigen, daf
letzteres der Fall ist - zumindest, wenn man nichttriviale Beispiele haben m&chte. Nichttri-
vial heifit nicht kommutativ und nicht kokommutativ. Die wenigen Beispiele sind deshalb
von einem groflen Interesse. Man weifl, dafl es nur eine einzige nichttriviale Kac-Algebra
der Dimension < 11 gibt: Dies ist die beriihmte Kac-Paljutkin-Algebra der Dimension 8.
Sie ist selbstdual, d.h. sie ist isomorph zu ihrer eigenen dualen Algebra. Diese Algebra ist
genau die Hopf-Algebra, die wir in Satz 39 fiir den Fall N = 2 erhalten haben. Wir wollen

dies in einem Satz festhalten.

Satz 40 Die endlichdimensionale Hopf-Algebra Fo ist fir den Fall N = 2 isomorph zur
8-dimensionalen Kac-Paljutkin-Algebra [39]

M;(C)@Ca®CaCaC = M(C)@®C (7.4)

Die nichst-hoherdimensionale nichttriviale Kac-Algebra hat die Dimension 12. In [56]
wurde eine Serie von Kac-Algebren der Dimension 2N2, N > 3 konstruiert. Auch diese

Kac-Algebren erhélt man aus unserem Konstruktionsverfahren:

Satz 41 Die endlichdimensionale Hopf-Algebra Fo ist fiir N > 3 isomorph zu den Kac-
Algebren Ky in [56], mit der Struktur

My(C) & CN”.
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7.2.3 Der G = Zs-Fall

Wie wir aus Gleichung (6.11) wissen, wird fiir den Fall der zyklischen Gruppe G = Z3 =
{e, 91,92} die Struktur der Hopf-Algebra durch eine einzige antisymmetrische Matrix ©
gegeben, die von zwei Parametern p und 6 abhéngt. Um nun endlichdimensionale Hopf-
Algebren zu erhalten, setzen wir voraus, dal Np € Z und N € Z sind (wir nehmen
das kleinstmogliche N). Die G-invariante Untergruppe £ von Z?3 withlen wir als NZ3. Sie
besteht aus allen ganzzahligen Multiindizes, so daf3 alle Komponenten durch N teilbar
sind. Die Matrix ©; hat somit folgende Gestalt:

(7.5)

0‘“02|®

Q
o =[] ==

&

Wir haben also 0 := &, —p 1= % und —(0+p) == I’_T“ gesetzt, wobei a,b € Z. Die endlich-
dimensionale Hopf-Algebra, die man damit erhélt, besitzt die Generatoren Uj',U;*, Us',

wobei die e; die Standardbasisvektoren von Z? sind. Wegen der Multiplikation
UPUE =0, j# K

ist die Algebra die direkte Summe von 3 Unteralgebren, die wir getrennt untersuchen.

Wir betrachten fiir g € G = {0,1,2} die jeweiligen Vertauschungsrelationen (wir setzen

nachfolgend wieder ¢ := e2™/N ):
e g=0
UsUy = Uy’ U, UsHN = Py
e g=1

U1€1U1€2 — an162U1617
UauUs = QPusus,
U1€2U1€3 — qb*aU163U1€2’
N = P

Dabei ist ¢V = 1,a := N6,b:= —Np.

e g=2

Die relevante Deformationsmatrix ist

0 2L b—a
N N
Q= -2 0 FE (7.6)
_b=a a
N N
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USIUSE = USRS,

USRS = USTS

USUS = ¢ USUS?,

U;)N = P
Die P;, ¢+ = 0,1, 2 sind die Projektoren in die jeweiligen Unteralgebren. Thre Summe
ist gerade die Eins der gesamten Algebra. Die erste Unteralgebra (mit g = 0) ist
kommutativ und deshalb einfach isomorph zu C¥ 3, wahrend die beiden anderen

Komponenten (¢ = 1 und g = 2) stark von N, sowie a und b abhéngen. Der Fall
N =2 und der Fall N = 3 wurde von uns explizit durchgerechnet.

Beispiel: N =2

In diesem Fall ist ¢ = —1 (der triviale Fall ¢ = 1 interessiert uns natiirlich hierbei nicht) und
a,b konnen die Werte 0 oder 1 besitzen. Die zweite und dritte Komponente der Algebra,
die zu g = 1 und g = 2 korrespondieren, sind (aufler im Fall @ = b = 0) nichtkommutativ.

In jedem der moglichen nichttrivialen Falle

e a=1,b=0,
e a=0,b=1,
ea=1 b=1,

erhélt man My (C). Die algebraische Struktur der gesamten Algebra ist deswegen isomorph
zu Ms(C)% @ CB.

Beispiel: N =3
Der kommutative Anteil der Algebra ist wiederum einfach zu berechnen. Als 27-dimensionale

kommutative Algebra ist dieser Anteil isomorph zu C?7.

Weitaus schwieriger zu behandeln sind die Algebren, die zu g = 1 und g = 2 gehdéren. Da
zu diesen beiden Féllen Unteralgebren der gesamten Algebra assoziiert sind, ist es sinnvoll,

das Zentrum der jeweiligen Unteralgebren zu bestimmen.

Es sei g = 1. Dann wird die Algebra von Monomialen der Form
U U U, @By =0,1,2.

aufgespannt. Um das Zentrum der Algebra zu finden, miissen wir folgende Gleichung l6sen:

2
N au(UP) A UE) P UR) (U™ (UE) ™ (U™ |, Ve =0,1,2
a,3,7=0
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Dies fiihrt auf das Gleichungssystem

—vb — fa = 0 (mod 3) ,
(o +v)a—~b =0 (mod 3),
B(b—a)+ ab =0 (mod 3) .

Betrachten wir den speziellen Fall ¢ = 2, b = 1. Dann liefert obiges Gleichungssystem die

Losungen

Il
N = O

a=fp=ry
a=p3=y
a=f=rvy

Y
)

Wir erhalten also 3 unabhéngige Losungen. Nun wissen wir, dafl die Algebra die Dimension
27 haben muf}. Das Zentrum ist wegen der obigen 3 unabhéngigen Losungen isomorph zu
C3. Das bedeutet: Die Algebra der Dimension 27 ist die direkte Summe von drei Matrix-
algebren. Die einzigen beiden Moglichkeiten, die aus Dimensionsgriinden iibrig bleiben,
sind M3(C) & M3(C) & M3(C) und M5(C) & M;(C) & M;(C). Um zwischen diesen beiden
Moglichkeiten die richtige Wahl treffen zu kénnen, betrachtet man Matrixdarstellungen
der Zentrumselemente und analysiert Eigenwerte und Eigenrdume. Daraus kann man die
eindeutige Folgerung ziehen, daf die Struktur der Algebra durch M3(C)® M3(C) @ M3(C)
gegeben wird. Untersuchung der Fille

a=1,b=2,
a=b=2,
a=b=1,
a=0,b=1,
a=0,b=2

ergibt das gleiche Ergebnis. Auch fiir den Fall g = 2 gelangt man zum selben Resultat.

Wir konnen somit festhalten:

Satz 42: Aus dem multiplen 3-Torus erhdlt man im Falle N = 3 eine endlichdimensionale
Hopf-Algebra mit der Algebrenstruktur C2* & M3(C)S.

7.3 Die Algebra der dualen Multi-Tori bei Wurzeln der Eins

Analog zum vorigen Unterkapitel betrachten wir jetzt die Multiplikator-Hopf-Algebra C,,
bei Wurzeln der Eins. Die Bezeichnungsweisen iibernehmen wir dabei aus den vorherigen

Abschnitten. Wir definieren zunéchst die folgende Algebra:
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Definition 38: C,, bei Wurzeln der Eins
Sei F; die Algebra mit der Basis c[gl], wobei [I| € Z"/L, g € G sein soll. Die Multiplikation

sei als

J J
c[gl]cgl] = 5[I]’h[‘]]c[gh] (7.7)

gegeben. F ist eine endlichdimensionale Hopf-Algebra mit ([1],[J],[K] € Z"/L,g € G):

Komultiplikation A(ch]) = > ezmeg([l]’[‘]])cg] ® cg‘]],
(11+[J]=[K]

Koeins e(c[gl]) = SULIO),

Antipode S (c[gK]) — cg__gl([K]).

Wie in den vorherigen Abschnitten kann man leicht die Wohldefiniertheit aller Abbil-

dungen nachpriifen. Alle Strukturabbildungen sind v6llig analog zu den Abbildungen auf
Ch.

Satz 43: Analog zu Satz 28 gilt, daf fir ein triviales Kozykel 0 = §¢ und L-invariantes
¢ die Hopf-Algebra F*" ein Twist der Hopf-Algebra F(Z"/L) x FG ist.

Die L-Invarianz des Kozykels ¢ ist hierbei aus Griinden der Wohldefiniertheit zu fordern.
Intuitiv erscheint es klar, dafl die so definierte Algebra F,; eine Hopf-Unteralgebra von C,,
ist. Man muf} jedoch bedenken, dafl C,, keine Hopf-Algebra, sondern eine Multiplikator-
Hopf-Algebra ist. Deswegen ist der folgende Satz nichttrivial:

Satz 44: F; ist eine Hopf-Unteralgebra der Multiplikator-Hopf-Algebra C,,.

Beweis: Wir definieren den Algebrenmorphismus

Jj:Fy — Cp,
cg] — '(cg]) = Z Cg”‘], Ie7Z" geq.
Jel

Diese Abbildung ist wohldefiniert und tatséchlich ein Algebrenmorphismus. Wie bereits
gesagt, miissen wir beachten, dafl C,, eine Multiplikator-Hopf-Algebra ist. Deswegen muf}
man, um zu iiberpriifen, dafl j ein Hopf-Algebren-Morphismus ist, insbesondere folgende

Bedingung fiir alle a € C,, nachrechnen (was wir hier nicht tun wollen):
(G @A)l ®a) = (Aj(eg)(1®a), 1€Zg€G.
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7.4 Dualitat der Hopf-Algebren #, und F;

Wihrend C,, und 7, dual zueinander in der Kategorie der Multiplikator-Hopf-Algebren
sind, gibt es eine duale Paarung der endlichdimensionalen Hopf-Algebren F;; und F,,. Die

Paarung wird durch die folgende Abbildung gegeben:

(,): FreF, — C,

cg] ® w,[;” — <c[gl],w,[;]}> = 5g,h5[l]’[‘”.

Die Nichtdegeneriertheit der Paarung ist offensichtlich. Wir wollen hier nur die Eigen-
schaften von Multiplikation und Komultiplikation nachrechnen. Fiir das Produkt in F,
gilt:

<C£;I},w/[;]}qu> _ 5hp62’ri9h(m’[K])(c£,”,w,[lJ]HK]>

= 6hp69h627r’i9h([J],[K})é[[}7[J]+[K].
Dies muf} aber gleich <Ac[gl],w}[;]] Q UJJLK}> sein:
(Acgﬂ’w}[;]] ®w£}K]> — Z ezmeh([f],[sp(ng_[s},wLJ}><CLS},wLK}>
[Slezm/L
= gh5gpe2ﬂi9h([J]v[K])5[l],[K]HJ].

Analog zeigt man, daf3

(e = ) ), A,

Fiir Eins und Koeins gilt (mit [I] € Z"/L, g € G):

(e, 1) = e(eh),

(1, wfl) = e(wllh),
und fiir die Antipode erhélt man

(5(eM), wily = (D, s(w})).

7.5 Der Dualraum des Quantendoppeltorus bei Wurzeln der
Eins

In diesem Abschnitt betrachten wir die duale Version der Ergebnisse aus Abschnitt 7.2.1.

Wie dort ist G = Zg. Wir studieren also die endlichdimensionale Hopf-Algebra F5. Ziel

ist es, die Struktur dieser Algebra herauszuarbeiten. Fiir diese endlichdimensionale, hal-

beinfache Algebra wissen wir, daf} sie sich als Summe von Matrixalgebren schreiben 1&8t.
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Die Vorgehensweise, die dabei zum Ziel fiihrt, ist, dafl man zuerst das Zentrum der Alge-
bra bestimmt, d.h. den Unterraum aller kommutierenden Elemente. Dann versucht man,
alle unabhéngigen Projektoren auszurechnen, da man weif3, dafl es zu jeder Matrixalgebra
Mp(C) genau einen unabhéngigen, zentralen Projektor gibt (ein Vielfaches der Einheits-
matrix), der wiederum aus unabhéngigen Projektoren zusammengesetzt ist.

Die Basis von F;; wird durch die Elemente c[iﬂ gegeben. [I] € (Zy)? kann dabei die Werte

[a,b], a,b=10,1,..., N — 1 annehmen. Wir schreiben hier nochmals Gleichung (7.7) auf:

1l

CL CU{] _ so'lL] CL{‘]” /

0,0 =+, —.

Aus dieser Gleichung erhélt man sowohl die unabhéngigen Projektoren, als auch die zen-

tralen Elemente der Algebra. Die c[ﬂ sind genau die unabhéngigen Projektoren. Fiir die

zentralen Elemente erhélt man folgendes Resultat:
) CE} ist zentrales Element, falls [a,b] := [I] = [I] := [b, a],
CE} + c[i] ist zentrales Element, falls [I] # [].

Alle anderen zentralen Elemente sind linear abhéngig. Dies legt es nun nahe, die folgende
Matrixdarstellung unserer Algebra Fj auf dem C? zu konstruieren. Man kann dann leicht

zeigen, dafl diese Darstellung ein Isomorphismus ist.

Satz 45: Die Algebra F5 ist isomorph zur Matrizalgebra

My(C) & ... & My(C) eCH = F3. (7.8)

IN(N-1)

Der Isomorphismus wird dabei gegeben durch die folgenden Matrixdarstellungen auf C2:

e Feste a,b mit a #b, a,b=0,1,..., N —1.

Cabl 10 Gbal 00

+ 00/ 01)’

c[f’b]=<00>,c[f’a}:<01>.
10 00

e Feste a=bmita=0,1,... , N — 1.

[a,a] 10 [a,a] 10
“ “\o1) " “loo )
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7.5.1 Endliche duale Multi-Tori und Kac-Algebren

Abschlielend wollen wir noch anmerken, dafl die hier konstruierte Hopf-Algebra dual zu
der entsprechenden Kac-Algebra aus Unterabschnitt 7.2.2 ist. Wir hatten bereits darauf
hingewiesen, dafl man im Fall N = 2 eine 8-dimensionale Kac-Algebra erhélt. Da es
nur eine nichttriviale Kac-Algebra dieser Dimension gibt, mufl die Duale, die wir hier

konstruiert haben, isomorph dazu sein.
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Kapitel 8

Hopf-Galois-Erweiterung des

kommutativen Torus

Fine der wichtigsten Funktionen, die eine Gruppe im Rahmen der klassischen Physik und
deren geometrischen Beschreibung einnehmen kann, ist ihre Rolle als Strukturgruppe (und
damit verbunden als Eichgruppe) von Faserbiindeln. Es ist naheliegend, die Konstrukti-
on von Faserbiindeln, bei der man klassische Mannigfaltigkeiten und Gruppen benutzt,
im Sinne der Nichtkommutativen Geometrie durch eine algebraische Beschreibungsweise
zu ersetzen, die auf der Verwendung von Algebren und Hopf-Algebren beruht. Fiir Vek-
torbiindel ist der algebraische Standpunkt in der Nichtkommutativen Geometrie in Form
des Serre-Swan-Theorems wohlbekannt: Es sind die endlich-erzeugten projektiven Mo-
duln, welche das algebraische Analogon zu Vektorbiindeln bilden. Die endlich-erzeugten
projektiven Moduln folgen strenggenommen nicht der Philosophie der Nichtkommutativen
Geometrie. Entsprechend dieser Philosophie wiirde man das klassische Vektorbiindel als
einen klassischen topologischen Raum mit Zusatzstrukturen auffassen. Auf der algebrai-
schen Stufe miiffite man dann das Vektorbiindel durch eine kommutative Funktionenalge-
bra beschreiben, die ebenfalls Zusatzstrukturen aufweisen sollte. Das gleiche gilt natiirlich
auch fiir allgemeinere Faserbiindel und insbesondere fiir Prinzipalbiindel. Natiirlich 148t
man dann wiederum auch nichtkommutative Algebren zu und verallgemeinert damit die
klassischen Faserbiindel zu Quantenfaserbiindeln. Totalraum und Basisraum des Quan-
tenbiindels bestehen dabei aus (nichtkommutativen) Algebren, wéhrend die Rolle der
Strukturgruppe und der Fasern durch eine Hopf-Algebra oder -in einem topologischen
Rahmen- durch eine Quantengruppe iibernommen wird. Natiirlich ist die Verallgemeine-
rung zu Quantenfaserbiindeln nicht beliebig, sondern soll als ,kommutativen Grenzfall*

die Theorie der klassischen Faserbiindel beinhalten.

Nach einer kurzen Einfiithrung in die Theorie der Quantenfaserbiindel, die sich darauf be-
schranken wird, wesentliche Konzepte und Grundbegriffe einzufiihren, sowie den Zusam-

menhang mit Hopf-Galois-Erweiterungen zu erlédutern, werden wir fiir den Fall von Wur-
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zeln der Eins zeigen, dafl die Nichtkommutativen Multi-Tori Hopf-Galois-Erweiterungen
des Kommutativen Torus sind, wobei die Fasern von den endlichdimensionalen Hopf-
Algebren F,, gebildet werden. Die Bezeichnungsweisen aus den vorangegangenen Kapiteln

werden beibehalten.

Um von Anfang an die Ubersicht iiber die verschiedenen Strukturen zu behalten, wollen
wir schon an dieser Stelle die ,,Hierarchie“der auftretenden Rdume in einem Diagramm

angeben.

[ Lokal-triviale Quantenprinzipalbiindel

( Quantenprinzipalbindel

Hopf-Galois—-Erweiterungen

Kozykel-Kreuzproduktalgebren

Triviale Quantenprinzipalblindel

( Kreuzproduktalgebren )

Die Definitionen der verschiedenen Strukturen werden wir in den folgenden Abschnitten
angeben. Zu den im Diagramm stehenden Kozykel-Kreuzproduktalgebren sei angemerkt,
daf} es sich hierbei genaugenommen um solche mit einem Faltungs-invertierbaren Kozykel

handeln muf.

8.1 Quantengruppen-Eichtheorie

In diesem und dem folgenden Abschnitt 8.2 wollen wir den Versuch unternehmen, in kom-
pakter Form den Zusammenhang zwischen Sequenzen von Hopf-Algebren, Erweiterun-
gen von Hopf-Algebren und Quantengruppen-Eichtheorie darzustellen. Dies ist ein relativ
schwieriges Unterfangen, da eine Unzahl von Konstruktionen und algebraischen Begriffen
auftauchen, deren korrekte Darstellung den Rahmen dieser Dissertation vollig sprengen
wiirde. Deswegen werden wir uns darauf beschrénken, die Grundgedanken zu entwickeln

und den Zusammenhang von Erweiterungen und Quantenprinzipalbiindeln in moglichst
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tibersichtlicher Form klarzumachen. Aus unserer Sicht ist gerade die Quantengruppen-
Eichtheorie von grofitem physikalischen Interesse, enthélt sie doch die Theorie der klassi-
schen Faserbiindel als kommutativen Grenzfall (und die Bedeutung von Faserbiindeln in
der Physik kann sicherlich kaum iiberschitzt werden). In mathematischer Hinsicht kann
es an dieser Stelle der Dissertation kaum noch iiberraschen, dafl die Theorie der Erwei-
terungen von Hopf-Algebren den Fall der Erweiterungen von Gruppen und Lie-Algebren
beinhaltet und vereinheitlicht. Ab Abschnitt 8.4 werden wir die Theorie der Erweiterungen
auf die Multi-Tori anwenden. Kenntnisse der Differentialgeometrie wie sie z.B. in [50], [61]

oder in [41] zu finden sind, werden im Folgenden vorausgesetzt.

8.1.1 Quantenprinzipalbiindel

Ein klassisches triviales Prinzipalbiindel besteht aus einer Mannigfaltigkeit P (dem Total-
raum), einer Basismannigfaltigkeit B und einer Lie-Gruppe G (der Strukturgruppe), die
von rechts auf P wirkt. Diese Wirkung soll frei sein, d.h. die Abbildung

Yr: PxG — PXx P,
(u,9) — (u, ug) (8.1)
ist eine Inklusion. Die kanonische Projektion m ist eine Abbildung
m: P — M,
W= (p,g) — m(u) = p.
Dariiber hinaus ist die Wirkung der Strukturgruppe transitiv auf den Fasern, d.h.
m(u) =m(u') = 3Jg€G:u =ug.
Die globale Gruppen-Koordinatenkarte
j: P— G, (8.2)
u=(p,g) —yg

ist surjektiv und vertauscht beziiglich der Wirkung von G auf P mit der Rechts-Multipli-

kation von G auf sich selbst:

j(ug) = j(u)g.

Lokal ist in einem Prinzipalbiindel immer P = M X G. In einem trivialen Biindel gilt dies

global.

In der Theorie der Quantenprinzipalbiindel mufl man zunéchst die klassischen Réume
durch Funktionenalgebren ersetzen und die Eigenschaften der Prinzipalbiindel auf dieser

algebraischen Stufe ausdriicken. E = C(P) ist dann eine Algebra, die den Totalraum

—145—



8.1. QUANTENGRUPPEN-EICHTHEORIE

beschreibt, die Gruppe G wird durch eine Hopf-Algebra H = C(G) ersetzt, wobei auf
dieser dualen Stufe die Rechtswirkung von G auf P durch eine Rechtskowirkung von C(G)
auf C(P) ersetzt wird:
Br: C(P) — C(P) ® C(G),
f— Br(f)
In dieser Rechtskowirkung mufl aber noch die Projektion 7 beriicksichtigt werden: Man

erreicht dies, indem man fordert, dafl C(M) eine Fixpunkt-Unteralgebra von C(P) sein
soll, d.h. C(M) muf unter Br koinvariant bleiben:

C(M) =C(P)™9D .= {f € C(P)|Br(f) = f ® 1} C C(P).

Da (g ein Algebrenmorphismus ist, bilden die koinvarianten Elemente eine Unteralgebra.
Die Bedingung, dafi C(M) koinvariant sein muf, ist die duale Formulierung der Eigen-
schaft, dafl die Rechtswirkung der Gruppe G auf das Prinzipalbiindel P den Fufipunkt
invariant 1a8t. Sei f € C(M). Die Zuriickziehung der Projektion 7 bettet f in C(P) ein:

(7" () = f(r(u)) =: fz(u), u € P.

Wir benutzen nun die Definition 9 der Kowirkung (sieche auch Abschnitt 2.5.3 iiber homo-

gene Raume):

Br(f=)(u,9) = fx(ug) = (fV @ ) (u, 9) = (fV @ fD)(u,e) = fr(u), ue P,g € G.

Die letzten beiden Gleichungen ergeben sich aus der Invarianz des Fulpunktes unter der
G-Wirkung. Deswegen kann man statt g das neutrale Element e benutzen. Daraus liest

man unmittelbar

ﬁR(fﬂ')(UMQ) = fﬂ'(u) = (fﬂ & 1)(“’79) = ﬁR(fﬂ') = f7r ®1

ab. Man benétigt nun noch das Analogon zu (8.2), der globalen Trivialisierungsabbildung
j. Diese muf}, als duale Abbildung zu einer surjektiven Abbildung, injektiv sein und au-
Berdem die Rechtskowirkung von C(G) auf C(P) mit der Rechtskowirkung von C(G) auf
sich selbst vertauschen. Dieses Analogon ist einfach die Zuriickziehung von j:
¢ :=j": C(G) — C(P),
fr—2(f), (@(f) () == (i (w)).
Die globale Trivialisierungsabbildung & ist invertierbar beziiglich des Faltungsproduktes,
wobei ®~1 durch
o' C(@) — C(P),
fr—@7(f), OH(f)(w) = f(i(w)™)
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gegeben wird. Die Invertierbarkeit 148t sich leicht nachrechnen. Es muf} gelten:

!

(@«27N)(f) = (f1) - 27 (f2) = e(N)1cep) = fle)lep).

Mit der Definition von ® bzw ®~! priift man dies nach:

(@(f1) - @7 (f2))(w) = (@(f1) () (DT (f2))(u) = fl(@)fz(j(U)_l) = A(f)(g.97")

=g ::g—l

= [(e).

Dariiber hinaus ist ¢ kovariant beziiglich der Rechtskowirkung von H, wobei wir mit

kovariant einen Ausdruck der Form
OBro® = ((I) ®Zd) o A(C(G)

bezeichnen. Dies kénnen wir leicht unter Ausnutzung der Definition der Rechtskowirkung

und der globalen Trivialisierung zeigen. Einerseits ist

(@ @id)(f1 @ f2))(u, h) = (B(f1) ® f2)(u, h) = ©(f1)(u)f2(h)

=Af

andererseits gilt

Im néchsten Schritt verallgemeinert man, indem statt der Funktionenalgebren auch nicht-
kommutative Algebren zugelassen werden. C(G) wird durch eine Hopf-Algebra H ersetzt,
C(P) durch eine Algebra E, auf die H von rechts durch einen Algebrenmorphismus
Br : E — E ® H kowirkt und C(M) durch eine Algebra A von Koinvarianten (oder
Fixpunkten)

A=E"={pe E|Br(p) =p®1}.

Wir miissen natiirlich darauf aufmerksam machen, daf§ wir wiederum in einem rein al-
gebraischen Kontext arbeiten. Alle Algebren miissen dementsprechend geeignet gewihlt
werden, so dafl hier mit algebraischen Tensorprodukten gearbeitet werden kann. Die Er-
weiterung der Begriffsbildungen auf C*-Algebren ist nicht eindeutig und Bedingungen, die
auf rein algebraischem Niveau sinnvoll und einfach erscheinen, sind nicht ohne weiteres

auf die C*-Algebren-Stufe zu iibertragen.
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Definition 39: Triviales Quantenprinzipalbiindel
E = E(A, H) ist ein triviales Quantenprinzipalbiindel, mit Strukturquantengruppe H und
Basisraum A, falls gilt:

1. H ist eine Hopf-Algebra.
2. (E,AR) ist eine Rechts-H-Komodulalgebra.
8. A=E7 ={uc E|Bru=u®1}.

4. Es existiert eine, beziiglich der Konvolution, invertierbare Abbildung ® : H — F,

die kovariant unter der Rechtskowirkung von H ist. Auflerdem gelte ®(1y) = 1p.

Die ersten drei Bedingungen definieren eine Erweiterung der Algebra A durch die Hopf-
Algebra H. Existiert zusétzlich die Abbildung ¢ aus Bedingung 4, so nennt man die

Erweiterung ,,cleft“. Sie driickt die Trivialitéit des Biindels aus.

Um allgemeine Quantenprinzipalbiindel, die keine globale Trivialisierung besitzen, zu be-
schreiben, fordert man statt der Existenz einer solchen globalen Trivialisierung etwas

schwéchere Bedingungen [5]:

Definition 40: Quantenprinzipalbiindel
E = E(A, H) ist ein Quantenprinzipalbiindel, mit Strukturquantengruppe H und Basis-
raum A, falls gilt:

1. H ist eine Hopf-Algebra.
2. (E,AR) ist eine Rechts-H-Komodulalgebra.
8. A=Fl ={ue E|Bru=u®1}.
4. (uE®id)(id®PR): EQ E — E® H ist eine Surjektion.
5. ker = Tpor-
Die 4. Bedingung wird Bedingung der freien Wirkung genannt (sie korrespondiert zu

(8.1)), die 5. Bedingung ist die Exaktheitsbedingunyg.

Im klassischen Fall stellen die freie Wirkung von G auf das Prinzipalbiindel zusammen
mit Differenzierbarkeit und Dimensionsbetrachtungen sicher, dal M = P/G tatséchlich
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist und dafl die Fasern isomorph zur Strukturgrup-
pe sind. Diese Betrachtungen werden in der algebraischen Beschreibungsweise durch die
obigen Bedingungen 4 und 5 ersetzt. Die 5. Bedingung ist auf der Stufe der universellen

Differentialkalkiile formuliert und soll hier nur kurz erklért werden. I'y,,, := Ei(I'g)E C '
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ist, grob gesprochen, das von der Einbettung ¢ der 1-Formen {iber dem Basisraum B in
die 1-Formen iiber E erzeugte natiirliche Subbimodul. Die Abbildung ~erzeugt dagegen
die fundamentalen Vektorfelder beziiglich der Kowirkung Sgr. Eine Erorterung dieser De-

finitionen findet sich in [5].

Ein triviales Quantenprinzipalbiindel erfiillt diese Bedingungen automatisch. Die ersten
drei Bedingungen stammen aus der Definition des trivialen Biindels, wihrend die letzten
beiden Bedingungen allgemeine Prinzipalbiindel charakterisieren und die globale Triviali-
sierung durch schwichere Bedingungen ersetzen. Die im folgenden Abschnitt definierten
Hopf-Galois-Erweiterungen erfiillen die Bedingungen fiir ein Quantenprinzipalbiindel. Wir
machen darauf aufmerksam, dafl Quantenprinzipalbiindel alle algebraischen Aspekte von
klassischen Prinzipalbiindeln besitzen, die lokale Trivialisierung aber natiirlich hier noch
nicht eingearbeitet ist. Lokal-triviale Prinzipalbiindel werden (in Details durchaus unter-
schiedlich) in [5], [27], [28], [6] behandelt, wobei (aufler in der ersten Referenz) auch mit
C*-Algebren gearbeitet wird.

Wir haben im Rahmen dieser Arbeit einige Male Anlafl gehabt, uns mit Kreuzprodukt-
algebren zu beschiftigen. Die Kreuzproduktalgebren sind Spezialfélle der sogenannten
Kozykel-Kreuzproduktalgebren. In diesen ist insbesondere die Multiplikation nochmals
durch ein Kozykel deformiert. Wir wollen an dieser Stelle nicht weiter darauf eingehen,
sondern folgenden wichtigen Satz angeben, der insbesondere fiir Kreuzproduktalgebren

gilt:

Satz 46: Jede Kozykel-Kreuzproduktalgebra A x, H mit einem beziiglich der Konvolu-
tion invertierbaren Kozykel x ist eine cleft-Erweiterung und damit ein triviales Quan-
tenprinzipalbiindel. Umgekehrt gilt, daf$ jede cleft-Erweiterung isomorph zu einem solchen
Kozykel-Kreuzprodukt ist (mit einem Konvolutions-invertierbaren Kozykel). Somit gilt, dafs
alle indquivalenten cleft-Erweiterungen (und damit alle trivialen Quantenprinzipalbiindel)

durch Elemente der Kohomologie-Klassen H?(H, A) charakterisiert werden.

8.2 Hopf-Galois-Erweiterungen und Kreuzprodukte

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dafl Kreuzproduktalgebren, wie wir sie nun schon
einige Male benutzt haben, Spezialfille von Hopf-Galois-Erweiterungen sind. Kreuzpro-
duktalgebren haben eine geometrische Interpretation: Sie sind global-triviale Quanten-
prinzipalbiindel. Sie besitzen automatisch eine Abbildung, die das Analogon zur globalen
Trivialisierung ist. Ein Wort zur Warnung sei angebracht: Unsere ,, Kreuzproduktalgebren*

werden manchmal als ,,Smash-Produkt-Algebren“ bezeichnet [17].

In Abschnitt 8.5 werden wir die folgenden Definitionen benutzen, um zu zeigen, dafl
die Nichtkommutativen Multi-Tori eine Hopf-Galois-Erweiterung des kommutativen Torus

sind und (da eine cleft-Abbildung existiert) als triviale Quantenprinzipalbiindel interpre-
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tiert werden konnen.

Definition 41: Hopf-Galois- Erweiterung
Sei H eine Hopf-Algebra und A C E seien zwei Algebren. E wird eine Rechts- Erweiterung
von A durch H genannt, falls E eine Rechts-H -Komodulalgebra ist, so daf

A:EH = {uEE|BR:u®1H}

gilt. Dabei ist fr die Rechts-Kowirkung. Die Algebra A muf also als Unteralgebra EX

von Koinvarianten in E enthalten sein. Falls die Abbildung

v:E®4FE — EQ®H,
(u®4v) — Y(u®40) := (ug Qid) o (id ® Br)(u ®4v) = wv® @ v?

bijektiv ist, nennt man E eine Hopf-Galois-Erweiterung der Algebra A durch die Hopf-
Algebra H. v wird auch als Galois-Abbildung bezeichnet.

Satz 47: Sei A eine Links-H-Modulalgebra beziiglich der Hopf-Algebra H. Dann ist die
Links-Kreuzproduktalgebra A x H eine Hopf-Galois-Erweiterung der Algebra A.

Beweis: Wir miissen zeigen:
1. A x H ist eine Rechts- H-Komodulalgebra.

2. A ist die Algebra von Koinvarianten.

3. Es existiert eine bijektive Galois-Abbildung ~.

Zu 1: Definiere die Kowirkung von H auf A x H durch
Br:AxH — (AxH)®H,
(a®@h) — Brla®@h) = (a® h1) @ hs. (8.3)
Zu 2: Mit der Definition der Kowirkung aus (8.3) gilt:
Br(a) =Prla®1)=(a®1)®1, Vae A.
Zu 3: Siehe [17].

Wir erinnern uns, dafl Kreuzproduktalgebren, wenn sie Losungen von algebraischen Quan-
tisierungsproblemen sind, eine Interpretation als Algebra von Observablen erlauben. Wir
sehen, daf} sie aber offensichtlich auch eine geometrische Struktur besitzen. Dies ist der
Kernpunkt, um zu begreifen, warum man mit Kreuzprodukten und ihren Verallgemeine-
rungen (den Bikreuzprodukten) Modelle aufstellen kann, die mathematische Aspekte von

Gravitation und Quantenmechanik besitzen und vereinheitlichen.
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8.3 Sequenzen von Hopf-Algebren

Wir hatten kurz in Kapitel 7 exakte Sequenzen als eine Moglichkeit angefiihrt, um zu end-
lichdimensionalen Hopf-Algebren zu kommen. Die genaue Definition der exakten Sequenz

von Hopf-Algebren wollen wir an dieser Stelle geben.

Definition 42: Exakte Sequenz von Hopf-Algebren
FEine Sequenz von Hopf-Algebren-Morphismen

K—A-5%Cc5L B—K (8.4)
heif$t exakt, falls
1. ¢ ist injektiv.
2. 7 ist eine Surjektion.
3. ker(m)=CA™T.
4. A={z e C: (1Rid)A(r) =1®z}.

Dabei ist AT das Augmentations-Ideal, d.h. der Kern der Koeins. Die Hopf-Algebra C
wird eine Erweiterung der Hopf-Algebren A und B genannt. Aus den letzten beiden Be-

dingungen kann man jeweils m o1 = €4 ableiten.

8.4 Nichtkommutative endliche Multi-Tori und kommutati-

ve Tori

Wenn man sich die Definition der Nichtkommutativen Multi-Tori ansieht und vor Augen
fithrt, dal die Deformation durch die #-Matrizen gegeben wird, so ist klar, dal man durch
0, = 0,Yg € G natiirlich eine kommutative Algebra bekommt. Es ist allerdings im Fol-
genden giinstig (fiir den Fall von Wurzeln der Eins) diese kommutativen Multi-Tori als

Unteralgebra der nichtkommutativen aufzufassen.

Definition 43: Kommutative Multi- Tori

Wir definieren die vielfachen kommutativen Tori T.¢ als T, mit der Eigenschaft, daf
alle Deformationsmatrizen Null sind: 0, = 0 Vg € G. Die Algebra T,¢ ist isomorph zu
der Algebra von Polynomen auf der disjunkten Summe von n Kopien des kommutativen

n-Torus T".

Es sei £ wie gewohnt eine Untergruppe von Z", so da§ der Quotient Z" /L endlich ist. Wir
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betrachten allerdings hier die unendlich-dimensionale Algebra 7, und bilden nicht F,.

Satz 48: Der Unterraum, der von den Elementen Ugl mit I € L CZ", g € G aufgespannt

wird, ist isomorph zur Algebra T.°.

Beweis: Fiir den Beweis reicht es aus, sich klarzumachen, daf3 jede Untergruppe £ € Z",
so da} der Quotient Z" /L endlich wird, isomorph zu Z" ist. °

T, ist eine kommutative Unter-Hopf-Algebra von 7,,. Die Inklusionsabbildung wird im
Folgenden mit i bezeichnet. In Abschnitt 2.2.4 hatten wir Ideale von Hopf-Algebren defi-
niert. Das sogenannte Augmentations-Ideal besteht aus dem Kern der Koeins. Man muf
natiirlich zeigen, daf§ der Kern tatsdchlich ein Ideal nach Definition 4 ist. Dafl es das
grofite Ideal ist, folgt aus der Definition des Hopf-Algebren-Ideals: Alle Elemente miissen
notwendigerweise zum Kern der Koeins gehoren. Mit dem Augmentations-Ideal konnen
weitere Ideale erzeugt werden, mit deren Hilfe dann wichtige Quotienten-Hopf-Algebren

konstruierbar sind.

Satz 49: Sei Q, C 7, das Hopf-Ideal, welches durch das Augmentations-Ideal von T,¢

mittels
Qn =To(T)"

algebraisch erzeugt wird. Die Quotienten-Hopf-Algebra T,,/Qy,, ist isomorph zur Grup-
penalgebra der abelschen Gruppe Z" /L, und die folgende Sequenz von Hopf-Algebren ist
exakt (siehe Definition 42):

¢ T, = CZ /L] 2 T,/ Q. (8.5)

n

7 ist dabei als

: T, — C[Z"/L],

Ul — gel].

definiert.

Beweis: Wir wollen die wesentlichen Bedingungen, die fiir eine exakte Sequenz nach
Definition 42 erfiillt sein miissen, tiberpriifen. Die Inklusion von 7,¢ in 7,, ist klar, da wir
7,7 oben gerade als diese Einbettung konstruiert haben.

Fiir die Elemente aus (7,¢)" muf gelten, daf e(UgI ) =0,VI € L, g # e. Deswegen enthilt
das Ideal @, alle Elemente U, ; , fiir g # e, so dafl wir uns in dieser Frage nur noch um den
Unterraum zu kiimmern brauchen, welcher zu g = e gehort. Dal m eine Surjektion ist,

folgt sofort aus der Definition. Wir miissen demnach nur noch zeigen:
1. 7 ist ein Algebren- und ein Koalgebrenmorphismus.
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2. @y ist der Kern von 7.

3. 7 ={x €T, : (n®id)A(x) = 1®x}, d.h. 7,¢ ist die Algebra der Koinvarianten

von 7,,.

Zu 1: Zuerst zeigen wir, dafl m ein Algebrenmorphismus ist:
m(UgUi) = m(U)m(Uy) = 89,0y, [1][]
= 5g,h59,e[l + J]
Andererseits ist U, ; Ul = e2mi0sl ’J)(Sg,hUerJ] und
7T(€2m'99(I,J)697}1(/;%[4-1]}) _ g,hég,e[l + J]

Dabei haben wir benutzt, daf 6, auf dem Gitter £ natiirlich Null ist. Die Koalgebrenmor-

phismus-Eigenschaft ergibt sich aus

(mom)(AU]) = (memn) (Y. U o Ul) = Y bpednclhl)] @ [1] = 0,1 ® [1]
fh=g fh=g

und aus
AT (U}) = 85 All] = 8g.e[1] @ [1].

A ist hierbei die Komultiplikation auf der Gruppenalgebra C[Z™/L].

Zu 2: Ein beliebiges Element a aus U2Q),, ist eine Linearkombination von Produkten der

Form

O s UH - sl

Jezn Iel

€Tn e(Te)+

Berechnen wir

m((D asU) - O BU) = =( DD asBUIUN = > > asBill + ]

Jezr Iec JELn TEL JELn TEL
= > > Bl =Y a6
JELn IEL Jezn Iec
——
=0

> rer Br = 0 folgt aus der Definition des Augmentation-Ideals, denn aus

> pruh =0 wd eU)=1= Y gr=0.

IeL IeL

Damit ist gezeigt, dafl @Q,, € Ker(m). Den Beweis, dal Ker(r) = Q,, ist, wollen wir hier

auslassen. Er wird auf dhnliche Art gefiihrt.
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Zu 3: Wir miissen zeigen, dal 7,¢ = {x € 7, : (t®id)A(x) = 1®z} gilt. Dazu betrachten
wir fiir festes g € G den Term @ := Y ;n U/

(r ®id)A ZaIUI = (7 ®id) Zajz h(I®Uh

Iezn I€Z"  fh=g
S X ] = X o) @ iU
I€EZ"  fh=g Iezn

Dies ist aber offensichtlich nur dann von der Form 1 ® z, falls I € £ gilt und damit

Somit haben wir die Rolle der kommutativen Multi-Tori im Rahmen einer exakten Se-
quenz untersucht. Im folgenden Abschnitt geht es nun um die Frage, wie der kommutative
n-Torus T"(genauer gesagt die entsprechende Algebra) und die endlichen Hopf-Algebren
F, mit den Nichtkommutativen Multi-Tori 7,, im Rahmen der Quantenfaserbiindel zu-

sammenhéngen.

8.5 Die Rolle der endlichen Algebra F,

Nachdem im vorigen Abschnitt die Rolle der kommutativen Algebra 7,° im Rahmen einer
exakten Sequenz beleuchtet wurde, wollen wir uns nun der endlichdimensionalen Hopi-
Algebra F,, zuwenden und sie im Rahmen von Hopf-Algebren-Erweiterungen beschreiben.
Die Algebra 7, der nichtkommutativen Multi-Tori wird sich als triviales Quantenprinzi-

palbiindel mit der kommutativen Algebra T, als Basis und F,, als typischer Faser erweisen.

Wir betrachten wieder den Fall einer Wurzel der Eins (d.h. wir wihlen wieder ein Unter-

gitter £ von Z™ mit den mittlerweile bekannten Eigenschaften).

Satz 50: Sei die folgende lineare Abbildung j definiert als

J:Tn — Fa, (8.6)

Ul — juh) =wll', [1ez"/L.

Dann ist j ein Hopf-Algebren-Morphismus.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dafl j ein Algebrenmorphismus ist:

](U;Uf{) _ 5g7h€27ri0g(I’J)j(UI+J)

g
2mifg ([11],[J]),,, [ 1+J]

Wy

2ty (1L11]) = qp Ty}

= 0g,n€
= 0g,n€
= j(Uy)i(U})-

Auch die Koalgebrenmorphismus-Eigenschaft 148t sich leicht zeigen:
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,(1[ ]1) & wm
UMD @ j(U}) = (j @ §)AUL.

AjU) =D w
heG

= Zj(
heG

Wie im vorherigen Abschnitt betten wir die Algebra 7, wieder in 7,, ein
1, =Ty,

wobei wir die Inklusion wiederum mit i bezeichnen wollen. Die endliche Hopf-Algebra F,

besitzt eine Rechts-Kowirkung auf 7,,:

Br:Thn — Tp ® fn, (8.7)
UI > /6R Z U LI]
fh=g
Wir wollen nun die Koinvarianten von 7,, beziiglich der Rechts-Kowirkung g ausrechnen.
Dazu nehmen wir ein beliebiges Element Z := /¢ ;70 (g, I)U, ; und iiberpriifen, unter

welchen Bedingungen es koinvariant ist, d.h. unter welchen Bedingungen fr(Z) = Z ® 1

gilt:
h(I I
Br( Y. algDUN = Y a@.D Y U} ew,
geG,Iezn geG,Iezn fh=g
= Z a(g,I)Uh(I) ® w H = Z a(g,I)U;@)lfn.
9,h€G,IeTn geG, I

Dalz, =) heq w[go], muB fiir festes h € G gelten:

Z a(g,I)U:ﬁ)l@w}[ﬁ: Z a(g, )Ul®w[].

geG,Iezn geG,Iezn

Dies ist nur erfiillt, wenn I € L oder gleichbedeutend [I] = [0] ist. Weiterhin ergibt sich

dann (mit A immer noch fest):

Z a(g',[')U:,Sfi)l: Z alg, U] (8.8)

g'eG,I'el geG,IeL

Koeffizientenvergleich liefert folgende Bedingung an die (g, I):

a(g, 1) = a(gh,h~(I)), Vg,h € G;I € L.

a(gh, h=1(I)) ist dabei der Koeffizient von Uh,(hl ) =

(8.8). Das bedeutet, daf§ fiir alle h € G die U '(h )1 den gleichen Koeffizienten besitzen

miissen. Daraus folgt dann aber, daf§ die Basiselemente der Koinvarianten-Unteralgebra
von der Form Z! = > pec Up(f)l, g € G,I € L sind.

U gI auf der linken Seite von Gleichung
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Die Koinvarianten-Algebra, die wir mit 7,7° bezeichnen wollen, ist offensichtlich eine Un-
teralgebra von 7,¢. Dariiber hinaus ist sie isomorph zu der Polynomalgebra auf dem kom-
mutativen Torus T". Dies sehen wir wie folgt: Als erstes bemerken wir, dafl eine Basis der

Koinvariantenalgebra durch
B(T) .= {zl =z |1 e }.
gegeben ist. Dies liegt an
zy =Y o =N 0 =20 wpec el
rpeG reG

Die Multiplikation der Basiselemente ergibt sich zu

I J I)+r(J I+J
ARV SR A D U N ST b N VAR A
peG reG p,reG reG
Dies entspricht aber gerade der Multiplikation der Gruppenalgebra von L. Diese ist nach
dem Beweis von Satz 48 isomorph zur Gruppe Z™. Diese Gruppenalgebra CZ" ist aber

wiederum isomorph zur Algebra der Polynome auf dem kommutativen n-Torus 1.

Wir wollen diese Ergebnisse in einem Satz festhalten:

Satz 51: Die Algebra der Koinvarianten wird durch Elemente der Form

zh=Xuv",  geGlIecr
peEG

erzeugt. Die Algebra der Koinvarianten ist eine Unteralgebra von T,¢ mit Basis ZL, I € L.

Sie ist isomorph zur Algebra der Polynome auf dem kommutativen n-Torus T™.

Bezeichnet i die in (8.5) benutzte Einbettung der kommutativen Multi-Tori 7,¢ (hier ein-
geschrinkt auf den kommutativen n-Torus 7") und j die in (8.6) definierte Abbildung,
dann kénnen wir zeigen, dafl die Algebra der Nichtkommutativen Multi-Tori ein Quanten-
prinzipalbiindel (oder genauer ein spezielles Quantenprinzipalbiindel, ndmlich eine Hopf-

Galois-Erweiterung) ist.

Satz 52: Die Algebra T, ist eine Hopf-Galois-Erweiterung des kommutativen Torus T™

mit der Faser F:

™1 I, F.

Beweis: Dafl T" die Koinvarianten-Algebra ist, wurde bereits oben gezeigt. Die Rechts-
Kowirkung der endlichen Algebra F,, auf 7, ist in (8.7) definiert. Die Galois-Abbildung ~

muf} in unserem Fall die Form
v Tp @0 Ty — Ty @ F,
x ®Tyfo y — my(l) ® y(2)

—156—



KAPITEL 8. HOPF-GALOIS-ERWEITERUNG DES KOMMUTATIVEN TORUS

haben. Die Existenz einer solchen Abbildung werden wir durch die explizite Angabe der
inversen Abbildung beweisen. Wir machen uns zunutze, dafl v ein Links-7,,-Modulmor-

phismus ist, d.h.
Yar> (z®y) =a>y(r®y) Va € T,.

Die Wirkung ist dabei jeweils einfach durch Multiplikation in den ersten Faktor des Ten-

sorproduktes gegeben:
>(rRy)=ar®y.

Auch die Inverse mufl dann ein solcher Modulmorphismus sein, so dafl wir die Abbildungen
vollstdndig durch Wirkung auf Elemente definieren kénnen, die nur im zweiten Faktor des

Tensorproduktes nichttrivial sind.

Die Inverse zu +y ist durch

J:%@]‘—n—)7®7‘co7—

1®’I,U[g] — O' 1®w[l] ZU ®Tco Uh (89)
heG

definiert. Die Definition von ¢ ist Représentanten-unabhéngig: Sei K € L. Dann ist

o(1® w[gHK]) _ Z Ua;g_(llJrK) R0 UC{JFK _ Z U;gg_(l) Z U ®TCO UI+K
aceG aeG peG
_,_/
—a(K)
_ Z U g(I) R7co Z U pa UI+K Z U g(I) ®7co UI
aeG peG aeG

Vergleich mit (8.9) liefert die Représentanten-Unabhéngigkeit. Als néchstes zeigen wir,
dafl v oo = id ist:

(yoo)l® WY o evh= 3 v, Vurh @ wll
heG h,peG
Y00 ) = 1ol
heG

Nun bleibt nur noch ¢ o v = id zubeweisen:

I h(I) y—h(I '
(oA ere U) =o(Y UL ow) = Y vhDu " @z U]
heG p,h€G
_ Z U 1 I ®7co UI A r D7co U -1 Dco 1= I’UI’
heG
=1 ®7;§o Ugl

Damit wurde die Hopf-Galois-Eigenschaft von v bewiesen und gezeigt, dafl die Nicht-

kommutativen Multi-Tori 7,, eine Hopf-Galois-Erweiterung des kommutativen n-Torus
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sind oder geometrischer interpretiert: 7,, ist ein Quantenprinzipalbiindel mit Struktur-
quantengruppe F, iiber dem Basisraum 7T". Dieses Quantenprinzipalbiindel ist trivial,
da es cleft ist. Dies wollen wir mit dem nachfolgenden Satz beweisen, wobei wir, an-
statt das Analogon ® zur globalen Trivialisierung zu konstruieren, mit der sogenannten
,Normalbasis-Eigenschaft“ arbeiten. Nach dem Theorem von Doi und Takeuchi [25] ist
eine Hopf-Galois-Erweiterung genau dann cleft, wenn sie die Normalbasis-Eigenschaft be-
sitzt. Diese Eigenschaft miissen wir natiirlich noch definieren, wobei wir dies gleich fiir

unseren konkreten Fall formulieren.

Satz 53: Die Hopf-Galois-Erweiterung 7,, des kommutativen n-Torus T™ durch die Hopf-

Algebra F,, besitzt die Normalbasis-Figenschaft, d.h. es existiert ein Isomorphismus
5 A 2 ~7:n B 7;1)

der Ty, -links-linear und ein Rechts-F,,-Komodulmorphismus ist.

Beweis: Wir miissen zeigen
1. Bijektivitat von &.
2. £ ist ein Links-T"-Modulmorphismus.

3. & ist ein Rechts-F,-Komodulmorphismus.

Zu 1:
Wir definieren ¢ auf den Basiselementen:
¢z e wl!ly = e+ D Ter [ ez/L,geG.

a ist dabei die injektive Abbildung Z" /L — Z", so da8 [a([J])] = [J] gilt. Diese Abbildung

ist wohldefiniert, wenn man feste Reprisentanten fiir alle Aquivalenzklassen wiihlt.

Zu 2:
E(ZIZJ ®w[gK}) _ E(ZIJF‘] ®w[gK})
= U;([K]HQ_I(IHQ_IU) - ZIU;([K])Jrg_l(J)
= 2'¢(27 @ wll).
Zu 3:

(2" & uf = (g 97 )
h(a([K]))+hg=1(J K
_ S yHeEDRTIO) g K]
heG
= Y ez’ oup M) ol = (0 id)id A) (2 © uff).
hedG
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Satz 54: Die Erweiterung 7,, des kommutativen Torus T™ ist cleft und somit ein triviales

Quantenprinzipalbiindel.

Damit ist die zentrale Aussage dieses Kapitels erledigt, und wir wollen uns abschliefend
noch ein wenig den Zusammenhang einiger auftretender Rdume ansehen. Dazu definieren

wir die folgenden Projektionen:

w: 7T, — CZ",
I Iy ._
Uy — m(Uy) = 0g.el,
' F, — C[Z"/L],

wg] — w/(wg]) = 0g.el1].

Mit diesen Projektionen so wie den kanonischen Abbildungen j und p konnen wir das

folgende kommutative Diagramm aufstellen:

7, — Fp
J
W’l ”Ol
Czr — C[2"/L)

Abbildung 8.1: Beziehung von 7, und F,

8.6 Zusammenfassung und Anmerkungen

Man sollte dieses Kapitel unbedingt im Zusammenhang mit Kapitel 5 iiber Quantisie-
rungsprobleme verstehen. Die grundlegende Struktur in beiden Kapiteln ist die Kreuz-
produktalgebra. In Kapitel 5 hatten wir gezeigt, daf§ solche Kreuzproduktalgebren als
Losungen von algebraischen Quantisierungsproblemen auftreten. Im jetzigen Kapitel sa-
hen wir, daf§ die gleiche Struktur eine geometrische Interpretation besitzt. Sie ist immer
ein triviales Quantenprinzipalbiindel. Es ist klar, dafl Kreuzproduktalgebren deshalb eine
zentrale Rolle in der Aufstellung von Modellen bilden, in denen auf einem algebraischen
Niveau Elemente von Quantenmechanik und Gravitation vereinigt sind. Interessant ist
natiirlich insbesondere der Fall, dafl die gleiche Kreuzproduktalgebra Losung eines alge-
braischen Quantisierungsproblems und (das gilt immer) ein Quantenprinzipalbiindel ist.
Dies ist der Ausgangspunkt fiir die Konstruktion der sogenannten Bikreuzproduktalge-
bren. Diese sind Kreuzproduktalgebren, die zudem Hopf-Algebren sind. Hier taucht die
interessante Moglichkeit auf, dafl, wenn man zur dualen Hopf-Algebra iibergeht, gerade

die Rolle von Quantisierung und Geometrie vertauscht wird. Die Algebrenstruktur einer
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solchen Bikreuzproduktalgebra beschreibt eine Quantisierung (wie wir dies fiir Kreuzpro-
duktalgebren in Kapitel 5 untersucht haben). Diese Algebrenstruktur beschreibt aber im
Dualen die Geometrie, d.h. die Quantenprinzipalbiindel-Struktur. Andererseits beschreibt
die Koalgebrenstruktur eines Bikreuzproduktes Geometrie und im Dualen dann die Struk-

tur der Quantisierung. Diese Sachverhalte werden ausfiihrlich in [46] dargestellt.

Wir haben in diesem Kapitel fiir den Fall der Wurzeln der Eins gezeigt, daf3 die nichtkom-
mutativen Multi-Tori eine Hopf-Galois-Erweiterung der entsprechenden kommutativen To-
ri sind, wobei die Rolle der Strukturgruppe von der endlichdimensionalen Hopf-Algebra
F, gespielt wurde. Wir weisen darauf hin, dafl in [32] der Quantendoppeltorus im Hinblick

auf solche Hopf-Galois-Erweiterungen untersucht wurde.
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Kapitel 9

Symmetrien und der

Nichtkommutative Torus

In dieser Arbeit haben wir uns im wesentlichen mit der Konstruktion von Hopf-Algebren
als eigensténdigen algebraischen Objekten befafit, wobei wir aber immer wieder darauf hin-
gewiesen haben, daf} sich Hopf-Algebren auf natiirliche Weise aus dem Begriff der Gruppe
ergeben, wenn man zu einer algebraischen Stufe iibergeht. In diesem Sinne kann man
von einer Algebraisierung des klassischen Symmetriebegriffes reden. Im folgenden Kapitel
wollen wir ausfiihrlicher iiber den Symmetriebegriff in der Nichtkommutativen Geometrie
sprechen und (zum Teil Aspekte der vorangegangenen Kapitel aufgreifend) Symmetrien
in Zusammenhang mit spektralen Tripeln, dem algebraischen Analogon zu den Spinman-

nigfaltigkeiten, diskutieren.

Wenn man versucht, auf der algebraischen Stufe verallgemeinerte Symmetrien zu definie-
ren, wird man ganz natiirlich auf Hopf-Algebren gefiihrt. Wir haben das bereits ausfiihrlich
in dieser Dissertation dargestellt. Dies ist aber nicht die einzige Moglichkeit um verallge-
meinerte Symmetrien zu definieren. Eine andere Moglichkeit ist, von der Wirkung einer
Gruppe auf einen Raum auszugehen. Auf der Stufe der Funktionen iiber diesem Raum in-
duziert dies Automorphismen. Man kann demnach als verallgemeinerte Symmetrien eines
nichtkommutativen Raumes die Automorphismen betrachten. Dies ist genau die Art und
Weise wie in der Formulierung des Standardmodells nach Connes die klassischen Symme-
trien implementiert werden. Diese Symmetrien sind also mit der Automorphismengruppe

der zugrundeliegenden Algebra verbunden.

Die Verallgemeinerung von Symmetrien mittels Hopf-Algebren und Quantengruppen hat
den Vorzug, dal man die Symmetrien als eigensténdige Objekte betrachtet und zudem,
nach der Philosophie der NKG, als Rdume mit Zusatzstrukturen auffassen kann, die im
kommutativen Fall zu den Gruppenstrukturen des ,,darunterliegenden*“Raumes korrespon-

dieren. Auflerdem ermoglicht die Verwendung von Hopf-Algebren die Konstruktion von
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eigenstédndigen Modellen und Strukturen (wie Kreuzproduktalgebren oder Bikreuzpro-
dukten), die auf einer algebraischen Stufe Aspekte von quantenmechanischer und geome-

trischer Betrachtungsweise vereinigen.

Die Untersuchung von verallgemeinerten Symmetrien mufy natiirlich zum Ziel haben, sol-
che Symmetrien in der Physik zu finden und somit ihre physikalische Relevanz zu de-
monstrieren. Man weif§ (wir haben darauf auch in der Einleitung zu dieser Dissertation
hingewiesen), daf§ in Modellen der diskreten Eichtheorie sogenannte Quantendoppel (die
nichts mit dem Quantendoppeltorus zu tun haben) als Symmetriestruktur eine wichtige
Rolle spielen, und dafl Hopf-Algebren ein zentrales Werkzeug in der Renormierungstheo-
rie bilden. Beziiglich des Standardmodells in der Nichtkommutativen Geometrie wére es
natiirlich von herausragender Bedeutung zusétzliche Symmetrien zu finden, die das Stan-
dardmodell mit seinen Parametern vor anderen moglichen Modellen auszeichnet. Insbe-
sondere wire es schon, eine Symmetrie zu finden, die den , richtigen“Dirac-Operator fixiert
und damit eindeutig festlegt. Obwohl es durchaus einen Kandidaten fiir eine solche Sym-
metrie gibt (siehe die Einfiihrung zu dieser Dissertation), ist es bisher nicht gelungen,
diese Symmetrie zu implementieren. Dies liegt einerseits an der komplizierten Struktur
des Standardmodells und andererseits an der in Frage kommenden Quantengruppe selbst,
die mathematisch von schwieriger Natur ist. Aufgrund der Schwierigkeiten ist es sinnvoll,
zunéchst an einfacheren Modellen und Beispielen nichtkommutative Symmetrien zu erpro-
ben und ,,durchzuspielen®, um auch ein Gefiihl fiir Symmetrien in der Nichtkommutativen

Geometrie zu entwickeln.

Nachdem wir aus dem Nichtkommutativen Torus Rdume aufgebaut haben, die eine Hopf-
Algebren- oder allgemeiner eine Multiplikator-Hopf-Algebren-Struktur besitzen, stellt sich
die Frage, ob der Nichtkommutative Torus selbst irgendwelche Hopf-Algebren-Symmetrien
besitzt. Natiirlich kennen wir als klassische Symmetrie des Nichtkommutativen Torus die
u(1) x u(1)-Symmetrie. Diese ist jedoch nicht sensitiv beziiglich des Deformationsparame-
ters A in der Vertauschungsrelation AUV = VU. Der Deformationsparameter spielt fiir die-
se klassische Symmetrie keine Rolle. Wir werden in diesem Kapitel zeigen, dafl der Nicht-
kommutative Torus in der ,,Quantengruppen-Welt “eine ,,gréflere Symmetrie“besitzt. Die
Symmetrie ist selbst deformiert (enthélt einen Deformationsparameter) und die Deforma-
tionsparameter des Nichtkommutativen Torus und der Symmetrie sind nicht unabhéngig
voneinander. Diese Symmetrie wird durch die Multiplikator-Hopf-Algebra (DT,)* gege-
ben und damit im wesentlichen durch die Duale des Quantendoppeltorus. Sie bildet eine
Symmetrie, die im Gegensatz zur klassischen u(1) x u(1)-Symmetrie sensitiv beziiglich der

deformierten Struktur des Nichtkommutativen Torus ist.

Die n#chste Frage, die sich daraus ergibt, ist, ob sich diese Symmetrie auf die bekannten
Spektralen Tripel des Nichtkommutativen Torus fortsetzen 148t. Wir werden sehen, dafl
dies nicht der Fall ist.
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9.1 Algebraische Spektrale Tripel

Spektrale Tripel sind das nichtkommutative Analogon zu den Riemann-Spin-Mannigfaltig-
keiten. Die exakte (sehr umfangreiche) Definition des Begriffs der Spektralen Tripel findet
sich beispielsweise in [9],[10] oder in [37]. Wir begniigen uns nachfolgend mit den algebrai-

schen Eigenschaften, wie sie z.B. in [57] zu finden sind.

9.1.1 Allgemeine Definition

Definition 44: Algebraische Spektrale Tripel
Ein algebraisches, reelles, gerades Spektrales Tripel wird durch das Tupel (A, 7, H, D, J,~)
gegeben. Dabei soll gelten:

1. A ist eine involutive Algebra.
2. T ist eine treue, beschrinkte x-Darstellung von A auf dem Hilbert-Raum H.

3. D st ein selbstadjungierter Operator mit kompakter Resolvente, so dafs
[D,7(a)], Ya € A beschrinkt ist.

4. 7y st eine hermitesche Zo-Graduierung mit Dy = —yD.

5. J ist eine antilineare Isometrie, so dafl

[JaJ 1,0 =0, Ya,b € A,
[JaJ ™1, [D,b]] =0, Va,b € A.

6. Es existiert ein n-Hochschild-Zykel ¢ € Zy(A, AR AP), c=apyR@byRa1 ®...R ay,
fiir dessen Darstellung auf dem Hilbert-Raum H gilt:

7(c) = w(ag)(Jm(bo)J 1D, w(ay)]. .. [D,7m(an)] = 7.
7. Es gelten die Relationen
DJ=eJD, J*=¢€, Jy=é€'yJ

Die e,¢,€" ergeben sich aus der folgenden Tabelle:

n mod 8/0[1(2(3|4|5|6|7
GO S B R K
SO i el AR
e+ || |+ |-
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Klassisches Beispiel:

Statt im Einzelnen auf diese Bedingungen einzugehen, wollen wir nur kurz das grund-
legende klassische Beispiel angeben: Man geht aus von einer 4-dim. kompakten euklidi-
schen Raumzeit M. Die Algebra A sind die glatten Funktionen auf dieser Raumzeit, d.h.
A = C>®(M). Der Hilbert-Raum sind die quadratintegrablen Spinoren auf M: H = L2(S).
Der Dirac-Operator ist D = @ = iy*9/0x", wobei die y* die iiblichen Gamma-Matrizen
sind. Die Graduierung < ist nichts anderes als der Chiralitétsoperator 75, wiahrend der

Realitétsoperator J der Ladungskonjugationsoperator ist:
J = C :=~"+? o Komplexkonjugation.

Er permutiert Teilchen mit Antiteilchen. Wahrend die Relation [D, J] = 0 besagt, daf Teil-
chen und Antiteilchen die gleiche Dynamik besitzen, folgt aus Dy + D, dafi sich die Chi-
ralitéit bei der Zeitentwicklung nicht #ndert. Die Ordnung-1-Bedingung [JaJ !, [D,b]] = 0
stellt sicher, dafl D ein Differentialoperator 1. Ordnung ist. Die Existenz des Hochschild-
Zykels ¢ besagt in diesem klassischen Fall, dafl v die Darstellung der Volumenform auf H
ergibt. °

Spektrale Tripel miissen i.a. noch einige weitere mehr analytische Bedingungen erfiillen,
die wir hier aber nicht betrachten wollen. Sie sind fiir uns aus zwei Griinden nicht we-
sentlich: Einerseits arbeiten wir rein algebraisch und verwenden statt Quantengruppen
Hopf-Algebren (oder Multiplikator-Hopf-Algebren) und andererseits reichen obige Bedin-
gungen aus, um zu zeigen, daf die verallgemeinerte Symmetrie, die der Nichtkommutative

Torus besitzt, nicht zu invarianten Spektralen Tripeln fiihrt.

9.1.2 Nichtkommutativer Torus als Spektrales Tripel

Da wir hier rein algebraisch arbeiten wollen, betrachten wir den Nichtkommutativen Torus
als die von den Generatoren U und V erzeugte Algebra mit der Relation AUV = VU. Die
folgenden Eigenschaften des Nichtkommutativen Torus sind wohlbekannt und kénnen z.B.

in [51] oder [37] nachgelesen werden.
Eine Darstellung auf dem Hilbert-Raum [?(Z?) ist durch
Uln,m)=|n+1m),
Vinm) = A" |nm+1)
gegeben, wobei wir mit | n,m), n,m € Z die Basis aus 1?(Z?) bezeichnen. Um die Gra-
duierung 7 zu definieren, mufl der Hilbert-Raum zu [?(Z?) @ (?(Z?) verdoppelt werden.

Die Basiselemente werden als | n,m;+) geschrieben. Graduierung und Realitétsstruktur

lassen sich als Matrix angeben

10 0 —Jo
v = ; J = ;
0—1 Jo 0
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wobei diese Matrizen auf den +-Anteil der Basen | n, m; £) wirken. Jy wirkt wie folgt auf

H:

Jo | mym) == X" | —n, —m).

Der Dirac-Operator ist von der Form

D:<06>.
0" 0

Dies ist eine Folge davon, dafl der Dirac-Operator selbstadjungiert ist und mit der Graduie-
rung antikommutieren soll. Der Nichtkommutative Torus besitzt eine Symmetrie beziiglich
der Lie-Algebra u(1) x u(1). Diese Symmetrie 1&8t sich durch Wirkung der beiden Genera-
toren d1, &9 der Lie-Algebra auf die Generatoren U und V' des Nichtkommutativen Torus

beschreiben:

Lho>U="U, 51DV:O,
52>U:0, oo >V =V.

Beriicksichtigt man diese Symmetrie fiir den Dirac-Operator, so kann man zeigen, dafl
0| n,m;—=) =dpm | n,m;+).

Die d,, ,, konnen weiter durch die Ordnung-1-Bedingung fixiert werden, und man erhélt

die Gleichungen
dnt2,m = 2dnt1,m — dnym,
dnmye = 2dnmi1 — dnm,
welche die Losungen
dpm=n+1m, 1€C (9.1)

besitzen. Diese Losungen sind eindeutig bis auf eine multiplikative Konstante.

9.2 Symmetrien Spektraler Tripel

Wir verwenden im Folgenden den Symmetriebegriff fiir Spektrale Tripel, wie er in [52]

eingefiihrt wurde (siehe auch [51]).

Definition 45: Kovariante Spektrale Tripel

Sei G eine kompakte Quantengruppe und H = G* die dazu duale Quantengruppe. Au-
Berdem sei (A,H,D,~,J) ein Spektrales Tripel. Das Spektrale Tripel heifit dann H-
symmetrisch oder H-kovariant oder H -dquivariant, wenn die folgenden Bedingungen
erfillt sind:
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1. Die Algebra A des spektralen Tripels ist eine Links-H-Modulalgebra.

2. Der Hilbert-Raum H ist ein H-Modul. Die Darstellung von A ist diesbeziiglich

kovariant.

3. Der Dirac-Operator D des Spektralen Tripels vertauscht mit allen Elementen aus
H:

[D,h] =0, Vh € H.

4. Die Graduierung v vertauscht mit allen Elementen aus H :

[v,h] =0, Yh € H.

5. Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen Realitdtsstruktur J und der Antipode
S:

S(h) = Jh*J L.

Eine ausfiihrlichere Erklarung des hier definierten Symmetriebegriffes findet sich in der
oben angegebenen Literatur. Wir wollen hier nur kurz die einzelnen Punkte erldutern. Die
ersten beiden Bedingungen besagen einfach, dafl es fiir die Kreuzproduktalgebra A x H
eine Darstellung auf dem Hilbert-Raum H gibt. Dies ist gerade die Aussage von Satz
22. Bedingungen 3 und 4 korrespondieren zur Invarianz der Metrik und der Graduierung.
Die fiinfte Bedingung ergibt sich aus der Forderung, dafi die Wirkung von Hoh (d.h. die
Hopf-Algebra H mit vertauschter Multiplikation und Komultiplikation) auf die ,,opposi-
te“-Algebra A% (das ist die Algebra A aber mit vertauschter Multiplikation), die durch
die Realitdtsstruktur induziert wird, mit der Darstellung iibereinstimmt, die man durch
die Antipode von H erhilt. Es gibt eine duale Formulierung der oben angegebenen Sym-
metriedefinition, die mit Kowirkungen arbeitet [51]. Diese ist eigentlich die natiirliche,
die sich aus klassischen Réumen ergibt. Wir ziehen es allerdings vor mit Wirkungen zu

arbeiten.

9.3 Verallgemeinerte Symmetrien des Nichtkommutativen

Torus

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl der Nichtkommutative Torus iiber die bekannte
u(1) x u(1)-Symmetrie hinaus eine groflere Symmetrie besitzt. Die Symmetrie ist durch
die Wirkung der dualen Hopf-Algebra (DT,)* des Quantendoppeltorus gegeben. Diese

Symmetrie ist zwar kovariant, fiihrt aber nicht zu kovarianten Spektralen Tripeln, da (wie
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wir sehen werden) die Ordnung-1-Bedingung nicht zu erfiillen ist. Die folgenden Formeln
ergeben sich aus den Gleichungen (5.14) und (5.15) in Kapitel 5 fiir den Spezialfall G = Z,
und Z™ mit n = 2. Die Multiplikation der Algebra (DT,)* ist

cllepm = ghmstrorn,
citcmn = ghrgbmomn,
cHern = ghmtnemn,
cHemn = ghngtmorn,

Da (DT;)* eine Multiplikator-Hopf-Algebra ist, sind die folgenden Definitionen fiir Ko-
multiplikation, Koeins und Antipode wieder im Sinne der Multiplikator-Hopf-Algebren zu

verstehen.

A = Y Y cfect,
a+c=k b+d=l

ACH = N 57 galeadigab g ocd,
a+c=k b+d=l

27160

Dabei ist g =€ und 6 ein reeller Parameter.

E(Cil) _ 5k’06l’0,

Eine *-Struktur ist gegeben durch

(Cil)* — Cf»la
(CHy == F,

Der Nichtkommutative Torus besitzt die Vertauschungsrelation

AUV = VU, (9.2)
wobei U,V die unitdren Generatoren und A ein komplexer Deformationsparameter mit
| A |=1 ist.

Die Wirkung der Generatoren von (DTy)* auf die Generatoren des Nichtkommutativen

Torus wird definiert als
CH>U = ™10y,
Cl' >V = "1y,
CH>U = g1tV
CH v = §M0sb1U.
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Wir miissen an dieser Stelle nachpriifen, dafl diese Definition der Darstellung mit der
Vertauschungsrelation (9.2) vertriiglich ist. Vertriglichkeit bedeutet hierbei, daB C4 >
(AUV) = C¥ > (VU). Aus der Wirkung von C¥ folgt keine Relation zwischen A und g¢:

CHe(AUV) =X ) > ((CF>U)- (Cibd>V))

ate=k btd=l
=AY Y (M) - (8005 V) = Adt oY,
ato—k btd—l
Cil > (VU) = Z Z ((Cic > V) . (C+bdl> U))
ato—k btd—l
= >0 >0 (M) - (06 ) = VT
ate=k bid=l

Die Wirkung der C*! liefert dagegen eine Obstruktion fiir A und ¢:

CHeov)=x Y Y gt s u). (0 V)
a+c=k b+d=I

=AY D @ty - (304 ) = At gV,
a+c=k b+d=l

Mooy = 3 N gttt sy) . (s 0)
a+c=k b+d=l

= > Y grler (e 05t ) - (3108 0V) = g U Y.
a+e=Fk b+d=1

Es folgt also, dafl )\q_%VU = q%UV und mit (9.2) ergibt sich
N =q.

Die iibliche treue Darstellung des Nichtkommutativen Torus auf dem Hilbert-Raum [%(Z?)

ist
Uln,m) = |n+ 1,m),

Vin,m) = \"|n,m + 1).

Wir benétigen eine Darstellung von (DT,)* auf [2(Z?), welche den Nichtkommutativen

Torus zu einem kovarianten (DT,)*-Modul macht. Dies wird durch

C’jﬂn,m} = 54167 n, m),

C’ij|n,m> = 54161 ™ m, n)
ermdoglicht. Wir miissen nun die Kovarianz dieser Darstellung zeigen, d.h. es muf3 gelten:

CY & (U | n,m)) = (CE)1 > U) & ((CE)2 | n,m))
CE > (V [n,m)) = (C) > V) > (CF)2 | n,m)).
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Wir berechnen erst die linken Seiten:

CH'> (U | nym)) = CHl> | n+1,m) = §&" 6™ | n 41, m), (9.3)
CHM > (U | n,m)) = CH> | n+1,m) = & HL5E™ | m n + 1), (9.4)
Ckl > (V[ n,m)) = CH > X" [ n,m+ 1) = A"§Pn™ L | nom 4 1), (9.5)
> (V| n,m)) = CH A" | nym 4+ 1) = Am6H765™ L [ m + 1, n). (9.6)
Die rechten Seiten ergeben:
(CEN e U) B ((C2 [nm) = Y > (C¥>U)>(CY | n,m))
a+b=k c+d=l
= > D (816%U) & (8™ | n,m))
a+b=k c+d=l
= gkmtlghm | 41, m), (9.7)
(Cy > U) > ((CHg [ nym)) = Y Y Nerod(C > U) > (C* | nym))
a+b=k c+d=l
— Z Z )\bcfad((;a,l(sc,ov) > (5b,n5d,m | m,n>)
a+b=k c+d=l
= ATmghntlghmam | n 1), (9.8)
(C > V)5 (D [nm) = 3 3 (€5 V) & (€| n,m))
a+b=k c+d=l
_ Z Z (5a,050,lv) > (5b,n5d,m ‘ n7m>)
a+b=k c+d=l
= Angkmngbmtl oy m 4 1), (9.9)
(CN1 V)& ((CHYg [nym)) = Y Y Nered(C» V) > (C™ | n,m)
a+b=k c+d=l
— Z Z )\bc—ad(éa,o(;c,l U) > (5b,n6d,m | m,n>)
a+b=k c+d=lI
= AngRnstmtL | 41 n). (9.10)

Vergleich der Gleichungen (9.3) - (9.6) mit den entsprechenden Gleichungen (9.7) - (9.10)

zeigt die Kovarianz der Darstellungen.

Wir sehen, daf} es moglich ist, das Duale des Quantendoppeltorus als eine verallgemeinerte
Symmetrie des Nichtkommutativen Torus zu implementieren. Es stellt sich nun die Frage,
ob es auch moglich ist, invariante Spektrale Tripel zu finden. Wir wissen, dafl der Dirac-

Operator fiir das Spektrale Tripel des Nichtkommutativen Torus von der Form

00
D = s 0 s,y — :dnm , M5 ),
<y0> 3 =) = d | 1,054)
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mit dy, ,m, = n + ™m sein muB. Dies gilt allerdings nur, falls eine u(1) x u(1)-Symmetrie
gefordert wird. Es ist zunéchst also denkbar, daf ein beziiglich (DT,)* invariantes Spektra-
les Tripel einen Dirac-Operator von einer anderen Form besitzt. Eine einfache Uberlegung
zeigt jedoch, dafl dies nicht der Fall ist, und daf} dariiber hinaus 7 = 1 gelten muf}. Der
Grund dafiir ist, daf die verallgemeinerte Symmetrie eine u(1) x u(1)-Untersymmetrie

besitzt. Dies sehen wir wie folgt: Betrachten wir Elemente aus (DTj)* der Form

o1 =Y kCK,

k,leZ
Gy =y ICH.
k,leZ

Diese Elemente, die im Sinne der Multiplikator-Hopf-Algebren wohldefiniert sind, erfiillen

genau die Gleichungen

hoU=U, 51>V =0,
So>U =0, S>>V =V

und auflerdem rechnet man leicht unter Benutzung der Multiplikation in (DT})* aus:
[01,02] = 0.

Damit ist gezeigt, dal (DT})* eine u(1) x u(1)-Unteralgebra besitzt. Nun wissen wir aber
bereits aus (9.1), dafl der Dirac-Operator fiir eine solche Symmetrie notwendigerweise
durch

dpm =n+1m

ausgedriickt werden kann. Man kann nun 7 aus der Bedingung [D,C}] = 0 bestimmen.
Wihrend aus [D,C*] = 0, wegen

ACH > [n,m; —)) = 6870 (n 4+ Tm)|n, m; +),
O &> (0, m: =) = (n -+ Tm)C 1> [, +) = 65765 (n 4 7m) m, m: +)

keine Einschrankung fiir 7 folgt, ergibt sich aus [D, C*] = 0 mit

A(CH > |n,m; —)) = 6865 (m + mn)|m, n; +),
CHM > (8n,m; =) = (n+1mm)C* > |n,m; +) = 6565 (n + 7m)|m, n; +)

n —m = 7(n —m) und deshalb 7 = 1. Der Dirac-Operator wird also durch
Bl m; =) = (n -+ m)|n,m; +)

festgelegt. Es ist aber letztlich die Graduierung « bzw. ihr Zusammenhang mit dem Zykel ¢,
welche die Existenz eines invarianten Spektralen Tripels verhindert. Dieser Zusammenhang

wird hier durch die Formel
m(ag)Jm(bo)J D, m(ay)|[D, w(az)] = v (9.11)
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bestimmt. Man kann sich aber sehr leicht iiberlegen, daf§ die linke Seite der Gleichung
proportional zur Einheitsmatrix ist und somit nicht die Graduierung ergeben kann. Um
dies zu sehen, stellen wir zuerst fest, dafl alle Terme auf der linken Seite 2 x 2-Matrizen

sind. Die Generatoren der Algebra U und V sind in der Darstellung von der Form

A
0. A=UV.
0A

Damit hat aber auch jedes Element des Nichtkommutativen Torus beziiglich seiner Dar-
stellung auf den Hilbert-Raum H diese Form, ist also ein Vielfaches der Einheitsmatrix.
J und J~! sind antisymmetrisch. Da sie jedoch beide genau einmal im Produkt auftau-
chen, ist also 7(ag)Jm(bg)J ! ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Bleiben also nur noch
die Kommutatoren [D,7(a1)] und [D,7w(az)] iibrig. Aufgrund der oben dargelegten Ein-

schrinkungen ist D von symmetrischer Form, d.h.

o-(22)

Die Kommutatoren sind also selbst von symmetrischer Form und ihr Produkt demnach
proportional zur Einheitsmatrix. Damit ist gezeigt, daf} die linke Seite von Gleichung (9.11)

insgesamt proportional zur Einheitsmatrix ist und deshalb keine Graduierung ergibt.

Als Ergebnis halten wir fest: Der Nichtkommutative Torus (bzw. die ihn beschreibende Al-
gebra) besitzt eine iiber die bekannte u(1) x u(1)-Symmetrie hinaus eine verallgemeinerte
Symmetrie: Die iibliche Darstellung der Algebra A des kanonischen Spektralen Tripels des
Nichtkommutativen Torus ist kovariant beziiglich der Wirkung der Dualen des Quanten-
doppeltorus, d.h. sie besitzt eine (DT, )*-Symmetrie. Es ist allerdings nicht moglich diese
Symmetrie auf das gesamte Spektrale Tripel auszudehnen, also ein kovariantes Spektrales

Tripel zu konstruieren.
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Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

10.1 Motivation

Wir wollen in diesem letzten, abschlieBenden Kapitel nochmals zusammenfassend sagen,
was die Motivation fiir diese Dissertation war, wie das Themengebiet in einen grofieren ma-
thematischen und physikalischen Rahmen einzuordnen ist und welche Ergebnisse im Rah-
men der Arbeit erzielt wurden. Am Ende wollen wir noch darstellen, in welcher Richtung
man die Arbeit fortfithren und erginzen kénnte. Auflerdem werden wir etwas dariiber spe-
kulieren, welche Entwicklung der iibergeordnete Themenbereich der Hopf-Algebren- und
Quantengruppen-Theorie, zu dem diese Dissertation gehoért, nehmen wird oder nehmen

sollte.

Bevor wir mit einer Darstellung der Motivation fiir den speziellen Stoff dieser Disser-
tation beginnen, wollen wir nochmals, in Ergédnzung der Einleitung zu dieser Disser-
tation, darstellen, was die Grundziige der Nichtkommutativen Geometrie sind, welche
Rolle Hopf-Algebren und Quantengruppen darin spielen und was die Vorziige einer sol-
chen Beschreibungsweise sind. Konzeptioneller (nicht historischer) Ausgangspunkt der
Nichtkommutativen Geometrie, ist die Erkenntnis, dafl man topologische Réume mit ih-
ren Strukturen und letztlich auch Geometrien auf einer algebraischen Stufe ausdriicken
kann. Ein lokalkompakter Hausdorff-Raum 148t sich genauso gut durch eine C*-Algebra
beschreiben (Gelfand-Naimark-Theorem), einem klassischen Vektorbiindel entspricht al-
gebraisch ein endlich-erzeugter projektiver Modul (Serre-Swan-Theorem), das Analogon
zu einer Riemann-Spinmannigfaltigkeit sind die Spekralen Tripel, und das entsprechen-
de Gegenstiick zu Gruppen bilden die Hopf-Algebren oder Quantengruppen (die wir als
die topologische Version der Hopf-Algebren betrachten). Der Vorteil dieser algebraischen
Formulierung klassischer Rdume und Strukturen liegt darin begriindet , dal man die
Moglichkeit der Verallgemeinerung hat. Wéahrend die ,klassischen Rdume“mit Hilfe kom-
mutativer Algebren beschrieben werden, kann man auf der algebraischen Stufe dann auch

nichtkommutative Algebren zulassen. Man kann beispielsweise eine kompakte Lie-Gruppe
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als spezielle kommutative Quantengruppe auffassen, hat aber auch die Moglichkeit nicht-
kommutative Quantengruppen zuzulassen, auch wenn diese dann (im Gegensatz zu den
kommutativen Quantengruppen) nicht mehr eine Funktionenalgebra auf einer Gruppe
sein konnen. Was gewinnt man nun dadurch? Diese Frage 148t sich insbesondere als Phy-
siker leicht beantworten, wenn man sich vor Augen fiihrt, in welchen mathematischen
Sprachen die Grundpfeiler der Physik formuliert sind. Wahrend die Allgemeine Relati-
vitédtstheorie als klassische geometrische Theorie im Rahmen der Riemann-Geometrie dar-
gestellt wird, benutzt man fiir die Quantenmechanik die Sprache von Operatoralgebren
und Hilbert-Réumen. Die Nichtkommutative Geometrie besitzt das Potential (zumindest
auf der mathematischen Ebene) diese so unterschiedlich formulierten und interpretier-
ten physikalischen Theorien in einer gemeinsamen Sprache zu formulieren. Erfolge solcher
Formulierungen sind z.B. das Standardmodell in nichtkommutativer Beschreibungsweise
nach Connes in einer Form, welche die Gravitation einbezieht oder das in der Einleitung
erwahnte sogenannte Mainz-Marseille-Modell, welches die Eichtheorien der starken und
elektroschwachen Wechselwirkungen behandelt. Beide Modelle, die sich in ihren Metho-
den und Intentionen duchaus stark unterscheiden, sind klassische Beschreibungen, d.h. sie

behandeln nicht die quantisierte Theorie.

Hopf-Algebren und Quantengruppen sind das algebraische Analogon zu Gruppen und
Lie-Algebren. Da Gruppen und Lie-Algebren der mathematische Ausdruck fiir Symme-
trien sind, kann man Quantengruppen als algebraisierte Symmetrien bezeichnen. Hopf-
Algebren und Quantengruppen sind Nichtkommutative Geometrie im engen Sinne: Man
driickt die Eigenschaften eines Raumes (der Gruppe oder Lie-Algebra) durch eine kom-
mutative Funktionenalgebra (mit zusétzlichen Abbildungen, welche zur Gruppenmulti-
plikation, der Inversen und dem neutralen Element korrespondieren) aus und 148t dann,
in Verallgemeinerung davon, auch nichtkommutative Algebren zu, die ansonsten die glei-
chen Eigenschaften haben. Quantengruppen sind also die nichtkommutative Verallgemei-
nerung von Gruppen und Lie-Algebren und damit die nichtkommutative oder algebraisier-
te Form des gewohnten klassischen Symmetriebegriffes. Die Rolle von Quantengruppen im
Rahmen der Nichtkommutativen Geometrie ist zumindest zweigeteilt: Einerseits entspre-
chen sie verallgemeinerten Symmetrien, andererseits bilden sie selbst einfache Modelle fiir
Réume, die sowohl geometrische als auch quantenmechanische Strukturen aufweisen. Die-
se Modelle kann man auf mehrere Arten konstruieren. Betrachtet man beispielsweise die
Funktionenalgebra iiber einer nichtabelschen Lie-Gruppe, so hat diese Algebra die Struk-
tur einer nicht-kokommutativen Quantengruppe. Die Nichtkokommutativitat entspricht
der nichtabelschen Struktur der zugrundeliegenden Lie-Gruppe. Die nichtkokommutative
Quantengruppe entspricht einer speziellen Mannigfaltigkeit (Lie-Gruppe) mit Kriimmung,.
Natiirlich ist diese Quantengruppe als Funktionenalgebra kommutativ. Unterzieht man
nun noch ihre Multiplikation einer Deformation, so erhélt man einen nichtkommutativen,
nichtkokommutativen Raum. Er tréigt Ziige von ,,Quantenmechanik“(eine nichtkommuta-

tive Multiplikation) und von Geometrie (eine Kriimmung). Die nichtkommutative Struk-
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tur der Quantengruppe bedeutet aber i.a. nicht, daf§ man diese Algebra als Quantisierung
einer klassischen Observablenalgebra auffassen kann. In dieser Hinsicht realistischere Mo-
delle erhélt man durch die sogenannten Bikreuzproduktalgebren, die wir nicht im Detail
erlautern wollen. Ausgangspunkt sind hierbei Kreuzproduktalgebren, die Lésungen von
algebraischen Quantisierungsproblemen sind. Die Frage, wann solche Kreuzproduktalge-
bren Hopf-Algebren bilden, fiihrt zur Definiton der angesprochenen Bikreuzproduktalge-
bren, die dann i.a. nichtkommutative, nichtkokommutative Hopf-Algebren sind. Die nicht-
kommutative Algebrenstruktur korrespondiert hier zur echten Quantisierung klassischer
Observabler, wihrend man die Nichtkokommutativitét als Kriimmung interpretiert. Inter-
essant an solchen Modellen ist, dafl die duale Bikreuzproduktalgebra wiederum eine solche
Bikreuzproduktalgebra ist, wobei aber die Nichtkommutativitit zur Kriimmung und die

Nichtkokommutativitét zur quantisierten Struktur korrespondiert.

Wenngleich Spektrale Tripel und Quantengruppen beide zur Nichtkommutativen Geome-
trie gehoren, sind Modelle, die Methoden beider Zugéinge benutzen, immer noch sehr
selten. Ein Grund mag darin liegen, dafl die klassischen Symmetrien in der Spektra-
len Tripel-Formulierung des Standardmodells nach Connes als Algebren-Automorphismen
implementiert sind. Trotzdem hofft man, dafl sich vielleicht das Standardmodell in der
Nichtkommutativen Formulierung durch spezielle Hopf-Algebren-Symmetrien auszeich-
net. Solche Symmetrien kénnten insbesondere den Dirac-Operator fixieren. Es gibt ei-
ne Hopf-Algebra, die wegen einer sehr #hnlichen Darstellungstheorie wie die Eichgruppe
des Standardmodells als Kandidatin fiir eine solche Symmetrie in Frage kdme. Ausgangs-
punkt ist die kommutative Funktionen-Hopf-Algebra F(SL(2,C)). Man betrachtet dann
die deformierte Algebra SL,(2,C) bei ¢* = 1, d.h. bei einer kubischen Wurzel der Eins.
Die duale endlichdimensionale Hopf-Algebra ist eine Universelle Einhiillende Uy(sl(2,C)).
Diese ist die Kandidatin fiir eine verallgemeinerte Symmetrie des Standardmodells. Al-
lerdings ist diese Hopf-Algebra nicht halbeinfach und aus mathematischer Sicht relativ
schwierig, obwohl der halbeinfache Teil (die Matrixalgebra M (3,C) @ M (2,C) @ M (1,C))
dieser Hopf-Algebra sehr nah am diskreten Teil des Standardmodells in Nichtkommutati-
ver Formulierung ist. SL,(2,C) ist iibrigens ein sogenanntes Quantenprinzipalbiindel mit
F(SL(2,C)) als Basis und der endlichdimensionalen Hopf-Algebra bei kubischer Wurzel
der Eins als Strukturgruppe.

Die Implementierung dieser Symmetrie ist wie bereits gesagt allerdings bisher nicht gelun-
gen, was auch darin begriindet liegt, dafl diese Hopf-Algebra eben nicht halbeinfach und
deswegen technisch schwer zu behandeln ist. Nat{irlich ist auch keineswegs von vornherein
klar, wie man solche verallgemeinerten Symmetrien in Modellen, welche auf Spektralen
Tripeln beruhen, definieren soll. Hier bedarf es moglichst vieler Beispiele, um ein Gefiihl
fiir den Umgang mit diesen Symmetrien zu erlangen und an diesen Beispielen die Niitz-

lichkeit solcher Definitionen von Symmetrie zu zeigen.

Aus dem bisher Gesagten heraus, erscheint es natiirlich, da das Spektrale Tripel, wel-
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ches das Standardmodell beschreibt, schon sehr kompliziert ist, auch andere wohlbekannte
R#ume der Nichtkommutativen Geometrie im Hinblick darauf zu untersuchen, ob sie ver-
allgemeinerte Symmetrien besitzen oder zur Konstruktion von Hopf-Algebren und Quan-

tengruppen benutzt werden kénnen.

10.2 Zusammenfassung der Arbeit

Damit sind wir beim Thema und der Motivation fiir diese Dissertation angelangt. Der
wahrscheinlich best-studierte Raum der Nichtkommutativen Geometrie diirfte der Nicht-
kommutative Torus sein. Dieser wird als Algebra von zwei unitdren Generatoren U und V'
mit der Vertauschungsrelation UV = AV U erzeugt (er dhnelt damit in mancher Hinsicht
der Heisenberg-Algebra). Fiir diesen ist keine Hopf-Algebren-Struktur bekannt. Man weif3
jedoch, dafi die Summe aus Kommutativem und Nichtkommutativem Torus eine Hopf-
Algebren-Struktur trigt. Man nennt diese Summe den Quantendoppeltorus. Allerdings
ist in der Literatur die Struktur dieser Hopf-Algebra nicht in einer sehr eingéngigen und
handhabbaren Form zu finden. Ausgangspunkt fiir diese Dissertation war der Wunsch, die
Hopf-Algebren-Struktur des Quantendoppeltorus néher zu studieren. Auflerdem stellten
wir uns die Frage, ob sich der Quantendoppeltorus als Hopf-Algebra nicht als Spezial-
fall einer wesentlich grofleren Klasse von dhnlich konstruierten Hopf-Algebren darstellen
lassen konnte. Zudem interessierte uns die Frage, inwiefern der Quantendoppeltorus viel-
leicht eine Symmetrie des Nichtkommutativen Torus sein koénnte, die iiber die bekannte
u(1) x u(1)-Symmetrie hinausgehen wiirde. Hieran schliefit sich das Problem an, ob diese

Symmetrie zu kovarianten Spektralen Tripeln fiihrt.

Wir konnten in der Arbeit zeigen, dafl der Quantendoppeltorus, der wie der Nichtkommu-
tative Torus durch einen einzigen Deformationsparameter charakterisiert wird, tatséchlich
der Spezialfall einer allgemeineren Konstruktion ist, mit deren Hilfe man eine unendli-
che Klasse von Hopf-Algebren definieren kann, die alle aus Nichtkommutativen n-Tori
aufgebaut sind. Die Deformationsstruktur der von uns so genannten Nichtkommutativen
Multi-Tori ist eine Multi-Parameterdeformation, die durch reellwertige antisymmetrische
Matrizen gegeben werden, wobei die Matrizen durch Elemente einer endlichen Gruppe
G indiziert werden und untereinander Abhéngigkeiten aufweisen. Diese Abhéngigkeiten
konnten als eine Kozykelbedingung im Rahmen einer von uns definierten Gruppenkoho-
mologie interpretiert werden. Wenngleich die Algebrenstruktur der Nichtkommutativen
Multi-Tori eine relativ einfache Form besitzt (sie ist die direkte Summe von einem Kom-
mutativen Torus und Nichtkommutativen n-Tori), so zeigt sich ihre volle Struktur erst
durch Betrachtung der dualen Rdume. Hier hat man eine weitaus klarere Konstrukti-
on, die man auch in einem physikalischen Kontext interpretieren kann. Die allgemeine
Struktur, aus der wir die dualen Hopf-Algebren zu den Multi-Tori herleiten konnten, ist

die einer Kreuzproduktalgebra F'G x F(Z™). G ist dabei eine endliche Untergruppe der
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Permutationsgruppe 5, die auf Vektoren aus Z" als Permutationen der Eintrige wirkt.
FG bezeichnet die Gruppenalgebra, wihrend F(Z") fiir die Funktionenalgebra iiber Z™"
steht. Diese Kreuzproduktalgebra besitzt eine quantenmechanische Interpretation als die
Quantisierung eines Teilchens, dafl sich auf Orbits der Gruppe G in Z" bewegt. Mit dieser
Kreuzproduktalgebra haben wir zudem ein Beispiel fiir eine Multiplikator-Hopf-Algebra
konstruiert (genauer gesagt auch hier wiederum eine unendliche Klasse). Da die Multi-Tori
beziiglich ihrer Algebrenstruktur deformiert sind, haben wir im Dualen eine deformierte
Komultiplikation vorliegen, welche FG x F(Z™) nicht-kokommutativ macht. Wir haben
damit den Spezialfall einer Bikreuzproduktalgebra vorliegen, also der Struktur, die sowohl
Ziige von Quantenmechanik als auch von Geometrie (wegen der Nichtkokommutativitét)

tragt.

Wie bereits oben gesagt, wird die Deformation durch Matrizen 64,9 € G beschrieben, wo-
bei aus Konsistenzgriinden diese Matrizen (aufgefafit als Bilinearformen) 1-Kozykel sein
miissen. Sind sie dariiber hinaus triviale 1-Kozykel, so tragen die deformierten Multiplikator-
Hopf-Algebren zusétzlich eine quasitriangulire Struktur. Solche quasitriangulédren Struk-
turen spielen eine wichtige Rolle als Losungen der Quanten-Yang-Baxter-Gleichung und

auBerdem fiir die Braid-Gruppen-Theorie.

In der Formulierung des Standardmodells mittels der Nichtkommutativen Geometrie spie-
len diskrete Spektrale Tripel und damit endlichdimensionale Algebren eine wichtige Rolle.
Auch aus diesem Grund ist es interessant endlichdimensionale Hopf-Algebren zu konstru-
ieren, um sie eventuell als Symmetrien endlichdimensionaler Spektraler Tripel zu imple-
mentieren. Eine vollstéindige Klassifizierung von Hopf-Algebren endlicher Dimension steht
noch aus. Es ist wichtig Klassen solcher Hopf-Algebren zu konstruieren. Wir haben dies
(sowohl fiir die Multi-Tori als auch fiir die dualen Rdume) durchgefiihrt, indem wir die
Multiparameterdeformation bei Wurzeln der Eins betrachtet haben. Man kann damit im
Prinzip unendlich viele endlichdimensionale Hopf-Algebren erzeugen. Interessanterweise
kann man im Fall von Wurzeln der Eins zeigen, dal man aus den Multi-Tori die aus
der Literatur sehr bekannte selbstduale 8-dim Kac-Paljutkin-Algebra erhalten kann. Auch

weitere Kac-Algebren kénnen auf die gleiche Art erzeugt werden.

Mit Hilfe von Hopf-Algebren kann man eine nichtkommutative Verallgemeinerung von
Prinzipalfaserbiindeln definieren. Die Rolle der Struktur- und damit der Eichgruppe wird
hierbei von einer Hopf-Algebra oder (in einem topologischen Kontext) von einer Quan-
tengruppe eingenommen. Im Rahmen der Arbeit wurde von uns die Faserbiindel-Struktur
der Multi-Tori untersucht. Dabei wurde von uns festgestellt, daf3 die Multi-Tori eine Hopf-
Galois-Erweiterung des Kommutativen Torus sind. Solche Hopf-Galois-Erweiterungen sind
das algebraische Analogon zu Quantenprinzipalbiindeln. Wir kénnen also die Multi-Tori
als ein Quantenfaserbiindel interpretieren, wobei der Kommutative Torus als Basis und
eine der von uns konstruierten endlichdimensionalen Hopf-Algebren die typische Faser des

Biindels bilden. Man beachte, daf3 die Konstruktion dieses Quantenprinzipalbiindels eine
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gewisse Analogie zur Konstruktion des Biindels SL,(2, C) ist, mittels dessen dualer Faser

man hofft, eine zusétzliche Symmetrie des Standardmodells zu finden.

Abschlieflend wurde von uns gezeigt, dafl der Nichtkommutative Torus iiber die wohl-
bekannte u(1) x u(1)-Symmetrie hinaus eine Hopf-Algebren-Symmetrie besitzt. Diese ist
durch die duale Hopf-Algebra des Quantendoppeltorus gegeben. Allerdings mufl man fest-
stellen, dafl diese Symmetrie nicht zu kovarianten (oder dquivarianten) Spektralen Tripeln
fiihrt, da beispielsweise die Annahme einer solchen Symmetrie im Widerspruch zur ge-
forderten Existenz einer Graduierung fiir das Spektrale Tripel des Nichtkommutativen
Torus fithrt. Interessant an dieser Hopf-Algebren-Symmetrie ist, dafl sie (im Gegensatz
zur u(1) x u(1)-Symmetrie) sensitiv beziiglich des Deformationsparameters im Nichtkom-

mutativen Torus ist.

10.3 Ausblick

In dieser Arbeit sind einige Punkte iibrig geblieben, die zu bearbeiten durchaus interessant
sein konnte. An erster Stelle wire die Frage, ob man zu den endlichdimensionalen Algebren,
die in dieser Arbeit konstruiert wurden, invariante Spektrale Tripel konstruieren kann. Man
konnte beispielsweise versuchen, die Duale zu einer solchen endlichdimensionalen Algebra
als Symmetrie zu implementieren. Aufgrund der vollstdndigen Klassifizierung der diskreten
Spektralen Tripel sollte man hier zu definitiven Aussagen iiber die Existenz (oder Nicht-
Existenz) einer solchen Symmetrie kommen kénnen. Ein weiterer Punkt, der von uns nicht
behandelt wurde, ist die Konstruktion der sogenannten bikovarianten Differentialkalkiile.
Generell kénnte man auch versuchen durch andere Definitionen von Symmetrie bestimm-
te Spektrale Tripel des Nichtkommutativen Torus auszuzeichnen oder den Dirac-Operator
zu fixieren. Ein sicherlich interessantes Unterfangen wire die Ausarbeitung unserer Fa-
serbiindel in Bezug auf assoziierte Vektorbiindel und auf Quanten-Riemann-Geometrie, in
deren Mittelpunkt der Begriff des Rahmenbiindels steht.

Zum Schluf wollen wir noch ein wenig von dem speziellen Thema dieser Dissertation
zuriicktreten und iiberlegen in welche Richtung man Nichtkommutative Geometrie und
Quantengruppen-Theorie ausbauen kénnte. Man kann den Standpunkt einnehmen, daf} so-
wohl der Zugang zu Nichtkommutativer Geometrie nach Connes, der das Spektrale Tripel
in den Mittelpunkt stellt, als auch der Quantengruppen-Zugang, der naturgemafl starker
an Symmetrien orientiert ist, nur Hinweise liefern, wie eine richtige und weitaus allgemei-
nere Nichtkommutative Geometrie aussehen miifite, in der Quantengruppen und Spektrale

Tripel eher als Spezialfille enthalten sind.

Mit der mathematischen Frage nach einer iibergeordneten Theorie von Nichtkommutativer
Geometrie zusammenhéngend ist die physikalische Frage, wie eigentlich die Quantenme-
chanik in diesen Rahmen pafit. Entgegen mancher recht oberflichlicher Aussagen in der

Literatur, ist die Quantenmechanik keineswegs Nichtkommutative Geometrie. Natiirlich

—178~—



KAPITEL 10. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

benutzt man dort auch Operatoralgebren und Hilbert-Réume, aber der Ubergang von
Klassischer Mechanik zu Quantenmechanik hat wenig mit dem Konzept der Nichtkommu-
tativen Geometrie zu tun. Nach diesem Konzept miiite man die vollsténdige geometrische
Struktur der Klassischen Mechanik in Form oder auf der Stufe einer Funktionenalgebra

kodieren und diese dann deformieren.

Erst recht fehlt natiirlich eine Formulierung des Standardmodells mittels Nichtkommuta-

tiver Geometrie auf der Stufe einer Quantenfeldtheorie.

Von der Losung dieser (und natiirlich vieler weiterer Punkte) wird es abhéngen, ob man
mit Methoden der Nichtkommutativen Geometrie zu einer besseren Formulierung des Stan-
dardmodells (unter Einbeziehung der Gravitation) gelangt, die auch Vorhersagekraft be-
sitzt, oder ob Nichtkommutative Geometrie und Quantengruppen-Theorie nur fiir gewisse

spezielle Modelle und enge Teilbereiche eine gewisse Niitzlichkeit besitzt.
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