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Introduccion

El Efecto Hall Cuantico

Historia del Efecto Hall Cuantico. Breve descripcion exper-

imental

En 1880 Edwin Herbert Hall estudié el comportamiento de una corriente, en una
lamina de material conductor y bajo la influencia de un campo magnético perpen-
dicular a la misma. Este experimento es conocido desde entonces como el Efecto
Hall [53]. Cien anos mas tarde, K.von Klitzing, G.Dorda y M.Pepper, [72], des-
cubrieron que el Efecto Hall, en condiciones de temperatura muy baja y campos
magnéticos intensos, manifestaba caracteristicas diferentes a las observadas por
Hall, que lo identificaban como un fenémeno claramente cuantico. La trascenden-
cia de este hallazgo fue reconocida, tan solo cinco anos después, con la concesiéon
del Premio Nobel de Fisica de 1985 a Klaus von Klitzing.

- El Efecto Hall ordinario se produce al aplicar un campo magnético perpendi-
cular a una ldmina conductora en la que tenemos un flujo de corriente. Se crea
entonces un campo eléctrico perpendicular a ambos, ver Figura 0.1, [12]

Este campo, habitualmente denominado campo Hall, mantiene la direccién
inicial de la corriente. Sobre cada electréon actia la fuerza de Lorentz debida a la
presencia del campo magnético constante, uniforme y perpendicular a la direccién
del flujo; se produce de esta forma una acumulacién de carga negativa en uno de los
bordes de la lamina, y se crea, asi, un campo eléctrico en la direccion perpendicular
al flujo. La resistencia Hall se define como el cociente entre la tensién Hall, entre
los bordes de la lamina, y la intensidad de corriente en la direccién perpendicular.

La fuerza de Lorentz que actia sobre cada particula cargada es:

dv - U
= _ = 1
m e(E—l—ch) (1)

1
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Figura 1: [12]. Efecto Hall ordinario: la muestra es una fina ldmina metélica de anchura
0. El campo magnético, é, es uniforme y perpendicular a la lamina. La densidad de
corriente, j, paralela al eje OX, es estacionaria. El campo magnético desplaza las cargas
creandose un campo eléctrico E en la direccién OY. El voltaje Hall se mide en la
direccion OY.

y la ley de Ohm (para procesos disipativos) resulta:
j200<E+XB>:Uo<E—jXB> (2)
c nec

donde hemos utilizado j = —net, n es la densidad de electrones y o la conductivi-
dad para el vacio [132]. Cuando los campos eléctrico y magnético son constantes,

y nos restringimos al plano perpendicular a B, encontramos que el tensor de re-

B
Po
— nec 3
( _nfc Po ) ( )

El tensor de conductividad es el inverso, o = p~!, y sus componentes son, por

sistividad viene dado por:

tanto,
g = o
amzﬁ,azy:—awz% 4
B B
1+ (22) 1+ (22)

La resistencia Hall depende de la densidad de portadores, de la intensidad del
campo magnético y de la anchura de la ldmina (0):

PH B
Ry =—= 5
" ) neco (%)
donde pg = pay:
B

- = 6
PH nec ()
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La observacion del efecto Hall ordinario requiere que la lamina de material
conductor sea muy delgada, por este motivo fue tan dificil de observar hasta el
experimento de E. H. Hall. La aplicacion mas importante de este efecto ha sido la

determinacion de la densidad de portadores de carga en materiales semiconductores
[12].

- El efecto Hall Cuéntico, sin embargo, se observa bajo condiciones muy dis-
tintas. La muestra es de material semiconductor; y en particular, en el primer
experimento, se utilizaron transistores de efecto de campo de silicio (MOSFET o
Si-MOSFET) [72], en los cuales es posible conseguir un gas bidimensional de elec-
trones. Esta muestra se sometié a un campo magnético muy intenso (del orden de
15 T), perpendicular, y a temperaturas muy bajas (por debajo de los 2K). Bajo
estas condiciones K.von Klitzing y sus colaboradores observaron que la resistivi-
dad Hall no variaba linealmente con el campo magnético, como se espera de la
expresion (6), sino que aparecen una serie de mesetas en las cuales la resistividad
es constante, e independiente de las caracteristicas del experimento. Ademas, se
observé que la conductividad longitudinal, en la direccién del flujo de corriente, se

anula precisamente en los intervalos correspondientes a estas mesetas. En defini-

tiva, la conductividad Hall aparecia cuantizada como un multiplo entero de %,
donde ¢ = —e, (e > 0) es la carga del electrén y h la constante de Planck. Las

mesetas estan separadas por intervalos de comportamiento normal, ver Figura 0.2,
(107, 18]:
En los intervalos correspondientes a las mesetas el tensor de conductividad es:

0 —ic \
o= . ,e=1,2,--- (7)
i< 0

Y la resistencia Hall (que para una muestra bidimensional (§ — 0) coincide

»

con la resistividad) medida con una precisién mayor que 107® es [107, 72]:

h 25812.8052
Ry = pg = A
e )

,1=1,23,--- (8)

Este resultado, observado experimentalmente, es sorprendente si tenemos en
cuenta que la medida se realiza directamente sobre el material macroscopico, con
toda la complejidad que ello implica. Hasta el descubrimiento de este efecto se
pensaba que tanto la conductividad como la resistividad eran magnitudes que de-
pendian de las caracteristicas del material, asi como de la temperatura, campo
magnético, etc. En particular, la conductancia y la resistencia, que son las mag-

nitudes medibles, dependian ademas de la geometria y del tamano de la muestra
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Figura 2: Representaciéon de Vi y V, frente a B para una heteroestructura enfriada a
1.2K. La corriente es de 25.5uA y la densidad de portadores n = 5.6 10! !electrones/cm?.
[18].

[18]. Sin embargo, bajo las condiciones expuestas para la observacién del Efecto
Hall Cuantico, esta dependencia desaparece dando lugar a cantidades constantes

y cuantizadas. Se trata, pues, de un fenémeno universal.

Las muestras utilizadas en los experimentos del Efecto Hall Cuantico pertenecen
a dos categorias diferentes. La primera estd formada por los transistores de efecto
de campo de metal-6xido de silicio, denominados MOSFET. En este dispositivo se
consigue una fina ldmina de electrones de conduccién en la separacién entre silicio
dopado y éxido de silicio, que es un aislante. Esta muestra fué muy utilizada a
principios de los ochenta, en particular en el experimento realizado por K. von
Klitzing et al. La otra categoria estd formada por las heterouniones. En este
caso, la ldmina de electrones se consigue en la separacién entre arseniato de Galio,
GaAs, y una aleacion de arseniato de aluminio, Al,Ga;_(As. Estas muestras son
las utilizadas en los experimentos que se realizan hoy en dia sobre el Efecto Hall
Cuantico. La diferencia esencial entre ambas muestras es que los electrones tienen
mucha mas movilidad en las heterouniones, aunque, en ambos tipos de muestras,

hay muchas fuentes de defectos que producen desorden microscépico, [107, 12].

Una de las aplicaciones inmediatas de este efecto es la determinacion de la
constante de estructura fina con una exactitud mayor que la obtenida en deter-
minaciones anteriores [120]. La constante de estructura fina puede expresarse en
términos de h/e? y, por tanto, estd directamente relacionada con la resistencia Hall
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(®) 2
1
_ poce® _poc 1 o)
2 h 2 iRy (1)
donde la permeabilidad del vacio es py = 47107"H/m y la velocidad de la luz
¢ = 294792458m/s, [18].

En resumen, la observacion de las mesetas en el Efecto Hall Cuantico requiere

varias condiciones:
e Crear un gas de electrones bidimensional.

e Temperaturas muy bajas, del orden de muy pocos grados Kelvin.

Cierto grado de desorden producido por las impurezas.

e Una muestra suficientemente grande.

Campos eléctricos poco intensos para producir la corriente en la muestra.

- En 1982, D.C. Tsui, H.L. Stérmer y A.C. Gossard, [125], descubrieron algo atin
mas sorprendente. Repitiendo el experimento en heteroestructuras, GaAs — Al
Gaj_xAs, de alta calidad (con pocas impurezas), sometidas a campos magnéticos
muy intensos y a temperaturas muy bajas, observaron una meseta para %h = %,
[125], con el correspondiente minimo en la conductividad longitudinal. Aparece
asi el Efecto Hall Cudntico Fraccionario (el descubierto por Klitzing pasé a de-
nominarse Efecto Hall Cuédntico Entero). Posteriores experimentos mostraron la
presencia de mesetas, en la conductividad Hall, para diferentes multiplos frac-
cionarios de % Algunos resultados experimentales pueden observarse en la Figura
0.3. 178-179 QHE o la de Jain

Los resultados mas importantes relacionados con el Efecto Hall Cuantico Frac-

clonario son:

e El Efecto Hall Cuantico Fraccionarioha sido observado para muchas frac-
ciones: "eigh = g, con p y q enteros primos entre si. Para todas ellas el deno-
minador es impar. Recientemente se han observado algunas desviaciones de

esta regla, que se asocian a la presencia de electrones con espin no polarizado
[94].

e La observacion de este efecto requiere muestras muy limpias (précticamente
sin impurezas), a diferencia del Efecto Entero, favorecido experimentalmente
por la abundancia de impurezas hasta un limite en el que el efecto se destruye.
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Figura 3: Representacién de los resultados del experimento del Efecto Hall Cuéntico,
[66]. La geometria de la muestra puede verse en la grafica. Las diferentes resistencias
se definen de la forma: Resistencia Hall, R,, = Vas/I14; resistencia longitudinal, R,, =
Vas/I14; v resistencia no local Ry = Vag/Is5. Vji denota la diferencia de potencial
entre los lados j y k, e I;; la corriente de 7 a j. El experimento fue realizado a 40 mK.

e Las mesetas aparecen en un orden definido a medida que se disminuye la tem-
peratura, siendo mas estables aquellas mesetas correspondientes a fracciones
con denominador pequeno, esto permite establecer una “jerarquia” para las
diferentes series de fracciones.

e En todas las muestras, la precision en la medida de la conductividad Hall
sobre las mesetas es mucho menor para valores fraccionarios, (107°), que
enteros, (107%).

Problemas teoricos a resolver

Hemos visto las principales caracteristicas tanto del Efecto Hall ordinario como del
Efecto Hall Cuantico Entero y Fraccionario. Si comparamos la expresién obtenida
para la resistividad Hall, (6), en el efecto ordinario con la determinada experimen-

talmente en el Efecto Cuantico Entero, (8), resulta:

(10)
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o bien, en general para ambos efectos:

B h n

nec  fe (E)
aqui f sera: f =1 = 1,2,--- para el entero; f = g,pyq enteros primos entre

si, ¢ impar, para el fraccionario. Para poder interpretar este resultado debemos
recurrir a la Mecdnica Cuantica. El espectro continuo de una particula cargada
libre, en presencia de un campo magnético constante, da lugar a una serie de
niveles de energia, igualmente espaciados y altamente degenerados, que son los
conocidos niveles de Landau [76]. La densidad de estados posibles para cada nivel
de Landau, por unidad de area, y por espin, es, precisamente:

_eB
 he

Definimos el factor de llenado f como el cociente entre la densidad de electrones

y la densidad de estados cuanticos posibles en la muestra. Es decir:

f== (13)

np

Esto conduce a una interpretacion simple de i como el factor de llenado de
los niveles de Landau. Es decir, cuando la densidad de electrones coincide exacta-
mente con n = ing, resulta que oy = %, y 0. = 0, para el problema estacionario,
resultado que se deduce de la expresion ordinaria del tensor de conductividad. Esta
expresién se obtiene suponiendo un sistema ideal, perfectamente homogéneo, sin
imperfeciones, y sin procesos de scattering de ningun tipo. Loégicamente, en las
muestras reales esto no sucede, y experimentalmente se observa que la conductivi-
dad Hall toma el mismo valor ideal no sélo para f = 4 sino en todo un rango del
factor de llenado f ~ i, [107].

En la Figura 0.4 representamos la conductividad Hall en unidades de % frente
al factor de llenado f reproduciendo las observaciones experimentales del Efecto
Hall Cuantico Entero.

De la observacién de esta grafica (Figura 0.4) podemos deducir que los princi-

pales problemas tedricos a resolver son:

e Por qué las mesetas aparecen exactamente para valores enteros del factor de
llenado.

e Como aparecen las mesetas. Es decir, por qué la conductividad Hall mantiene

. = 2 . ,
su valor constante e igual a un miltiplo entero de - mientras varfa el factor
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Figura 4: Representacién esquemética de las observaciones en el Efecto Hall Cuédntico
Entero. La conductividad Hall estd representada en unidades de % frente al factor
de llenado v. La linea de puntos muestra la conductividad Hall para un sistema sin

desorden. La conductividad directa se muestra en unidades arbitrarias. [12].

de llenado al variar la densidad de portadores, o la intensidad del campo

magnético externo.

e Por qué la aparicion de las mesetas esta vinculada al hecho de que para esos
valores del factor de llenado pueda producirse un flujo de corriente en la
muestra sin pérdida disipativa. Es decir, la anulaciéon de la conductividad
longitudinal en el limite de temperatura cero correspondiente a cada meseta.

Por otro lado, el Efecto Hall Cuantico Fraccionariodebe contemplarse en un
contexto diferente. La interpretacion del factor de llenado como el niimero de
niveles de Landau ocupados no tiene sentido cuando tenemos un valor fraccionario
del mismo, en ese caso tendriamos que hablar de la ocupacion fraccionaria del
primer nivel de Landau, que resulta ser altamente degenerado. En consecuencia,
este fenémeno debe observarse como una manifestacion del comportamiento pe-
culiar de un sistema bidimensional cargado, en un campo magnético, donde se
forma un nuevo tipo de estado fundamental de muchas particulas, como resultado
de la interaccién entre las mismas [81]. Para ciertos factores de llenado, el estado
fundamental es un fluido incompresible mostrandose asi la interaccion repulsiva
entre las particulas.

En resumen, para este efecto los problemas tedricos planteados son esencial-
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mente los vistos para el entero, es decir,
e Por qué aparecen las mesetas para valores fraccionarios del factor de llenado.

e Como aparecen las mesetas cuando f = g.

e Por qué se produce el minimo en la conductividad longitudinal correspon-
diente a cada meseta.

Electrodinamica Cuantica Bidimensional

Electrodinamica Cuantica Bidimensional: Anomalias, el Efecto

Hall Cuantico y Fenémenos no perturbativos

En este trabajo abordaremos el estudio del Efecto Hall Cuantico en el contexto
de la Electrodinamica Cuéantica Bidimensional. Como elemento novedoso respecto
de la mayoria de las teorias microscopicas sobre este efecto, nos centraremos en
el estudio de la teoria relativista que describe la interaccién entre el campo elec-
tromagnético y un campo fermidnico, sin masa, en (2 + 1) dimensiones. Este tipo
de teorias gauge, para fermiones sin masa, confinados a un plano, en presencia de
un campo gauge externo, presentan anomalias relacionadas con las divergencias
infrarrojas propias de la teoria. Como han propuesto algunos autores, R. Jackiw
y K. Johnson, [62, 70], existe una relacién entre la anomalia encontrada para esta
teoria y el efecto Hall Cuantico Entero y Fraccionario. Analizaremos esta relacién
pasando al problema en Segunda Cuantizacién tanto en el formalismo de Feynman
como en el formalismo Hamiltoniano.

Aunque el Efecto Hall Cuantico es un fenémeno no-relativista, en este trabajo
tomaremos un punto de vista relativista ya que los problemas teéricos fundamen-
tales se explican igualmente en una teoria basada en la ecuaciéon de Dirac, cuya
Segunda Cuantificacién lleva a la Electrodindmica Cudntica en (2+1) dimensiones,
como partiendo de la ecuacion de Schrodinger, ruta utilizada por los fisicos de la
materia condensada. Por supuesto, ellos obtienen las relaciones de dispersion co-
rrectas experimentalmente de las excitaciones colectivas en el sistema. Las venta-

jas de usar la version relativista son de dos tipos:

e Habida cuenta que tanto la cuantificacién de la conductividad Hall, como
la existencia de mesetas tienen su origen en aspectos no perturbativos de
naturaleza topoldgica, el uso del operador de Dirac permite utilizar el cuerpo
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de doctrina elaborado por los fisicos y matematicos en los tiltimos veinticinco
anos en torno a los teoremas del indice y sus diversas materializaciones en
la fisica de las teorfas gauge. El operador de Schrédinger por el contrario no

ha sido objeto de tanta atencién por la comunidad fisico-matematica.

e El punto de vista de atacar el problema planteado por el Efecto Hall Cuantico
tanto Entero como Fraccionario desde la teoria relativista fue propuesto por
R. Jackiw y K. Johnson [62, 70], queddndose en el aspecto mds espectacular,
el de la cuantificacion de la conductividad Hall, pero en cierto modo mas
asequible. Dejaron asi un terreno abierto que es el que nos proponemos

explorar en esta memoria.

Para explicar fenémenos perturbativos, como la relaciéon de dispersién de las
excitaciones colectivas, bastara tomar en nuestro analisis el limite no-relativista.

Dedicaremos especial atencion al formalismo Hamiltoniano que basaremos en
el andlisis detallado del operador de Dirac para una particula cargada, sin masa, en
presencia de un campo magnético uniforme. El estudio del operador de Dirac como
base fundamental en nuestro trabajo permitira la conexion con ideas matematicas
altamente sofisticadas (fibrados espinoriales, teoremas del indice, etc), asi como
analizar, en Segunda Cuantizacion, las simetrias discretas como paridad, inversion
temporal y conjugacion de carga, [59], con las peculiaridades propias de un sistema
en (24 1) dimensiones que no aparecen en el problema més conocido en (3 + 1)
dimensiones.

Abordaremos también en este contexto el problema crucial en la comprensién
del Efecto Hall Cudntico Entero: la localizacién [107]. Estudiaremos, por tanto, el
problema relativista en presencia de impurezas, descritas por potenciales de corto
o de largo alcance, para explicar desde la electrodindmica cuantica la formacion
de las mesetas en el Efecto Hall Cuantico. En este punto, es conveniente analizar
la conexion entre el problema de la localizacién y el origen topoldgico de la cuanti-
zacion de la conductividad Hall, desarrollado por algunos autores como Thouless
[124], etc. Daremos con precisién la estructura matemadtica subyacente a la pro-
puesta de Thouless. De esta forma, encontraremos un punto de encuentro entre
areas de la Matematica Moderna, Topologia Diferencial y Geometria Algebraica,
y el marco tedrico de sistemas electronicos bidimensionales.

Por otro lado, el estudio de las simetrias propias del sistema, para una particula,
y en general, para muchas particulas, pone de manifiesto también el importante
papel que juegan las algebras infinito-dimensionales del tipo W en la comprension
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del efecto, como un fenémeno resultante del comportamiento colectivo de las
particulas.

El elemento clave de la inteligencia del Efecto Hall Cuantico Fraccionario es
un peculiar estado fundamental, de tipo variacional, consecuencia de una brillante
inspiracién de R. B. Laughlin [80]. Uno de los objetivos fundamentales de este
trabajo es la identificacion en Segunda Cuantizacién de dicho estado. Su naturaleza
resulta asi menos misteriosa, y la especial combinacion de determinantes de Slater
que en Teoria de Muchos Cuerpos obedece al estado de Laughlin, resulta més
transparente en la formulacién que se sigue de la Teoria Cuantica de Campos.

La interpretacién sugerida en los trabajos de Girvin y McDonald, y Read, [46],
acerca del estado de Laughlin como un nuevo tipo de fase, con analogias al confi-
namiento oblicuo que ha sido propuesto en teorias gauge por Cardy, Rabinovici y
t’Hooft, [21, 121, 122], es altamente sugerente. Propuesto por los autores citados
en primer lugar, sin utilizar los avances en el estudio de aspectos no perturbativos
en Teoria Cuantica de Campos, que se sigue del segundo grupo de autores, en esta
memoria continuaremos el trabajo iniciado por Girvin y MacDonald en el contexto
riguroso desarrollado en Teorias Gauge. Encontraremos de esta forma que la in-
teligencia de este efecto requiere del estudio de una teoria topoldgica de campos
de tipo Chern-Simons-Dirac, en la cual se pueden estudiar objetos con estadistica

“anidénica” presentes en las teorias sobre el Efecto Hall Cuantico Fraccionario.

El Efecto Hall Cuantico Fraccionariotiene también un origen topoldgico que
debe abordarse en un contexto que requiere una fuerte componente geométrico-
algebraica. Utilizaremos para este analisis la maquinaria completa que tenemos a
nuestra disposicion sobre superficies de Riemann y la Geometria Algebraica, dando
asi una detallada formulacién matematica del problema de Landau sobre curvas
elipticas y variedades algebraicas. De esta forma estudiaremos el papel que juegan
los fibrados estables sobre variedades abelianas en conexién con el problema fisico

de la localizacién.

Alcanzaremos asi el conocimiento de la conductividad Hall como la pendiente
de un fibrado y por tanto, como un invariante topoldgico, segin las ideas de Varn-
hagen [127], pero con muchisima mds precisién, para poner en pie de igualdad el
Efecto Hall Cuantico Fraccionario con el Entero, en el que la conductividad Hall
es identificada como un invariante topoldgico por Thouless.

Por 1ltimo, los resultados obtenidos en este contexto de electrodindmica cuanti-
ca bidimensional relativista deben compararse con aquellos que se conocen a partir

de la teoria méas comun sobre este efecto, desarrollada en el marco de la fisica de



12

INTRODUCCION

la materia condensada; para ello analizaremos el limite no-relativista de nuestra

teoria.

Plan del Trabajo

La organizacion de esta memoria es la siguiente:

Parte I. Teoria Cuantica de Campos del Efecto Hall Cuantico: Geometria plana.

Abordaremos en esta Parte el estudio de la Electrodindmica Cuéntica en el

plano, estructurada en tres Capitulos:

e En el primero de ellos analizaremos el problema de Landau y Landau-Dirac

para una particula en un campo magnético constante. Estableceremos, al
mismo tiempo, la notacion que se utilizara a lo largo de la memoria.

Determinaremos el espectro y las funciones de onda tanto para el operador
de Schrodingercomo para el de Dirac. Estudiaremos asimismo las simetrias

propias del sistema en el marco senalado.

En el segundo Capitulo desarrollaremos la Electrodindmica Cuantica en el
plano, tanto en el Formalismo de Feynman como en el Formalismo Hamil-
toniano. Obtendremos, de esta forma, las expresiones de la conductividad
Hall cuantizada para los Efectos Entero y Fraccionario, ampliando las ideas

sugeridas en [70].

Completaremos el Capitulo con un anélisis detallado del problema de la loca-
lizacion, auténtica piedra angular de la inteligencia del Efecto Hall Cuantico.

Finalizaremos la primera Parte con un Capitulo dedicado a la Teoria de mu-
chos cuerpos. Conectaremos el formalismo de Segunda Cuantificacién y la
conocida Teorfa de R. B. Laughlin para el Efecto Fraccionario [81]. Pre-
sentaremos una novedosa deduccion de las funciones de Laughlin mediante
un método variacional explicito para el caso de pocas particulas.

Relacionada con la localizacion, estudiada en el Capitulo anterior para el
Efecto Entero, serd la interpretacién topoldgica, que desarrollard y ampliara
las ideas de Thouless [124].

Por ultimo, revisaremos el problema de la estadistica fraccionaria carac-
teristica del Efecto Fraccionario, con especial énfasis en el problema de la

jerarquia.
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Parte II: Teoria Cuéantica de Campos del Efecto Hall Cuantico: Superficies de
Riemann.
Abordaremos en esta Parte el estudio de la Electrodinamica Cuéantica sobre

Geometrias no triviales.

e En el Capitulo cuatro analizaremos la teoria de Jain [69], segin la cual el
Efecto Hall Cuéntico Fraccionariono es sino Efecto Hall Cuéntico Enterode
fermiones compuestos, electrones compuestos con “fluxones”, donde enten-
demos por “fluxones”, cuantos de campo magnético singulares con un flujo

que es un multiplo entero de &, = k<.

Determinaremos el espectro y los
estados propios para una particula en presencia de “fluxones” en los casos

relativista y no-relativista, asi como las simetrias de este sistema.

e En el siguiente Capitulo desarrollaremos la electrodinamica cudntica sobre
el plano con puntos marcados, alli donde hay “fluxones”. Repetiremos asi el

esquema de la primera Parte para los fermiones compuestos.

Terminaremos el Capitulo definiendo de modo riguroso el operador de creacién
de éstos siguiendo los trabajos de t’Hooft y Wilson. Trataremos asimismo
las diversas teorias de campos que dan lugar a estos objetos de estadistica

“anidnica” .

e Por ultimo, dedicaremos el Capitulo sexto a conseguir una férmula que per-
mita expresar la conductividad Hall como un invariante topoldgico, de ma-
nera analoga a la féormula de Kubo-Thouless del Efecto Entero. Esto re-
querira estudiar el fendmeno en una red peridédica. Plantearemos, por tanto,
un estudio detallado de la electrodinamica cuantica sobre el toro, con un
fuerte componente geométrico algebraico. Este serd el marco natural del es-
tudio del problema de muchas particulas que generaliza la teoria de Laughlin.

Se han incluido dos apéndices en la presente memoria. En el primero de ellos se
detalla el mecanismo de extension central en el tratamiento matematico clasico de
las traslaciones en presencia de un campo magnético. En el segundo, se explicitan
las soluciones de la ecuacién de Dirac en presencia de diversos potenciales y del
campo magnético, asi como las diferentes técnicas de resolucion de la misma.

En lo que respecta a las referencias bibliogréficas, nos hemos decidido por in-
cluir, al final de esta memoria, aquellas a las que hemos hecho referencia explicita
en el desarrollo de la misma, y que constituyen tan sélo una parte de la abun-

dantisima literatura cientifica que existe sobre este tema.
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Parte 1

TEORIA CUANTICA DE
CAMPOS DEL EFECTO HALL
CUANTICO: GEOMETRIA
PLANA
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Capitulo 1

Mecanica Cuantica de un electron
en un Campo Magnético
Homogéneo

1.1 Ecuacién de Schrodinger y Niveles de Lan-

dau

El Efecto Hall Cuantico ocurre sin ningtin género de dudas cuando un gas de elec-
trones se encuentra en presencia de un campo magnético transversal a la direccién
de su movimiento en las circunstancias de bidimensionalidad, temperatura e inten-
sidad del campo magnético explicadas en la Introduccién. Mientras que la altisima
degeneracion de los niveles de Landau dan lugar al Efecto Hall Cuantico Enteroya
para un gas libre de electrones, el Efecto Hall Cuantico Fraccionarioocurre cuando
el gas de electrones incluye las interacciones Coulombianas a dos cuerpos. Antes
de abordar el problema del sistema de muchas particulas es conveniente el estudio
de cada uno de los componentes en estas circunstancias.

Comenzaremos, pues, con el problema de una particula cargada en un campo
magnético constante y uniforme. En esta situacion y teniendo en cuenta que el
campo magnético debe ser intenso para la observacion del Efecto Hall Cuéntico,
supondremos que el espin tiene un papel conceptualmente menor; todo lo que
ocurre es que cada nivel de energia sufre un desdoblamiento Zeeman de manera
que se dobla el nimero de niveles de Landau, en particular se supone una perfecta
polarizacion del espin para los niveles de Landau [107].

Tomemos el campo magnético homogéneo constante en la direcciéon perpendi-

17
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cular al plano X; — X5, B= —BE, siendo B la intensidad del campo y k un versor
unitario en la direccion X3.
El Hamiltoniano de Schodinger para una particula cargada, sin espin, en pre-

sencia de este campo magnético, es

m

1 e 2
H=—I|p A) 1.1
(i (1)
donde p’ es el momento candnico en el plano, y Ael potencial vector, tal que,
B - 82141 - 81A2 (12)

Dado que el campo magnético es constante y uniforme, el potencial vector sera
de la forma:

B
A = €;0;x , 1,5 =1,2 con X (21, 22) = Z(ﬁ + z3) (1.3)

Este es el gauge compacto o simétrico, rotacionalmente invariante. Por otro

lado, el potencial vector puede elegirse también de la forma:
Ai=e0ix+0¢ .  di,j=1.2 (1.4)

siendo B B
X(x1,22) = Z(l’% +73) y ¢ = 53’31552

Este es el gauge de Landau, que difiere del simétrico en el gradiente de la
funcién escalar ¢(x1,z3). Ambos gauges cumplen la condicién de Coulomb, [77],
VA=0.

Este apartado permitird establecer la notacion que utilizaremos a lo largo de
la memoria. En él plantearemos el calculo del espectro y funciones de onda para
el problema de una particula en un campo magnético uniforme, en los dos gauges,
simétrico y de Landau. Este problema, por otro lado, es bien conocido y fue
resuelto por L.D. Landau en 1930, [76], pero nos interesa analizarlo en detalle por
la importancia que tiene para el analisis posterior sobre el Efecto Hall Cuantico
Entero y Fraccionario. Estudiaremos, también, las simetrias del sistema, es decir,
las traslaciones magnéticas, asi como la simetria W, presente en este sistema, y

su conexién con la simetria cldsica ws [19, 74].

1.1.1 Espectro y funciones de onda en el Gauge Simétrico

Hemos visto que el Hamiltoniano de un electréon en un campo magnético constante

y homogéneo viene dado por (1.1), donde p es el momento candnico, relacionado



ECUACION DE SCHODINGER Y NIVELES DE LANDAU 19

con el momento cinético por
e —
p=mv—-A (1.5)
c

tal que
[ 2) = [pops] =0 lwap] = ihdy i =1,2

Si elegimos el gauge simétrico, el potencial vector en componentes sera:

B B
A= 5$2 ) Ay = —5371 (1-6)

y de la condicién de Coulomb resulta p - A=A P, de forma que

-2 2

p S € 12
H=—+—p-A A
2m + mct + 2mc?
que, en coordenadas
1 e? B2 eB
H=—"(p? 2 ~ (12 o 1.7
om (p1 +p3) + Smc2 (21 + x3) ome 3 (1.7)
donde
Ly =2x1ps—22; (1.8)

es la componente del momento angular en la direccion X3 [32]. Puede verse
facilmente de esta expresién que el operador Ls conmuta con el Hamiltoniano;
en particular, podemos separar el Hamiltoniano en dos partes, el término que con-
tiene el operador L3, y los dos primeros sumandos que representan el movimiento
en el plano X; — X5. Notese que esta ultima parte no es mas que el Hamiltoniano

de un oscilador arménico simple, en dos dimensiones, de frecuencia w = ;fc y que,

por tanto, su energia sera la suma de las energias de los dos osciladores armoénicos
(desacoplados) en cada una de las direcciones, X; y X.

El espectro y las funciones de onda propias, para el problema estacionario, se
deducen de la generalizaciéon de la ecuacién de Schrodinger para el caso en que

existe un campo magnético, asi
HV, = B\,

siendo H el operador (1.7).
Llevaremos a cabo el estudio del espectro y funciones de onda utilizando el
método de operadores de Dirac que sera apropiado para este sistema en el cual
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aparecen términos en el Hamiltoniano del tipo oscilador arménico, [114]. Es con-
veniente, previamente, introducir coordenadas complejas en el plano, adecuadas
en este gauge debido a la simetria rotacional, de esta forma:

. 0 1(6 .a)
Z= T1+1xy; i

9z 2 01, Z@xg
Z= x1—1ix9; izé(ailezaig) (1.9)
si definimos
Pz = ;(p1 + 1p2) ; A=A +iAy
p: = ;(pl —ipe) A=A —iAy (1.10)

tales que
[272] = [p27p5] =0= [Zapi] = [zapz] ;

[vaz] = [2,]95] = th

el campo magnético serd

0 0 -

y el operador momento angular en la direccion de éste

1
al = <xi—528>, i=1,2 (1.11)

V2l O
tales que
la;,al] = 6
la;,a;] = [al,a}] =0, i,j =12 (1.12)
donde 1% = % es la longitud magnética para la frecuencia w = 26507 y es la escala

de longitud fundamental asociada al problema.
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En funcién de estos operadores podemos definir el operador niimero total, N, y
el operador asociado a la tercera componente del momento angular, L, (L3 = hL),

N = aial + a£a2

L =i(alay — abay) (1.13)
se deduce facilmente que el operador Hamiltoniano es
H=hw(N—-L+1) (1.14)

Tomando como observables N y L, que claramente conmutan entre si, podemos
encontrar una base de estados propios de ambos en la cual calcularemos el espectro
para el Hamiltoniano, asi, sea: {|n,m), (n/,m/'|n,m) = 0,/ 0pmm ¥V n , m }, una

base ortonormal de estados propios, tal que

N |n,m) =n |n,m)

L |n,m) =m |n,m) (1.15)

Para analizar qué valores pueden tomar los nimeros cuanticos n y m es con-

veniente introducir los operadores escalera:

Lt =al +ia} : Lt =al —ial

L~ =a; —ias , L, = a; +ay (1.16)

tales que
[LZ, L] =L}, LE] =2

y los demas conmutadores cero. En funcién de estos operadores

N = ; (L= + L*LY)
1

L= (LiL- - 1'Ly)

que sobre la base tomada actiian de la forma

y=Vn+m+2 |n+1,m+1)
L |n,m)=+vn+m |n—1,m—1)
Ltinm)=vn—m+2 |n+1,m—1)

Y=+vn—m |n—1,m+1) (1.17)

L |n,m

LT |n,m
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Se deduce de estas relaciones que LZ y L actiian como operadores de des-
truccién, y asi n > m y n > —m, por tanto, n es un entero no negativo, y m
puede tomar cualquier valor entero con la codicién n > |m|. Por otro lado, LT y
L7 son operadores de creacién, y en general, resulta que n —m = 2k, con k entero
no negativo.

En definitiva, en funcién de estos operadores el Hamiltoniano sera

H =hw(LTL] +1) (1.18)
y los niveles de energia vendran caracterizados por los nimeros cuanticos n 'y m.

Es decir, el espectro sera
Ewm=hwn—m+1), n=0,1,2,...; |m| <n (1.19)

Si representamos los valores propios de L frente a los de N tenemos todos los
estados posibles en esta representacion. Podemos ver claramente cémo cada nivel
de energia, que caracterizaremos por k (n —m = 2k), estd degenerado y ademaés
observamos cémo los operadores LT y L~ actian en un mismo nivel de energfa,
mientras que L' y L7 pasan de uno a otro, ver Figura 1.1:

Lt
10 -
o I
-~ - -
- - - -

L= - - - -
5 . - - - - -

‘p' - - - - - -

i - - - - - - -
’4 - - - - - - - -
‘-" - - - - - - - - -
p— 3]
e, . s P - 10 . = 1.5 =, - 20
T - - - . - . - -
‘-v‘ - - - - - - -

S - - - - - -
-5 e - - - - -

) o - - - -

22 h‘\_ - - -
T - -
T~y
=10 -
L-‘-

Figura 1.1: Estados de Landau en el gauge simétrico. Los estados |n,n) corresponden
al primer nivel de Landau, k¥ = 0. Los operadores Li y L” actiian dentro del mismo

nivel de Landau, mientras que LT y L7 pasan de un nivel de Landau a otro.

Una vez determinado el espectro pasemos al cdlculo de las funciones de onda.
Comencemos con el primer nivel de Landau o nivel fundamental; el estado |0, 0)
es aniquilado por L;|0,0) =0y LZ|0,0) = 0. Expresando los operadores escalera

en representacion de coordenadas
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1 d 1 0
L =—|z+2°%— L= — 202 — 1.2
- VA (H l@z) VA (H laz> (1.20)

resulta la ecuacién diferencial
(2,2|L7|0,0) = 0
0
ﬁ (z + 2 > Uoo(z,2) = 0 (1.21)
y la funcién de onda normalizada sera, por tanto,

1
Yooz, Z —e Tz ?? 1.22
00(2,2) = 7 NG (1.22)
con Fyy = hw. Todos los estados que se obtienen a partir de éste aplicando
el operador de creacién LT sucesivamente tienen exactamente la misma energfa,
luego vemos que el estado fundamental esta degenerado, y ademas la degeneracién

es infinita; en particular, todos los estados de la forma

(L)™[0,0)

|m7 m> =

1
VvV 2mm)!
tienen la misma energia Fy,, = hw. En representacién de coordenadas las funciones

de onda normalizadas para el estado fundamental, caracterizadas por el momento
angular m = 0,1, 2, ..., son
1

\Ilom(z,§> = Wzmeizzz (123)

Los demas niveles de Landau se calculan de forma similar; asi, a partir del

estado fundamental, tenemos

(LT)™0, m)

In',m'y = |m+n,m—n)=

1
V2nrn!

con E,m = hw(2n + 1), que en representacién de coordenadas serd

- 1 5 0 " m_— 2z
U (2,2) = l”*mHZ”m( — 21 82) ZMe (1.24)
dzdz
O (2, 2) W (2, 2) = Gt Oy (1.25)

21



24 CAPITULO 1

Tenemos asi un conjunto completo de funciones de onda normalizadas y ortog-
onales, que describen completamente el sistema. Ademas, al igual que el primer
nivel de Landau, todos los demas niveles estan degenerados.

Una representacién equivalente a la estudiada se utiliza a menudo en este gauge

y nos serd de utilidad més adelante. Si definimos los operadores a y a' de la forma

! L0

1 0
T = 2
a' = 51 (z — 21 z) (1.26)

con [a,a’] = 1, resultard
1
H = hw(2a'a + 1) = hw.(a'a + 5) (1.27)

donde w, = fn—]i es la frecuencia ciclotrén para un oscilador arménico unidimen-

sional. Es decir, se trata del Hamiltoniano de un oscilador armoénico unidimen-

sional, de frecuencia w,., que puede expresarse en funciéon del operador nimero:

N =ala.
El operador asociado al momento angular en la direccion X3 en esta repre-

sentacion viene dado por:

L=10b—ad'a (1.28)

donde los operadores b y b' se definen

b L <z+2128> (1.29)

con [b,b'] = 1. Claramente [H, L] = 0.

Estos operadores, a,a’ y b,b', no son més que una reparametrizaciéon de los
operadores escalera introducidos. Si tomamos como observables N y L pode-
mos encontrar una base ortonormal de estados propios {|k,m), (k',m/|k,m) =
OkkOmms » Vk,m}, de forma que (ver Figura 1.2)

alk,m)=Vk |k—1,m+1)

atlk,m) =vVEk+1 |k+1,m—1)

blk,m) =VEk+m |k,m—1)

b k,m) =VEk+m+1 [k,m+1) (1.30)
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L
b+/\ - - - - - - - -
. - - - . - - -
- - - . . - - -
b - - - - - - - -
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R
"'"..___ - - . - - - -
Tra - - . - - -
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“““““ .
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-
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Figura 1.2: Estados de Landau en el gauge simétrico. Los estados |0,m) corresponden
al primer nivel de Landau, k = 0. Los operadores b y bf actian dentro del mismo nivel

de Landau, mientras que a y a' pasan de un nivel de Landau a otro.

El espectro vendra determinado por los ntimeros cuanticos k y m, donde k es

un entero no negativo, y m es un entero, tal que, k > —m,

1
Eym = hw(2k + 1) = hw.(k + 5) (1.31)
En representacion de coordenadas las funciones de onda ortonormales son
1 m
W (2, 2) = (2, 2| ———a!"1" |0, 0)
El(k +m)!
= (_1)k k! mr m 2z —d 2z
Vim(2:2) = T\ s s e (P) . (1.32)

donde L™ (z) son los polinomios generalizados de Laguerre, [1].

Tenemos, por tanto, que el espectro para el problema de Landau esta formado
por niveles de energia degenerados, llamados niveles de Landau. Esta degeneracion
es infinita, y estd determinada por el ntimero cuantico m, que toma todos los
valores enteros con m > —k para cada nivel de energia k.

La densidad de estados posibles para el primer nivel de Landau puede calcularse
a partir de la densidad de probabilidad para cada estado degenerado en la energia,

asi
eB

S W (2 ) U (2, %) — = (1.33)

m=0
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En general, para cualquier nivel de Landau, puede comprobarse facilmente que

eB

\Ij* _qjm 7_:7
S (52U (2,7) =

m=—k

(1.34)

En definitiva, el nimero de estados posibles, por unidad de area y por espin,
para cada nivel de Landau es constante y proporcional a la intensidad del campo

magnético:
eB

=— (1.35)

np

1.1.2 Espectro y funciones de onda en el Gauge de Landau

En el gauge de Landau el potencial vector es
Al = BQTQ > A2 =0 (136)

y el Hamiltoniano para una particula cargada en un campo magnético constante
y homogéneo B, en coordenadas, sera

1 eB \* 1
H:< x> —p3 1.37
2m p1+c 2 +2mp2 ( )

donde p; = md; — £A; es el momento canénico, tal que, [z, p;] = ihdy; , i,j = 1,2.
El operador p; conmuta con el Hamiltoniano, y por tanto, la componente en

la direccién X; del momento lineal generalizado (momento canénico) se conserva.

En el estudio del problema espectral
H®), = E,P,

buscamos funciones de onda propias del Hamiltoniano y del operador p; que formen
un sistema completo de observables compatibles para este sistema. Siguiendo pa-
ralelamente el estudio realizado en el gauge simétrico, introducimos los operadores

de creacién y destruccion

. maw, ( n l ( . ))
a =1 xr —1
on 2 p— D2 D1

- . [mw, 1 ,
al = —iy/ o7 <x2 o (p2 + zp1)> (1.38)

[a,a'] =1




ECUACION DE SCHODINGER Y NIVELES DE LANDAU 27

donde w, = % es la frecuencia ciclotrén para un oscilador arménico unidimen-

sional.
El Hamiltoniano en esta representaciéon sera

1
H = hw.(a'a + 5) (1.39)

Los observables para este sistema en el gauge de Landau son el operador ntimero
N = afa y p1 . Si tomamos una base ortonormal de estados propios de ambos

{1, p1) (7, po|?', py') = 0aard(pr —PY) V7o, i},

Nlﬁ,m) = ﬁ!ﬁ,pﬁ

piln, p1) = piliv, 1) (1.40)
el espectro sera
1
Bnp, = hu(i + ) (1.41)

donde n es un entero no negativo, y p; es un ntimero real que puede tomar cualquier
valor en el rango —oo < p; < 0o. La energia para cada nivel de Landau no depende
de p; lo cual refleja la degeneracion infinita caracteristica de este sistema cuantico.

Veamos cudles son las funciones de onda en este gauge. Para el primer nivel
de Landau tenemos a@|0, p;) = 0 que en coordenadas

(x1,22] @ ]0,p1) = 0
1 o O .0 B
m(“”e (a‘a))q’<> =0 (1.42)

con [2 = # la longitud magnética caracteristica de un oscilador armdnico uni-
c

dimensional de frecuencia w,. Para resolver esta ecuacién diferencial, puesto que

Py, (1, 72) es propia de pq, tomamos

1 m,
(I)Opl (xlvx?) - \/%elphl 1(%1’1 (.132)

y la ecuacion diferencial en x5 es

0
(1’2 + k’llz + l2> ¢0k1 (ZEQ) = O

¢ 8:152

donde k; = E-.
Luego, ook, (72), no es mas que el estado fundamental para el Hamiltoniano de
un oscilador armonico en la direccién X, de frecuencia w,, y desplazado del origen

a Ty = —k1l?, es decir,

2
P 1
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que puede expresarse
1
Hy,, = hw, (agag + 2) (1.44)
con

1 0
= — kyl2) + 12—
2 V2L, <<x2 hle) + 68@)
al = L (w9 + k1l2) — l2i (1.45)
\/§lc ¢ CaZ‘Q

El espectro para este operador es el calculado, y las funciones de onda norma-

lizadas son:

1 1 ($2+k1l2)2

_ T 52
¢0k1 (33'2) = 7-(1/47\/1_66 2102 (146)
1 7
Dy (22) = Vil (ag) Pok, (72)
1 To + kllz — s (za+k1l2)?
- —_ — 5 < 27 ¢ 1.47
P (02) = 27 ( L ) ) o

donde Hj(z) es el polinomio de Hermite de grado 7, [115].
Resulta, pues, para el primer nivel de Landau que la funciéon de onda norma-

lizada es,
]_ . —i(x2+k1l2)2
oy, (71, ) = ————eF171¢ 22 ‘ 1.48
Okl( 1 2) 7T1/4\/m ( )
con Ey, = 7“2“6. El estado fundamental esta degenerado, y la degeneracion viene

determinada ahora por k; que toma valores en el continuo, —oco < k; < .
Los demas niveles de Landau se obtienen a partir del fundamental, y asi,

1 k1@ x2+kllz — L (a2 +kq112)?
D1, 22) = T e (zc e M (1.49)

Cada nivel de Landau esta degenerado, igual que vimos en el gauge simétrico,

aunque con la diferencia esencial de que en el gauge de Landau esta degeneracion,
infinita, es la del continuo, mientras que en el simétrico es una degeneracién infinita
pero discreta y numerable.

No obstante, la degeneracion (en este gauge) se convierte en discreta si suponemos
que el movimiento en el plano esta limitado a una superficie suficientemente grande,
pero de area finita A = L;L,, e imponemos condiciones de periodicidad en la di-
reccion Xy, resultarda asi que los valores posibles de ki son k; = 2L”—1q , con q € Z,

89).
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Ademds, seran posibles sélo aquellos valores de k; para los cuales 0 < kyl? < Lo,

es decir, el nimero de estados posibles para cada nivel de Landau sera: gﬁ;, y
(&

por tanto, la densidad de estados, por unidad de area y por espin, es

B 1 _eB
"BToR T he

C

exactamente la expresion obtenida en el gauge simétrico (1.35). Luego, la intensi-
dad del campo magnético aplicado de alguna manera controla el nimero de estados
posibles para cada nivel de Landau como si se tratara de una presion externa.
Hemos estudiado el espectro y las funciones de onda para el problema de una
particula cargada en presencia de un campo magnético uniforme en los dos gauges,
simétrico y de Landau. La conexién entre ambos es inmediata si tenemos en cuenta
que el potencial vector en el gauge de Landau puede obtenerse a partir del simétrico

por la transformacién,

A=A+ 0
B o B
Ai = Eeljx] y U] = 172 ’ ¢($1,ZL‘2) - 51'11‘2 (150)

Esta transformaciéon gauge para el potencial vector se traduce en una transfor-
macién sobre las funciones de onda dada por el operador unitario, [114],

G = e*iﬁ¢(zl’12) — efi%gczlﬂw (151)

de manera que

\Ij(xl,JTg) = Q\I/(xl,xg) (152)

El espectro en ambos gauges es el mismo, pues el Hamiltoniano es invariante

gauge, sin embargo, la degeneracién de cada nivel de energia viene caracterizada

en cada caso por los autovalores de un operador, que en el gauge simétrico es la

componente del momento angular en la direcciéon del campo magnético, mientras

que en el de Landau se trata del momento canénico en una de las direcciones del
plano, estos operadores no son invariantes bajo esta transformacién.

Los operadores a y a' se transforman de la forma,

1 0
~ -I- o . 2
a=Gag"' = N (z[m(z) + 2l682>

i =Ga'gl = \/1§l (—i]m(z) — 2lf§z> (1.53)
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y asi, el Hamiltoniano
H=GHG" = hw.(a'a + 1/2)

que como vemos es invariante bajo esta transformacion.

Por otro lado, los operadores b y b' se transforman en

P oot — L ( 2 0 >
b= GbG 7L e(z) + 25
bt = Gbigh = \/151 (Re( ) — 21383 ) (1.54)

en funcién de los cuales no es posible expresar el momento angular canénico, que
no es una simetria en el nuevo gauge. Sin embargo, como veremos en la siguiente
Seccién, estos operadores son los generadores infinitesimales de las traslaciones
magnéticas para el gauge de Landau, que representan la simetria caracteristica de
este sistema.

Estudiaremos a continuacién cémo pasar de una base de estados ortonormal
del problema de Landau de un gauge al otro. Consideremos, en primer lugar, la
funcién de onda para el primer nivel de Landau en el gauge simétrico, Wo,,(z, 2),
la funcién de onda transformada sera, por tanto,

~ —id iz
Uom(2,2) =€ 22777 W, (2, 2) (1.55)
que puede expresarse
~ 1 1 — L (Imz)?
Uom(z, 2) = e ma ¢ m ) (1.56)

1./ omA1m)

Esta funcion de onda esté parametrizada por m, y no es propia del operador py,
pero puede expresarse en funcion de la base de estados propios del Hamiltoniano
y el momento candnico p;, que calculamos en el gauge de Landau. Para el estado

fundamental tenemos asi:

\IJOm (2,2) /dkl g, (M) Pox, (2, 2) (1.57)

donde
1

w427, ¢

Es decir, Wy, (z, Z) puede expresarse como la transformada de Fourier:

Uo (1, 22) = i /d/ﬁ etk (ckl (m)%)
Dok, (562

7\/2_ /dx e~k \IIOm(xl,xg) (1.59)

k2 —QLQ(Imz)2

ik:lz e 5 e Iz

Doy, (2, 7) = (1.58)

= ¢k, (m)
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resulta
(m) 1 5 (M (aamyegnyr [
e (M) = e —1 c
o 7r1/4\/2m+1l2m“7rm! a=0 4 e 2
=C(m,ky,l.) (1.60)

Y para los demés niveles de Landau es inmediato que

(@)* s

\/H \Ifom(Z, 2)

\ikm(z, 5) =

donde af = Ga'Gt.

También podemos estudiar la transformacion inversa. Consideremos ahora la
funcién de onda para el estado fundamental, ®qy, (21, x2), en el gauge de Landau,
su transformada sera:

(i)okl (21,22) = gfq)mq (w1, 22) (1.61)
o bien
- 1 B 12 Z_k12l2 B
Do, (2,2) = 1722 6(2l2 T ) = e*m%zzgkl(z) (1.62)

7T1/4\/H

Esta funcién de onda parametrizada por k; no es propia del operador L3, pero
puede expresarse como una combinacion lineal de las funciones propias para el
estado fundamental en el gauge simétrico, ®¢,,(z, 2), de la forma:

&)Olﬂ(zaz) = Z Cm(kl)LIIOm(ZaZ)
m=0
1 . 1
— o 2Z?2 -
mXZ:O [m+1y/7m)!

si desarrollamos en serie de Taylor g, (2) resulta

Cm(ky) 2™ (1.63)

(k) = " 7m! (W)ZO (1.64)

dzm

y en general ~
&)ﬁkl(z 2) = w‘iok (Z 2)
) \/m 1 )
donde af = G'a’G.
Hemos visto, por tanto, la equivalencia entre los dos gauges utilizados en el
estudio del problema de Landau. La caracteristica esencial de este problema en
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ambos gauges es la degeneracion infinita asociada con cada nivel de energia, aunque
esta degeneraciéon sea numerable en el gauge simétrico y continua en el de Landau,
al considerar el sistema limitado a una superficie suficientemente grande, pero de
area finita, la densidad de estados en ambos gauges es la misma. Esta propiedad
del problema de Landau veremos que es esencial a la hora de estudiar el Efecto
Hall Cuantico.

1.1.3 Traslaciones magnéticas. Simetrias w, y W

Las traslaciones magnéticas representan la simetria caracteristica del problema de
Landau. Como es bien conocido el Hamiltoniano para una particula cargada en
presencia de un campo magnético uniforme no es invariante bajo traslaciones en
el plano, como consecuencia de la ruptura de simetria producida por el poten-
cial vector, sin embargo, si es invariante bajo la accién del grupo de las trasla-
ciones magnéticas. Es conveniente, no obstante, clarificar el origen clasico de esta
simetria que no serd sino una transformacién candnica en el espacio de fases que
deja invariante el Hamiltoniano. Junto con esta simetria surgen ademés en el
problema de Landau un conjunto de infinitas transformaciones canénicas que rep-
resentan infinitas simetrias del sistema y satisfacen el algebra clasica w.,. Todo
esto puede implementarse a nivel cuantico donde tenemos como simetria las trasla-
ciones magnéticas, y tambien toda una serie infinita de operadores sujetos a unas
reglas de conmutacién que reciben comunmente el nombre de dlgebras W, que es

la versidon cuantica de una simetria candnica del Hamiltoniano clasico.

Traslaciones magnéticas en el gauge simétrico

El Hamiltoniano clésico puede escribirse en el gauge simétrico como

H— L ((m + eBa:zf + <p2 _ eBx1>2> (1.65)

2m 2c 2c

donde tenemos un espacio de fases de dimensién cuatro (x1,xs,p1,p2) con la es-
tructura canénica natural {z;,p;} = d;; , {z;,z;} = {pi,p;} =0, 4,5 = 1,2, donde
{,} es el paréntesis de Poisson.

Introducimos nuevas variables (o, a*, 3, 5*)

[ e-) i)
04—2 D2 26951 (A4S} 26952

3= ; Kpg T 6212)9:1> +i (p1 — e;szﬂ (1.66)
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en funcién de las cuales el Hamiltoniano sera

1
H=—(aa"+a"a)
m
con {a,a*} = —i (%) , {8, 0% = —i (%) Tenemos, pues, que el Hamiltoniano
no depende de § y * y, por tanto, generaran simetrias del sistema Hamiltoniano.
Para ver el tipo de simetria que generan estudiemos la acciéon del grupo de
traslaciones en el plano sobre el espacio de fases

T; — T; + a;

B
bi = Pi — % €i;Q; ) 1,7 =1,2 (1-67)
c

Es decir, estrictamente hablando las traslaciones no son una verdadera simetria
del problema hamiltoniano planteado sino que es el grupo de las traslaciones
magnéticas el que lo deja invariante, y los generadores infinitesimales de esta
simetria no son mas que: [(; = p; — %a@ y (o = po+ %xl , vy en defini-
tiva B y 3*. Por otro lado, la funciéon generatriz infinitesimal de las traslaciones
magnéticas puede verse como una transformacién candnica infinitesimal del espa-
cio de fases del sistema con la propiedad crucial de que deja invariante o y o, es

decir,
@ eB

a2 =0, 8(pa— 5 71) =0

por tanto, actiian de manera no trivial s6lo en un subespacio bidimensional del

5(pr +

espacio de fases total caracterizado por su energia constante [19].

Por exponenciacion tenemos la funcion que genera las traslaciones magnéticas
finitas:
i(a181+a202) (1.68)

tayay = €

o bien, en coordenadas complejas, (1.66),

= elof=ah") (1.69)

ta&

con a = ay + tay. El algebra que satisfacen estas transformaciones es:

eB
{ta1a2’ tC162} = 7(@102 - Cla?)ta1+61,a2+c2 (170)

es decir, el algebra clasica wy.

Pasemos ahora al problema cuantico siguiendo el formalismo de cuantizacion
canodnica habitual. Tenemos pues, el Hamiltoniano del sistema en el gauge simétrico
(1.65), donde x; y p;, i,7 = 1,2, son los operadores coordenada y momento
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candnico, que verifican las relaciones de conmutacion usuales, [x;,p;] = thd;;
[zi, 2] = [pi,p;] =0, 4,5 = 1,2. Si introducimos, como hemos visto en la Seccién
anterior, los operadores {a,a’,b,b'}, (1.26,1.29), con las reglas de conmutacién:
[a,a’] =1, [b,bT] =1, el Hamiltoniano y el momento angular se expresan:

eB

H = hw(aa’ + af =— 1.71
w(aa' +a'a) con w s (1.71)

L=1bb—a'a (1.72)

Los operadores b v b son los generadores infinitesimales de las traslaciones
magnéticas, y |[b, H] = [b',H] = 0. El operador que genera las traslaciones
magnéticas finitas es:

T, = (@~ (1.73)

donde ¢ = ¢; + icy. Estos operadores verifican que':
Tee Tyq = 6(%(&1_6&)) Tovacrd (1-74)

Tomando 2b = by + ib; resulta:

o i(c1b1+c2b
Toe, = € (c1b1+cabe)
de donde se deduce facilmente que las relaciones de conmutacién para estos ope-
radores son
(Tereos Tayay] = 2isen(cidy — di¢2)Tey v dyeptds (1.75)

cuyo limite cldsico dard el dlgebra cldsica we,(1.70).
Los operadores T, si expresamos {b,b'} en representacién de coordenadas,
daran una representacion proyectiva del grupo de traslaciones magnéticas; y sobre

las funciones de onda actian de la forma:
T.eW(z, 2) = en (2 + cl, z + el) (1.76)

Si consideramos clasicamente las transformaciones candnicas, actuando sobre el

espacio de fases del problema de Landau, cuanticamente dichas transformaciones

1 Utilizamos la férmula de Campbell-Haussdorf-Baker:
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mezclan los diferentes niveles de Landau. Sin embargo, como hemos visto existe un
subgrupo especial de transformaciones candnicas, que actiian sélo en el subespacio
de fases generado por las variables que conmutan con el Hamiltoniano, esto significa
a nivel cuantico que estas transformaciones actiian independientemente en cada
nivel de Landau [74].

Traslaciones magnéticas en el gauge de Landau

La forma explicita de los generadores infinitesimales de las traslaciones magnéticas
depende del gauge que tomemos, no obstante como veremos las relaciones de con-
mutacion seran independientes del gauge elegido.

Comencemos con el problema clasico en el gauge de Landau. El Hamiltoniano

1 B \?
H=— <<p1 + i x2> +p22> (1.77)
2m c

que en funcién de las nuevas variables (&, a*, 3, 5*)

.1 . eB
o=z [_pQ +1 (p1 + szﬂ

en este gauge es

2
~ 1 eB )
b= 3 [(pz + x1> + zpl} (1.78)
c
sera 1
H = —(ad" + a"a)
m
donde {a,a*} = —i (%) : {B,B*} = —i (%) Los nuevos generadores infinitesi-

. o . - . eB .,
males de las traslaciones magnéticas son: 3y =p; y (2 = p2+ “Zw1 . La funcién

que genera esta simetria es:
tayay = e [ 1Prreae] (1.79)

que satisfacen
eB
{talaw tC1C2} = 7(6“62 - cla?)ta1+61,a2+02 (180)

es decir, satisfacen el algebra clasica w,, como sucedia en el otro gauge.
Cudnticamente tenemos los operadores {a,a', b,b'}, en funcién de los cuales
ot i eB
H = hw.(aa" + a'a) con  w,=—
me

y, por tanto, o
T = eld=2'] (1.81)
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sera el operador que genera las traslaciones magnéticas en este gauge, con ¢ =
c1+ico, y [b,b] = 1. Si tomamos 2b = by + ib; resultard

TC1C2 —e i(c1b1+c2b2)

Estos operadores verifican las siguientes relaciones de conmutacion:
[TCICQ’ Td1d2] =2 Sen(cldQ - dlCQ)TC1+d162+d2 (1'82)

luego, el algebra de las traslaciones magnéticas no depende del gauge elegido.
Lo que si diferencia un gauge del otro es la forma de actuar de estos operadores
sobre las funciones de onda cuando tomamos representacion de coordenadas, en

particular, en este gauge tenemos

.cico

Tclc2q)($1, I’Q) =¢e' 2 €i%xlq)(l’1 + Cllc, To + Cglc) (183)

Hemos visto, por tanto, que existe invariancia gauge en lo que respecta a las
relaciones de conmutacién para los generadores infinitesimales de esta simetria,
asi como para los operadores que representan las traslaciones magnéticas tanto a
nivel clasico como cudantico.

Simetria infinita. Algebra W,

En el estudio que hemos realizado acerca de las simetrias del problema de Lan-
dau hemos visto que los operadores infinitesimales asociados a las traslaciones
magnéticas conmutan con el Hamiltoniano, pero no conmutan entre si, sino que
[b,b7] = 1. Esta peculiaridad ausente en el caso de las traslaciones ordinarias, esta
relacionada de algin modo con la degeneracion infinita de los niveles de Landau
en el plano, de hecho los operadores b y b' pueden verse como operadores escalera
que pasan de un estado a otro dentro de cada nivel de Landau sin mezclar distintos
niveles de energia. Consecuencia inmediata de este hecho es que, en general, ten-
dremos infinitos operadores que conmutan con el Hamiltoniano, y que satisfacen
un algebra que recibe comunmenmte el nombre de dlgebra W,.

Estudiemos esta simetria infinita presente en el problema de Landau comen-
zando con la teoria clasica. En el gauge simétrico consideremos el espacio de fases
de dimensién cuatro tomando como variables («, o, 3, 3*), hemos visto que la

funcién generadora de las traslaciones magnéticas clasicamente es

toa = €~ ¢
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si desarrollamos en serie la exponencial tenemos

fa= 3 ()

Luego la transformacién candnica méas general, que deja invariante el Hamilto-
niano clésico, estard generada por, [19],

L8N (x,p) = (7)1 ! (1.84)

nm

0H = {H, LD} =0

El corchete de Poisson, para dos cualesquiera de tales generadores, nos dara
una representacion del algebra clasica wqo:

eB

DL =i (5) (e DU+ D = (m+ D+ DED g (185)

Es decir, tenemos infinitas transformaciones candnicas que actiian de manera
no trivial no en todo el espacio de fases sino unicamente en un subespacio de
dimensiéon dos, que admite una estructura simpléctica en términos de 3y *. En
particular, si tomamos a = o* = 0, el espacio de fases reducido sera:

5= <eB> _ 5 <eB>
=2p,=|—)2 =(—)=z
‘ 2c ’ 2c
con {z,2p,} = 1.

Esta reduccion del espacio de fases puede obtenerse también tomando el limite

topologico, m — 0, en la accion:

1 5 e
_ 12 €. A 1.
S /dt (va v ) (1.86)
5 1 eB . ,
S = ggn)os = Z—C/dt(xlxg — Xodq) (1.87)

La accién S (“mecénica de Chern-Simons”) describe clasicamente el grado de
libertad residual en cada nivel de Landau. Dado que S es de primer orden en las
derivadas temporales, la estructura simpléctica es evidente, e implica que sélo una
de las coordenadas originales permanece como cooordenada en el sentido Hamil-
toniano, y la otra sera el momento conjugado, es decir, w = dxy Adxy = dp N dS*.
Esta es la reduccién del espacio de fases inducida por el campo magnético externo.
Cémo H = 0, las simetrias del Hamiltoniano serdn todas las transformaciones
candnicas del espacio de fases reducido. Equivalentemente, las simetrias de la



38 CAPITULO 1

accién S son los difeomorfismos que preservan el area del espacio de coordenadas
[74].

Pasemos ahora al problema cuédntico, los operadores (cuyo limite cldsico nos
lleva a £(¢)) se calculan facilmente a partir de la funcién que genera las traslacio
nes magnéticas (en el gauge simétrico), asi

T = ef%aefébfecb
it nccm nm
Tee=¢"2 r%;(_l) nlm! (bT) b
si definimos L, de la forma
Lo = (O O)™, n,m > 1 (1.88)

Tenemos un conjunto de infinitos operadores que caracterizan la simetria in-
finita del sistema relacionada con la degeneracién infinita de cada nivel de energia
propia del problema de Landau. Las relaciones de conmutacién para estos ope-
radores son:

[Loim, L] = h((m 4+ 1) (k+1) = (n 4+ D)1 4+ 1)) Losrmys + O(R?) (1.89)

donde hemos reescalado b y b de forma que [b,b'] = h. A primer orden en h
tenemos el limite clésico, y recuperamos asi el algebra cldsica wy, (1.85)% Las
deformaciones cuanticas de este dlgebra reciben el nombre de dlgebras W,. Si
tomamos los operadores sin reescalar ([b, '] = 1) podemos determinar el conmu-

tador completo y, por tanto, el dlgebra W, completa es:

Min(m,k)
m+1)!(k+1)!
[Enma Ckl] = Z (m(_s)—:_(]g_(s)—:_(s)_,_l)!£n+kfs,m+lfs
s=0

—(m e l,n—k) (1.90)

Estos operadores, en representacion de coordenadas, genéricamente contienen
potencias de las derivadas mayores que uno y, por tanto, no generan transforma-
ciones de coordenadas locales sobre las funciones de onda, son operadores cuasi-
locales [19]. Esto salvo las traslaciones magnéticas, Lo_1, L_19, y las rotaciones

generadas por (Lo — a'a).

2Donde es necesario reescalar 3y 3* de manera que {3, 3*} = —i, y asi

(LD, £y = i((n+ 1)U+ 1) — (m+ 1)k + 1)L,
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En esta representacion los operadores a, af, b, bf son

1 5 0 T_1 B 5 0
a_QZ <z+2l 82) a =5 (z 21 82)

_ (s 002 o1 20
b= 5 <z+2l 8z> b = 57 (z 21 5 (1.91)

Como hemos visto, la reduccién al espacio de fases bidimensional es equivalente
a tomar el limite topolégico en la accién clasica S (1.86), de manera que la accién
resultante describe clasicamente el grado de libertad residual dentro de cada nivel
de Landau. Esto cuanticamente significa que nos quedamos en el primer nivel de
Landau, es decir, en este limite si @ = af = 0 y, por tanto, b = QZ% = % y bl = :
con [2%, z] = 1, estos operadores seran la coordenada y el momento conjugado en
el espacio reducido. En este espacio los generadores de simetria seran

n+1
Loy = 20Tyt (a) (1.92)
nm — az .

En resumen, el problema de una particula cargada en un campo magnético
uniforme presenta desde el punto de vista cldsico y cuantico una simetria infinita.
Clasicamente esta simetria viene caracterizada por un subgrupo especial de las
transformaciones candnicas, que actuan sobre el subespacio de fases caracterizado
por la energia constante, estas transformaciones estan sujetas al dlgebra w,, ca-
racteristica de un sistema con un espacio de fases bidimensional. Cuanticamente
esto se traduce en un conjunto infinito de operadores que actiian sélo dentro de
cada nivel de Landau, y estan sujetos a las relaciones de conmutacion propias del
algebra cuantica W.

1.2 Ecuacion de Dirac

Como hemos visto en la Introduccion el efecto Hall cuantico se observa en sistemas
semiconductores tales como transistores de efecto de campo (Si-MOSFET), y en
heterouniones (GaAs/Al GaAs). Ambos sistemas tienen en comin que mantienen
los electrones portadores de corriente en una finisima lamina de cristal semiconduc-
tor. La produccion de un gas bidimensional de electrones es una de las condiciones
necesarias para la observacion del efecto Hall cuantico, junto con la presencia de
un campo magnético intenso perpendicular a la lamina y temperaturas muy bajas.
En este tipo de muestras se busca que la movilidad de los portadores sea suficien-

temente alta, mientras que la masa efectiva de los mismos debe ser suficientemente
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pequena [18, 47]. Por otro lado, la masa efectiva del electrén en un semiconductor
depende de la estructura de bandas del material, a temperaturas muy bajas, y
como consecuencia de la proximidad entre las bandas de valencia y de conduccion,
puede suponerse que la masa efectiva es muy proxima a cero [98].

Suponemos, por tanto, como proponen Jackiw y Johnson [62, 70], que el com-
portamiento de los electrones en el material puede describirse por la ecuacién de
Dirac para fermiones sin masa, en presencia de un campo magnético externo. En
(24 1) dimensiones

G (p# + i“”‘) W(x) =0 (1.93)

0 ,.1

con p, = ihz2, x = 2t = (2% 2!, %), y la métrica g,, = diag(1, —1,—1).

En esta ecuacién, 1(z) es un espinor de dos componentes, y A* = (Ag, A) es el

potencial vector asociado al campo gauge. Las matrices v* , u = 0,1,2, son las

matrices de Dirac (2 X 2), que tomaremos en la representacién 3

1 0
0_ 3 _

0 4
1_ .1 _
s (22)

0 1

Para campos estaticos, en el gauge de Weyl Ay = 0, el Hamiltoniano de Dirac
sera:

—,

H) = & (cp+ eA) (1.95)

donde las matrices «y y as son:

0
B G

0 1
Qg = 01 = (1 0) (196)

y la matriz 3, que apareceria si tuviesemos un término de masa, la tomamos

10
f=o0s5= (0 _1) (1.97)

3Las matrices 0, , 03 y 03 son las matrices de Pauli.
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Es importante tener en cuenta que la estructura matricial de este Hamiltoniano
no se debe al espin. Este juega un papel secundario como consecuencia de la
presencia de un campo magnético muy intenso que lo polariza en la direccién
del mismo, y por tanto, los autoestados para este Hamiltoniano, ¥ (x), tienen
unicamente dos componentes [63].

Para un campo magnético constante y uniforme, B = —Bk , los dos gauges fun-
damentales son los introducidos en la Seccién anterior, es decir, el gauge simétrico
(1.6) y el gauge de Landau (1.36), para los cuales: B = 0,A; — 01 Az .

Calcularemos el espectro y los espinores propios del Hamiltoniano de Dirac en
ambos gauges. Analizaremos la existencia de modos cero como consecuencia de
la simetria de conjugacién del Hamiltoniano de Dirac sin masa. Estudiaremos,
también, la asimetria espectral producida por la ruptura de dicha simetria cuando
se introduce un término de masa, y relacionaremos este hecho con el flujo espectral.
Por tltimo, estudiaremos el limite no-relativista de esta teoria cuando conside-
ramos un término de masa, llegando asi al Hamiltoniano de Pauli para particulas
con espin. Este Hamiltoniano puede expresarse en funcion del Hamiltoniano de

Dirac para masa cero, y ello esta relacionado con la supersimetria.

1.2.1 Espectro y funciones de onda en los gauge simétrico

y de Landau

El Hamiltoniano de Dirac para un electrén sin masa, en un campo magnético

constante y homogéneo es (1.95), donde p es el momento candnico, tal que
[xzﬁmj} = [pij] =0 ) [xhpj] = Zhaz Z?] - 172
En forma matricial el operador de Dirac sera
0 D
HY) = 1.98

Los operadores D y D', tomando el potencial vector en el gauge simétrico, se

definen
D = (cpy + eAs) + i(cpr + eAy)
D = (cpy + eAy) —i(cpy + eA)) (1.99)

Estudiaremos el problema estacionario, y determinaremos el espectro y los

estados propios del operador de Dirac:

H) ) = Exty
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Veremos que este problema puede reducirse formalmente al problema no-rela-
tivista estudiado ya. Utilizaremos coordenadas complejas en funcion de las cuales
los operadores D y D' se expresan

B

D= —%z +i2¢ p,
B

Df = —%z —12c ps

Y en el formalismo de operadores introducido en la Seccién anterior resulta:

D = —/2eBhc a
D' = —\/2eBhc a (1.100)

de forma que el Hamiltoniano de Dirac sera:

T
HY = —v/2eBhe ( 0 ‘é ) (1.101)
a

Para las componentes del espinor |¢) tenemos dos ecuaciones acopladas

DW2> = EW1>
DTWJl) = E|w2>

Este sistema de ecuaciones, puede reducirse a una ecuacion para una de las dos
componentes, que es matematicamente equivalente a la ecuacién de Schrodingerpara
el problema no-relativista, es decir,

v 2eBhe

) = == a ) (1.102)
E2
a'a [91) = 9% Bhic 1) (1.103)

La ecuacién de autovalores para la primera componente, |¢1), queda en funcién
del operador ntimero: N = a'a. Si tomamos la base de estados propios de los
operadores N y L: {|i1) = |k, m)}, resultara

_ E2
NmeZkWWw=<%BM>me

Y el espectro para el operador de Dirac sera

Ey = £V2k eBhc (1.104)
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con k=0,1,2,....
La segunda componente del espinor se calcula facilmente a partir de la primera
(1.102). Teniendo en cuenta que a es un operador de destruccién, resulta:

alk,m) =VEk |k—1,m+1), k£0=[¢3) = Flk—1,m+1)
al0,m) =0 = [1h9) =0 (1.105)

En definitiva, el espectro para el operador de Dirac es discreto, y esta caracteri-

zado por el nimero cuantico k, que es un entero no negativo, ver Figura 1.3:

]
Ek -
aft - =
-
-
-
-
-
2 -
-
k
2 4 (-] 8 10
-
=2 -
-
-
-
.
4 - -
-
-

Figura 1.3: Espectro del operador de Dirac para una particula con masa cero.

Cada nivel de energia, k, estd infinitamente degenerado, esta degeneracién
viene caracterizada por el entero m, tal que m > —k, que como veremos estara
relacionado con la conservacién del momento angular total en la direccion del
campo externo. Como era de esperar, tenemos soluciones de energia positiva y de
energia negativa, pero ademas, hay soluciones con energia cero, que denominare-
mos modos cero, cuyo origen esta en la simetria de conjugacién propia de este
sistema que analizaremos mas adelante.

La base ortonormal de estados propios esta formada por los espinores

b |k, m)
V) = 7% ( kL 1) ) k0

~{ 10,m)
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tal que

<7vbl:§tm|77bli:t’,m’> = 5kk’5mm’ ; <77Z)0m|¢0,m’> - 5mm’
<wl:ctm|wl:§,m’> =0 3 <wkim|w0,m’> =0

La degeneracién caracteristica de los niveles de Landau en el problema no-re-
lativista estaba determinada por la simetria de rotacion del sistema en el gauge
simétrico. Como consecuencia de esta simetria los estados propios del Hamiltoni-
ano de Schrodinger eran también propios del operador momento angular Ls, cuyo
autovalor caracterizaba la degeneracion de cada nivel de energia. Sin embargo, en
el problema relativista este operador no conmuta con el Hamiltoniano de Dirac,
sino que:

. eB eB
[H%, Ls] = —ih (al(cpg — 7@) — as(epy + 2m2)>

es decir, no es una simetria del sistema, y asi, no es posible encontrar una base de
estados propios de estos operadores [113].
Por otro lado, si definimos el operador de espin S3 en la direccién perpendicular

al plano como

h
53 - 5 23
donde >3 en funcién de las matrices v es
Dy = o1y = 0
3 2% ) 3

es facil comprobar que tampoco conmuta con el Hamiltoniano de Dirac, pues

, eB eB
[HJ%; Ss] = ih (Oél(cp2 - 7%) — a(epy + 2$2)>
Sin embargo, consideremos el momento angular total en la direccién ”OX3”:
Js = L3+ S5, resulta
[H%7 J3] =0

Es decir, la cantidad conservada en el problema relativista es la componente
del momento angular total en la direccion del campo externo. Esto sera cierto sélo
en este gauge.

Tomando como observables en esta teorfa HY, y J3 , una base de estados propios

para ambos operadores es la calculada, y
1
Toltem) = b (m 5 ) W)+ & £0, m > —k

J3|tom) = h <m + ;) om) » m >0 (1.106)
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La degeneracién de cada nivel de energia viene caracterizada por el autovalor
de J3. En particular, notemos que la eleccion del campo magnético determina
la polarizacion del espin en la direccién del mismo. Esto para los modos cero es
evidente, pues son los tnicos estados propios de S3 y L3 al tiempo.

Los estados pueden expresarse facilmente en representacion de coordenadas
puesto que sus componentes son las soluciones de la ecuacién de Schrodinger.

Para los modos cero tenemos:

Yom(2,2) = ( %méz’ ?) ) (1.107)

donde W,,(z, 2) es la funcién de onda para el primer nivel de Landau en el pro-
blema no-relativista, (1.23), y

dzdz _ _
9 wém(za Z)%m'(»ZaZ) = Omm

Para los demas niveles de energia

+ N L \Ika(z, 2)
Vie (2,2) = 7 ( Uy s (2.2) ) (1.108)

donde W (z,%) son las funciones de onda para el problema no-relativista, (1.24).
En este caso distinguimos entre las soluciones de energia positiva, ¥ (z,%), y
negativa, ¥, (z, z), en cada nivel de energia, y

dzdz
2 l:ctmT<Z7 2>¢]:<;|:’m/(27 Z) - 6kk’ 5mm’
dzdz B B dzdz _ _
5 Vi (2200 (2,2) = 0 o Vi (220 (2,2) = 0

Cada nivel de energia esta infinitamente degenerado pero la densidad de estados
posibles serd finita e igual a:

> B
> (2 2) Yom (2, 2) = ech (1.109)
m=0
y oo
> it D) (0 = (1.110)

m=—k
Es decir, la densidad de estados, por unidad de area y por espin, es finita, y
proporcional a la intensidad del campo magnético; resultado que coincide con el
obtenido en el problema no-relativista (1.35).
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Si elegimos el gauge de Landau el operador de Dirac en forma matricial sera

0 D
HO — -

Los operadores D v DT son los transformados gauge de D v DT, es decir,
D =¢DG! = cpa + i(cpy + eBxy)
Dt = ¢gDIGt = ¢py — i(cp1 + eBxs)

donde G es el operador unitario (1.51). O bien,

D = —/2eBhe at
D' = —V/2eBhe a (1.111)

Los operadores @ v a' son los introducidos en la representaciéon ntimero para el
problema de Landau (1.53). El Hamiltoniano serd entonces

a

at
HY = —\/Qeth( 9 C(L) )

El problema espectral puede reducirse al problema no relativista de Landau

como en el gauge simétrico; asi, el espectro vendra dado por

En = +1/27 (eBhe) , i =0,1,2, - (1.112)

Y una base ortonormal en representacion de coordenadas sera

+ b Pk, (71, T2) _
Priry (T1,T2) = 7 ( sy (21, 22) ) , n#0 (1.113)

donde Pz, (1, x2) son las funciones de onda propias del Hamiltoniano de Schrédinger,
y del operador pq, en el gauge de Landau, (1.49).
Para los modos cero, tenemos

Pory (a1, 9) = ( ®°k1<gl’x2> ) (1.114)

con Doy, (z1, x2) dadas por (1.48). Como en el gauge simétrico, tenemos soluciones
de energia positiva gb;;kl, negativa ¢y, , y los modos cero ¢ox, (1, 72).
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En el gauge de Landau, a diferencia del gauge simétrico, el Hamiltoniano no
conmuta con la componente del momento angular total en la direccién del campo
magnético, sino que [HY,p;] = 0; luego, los observables para este gauge son HY
y p1. Los estados propios del Hamiltoniano son propios del operador momento
canonico py, con autovalor p; = hk;. Cada nivel de energia estd infinitamente
degenerado, y la degeneracién viene caracterizada por ki, que toma valores en el
continuo —oo < k; < oo. Estos estados no son propios de J3 ni de Ss, salvo los
modos cero que son propios de g3, y por tanto, son estados con espin definido.

Siguiendo el razonamiento que vimos para el problema no-relativista, en una
superficie de area finita aunque suficientemente grande, imponeniendo condiciones
periddicas para las funciones de onda, podemos calcular la densidad de estados
para cada nivel de energia, que sera:

eB
np =

~ he

En resumen, en el estudio que hemos realizado sobre el espectro del operador de
Dirac para una particula sin masa, en un campo magnético homogéneo y perpen-
dicular al plano, hemos encontrado como caracteristica fundamental la existencia
de soluciones de energia cero (modos cero) junto con las soluciones esperadas de
energia positiva y negativa. Tanto para los modos cero como para el resto existe,
como es propio de este sistema, una degeneracion infinita para cada nivel de e-
nergia, que dara lugar a una densidad finita de estados posibles si consideramos
el sistema en una regién finita del plano. Como veremos, estas dos propiedades
fundamentales tendran un significado importante al estudiar el problema en el
contexto de la Teoria Cuantica de Campos.

1.2.2 Simetria de conjugacion y modos cero. Masa: Asi-
metria y Flujo espectral
El Hamiltoniano de Dirac estudiado posee una simetria de conjugacién que rela-

ciona las soluciones de energia negativa con las de energia positiva. Es decir, existe

una matriz unitaria C, tal que
{Hp,C} =0
Cvp=9_p (1.115)

Teniendo en cuenta la forma del Hamiltoniano en la representacion elegida para

las matrices de Dirac, es facil comprobar que la matriz unitaria en este caso es
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C = 03, y por tanto, { HY, 03} = 0. El espectro es totalmente simétrico bajo esta
transformacién en el sentido:

o3tho = o (1.117)

y los modos cero son autoconjugados [57, 63]

La existencia de modos cero autoconjugados es un fenémeno reminiscente de
propiedades topoldgicas. Sobre una variedad bidimensional, diferenciable, com-
pacta y orientada, los campos de Dirac son secciones de un fibrado spinorial que
descompone en suma directa de dos de acuerdo con los autoestados de o3. El
operador de Dirac lleva de unos a otros y es Fredholm: su ntcleo y su co-ntcleo
son de dimension finita. Fibrados equivalentes se caracterizan por la primera clase
de Chern, que de acuerdo con la teoria de Chern-Weyl, es la integral normalizada
de la curvatura de la conexién U(1), el flujo magnético en términos fisicos. El teo-
rema del indice identifica el niimero de modos cero con la primera clase de Chern,
y asi, son inevitables en fibrados no triviales.

En nuestro caso, el efecto Hall sobre el plano, la variedad aunque topologica-
mente trivial puede entenderse como el limite de volumen infinito de una esfera
o cuando los ciclos que generan la homologia en una superficie de Riemann de
género g > 0 devienen en rectas. El operador de Dirac deja de ser Fredholm pero
mantiene un nucleo infinito como consecuencia de este proceso de limite. Desa-
rrollaremos con precision estas ideas en la Parte II de esta memoria; de momento
constataremos como el ntimero fermiénico del estado de vacio de nuestro operador
en Segunda Cuantificacion, cuyo célculo se llevard a cabo en el Capitulo 2 tanto
en el formalismo de Feynman como Hamiltoniano, proporciona como resultado el
Teorema del Indice.

Al pasar del problema de una particula al problema en Segunda Cuantificacion
consideramos que el estado vacio es aquél en el cual todos los niveles de energia
negativa estan ocupados, y los niveles de energia positiva vacios. Es posible, en-
tonces, determinar el nimero fermionico del estado vacio, que representa el niimero
de estados de energia negativa ocupados, utilizando simplemente las propiedades
del operador de Dirac, es decir, la simetria bajo conjugacién y la existencia de
modos cero [99]. Como veremos més adelante solamente los modos cero dan una

contribucion al niimero fermionico, y asi:

1 1
N = +§(#modos cero ocupados) — 5(#m0dos cero no ocupados)  (1.118)
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donde
N = [, w0 (1.119)

y ¥(z) es el campo fermidnico.
Desde el punto de vista matematico el Teorema del Indice nos proporciona el
nimero de modos cero como el indice del operador de Dirac para una particula,

IndiceHY, = DimKer D' — DimKerD (1.120)

en nuetro caso, DimKerD = 0, y por tanto, el indice cuenta el nimero total
de modos cero determinando asi completamente los posibles valores del nimero
fermiénico. La existencia de modos cero induce la presencia de estados cuanticos
con un nimero fermiénico fraccionario [58, 99].

Resulta interesante estudiar qué sucede cuando en el Hamiltoniano de Dirac
introducimos un término de masa:

2 D
Hp = H) + Bmc® = me N (1.121)
Dt —mec

El espectro para el nuevo operador se deduce facilmente del ya calculado te-
niendo en cuenta que (H%)? = (H%)?+m?2c!. Asi, en el gauge simétrico, los niveles

de energia serdn ahora:

Ey = £/2k(eBhe) +m2ct | k=0,1,2,--- (1.122)

y las funciones de onda normalizadas (propias de J3):

_ Ei|£tmc? Uym(z, 2)
Wt (2,7) = ’;”E T ) k20 (1123)
a T EHEp+me k—1m+1(2; Z)

donde E} es la energfa para el caso de masa cero ya estudiado (1.104).

Por otro lado, los estados de la forma

Yom(2,2) = ( %méz’g) ) (1.124)

tienen energia Ey = +mc?. La degeneracién sigue siendo infinita para cada nivel
de energia como consecuencia de la simetria de rotacion propia de este gauge.
El espectro de este operador ya no es simétrico, ver Figura 1.4, como sucedia en

el caso de masa cero, sino que ahora tenemos una asimetria espectral producida por
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los modos cero que pasan a ser propios de este Hamiltoniano* con energia positiva,
sin que el correspondiente autovalor negativo aparezca en el espectro. Es decir,
para los estados correspondientes a niveles de energia k # 0 tenemos una solucién
de energfa positiva ¢y la correspondiente de energia negativa ;. , que ahora no
se pueden relacionar por medio de una matriz de conjugacién; y para los estados
con k = 0, sélo la solucion con energia positiva es posible en la representacion que
hemos tomado para las matrices de Dirac, y con el sentido elegido para el campo

externo.

Figura 1.4: Espectro del operador de Dirac para una particula con masa distinta de

cero.

En Segunda Cuantificacion es posible calcular el nimero fermiénico en el estado

vacio y encontramos que es proporcional al flujo del campo magnético, [99]:

) 1le
N = —mg(m)f—/d% B
2 he
Si suponemos que el sistema estd en una superficie finita de area A, el niimero
fermidnico sera proporcional a la densidad de modos cero, que como sabemos es

finita, asi:
1o

29,

donde ® = BA es el flujo del campo magnético y &y = ¢ es el cuanto de flujo. El

e

N = —sig(m)

nimero fermiénico depende del signo de la masa, ya que en el limite de masa cero

4El Hamiltoniano H?' no tiene modos cero pues (H%)% = (H%)? +m?2ct > m2ct.
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serd positivo o negativo dependiendo de que la asimetria producida en el espectro
al introducir el término de masa esté por encima o por debajo del cero. En nuestro
caso resulta:
lim N = 1o (1.125)
m—0 2D,
encontramos la expresién (1.118) cuando todos los modos cero estan desocupados.
En definitiva, la asimetria espectral esta directamente relacionada con la exis-
tencia de modos cero para el operador de Dirac, HY, y es el indice de este ope-
rador el que caracteriza el nimero total de dichos modos, y por tanto, el nimero
fermidnico para el estado fundamental (vacio) en los dos sistemas: m = 0y m # 0.
Por tultimo, veamos la relacion entre la asimetria espectral asociada al término
de masa y el flujo espectral en esta teoria. Para ello consideremos una familia
uniparamétrica de Hamiltonianos de Dirac, HZL(T) , donde 7 € (—00,00), en un
campo magnético uniforme, y con un término de masa que depende del parametro
T.

El Hamiltoniano para cada 7 sera, por tanto,
Hgb(T) = HY + o3m(7)c?
Si tomamos
1
m(T) =m (f(T) — ) (1.126)
f(7)

y suponemos que el Hamiltoniano es una funcion adiabatica del paramentro 7, es

T lter

facil comprobar que®

lim H2O = H,? lim H?D = Hp2

T——00 T—+00

En —oco y 400 el Hamiltoniano posee una asimetria espectral, y la energia de
los modos cero para estos operadores serd: Ey = —% y Fy = +73, respectivamente.
Dado un valor de 7, el espectro para el Hamiltoniano de Dirac es légicamente:

(B2 = (BY)? + (m(r))?

Para k # 0 vemos que |E,T(T)| > |m(7)|, entonces al variar el pardmetro los

autovalores positivos continuan siendo positivos, y los negativos siguen siendo ne-
gativos, para toda la familia de Hamiltonianos. Sin embargo, para & = 0, resulta
que By’ ™ = m(7), y al variar el pardmetro puede tomar todos los valores desde

STomamos h=c =1
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—% hasta +% pasando por el cero, ver Figura 1.5,

Figura 1.5: Espectro del operador de Dirac para una particula con masa m(T)

parametrizada por 7.

En esta situacion encontramos que la diferencia entre el nimero fermionico
para el estado fundamental en los dos limites asintoticos viene dada por el flujo
espectral de la familia de operadores HJ):

Ny — N_o = flujo espectral

El flujo espectral, por otro lado, puede determinarse como el indice de un

operador de Dirac, [99], definido en una dimensién mas:
0 Dg
Hf =
sy )

m(7)

DL = 2'0387 + iO'gHD

donde

Si buscamos las soluciones a la ecuacién
(i030: + ios Hp™ ) ®(2,7) = 0
en la aproximacién adiabatica: ®(z,7) = f(7)¢,(x), donde

Hp'D¢ () = B(r)¢,(z)
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que sustituyendo en la ecuacién resulta:

01(r) _
o = —E(7){(7)

y asi
f(r) = f(0)e™ Jo B (1.127)

Pero f(7) es normalizable sélo si E(7) es positiva para 7 — oo y negativa
para T — —o0. Esto es cierto inicamente para los modos cero pues su energia es
Eo(7) = m(7). Luego el flujo espectral viene dado por el indice del operador HE,
es el nimero de modos cero de éste y coincide exactamente con el indice de HY.

Por otro lado, el nimero fermiénico para el estado fundamental en 00 puede
calcularse como hemos visto ya, y resulta asi:

m. ® 1
N_Oo:— ] _— ) — = 1 N_Oo: -
sig(—5 )5g, = M 99,

N ) 1d

Niw = _Slg(é)r% = A}LHONA—oo = _550

la diferencia entre ambos es
1o . I ) 0 .
N — N_o = —255 = —IndiceHy; = —Indice H}, = flujo espectral ~ (1.128)
0

En resumen, la conexién entre los diferentes casos que hemos planteado seré:

e El problema de una particula descrito por HY cuando se analiza en Segunda
Cuantificacién, y como consecuencia de la presencia de modos cero y la
simetria de conjugacién, implica que el estado fundamental o vacio fermidnico
de Fock tiene un niimero fermiénico no trivial, que es proporcional al niimero
de modos cero, y por tanto, proporcional al indice del operador de Dirac.

e El problema de una particula con masa distinta de cero descrito por H}}
estudiado en Segunda Cuantificacién presenta una asimetria espectral aso-
ciada con los modos cero, que pueden ser estados propios con energia positiva
o negativa, esta ambigiiedad en el signo se ve reflejada a la hora de calcular
el nimero fermionico para el estado fundamental, y pasar al limite de masa
cero. En cualquier caso, tenemos de nuevo que este numero cuantico no

trivial es proporcional al nimero total de modos cero, y por tanto, al indice
de HY,.
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e Por 1ltimo, si tenemos una familia de sistemas de una particula descritos
por H,gn(T) donde m(7) varfa adiabdticamente con el pardmetro 7, en Se-
gunda Cuantificacion podemos verificar la existencia de un flujo espectral
relacionado con aquellos autovalores que pasan de energia negativa en —oo,
a energia positiva en oo, pasando por el cero. Son los modos cero los que dan
una contribucion no trivial al flujo espectral que puede determinarse como el
indice de un nuevo operador de Dirac, definido en una dimensién mas, que

serd igual al indice de HY,.

1.2.3 Supersimetria

Otra forma de comprender la existencia de autoestados de energia cero es con-
siderar el cuadrado del operador HY que coincide con el Hamiltoniano de Pauli,
tenemos asi un ejemplo de Mecanica Cuédntica Supersimétrica [133, 29].

Antes de comenzar a analizar esta propiedad del sistema estudiaremos el limite
no-relativista de la ecuacion de Dirac. Consideremos la ecuacion de Dirac para una

particula con masa, en un campo magnético uniforme, en ( 2 + 1 ) dimensiones:
[@(cp+ eA) + Bmc?| Y(z) = Ey(x) (1.129)

Expresando esta ecuacion matricialmente

me? D (A E (G
Dt —m¢? (> a (D)
Tenemos las siguientes ecuaciones acopladas para las componentes del espinor

D ¢2 = (E—MCZ) 77[)1
Dt oy = (E +mc?) s (1.130)

si despejamos 15 en (1.130), la ecuacién resultante para 1, es

1

- E + mc? DWl —

s L DDy = (B~ me)y

E+m

Si definimos ENE = E — mc? resulta:

Dy 1 2mc? Dt NR
<c>%ﬂpm+mmJ<c>W:E L

2 T
Yy = <D>w

= 9me ENE + 2mc?
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En el limite no-relativista, £ ~ mc?, si nos quedamos a orden cero en (%)2,

entonces:
DDf
53l = ENFay (1.131)
1
e = 55D (1.132)

En este limite, la segunda componente del espinor, );, es de orden uno en (),
y por tanto, es la componente pequena respecto de la primera, 1, << 1y [113].
De la expresion de los operadores D y D' en cualquiera de los gauges estudiados

se deduce

Hg

=1 (DD'+D'D)  con  [D', D] =2eBhc

donde Hg es el Hamiltoniano de Schrodinger. Asi, la ecuacion resultante para la

primera componente del espinor serd

1 2 B
[Qm (ﬁ + iA) — h;mJ V1 (T) = BNy (1) (1.133)

Resulta, por tanto, la ecuacion en mecédnica cuantica no-relativista de
)

Schrodinger-Pauli para un espinor de dos componentes, ¥ (%)

(7 CA) T h g w(w) = BY) (1.134)
— . —h— ) = T .
2m P c 2m003

que en particular para v, se reduce a (1.133). Es decir, en el limite no- relativista

tenemos el Hamiltoniano de Pauli dado por

h =
Hp=Hsl + G- B (1.135)
2mc

donde I es la matriz identidad, (2 x 2), y & = (01, 09, 03) son las matrices de Pauli.
El espectro y las funciones de onda (normalizadas) propias de este operador en
el gauge simétrico son:
E0)2
. ENE = (F)® 1.136
(2,2) ) g 2mc? ( )

T ome2 \Ijk_lm+1

_ ‘I]km<zuz)
’ll)km(Z, Z) = ( |E?
para ENE £ 0; y para ENE =0

Yom = ( %m(()z’z) ) (1.137)
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donde Wi, (2,2) v Yom(z, 2) son (1.23) y (1.24) respectivamente. El estado funda-
mental para el Hamiltoniano de Pauli tiene energia cero, esto contrasta con el pro-
blema de Schrodinger, en el cual la energia del estado fundamental es proporcional
a B, y por tanto, aumenta linealmente con la intensidad del campo magnético,
ver Figura 1.6. En consecuencia, en el problema de Schrédinger no es posible con-
seguir que la energia del estado fundamental se aproxime a cero arbitrariamente.
Es, precisamente, el término de espin que se introduce en la ecuacion de Pauli,
el que desdobla los niveles de Schrodinger produciendo autométicamente un es-
tado fundamental de energia cero independientemente de la intensidad del campo
magnético. Esta propiedad, por otra parte, es extensible al cualquier Hamiltoni-
ano de Dirac, en el cual el estado fundamental dependa tinicamente de la masa de
la particula, de esta forma en el caso de masa cero la energia de dicho estado es
nula [134].

6B

55—-—-—-—-~—<
4B

35———<
2B

o
———————— 0

Hg Hp

Figura 1.6: Niveles de Landau para el operador de Schrodinger frente a los correspon-
dientes del operador de Pauli.

Es interesante estudiar la estructura supersimétrica presente en esta teoria.
Consideremos, por tanto, el Hamiltoniano de Pauli definido en un espacio de
Hilbert H. De la expresion matricial del operador de Dirac para particulas sin

masa, (1.98), vemos que:

Hp ! (H%)? ! (DDT ! ) (1.138)

= ome = ome 0 DD

Por otro lado, en esta teoria tenemos un operador de conjugacion, C, que
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satisface (1.115). Este operador es autoadjunto y C* = 1, luego tendrd solamente
los autovalores 1 y —1. Los subespacios del espacio de Hilbert de autoestados de
este operador pueden denotarse por:

Hy = {y e H| Cy = —¢} (1.139)
H, = {¢ € H| C = o} (1.140)

y tenemos la descomposicion H = He & Hy,. Es decir, el espacio de Hilbert puede
descomponerse en suma directa de dos subespacios, cada uno formado por estados
que llamaremos bosénicos y fermidnicos respectivamente [29].

Esto nos indica que en esta teoria tenemos supersimetria, en particular, se trata
de la representacion supersimetrica para dimensién espacial cero introducida por
Witten [134, 133].

Para constatar este hecho, definamos los operadores Q y Q' de la forma:

= _°HY — 1.141

Q=-—2"m (0 . (1141)
1—0 0 O

t_ SHO — 1.142

Q 2 D (DT O) ( )

resulta que

{Q,Q}={Q"Q"} =0
{Q,Q"} = (2mc*)Hp (1.143)

y, por tanto,

Q,Hp) =0 ; [Qf, Hp] =0

Los operadores Q y Q' asf definidos generan una simetria del operador de Pauli,
y puesto que Q = QTz = 0, se trata de una supersimetria.

Sobre los estados propios del operador de Pauli con energia distinta de cero @)
y QT actian de la forma

|Bak> _ 2 P ‘Bak> _ 0
Q ( F ) ) =/ (2mc?)E}, ( 0 ) & D|F k) = |E}||B, k)
(1.144)

@T('@g ) - <zmcz>EkP( |F0k>) & DYB.k) = |E)||F. k)
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donde
EY?

2mc?

E."
y las componentes del espinor las denotamos por:
W) =[Bk) ¥y =|Fk) (1.145)

tal que (W;[Wy) = (Us|Ws) = 1.

Vemos en (1.144) que el operador D pasa de estados fermidnicos, |F, k), a
bosénicos, |B, k), y DT de bosénicos, | B, k), a fermidnicos, |F, k) y, en definitiva,
el operador de Dirac, HY, conecta estados bosénicos con estados fermiénicos.

Consideremos un estado bosénico, |B), y un estado fermiénico, |F'), con mo-
mento angular entero o semientero. Definimos el operador, [133]:

(—1)F = g2mids (1.146)
que permite distinguir estos estados, pues
0By =1B) .,  ()FF)=—|F)
Este operador satisface:

(~1"'Q+Q(-1)" =0
(~1"Q + Q1) =0

y matricialmente puede representarse por: (—1)" = o3; por tanto, coincide con
el operador de conjugacién, C, que anticonmuta con el Hamiltoniano de Dirac, y
permite asi distiguir entre las componentes bosénicas y fermionicas de un espinor
con energia distinta de cero.

Aunque los estados de energia distinta de cero forman pares bose-fermi, como
se deduce de la ecuacién espectral para @ v QF, esto no es cierto para los estados
con energia cero. Cualquier estado de energia cero, bosén o fermion, es aniquilado
por Q y Q:

Q|B>0> = Q”Fv O) =0

Los estados de energia cero son, por tanto, singletes, es decir, representaciones
unidimensionales de la supersimetria [133]. Sin embargo, en el sistema que estamos
estudiando® los tnicos estados de energia cero son de la forma: |[¥;) = |0,m) y
|Wy) = 0; es decir, son estados bosénicos. Este caracter bosénico o fermiénico de

SEn la representacién elegida para las matrices de Dirac (1.94).
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los estados de energia cero viene determinado, bien por el sentido elegido para el
campo magnético perpendicular al plano, B= j:B/;, bien por el signo de la carga
de los portadores, ¢ = +e, e > 0.

En definitiva, la forma general del espectro de una Teoria Supersimétrica es
la siguiente: los estados de energia distinta de cero forman siempre pares bose-
fermi, los estados de energia cero no estan apareados, pues cada uno es aniquilado
separadamente por @) y Qf, de manera que no tienen por qué ser iguales en niimero.

La diferencia entre el niimero de estados de energia cero bosénicos y fermiénicos
es:

np’ —ng’ = Tr(—1)~

estd relacionada formalmente con la traza del operador (—1)¥. En particular, si el
espacio de Hilbert para los modos cero esta formado solamente por los autovectores
del tipo bosénico, como sucede en nuestro caso, nyp’ = 0, y, por tanto, la traza
Tr(—1)% nos da el ntimero total de modos cero. Se cierra asf el circulo entre modos
cero, asimetria espectral, flujo espectral y supersimetria; caracteristicas de nuestro
sistema que tienen su origen en la topologia no trivial inducida por la presencia
del campo magnético.
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Capitulo 2

Electrodinamica Cuantica en el

plano

2.1 Formalismo de Feynman: Anomalias

En el formalismo de integral funcional de Feynman calcularemos la accién efectiva
para la electrodindmica cuantica bidimensional. La accién asociada al campo elec-
tromagnético, interaccionando con un campo fermiénico en (2+1) dimensiones, es
invariante gauge e invariante bajo simetrias discretas: paridad e inversion temporal
(para fermiones sin masa). Sin embargo, la accién efectiva resultante al integrar
en las variables fermidnicas viola una de estas dos simetrias. Si mantenemos la
invariancia gauge como simetria al regularizar, en el calculo de la accion efectiva,
encontramos que en ésta aparece un término anémalo que no es invariante bajo

paridad, y que coincide exactamente con la segunda clase caracteristica de Chern.

Utilizaremos dos métodos para determinar la anomalia presente en esta teoria.
En primer lugar, calcularemos la accion efectiva para un campo fermiénico con
masa utilizando el método de regularizacion de Pauli-Villars, el término de la
anomalia depende unicamente del signo de la masa, y por tanto, aparecera in-
cluso para fermiones sin masa [110]. En segundo lugar, teniendo en cuenta la
analogia entre la anomalia en tres dimensiones y la anomalia axial, caracteristica
de las teorias gauge en cuatro dimensiones, estudiaremos la anomalia de paridad
y determinaremos, utilizando el método de Fujikawa [41], cémo se modifica el Ja-
cobiano para la medida fermiénica bajo una transformacién U(1) (relacionada con
las transformaciones discretas de paridad e inversién temporal) para encontrar el

término anémalo de la accidén efectiva.
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Consideremos la integral funcional para la accién S dada por:
s = [dc
= /dgzc {—leFWF’“’ + b |y (ihd, + EAM(QJ)) - mc} w} (2.1)
donde A*(z) = (A%z), A(z)) es el tripotencial vector asociado al campo electro-

magnético, ¥(r) es el campo fermiénico, con! ¥(x) = ¢(2)7°, y F** es el tensor
electromagnético:

Fr — gAY — g¥ A*
F2=PB F%—_FF k=12 (2.2)

resulta por tanto:? ,
7= / [DA,][DY][Dy]e™ (2.3)

La integracién funcional en los campos de Fermi produce:

7z = [pa)eiSe

Tl
_ / DA e {_4 1 sl Al (2.4)

La accion efectiva I¢[A] corresponde a:

e

iLg[A] _ /[D i Dw]ei / Brp[iv™ (9, — ieA,) — m
= Det[—ilir"(0, — ieA,) — ] (25)

En ausencia de campos externos la integral funcional debe estar normalizada,
por lo que debemos dividir este resultado formal por el determinante del operador
de Dirac libre, asi [105, 16]:

Det[i(%y“(@u —ieAy) +m)]
Detl[i(37#9, + m)]

kA
= Det [1 + m“]

T (2.6)

Expresando el determinante en funcién de la traza del logaritmo encontramos:

eyt A, ]

iyHd, —m (2.7)

I4[A] = —iTrIn ll +

'Las matrices de Dirac(2 x 2) las tomamos en la representacién: 7° = 03, 4! = io!l,7? = io?

2Tomamos h =c =1
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donde Tr es la traza del operador diferencial que actiia en el espacio de espinores.
Teniendo en cuenta que solamente las potencias pares de A, estdn presentes

en Trln {1 + iﬁgﬁ‘m} resulta:

n
Tetn |14 A0
iyt —m

o0 e2n
= - Z o /tr G(x1 — o)W A,(x2) - - - G(way, — 1)V A (2 APz - - - APy,
n=1

2
= —%/d%ld?’xﬂ(“y(l’l — 22)Au(21)Au(22)

64
B E / dgxl o d3CL’4K‘“1”2“3"‘4 (‘Th T2, T3, x4)AM1 (xl)Am (xQ)AMS (I?))AM (ZE4)

_ (2.8)
donde
K" (g —x9) = trG(zy — x2)V"G(xe — 21)7”
KHb2bsta () go xg,04) = trG(z) — x2) V"G (29 — 23)7" G (23 — 24)
VG (24 — 1)y
+ perms. (2.9)

Aqui, K#r#2rsia(py o w3, x4) s completamente simétrico bajo el intercambio
de los indices (pa,xq) < (i, Tp), y por tanto, es una combinacién simétrica de
todas las posibles permutaciones. En estas expresiones la traza esta definida sobre
el espacio de las matrices gamma de Dirac; y G(z1 — x2), es la funcién de Green
para el operador de Dirac libre:

ddp eip(:m —3)

Glr1 — m) = /( (2.10)

Esta expansion de la traza del logaritmo se corresponde con los graficos de

27m)3 yrp, —m

Feynman que se muestran en la Figura 2.1. Es decir, es la suma de todos los
graficos con un tnico lazo y con un nimero par de fotones externos [16].

El primer grafico representa la polarizaciéon del vacio, y da la primera cor-
recién al propagador del foton. El siguiente grafico, con cuatro fotones externos,

representa el scattering luz-luz en el vacio, y asi, sucesivamente.
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Figura 2.1: Gréficos que contribuyen a la accién efectiva I, ¢[A].

Por otro lado, la integral funcional de Fermi que produce esta suma de graficos
define la funcional generatriz para las funciones de correlacion corriente-corriente
en el vacio [16], y asi

eV A, B Ze/]“AMd x
donde j* = 1py*1p. Si desarrollamos esta expresién en A, encontramos:
K" (z1 — 2) = (Tj"(21)5"(22)) (2.12)

Quedandonos solamente con la funcién de correlacion a dos puntos vamos a
determinar la accién efectiva calculando la primera correccién al propagador del
foton, es decir, evaluando el tensor de polarizacion del vacio. Consideremos el

diagrama de polarizacion del vacio representado en la Figura 2.2.

p-k

Figura 2.2: Diagrama de polarizacién del vacio.

La amplitud asociada a este grafico es:
d3p [ 7 7

I, (k)= —/ tr | (ievy ey, ) ————— 2.13

k) ()| (213)

(27)?
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Es fécil comprobar que II,, es linealmente divergente. Para evitar esta di-
vergencia ultravioleta debemos utilizar un método de regularizacién que respete
tanto la invariancia Lorentz como la invariancia gauge de la teoria. En particu-
lar, es conveniente utilizar para este problema tridimensional el método de Pauli-
Villars [23, 110]. El esquema de regularizacién consiste en calcular el tensor de
polarizacién regularizado asociado a la densidad Lagrangiana:

Lieg = —leFWF‘“’ + P[iy* (0, — ieA,) — m]Y
—011/_11 [wu(au - z'eAu) - MlWl - 02152[2"7“(8“ - ieAu) - Mz]% (2-14)

donde 11 y 1 son campos fermidnicos ficticios con masas M; y Ms.

El tensor de polarizacion regularizado sera por tanto:
2
I, (k) = 11, (k,m) Z 1L, (k, M;) (2.15)

donde las constantes C; se eligen de manera que la integracion en k sea convergente,

asi,

Ci+Cy=1
C1 M7 + CoMy = m? (2.16)

En definitiva, la integral a calcular sera:

Ry o2 [ P [tu(alp = k)" +m)y(ysp’ +m)]
0 = | s | O e e
—terminos reguladores} (2.17)

Introducimos la representacion paramétrica de Feynman [128]. Haciendo el

. . . , <z 2 ’
cambio de variable, p’ = p — kz, el denominador serd una funcién de p'*, y asi:?

3Donde hemos utilizado:

[v*7"] = —2ie" %74
tr[numero impar de matrices gamma] # 0

WAV

tr[y"y"] = 29"
[’Y ’YD’}/)\’Y&} 2[ ,uy S ,u)\ u5+g,u5 1/)\]
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d3 /
HR = —2¢? / dx/
—ggw,p —2x(1 — x)kuk‘y + 2(1 — ) g, k* + m?g, + 2ime, kP
(p% + z(1 — 2)k? — m2)?
—terminos reguladores} (2.18)

Mediante una rotacién de Wick pasamos al espacio Euclideo pf, = ip5:

HR / dx / p’2dp

{ ggm,p — 2 (1 —2)k,ky, + 2(1 — 2)guk?* + m?g,, + 2imem,5k:ﬁx

(P +m2 — x(1 — 2)k2)?

—terminos reguladores} (2.19)

Las integrales resultantes para el problema tridimensional son:

A pMdp a’ A 3a A
/ g = N+ 5 — S-arctan—
o (p?+a?)? 2 (A2+a%) 2 a
A pPdp 1 A 1 A
p-ap
P 7 arctan— 2.20
/0 (p? + a?)? 2 (A% +a?) * 2a (2:20)

donde a? = m? — z(1 — x)k>.

En la primera integral aparece la divergencia lineal presente en esta teoria.
Comparando este resultado con el que se obtiene en dimensién cuatro, [23], puede
observarse que las divergencias disminuyen en una dimensién, de forma que pasamos
de una divergencia cuadratica y logaritmica, presente en D = 4, a una divergen-
cia lineal y un término convergente (arcotangente) en D = 3. El método de
regularizacion en ambos casos permite eliminar la divergencia cuadrética y lineal
respectivamente, y asi, en nuestro caso la teoria es super-renormalizable.

En definitiva, el término lineal A se cancela con los términos reguladores te-
niendo en cuenta las condiciones (2.16) para los coeficientes C1, Cy, v el tensor de

polarizacién regularizado es:

I3, (k) = (kuky — g k)T (K?) 4 2ime,, kP11 (k) (2.21)
con
e e? [ (k? + 4m?) 2im| + k |m)|
HR k2 - _ e E ( 1 '
T VAT N7~ el ©Tn pal Rl v

XY 2m| + k;
M) = < ° Loy, (2mitF 9.29
(k) = 8tM  Arm |2k 2|m| — (222)
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donde hemos tomado el limite A — oo, y hemos tenido en cuenta que M;* >>
m?2, M2 >> m? de tal forma que podemos simplificar la dependencia en las masas
y constantes asociadas al campo regulador definiendo ﬁ = Cl + CQ . Tenemos asi
el tensor de polarizacion del vacio regularizado en funcion de M en el cual tanto IT}
como II} son cantidades finitas. Algunos autores, Fradkin, Redlich, Lykken, etc,
han obtenido el mismo resultado aunque en contextos diferentes al aqui planteado
[39, 110, 87].

Es posible expresar la accion efectiva en funcion del tensor de polarizacion, es

decir 1
ilalA] = 5 / Py Pl (21 — 22) AP (1) A" (22) + - - (2.23)
Su transformada de Fourier:
HR . d3k ik(;m—xg)HR k 2.94
,uz/(xl - 172) - (27_[_)36 /,LI/( ) ( : )

La accién efectiva asociada a la electrodinamica cudntica tridimensinal serd por
tanto:

/d3 {—F L FRYTIR(0) — IR (0) A% *FH}

/d3 { Fopw—C F} (2.25)

127|m| ' |m| 8=

donde hemos tomado el limite M — oo.
En definitiva, la integral funcional en el campo gauge que resulta de integrar

en los campos fermiénicos cuando nos quedamos con la contribucion a un lazo es:

7z = [paeiS

m e

1 2 2
i[da {—FWFW (1 + ) b g *Fu}

En la accién efectiva para el campo gauge aparece un término topoldgico de tipo

Chern-Simons inducido por la presencia del campo fermiénico. Esto sigue siendo
cierto cuando la masa del campo fermiénico es cero, en cuyo caso aparece una
ambigiiedad en el signo asociada al método de regularizaciéon utilizado. El término
de masa topoldgico garantiza la invariancia gauge de la accién efectiva aunque
rompe la simetria discreta de paridad de la teoria para fermiones sin masa.

En el célculo de la accion efectiva hemos tenido en cuenta los graficos con un

solo lazo fermionico, y un nimero par de lineas de fotén externas. Las posibles
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correcciones a orden superior, ver Figura 2.3, no contribuyen al calculo de la accién
efectiva, tal y como demuestran Coleman y Hill [26], y asi, la correcién radiativa
al término de masa topoldgico se debe sélo al grafico de un lazo. Este término de
masa en nuestro caso es:

1 ,m

Or, = (2.27)

ar fm]

donde e( es la constante de acoplamiento electromagnética desnuda.

Figura 2.3: Correciones de orden superior para el diagrama de polarizacion del vacio.

Para encontrar las expresiones de la constante de acoplamiento, y de la masa
topoldgica, renormalizadas en esta teoria, consideremos la densidad Lagrangiana

efectiva en la forma:

1/1 ~ 1~
[,ef - _Z (2 + Hl (O)) FMVFNV + §H2<O)Au *FN (228)
€o

donde
~ 1 1 1
I,(0)=—|+———
10 =157 l]m\ M]
~ 1 | m m
I,0)=—|— — — 2.29
La carga renormalizada sera, por tanto,

11 11 2.30)
ea(M) e 127 ||lm| M '

y si tenemos dos reguladores de masas M y M’ resultara:
1 1 { 1 1 }
ea(M) e (M) 127

2.31
M M (2:31)

En cuanto a la masa topolédgica del fotén tenemos:

bu(M) _ 1 [m m] (2.32)

T4 |fm] M
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y con dos reguladores resultara

HR(M) QR(M/) 1 m m
e = 5 i) (2:33)
g € T
En el limite M — oo encontramos en ambos casos:

11 1
et e 12m|m|
GR m
—_ = 2.34
e drn|m| (2:34)

Si ahora tomamos el limite, m — 0, el término de la anomalia no cambia, pero
el primer sumando presenta una divergencia lineal infrarroja que debe eliminarse
utilizando algin método de regularizacién. En cualquier caso, para el término de

masa de Chern-Simons tenemos en este limite:

1
Or = iﬂeg (2.35)

Nos interesa ahora relacionar esta anomalia con el Efecto Hall Cuantico. Para
ello debemos considerar el caso particular en el que tenemos un campo fermiénico
en el plano, en presencia de un campo magnético constante, en la direccién per-
pendicular al mismo, y de una corriente en el plano.

A partir de la acciéon efectiva que hemos calculado podemos determinar el valor

esperado de la densidad de corriente, J* = —etpy*1), en el vacio, y asi,
SIR[A 2
(J*'(x)) = — Al m (2.36)

0Au(x) — |ml4n

Para p = 0 resulta

m e?

0 e —
() = 2|m| 2w

(2.37)
es decir, la densidad de carga en el vacio, o bien, puede interpretarse como la den-
sidad para el niimero fermiénico, que analizamos al estudiar la asimetria espectral,
y el flujo espectral, presentes en esta teoria basada en el operador de Dirac, para
una particula cargada en un campo gauge externo. Suponiendo que el sistema se
encuentra en una superficie de area finita, A, encontramos la expresién para el

numero fermionico: @

donde(I):BAyCDO:%“.
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Si consideramos ahora los indices espaciales, ;1 = 1,2 resulta:

2
m.oe” .

" 2lm| 27

(JF) = B’ (2.38)
es decir, la corriente inducida es perpendicular al campo eléctrico como es carac-
teristico del efecto Hall [62, 110]. Si tomamos el limite de masa cero encontramos:
le

2
(JF) = i§?€kjEj (2.39)
e

Aparece una ambigiiedad en el signo, que como hemos visto en la Seccion 1.2,
estd relacionada con la presencia de modos cero propia de sistemas con fermiones
sin masa. Por otro lado, la existencia de modos cero esta directamente relacionada
con la anomalia, a través de los teoremas del indice, como vimos ya, y como ponen
de manifiesto algunos autores, Alvarez-Gaumé, Redlich, etc. [99, 4, 110].

La conductividad Hall cuantizada que corresponde a la primera meseta en el
Efecto Hall Cuédntico Entero es proporcional a la masa topoldgica de Chern-Simons,

y asi, en unidades naturales, tenemos:

oy = — (2.40)

Formalmente, podemos expresar este coeficiente en funcion del tensor de pola-
rizaciéon, que como hemos visto en representacion de coordenadas coincide con
el valor esperado en el vacio del término de correlacién corriente-corriente, [39],
resulta asf: o )

. e"Pk, e
o = iy X ) = o
Las anomalias en Teoria Cuédntica de Campos ocurren cuando el procedimiento

(2.41)

de cuantificacion no respeta alguna de las simetrias exhibidas por la Teor{ia Clasica
correspondiente. En el método de cuantificacion por integral funcional o de Feyn-
man, la medida de integraciéon puede no ser invariante respecto de una transfor-
macion, que es una simetria de la accion clasica. Si el determinante Jacobiano que
resulta no es suceptible de ser absorbido en la normalizacion, la accién cudntica
no es invariante respecto de dicha transformacion como uno esperaria de una lec-
tura puramente clasica: diremos que la corriente Nother asociada es andmala
41, 42, 43].

Nos proponemos a continuacién computar el determinante Jacobiano, que apa-
rece en la medida de integracion fermidnica, en Electrodindmica Cudntica en (241)
dimensiones, a resultas de realizar la transformacién ¢/ (z) = e 4(z). Dichas



FORMALISMO DE FEYNMAN: ANOMALIAS 71

transformaciones de tipo U(1) global estdn relacionadas con la transformacién
discreta de paridad, y son simetrias de la accién clasicas. Seguimos un método
andlogo al aplicado por K. Fujikawa al estudio de la transformacién U(1) chiral, en
Cromodindmica Cudntica en (341) dimensiones, que es novedoso en la més dificil
situacion de espacio-tiempo de dimension impar.

Partiremos de la densidad Lagrangiana:
1 _
L= _ZFWFW + ¢ [iv"(0, —ieA,) —m| (2.42)

y analizaremos las simetrias discretas de esta teoria en particular cuando consi-
deramos fermiones con masa cero. Como proponen R. Jackiw et al, [30, 61], puede

verificarse que la teoria es invariante bajo paridad e inversién temporal, si:

T, )Pt =ol(¥,t), PAY(z,t)P~! = A%(Z,t)
PANZ )P~ = AT, t) , PA*(Z,t)P~" = A%(Z,1)
Tz, )T~ = o*(&, —t)
TAY(z, )T = A%z, —t

—

), TAZ T = —A(Z, —t) (2.43)

Y

con ¥ = (x1,x2) y & = (—x1,x2). Si en L hay un término de masa, éste es impar
bajo cualquiera de estas simetrias. Incluso con masa cero, si el procedimiento de
regularizacion requiere introducir un término de masa, como sucede con la regu-
larizacion de Pauli-Villars, se produce una ruptura de simetria que se ve reflejada
en el resultado final de la accion efectiva,

Z = [[DilDylDA, e ] (2.44)
a través de la modificaciéon de la medida fermionica:

du(y) = [[[DY][Dy] (2.45)

T

cuando hacemos una transformacién infinitesimal de tipo U(1) sobre las variables

fermidnicas, caracterizada por el parametro «,

P(a) — ¥'(x) = €7 P(x)
O(z) — ' (x) = ()" | k=1,2,3 (2.46)

El cambio en la densidad Lagrangiana asociado a esta transformacién infinite-
simal es:

6Ly = 2i(5a) (0 — ieAy)y — 2im(6a)pory (2.47)



72 CAPITULO 2

donde hemos tomado como matrices gamma (2 x 2), las matrices antihermiticas,
Y1 = 101,72 = 109,73 = 103, ¥ hemos hecho una rotaciéon de Wick.
Si suponemos que la medida de integracion fermiénica permanece invariante

bajo esta transformacion debe cumplirse

[auw)es#9 = [au@)e 5= = [ du(p)esee (2.48)

y, por tanto, se obtiene la identidad

2i((O — ieAr)Y) — 2im{Yor) =0 (2.49)

Sin embargo, como veremos, la medida de integracién cambia como consecuen-
cia de esta transformacién infinitesimal, y el Jacobiano de la misma coincide con
la anomalia presente en la accién efectiva.

Para evaluar el Jacobiano de esta transformacion es conveniente expresar las

variables fermidnicas de la formas:

= Z Qp wn(x>
=3 butf () (2.50)

donde VD, () = M\tbn(z) v [UF (2)0hn(2)dPs = §pm. Los coeficientes a,, y by,
son elementos del dlgebra de Grassmann. La medida de integracién en funcion de

estos coeﬁcientes es:
du(v) = [] dadb, (2.51)

donde el Jacobiano es uno por ser v D,, = y*(0, — ieA,) hermitico.
Sobre los coeficientes a,, v b, la transformacién infinitesimal produce:

=3 [ @il (@) ¢ (@) a,
-y [ @l @) ¢ (@) b, 252
y asi
Hda db, = exp [ 2y / Bl () @ o, Yal(a Hdandb (2.53)

Dado que «a es constante podemos sumar la serie que nos aparece en esta
expresion. Suponiendo que los autovalores del operador de Dirac, v*D,, son
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pequenos comparados con el pardmetro M, y pasando al limite M — oo:

S Uh(@) o tnla) = Jim ST (w) o e ()
(D)’
= lim trZwT Yore M () (2.54)

M—o0

Tomemos una base de ondas planas, en representacion de interaccion, resulta:

- Pk _orpp?
s tr/ (27)? e Moy e A et (2.55)
3 kuk Ky A A A
= lim tl‘/dk Ok e[ g T2 e ¢* 1;:/12“4_41\42 [VH”YU]FW}
M—>00 (27)3

donde hemos pasado al espacio Euclideo, en el cual,

€
(¥ Dp)* = =DyuDy = [ W Py (2.56)

Para calcular esta integral reescalamos, k, — Mk,, y desarrollamos en 1/M.
Contemplaremos dos situaciones diferentes: por un lado, consideramos las ondas
planas con £ > 0, y al final del calculo tomamos el limite M — oo; por otro
lado, consideramos ondas planas con £ < 0, y al final tomamos el limite M —
—oo. La razém de estudiar por separado estas situaciones esta relacionada con la
ruptura de paridad de la teoria en presencia de un término de masa, de manera
que dependiendo del signo del regulador (en este caso M) tendremos un resultado o
el opuesto. Aparece asi la ambigiiedad en el signo que observamos ya en el calculo
directo de la anomalia.

En definitiva, s6lo un sumando dara una contribucién finita, los demés seran
nulos, bien porque aparece la traza de un numero impar de matrices gamma,
bien porque se anulan al tomar el limite en M; salvo un sumando que da lugar
Wﬁ. Este término di-
vergente tiene un origen topoldgico. En variedades de dimension cuatro expresa

a una divergencia lineal correspondiente a: “oy[v,, 7] F

caracteristicas provenientes de 2-ciclos. Si Fujikawa hubiese computado en [41]
la variacién de la medida de Berezin respecto de transformaciones U(n) hubiera
encontrado una contribucién analoga, esencialmente la primera clase de Chern
multiplicada por el volumen de otro 2-ciclo. En R? obtenemos, via el teorema
de Stokes, un término de la forma §._ Apdz® multiplicado por el volumen de R,
de ahi la divergencia. Si excluimos lineas de Wilson, prescindiendo por tanto de
su contribucion, el resultado alcanzado por el método de Fujikawa coincide con el
perturbativo.
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Es decir, para k > 0, resulta:

. A3k 2ek, A, e _
hm trMS/ (27r)3 Ok [ 1ML (Vps V5] Eps € Kk
1
167‘(‘26 A#2€MP5FP5 (257)

y para k < 0, tendriamos el mismo resultado con el signo opuesto.
El Jacobiano asociado a esta transformacion infinitesimal, en el espacio de
Minkowski, y con a@ = 7, es:

2
1 dal,db,, = exp [:ti / d%é%rAu *F“} 1 da.db, (2.58)

La accién efectiva que resulta al integrar en las variables fermiénicas esta for-
mada por dos sumandos, uno de ellos relacionado con la anomalia (el factor Jaco-

biano calculado), y otro invariante bajo paridad.

2
[R[A] = I4[A] £ / d%g—ﬂAu o (2.59)

La densidad de carga en el vacio vendra dada en funciéon de este término de

anomalia de manera que:

62

(Jl)y =+— "F* (2.60)
4
resultado idéntico al obtenido de forma directa en (2.36).

El calculo de la anomalia por el método de Fujikawa puede generalizarse en
el sentido propuesto por L. Alvarez-Gaumé, [3]. Esta generalizacién se basa en
utilizar la mecanica cuantica supersimétrica para calcular la traza que aparece en
el Jacobiano, asociado a la medida fermidnica, cuando hacemos una transformacion
infinitesimal de tipo U(1) sobre las variables fermiénicas. Como hemos visto este

Jacobiano es de la forma:
Hda db, = exp l 222/d3x¢T a o Yz Hdandb (2.61)

Determinaremos la anomalia por el método planteado por Alvarez-Gaumé
adaptado al problema mas complejo de dimensién impar. Para determinar el Ja-
cobiano elegimos « constante de tal forma que el cdlculo de la anomalia se reduce
a calcular la traza en (2.61), o mejor dicho su forma regularizada:

A2 -3 (y*Dp)?

. 3 "- 7B7n . . ~ 7
%1:% d xzn:wn(:c) o Yp(z)e P2 = éli% Tr oy e 2 (2.62)
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Para evaluar esta traza consideremos una teoria supersimétrica definida por el
Lagrangiano:

1dzdz i Af ,[(de 4T -
L = ——— 4 fL 4ic| = —ie— A7
sdiar "2 ar T (dt "t (z)c>
+ SeChiEy() (263)
con la supercarga:
S = f@ (2.64)
S dt '

esto es equivalente a lo propuesto por Alvarez-Gaumé para (3 + 1) dimensiones
pero con las diferencias que veremos a continuacién. Las a2’ con i = 1,2, 3 son las
coordenadas en R?, y representan los campos bosénicos en esta teorfa, las f? con
i = 1,2,3 son funciones reales grassman (una por cada z'), es decir, los campos
fermionicos, y por ultimo, ¢ y ¢* son funciones grassman complejas asociadas al

campo gauge. La cuantizacién candnica de esta teoria se lleva a cabo considerando:

0
8@-

fi= }Z— = {fi, f;} = i

2
o ={qc}=1 (2.65)

donde las variables candnicas son:

dz; .
pi = dﬁ eA;(T)c*e
1
Dy §fz
pe = ic” (2.66)
Entonces la supercarga sera:
g = _ij/i ( aii - ieAi(:E)> (2.67)

(v'Di)?
5
Sin embargo, a diferencia del problema en dimensién cuatro, el algebra de las

es decir, equivalente al operador de Dirac, y asi, H = S? =

matrices gamma en dimension tres tiene las siguientes propiedades:
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es decir, tenemos solamente cuatro matrices (2 x 2) linealmente independientes: la
identidad, y las tres matrices gamma ;; mientras que en dimension cuatro tenemos
en total dieciseis matrices (4 x 4) independientes. Esta peculiaridad de la teoria
tridimensional se traduce en el hecho de que podemos considerar un Lagrangiano
supersimétrico, que es basicamente el dado en (2.63), pero al que le hemos anadido

un término nulo, a nivel clasico, de la forma:

+1c

1dZdz  igdf L (de | dF o
odtdt 20 a !

. 2
+ SOChfE () £ T RAE) (@) (2.69)

la supercarga asociada sigue siendo la misma, y H = S?. Este término como
veremos a nivel cuantico si que tiene una contribucion no nula que es, precisamente,

la anomalia.

Para calcular la traza de oye " debemos tener en cuenta que la matriz oy,
puede identificarse con el operador niimero fermiénico para las variables grassman
f, (—=1)¥, dependiendo de la representacién de las matrices gamma que tomemos,
en particular, como vimos en la Seccién 1.1.2, para una representacién concreta de
las matrices de Dirac tenemos (—1)F = o3, pero en general (—1)" = 0. Nétese
que la eleccién de o3 depende del sistema de referencia; es la tercera componente de
un vector, y las transformaciones de Lorentz no lo dejan invariante. Teniendo en
F,—BH

cuenta esto, resulta que Tr(—1) es precisamente la funcion de particion para

un sistema con temperatura, 571, descrito por la matriz densidad p = (—1)Fe 5,

y ast:

A2

i [ xSl () o vnle)e "

( D >2
= éiI%Tr(—l)Fe_ﬁ "

— lim / &7 / P / [dZ()][df(1)][de(t)][de* (£)]eSe@F e (2.70)

p—0
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donde?

. 6 frdzdi i Adf |, (de  dF -
Se(Z, f,c,c*) = /odt{2dtdt+2 d{—l—zc <—’L€A(ZE)C>

+ fc*cfifjﬂj(f) + jfiAi(f)fjkojk(f)C*C} (2.71)

La presencia de (—1)% en la traza implica que ambos, los campos bosénicos y

los campos fermidnicos, deben integrarse con condiciones de contorno periddicas:
7(0) = 7(8) = &
f0) =73 =/ (2.72)
mientras que los c-fermiones deben integrarse con condiciones de contorno an-
tiperiodicas:

c(0) = 0= —c(p) (2.73)

—

En el limite  — oo podemos desarrollar Z(t) y f(t) en torno a las configura-

ciones constantes:

#(t) =2 +4(t) , 4(0) =g(B) =0

f(ty =+ h(t), h(0) = h(B) =0 (2.74)

y como las ¢ se integran sobre condiciones antiperiddicas, la unica configuracion
constante es ¢ = 0. A segundo orden tenemos el Lagrangiano:
ldydy i-dh  ,dc e

L®» = 22 — 4+ = cfo (P
sarar Talar T g TR i (@)

£ A ) (2.75)

En definitiva, computando las fluctuaciones gaussianas alrededor de (7°, fb, c=

0) encontramos:

_Bm“gu)?

Sy [ d%e 3 (@) o dn(x)e

_ (27103 / B0 / B oeF (2.76)

4La integracién en las variables grassman fT), senada con ”, es la caracteristica integracion de
Berezin, tal que,

/@ﬁ:o,izLQJ
/%ﬁzlJ:LZ3
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donde . )
- e e

F= 2 fO R () & S A FF () (277

Al integrar en las variables fermiénicas sélo uno de estos sumandos dard una

contribucién no nula, y asi:

AF D)2

iy 'z i) o P (w)e P

_ (2;3 [@w [ @fE

62

—+ / d%OA,-(fO);eijkﬁyk(fO) (2.78)

1673

El Jacobiano asociado a la transformacién infinitesimal, en el espacio de Minkowski,
es:

2
11 da,db,, = exp lii/d‘g:ﬁ;Au *F”] 1 da.db, (2.79)
n ™ n

donde tenemos el término asociado a la anomalia. En este calculo basado en la
teoria supersimétrica no aparece la divergencia lineal que teniamos al aplicar el
método de Fujikawa sino solamente el término de la anomalia.

2.2 Formalismo Hamiltoniano

En este apartado estudiaremos el problema en Segunda Cuantificaciéon de un campo
fermidnico en presencia de un campo magnético externo, constante y uniforme, en
(2 + 1) dimensiones. Para ello seguiremos el formalismo Hamiltoniano, cuanti-
zaremos el campo fermiénico expresandolo en funcién de los estados propios de la
ecuacion de Dirac para una particula de masa cero.

Siguiendo el esquema planteado por K.Johnson [70] calcularemos la densidad
de carga para el estado fundamental, y para estados excitados correspondientes
a factores de llenado enteros, esto nos permitird llegar a una expresion para el
tensor conductividad para el Efecto Hall Cuéntico Entero. No obstante para una
verdadera comprension de este efecto serd necesario introducir la teoria de la lo-
calizacion y considerar la presencia de impurezas en el material.

En el Efecto Hall Cuéntico Fraccionario sélo el estado de minima energia dara
una contribucién a la densidad de carga por ser un efecto que se observa para
campos magnéticos muy intensos. Cuando el estado fundamental (infinitamente
degenerado) esté parcialmente ocupado, todos los estados posibles con el mismo
factor de llenado fraccionario daran una contribuciéon promedio a la densidad de
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carga, se obtiene asi la conductividad Hall en Segunda Cuantificaciéon para este
Efecto.

En esta Seccion desarrollaremos en primer lugar una breve descripcién del
problema de un campo fermiénico en un campo magnético homogéneo externo
en (2 + 1) dimensiones. Analizaremos propiedades de simetria interesantes como
la paridad, inversiéon temporal y conjugacién de carga. Veremos que considerar
un término de masa para el campo fermiénico da lugar a la ruptura espontanea
de estas simetrias discretas, y por tanto, hace conveniente tratar electrones sin
masa si queremos desarrollar una teoria de campos que sea invariante gauge e
invariante bajo paridad. Pasaremos, a continuaccién, al calculo explicito de la
densidad de carga para estados con un factor de llenado entero, es decir, esta-
dos con un numero entero de niveles de Landau ocupados por particulas o por
antiparticulas. Llegamos asi a la expresién de la conductividad Hall cuantizada
para el Efecto Hall Cuantico Entero. Posteriormente calcularemos la densidad de
carga para estados con el primer nivel de Landau parcialmente ocupado. Como
resultado llegamos a la expresion para la conductividad Hall para el Efecto Hall
Cuéntico Fraccionario. Por ultimo, abordaremos el problema de la localizacion.
Estudiaremos el espectro del operador de Dirac, en un campo magnético uniforme,
y en presencia de impurezas simuladas por un potencial de corto alcance de tipo
pozo esférico. Basandonos en este espectro de particula daremos una descripciéon
de la formacién de las “mesetas” en el Efecto Hall Entero.

2.2.1 Cuantificacion Canonica. Analisis de simetrias

Hemos estudiado ya el problema de una particula fermidénica, sin masa, que se
mueve en el plano en presencia de un campo magnético uniforme perpendicular
al mismo, segin la ecuacién de Dirac en (2 + 1) dimensiones (1.93). Encon-
tramos para el problema estacionario fundamentalmente tres tipos de soluciones:
de energia positiva, de energia negativa y de energia cero (modos cero). En el for-
malismo de primera cuantizacion la existencia de soluciones con energia negativa
fué explicada por la teoria de huecos de Dirac. En esta teoria se supone que todos
los estados de energia negativa - “mar de Dirac’- estan completamente llenos, y
la ausencia de una particula de energia negativa o hueco en el “mar de Dirac”
representa una antiparticula. Esto pone de manifiesto que la ecuacion de Dirac
no es adecuada para describir una sola particula sino que debe entenderse como la
ecuacion de un campo, el campo de Dirac, que ademas es un campo cuantico sin
andlogo clésico [113, 112].
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Tenemos, por tanto, el campo fermiénico, ¥ (Z,t), y su conjugado, que defini-
mos, (&, t) = T(Z,t)7°. Las ecuaciones para estos campos pueden deducirse de
la densidad Lagrangiana

L =c i) ¥ (ihd, + = Ay) b(a) (2.80)

El campo canénico conjugado para 1(z) es:
o

(2
y la densidad Hamiltoniana, en el gauge de Weyl Aq = 0,

() =ih Pi(x)

H=yl(Z,t) @ (cp+ed) (Z,t) (2.81)

Para cuantizar el campo de Dirac imponemos relaciones de anticonmutacién
para los campos a igual tiempo (Jordan y Wigner (1928)), es decir

{%(fy t)’ ¢g(5,7t)} = 5&6 52(‘%_ f/)
{a(@,1), vs(, 1)} = {OL(Z.0), O§(F. 1)} =0 (2.82)

Siempre es posible expresar el campo de Dirac, (%, t), para cualquier instante
de tiempo, como combinacién lineal de una base ortonormal de espinores propios
del Hamiltoniano de Dirac para una particula. Si consideramos soluciones de la

forma

Y(T, 1) = u(F) e h!
Y(Z,t) =v

—~
8
~—
o
..
St
o~

(2.83)

es decir, soluciones de energia positiva y negativa respectivamente. La ecuacién
de Dirac (1.93) resultara

alep+ eA)v(Z) = —Fu(X) con £ >0

El espectro y las funciones de onda propias de esta ecuacién son conocidos, no
obstante, es conveniente detenernos en este punto y analizar detalladamente estas
soluciones. Asi pues, estudiemos simultaneamente la ecuacion de Dirac en el gauge
simétrico para una particula con carga ¢ = —e y ¢ = e, de masa cero:

&(cp + eA)(T) = BEp(T) (2.84)
d(cp'— eA)Y(7) = Ey(7) (2.85)
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Tomando la misma representaciéon para las matrices de Dirac (2 x 2), que

introduciamos en el Capitulo anterior, estas ecuaciones pueden expresarse en forma

0 D . -
(DTO)wszw@

matricial como:

donde ¢ (%) es un espinor de dos componentes, que en funcién de los operadores
{a,al,b,bT}, (1.26), (1.29), resulta

D = —V2eBhe o', D' = —V/2eBhe a, ¢ = —e (2.86)
D= +2eBhc b, D' = +2eBhc b, g= e (2.87)

Es importante resaltar la diferencia entre estos dos sistemas. Para particulas
con carga, ¢ = —e, el Hamiltoniano de Dirac se expresa en funcion de los operadores
ay a', los otros dos operadores b y b que aparecen en la teorfa, conmutan con el
Hamiltoniano y generan la simetria responsable de la degeneracién de cada nivel
de Dirac-Landau. Para particulas con la carga opuesta, ¢ = e, el Hamiltoniano de
Dirac viene dado en funcién de los operadores b y b, y conmuta con a y af, que
ahora son los responsables de la degeneracion.

Es posible encontrar una base ortonormal de estados propios para cada una de
estas ecuaciones:

{¢:m(f)a¢;m(f)a¢0 m(f)} ) q=—¢ (288)
{0 (@), b (@), 00 (@}, q= e (2.89)

Ademas de las soluciones de energia positiva y negativa aparecen también solu-
ciones de energia cero. Estas soluciones estan relacionadas entre si por:

V(@) =0 (05,(D) . Yol(@) = 01 (Yon(@))

De esta relacién se deduce que los espinores, ¥, (Z) v ¢ _,,(Z), son soluciones
de igual energia para la ecuacion de Dirac con ¢ = —e, pero con momento angular

total en la direccién perpendicular al plano diferente, es decir:
alep+eA) Ui, (7) = £Ep b, (7)

con By = +,/2k(eBhe) , k=1,2,3,---)y

TEn(®) = Bmt @ m> ok

(@) = —hm+ @) mz
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y lo mismo sucede para los modos cero

a(cp+ eA) by m() =0

— o~

alep+ eA)y —m(Z) =0

L 1 L
J3to m(T) = R(m + 5)% m(T) ; m 20
~ . 1 - .
J310,—m(T) = —h(m + §)¢0,—m($) ; m >0
[gualmente, la ecuacion de Dirac para particulas con carga, ¢ = e, tendra

también soluciones de energia positiva, negativa y cero, con momento angular
total £7s.

Asi pues, las soluciones que habiamos encontrado para la ecuacion de Dirac de
una particula cargada ¢ = —e, en un campo magnético constante y uniforme per-
pendicular al plano, no son las tinicas; y la solucién més general requiere considerar
las dos posibilidades para el momento angular total J;. Si nos quedamos con una
teoria de dos componentes estamos seleccionando una polarizacion para el espin,
y la teoria de campos resultante no sera invariante bajo transformaciones discre-
tas como paridad, inversion temporal, y conjugacién de carga. Esta situacion es
andloga a la del problema libre en (3 + 1) dimensiones para particulas de espin %,
sin masa, en ese caso los estados son propios del operador helicidad y del operador
chiral, es posible entonces desarrollar la teoria como una teoria de dos componentes
que representa particulas con una helicidad definida [112].

Si queremos una teoria de campos invariante bajo simetrias discretas debemos
considerar el campo fermidnico, ¢/, como un espinor de cuatro componentes, con

11 el doblete superior, y 19, el inferior,

Y = ( 22 ) (2.90)

Esto equivale a considerar dos campos fermiénicos, y las matrices de Dirac
(4 x 4), [59, 55]:
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El Hamiltoniano de Dirac en esta representacién de las matrices v sera:

0O D 0 0
D0 0 0
H= 291
0o 0 0 =D (2.91)
0

-Dt 0

donde D y D' vienen dados por (2.86).

El momento angular total J; generalizado a esta teoria con cuatro componentes

JsI 0
Js = 2.92
; (0 JSI) (2.92)

sera:

donde I es la matriz identidad (2 x 2). Claramente, [H,J3] = 0, y podemos
encontrar una base ortonormal de estados propios comun a ambos operadores.
Esta base de estados estard formada por seis espinores de cuatro componentes, y

UL (@) = ( Yiin(@) ) Vi (#) = ( Yion(@) ) UL () = ( Yo () )

asi

0 0 0

il ( @E,;*_O (7) ) e ( %‘_O () ) ol = ( o —O (@)

dos de energia negativa: V., (%) y Vi2_,.(Z): y por ultimo, los modos cero Uy, (%)
y U§ _,,(¥)°. Estos espinores tienen un momento angular total: jz = h(m + 3)
y j3 = _h(m + %)7 para Ulim<f>7vk1m(f)7 U(}m<f> y Ul?,fm<f>7vk2,fm(‘f>7 Ug,fm(f)
respectivamente.

Asi, el campo fermidénico puede expresarse de la forma

wi(@t) = 3N (Bh.(1) UL.(®) + D2,'(t) Vi, (2))

k£0m>—k

+ DAL () Uy () (2.93)

m>0

Ua(@,t) = 3 N (B2, (1) UR_.(&) + Di_,'(t) V2_.(%))

kA0 m>—k
+ D AT () US_.(2) (2.94)

m>0

5La eleccién del espinor para los modos cero en principio es arbitraria por tratarse de soluciones
de energia cero. Sin embargo, si consideramos el Hamiltoniano de Dirac para una particula con
masa: HY = HY,+o3mc? los modos cero serdn una solucién de esta ecuacién de energfa positiva.
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Su hermitico conjugado sera

vl = 3 S 3L UL @) + D) Vi (@)

k#0m>—k

+ > A Uémf(f) (2.95)

m>0

vl = 3 S @) VR, @) + DE_.(t) VA, (D))

k£0 m>—k

+ YA U m( 7) (2.96)

m>0

Donde B,%mT y B,i_mT son operadores de creaciéon de electrones con energia
positiva, Ej, y momento angular total, j5 = £7i(m + 3), respectivamente; DfmT(t)
y D,ﬁﬁmT(t) son operadores de creacién de positrones con energia positiva, Ej, y
momento angular total, j3 = Fh(m + %) respectivamente; y por ultimo, A}nT(t) y
AQ_mT(t) son operadores de creacion de particulas con energia cero, Ey, y momento
angular total, j3 = £h(m + ) respectivamente.

Estos coeficientes son, por tanto, operadores en el espacio de Hilbert, que

verifican las relaciones de anticonmutacion:

{BLa(t), Bl (1)} = {D2,,(t), D2, (1)} = Ot Sy

{AL 1), AL ()} = S

{B2_.(t), BY _., ()} = {D}_,.(t), Db (£)} = Ot G

(A2 (1), A2, (1)} = Sy (2.97)

todas las demaés son cero.
Tenemos, de esta forma, dos campos fermidnicos, 1 (x) y 12(x), que se diferen-
cian en que cada uno crea o destruye particulas y antiparticulas con un momento

angular total opuesto. Si introducimos la matriz, 72, definida v* = iv%y!42, es

facil comprobar que: 2 ¥1(x) = ¥1(x) vy Y3a(x) = —1hs(2) ; es decir, hay una
simetria chiral, pues [y3, H] = 0. Esta simetria no existe en la teoria de dos com-
ponentes, ya que no es posible encontrar ninguna matriz (2 X 2) que anticonmute
con todas las matrices de Pauli, pero, si existe en la teoria de cuatro componentes,
y como sucede en (3 + 1) dimensiones, es posible estudiar independientemente la
teorfa con dos componentes para 1 (x) 6 ¥o(z). En particular el Hamiltoniano
puede expresarse de la forma:

H-— /d%; ST, ) H o(Z, 1)
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- / 2l (Z, 1) @(—iheV + eA) (T, 1) + / &l (Z, )@ (iheV — eA) ha(Z, 1)
= H, + H, (2.98)

Este Hamiltoniano en funcién de los operadores de creacién y destruccion sera

~

k#0m>—k

= > Y B (B, Bk, + D}, D, — 1) (2.99)

k#£0 m>—k

Hy = Y Y B.(B}., B ,,—Di D"
k40 m>—Fk

- Y S E (B, B . +DL ' D -1 (2.100)
k#0 m>—k
donde, Ej > 0, es la energia para un nivel con k£ # 0. De la ecuaciéon de Heisenberg

para los operadores B (t), Df (t), A% (t), y sus conjugados, se deduce que

Ey

Be. (1) = BE.(0) e
Dg(t) = Dg(0) et
A% () = A (0) ,  a=1,2 (2.101)

Es interesante expresar otros operadores, como el momento angular total y la
carga total, en funcion de los operadores de creacién y destruccién que hemos intro-
ducido. Estos operadores estan asociados a simetrias del sistema como la simetria
de rotacion en el plano, caracteristica en el gauge simétrico, y la simetria unitaria
relativa a la conservacion de la carga. Consideraremos ademas los operadores aso-
ciados a los generadores infinitesimales de las traslaciones magnéticas, que como
vimos en el problema de una particula, representan la simetria mas general del

problema. Estos operadores en funcién del campo fermiénico son:

Jy = [d (@ (L3 +hs 03) (E) (2.102)
Q= —e/d%: V(&) (Z) (2.103)
y para los generadores infinitesimales de las traslaciones magnéticas
b= [dvl(@) b v(@)
bt = / &zt (7) b (@) (2.104)
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Los campos que aparecen en estas expresiones tienen solamente dos compo-
nentes, la generalizacion a cuatro componentes es inmediata, no obstante, como
hemos visto para el Hamiltoniano, su expresion en funciéon de 17 o 1, es equi-
valente, y representa fijar una polarizacién concreta. Como consecuencia de la
simetria chiral podemos elegir una polarizacién, y considerar el campo (7)) =
1 (Z) o Y(Z) = 1ho(Z), desarrollaremos la teoria para el primer caso, los resultados
son similares si tomamos la otra polarizacion.

Antes de sustituir la expresion de los campos en funciéon de los operadores
de creacién y destruccién sera interesante dar una definicion de orden normal.
Tomando como referencia el problema libre (B = 0) [113], podemos definir el
vacio como el estado en el cual los modos particula - antiparticula k # 0, y los
modos cero k = 0, estan vacios, o lo que es lo mismo, un estado en el cual el mar

de Dirac de energia negativa esta completamente lleno, es decir,

B..10)=0, D; [0)=0,Vk#0, m>—k
Al 10) =0, ¥Ym >0 (2.105)

El orden normal se tomard respecto de este vacio, resultard (para la teorfa de

dos componentes)

0 = /d% (@) d(cp+ eA) () -

= >3 Eu(Bi Biw+ Di' Di) (2.106)

k=1m>—k
Jyo= [Prwl(@) (Ls+ 85) v(@) (2.107)

[o.¢] (o] 1 (o]

= 3> > (m+5)(BL) Bl — D) DL+ S m+g Laign
k=1m>—k 2

tal que
(O[H|0)=0 ,  (0]J3/0) =0

Para el operador de carga tenemos:

O=—c /d% SH@DW(D) = —e /d2 “Wt(@), (@) (2.108)

y por tanto,

o>
——
NE
NE
&)
3 —+
)
3
I
3,
3 —+
3
3

)3l - ;>} (2.109)

k=1m>—k m=0
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La presencia de los modos cero induce que la carga del vacio no sea nula,
cuando tomamos orden normal, sino que cada modo cero contribuye con una
carga fraccionaria. Es decir, el vacio puede entenderse como un estado lleno de
“antiparticulas’ con carga fraccionaria, ¢ = 5, y asi, la carga observable para un
estado cualquiera respecto de este vacio serda: Qops = @@ — @y, donde

Q. = (0[Q[0)y = — —; (2.110)
m=0

Por 1ltimo, la expresiéon de los operadores que generan las traslaciones

magnéticas en funcion de los operadores de creacién y destrucciéon es

b= /d% ot (@) b () - (2.111)
= Z Z v k +m (B/}:,m—lTBlim - DlZmTDI?:,m—1> + Z \/EA:n—lTAin
k=1m>—k m=0
b = /d% -t (@) o (@) - (2.112)
= Z Vk+m+1 (Bli,m+1TBlim - Dl%mTDlz,m+1)
k=1m>—k

+ Do vVm+ 1A71n+1TA71n
m=0

estos operadores l6gicamente conmutan con el Hamiltoniano, [H,b] = [H,b!] = 0.
En la Seccién 3.1 estudiaremos la simetria infinita presente en el problema de
muchas particulas. Utilizaremos entonces estas expresiones que nos permitiran
deducir la expresion de los operadores, L,,,, en el formalismo de Segunda Cuan-
tificacion.

Para la otra polarizacion, ¥ (z), los resultados son idénticos salvo en los indices
relativos al momento angular total en la direccién del campo externo, que cambiara
para particula, antiparticula y modos cero, de una representacion a otra.

Analizaremos a continuacion las simetrias de esta Teoria Cuantica de Campos
en (2 + 1) dimensiones:

e Se trata de una teoria invariante bajo transformaciones gauge [31, 61]. Si
consideramos simultdneamnete la transformacion gauge para el potencial
vector

Ay — A=A, +0,0 (2.113)
donde ®(x) es una funcién arbitraria; y la transformacién local de fase para

los campos

W(x) — e’ﬁ@(m)w(ac) (2.114)
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b(w) — e R OP(x) (2.115)

Se comprueba que la densidad Lagrangiana (2.80) es invariante gauge: £ —
L'=L.

Esta teorfa es invariante también bajo el grupo de Poincaré [14, 109]. El
grupo de Poincaré tridimensional es el grupo de transformaciones reales:

a — AF ¥ + o (2.116)

que deja invariante (x — y)? = (2% — y°)? — (! — y")? — (2? — y?)%. La ley
del grupo es:
(a',A") o (a,A) = (' + Na,N'A) (2.117)

Es decir, puede expresarse como el producto semidirecto del grupo de trasla-
ciones en un espacio-tiempo tridimensional (a) , y el grupo de Lorentz (A).
El grupo de Lorentz, L, es el grupo de transformaciones: * — Az, que dejan
invariante 22. Cada una de estas transformaciones se encuentra en uno de

los cuatro conjuntos disjuntos LL, LT_, Li, L:

Ll ={A e L/detA = +1, AJ > 0}
Ll ={AeL/detA=—1,A)>0}
L} ={A e L/deth=+1, A} <0}
L' ={AeL/detA=—1,A) <0} (2.118)

De los cuales, el subconjunto LL, que esta formado por las rotaciones en el
plano, y las transformaciones espacio-tiempo (boost), es un subgrupo ya que
contiene la identidad. Todos los demaés subconjuntos no son conexos a la
identidad, y contienen transformaciones discretas, en general, reflexiones de
los ejes espacio-temporales. Cuando elegimos un gauge concreto, en parti-
cular el gauge simétrico, la teoria deja de ser covariante Lorentz.

Por tultimo, estudiaremos las simetrias discretas, paridad, inversion temporal
y conjugacién de carga, basdandonos en el problema libre en (3 + 1) dimen-

siones [84].

Es conveniente para ello establecer las siguientes relaciones entre los espinores
de dos componentes solucién del problema de una particula. Tomemos la
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base ortonormal de estados {1; (), V1., (Z), Yom(Z)} solucién de las ecua-
ciones:

se verifica que:

— a
ot (V@) = U (@)
ot (Yom (Z))* = Yo,—m(T) (2.119)
—b
0 P (=1, ) = (= 1)y, (21, 72)
ag ¢Om( (L’l,.fg) = (—1>m120,_m($1,l’2) (2 120)
— C

0% (Yom (T))* = 1o, (T) (2.121)

Donde {d:_m(f)ﬂ;k_ _(Z),om(Z)}  es una base ortonormal de estados

para las ecuaciones:

a(cp — eA))(F) = By(7)
Ts(F) = —jsth(F)

Para determinar estas relaciones hemos utilizado:

o (o/)* o'
ol o' ol = (— 1)i o'
o? (a')* o? o i=1,2 (2.122)

La generalizacion de estas relaciones para los espinores de cuatro compo-

nentes sera:
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— a
pl (Ulim(f)) = Vk27m(f)
Pt (Vien(@)) = UR_,(3)
P (Ugn(®) = Ug_ (@) (2.123)
— b
1771 . m 2
P U (=21, 22) = (=1)™ U _,, (71, 22)
pl‘/k;lm(_xlva) = (—1)m Vk2 m($17$2)
plU(}m<_xlax2) = (- 02’_m($1,$2) (2.124)
— C
P (U (7)) =iUE (&)
P (Vin(@)) =i V2, (%)
7 (Uon(®) =105 (@) (2.125)

Las matrices p' y p? son matrices 4 x 4 dadas por

0 ot 0 o2
1 _ 2 _ 2.126
p (01 0 ) ,p (02 0 ) ( )

El estudio de las simetrias discretas en electrodinamica cuantica bidimen-
sional fué abordado por primera vez por R.Jackiw y S.Templeton [59, 30].
Nuestro sistema difiere del analizado por estos autores pero es posible ge-

neralizar los resultados, y asi tenemos:

— 1. Conjugacién de carga. Sea C' el operador unitario de conjugacion de
carga (particula - antiparticula), tal que:

CY(@)CT =nee(@) (@) =o' (U1(@))" (2.127)

donde 7, es un factor de fase constante, |n.| = 1.

El campo ¥(Z) es el espinor de cuatro componentes (2.90). La conju-
gacion de carga intercambia las dos primeras con las segundas, es decir,

Oy (7)CT = oo (1! ()" (2.128)
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De la expresién general del campo en funcion de los modos propios del
problema de una particula, (2.94), se deduce cémo se transforman bajo
conjugacion de carga los operadores de creacion y destruccion:

CBlimeT - nCDli,—m
CDimTCT = nCBl%,—mT

C’Bl%,—mcfJr = nCDl%m
CY‘Dli,fmTC'Jr - T]CBlimT

CAl CT =A%,
CA?2 Ct=pALT (2.129)

Por tanto, bajo conjugacion de carga los operadores fermionicos se
transforman como en la teoria libre, es decir, los operadores de des-
truccién de particulas pasan a operadores de destruccién de antipar-
ticulas con la misma proyeccién del momento angular total, e igual
para los operadores de creacién.

No sucede lo mismo con los operadores asociados a los modos cero.
Bajo conjugacion de carga a un operador de destruccion, para un modo
cero, con una polarizacion determinada, le corresponde un operador de
creacion con la polarizacién opuesta. Como sabemos los modos cero
no describen ni particulas ni antiparticulas pues son estados de energia
cero. Sin embargo, de las relaciones que hemos obtenido para estos
operadores podemos deducir que el estado con todos los modos cero
vacios puede interpretarse como un estado lleno de “antiparticulas’,
mientras que el estado con todos los modos cero llenos seria un es-
tado de “particulas’. Se establece asi una dualidad entre particula -
antiparticula, y estado vacio-lleno, para los modos cero.

Dado que el Hamiltoniano, y los demés operadores que hemos consi-
derado, vienen expresados en funcion de estos operadores es inmediato

comprobar que bajo conjugacién de carga:

CHC'=H ., 0J;,cf=1;
CQCt=-Q (2.130)
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donde ﬂ, J 3, Q representan el Hamiltoniano, el momento angular total
y la carga para el sistema formado por los dos campos fermiénicos,
es decir, para el sistema con espinores de cuatro componentes. Si nos
quedamos con el campo de dos componentes, la teoria resultante no
serd invariante bajo conjugacion de carga, pues, como hemos visto C'
intercambia los operadores de los dos campos 11 y 5.

2. Paridad. Sea P el operador unitario de paridad, tal que

PY(@)PT =nop(T) . 4hy(2) = p'o(@) (2.131)

donde ¥ = (—x1,x2) y 1, es un factor de fase constante |n,| = 1.

Este operador también intercambia las dos componentes del campo
fermionico:
Py (2) Pt = 1,0 () (2.132)

De la expresion general del campo se deduce cémo se transforman bajo

paridad los operadores de creacion y destruccion:

PBIimPT = anlz,—m
Pl)lszrPJr = nlelc,fmT
PBI%,—mPT - anlim
PDI%;,—mTPT = nlezmT

PA% Pl =n,Al (2.133)

Bajo paridad los operadores fermionicos se transforman como en la
teoria libre, es decir, los operadores de destruccién de particulas con
una polarizaciéon pasan a operadores de destruccion de particulas con
la polarizacién opuesta, igual para los operadores de creacién de an-
tiparticulas y para los modos cero.

El Hamiltoniano, el momento angular total y la carga bajo paridad se
transforman:

PHPf=H , PJPI=-7J,
PQP =Q (2.134)
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Una vez mas ﬂ, J 3, Q son el Hamiltoniano, momento angular total y
carga para el sistema con cuatriespinores. Quedandonos con un campo
de dos componentes la teoria resultante no es invariante bajo paridad,
pues, como hemos visto P intercambia los operadores asociados a las
dos polarizaciones.

— 3. Inversién temporal. Sea T el operador de inversion temporal, tal que

TY(@)T' = U (D)UF = npu(2) . (@) = p*0(F) (2.135)

donde 7, es un factor de fase constante con |n,| = 1.

Una vez mas la inversion temporal intercambia los dobletes del campo
fermidnico,

T (2)T ™ = oy (F) (2.136)

De la expresion general del campo se deduce que bajo inversién temporal

los operadores de creacion y destruccion:

TB;, T ' = —mtB,f,_m
D2, ' = —i D},

TB,ifmT*1 =inB,
D}, T =inD},’

TALT™' = —in A2,
TA% T7'=inAl (2.137)

Bajo inversion temporal, tanto los operadores fermidnicos, como los
asociados a los modos cero, se transforman de igual manera que bajo
paridad salvo una fase. El Hamiltoniano y los demas operadores bajo

inversion temporal se transforman:

THT'=H |, TJ, T '=-J,
TQT '=Q (2.138)
Quedandonos con un campo de dos componentes la teoria resultante

no es invariante bajo inversiéon temporal, pues, como hemos visto, T’

intercambia los operadores asociados a los dos campos 11 y 5.
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El comportamiento del sistema global bajo simetrias discretas es el es-
perado. Sin embargo, la teoria de dos componentes no es invariante
bajo dichas simetrias, realmente éstas conectan las dos componentes
del campo, y por tanto, permiten pasar de una teoria con una pola-

rizacion definida a la otra.

En las Secciones siguientes seleccionaremos una polarizacion concreta para el
campo. Esto es adecuado por tratarse de un sistema en el cual tenemos un campo
magnético muy intenso. Podemos suponer entonces que el espin esta completa-
mente polarizado, y como consecuencia de la simetria chiral, elegir una polarizaciéon

entre las dos posibles.

2.2.2 Determinacion de la conductividad Hall para el
Efecto Hall Cuantico Entero

En esta Seccién nuestro objetivo es determinar en Segunda Cuantificacién el valor
esperado del operador densidad de carga, tanto en el estado fundamental, como
en los estados excitados correspondientes a factores de llenado enteros, para ello,
seguiremos el formalismo planteado por K. Johnson [70]. Como vimos en la Seccién
anterior, el campo fermiénico puede expresarse en funcién de los modos propios de
la ecuaciéon de Dirac tridimensional, para una particula cargada, con masa cero,
en un campo magnético constante y homogéneo perpendicular al plano. Es decir,

v) = i i (Bim Vs (Z) + DLy thpn (B)) + i A om(7) (2.139)
k=1m>—

m=0

donde, ¥;" (%), ¥, (T), ¥ om (), forman una base ortonrmal de espinores propios
de dicha ecuacién. Los operadores By, Dim, A v sus conjugados verifican las
correspondientes reglas de anticonmutacion, para cada modo {k, m}:

{Bkmv Bl’m/} = 5kk’5mm’
{kay D]E/m/} = 5kk’5mm’

El espacio de Hilbert estara generado por el conjunto de vectores ortonormales:

|0>’ Ain|0>> AjnAjn’m)’ Blim|0>7 BlimBT/m’|0>v Dl];m|0>>
Dl D}, |0y, Bl DI |0),--- (2.141)
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donde el estado |0) satisface:

Bkm’0> =0 5 Vk,m
Dinl0) =0 .,  Vkm (2.142)

Analicemos detalladamente la estructura de este espacio de Hilbert. Tenemos
infinitos modos posibles para cada valor de k que es un entero positivo, y para
cada valor de m > —k. Cada uno de estos modos tiene asociado un operador de
creacion y destruccion, no obstante, es conveniente distinguir entre los modos cero
k =0y los modos “fermiénicos” k # 0.

Para los modos cero, tenemos los operadores A,, y Al para cada valor de
m > 0. Es decir, un conjunto infinito de operadores que satisfacen relaciones de
anticonmutacién de forma que (A,,)? = (Al )? = 0. Para cada modo introducimos
un operador nimero, N,, = Al A,, cuyos autovalores seran 0 o 1. El conjunto de
todos los operadores nimero, { Ny, N1, ..., Ny, ...}, que conmutan entre si, permite
dar una base de vectores propios que generan un espacio de Hilbert de dimensién
infinita. Estos estados son : el vacio, |0), el estado de una particula, Al |0), el
estado con dos particulas, Al Ajn,|0>, etc. Todos estos estados se caracterizan por
que tienen la misma energia e igual a cero, es decir, el estado fundamental para este
sistema estd infinitamente degenerado. Esto es consecuencia inmediata de suponer
que las particulas no interaccionan entre si y que tienen masa cero. Por otro lado,
se deduce de las relaciones de anticonmutacién que: Al AT |0) = —AT Al |0), v
por tanto, estas particulas obedecen la estadistica de Fermi y satisfacen el principio
de exclusion de Pauli.

Para los modos que hemos denominado “fermiénicos” o modos correspon-
dientes a k # 0, tenemos fundamentalmente dos tipos de operadores: By, B,Zm
VY Dim, D,tm7 segun se trate de particulas o antiparticulas. Al igual que para los
modos cero tenemos un conjunto infinito de operadores que satisfacen relaciones
de anticonmutacion, y podemos definir, por tanto, un operador nimero asociado
a cada modo, para particula y antiparticula: Ny, = B,imBkm V Nigm = Dlkam.
El espacio de Hilbert sera infinito, y una base de vectores que genera este es-
pacio es: |0) estado vacio, B}, |0) estado de una particula, D] |0) estado de
una antiparticula, B}, B}, ,|0) estado con dos particulas, Bj, D} |0), etc. Estas
particulas obedecen la estadistica de Fermi y satisfacen el principio de exclusion
de Pauli.

Como consecuencia de la existencia de modos cero es posible que estados con
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diferente nimero de ocupacién tengan exactamente la misma energia, asi, los esta-
dos que generan el espacio de Hilbert cuando consideramos tinicamente los modos
cero tienen todos igual energia, y el estado fundamental estd infinitamente dege-
nerado. Sin embargo, para los modos “fermidnicos” (k # 0) la situacién es muy
diferente. Para un valor de k dado todos los estados de una particula, B} |0),
tienen la misma energia Ej, para los diferentes valores del momento angular total,
J3=m+ %, con m > —k; si consideramos estados con dos particulas, B);mBZm,|O>,
cada una de ellas con energia Fj pero con m # m’, estos estados tienen la misma
energia 2FE),, para los diferentes valores de m y m’; existe pues degeneracién. En
general, todos los estados con un numero de particulas N, cada una de ellas
en un nivel de energia k, pero con diferente momento angular, estan degenera-
dos. Luego la diferencia esencial con los modos cero es que estados con diferente
nimero de ocupacion no tienen la misma energia. Esto puede generalizarse para
antiparticulas, y para estados con particulas y antiparticulas.

En definitiva, tanto para los modos cero como para los modos “fermiénicos”
existe degeneracion siempre que un nivel de energia no esté completamente lleno.
Esto nos lleva a introducir el concepto de factor de llenado que permite caracterizar
los estados degenerados. Asi, definimos el factor de llenado, f, como el niimero de
modos ocupados para un campo magnético dado:

f=— (2.143)

donde n es la densidad de particulas, y ng es la densidad de modos, por unidad
de area y por cada espin, correspondiente a cada nivel de energia. Si consideramos
una superficie de area finita A, el nimero total de modos sera M = Ang, y el
numero de particulas NV = An. El nimero de estados posibles de igual energia con
N particulas en M modos es: (%), y el nimero total de estados S.%_, (%) = 2M
donde estamos considerando todos los posibles factores de llenado. En el limite de
area infinita, tanto el nimero de modos como el de particulas tienden a infinito,
mientras que las densidades correspondientes permanecen finitas, y determinan
exactamente el factor de llenado.

Si se llena completamente el primer nivel de Landau, el factor de llenado sera
un entero f = 1, y por tanto, la densidad de particulas coincide exactamente
con la densidad de modos. Por cada modo en el mismo nivel de energia tenemos
una particula, en este caso no existe degeneracion, y el estado puede determinarse
de forma tnica. Sucede lo mismo si se siguen llenando paulatinamente todos los
niveles de Landau. Tenemos en general estados con factores de llenado enteros
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f=1iconi=1,23,..., que seran los que interesan para el estudio del Efecto Hall
Cuantico Entero.

Antes de pasar al calculo del valor esperado de la densidad de carga para
estos estados con factor de llenado entero, veamos cémo son en el formalismo de
Segunda Cuantificacién. Comencemos con el estado correspondiente al factor de
llenado f = 1. Este factor de llenado nos indica que tenemos el primer nivel de
energia completamente lleno, este nivel de energia se corresponde con los modos
cero, o bien, con el estado fundamental para el Hamiltoniano de Pauli, es decir, el

primer nivel de Landau en el problema no-relativista. Este estado sera:

1f=1)=1p, 11, 1pn,---) = AJAT ... AT ...]0)

tal que
Allf=1)=0 , VYm>0
Bin|f=1)=0 , Vk#£0, m>—k
Dim|f=1)=0 , Vk#0, m>—k (2.144)

Para el siguiente factor de llenado, f = 2, tenemos dos niveles de energia
completamente ocupados, el primer nivel como hemos visto se corresponde con los
modos cero, pero el segundo nivel estara asociado a los modos “fermiénicos”. En
este caso podemos distinguir entre particulas y antiparticulas. Consideremos en
principio que todos los modos correspondientes al nivel de energfa k = 1 ¢ estan

ocupados por particulas:

f=2) = |lo,11,-, L5 i1, Lo, oo, Ly oo 0)
= AjAl.. A -..Bl _\Bly---Bl,.-0) (2.145)
tal que
Allf=2)=0 , V¥m>0
Dimlf=2)=0 ,  VYk#0,m>—k (2.146)

6Este nivel se corresponderé con el primer estado excitado para el Hamiltoniano de Pauli, es
decir, con el segundo nivel de Landau.
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En general, para un factor de llenado f =i, i = 1,2,3, ..., tenemos ocupados
todos los niveles de energia desde k = 0 hasta k = ¢ — 1, de forma que:

’f:7/> = ‘107'"71m7“';11,717”'711,m7"';11'71,7(7;71)7'"71i71,m7”'>
= Al Al ..3171 . BIm : ”BZT—I,—(Z‘—I) . ..BT_Lm...|()> (2.147)

)

tal que
Al lf=iy=0 , V¥Ym>0
Bl |f=iy=0 , k=01,..,i—1,VYm>—k
Bim|lf =1)=0 ,  Vk#0,1,.,i—1, m>—k
Dimlf=1)=0 ,  Vk#0,m>—k (2.148)

Luego para factores de llenado enteros los estados posibles son {|f = 1),|f =
2),..,|f =1),...}. Donde

estados excitados para particulas. Si queremos que cada nivel esté ocupado por

f = 1) es el estado fundamental, y los demds seran

antiparticulas el procedimiento es idéntico aunque el vacio serd el estado con todos
los modos cero desocupados.”
Definimos el operador densidad de carga en funcién del campo fermiénico de

manera que sea impar bajo conjugacién de carga [92],

1.
p=—e [wéw] (2.149)
donde ¢ = —e es la carga del electrén con e > 0. Sustituyendo la expresion del

campo en funcion de los modos propios de una particula, y teniendo en cuenta que

los espinores forman una base ortonormal, resultard:

= —e {Z Z ¢km 77Z)lcm ) (Blszkm - D;Lkam)

k=1m>—k
+Zwom )Yom () (ALAm - ;)} (2.150)

donde ¥, (D)t (T) = (0) (@)W (T) = (Vi) (D)W (7)  en virtud de la
simetria de conjugacion.

Si calculamos el valor esperado de este operador en un estado con factor de
llenado entero, f = 1, resultara

pi=ir=ilplf=iy=—e(i-3) (5) 2.151)

"Esto se debe a la dualidad particula - antiparticula y estado lleno - vacio que comentamos al

estudiar el comportamiento de este sistema bajo conjugaciéon de carga.
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eB
he

debemos tener en cuenta que el vacio para este sistema no es un estado con carga

donde np = <= es la densidad de modos para cada nivel de Landau. Sin embargo,

cero, sino que:

e [eB
» = (0| p|0) == () 2.152
po=A{01p[0) =5 (- (2.152)
y por tanto, la densidad de carga para los electrones de conduccion relativa a este

vacio sera:

eB
=pi—po=1(— — 2.153
p=pi—p=ri(=e) ( hc) (2.153)
Para antiparticulas el valor esperado del operador densidad de carga en un

estado con factor de llenado entero, f =1, es

~ ~ 1\ /eB
= (f=1i =) = — — ) (== 2.154
po=(F=ilplf =iy =+e(i=3) (5) (2154)
Teniendo en cuenta que el vacio para antiparticulas es el estado con los modos
cero ocupados, resulta

~ ~ e [eB
, = (0] p|0) =—=(— 2.155
po= 01 p 1) =5 () (2.155)
Luego la densidad de carga para antiparticulas (huecos) relativa a este vacio,
es: B
e
= pi— py = = 2.156
p=pi—py="tei ( hc) (2.156)

donde ¢ es un entero que indica el nimero de niveles de Landau ocupados por an-
tiparticulas. Esta expresion se diferencia de la calculada para particulas inicamente
en el signo de la carga.

Hemos calculado la densidad de carga para factores de llenado enteros, sin
embargo, la densidad de corriente ] en el plano serd nula al tener unicamente
campo magnético. Para observar el Efecto Hall Cuantico Enteroademas del campo
magnético perpendicular a la lamina de semiconductor es necesaria la presen-
cia de un campo eléctrico que produzca una corriente en la misma. Contemplar
esta situacién maés realista es posible si pasamos, mediante una transformacion de
Lorentz, a un nuevo sistema de referencia en el que tenemos un campo magnético,
y un campo eléctrico [77]. Si pasamos a un sistema de referencia que se mueve
con velocidad, v = éé X E, respecto del sistema inicial, aparecera un campo
magnético B , igual al que tenfamos, y un campo eléctrico, perpendicular a B y U,
E=19xB*

8Dado que |E| << |BJ, condicién necesaria para la observacién del Efecto Hall Cuantico
Entero, resulta que |9] << ¢, y podemos quedarnos a primer orden en los campos.
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De la densidad de carga para un estado con i niveles de Landau llenos para
particulas, deducimos que la componente cero del trivector densidad de corriente

sera: )
e

.0:_.7B
J Zh

Podemos expresar la densidad de corriente en forma covariante gauge pasando
al nuevo sistema de referencia, y asi
2

ﬂ:—éfpi §=0,1,2 (2.157)

Donde *F* es el tensor dual del tensor electromagnético, que en (2 + 1) di-

mensiones,

“pr= Laerp
2

Fr =AY — 9" A" v,pu=0,1,2
F?=pB FY=_Fl j=1,2 (2.158)

El tensor dual es un pseudovector, y por tanto, viola la conservacion de paridad.
La expresién obtenida para la densidad de corriente en el vacio, en este formalismo,
coincide exactamente con la anomalia, que determinamos en el formalismo de
Feynman desarrollado en la Seccién 2.1.

En componentes:

=—i—B
2
e
]1 :ZZEQ
62
jQ::—dz?Eh (2.159)

Luego la densidad de corriente en el plano j es transversal al campo eléctrico,

2
y el tensor de conductividad, que se deduce a partir de la relacién j* = ZakjEj,
j=1

con k =1,2, sera:

0 i< .
o={ e/ . i=1,2,3, (2.160)
_Zi
h

Las componentes diagonales son nulas, y por tanto, el sistema es no disipativo; y

las componentes no diagonales estan cuantizadadas en funciéon de una combinaciéon

2
de constantes fundamentales, 5.
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El signo de las componentes no diagonales depende, como sucede en el efecto
Hall ordinario, del signo de la carga de los portadores; asi, considerando las an-
tiparticulas puede deducirse que el tensor conductividad es

o= ( 0 _Zh) L i=1,2,3,-- (2.161)
(3

Hemos llegado, por tanto, a la expresion para el tensor de conductividad que
encontraron K. von Klitzing, G. Dorda y M. Pepper en 1980, [72], para un sistema
bidimensional de electrones en un campo magnético, intenso, a bajas temperaturas.

La conductividad Hall cuantizada es:

oy =i— (2.162)

D.Cb

Y la resistencia Hall, que en el plano coincide exactamente con la resistividad,
sera:
h
Ry = P (2.163)
En el caso ideal, en el que ¢ niveles de Landau estan completamente llenos, la
sustitucion n = ing en la expresion clasica del tensor de resistividad nos permite
llegar a la misma expresion para el tensor de conductividad que hemos obtenido
en el contexto de Segunda Cuantificacién. Esto significa que realmente no hemos
encontrado una condicién de cuantizacién para la conductividad Hall sobre las
mesetas. Es decir, experimentalmente la conductividad Hall cuantizada es la de un
sistema ideal cuya densidad es ing, pero no unicamnete para factores de llenado
enteros, sino que también para f & 4. Asi, en un sistema ideal en el que las
particulas se mueven libremente en presencia de un campo magnético no aparece
el Efecto Hall Cuantico Entero. Sera necesario tener en cuenta la presencia de
impurezas, que permiten la existencia de dos tipos de estados, extensos y localiza-
dos, [107], para dar una explicacién de la cuantizacién de la conductividad Hall
en las mesetas caracteristicas de este efecto. Ademads, para estos valores de la
conductividad Hall, la resistividad longitudinal es nula. Por tanto, serd necesario
estudiar el problema de localizacion en el contexto de Segunda Cuantificacion para
llegar a la condicién de cuantizacion para la condutividad Hall, como veremos en
la Seccion 2.2.4.
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2.2.3 Estado fundamental y conductividad Hall para el

Efecto Hall Cuantico Fraccionario

Siguiendo el formalismo de K.Johnson hemos determinado la densidad de carga
para estados con un numero entero de niveles de Landau ocupados. Esto puede
generalizarse para factores de llenado, tales que 0 < f < 1, es decir, cuando
tenemos ocupacion fraccionaria del primer nivel de Landau.

La observacion del Efecto Hall Cuéantico Fraccionarioes posible si el campo
magnético aplicado es muy intenso, en general méas que para el Entero; esto a
temperaturas muy bajas hace que todos los electrones pasen al primer nivel de
Landau. Cuando este nivel no esta completamente ocupado tenemos un conjunto
de estados de energia cero infinitamente degenerados, puede deducirse entonces la
expresion para la densidad de carga, y por tanto, para la densidad de corriente
para factores de llenado no enteros.

Consideremos el campo fermiénico dado en (2.94), con los operadores By,
Dim, A, y sus conjugados que verifican reglas de anticonmutacién (2.140), para
cada modo {k,m}. El espacio de Hilbert esta generado por (2.141), con el vacio
definido por (2.142).

Nos interesa en particular la estructura del espacio de Hilbert para los modos
cero:

10), A5 |0), AT, AT, |0), - - - (2.164)

Las particulas que ocupan estos estados obedecen la estadistica de Fermi y
satisfacen el principio de exclusién de Pauli. Todos estos estados tienen la misma
energia, vy se diferencian inicamente en el nimero de ocupacion, y en el momento
angular de cada particula. Para caracterizar esta degeneracion introducimos el
factor de llenado que hemos definido como el nimero de modos ocupados. Si con-
sideramos una superficie de area finita A, el nimero de modos cero sera finito e
igual a M = Anpg, y el nimero de particulas N = An, donde ng y n son respec-
tivamente la densidad de estados para el primer nivel de Landau, y la densidad
de particulas®, el factor de llenado serd entonces f = %, que en el limite A — oo
dara f = %

Sea N < M, en este caso el factor de llenado sera una fraccion, 0 < f < 1. Si

fijamos un valor de f, el nimero total de estados posibles es (M ), todos con el

N
mismo numero de ocupacion pero diferente momento angular para cada particula.

9Suponemos una distribucién uniforme tanto para los modos cero como para las particulas
en todo el plano.
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Sumando a todos los posibles factores de llenado tenemos el nimero total de

estados Z (]\]\/,[ ) = 2M_ que en el limite de 4rea infinita serd infinito. Por tanto,

si el primgr nivel de Landau se llena parcialmente tenemos para cada factor de
llenado fraccionario infinitos estados degenerados, que son igualmente favorables
para describir el estado fundamental del sistema, y por tanto, daran la misma
contribucion a la densidad de carga.

Antes de pasar al calculo del valor esperado de la densidad de carga para
factores de llenado fraccionarios veamos cémo son los estados en el formalismo de
Segunda Cuantificacion. Comencemos con el factor de llenado f = 0, todos los
modos cero, con momento angular m = 0,1,2,..., M — 1, estdn vacios y tenemos

un unico estado:

A0y =0 ., VYm>0 (2.165)

Para factor de llenado, f = ﬁ, tenemos M estados posibles:

LD =10,00®--- @) ®---®|0; M — 1) = All0)
1=0,1,2,..,M—1 (2.166)

(M—1)

Si el factor de llenado es f = =, tenemos M 5 estados posibles:

I<l,1,l'=0,1,2,..., M —1 (2.167)

En general, para un factor de llenado, f = %, la degeneracion es (% ) =
M! ,
NI(QM—Ny Y ast

N3l Lo, Iy) = Al AL -+ A]|0)
h<lb<---<ly , l;,=0,1,2,.... M — 1 (2168)

Por tltimo, si el factor de llenado es f = 1, tenemos un tnico estado con todos

los modos cero ocupados,
IM)=11002 |1;1)®---®|1; M — 1) (2.169)

Luego, para factores de llenado fraccionarios, f = %, suponiendo que N y M
son finitos, los estados posibles son: {|0),---,|N;li, o, ...,1N),...}. Estos forman

una base ortonormal de estados fundamentales, sin excitaciones fermidnicas, pues
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Recordemos que el operador densidad de carga en funcién del campo fermionico
es

p=—e WQ’M (2.170)

Para determinar la densidad de carga correspondiente a factores de llenado

fraccionarios, calcularemos el promedio del valor esperado de este operador en los
estados posibles para un factor de Henado dado. Comenzamos con el caso més

simple, para un factor de llenado f = el nimero total de estados posibles es

M7

(Af ) = M, y la densidad de carga promedio sera:

M—1
S (Ll p )
ﬁ(z72) = l:]\g’ 1
(1;11;1)
1=0
M-1
M1 ZZ; (L1 AL A |151) .
=—¢ Y (2 2)bom (2, 2) | S5 — 5O
=0 (1;11;1)
1=0
= —€ w(]m(Z? 2)w0m<za 2) ( - > (2171)
m=0 M 2
Para el siguiente caso con f = =, el nimero total de estados es, (1\24 ), y
entonces resulta:
M—1
Y20 p 1250, 1)
pl=.2) = “375
S (250, 11251 k)
1 <lo
M—1M-1
Z Z <2711712’A1n/4m"27l17l2>
=€ Z ¢$m<272)¢0m’(za z) ll:OJl\fjilM—l N §5mm/
et S (250, 15]25 1, 1)
11=0 ls>1;
= _ A B (M —1) 1
= —€ Z ¢(T)m(2a2)¢0m'(2’,2) W—iémm/
m,m’=0 -

= ¢ 3 thle (9 (37~ 5) (2172
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Por 1ltimo, para el caso mas general, con N particulas en M modos cero, es
decir, para factor de llenado f = %, el namero total de estados de igual energia
es (%), y resulta:

M-1

Z <N;l1,l2,...,l]\[| P |N;l1,l2,...,lN>

l1<l2<"'<lN

ﬁ(Z,Z) = M—1
Z <N§l17l27~-7lN’N;l17l2>---alN>
l1<l2<"'<lN
M-1
= —€ Z wgm(zvz)dJOm’(zaz)
m,m/=0
M—-1M-1
Z Z Z N;ll,ZQ,...,lN|A;rnAm/|N;ll,l2,...,lN>
11=0 la2>11 IN>IN—1
M-1M-1
Z Z Z (N5l oy s INING L Loy s D)
11=0 lo>11 IN>IN_1
1
_5mm’>
2
M Gy QLI
= —¢ Z wgm(z72)w0m’(za 2) M—1)(M—2 M—(N—-1 _75mm’
(M—D(M—2)--(M—(N-1)) 5
m,m/=0 (N)!
M-—1 - - N 1
=—e Y W (2, 2)om(2, 2) (M - 2) (2.173)
m=0

En definitiva, la funcién de distribucién para la densidad de carga promedio
sera por tanto

5z 2) = —e mzo Uz 2o 2) (37— 5) (2.174)

Si pasamos al limite de area infinita: f = % — f = %, con 0 < f<1,y

() i

Esta expresion coincide esencialmente con la calculada para factores de llenado

encontramos:

enteros. Realmente es una generalizacion de la misma para cualquier valor del fac-
tor de llenado f, no necesariamente entero. En particular, los valores fraccionarios
de f, f = %, con py g primos entre si y ¢ impar, son los observados en el Efecto
Hall Cudntico Fraccionario [125].

La densidad de carga respecto de la del vacio, (2.155), es

p=ps—p=—cf <ifj> (2.176)



106 CAPITULO 2

Mediante la transformaciéon de Lorentz, como vimos en la Secciéon anterior,
encontramos la expresion covariante para la densidad de corriente, correspondiente

a los factores de llenado fraccionarios,

2
= —f%*F“ . u=01,2 (2.177)
Que en componentes
2
0 6
—_—f—B
J f .
2
1 )
= f—E
J=Ff .
.9 e? 1
=tk (2.178)

Una vez mas, tenemos una densidad de corriente en el plano, j, transversal al

campo eléctrico, y por tanto, el tensor de conductividad sera ahora

o—:(_;ehz th) ., 0<f<1 (2.179)

Que coincide esencialmente con la expresién del tensor de conductividad cal-

culado para el entero, pero ahora las componentes no diagonales vienen dadas
e
h
nentes diagonales siguen siendo nulas manifestando el caracter disipativo. Como

por una fracciéon de la combinacion de constantes fundamentales: <-. Las compo-
en el entero, esto no resuelve totalmente el problema de la cuantizacién de la con-
ductividad Hall para factores de llenado fraccionarios. Sin embargo, a diferencia
del mismo, no es suficiente estudiar el problema de la localizacion para particulas
libres, sino que es necesario abordar el estudio del problema, méas complejo, de
muchas particulas que interaccionan entre si, y con las impurezas. Todo esto se

desarrollara fundamentalmente en la segunda parte de esta memoria.

2.2.4 Impurezas y estados ligados: Localizaciéon y Mesetas

En un sistema de electrones que se mueven libremente en un plano, en presen-
cia de un campo magnético perpendicular al mismo, hemos encontrado que la
conductividad Hall estd cuantizada para un ntimero entero de niveles de Landau
ocupados.

Este analisis, sin embargo, no explica totalmente los resultados experimentales
que aparecen en el Efecto Hall Cuantico Entero. En particular, los aspectos més

importantes no recogidos en este modelo son:
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e No es posible deducir la presencia de mesetas en la conductividad Hall cuan-
tizada.

e No se refleja de ninguna manera la influencia que pueden tener las impurezas
del material, cuando esta experimentalmente comprobado que en muestras
con un cierto grado de desorden se manifiesta el Efecto Hall Cuantico Ente-
roclaramente.

e No se explica que la conductividad longitudinal se anule para aquellos valores
del factor de llenado para los cuales la conductividad Hall esta cuantizada.

Efectivamente, siguiendo nuestro analisis, si se aumenta la densidad de particu-
las sin llegar a llenar un nivel de Landau completo, la conductividad Hall aumen-
taria monotonamente hasta alcanzar el siguiente valor cuantizado correspondiente
a un nuevo nivel de Landau lleno y, por tanto, no aparecerian las mesetas ca-
racteristicas del Efecto Hall ni se produciria simultdneamente la ausencia de disi-
pacién.

Todo esto nos indica que el desorden va a jugar un papel fundamental en
la comprensién tanto del Efecto Entero como del Fraccionario. Y asi, parece
razonable incorporar al modelo la influencia de las impurezas del material. Un
estudio detallado del efecto de las imperfecciones y el desorden sobre los estados
cuanticos de una particula, en presencia de un campo magnético y eléctrico en el
plano, es el realizado, entre otros, por R.E.Prange y R.Joynt [71]. La presencia
de desorden en el sistema se traducira en la aparicion de nuevos estados entre los
niveles de Landau, de estos estados algunos seran localizados y otros extensos,
proporcionando el marco necesario en el cual se puede explicar la aparicién de
las mesetas en la conductividad Hall. El trabajo de Prange y Joynt se plantea en
Mecanica Cuantica no-relativista, nosotros abordaremos el problema en el contexto
de Segunda Cuantificacion.

En primer lugar, estudiaremos el problema de una particula moviéndose en el
plano, en un campo magnético y eléctrico perpendiculares entre si, descrito por la

ecuaciéon de Dirac en (2 4+ 1) dimensiones:

)

U(z) =0 (2.180)

Tomaremos el gauge de Landau para el potencial vector, A; = Bxy, A5 =0,y
el potencial escalar para un campo eléctrico constante y uniforme en el plano, E =
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—E;', serd Ay = Exy. El Hamiltoniano de Dirac puede expresarse matricialmente!”

2 _
I Mc* — ebxy D (2.181)
Df —Mc? —eFxy

donde
D = cpy + i(cpy + eBxs) ) D' = cpy —i(epy + eBu)

Este problema espectral ha sido ya resuelto en (3 + 1) dimensiones por M.M.
Nieto y P.L.Taylor [100]. Utilizando el método de reduccion de Feynman-Gell-
Mann, propuesto por estos autores, encontramos que el espectro para el problema

estacionario en el plano es:

FE E2
grj;ol = %pl + J (1 — BQ> {M'Qc‘L +2ev B?% — E2he n} (2.182)

con n un entero no negativo, que caracteriza cada nivel de Landau; y p;, un niimero
real, que tomara valores discretos si el sistema se encuentra en una superficie de
area finita, e imponemos condiciones de periodicidad sobre los espinores, en la
direccion OX;.

Una base de estados propios es la generada por los espinores de dos com-

ponentes:
e
¢fp1<$1,$2) = {7“(]% + EA“) + MC} ¢fp1 (w1, 72) (2.183)

donde

Pl To+ 29\ 11,002 1
O, (1, 3) = Npy, €7 1Hn< 7 2) ¢~ am (r2t o) (iB—\/m )
E

aqui, Ny, , es una constante de normalizacién; H,(z) es el polinomio de Hermite
de grado n [1], y

L0 cBpy— &, E
2 ¢(B? - E?)
~ h he

2= -

Mw  e\/B? — E?

Vemos, por un lado, que la degeneracion de los niveles de Landau desaparece

completamente en presencia de campo eléctrico; y, por otro lado, que se recupera

10Fn la representacion: 70 = 02, 4! = io! y 42 = io%. M es la masa de la particula cargada
con q = —e.
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la simetria espectral para el estado fundamental, que no tenfamos en el problema
de una particula con masa en un campo magnético. Ademas, los estados son
extensos en una de las direcciones del plano, siguiendo las lineas de potencial
eléctrico constante, xo = cte y, por tanto, conducen la corriente.

En ausencia de impurezas, como vimos en los apartados anteriores, una simple
transformacién de Lorentz nos permite pasar de un sistema con campo magnético
constante a uno con campos magnético y eléctrico perpendiculares entre si, y de-
terminar, asi, la densidad de corriente covariante para factores de llenado enteros.
Sin embargo, como veremos esto no sera posible al consider las impurezas.

En el limite, |E| << ]§|, y para & ~ Mc?, si hacemos un desarrollo no-
relativista para la energia, a orden cero encontramos el espectro del Hamiltoniano
de Pauli, )

ENI = hwen + CBEp1 — ;M (Cg) (2.184)

Ya en este limite no-relativista, vemos que la presencia de campo eléctrico
rompe completamente la degeneracion infinita caracteristica de los niveles de Lan-
dau, que pasan a formar una banda de estados con diferentes energias para cada
D1.

Consideremos ahora la ecuacién de Dirac en presencia de una impureza simu-
lada por un potencial central [56, 13, 113]. Para estudiar este tipo de potenciales,
es conveniente elegir el gauge simétrico, en lugar del de Landau, y por tanto, estu-
diaremos el sistema en ausencia de campo eléctrico, para calcular el espectro y los
espinores propios del Hamiltoniano de Dirac.

Supongamos que tenemos una impureza simulada por un pozo esférico de la

forma:
—Vo si r<

V(r)= 0T = (2.185)

0 si r>ag

El Hamiltoniano de Dirac en (2 + 1) dimensiones para este sistema es:!'!
H = d(cp+ed) + M +V(r)

McE+V D

g c+VIr) ; (2.186)
Dt —Mc*+V(r)

HEn la representacién: a' = —o2, a®> = o' y 8 = ¢>. Donde M es la masa del electrén y

eB
2Mc

1? = 37— la longitud magnética, con w =
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Donde hemos tomado el gauge de Weyl (Ag = 0), y para el potencial vector el
gauge simétrico, que en coordenadas polares es: A, =0, A, = —gr . Asi

V2eBhe ?
D = #e’m5 <l20 —r —1 8)

21 or r 0¢
V2eBhe | ) )
Dt = %ew <_l28r —r i ra¢> (2.187)

Queremos resolver el problema espectral HUV = AW. Al tratarse de un potencial
central, el Hamiltoniano y el momento angular total en la direccién perpendicular
al plano conmutan, [H,J;] = 0. Tomando una base de espinores propios del
momento angular total, sera posible separar la parte radial de la parte angular en
las ecuaciones de Dirac para las dos componentes, asi

MRy u(r)
U, (o) = | ’ 2.188
(r.¢) ( MRy (1) (2155)
tal que
1
JsU,(r, o) = h <m + 2) U (rg) ., meZ (2.189)

El sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas para Ry, (r)

y Ropn(r) es:

l dRQ’m<T) 1 (m —+ 1)[ r B E— M3 — V(T)
2 dr * 2 ( r l RQ’m(r> - \/m Rl,m(r>

LdRy im(r) 1 (ml T) ) = E+Me—V(r)

Rom(r)  (2.190)

r {

-~ 7 + -
2 dr 2 v/ 2eBhe

Para resolver este sistema distinguiremos dos zonas: la zona I, para r < ay,
y la zona II, para r > ap; e impondremos condiciones de continuidad para los
espinores en r = ag. De estas condiciones de continuidad se puede determinar
completamente el espectro, y los espinores propios para el Hamiltoniano de Dirac,
ver Apéndice B.

El espectro es discreto, y esta caracterizado por dos nimeros cuanticos: n, =
0,1,2,---, ym € Z. En ausencia de potencial, los niveles de Dirac-Landau pueden

darse en funcién de estos ntimeros cuanticos, resolviendo el problema de Landau
[m|—m
2 Y

con k y n, enteros no negativos, y m un entero asociado al momento angular en

en el plano en coordenadas polares (Apéndice B), y asi, tenemos: k = n, +

la direccion del campo magnético, m > —k, que caracteriza la degeneracion de los
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niveles de energia. El potencial asociado a la impureza produce sobre el espectro
del caso libre la ruptura de la degeneracién en m.
Es interesante analizar algunas caracteristicas del espectro en presencia de la

impureza, asi:

e En general se rompe la degeneracién en m para cada nivel de Dirac-Landau.
Sin embargo, para niveles altos la degeneracién no se rompe completamente,
y estados con diferente momento angular, m, pueden tener la misma energia
e igual a la del problema libre. Sin embargo, los niveles de baja energia si
se ven mas afectados por la impureza, y su energia depende de m. Este
comportamiento depende légicamente de los parametros caracteristicos del
pozo: profundidad y radio.

e En presencia de la impureza la asimetria espectral del estado fundamental

sigue estando presente al igual que en el problema libre.

e Podemos distinguir fundamentalmente dos tipos de estados: con energia
|E| > Mc?; y con |E| < Mc?. Estos tltimos son estados ligados de particula
cuyo numero dependera de las caracteriticas del pozo. Los demaéas no son
estados ligados, y corresponderian a los estados del continuo caracteristicos
de una teoria libre, que en este caso son discretos como consecuencia de la

presencia del campo magnético uniforme en todo el plano.

La diferencia esencial entre estos dos tipos de estados puede observarse al in-
troducir un campo eléctrico. Los estados ligados en presencia del campo eléctrico
no conducen la corriente pues son estados en los que la particula se encuentra atra-
pada por la impureza, se trata pues de estados localizados. Por el contrario, los
demés estados (aparentemente localizados como consecuencia del gauge simétrico)
si que pueden conducir la corriente, estos son los denominados estados extensos.

Antes de pasar a estudiar el sistema en Segunda Cuantificacién es necesario
contemplar una situacion més realista. Supongamos que tenemos 2P impurezas
distribuidas aleatoriamente en el plano. Cada impureza la caracterizamos por
el pardmetro a;, con j = 1,---, P, que engloba las caracteristicas del potencial
como son la profundidad del pozo, el radio, y el punto en el cual esta centrado, es
decir, a;; = {Voj, abh, 2 =l + mJQ} En esta nueva situacion el nimero de estados
localizados aumentara por cada impureza, mientras que los estados extensos sélo
ven modificada su energia, pero no aumentan en nimero.

El campo fermionico expresado en funcion de los modos propios de la ecuacion
de Dirac para una particula cargada en presencia de una impureza, y del campo
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magnético, serd:!'?

N o) o) N N +
W) =3 3 (Bowk 0+ DI VGI0.0)) + 3 AR
k=1m>—k
(2.191)
donde los espinores, {w,(jg (r,¢), Yom(r, @)}, forman una base ortonormal de estados
propios en presencia de la impureza
Los operadores B,(mz, D y A verlﬁcan las reglas de anticonmutacion propias

de los operadores fermiénicos:

(@ ple) ’f} — SO

km»

Ova(a) T} = 5mm’ (2192)

(B BOY = Gl . AD
{A

Supongamos ahora que el pozo tiene una profundidad y un radio tal que el
numero de estados ligados de particula, correspondientes al estado fundamental
k = 0, es exactamente 2L+ 1. Es decir, los estados con k =0y m =10,1,2,---,2L,
son ligados; y todos los demés estados con kK = 0y m = 2L + 1,2L + 2,---,
son extensos. A diferencia de problema sin impureza tenemos que distinguir dos

tipos de operadores: para k = 0, 218;2 conm = 0,1,2,---,2L son operadores de
destruccion para particulas en estados ligados; y A(()frz conm = 2L +1,--- para

@)

particulas en estados extensos. Los demas operadores B( @) kam

son operadores
de destruccién para particulas y antiparticulas en estados extensos equivalentes a
los del problema sin impurezas (libre).

El espacio de Hilbert estara generado por el conjunto de vectores ortonormales:

(e o] T « T o T
0), A 10y, ATAR) Fo), -, AR 0y, AL AL o), - -
BE) o), D,i?,z*|o> . (2.193)

donde el estado vacio |0) se define ahora:

A(()fg!@:o , m:2L_|_1,...
Boloy = 0, D@oy=0 , Vk,m (2.194)

De estos estados que generan el espacio de Hilbert tenemos algunos estados
ligados de particula, y el resto son estados extensos, como veremos solamente
estos ultimos contribuyen a la densidad de corriente.

2Donde consideramos una impureza en el origen : a = {Vp, ag}-
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Como en el caso libre, consideremos una superficie de area finita A. Cada nivel

de energia, k, estd formado por M = Ang estados, donde np = <2 es la densidad

he
de estados por unidad de area y por espin de cada nivel de Dirac-Landau. Para

N = An particulas el nimero total de estados posibles no degenerados es (1\]\{ )

Estos estados pueden caracterizarse por el factor de llenado que representa el

densidad de particulas
densidad de modos posibles’

infinita tendra un valor finito que puede ser entero o fraccionario. Estudiaremos

niumero de modos ocupados: f = y que en el limite de area

cémo cambia la densidad de carga, y en definitiva la densidad de corriente, cuando

cambiamos el factor de llenado en presencia de la impureza.

El operador densidad de carga en presencia de la impureza sera:

P = —e{Z > ha(r 8n(r.0) (B B - DL DY)

k=1m>—k
+ i V(s ) om (1, &) <A Tal) — ;)} (2.195)
m=0

Si consideramos 2P impurezas distribuidas aleatoriamente en el plano, en una
superficie de area finita A, tendremos 2P bandas de estados localizados de particula
con 2L+1 estados cada una. Sila densidad de estados localizados es nj,¢, €l niimero
total de estados localizados es M, = 2Pnj,cA. Por otro lado, para el primer
nivel de Dirac-Landau tenemos tunicamente una banda de estados extensos, si su
densidad es ney, €l nimero total de estados extensos serd Moy = ANex.

El estado correspondiente a factor de llenado cero es el vacio. Para aumentar
el factor de llenado debemos ir ocupando los estados del primer nivel de energia,
formado por estados localizados y extensos, con una densidad total de modos igual
a: 2Pnjoe + Next. Supongamos que se llenan completamente P bandas de estados
localizados, el estado resultante tendra un factor de llenado f = %, en el limite de
area infinita, respecto de la densidad total de modos correspondiente a este nivel
de energia. Este estado sera:

1 a A (o 1 (o 1 (o
f = 5) = AR AT ARDT - AT 0) (2.196)
Si calculamos el valor esperado de la densidad de carga en este estado encon-
tramos p = —62 (%), respecto de la densidad de carga del vacio p, = +5 (%)

Sin embargo, a diferencia del problema [ibre, la presencia de impurezas rompe
la invariancia del sistema bajo transformaciones de Lorentz, y por tanto, no es
posible calcular a partir de la densidad de carga el valor esperado de la densidad

de corriente covariante, ni determinar, por tanto, la densidad de corriente aso-
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ciada al campo eléctrico en el plano. Esto esta relacionado con el hecho de que
las particulas que ocupan estados localizados estan ligadas a la impureza, y por
tanto, no pueden conducir la corriente cuando aplicamos un campo eléctrico sobre
el sistema.

En definitiva, como consecuencia de la presencia de impurezas al aumentar el
factor de llenado desde f = 0 hasta f = % la densidad de corriente serd nula, y asi,
la conductividad Hall y la conductividad longitudinal para esos valores del factor
de llenado son nulas.

Una vez ocupados todos los estados localizados de momento angular mas bajo,
las particulas pueden ocupar los estados extensos proximos al primer nivel de
Dirac-Landau. A medida que se llenan los estados extensos, el factor de llenado
no cambia mucho respecto de f = %, pues en proporcion tenemos muchos mas
estados localizados que extensos. Sin embargo, los estados extensos si conducen
la corriente, y por tanto, la conductividad longitudinal y Hall en este proceso de
llenado dejan de ser cero. En particular, la conductividad Hall aumentara hasta
alcanzar el valor cuantizado que corresponde a tener completamente ocupados
todos los estados extensos del primer nivel de Dirac-Landau. Es decir, el estado
para este factor de llenado es:

1 @ a f 1
|f =~ §> = Aé,2)L+1 "'A((J,J\)Jext—l |f= §> (2.197)

Respecto de la densidad de estados extensos, este estado tiene factor de llenado
uno, y en este sentido se corresponde exactamente con el estado de la teoria libre
en el cual los modos cero estan completamente llenos. El valor esperado de la
densidad de corriente en este estado sera, por tanto,

P = ——E (2.198)

o — ( ’ . ) (2.199)

A medida que las particulas empiezan a ocupar los estados extensos comienza a
fluir la corriente, aparecen entonces efectos disipativos, y por tanto, la conductivi-
dad longitudinal ird aumentando desde cero hasta alcanzar un valor maximo para
volver a disminuir hasta cero cuando todos los estados extensos esten ocupados de
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nuevo. En este corto intervalo de variacion del factor de llenado, entorno a f = %,
el sistema se comporta de manera normal, es decir, la conductividad Hall aumenta
linealmente al aumentar el factor de llenado, y la conductividad longitudinal es
distinta de cero. Cuando la banda de estados extensos esta completamente llena
la conductividad Hall ha alcanzado el valor cuantizado oy = %, y la longitudinal
es cero una vez mas. Comienza en este punto la primera meseta.

Los siguientes estados a ocupar son los localizados correspondientes a momentos
angulares altos. Si se ocupan P bandas de éstos, el factor de llenado aumentara
hasta alcanzar el valor f = 1, en el limite A — oo, respecto de la densidad total
de modos. En este intervalo, la conductividad Hall no cambia ya que estos estados
no conducen la corriente, y tampoco hay disipacion por lo que la conductividad
longitudinal sigue siendo nula. El estado sera:

1 (o 1 (o A (a 1 (o 1
F =1 = AGR - AT AGELT - A ) (2.200)

En definitiva, los estados correspondientes al primer nivel de Dirac-Landau
permiten explicar los resultados experimentales para la conductividad Hall y lon-
gitudinal cuando el factor de llenado toma valores en el rango 0 < f < 1.

Redefinendo el espectro de Dirac de forma que el siguiente nivel de energia pase
a ser el nuevo nivel fundamental (de manera andloga a la evolucién del nivel de
Fermi en Mecanica Cudntica no-relativista), encontramos una situacién idéntica
a la estudiada anteriormente con estados localizados y extensos originarios ahora
del segundo nivel de Dirac-Landau. Maés adelante, veremos la relacion que existe
entre este argumento y el flujo espectral que aparece en el espectro de particulas de
Dirac, cuando consideramos, siguiendo el razonamiento de Thouless [124], un doble
efecto Arhanov-Bohm. Dos solenoides, cuyos flujos dependen del tiempo, pueden
producir una variacion sobre las corrientes en el material, que adiabaticamente
modifican el espectro en el tiempo dando lugar al flujo espectral, esto permite
redefinir el espectro de Dirac.

En la nueva situacién, los electrones ocuparan en primer lugar los estados
localizados de momento angular mas bajo, y el factor de llenado aumentara hasta
alcanzar el valor f = % respecto de la nueva densidad total de modos.!® En este
proceso, la conductividad Hall cuantizada no cambia porque se trata de estados
localizados, y sigue siendo oy = %, la conductividad longitudinal es cero. Esta
es la primera meseta, que corresponde a ocupar los estados localizados de alta y
baja energia del primer y segundo nivel de Dirac-Landau respectivamente.

13El factor de llenado respecto del vacio es f =1+ 1.
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A continuacién comienzan a ocuparse los estados extensos del segundo nivel
hasta que estan completamente llenos, el factor de llenado no aumenta mucho

f~2i(f=~ % respecto del vacio), y se alcanza la siguiente meseta para la cual

2

oy = 2%, pues estan ocupados dos niveles completos de estados extensos. Por
ultimo, se llenaran los estados localizados correspondientes a momentos angulares
més altos hasta que el factor de llenado es f = 2 (respecto del vacio), sin que
cambie la conductividad Hall cuantizada. Y asi sucesivamente pueden reproducirse
totalmente los resultados experimentales para el Efecto Hall Cuantico Entero.

La localizacion, como hemos visto, juega un papel fundamental en la com-
prension de Efecto Hall Cuantico Entero[78, 106, 39, 12]. El proceso de localizacion
que hemos analizado en presencia de un campo magnético muy intenso, sin em-
bargo, es muy distinto de la localizacién de Anderson [5, 37, 29|, como senalan
R.E. Prange y R. Joynt [71]. La diferencia mas importante es que los estados
localizados en este sistema estan confinados a una regién del espacio junto a la
impureza, mientras que la localizaciéon de Anderson se basa en una superposicion
de estados de scattering que dan lugar a un estado localizado en una region am-
plia del espacio. En cualquier caso, es la existencia de estados localizados entre
cada banda de estados de Dirac-Landau la que permite que la conductividad Hall

permanezca cuantizada y constante mientras cambia el factor de llenado.



Capitulo 3

Teoria de Muchos Cuerpos

En el capitulo anterior hemos estudiado tanto el Efecto Hall Cuantico Enterocomo
el Efecto Hall Cuantico Fraccionarioen el formalismo de Segunda Cuantizacion.
En este contexto de Segunda Cuantizacion expresabamos el campo fermiénico en
funcion de los modos propios de la ecuacién de Dirac para una particula en el
plano, moviéndose en presencia de un campo magnético constante, sin considerar
en primera aproximacién ni la interaccién entre particulas ni la interaccion con las
impurezas del material. En esta aproximacién de particula “libre” encontrabamos
que la conductividad Hall aparece cuantizada para valores enteros y fraccionarios
del factor de llenado. No obstante, para el Efecto Hall Cuantico Enteroera nece-
sario considerar la localizacién debida a las impurezas para explicar las mesetas
observadas experimentalmente, aunque sigue tratandose de un fenémeno en el que
las particulas no interaccionan entre si, es decir, son “independientes”.

El Efecto Hall Cuédntico Fraccionario, en esta aproximacién, presenta una pe-
culiaridad respecto al Entero que es la enorme degeneracién que aparece cuando
un nivel de Landau esta parcialmente ocupado. Tenemos asi infinitos estados de
igual energia correspondientes al mismo factor de llenado y, por tanto, igualmente
probables. Si promediamos sobre todos los posibles estados para cada factor de
llenado llegamos a la expresion para la conductividad Hall cuantizada oy = f %
para 0 < f < 1. Sin embargo, ningtin factor de llenado parece mas probable que
otro, a diferencia de lo observado experimentalmente.

Por otro lado, aunque ambos efectos son observados esencialmente en analogas
circunstancias (campos magnéticos intensos y bajas temperaturas) y el resultado
de las observaciones es el mismo (aparecen las mesetas de la conductividad Hall
y la conductividad longitudinal se anula), existen diferencias importantes entre
ambos fenémenos, como son: la conductividad Hall cuantizada para factores de

117



118 CAPITULO 3

llenado fraccionarios se observa en muestras muy puras en contraposicion con el
Efecto Entero; la exactitud en la conductividad Hall cuantizada en las mesetas es
mucho menor en el Efecto Fraccionario que en el Entero [108, 66].

Todo esto nos lleva a considerar que el Efecto Hall Cuantico Fraccionariodebe
encuadrarse en un contexto diferente al descrito para el Efecto Hall Cuéntico
Entero. Y, a diferencia de éste, es precisamente la correlacién entre los electrones
debida a la interacciéon Coulombiana el origen del primero.

La mayoria de las teorfas sobre el Efecto Fraccionario, [108, 66, 132], estan
basadas en la célebre funcién de onda propuesta por R.B. Laughlin [79, 80, 81].
Esta funcién de onda describe el estado fundamental de un ntmero finito de
particulas NV, en un volumen finito y correspondiente a un factor de llenado f = %,
con m impar. R.B. Laughlin propuso una funcién de onda variacional de tipo Jas-
trow basandose en los resultados numéricos obtenidos para pocas particulas y en
su experiencia con sistemas de materia condensada como el Helio liquido super-
fluido. Esta funcién de onda describe un nuevo estado fundamental de materia
condensada, un fluido incompresible, que juega el mismo papel en el Efecto Frac-
cionario que el estado fundamental correspondiente a un factor de llenado entero
en el Efecto Entero.

En la primera Seccién de este Capitulo estudiaremos la conexion entre nues-
tra teorfa en Segunda Cuantificacién y la Teoria de muchos cuerpos en la que se
desarrolla de manera natural la Teoria de R.B. Laughlin. En la siguiente Seccion
analizaremos, utilizando un método variacional, que la funcién de Laughlin des-
cribe el estado fundamental del sistema estudiado para pocas particulas. A con-
tinuacién, en la Seccién 3.3, estudiaremos en profundidad la teoria topoldgica
propuesta por Thouless, analizando la conexién con la teoria de la localizacion
para el Efecto Entero. Por ultimo, revisaremos brevemente la teoria de Laughlin

para las cuasiparticulas en el Efecto Hall Cuantico Fraccionario.

3.1 Conexién entre el formalismo de Segunda
Cuantizacion y la Teoria de R.B.Laughlin

para el Efecto Hall Cuantico Fraccionario.

El espacio de Hilbert de nuestra teoria en Segunda Cuantificacién coincide con el

espacio de Fock fermiénico dado por

F = ADL(S)@T_(S)®To(S)) (3.1)
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— ATL(8) ® AT (8)) @ A(To(S))
= @(J)VO+,N,,N0:OAN+F+(S) ® AN-T_(S) @ AMTo(S)

donde I'; (S),T'_(S) y I'y(.S) son los subespacios de espinores de cuadrado sumable
para una particula en el plano, en presencia de un campo magnético constante,
con energia positiva, negativa o cero. Es decir, el espacio de Hilbert del operador
de Diraces H =T, (S)®'_(S) & 'x(9), y estd generado por la base ortonormal
{2, 2), Yo (2, 2), Yom (2, 2)}-

Los espacios AN+, (S), AN-T_(S) y AMT(S) representan los espinores para
N, particulas, N_ antiparticulas y Ny modos cero, construidos como un producto
tensorial antisimetrizado de espinores de una particula, antiparticula o modo cero.
Si las particulas no interaccionan entre si siempre es posible expresar el espacio de

Hilbert, para N particulas idénticas, como producto tensorial del espacio de Hilbert
N

de cada una, Hy = H ® - -- ® H; esto serd cierto para los tres tipos de particulas
que estamos considerando. En particular, para los modos cero un espinor de Hy,
sera:
Vo (21, 21, -, 2vg 5 ZNg) = Yomy (21, 71) @ -+ © Yomn, (2N0» ZNp)
Teniendo en cuenta las propiedades de simetria bajo el intercambio de particulas
idénticas [97, 76], debemos proyectar al subespacio fermiénico AMT'y(S), asf
1

Il Z (_1)P(0)w0m0(1)(217§1)®"'®w0mg(N0)(ZNanNO)

O'ESNO

0 = _
PF wN0(217217 e 72N07ZN0) =

Una base ortonormal de espinores antisimetrizados para este subespacio nos
vendra dada por los determinantes de Slater:

wgml,-n,OmNo (217 21,000 ZNg» ZNO) =
1 o B B
= \/N_o! EZS: (—1) %mo(l)(Zl, 21) Q- %mo(No)(ZNo, ZNO)
gESN,
77D0’m1 (Zla 21) 77Z)0777,1 (ZQa 22) s ¢0m1 (ZN(); EN())
1 ¢Om2 (Zla 21) ¢Om2 (227 22) s ¢0m2 (ZN()a EN())
= : (3.2)
NO! . .
¢0mNO (2:1,21) 77Z}07’VLNO (22722) s 77Z}0’m]\]0 (ZN(NZN())

Y, por tanto, la base ortonormal del espacio de Fock Fermiénico en repre-
sentacion de coordenadas es:

0 _ _ _ _
{' o ?wOmh“',OmNO (Zl’ Z15° "5 ZNos ZNO) ® wl—l—mﬂ,---,kNer]\;Jr (Zla R1s" "3 RNy zN+)

®’lpk71m1,---,kN7mN7 (Zla 217 e 7zN_72N_)7 o } (33)
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El campo fermionico en funcién de los modos propios de una particula es

D(2,2) = (2, )+ 02 2) + 0z, 2)] (3.4)
=3 5 B a9+ X 3 D21+ 3 A (2.2)
F) = B2+ 612 4 915, 2 N (3.5)
- i iDm oz, 2) + i ;iszm@w*:m(z, 2+ ?()AL Vo2,

Con relaciones canénicas de anticonmutacion!:

{¢a(za 2)7 @Z}g(zlv 2/)} = 5045 52(2 - z/)
{Wa(z,2), ¥5(', )} = {¥l(2,2), ¥}(z, Z)} = 0 (3.6)

Definimos el vacio como el estado aniquilado por todos los operadores de
destruccién:

¥(2,2)710) = 9(2,2)°|0) = 0
Uiz, 2)T0)=0 ,  VzZ (3.7)

Un estado con un nimero determinado de particulas, antiparticulas o modos

cero, en representacién de coordenadas puede expresarse en funcion del estado

vacio [16],
|21, 21, -+, 2Ny, 2Ny ) = W(Zl, Z)" - '¢T(ZN+, Zn,)"10)
|21,217 e '7ZN072N0> = ¢T(Zla21)0 o 'wT(ZN072N0)0|0>
|21, 21, -+ an_, En) = (21, 21) " - (an_, Zn_) 7 |0) (3.8)

La distribucién singular, §, que aparece en las relaciones de anticonmutacion
muestra que los campos no son operadores valuados sobre las funciones de IR2.
Para estudiar cémo actian sobre las funciones de onda en el espacio de Fock
debemos introducir los operadores ?ﬁ[ fly &T[ f1], dados formalmente por [40]:

I = (L 2 022
Tt . dZdZ _ 1 _
91l =[S je 29z, 2 3.9)

1Las relaciones de anticonmutacién para los operadores By, Dim, Am v sus conjugados, que
actiian sobre el espacio de Fock cuando expresamos los estados en la representaciéon niimero, se
deducen de éstas.
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donde f(z,z) es una funcién test con soporte compacto en C.? De esta forma los
nuevos operadores estan valuados sobre las distribuciones y los anticonmutadores

So1:

(alfl, Dhlal} = 6us [ oo 1z, 2)g(=.2) (3.10)

El operador ¢'[f] actiia sobre el espacio de Fock creando particulas en un
estado fermionico o en los modos cero y aniquilando antiparticulas; mientras que
el adjunto [ f] crea antiparticulas y aniquila particulas fermiénicas y modos cero.

En particular, para los modos cero tenemos:

O fomng 0] . =
No
\/]_TOZ j+1f0mN0 (Zj7 gj)wNO*l(Zi? 217 e 7’2_]/7?_77 * 1 ZNgs Z]Vo)
|:¢[f0mN0+1]1/}:| No =

dzdz
\/No—l—l/ meN0+1(Z Z2)ng+1(2, 25 21, 215+ 5 2Ny ZNg) (3.11)

donde fz;,?j significa que la coordenada j no aparece. Por tanto, el operador
de creacién actiia sobre el espacio de Fock fermiénico pasando de AM~IT((S) a
ANeT4(9), v el de destruccién lo hace de ANHIG(S) a ANeTy(S). Esto puede
reproducirse para particulas y antiparticulas sobre los subespacios AN+T' (S) y
AN-T_(9).

Todos los operadores que describen la teoria de multiparticulas pueden expre-
sarse en funcién de los campos 1 y ¥, esto nos permitird pasar de la teorfa de cam-
pos a la de muchas particulas [16]. Del operador Hamiltoniano en electrodindmica
cuantica en (2+1) dimensiones que introducimos en el capitulo anterior podemos

pasar al Hamiltoniano de muchas particulas, es decir, sea

H = /dzdz Yi(z, 2)d (—zchv + eA(z, z)) W(z,2) : (3.12)

271

donde hemos definido el orden normal de forma que (0|H = 0. El conmutador de
este operador con los campos es:

[(2,2), H) = @ (—ichV + eA(z,2) ) (2, 2)
[0f(2,2), H) = —¢1(2, 2)a@ (—ichV + eA(z, %)) (3.13)

2f(z, %) es una funcién valuada en C? infinitamente suave y cero fuera de algin intervalo
finito [136].



122 CAPITULO 3

Y su accion sobre un estado con N, particulas es:

<Zl7517 e 7ZN+7§N+‘H‘\IJ> =

= <0|W(Zl751) o ‘¢(ZN+75N+) ) H]|\Ij>

Ny
= {Z a (—ichvl + eA(zr, 21)) } U(z1, 21, , 2N, ZN,) (3.14)
=1

Mientras que para N_ antiparticulas tenemos:

<Zl7217 e 7ZN_72N—|H’\II> =

= (0" (z1,20) -+ WM (en_ 2n0 ), H|W)
= —\If(zl’ 21, SRR ZN_V?N_> {IX_:O_Z (—Z'Chﬁ[ + 614»(2[, 2[))} (315)

Para un sistema en el cual las particulas interaccionan con un potencial externo
Vi(z, Z), y entre si, con un potencial de interaccién a dos particulas V(|21 — 23|)
tenemos el Hamiltoniano

H= /dZdZ Vi (2 z){ ( —ichV + eA(z, z)) + Vl(z,é)}w(z,é) : (3.16)

2mi
LB [ i 2t (2 Wiz — /ol (. 2) - (317)
ug) 2mi
tal que
N — —
(21,21, 2ns En | H| W) = {Z {@(=ichV1+ eA(zr, 21)) + Vilar, 1) }
I=1

N
+Y Va(lzr — ZJ|)} U(z,21, -, 2n,2n) = EV(21, 20, -+, 28, 2n) - (3.18)
1<J

El resultado es la ecuacién de Dirac en (2 + 1) dimensiones para N particulas
que interaccionan entre si, moviéndose en el plano en presencia de un campo
magnético constante y de un potencial externo, que comprende la interaccion con
las impurezas. Esta ecuacion da una descripcién relativista de la Teoria de R.B.
Laughlin.

Si despreciamos la interaccién con las impurezas, Vi(z,z) = 0, el sistema seréd
invariante bajo rotaciones, y el estado fundamental para muchas particulas ha de
ser propio del Hamiltoniano y del momento angular total. El operador momento
angular total J3 para muchas particulas es:

<zla217 T 7ZN72N|J3|\IJ> =

N 0 0 1 _ _
Zh 2187 82 + 0'3 \11(2172’1,"',2’]\[,2]\[) (319)
I=1

21
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donde B
_ [dzdz

Js = apT(2,2) {Ls + Ss} (2, 2)

La idea de las teorias desarrolladas por Laughlin, Haldane, Halperin y otros

211

[108], es que este estado fundamental debe describir un fluido cudntico incompresi-
ble para ciertos valores racionales del factor de llenado. Es decir, debido a la inter-
accion repulsiva entre los electrones, éstos asumen la configuraciéon mas simétrica
posible compatible con su densidad, de manera que su energia sea la minima. La
propiedad de incompresibilidad del estado fundamental para ciertos factores de
llenado fraccionarios, como demuestran A.Cappelli et al. [19, 20|, puede caracteri-
zarse geométricamente como consecuencia de una simetria infinita presente en el
sistema. Plantearemos el estudio relativista de este problema, anédlogo al realizado
por A.Cappelli et al., para el caso no relativista.

Al estudiar las simetrias del problema de Landau para una particula, vimos
que el sistema era invariante bajo las traslaciones magnéticas, cuyos generadores
infinitesimales eran los operadores b v b'. Ademds, tenfamos infinitos operadores
Lpm = (b)"Ho™H nom > —1, que conmutan con el Hamiltoniano, y repre-
sentaban, por tanto, la simetria infinita del sistema. Estos operadores satisfacen el
algebra W, cuyo limite clasico es el algebra w,, de difeomorfismos que preservan
el area.

Estudiaremos, en primer lugar, la simetria infinita del Efecto Hall Cuantico
Enteroque nos dara una condicién de incompresibilidad para el estado fundamen-
tal correspondiente a factores de llenado enteros. Para ello es conveniente dar una
representacion de estos operadores en el espacio de Fock fermidnico, asi consider-

€1maos:

dzdz

211

Lom = (2, 2) Lo (2, 2)

que en funcién de los modos propios:

[e.o]

k'=0

¥ o0 \/(k”+m’)!(k’—|—m’+n—m)! ;
En,m - Z (k;’—i—m’—m— 1)! (B

k' m/+n—m
m'>m+1—k'
/
_Dli/7m’Dk/,m/+n7m) k’ 7é 0

Bk/ ’m/

o o0 \/(m’)!(m’—l—n—m)! ;
En,m - Z (m/_m_1)| m/4+n—m

m’'>m+1

A (3.20)
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donde hemos utilizado las expresiones obtenidas para los operadores b y b', (2.111)
y (2.112), en funcién de los operadores de creacién y destruccién de particulas,
antiparticulas y modos cero.

Es decir, el operador £, ,,, es la suma de términos correspondientes a cada nivel
de energia. Para un valor fijo de (n —m), el operador L,, s, desplaza electrones,
aumentando n —m > 0, o disminuyendo n —m < 0, su momento angular en cada
nivel de energia (B);,jm, B Yy Al +sAms); 0 positrones, disminuyendo n—m > 0,
o aumentando n —m < 0, su momento angular ( D,Z,M,Dk/’m/ﬂ). Es decir, actian
como operadores escalera en cada nivel de energia, conectando estados fermiénicos
con el mismo factor de llenado y con la misma energia, pero diferente momento
angular total [19].

En el Efecto Hall Cuantico Enterotenemos un tinico estado para cada factor de

llenado:
f=14) = [lo,- L5 li—n o Lims o5 Lic——1) -5 Licyms )
= Agh'.Ain“.BI,—I."B-lr,m”.B;rfo(ifl)“'Bz-‘rfl,m”'lo>
con
Al lf=4) = 0,¥m>0
Bl |f=i) = 0,k=0,1,....i—1, Vm>—k
Bimlf=14) = 0,Vk#0,1,....i—1, m>—k
Dimlf =1 = 0,Vk#0, m>—k (3.21)

El operador L, ,,y actuando sobre el estado fundamental para factor de llenado
f =1seanula para —1<n’ <m':

Lo |f =1) = L0 {A)--- AL -0} =0 (3.22)

n',m’

Es decir, este operador actiia disminuyendo el momento angular paran’ < m’y,
por tanto, se anula sobre el estado fundamental cuando esta completamente lleno.
Ademas, no puede generar transiciones a niveles de energia mas altos porque actia
horizontalmente dentro de cada nivel de energia. En realidad, si fueran posibles
transiciones de una o mas particulas a niveles mas altos se reduciria el momento
angular, y por tanto, el fluido se comprimiria.

En general, para cualquier factor de llenado entero resulta:

Ln/’m/ ’f = Z> = 0 s —]. S 'n// < m/ (323)
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Estas condiciones caracterizan la incompresibilidad del estado fundamental
para el efecto entero. Es decir, pueden interpretarse como las condiciones alge-
braicas de incompresibilidad ya que todas las transiciones que disminuyen el mo-
mento angular del estado fundamental (comprensiones) son imposibles. Esta
simetria cudntica del estado fundamental para factores de llenado enteros, en el
limite clasico representa que el drea ocupada por el fluido permanece constante y
cualquier deformaciéon cambiard su forma pero no el area que ocupa. Por tanto,
las diferentes configuraciones del fluido incompresible estaran relacionadas por los
difeomorfismos que preservan el area, cuyos generadores satisfacen el dlgebra wy.

Si el sistema se encuentra en una superficie de area finita A, el estado funda-
mental para factor de llenado f = 1, con N particulas en N modos, sera:

Yoo(21, 21) Yoo(22,22) ... Yoolzn, Zn)
W (2.7 iw.En) = 1 Vo1 (21, 21) Yoi(z2,22) ... Yolzn, 2n)
f=1\F1, <1, """, #N, <N _ﬁ . . .
Yon-1(21,21) Yon-1(22,%2) ... Yon-1(2n,2ZN)

Los generadores infinitesimales £, ,, para un sistema de muchas particulas

son

<Zl 1,°°° 7ZN72N| En’,m’ |¢f=1> =
|

= <O [1/)(217 21) T w(zNa 2N>a ‘Cn’,m’]|¢>
N

- {Z(b;)nlﬂb?ﬂﬂ} Yy=1(21, 21, 2N, 2N) (3.24)
=1

Luego en primera cuantizacion la condicion de incompresibilidad para el estado

fundamental es exactamente la misma,
Lo p=1(21, 21,28, 28) =0, —1<n' <m/ (3.25)

Esta propiedad de incompresibilidad del estado fundamental para factores de
llenado enteros puede implementarse para factores de llenado fraccionarios. Sin
embargo, no podemos describir el sistema en la aproximacién de particula [ibre
para factores de llenado fraccionarios ya que no seria posible encontrar un tnico
estado fundamental cuando se ocupa parcialmente el primer nivel de Dirac-Landau.
En realidad, para un ntimero finito de particulas, N, y de modos cero, M, tenemos
un total de (% ) estados posibles, de igual energia y con el mismo factor de llenado
f=%<1

IN; by loy oy In) = Al AL - A [0)

h<lb<---<Iy,;=0,1,2,..M—1 (326)
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En representacién de coordenadas, para cada factor de llenado 0 < f < 1,
resultara:

Yo, (21, 21) Yo (22,22) ... Yo (2N, 2ZN)
1 | Yo(21,21)  Yo(22,22) ... Yo,(2N, 2N)

Yoy (21, 21) Yoy (22,22) .. Yoy (2N, ZN)

Si tenemos en cuenta la interaccién coulombiana entre las particulas, se rompe
la degeneracion, dando lugar a un unico estado fundamental para factores de
llenado fraccionarios. Siguiendo el planteamiento de R.B. Laughlin [81], supon-
gamos que este estado es una combinacion lineal de determinantes de Slater de
N particulas en M = Nm modos, es decir, un estado con factor de llenado
f= % = %, con m es un entero impar, donde cada particula puede tener un
momento angular: [ = 0,1,---, Nm — 1. En funcién de los estados introducidos
en la Seccién 2.2.3, para factores de llenado fraccionarios podemos construir un
estado equivalente al estado de Laughlin para N particulas, como una combinacion

lineal de los mismos, es decir:

N
1 m m m ZK(IJ)

Nf=) = 3 S Y (mni

K12y, Kan)=0 K23, K@2n)=0 K(n-1,7m=0

ﬂ( m ) t i
X Al - Al 0)
I<J K( Y

= 3 IT(—1)%e (KZZ)) 11_121 Al 10) (3.27)

donde
N -1
J=I+1 J=1
tal que
N N(N -1
> myp = (2)m =L (3.29)

L es el momento angular total (orbital) para las N particulas en la direccién del

campo magnético.
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En representacién de coordenadas el estado fundamental viene dado por:

m N N
m
wN,L(ZbZl?”'aZNaZN) = § : I I (_1)K(IJ) (K > I I woﬁ”[(’ZI?EI)
m () /) 1=1

{K([J):O} I<J
VI<J=1,.-\,N

(3.30)
donde g, (21, Z1) es el espinor correspondiente al primer nivel de Dirac-Landau
o modos cero (1.107). La primera componente de este espinor para N particulas,
con factor de llenado f = %, es:

m N m N
Uy,a(z1,21, 28, 28) = > IEnfe (K ) LI Youm, (21, 21)
" {K(]J):O} I<J I/ 1=1
VI<J=1,,N

N
N —5 Dl
= N [ -z)me =

1<J

(3.31)

que coincide exactamente con la funciéon de onda propuesta por R. B. Laughlin
para el problema no-relativista.

Este estado (3.30) es propio del momento angular total con autovalor: J =
N(N-1)

—5—m+N %; y el momento angular de cada particula en él es siempre menor

que: (N —1)m. Asi,
J wN,%(Zlazh”'szazN) =

N 0 o) 1
= 1h{<21821 _21(921> +203}?/1N,;L(21,517'“7ZN75N)

:<N(]\72 )

I
=t

1
m+N2) VYn.2 (21,21, 5 2N, ZN) (3.32)

Podemos calcular el valor esperado del operador densidad de carga, p, en este

estado: L deds
S ) (3.33)

donde o )
(N, f = %‘ [ (Z7Z)2,¢(Z7Z)} IN, f = %>

(N, f=EIN.F=1)

Pasando al limite de area infinita A — o0, y suponiendo una distribucién

n(z,z) = (3.34)

uniforme de carga, resulta:

(p) = —eifj <7711 - ;) (3.35)
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Esta expresion coincide exactamente con la calculada en general para un factor
de llenado 0 < f < 1, (2.175), pero aplicada al caso: f = % La densidad de carga
respecto del vacio sera entonces:

_ 1 <eB>
= —_ v = —e— _—
P Pf—pP m \ e

po = Ololy=+5 (%) (3.36)

La densidad de corriente covariante en este estado fundamental y en el limite
de 4rea infinita:
(") = L (3.37)
T T m '

Y por tanto, el tensor de conductividad para este sistema es:

2

0 L% 1 )
o= L2 ™ , f=—, mimpar (3.38)
“mn U m

En definitiva, hemos visto que el estado fundamental de R.B. Laughlin puede
obtenerse en este contexto de Segunda Cuantificacion si sobre el estado vacio apli-
camos una combinacién lineal de operadores de creaciéon de modos cero, con unos
coeficientes, que son productos de coeficientes binémicos, y dependen del inverso
del factor de llenado. Esta combinacién lineal tan concreta tiene algunas carac-

teristicas importantes:

e Las particulas en este estado estdn fuertemente correlacionadas entre si, de
tal forma que para zy =2z, , I,J =1,2,---, N la funcién de onda se anula.

e Es un estado propio del momento angular total. En un sistema de N

particulas fermionicas éste tiene un valor minimo igual a: J = N(]\;_l) +N %
Si considerasemos una interaccion repulsiva a dos cuerpos las particulas
escaparian al infinito de no estar confinadas a moverse en una superficie
finita. De esta forma, cuando suponemos una superficie de area finita, no
seran posibles todos valores del momento angular para cada particula; y
para que el momento angular total del estado fundamental sea exactamente:
h (Wm + N %), necesariamente cada particula debe tener un momento
angular (orbital) menor o igual que: [ = (N — 1)m, entre todos los posibles,

l=0,1,--- Nm — 1, para esa superficie.

e Se deduce, pues, que en el estado fundamental considerado, cuya primera
componente coincide con la funciéon de onda variacional de R. B. Laughlin,
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el nimero total de modos (de una particula) ocupados por cada particula es
precisamente: (N —1)m+ 1y, por tanto, el factor de llenado, para la funcién

de onda de Laughlin, es: f = W, que en el limite termodinamico:
f N ~ N 1

= (N-1)m+1 =~ Nm — m"

e El sistema asi descrito puede verse como un fluido incompresible para un
numero finito de particulas. Como veremos mas adelante, este estado veri-
fica las mismas condiciones de incompresibilidad que el estado fundamental
para factores de llenado enteros, como consecuencia también de una simetria
infinita. Sin embargo, los generadores infinitesimales de dicha simetria no
son exactamente los operadores L,, ,,, sino una proyeccion de los mismos sobre

el primer nivel de Landau para el problema con interaccion.

e Este estado describe el Efecto Hall Cuantico Fraccionarioen el limite de area
infinita. Para tomar este limite debemos suponer que el fluido tiene una

densidad uniforme.

e Por 1ltimo, como veremos en la siguiente Seccién, se puede comprobar, para
sistemas con pocas particulas, que esta combinacién lineal de determinantes
de Slater es la que hace minima la energia de interaccion Coulombiana.

3.2 Meétodo variacional

La teoria libre de electrones de Dirac moviéndose en un campo magnético constante
puede verse como la aproximacién a orden cero de la Electrodindmica Cuéntica
en (2+1) dimensiones. En Electrodinamica Cudntica tridimensional tenemos la

accion:
S = /d?’x {cw(w)’y“ (ih@M + iA,Ax)) w(:lr)} + /d?’x {—leFm,(x)FW(x)}
El potencial vector puede expresarse de la forma:
Ay(z) = AT () + ay(z) pw=0,1,2
y el tensor electromagnético sera, por tanto,

ESY = 0,A7 () — 9,A5 ()
fow = Oua,(z) — Oya,()
Fu = Fo4f, (3.39)
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El campo externo en el gauge simétrico viene dado por:

B B
ATt =0, AP = Tan, A= T

Ft=0,i=12, F3'=B (3.40)

Asi pues, la densidad lagrangiana para los campos libres sera

Lo = i)y (0, + A7 (@) () - iFW(:IJ)F“”(x) (3.41)
y la densidad lagrangiana de interaccion,
_ 1.
L1 = ef@n au()o(e) = — (@), (x) (3.42)

donde j#(x) = —ecth(z)yh(z) = (ep(x), j(x)) es la densidad de corriente conser-
vada [92].

Pasando al sistema de unidades naturales, h = ¢ = 1, vemos que la carga ya
no es una magnitud adimensional, como sucede en electrodinamica cuantica en
(3+1) dimensiones, sino que tiene dimensiones: [e | = L~2. Como consecuencia de

. . . 2
esto, la constante de acoplamiento adimensional es ahora: A = \/ee—B, y no la cons-

tante de estructura fina, [70]. Nos interesa estudiar la teorfa hasta primer orden
en esta constante adimensional, y para ello, necesitamos conocer los propagadores
del fotén y del fermion.

Hemos estudiado ya la cuantizacién canénica del campo fermiénico en presencia
de un campo externo. La cuantizacion candnica para el campo electromagnético
libre en (2+1) dimensiones es equivalente al problema cuadrimensional. Asi, en el
formalismo covariante de Gupta y Bleuler, [92], tenemos la densidad Lagrangiana
de Fermi:

L= —;@au(:p)@”a“(x) (3.43)

Los campos conjugados son: 7 (z) = —a*(z), y las relaciones de conmutacién
candnicas a igual tiempo:

[a"(Z,1),a” (g, 1)] = [a"(Z,1),a" (g, 1)] = O
1,8 (F,0)] = —i ¢ — ) (3.44)

S
=
—~
5

Las ecuaciones para los campos:

Oa'(x) =0 (3.45)
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que coinciden con las ecuaciones de Maxwell si imponemos la condicion de Lorentz,
d,a*(x) = 0. Podemos expresar los campos en funcién de un conjunto completo
de soluciones de estas ecuaciones (3.45):

a'(z) = Y ! (€ (F)br (k)™ + et (k)b (k)™ ] (3.46)
5 o 2AwE

donde k° = w; = |E\ Se suma a todos los vectores de onda permitidos por las
condiciones de contorno peridédicas en una superficie de area A, y a todas las
polarizaciones independientes, » = 0,1,2. Los vectores de polarizacion, (—:ﬁf(/’g)7
satisfacen las siguientes relaciones de ortonormalidad y completitud:

€r<k)€s<k) = _grars , rs=0,1,2

> &er(k)e) (k) = —g"

So=-1,4=86=1 (3.47)

De las relaciones de conmutacion covariantes se deduce que el propagador de
Feynman para el fotén es:

(O[T {a*(z)a"(z')} |0) = iDf’ (x — ')

1 —gh 4
DNV —_ / 3 —ikx 4
r () (2m)3 @k k2 +ie ¢ (3.48)

Para una polarizacién concreta:

(k) = n*=(1,0,0)
ei(k) = (O’EL(E))
(k) = <o,|%>,;z.a<z>:o (3.49)

El propagador puede separarse en tres sumandos:
Dy’ (k) = Dpp(k) + Dio(k) + Dpg(k)

Tenemos una contribucién asociada a los fotones transversales, que en el plano
tienen solo un grado de libertad, y el resto puede separarse en dos sumandos

si tomamos una combinacion lineal concreta entre los fotones longitudinales y
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escalares. Es decir,

4 1 7 v 7
Dipr(k) k2+z‘e€/f(k)€1(k)
y ntn?
Dipo(k) = ) — 2
Y 1 EtEY — (kn)(k*n” + kYn*)
Dir(F) = 15775 [ (kn)2 — k2 (3:50)

Para el campo fermionico el propagador de Feynman en presencia de un campo
externo sera:

(01T {tha ()
Zeszk —t)

O (a0 )0) =
> (V@5 (@) e P it >t

k,m

(x )}|0>

B\
(wkm km )>O<,H + 5041 6,81 g(f_ -f,) sit >t

(3.51)

donde ¢g(Z — &) es la funcién de correlacién a dos puntos igual a:

7 Z \I/[)m —»/) _ @6—%\5—5 |2€i f(a: xo—xhr1) (352)
2
Nos interesa estudiar los procesos de scattering entre particulas cargadas, a

2 .
primer orden en el parametro adimensional A = \/——B, es decir:

/de/dSm' jf(x)f)pw(x —2')55(2) (3.53)

donde denotamos por: j*(z) = (dgﬁ §*(x) ¥ Dp(x —2') = VeB Dpy,(x — 2').

De los tres sumandos del propagador del fotén es inmediato que la contribucién
de Dpeyw(z — ') corresponde a la interaccién instantanea de Coulomb entre las
densidades de carga: pi(Z,t) y p2(2,t), pues:

1 1
Dpoy(x— 7)) = o—In———3(t — 3.54
FCpu ( ) guog 047r ]f-f’] ( ) ( )
El propagador transversal Dpr,, (¢ — 2’) dard la interaccién electromagnética
entre jy(z) y j2(2'). Y, por tltimo, el término Dpgy, (z — ') dard cero como
consecuencia de la consevacion de la densidad de corriente.
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Cuando tenemos ocupacion fraccionaria de los modos cero hemos visto, en la
teoria libre, que hay una degeneracion infinita entre estados con el mismo factor
de llenado. Como los modos cero son autofunciones de 7° resulta que ' y ~2
no pueden acoplarlos, y por tanto, las particulas que ocupan los modos cero sélo
pueden interaccionar coulombianamente [70]. Asi pues, para determinar el estado
fundamental con ocupacion fraccionaria debemos considerar la interaccién colom-
biana residual entre las particulas en los modos cero. Esta interacciéon en el plano
viene dada por el potencial logaritmico V(|7 — 7’|) = €? lnﬁli,'. No obstante, en
el material semiconductor donde se observa el efecto Hall cuantico sélo los elec-
trones son bidimensionales. Si tenemos en cuenta la posibilidad de que los fotones
transversales tengan dos estados de polarizacién, uno en el plano y otro perpen-
dicular al mismo, la interacciéon Coulombiana entre los electrones vendra dada por
2 1

e En definitiva, el problema es equivalente al

el potencial V(|Z — 2'|) = e
planteado por R. B. Laughlin en el caso no-relativista.
Todo esto nos lleva a considerar un Hamiltoniano efectivo, que para N particulas

Sera:
N

HN:Z{ (—zcﬁV1+eA 21, 21 )}+Ze

I=1 1<J

|ZI — ZJ| (3.55)

Utilizaremos el método variacional para determinar el estado fundamental del
sistema cuando ocupamos un nimero finito de modos cero tal que f = %, m impar .
El Hamiltoniano conmuta con el momento angular total, y por tanto, el estado
que buscamos debe ser propio de ambos operadores.

Supongamos que el estado buscado tiene un momento angular total deter-
minado, que en funcién del inverso del factor de llenado es: J = L 4+ S =
Wm + N %; y que el momento angular de cada particula no puede tomar

cualquier valor, sino que esta restringuido a: [ < (N — 1)m. Seleccionamos, asf,

Nm
N

modos distintos, un subespacio de estados en el cual buscaremos qué combinacién

entre los ( ) determinantes de Slater posibles, para N particulas en M = Nm

lineal hace minima la energia de interaccién Coulombiana.
Para el problema mas simple de dos particulas tenemos los determinantes de

Slater con factor de llenado f = % dados por:

(21, B 22, ) = 1 Yo, (21, 21) Yo (22, Z2)
1, #1, <2, <2 _
n V2 ?/1012(21721) ¢012(Z2,Z2)
ll,lg :O,l,"' 2m — 1 ll <y (356)

Los subespacios con momento angular total: J = m + 1; y con, I; < m,
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I =1,2, son:
m = 3 5 {¢0,3 ) ¢1,2}
m = 5 ) {5, V14, a3}
m = T : {Wo7, Y16, Vo5, Y34}
m = 2k+1 ) {wo,m ) wl,mfl )t 7wk,k+1} (357)

El valor esperado del potencial de Coulomb en dos cualesquiera de estos es-
tados puede expresarse en funcién de los determinantes de Slater del problema

no-relativista equivalente, es decir:

(U, (21, 21520, 22)| V(|21 = 201) [V (21, 21520, 25)) =

dZ]dZ] dZJdZJ 1 62

l1,l2 (zla 2]7 2T 2J>

Yu (21, 215 27, 27)

211 211 |Z[ - ZJ‘
dZ[dZ[ dZJng 62
* .. ~ ~aoe ~
= | 5 o i (21, 21520, 2) o= Wy (21, 215 20, 2)
1 — 2
Donde ¥y, 1, (21, 215 25, Z1) es:
2
Lk 1 9
i TR gl
L 21,21, 29, 29) = e I=1 3.58
ll,lz( 1, <1y <2, 2) 7Tll1+l2+2 2' lll 12' ( )
lh o
)

Calculamos los elementos de matriz del potencial de Coulomb en cada uno de
estos subespacios, tenemos asi una matriz (k 4+ 1 x k + 1) para cada m = 2k + 1,

que diagonalizamos. El autovalor de minima energia para cada m es:

2

m = 3 V:%0.391661
62

mo= 5 Ve 0.308433
62

m = 7 , V:70.262535
62

m = 9 , V:70.232453

(3.59)
y el autovector correspondiente:

m = 3 y @3(2,5) ~ —0.5 \Ifog(Z, 2) + 0.866025 \1112(,2',5)
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m = 5, &5(2,2) ~ 0.25 Ups(z, 2) — 0.550017 W14(z, Z) + 0.790569 Toy(z, )
m = T, ®7(z,2) ~ —0.125 Yor(z, 2) + 0.330719 Wy4(z, 2) — 0.572822 Wos(z, 2)
+0.73951W54(2, 2)
m = 9, ®g(z,2) ~ 0.0625 Vyg(z,2) — 0.1875 Wig(z, 2) 4+ 0.375 War(2, 2)
—0.57282 Wy6(z, 2) + 0.70156 Wys(2, 2)
(3.60)

con (z,2) = (21, Z1, 22, 22)-

Encontramos que el estado de minima energia coincide exactamente con la
funcién de onda variacional propuesta por R.B. Laughlin, [79], para el problema
de dos particulas. Para cada m = 3,5,7,---:

q)m(217217z2722) X \Il (Z1721722722)

1
m

donde la funciéon de onda de Laughlin es:

1
ql (21721722722) -

1 s (1= 2)" e~ mz (a1l +l2?) (3.61)
m T m

O lo que es lo mismo, si proyectamos el estado calculado sobre el estado pro-
puesto por R. B. Laughlin resulta que:

<q>m‘\11%>
\/<®m|®m><qj%|qj%>

En general, la energia Coulombiana para dos particulas en el estado de R.B.

=1. ,VYm=2k+1 (3.62)

Laughlin, que coincide exactamente con el autovalor minimo calculado para cada

m, es:

V:

e; L + 5] (3.63)

V2 m!
Pasemos al problema de tres particulas, tenemos para f = % los determinantes
de Slater:

1 Yo (21, 21) Yo, (22, 22) Yo, (23, Z3
Uty a5 (21, 21, 22, 22, 23, Z3) = Tar Yo, (21, 21) Yo, (22, 22)  You, (23, Z3)
o (21, 21) Yoy (22, 22)  boi (23, Z3)

li,l5,13=0,1,---,3m — 1 <y <l (3.64)

Los subespacios con momento angular total: J = 3m + %; y con, l; < 2m
1 =1,2,3, son:

m = 3, {1/10,3,6§ 1/)0,4,5; ¢1,2,6; ¢1,3,5; ¢2,3,4}
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m = 5, {05103 Y069 Yors; V14105 Y159
¢1,6,8; ¢2,3,10§ 1/)2,4,9; %,5,8; ¢2,6,7; ¢3,4,8% 1/13,5,7; @/)4,5,6}
(3.65)

Puede observarse que para tres particulas la dimensién de los subespacios au-
menta mucho para valores de m altos y, por tanto, nos quedaremos sélamente
con el caso mas simple m = 3. Para calcular el valor esperado del potencial de
Coulomb podemos tomar los determinantes de Slater del problema no-relativista,

es decir,
Lo 13
1 IR N 57 Z |2r|?
Wi 0,05 (215 21, 22, 22, 23, 23) = —— 2 2 2 e 2B =
A1 R2 <3
(3.66)
La matriz de Coulomb serd una matriz (5 x 5), y su autovalor minimo es:
o2
V= T 1.01437 (3.67)

El vector propio correspondiente es:

(1)3(2, 5) ~ —(0.118154 \11036(27 Z) + 0.358425 \11045(2, Z) + 0-314257‘11126(27 Z)
—0.459525W35(2, 2) + 0.740034Wo34(2, 2) (3.68)
con (Z, 2) = (Zl, 21, 29, 22, Z3, 23).
Proyectando este estado sobre el estado variacional propuesto por R.B. Laugh-

lin para tres particulas con un factor de llenado f = % tenemos:
(©3]W1)
V(P3| @3} (W1 [T1)
La funcién de onda de Laughlin en este caso es:
3
1 3 *Q%QZ |ZI|2
——— J[Gr—2z)%e 1=

I<J

= 0.993606 (3.69)

\P%(thlvz%z%z&ég’) - T/ 112

Luego, para tres particulas estos estados no coinciden exactamente aunque son
practicamente iguales. Es decir, el estado variacional de Laughlin no es exacto,
para un numero de particulas mayor que dos, pero es el que mejor se aproxima a
la combinacion lineal de determinantes de Slater que hace minima la energia de
interaccién Coulombiana [81]. Por tanto, se trata de una buena aproximacién para
el estado fundamental del sistema cuando tenemos ocupacién fraccionaria de los

modos cero.
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3.3 Interpretacion Topoldgica

La cuantizacion de la conductividad Hall en multiplos enteros de % es extremada-
mente precisa e independiente de la geometria y caracteristicas del material. Esto
induce a pensar en un origen topolégico del fenémeno. Tal y como han pro-
puesto D. J. Thouless, y otros autores, oy puede reconocerse como un invariante
topoldgico [75, 101, 123, 124]. Plantearemos en este apartado el anélisis de Thou-
less en el marco de la teoria relativista que hemos desarrollado en los capitulos
anteriores [49].

Como propone D. J. Thouless, consideremos un doble efecto Aharanov-Bohm,
de forma que el dispositivo sobre el que se estudia el efecto Hall sea el mostrado
en la Figuras 3.1 y 3.2.

Figura 3.1: Dispositivo para medir la resistencia Hall, hay una corriente fija J que pasa
a través de las emplomaduras (A,C), y el voltaje se mide con el voltimetro V entre las
emplomaduras (B,D).

El Hamiltoniano de Dirac para una particula, sin masa, en este sistema puede
expresarse en funcién del potencial vector, a@(t)?, asociado a los flujos de los
solenoides dependientes del tiempo ®1(t) y ®o(t). Es decir:

HP(ar(t), ax(t) = @ | cp+ e(A+a(t)) | + Vi(a, 22) (3.70)

donde A es el potencial vector asociado al campo magnético constante B, que
tomaremos en el gauge simétrico; y Vi(x1,2z2) es la energia de interaccion de la

particula con las impurezas, que en primera aproximacion puede despreciarse.

3En el gauge de Weyl ag = 0.
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Solenoid

Solenoid m Q"J
11

& Current Loop

Figura 3.2: Las emplomaduras de corriente y voltaje son reemplazadas por dos tiras de
material bidimensional, con dos solenoides pasando a través de cada lazo, cuyos flujos
son variables ® ; y ®y. El voltaje se genera al variar el flujo que pasa a través de uno
de los solenoides, mientras que el otro se utiliza para medir la corriente a través del lazo

de corriente. La topologia de este sistema es la de un toro. [124]

La fisica es periddica en los flujos ®; y &5, ya que las particulas no sienten
la presencia del campo magnético cuando el flujo esta cuantizado [114]: &1, P, €
[0, %] Ademas, la variacion de los flujos en el tiempo inducird una variacién en
las corrientes j; v jo2, que vendran dadas por:

= —cC OHY =—eca
T T %)
| o :
= —_ = — 3.71
J2 ca%(t) eca (3.71)

Queremos encontrar el espectro y los espinores para este Hamiltoniano de Dirac
dependiente del tiempo. Si suponemos una variacién infinitesimal del potencial
vector 0d(t), y en definitiva de los flujos, el Hamiltoniano seré:

DD OHP

HY (B (1), 0ax(1)) = HP(0,0) + T Ldan (1) + !

Sas(t) (3.72)

Que matricialmente puede expresarse

HP(a,(t),6as(t)) = ( iy (52 ) b (5‘52(75)) ) (3.73)

donde
D(da,(t)) = D(0) + e da,(t) da.(t) = day(t) +idai(t) (3.74)
1(0) + e dax(t) das(t) = daa(t) — iday(t)
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con D(0) y D(0) dados por (1.100). Es decir, tenemos:

HP (5a(t),dax(t)) = HL(0,0) + V(Ja,, daz) = HY(0,0) + e ( 5@‘_3@ 5a6<t) )

(3.75)

Es posible determinar el espectro de este Hamiltoniano conocido el de HP (0, 0).
Como vimos en el primer Capitulo, los niveles de energia para el Hamiltoniano de
Dirac en un campo magnético constante estan degenerados en el momento angu-
lar total, y podemos distinguir tres tipos de soluciones: los modos “fermiénicos”,
ity ., con k # 0, y los modos cero, ¥o,. Si aplicamos la teorfa de pertur-
baciones dependiente del tiempo, no degenerada *, en la aproximacién adiabatica
(suponiendo que los autovalores y espinores propios cambian suavemente con el
tiempo), resulta:

a) Para los autovalores

By (ba.,0az) = Ep(0,0) + > (trm|V(da., daz)|thym)

(Vk,m|V (6az, 0az) [P o) (Y o |V (02, 6az) [k m)
+ Z Ek — Ek’

K £k
m/#m

+ 0((0a.)?, (daz)?) (3.76)
b) Para los espinores

<wk’,m’ |V<5GZ7 50/2) |wk,m>
E, — Eu

|¢k7m(5az>5a2)> = |wk7m>+ Z |¢k’,m’>

k! #k
m!#m

+ 0((6a.)?, (daz)?) (3.77)

Recordemos que una base ortonormal de espinores para el problema sin flujos

es:
1 |\I]k m> |\I]0 m>
im0 = —= ’ , [Yom) = ’
kym/ k% V2 FIVs1ms1) 0
Si nos quedamos a primer orden en la perturbacion, para la energia encon-
tramos:

<77Z}l:€t,m|v|¢l?ct,m’> =0 ) <w0,m|v|¢0,m’> =0 5 mem, (378)

4Los elementos de matriz del Hamiltoniano de interaccién, HP (t) = e@-da(t), entre diferentes

estados de igual energia son nulos [103].
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puesto que
+ it dzdz |+, _ ;| =
<wk,m‘a |wk,m’> = 2i k,m (’Z? Z) & wk,m’(27 Z) =0 (379)
, dzdz 4
(%,m’@l\iﬂo,m/) - 27i 7wa,mT(% Z) o wO,m’(Za Z) =0 ) vmvm,

Es decir, la correccion a primer orden para la energia es nula y serd necesario
ir al siguiente orden de aproximacién. Sin embargo, para los espinores tenemos ya
a primer orden una correccién no nula.

Es posible, no obstante, encontrar una expresién para la energia y para los
espinores en el caso de una variacion finita de los flujos ®; y ®,. Para ello es
conveniente observar la analogia existente entre este problema y el de un potencial
periédico unidimensional, en el que se utiliza la aproximacién tight-binding [114,
9]. Esta aproximacién se materializa en nuestro problema si despreciamos en el
desarrollo en teoria de perturbaciones, para los términos de orden mayor que dos,
los sumandos que se refieren a la transicién desde un nivel de energia dado, k, a
nivelescon k > k+1ok <k —1.

Es decir, consideremos el Hamiltoniano dependiente de los flujos (3.75), si
suponemos que los elementos de matriz diagonales de este operador, en la base
ortonormal de espinores {|1;,,.), [to,m)}, son:

<1/10,m|H1D(5%7 5a2)‘w0,m> = EO =0 (380)

y, que los tnicos elementos de matriz no diagonales distintos de cero vienen dados
por:

(Vi1 m | HY (8az,002)[y,) = FA
(Wh 1 HY (802, 0a2) [y ,) = FA
<wl:ck+1,m71’HlD(5a275a2)|w0,m> = FA? (3.81)

(con A y AY independientes de k y m), podremos expresar el Hamiltoniano en la

forma:

H1D<5a2’7 5a’f)|¢l—i—,m> = E/j|¢]:m> - A|¢2_+1,m—1> - Ald)lj—l,m—i-l)
H1D(5a27 5a5)|¢];m> - El;|1/}l;m> + A|1/}k7—§—1,m—1> + A|¢l;—1,m+1> ) k ?é 0
HY (a,,0a:)|om) = Eoltbom) — A()Wfr,m—ﬁ + AOWim—ﬁ (3.82)

Del mismo modo que en el problema de un potencial periédico unidimensional
[114], y teniendo en cuenta que Ej no depende de m, es posible encontrar una
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combinacion lineal de los estados de la base que sea propia del Hamiltoniano en

esta aproximacion, asi

o = 3 TRk )
m>—k
0)0 = Ze 2 [4ho,m) (3.83)

La variable angular 6 depende de los flujos, 0 = 6(01,0), donde 0; = =,
i = 1,2, que toma valores en 6 € [0,27], cuando los flujos toman valores en
P, € [0, %] La energia de este estado para cada valor de k es:

Ef(0) = Ef —2Acosd
E;(0) = E_ +2Acosf
Ey(0) = Eo (3.84)

para los modos “fermiénicos” y los modos cero.

Encontramos, por tanto, que la energia depende del niimero cuédntico k, que
determina el nivel del espectro de Dirac-Landau, y también de un paramentro real
6 que toma valores en el continuo. Cada nivel de energia, para A finito, se separa
en una banda de niveles con valores entre E;f — 2A y E; + 2A para particulas, y
entre E, +2A y E,. —2A para antiparticulas. La ecuacién (3.84) describe el flujo
espectral asociado a la variacién (adiabética) del potencial vector, y en definitiva
a la variacion de los flujos, caracterizada por los distintos valores de 6.

La degeneracion en m desaparece y cada nivel de Dirac-Landau se separa en
una banda de niveles de energia equivalente a la zona de Brillouin del potencial
peridédico unidimensional, en este caso seria la zona de Brillouin magnética. Sin
embargo, se trata de una banda de estados posibles para el sistema cuando éste
evoluciona en el tiempo de forma adiabatica, es decir, cuando variamos el campo
eléctrico, y por tanto, las corrientes en el material.

Por otro lado, los modos cero no sienten la presencia de los flujos y su energia
sigue siendo cero. El nivel de energia, £ = 0, no se separara en una banda cuando
variamos los flujos. Este hecho es coherente con el analisis de la Seccién anterior,
en el que veiamos que los modos cero sélo interaccionan coulombianamente, y no
a través de la corriente @, [70].

Analizado el problema de una particula pasemos al de muchas particulas. El

Hamiltoniano en presencia de flujos es:

dzdz
271

HP(ay(t), az(t)) = Y (2, 2)HY (an (1), aa(t)) (2, 2) - (3.85)
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tal que

HD<a1(t>7 CLQ(t)) \Ij(zlv Z17 cc 3 RN, 2N7 ai, a’2) -
N
ZHlD(Zla 213 a1<t>7 Gg(t)) \Ij(zla 21,4, 2N, ZN; a1, a2) (386)
=1
De manera andloga al problema de una particula, en primera aproximacién
para el efecto Hall cuantico entero podemos despreciar el potencial de interaccién
con las impurezas y el de interaccién entre las particulas.

Los operadores de corriente en el sistema de muchas particulas vienen dados

por:
dzdz dzdz -
Jio= 227r: Y2, 2) 10 (2, 2) == —ec ;T: (2, 2)at (2, 2)
dzdz dzdz -
Jy = 2271-: :l/JT(Z,?)jﬂp(Z,E) = —ec/ 2271-; (2, 2)a%(2,2) - (3.87)

La conductividad Hall se puede calcular a partir del valor esperado del operador
corriente en el estado fundamental del sistema de muchas particulas, que depen-
derda de los flujos y de su variacién en el tiempo. No obstante, no sera necesario
especificar cémo es este estado, basta con estudiar la respuesta del sistema cuando
cambian suavemente en el tiempo los flujos magnéticos. Es decir, supongamos que
D,(t) = ©;(0) + dP;(¢), o lo que es lo mismo, que el sistema interacciona con un
campo electromagnético externo muy débil, tal que da@(t) = —cE(t)t, donde E(t)
es el campo eléctrico débil [39]. En tal caso el Hamiltoniano de Dirac para muchas
particulas puede expresarse:

HP (5ay(t), das(t)) = HP (a1 (0), as(0)) — idal(t)Jl - i(SaQ(t)Jg (3.88)

La dependencia temporal del Hamiltoniano es pequena, y ademés varia lenta-
mente con el tiempo. De esta forma la teoria de perturbaciones puede aplicarse
en la aproximacién adiabatica [116].

Supongamos que el sistema se encuentra en el estado fundamental en el
instante t = 0: |Wq(a1(0),a2(0))), y que conocemos una base de estados ortonormal

{ |¢(ay(t),as(t)))} propios del Hamiltoniano de Dirac instantdneo ° :

HP(t) [¢(ar(t), as(t))) = E(t) [$(ar(t), az(t))) (3.89)

5Estos estados pueden expresarse como un producto antisimetrizado de los estados de una

particula.
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Queremos determinar el estado fundamental propio del Hamiltoniano de Dirac
cuando variamos los flujos en el tiempo, es decir, |¥y) tal que:

.0 D
tho [Wo(ai(t))) = H”(t)[Yo(ai(?)))

En la aproximacién adiabatica la correccién a primer orden para este estado
es:

() (P(ai(t))| 22t
E— B,

’\Ifo(al(t)» = ef%fotEo(t')dt' ’¢0(al(t))> +ih ; |¢E(a/7,
0 (3.90)

donde, para t = 0, |Vy(ay1(0),a2(0))) = |oo(ai(0),a2(0))). Los estados |¢pgr(a;(t)))
son estados excitados del Hamiltoniano de Dirac instantaneo.

De la ecuacién (3.89) se deduce que la variaciéon del estado fundamental
|po(ay(t), az(t))) en el tiempo viene dada por:

Ogo(t), _ 1
ot )= Eo(t)—E(t)<

(65(0) op T lon(t)) . E£ By (391

Teniendo en cuenta que el Hamiltoniano depende del tiempo a través del po-
tencial vector asociado con los flujos, tenemos:

OHP
= B h + Es(t).J, (3.92)

Si calculamos el valor esperado de los operadores de corriente J; y Jo en el
estado fundamental del sistema |¥q), queddndonos a primer orden en la pertur-

bacién, resulta:

(Wo(a:)|1[Wo(ai)) = (¢olas)|J1lo(a:)) +ih Y

E+Eq

[<¢o(ai)l%ﬁ]’!¢E<ai>><¢E<ai>|J1\¢o(az-)> <<Z>o(ai)|J1!¢E<ai>><¢E(ai>|%Hf|¢o(az)>]
(E — Ep)? (E — Ey)?

(3.93)

(Wo(ai)| Jo|Wo(ai)) = (¢olai)|J2ldo(a:)) +ih Y

E+#Eq

[<¢0(ai)|agj]ng(ai))(ng(ai)|J2\¢0(ai)> <¢o(ai)|J2!¢E<ai>><¢E(ai>|%Hf|¢o(az)>]
(E — Ep)? (E — Ey)?

(3.94)
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Sustituyendo (3.92) en estas expresiones:

A<J1>0 — El Zh Z
E#FEy

(E — Ep)? (B — Eo)?

l<¢o(ai)|J1|¢E(@z‘)><¢E(@z‘)|J1|¢o(ai)> <¢o(az‘)|J1|¢E(az‘)><¢E(az‘)|J1|¢o(az‘)>]

+Ey ih Y
E#E,

(E — Ep)? (B — Eo)?

[<¢0<az‘)|J2|¢E(ai)><¢E(ai)|Jl|¢O(ai)> <¢o(az‘)|J1|¢E(az‘)><¢E(az‘)|J2|¢o(ai)>]

(3.95)

A<J2>0 - E1 Zh Z
E#Eq

(B — Ey)? (£ — Ep)?

[(Cbo(ai)|J1|¢E(az’)><¢E(ai)|=]2|¢o(ai)> <¢o(ai)|Jz|¢E(ai)><¢E(ai)|<]1|¢0(ai)>]

+Ey ih Y
E+E)

(E — Ey)? (£ — Ep)?

[<¢o(ai)|Jz|¢E(ai)><¢E(ai)|<]2|¢o(az‘)> (Po(ai)| J2|pr(ai))(Pr(a:)| Ja|po(ai))

(3.96)

Los coeficientes lineales en el campo eléctrico E (), que suponemos constante y
uniforme, son precisamente la conductancia longitudinal y la conductancia transver-
sal o Hall. En definitiva, el valor esperado de la conductancia longitudinal y Hall
en el estado fundamental descrito, a primer orden en la perturbacién y en la apro-

ximacién adiabatica, es:

_ (@0l 11|0E) (D8] J2|do)  (Po|)2|0E)(DE]/1|¢0)
(012)0 = hE;EO (E — Eo)? (E — Ey)?
(o11)0 = (02200 = 0 (3.97)

Esta es la formula de Kubo para la conductancia Hall. Da la respuesta lineal de
la corriente en la direccién perpendicular al campo eléctrico aplicado [39, 124, 75].
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Si el sistema de muchas particulas se encuentra en una superficie de area finita
A = Ly Ls, y suponiendo que el campo eléctrico externo es muy débil y uniforme,
podemos determinar el flujo asociado:

(I)l(t) = —CtElLl s CI)Q(t) = _CtE2L2

que en funcién de las variables angulares 6;, i = 1,2 sera:

Podemos calcular la variacién del estado fundamental con los flujos:

‘8¢0>: P  OH

00; — H 06; ) (3.98)

donde P representa que el estado fundamental queda excluido.
Esto nos permite expresar la conductividad Hall en funciéon de las variables

o | O Oy | Oy
ou(61,02) = hKael 802> <892 26; >] (3:99)

esta es la férmula de Kubo-Thouless para la conductividad Hall [101, 124].
Thouless argumenta que oy(61,602) no puede depender de las condiciones de

angulares:

contorno, determinadas por los flujos ®; y @5, ya que los cambios en el borde de la
muestra no se sienten en el interior de la misma cuando las longitudes de correlacién
de las particulas, en el estado fundamental, son exponencialmente pequenas. En
esta situacion, es posible tomar como valor constante para la conductividad Hall
el promedio a todos los posibles valores de 6; y 05, es decir

2m Opo | Opo Oy | Do
th/ del/ bz Ka&l 862> <an 80, >] (3.100)

En ausencia de flujos y en la teoria relativista, el estado fundamental de muchas

particulas viene dado por: (21, Z1, - - -, 2n, Zn ), que es un elemento del espacio de
Fock fermiénico FN)(T(S)). T'(S) es el espacio de espinores de dos componentes de
cuadrado integrable para una particula en el plano; es decir, entendemos I'(S) como
el espacio de secciones de cuadrado integrable del fibrado trivial R? x C? — R?2,
donde R? es la base y C? la fibra. C? es el espacio en que se representa el grupo
spin(1,2; R). De esta manera, ¥y serd una seccién del fibrado R* x C? — R*Y,
donde es posible definir un producto inducido: { | ) : F™M @ F™) — C, que da

lugar a una métrica hermitica en el fibrado espinorial.
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Si introducimos los flujos encontramos que el estado fundamental dependera
también de dos variables angulares: ¢o({zs, Zr }; 01, 62). Es decir, serd una secciéon
de un fibrado F definido sobre T2 x R?" | que localmente es T? x R?" x C2. Sobre
las secciones de este fibrado esta definida de manera natural una métrica hermitica
[73]:

h(s1,82) = / shsy dvpa pen (3.101)

T2xR2N
La integracion en las coordenadas espaciales nos restringe h al subfibrado Eqp2
de base T2, de modo que para la seccién s = |¢o ({21, Z1}; 01,062)) tenemos:

h(s,s) = /T2<¢0’¢0> dvr2 (3.102)

donde
<¢0|¢0> = /R2N ng({zbEI};‘91’92)¢0({217ZI};‘91792) dvRQN (3103)

Dada h(s, s) siempre le podemos asociar una conexién w = h~'0h. Si la seccién
s es tal que |s| = (do|do) = 1, es decir, suponiendo que el estado fundamental
estd normalizado, la conexion sobre el fibrado restringido sera de la forma, w,
w = wy,dby + wy,dby, donde las componentes son:

I¢o

_ _iefiA(Gl,Gg) 9 61’/\(91,92)

wy, = —if 8701> - 00,
. . 0o s —iA(01,02) 9 iA(01,62)
we, = —i 892> = —te 3926 (3.104)

La conductividad Hall es precisamente la integral de la curvatura de esta

conexién en el toro, [39, 27, 24]:

62 o 2
oy = 27rh/0 d@l/o d¢92 [891‘«002 —692(.091]

—

e? 1 -
- h%AVA(Gl,QQ)-dG (3.105)

Y por tanto serd, salvo un factor importante, la primera clase de Chern del
fibrado restringido, y por extensién del fibrado E, que es trivial sobre R2V:

62

oy = ﬁcl(E) (3.106)

En definitiva, la conductividad Hall es un invariante topoldégico. Esto explica

fundamentalmente dos cosas:
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e La cuantizacion de la conductividad Hall: oy sélo puede tomar valores en-
. 2
teros en unidades de <-.

e La existencia de mesetas en el Efecto Hall Cuantico entero: hemos visto
que pequenas variaciones en los flujos no inducen cambios importantes en
la conductividad, que puede determinarse como el promedio sobre las dis-
tintas condiciones de contorno. Por tanto, aunque se modifique el factor de
llenado del estado fundamental (variando los flujos) la conductividad Hall

permanecerd constante hasta alcanzar el siguiente valor cuantizado.

Hemos estudiado la cuantizacion y existencia de mesetas en el Efecto Hall
entero desde dos puntos de vista muy diferentes.

Por un lado, en la Seccién 2.2.4 abordamos el problema de las impurezas en el
contexto de la Mecanica Cuantica relativista pasando a Segunda Cuantificacién.
Conocido el espectro de una particula en el plano, en presencia de un campo
magnético uniforme y de una impureza, podemos distinguir dos tipos de estados:
extensos y localizados.

Este esquema se basaba esencialmente en dos puntos:

e El estado fundamental, para cada factor de llenado, es un estado en el cual
las particulas van ocupando los estados localizados y extensos siguiendo la
estadistica fermionica. Es decir, el nivel de Fermi-Dirac es movil, y pasa
a través de la banda de estados localizados y extensos, correspondiente al

primer nivel de Dirac-Landau, hasta que esta totalmente ocupado.

Se trata, por tanto, de una situacion estacionaria que se alcanza para cada
factor de llenado cuando cambia la densidad de particulas o bien el campo
magnético externo. Esta teoria permite reproducir el resultado experimen-
tal para la conductividad Hall correspondiente a la primera meseta, hasta

alcanzar el factor de llenado f = 1.

e En este punto, es necesario redefinir el nivel de Fermi-Dirac para alcanzar
el factor de llenado f = 2, y reproducir de nuevo el resultado experimental

para la siguiente meseta.

Por otro lado, en este apartado hemos desarrollado el argumento propuesto
por Thouless también en el contexto de la mecanica cudntica relativista. Hemos
estudiado, asi, el problema de una particula en el plano en presencia de un campo
magnético uniforme y de dos solenoides cuyos flujos son variables en el tiempo.
En la aproximacién adiabatica, y teniendo en cuenta la periodicidad en los flujos
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(consecuencia del efecto Aharanov-Bohm), podemos determinar el flujo espectral
en el espectro de Dirac cuando éstos varian.

Pero nos interesa mas el problema de muchas particulas. Si suponemos que el
sistema se encuentra en el estado fundamental, podemos calcular a primer orden
en teoria de perturbaciones el valor esperado de la corriente, y encontramos una
expresion para la conductividad Hall, la formula de Kubo-Thouless.

Dos aspectos fundamentan este analisis:

e Podemos determinar el coeficiente Hall conociendo simplemente cémo cambia

el estado fundamental con los flujos.

e La hipotesis de Thouless: el valor esperado de la conductividad Hall en el
estado fundamental es independiente de la variaciéon en los flujos. Puede
calcularse asi como el promedio sobre las condiciones de contorno posibles.

Encontramos que la conductividad Hall es un invariante topolégico.

La hipétesis de Thouless tiene su fundamento en el fenémeno de la localizacién:
pequenos cambios en los flujos (en el factor de llenado) no afectan a la conductivi-
dad Hall porque las particulas ocupan estados localizados.

Es posible conectar estos dos anélisis:

Consideremos el problema de una particula en el plano en presencia de im-
purezas y de los flujos, descrito por la ecuacién de Dirac. Aunque no es posible
determinar de manera exacta el espectro en esta situacién, podemos suponer, en
la aproximacion adiabatica y teniendo en cuenta la periodicidad en los flujos, que
la energia de cada nivel de Dirac-Landau separa en una banda que depende del
valor de los flujos. Esto sera cierto también para el primer nivel de Dirac-Landau,
correspondiente a los modos cero, ya que en presencia de impurezas estos estados
se veran afectados por los flujos a diferencia del caso libre.

El estado fundamental correspondiente a factor de llenado, f = 0, en Segunda
Cuantificacion, es decir, el vacio, permite definir el mar de Dirac: todos los estados
con energia negativa estan completamente ocupados.

Podemos definir también el nivel de Fermi-Dirac: nivel de energia situado entre
el mar de Dirac y el primer estado de particula no ocupado [93].

Cuando empieza a pasar corriente a través de la muestra las particulas ocupan
los estados localizados de minima energia. El nivel de Fermi-Dirac es ahora un nivel
movil sobre la banda de estados localizados. El factor de llenado aumenta hasta
f &~ 1/2 sin que se produzca disipacion, y por tanto, sin contribuir a la conductivi-
dad Hall. A continuacién se llenan los estados extensos y la conductividad Hall
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aumenta y alcanza el primer valor cuantizado: oy = % Contintan llenandose los
estados localizados hasta completar el primer nivel de Dirac-Landau. El nivel de
Fermi-Dirac se encontrara ahora entre dos niveles de Dirac-Landau consecutivos.

Si sobre este estado fundamental aplicamos la teoria de Thouless resulta que,
mientras que la conductividad Hall no cambia como consecuencia de la variacién
de los flujos, en el espectro de una particula se produce un flujo espectral que
permite redefinir el mar de Dirac. Es decir, una vez ocupado completamente el
primer nivel de Dirac-Landau, se produce una variacion adiabatica en los flujos
de forma que el espectro se modifica: el primer nivel pasa a tener energia cero (es
decir, pasa al mar de Dirac), y el siguiente nivel de energia pasa a tener la energia
del primer nivel, y asi sucesivamente para todos los niveles del espectro. El nivel
de Fermi-Dirac se encontrard ahora entre el nuevo mar de Dirac y el segundo nivel
de Dirac-Landau.

Ademas, dado que el sistema es invariante gauge, esta variacién en los flujos
induce una fase sobre la funcién de onda del estado fundamental. Debemos iden-
tificar la fase del estado fundamental correspondiente a las superficies de Fermi
antes y después de producirse la variacion en los flujos [93]. Esta fase estd definida
salvo un factor 2mn como consecuencia del caracter angular de las variables 6; y
05; n (nimero de vueltas), en este caso serd n = 1, correspondiente a tener un
nivel completamente lleno.

Repetimos ahora el analisis partiendo del estado con factor de llenado uno
(nuevo wacio): comienzan a ocuparse los estados localizados y extensos de la
siguiente banda (correspondiente al segundo nivel de Dirac-Landau), el nivel de
Fermi-Dirac recorre dichos estados y alcanzamos asi la siguiente meseta: oy = 2%.
Cuando tenemos dos niveles completamente ocupados el nivel de Fermi-Dirac se en-
contrara de nuevo entre dos niveles de energia consecutivos y una pequena variacion
en los flujos permite, como consecuencia del flujo espectral, redefinir el mar de
Dirac y el nivel de Fermi. El cambio de fase en la funcién de onda corresponde
ahora an = 2. Y asi, sucesivamente.

3.4 Cuasiparticulas: El problema de la jerar-
quia
En la primera Seccién de este capitulo estudiamos la conexién entre la teoria

de R.B. Laughlin para el Efecto Hall Cuédntico Fraccionario y el formalismo de
Segunda Cuantificacién desarrollado en el Capitulo 2. Encontramos que el es-
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tado fundamental propuesto por Laughlin podia expresarse como una combinacion
lineal de estados de una particula (correspondientes al primer nivel de Dirac-
Landau), y por tanto, era posible describir este estado en Segunda Cuantificacion.
El valor esperado de la densidad de carga en este estado, en el limite de area
infinita, nos llevaba al resultado esperado para la conductividad Hall correspondi-
ente a un factor de llenado fraccionario f = % con m impar. Sin embargo, esto
no permite explicar la presencia de mesetas para estos factores de llenado, ni tam-
poco para otros factores de llenado fraccionarios distintos que han sido observados

experimentalmente.

Las mesetas del efecto Hall fraccionario para f = % pueden explicarse con-
siderando la localizacion de las excitaciones del estado fundamental de Laughlin, es
decir, las cuasi-particulas (cuasi-agujeros 6 cuasi-electrones) [81, 82]. Estas excita-
ciones tienen carga y estadistica fraccionara: son aniones. Halperin [54] y Haldane
[51], desde puntos de vista diferentes, proponen el esquema de la jerarquia para
explicar todos los factores de llenado fraccionarios observados experimentalmente.
En particular, Halperin desarrolla una teoria en la que supone la condensacién de
muchas cuasi-particulas en estados correlacionados del mismo tipo que el estado de
Laughlin para electrones, pero con la diferencia de que en este caso las particulas
tienen estadistica fraccionaria.

En este apartado revisaremos brevemente la teoria de Laughlin sobre las cuasi-
particulas [82]. Demostraremos, utilizando el concepto de la fase de Berry, que
tienen carga y estadistica fraccionaria basandonos en la aproximacién utilizada
por D.P. Arovas et al [6]. Y por tltimo, revisaremos la generalizacién de la teoria
de R. B. Laughlin a toda una jerarquia de estados cuantizados con un factor de

llenado fraccionario, f = g, con py ¢ primos entre si, y ¢ impar, tal que, 0 < f < 1.

El estado propuesto por Laughlin es el estado fundamental para un sistema de

N particulas fuertemente correlacionadas entre si. Es propio del momento angular

total con: J3 = h (W

Se trata de un fluido incompresible para un nimero finito de particulas, que en

m+ N %), donde m es el inverso del factor de llenado.

el limite de area infinita, y suponiendo que el fluido tiene una densidad uniforme,

11
Ty

describe el efecto Hall cuantico fraccionario para los factores de llendo f =

Cualquier variacion de la densidad de carga respecto de la del estado funda-
mental (para un factor de llenado f = %) se traduce en la creaccion de cuasi-
particulas o excitaciones localizadas. Para obtener estas excitaciones supongamos,
como propone Laughlin, que en el estado fundamental introducimos un solenoide

infinitesimalmente fino en zj, a través del cual hacemos pasar adiabaticamente un
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cuanto de flujo ¢q, de forma que el estado del sistema sigue siendo un autoestado
instantaneo del Hamiltoniano cambiante. Esta variacién del flujo desde ¢ = 0
hasta ¢ = ¢¢ produce un campo eléctrico circular alrededor de z, de forma que
las particulas fluyen hacia dentro o hacia fuera (dependiendo del signo del flujo)
acumulandose una carga positiva o negativa alrededor de zy. Pero este cambio
en un cuanto de flujo puede compensarse con una transformacién gauge, y asi, el
estado resultante serd un estado excitado del Hamiltoniano original [81, 85].

Las funciones de onda aproximadas propuestas por Laughlin para describir un

estado de factor de llenado f = % con un cuasi-agujero o un cuasi-electréon en z

son:
Z+ N
Uya(a, 2,028, 28) = 1 - 20)¥y (21,21, 2N, 2N)
" I=1
20 al a
Uy ila, 2,00, 28,28) = H(P% —20)¥y (2,21, 28, 2v)  (3.107)
" I=1 I
donde \I/N,%(zl, Z1, 52N, 2N ), (3.31), es la primera componente del espinor del

estado fundamental en la teoria relativista de muchas particulas desarrollada en
la Seccién 3.1, que coincide exactamente con la funcién de onda de Laughlin del
problema no-relativista. En la funcién de onda para el cuasi-electrén los operadores
diferenciales no actiian sobre el factor exponencial de Wy 1.

En el caso de que las cuasi-particulas se encuentren en el origen podemos
determinar el momento angular total para este estado, (3.107), que sera: J; =
h (Wm + N + N%) y Js="h (N(NT_Dm — N+ N%) para los cuasi-agujeros y
cuasi-electrones respectivamente. Es decir, se produce, como consecuencia de la
variacién del flujo en el solenoide, un desplazamiento de las particulas en el primer
nivel de Dirac-Landau aumentando o disminuyendo su momento angular orbital.

La carga y la estadistica de las cuasiparticulas puede determinarse de forma
directa utilizando el concepto de la fase de Berry como proponen Arovas et al [6].
Estos autores, para determinar la carga de las cuasi-particulas, calculan el cambio
en la fase de la funcién de onda propuesta por Laughlin cuando la posicién de
la cuasi-particula zy se mueve adiabaticamente describiendo un camino cerrado.
Como la fase que adquiere una particula cargada en un camino cerrado en presencia
de un campo magnético es de tipo Aharanov-Bohm, y por tanto, proporcional a
su carga, igualando estas fases puede determinarse la carga de la cuasiparticula.

Antes de abordar este cdlculo recordemos brevemente el concepto de la fase de
Berry. Se trata de un refinamiento del teorema adiabatico de la mecanica cuéntica.
El teorema adiabatico establece que si variamos lentamente los pardmetros del
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Hamiltoniano un estado que se encuentre en un nivel de energia dado permanecera
en ese nivel [132]. Es decir, consideremos un Hamiltoniano dependiente del tiempo
H(t), si en un instante ¢, el sistema se encuentra en un autoestado instantaneo
Ya(to), tal que

H(t)¢a(t) = Ea¢a(t)

En la aproxiamcién adiabatica, el sistema en un instante ¢ se encontrara en el

estado: _
U, (t) = e{‘ﬁfto )] Yo (t) (3.108)
donde la fase v, es:
d%( )
= — dt' (Pq ( 1
i [t =) (3.109)

La fase 7, generalmente no es observable [116]. Sin embargo, como puso de
manifiesto Berry, si el Hamiltoniano resultante tras una transformacién adiabatica
vuelve a su forma original, este cambio en la fase de la funcién de onda si es
observable en el limite adiabatico. Esta fase depende sélo de la geometria del
camino descrito por la funcion de onda en el espacio de funciones, y no de la
parametrizacion. Es la fase geométrica de Berry.

La fase de Berry para la funcién de onda de un cuasi-agujero sera, por tanto,

P
BN
Y = dt <‘I’N1(t)|T>

N

_ _@/ dt'{ |Z@ln = )WE () (3.110)

donde la integral se evaltia desde el instante inicial ¢y hasta el instante ¢ en el cual

el cuasi-agujero vuelve a su posicién inicial después de recorrer un camino cerrado
no trivial (donde se ha tomado el sentido antihorario).

Para evaluar esta integral utilizamos que la densidad de electrones en el estado

con un cuasi-agujero es:

n(z) = (g L (0] 3 0% (= = 20) |03, (1) (3.111)

Esto equivale a considerar N particulas puntuales no-relativistas localizadas en
los puntos z; [85]. Si pasamos al limite no-relativista en nuestra teorfa encontramos
que tanto el estado fundamental como sus excitaciones vienen descritos por las
funciones de onda propuestas por Laughlin para el problema no-relativista. En
este limite podemos considerar la densidad de particulas (3.111).
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Sustituyendo la expresién (3.111) en (3.110), resulta:
v o= —2/ dt’ /dQZ—ln 2z — z(t) n(z)
to
= —z/d zygdzozo — n(z) (3.112)

Es posible evaluar esta integral, suponiendo que n(z) es una funcién regular [6],

y teniendo en cuenta que la densidad de particulas en este estado es esencialmente
la misma que en el estado fundamental (con factor de llenado f = —) salvo en una

pequena regién proxima al cuasi-agujero y en el borde de la muestra:

y=2r | d*z2n(z)=27N = or LBy (3.113)
<r m hc
donde N = nA es el promedio de electrones que hay en el recinto limitado por
I', A es el area de este recinto, y se ha tomado n = T}I ZB Tenemos asi la fase de
Berry para la funcién de onda de un cuasi-agujero.
Por otro lado, es posible calcular la fase que adquiere la funcién de onda de una
particula de carga g que se mueve a lo largo de un camino cerrado I" que encierra

un flujo ¢. Como consecuencia del efecto Aharonov-Bohm resulta [114, 85]:

—z— dr- —i— [ d*r 19
e / l / :e "he (3.114)

s 7@ .
Igualando ambas fases: e™ y e "%, encontramos que la carga del cuasi-hueco

es:6

g= - (3.115)

m
La carga de un cuasi-agujero puede entenderse como la carga media por es-

tado, es decir, la carga de las cuasi-particulas y la densidad de carga del estado
fundamental son esencialmente lo mismo [81].

El célculo de la carga del cuasi-electréon es un poco mas complicado aunque
requiere esencialmente las mismas hipotesis que hemos tenido en cuenta para de-
terminar la carga del cuasi-agujero [85]. Asi, la fase de Berry para la funcién de

onda de un cuasi-electrén es:
vo= —Z/ dt’ /sz—ln —Zy) n(z)
to

= —z/d2 dz(L n(z)

20— 2

1eB
= -2 d? = -97N=-21——A 3.116
o L n(z) = —2x L ( )

5Donde g = —e es la carga del electrén.
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Identificando esta fase con la fase Aharonov-Bohm resulta para la carga de un
cuasi-electron:
e

- (3.117)

m
Este resultado, que hemos obtenido bajo la hipdtesis adiabéatica y en el limite

no-relativista, coincide con el resultado obtenido por Laughlin utilizando la ana-
logia del plasma equivalente para estas funciones de onda [81].

Un céalculo muy similar puede llevarse a cabo para determinar qué estadistica
satisfacen las cuasiparticulas. Para ello consideremos un estado con dos cuasi-
huecos localizados en z, y 2, la funciéon de onda que describe este estado excitado
es:

N
Za ’Zb — — _ —
Ul (2,21, 2w, 2n) = [ [ (21 — 2a) (21 — zb)\PN%(zl, Zi,- o+, 2N, 2n) (3.118)
I=1
Supongamos que el cuasi-agujero situado en z, se mueve adiabaticamente reco-
rriendo un camino cerrado I' mientras que el otro cuasi-agujero permanece fijo en

2p. La funcién de onda adquiere una fase de Berry que sera:

¢ - d\pza’zb()
v = —i todt’(\If](;%b (t’)\T>
= 21 | d*2n(2) (3.119)
<r
donde
n(z) = (W3 7 IZ(S (2 — 2) |\I/Z“’Z+(t)) (3.120)

Si en la region limitada por I' no se encuentra el otro cuasi-agujero, el resultado
coincide exactamente con el obtenido, es decir v = 27N, donde N = nA. En el
caso contrario, con el cuasi-agujero z; interior a I', el camino es homotépicamente
no trivial, y resulta:

1
y=2r | d*zn(z)=2r (N - > (3.121)
<r m

ya que el promedio de electrones interiores a I' disminuye en una fraccion % como

consecuencia de la presencia del cuasi-agujero situado en z,.
Cuando un cuasi-agujero (localizado en z,) rodea a otro (localizado en z,) la
funcién de onda adquiere una fase extra que puede interpretarse como una fase

estadistica [85]:
1
. 2me—
e T=e m (3.122)
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La fraccién % estd perfectamente definida como consecuencia de la incompresi-
bilidad del estado fundamental, en particular no depende de los detalles del camino
cerrado T" sino s6lo de su clase de homotopia, de tal manera que la fase (3.122)
puede interpretarse como un efecto estadistico. Hemos encontrado, por tanto, que
las cuasiparticulas satisfacen estadistica fraccionaria % Es decir, las excitaciones
del estado fundamental de Laughlin estan caracterizadas por una estadistica que
numéricamente coincide con el factor de llenado de ¥y 1. Este hecho permitird
deducir el esquema de jerarquia de Halperin [54] que describe de forma sistemética

las distintas fracciones observadas experimentalmente en el efecto Hall cuantico.

La hipotesis de Halperin para desarrollar este esquema jerdrquico es suponer
que las excitaciones del estado fundamental de Laughlin, las cuasiparticulas, se
comportan de manera similar a los electrones en presencia de un campo magnético

uniforme. La diferencia estd en la carga (¢ = £) y la estadistica (+) de las

e
m
cuasiparticulas. Bajo esta hipdtesis es natural suponer que la autofuncién efectiva

para dos cuasi-huecos localizados en z, y 2, es:
Ut (24, 2) = (24 — Zb)mle*ﬁ(‘za‘u'%m (3.123)

donde m; = % + 2p; con p; un entero no negativo. Kl factor exponencial es

el adecuado para particulas con carga < en presencia de un campo magnético
m

uniforme, pues la longitud magnética sera ahora lg = ml?. Bajo el intercambio de

dos cuasi-huecos el factor (z, — 2,)™ produce la fase requerida, '™ = e'"m, para
particulas de estadistica %

+

Zp

+
.4 . . . Zg
Esta funcion de onda efectiva para cuasi-huecos resulta de integrar ¢ 1" en

las coordenadas z; de los electrones del estado fundamental sobre el que se forman
las cuasi-particulas [85]. Siguiendo los mismos argumentos de Laughlin es posible

generalizar para un nimero arbitrario de cuasi-huecos y asi:

M
M g Dl
U =][(za—2)"e a=1 (3.124)
Tmmy a<b

Es decir, el estado %D , describe un fluido incompresible de cuasi-huecos

Tmmq

con carga = y estadistica % El factor de llenado para este estado se determina

de forma andloga al del estado de Laughlin, y se encuentra que es f, = m}m. La
e 1

carga total de cuasi-huecos es ¢ = =
m mmq

(en un 4rea 7l?), y por tanto, el factor
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de llenado para el sistema de electrones pasara de f = % a:
q 1 1 1
fi=f-t = ——= T (3.125)
e momimyo . L
2p1

donde —%- es precisamente el niimero de electrones necesario para producir una
carga de cuasi-huecos ¢;. Este es el factor de llenado para electrones resultante
de la formacién de un sistema incompresible de excitaciones tipo cuasi-agujero
sobre el estado fundamental de factor de llenado f = % En particular, para
m = 3y pp = 1 resulta un estado con f; = % que es una de las fracciones
observadas experimentalmente. Es importante tener en cuenta que la funcién de
onda efectiva que hemos considerado no describe un estado de electrones con factor
de llenado fi, sino que se trata de una autofuncién de cuasi-huecos cuyo factor de

llenado estd relacionado con el factor de llenado efectivo del sistema de electrones.

1
mmq

se corresponde con la estadistica de estas particulas, %, como el factor de llenado

Ademads, es interesante observar que el factor de llenado de cuasi-huecos f, =

del estado fundamental f = % con la estadistica de Fermi de los electrones. Es
posible generalizar esta construccién a toda una jerarquia de estados considerando
excitaciones sobre excitaciones sucesivamente. Por ejemplo, podemos construir un
estado formado con excitaciones cuasi-agujero del estado ¢,, 1 . La carga de

’mmy
1

—— v su estadistica _-. La autofuncién de onda

estas excitaciones serd ¢ = —

mmi
efectiva sera:
M/
. oo e ) Al
m I’
oy =11 (= =)™ a'=1 (3.126)
?mmyma a' <b

o L . . . . .
con mg = -+ 2ps y p2 un entero no negativo. Siguiendo el mismo procedimento
encontramos que el factor de llenado para el sistema de electrones sera:

fo=1[— L] S 11 (3.127)

2
m2m mmy mmym
1 1 2

1
2p1 + ——
! 2po

En general, el factor de llenado para el sistema electrones en cualquier estado
de la jerarquia es [51]:

f= aq (3.128)
m —+ a5
2p1 + ) as
+ - -
p2 2p3 _|_ e
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donde «; = 41 si la generacién i-ésima es de cuasi-huecos o a; = —1 si es de cuasi-
electrones respecto del fluido fundamental de partida, el estado de Lauhghlin para
electrones. Esta jerarquia reproduce todas las fracciones observadas experimental-
mente.

En resumen:

e La teoria de R. B. Laughlin para el Efecto Hall Fraccionario explica sélo
un pequeno numero de factores de llenado comparado con los observados

experimentalmente.

e Halperin y Haldane proponen un esquema de jerarquia que permite explicar
otros factores de llenado.

El esquema de Halperin es una aproximacion basada en la condensacién
de cuasi-particulas de estadistica fraccionaria. La hipodtesis basica de esta
aproximacion es considerar que para ciertos factores de llenado las cuasi-
particulas forman un estado correlacionado de tipo Laughlin. Las cuasi-
particulas de este nuevo estado incompresible pueden formar de nuevo un
estado de Laughlin para otro factor de llenado, y asi sucesivamente, se ob-
tienen los distintos niveles de la jerarquia. Tenemos, por tanto, estabilidad
para todos los factores de llenado racionales, 0 < g < 1 con py g son primos
entre si y ¢ impar. Para estos factores de llenado debe observarse el efecto
Hall fraccionario.

Un tratamiento alternativo de este problema ha sido propuesto por Jain [66].
Desde el punto de vista de Jain, la teoria de Halperin presenta algunos problemas:

e A diferencia de la teoria de Laughlin no existe una teoria microscopica que

permita implementar las ideas de esta aproximacion.

e Uno de los resultados basicos en los que se basa esta teoria es que las cuasi-
particulas obedecen estadistica fraccionaria. Sin embargo, sélo si la distancia
entre cuasi-particulas es grande comparada con su tamano podemos hablar
de particulas con estadistica y carga definidas, es decir, cuando tenemos un
gas diluido de cuasiparticulas. Para formar un estado de tipo Laughlin se
necesita un gran nimero de cuasi-particulas fuertemente correlacionadas, en
estas circustancias es posible que las cuasi-particulas pierdan su identidad.

Esto logicamente se complica a medida que avanzamos en la jerarquia.

e No todas las fracciones que aparecen en la jerarquia son observadas experi-

mentalmente. Y ademads, se observan fracciones correpondientes a un nivel de
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la jerarquia sin que todas las fracciones anteriores en principio mas probables
hayan sido observadas.

e Por ultimo, experimentalmente no parece existir ninguna diferencia cualita-
tiva entre la observacion de distintas fracciones. Jain propone que el origen
fisico del Efecto Hall Entero y Fraccionario debe ser el mismo.

En la Segunda Parte de esta memoria analizaremos en detalle la teoria pro-
puesta por J.K. Jain para explicar el Efecto Hall Cuantico Fraccionario. En contra-
posicion al estado de Laughlin no es posible obtener los estados de cuasi-particulas
y cuasi-hueco mediante la accion de operadores de creacion y destruccién de elec-
trones. Para describir las cuasi-particulas en Segunda Cuantificacién sera necesario
introducir operadores no locales, formalismo que desarrollaremos en la Seccién 5.2.
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Capitulo 4

Inclusion de Fluxones

Un avance crucial en la comprensién del Efecto Hall Cuantico Fraccionariose debe
a la teoria de Jain [66, 67, 68, 69]. Jain propone un esquema tedrico que permite
entender los Efectos Entero y Fraccionario como dos manifestaciones diferentes de
la misma fisica subyacente. De forma que es posible estudiar el Efecto Fraccionario
de electrones como el Efecto Entero de fermiones compuestos, donde los fermiones
compuestos son estados ligados de un electrén y un ntimero par de vortices. En
este planteamiento hay esencialmente dos tipos de correlaciones para el Efecto
Hall Cuéantico Fraccionario, por un lado, la formaciéon de fermiones compuestos
que permite incorporar el efecto de las interacciones repulsivas, y, por otro lado,
la incompresibilidad de este sistema de fermiones compuestos, que esta asociada a
la estadistica de Fermi de las particulas compuestas. Tenemos asi los ingredientes
necesarios para describir el Efecto Hall Cuantico Fraccionariopara todas las frac-

ciones f = como el Efecto Hall Cuantico Enterode factor de llenado f* =n

_n__
2mn+1
para los fermiones compuestos.

En las Secciones de este capitulo desarrollaremos de forma general el estu-
dio de una particula fermiénica en presencia de un ntumero arbitrario de fluxones
(solenoides infinitamente finos y largos con un nimero entero de cuantos de flujo).
Esto nos permitira abordar en el siguiente Capitulo el estudio en electrodindmica
cuadntica del Efecto Hall Cuantico Enteropara los fermiones compuestos. Calcu-
laremos, pues, el espectro y las funciones de onda propias para el Hamiltoniano
de Schrodinger con fluxones. Analizaremos en detalle la transformacién singular
que relaciona este problema con el problema libre (ausencia de fluxones). Estu-
diaremos también la simetria infinita caracteristica de este tipo de sistemas. Y
por ultimo, estudiaremos el problema relativista descrito por el Hamiltoniano de

Dirac en (2+1)dimensiones para una particula sin masa en presencia de fluxones.

161
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Por ltimo, daremos la generalizacion de esta teoria al problema del Efecto Hall
Cuantico cuando consideramos mas de una muestra de material o equivalente-
mente cuando consideramos varios niveles de Landau independientes al tiempo
(129, 130, 131, 135].

4.1 Ecuacién de Schrodinger

El Hamiltoniano de Schrodinger para una particula cargada, en el plano, en pre-
sencia de un campo magnético constante y uniforme, B, perpendicular al mismo,
y en presencia de r fluxones situados en los puntos del plano zy,l' = 1,2,---,r,
con 2p cuantos de flujo cada uno (p un entero), es

- 1 S 2
= i+ S (A4 )] 1.1
om [P ¢ ( a)) (4.1)
donde A = (%xg, —gazl) es el potencial vector para el campo magnético externo
tomado en el gauge simétrico; y @ = (ay, az) es el potencial vector asociado a los

solenoides, que tomaremos:

a = a;+1ay=0
; s = i2p0n = > — (4.2
a = a;—1ias =1 — .
1 2 P OWIIZIZ—ZI'
El campo magnético asociado a este potencial vector complejo es:
0 0 "

b=i|-a——a|=2 0 (2 — 2 4.3

[ (E)za 8za> p¢01/§::1 (z — 2r) (4.3)

que representa la presencia de r solenoides con flujo 2p¢q situados en los puntos
zp del plano.

Para encontrar el espectro y las funciones de onda propias de este Hamiltoniano
es conveniente introducir un conjunto de operadores analogos a los que teniamos
en ausencia de fluxones, a,af,b, b, pero modificados de forma que incluyan la
presencia de los solenoides [35, 38]. Los nuevos operadores, que denotaremos por
A, At B, Bt son:

1 e
z + A) =a
hAmw (p 2c

A= = (z—l—e(f_l+a)> =al +2pl )

hmw 2c =1

A:

z — 2y
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B= hzmw (pz — ;(AJFEL)) = b—2pll/§; z_lzy
donde
a= 211 (z—l—QlQaaZ) cal = 21l <2—2[2§Z>
b= 211 <z+ 2l2382> , bl = 211 (z — 2%1) (4.5)

Los operadores B y Bf, asi como A y Af, no son hermiticos conjugados, y sus
relaciones de conmutacion contienen términos con una delta en cada uno de los
puntos donde se encuentran los solenoides:

(A, AT =1+ 2pri® Y 6@ (2 — z)

'=1

[B, BT] =1- 2p7Tl2 Z (5(2) (Z - Zl/) (46)

=1
El Hamiltoniano y el nuevo momento angular en la direccién perpendicular al
plano pueden expresarse en funcién de estos operadores:

H = hw(ATA + AAT)
Ls =h(B'B — AtA) (4.7)

En representacién de coordenadas estos operadores pueden expresarse como

a + hw2prl? > 60D (2 — zy)
r=1

H=H+ hwipl ¥

=1 % Al

2+ h2prl® Y 6P (2 — zp) (4.8)

I'=1

s
.Zg = L3 — th
l’gl z — 2
donde H y L3 son el Hamiltoniano y momento angular para el problema de Landau
en el plano.
Estos dos sistemas {H, L3} y {H, L3} estdn relacionados por una transfor-
macién gauge singular. Teniendo en cuenta que el potencial vector asociado a los

fluxones es un gauge puro resulta:

a(z) = iQpiO XT: In(z — zp) (4.9)
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Tenemos asi la trasformacion gauge singular:

T

Gp(2) = @) = T (2 — 2)* (4.10)

=1
que es singular siempre que la particula se acerca a alguno de los fluxones (z — zy).
Se puede comprobar facilmente que la relacion entre los operadores de ambos

sistemas es, en general:
0 =G,(2)0G, ' (2) (4.11)

donde O = {A, A", B,Bt H, L3} y O = {a,al,b,b", H, Ls}.

De esta manera, teniendo en cuenta que el problema de Landau en el plano esta
completamente resuelto, y que conocemos tanto el espectro como las funciones de
onda normalizadas, conoceremos también el espectro y las funciones de onda para
el sistema de una particula con fluxones. De nuevo el espectro esta formado por
los niveles de Landau infinitamente degenerados:

E,=E,=hwk+1), k=0,1,2,- (4.12)

Las funciones de onda propias de H vienen dadas por:

,
U (2,2) = Gp(2) Vg (2, 2) = [[ (2 — 20)* Wiz, 2) (4.13)
=1

y son propias también del operador L; con autovalor I3 = I3 = hm, donde m es un

entero tal que m > —k, y caracteriza la degeneracion de cada nivel de energia.
Por tanto, la inclusion de fluxones parece que no modifica esencialmente el
problema de Landau, salvo en dos puntos importantes: las funciones de onda para
este sistema se anulan en las posiciones de los solenoides, y, debemos introducir
una nueva medida de integracién en el espacio de configuracion que ortonormalice
la base de las funciones de onda, para que la teoria que estamos describiendo sea

consistente [35, 38]. En consecuencia:

dzdz

D (4.14)

(U |Wq) = /\IIJr 2, Z2) (2, 2)Wa(2, 2) ——

donde .
= H ‘Z — Zl/’74p (415)
=1

dzdz

Con la nueva medida de integracién ju(z, z)*5:* las funciones de onda verifican

dzdz
21

/\If 2y ) W (2, 2) (2, 1) 2L = S Bt (4.16)
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Como en el problema de Landau, los operadores {fl, flT, B, BT} actian sobre
los estados como operadores escalera, de forma que:

( ) = \/E qjk—l,m-}-l(Z,Z)
A (2,2) = VE+1Tp1moi(2,2)
(2,2) = VEk+m Uy, 1(2,2)
(2,2) = VE+m+1TU,(272) (4.17)

Es posible determinar también la densidad de estados posibles para cada nivel

de energia teniendo en cuenta la nueva medida de integracién, y asi, resultara:

— y B

Z U, (2, 2) (2, 2)Wom(z, 2) = i

=0 he
Tk — -\ T _ GB

m=—k

es decir, el numero de estados posibles por unidad de area y por espin para cada
nivel de Landau es constante, proporcional al campo magnético externo, e idéntico
al que teniamos en ausencia de fluxones.

Hemos visto, por tanto, que el problema de una particula cargada, en presencia
de un campo magnético externo uniforme y de fluxones con un ntmero par de
cuantos de flujo, se reduce, por medio de una transformacién gauge singular, al
problema de Landau. El precio que debemos pagar al eliminar de la teoria el
potencial gauge complejo se traduce esencialmente en dos aspectos:

e Las funciones de onda modificadas contienen un prefactor que se anula
cuando la particula se aproxima a uno de los vortices. Esto puede entenderse
como un efecto de la interaccion repulsiva entre la particula y los solenoides.
Como veremos mas adelante, al considerar el problema de muchas particulas,
podremos interpretar este resultado suponiendo que la propia particula tiene
asociado un solenoide al igual que todas las demés. Asi, serd posible estudiar
el sistema de muchas particulas compuestas (particula mas vértice) como un
problema libre en el cual la interaccién entre las particulas queda incluida

en la presencia de los vdrtices asociados a cada particula [66].

Por otro lado, una particula en presencia de un solenoide en el plano puede
tener estadistica aniénica [85]. En el problema de una particula no tiene
sentido hablar de la estadistica, pero es posible calcular el cambio en la fase

de la funciéon de onda, cuando la particula recorre un camino cerrado que
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contiene uno o més solenoides. Como consecuencia del efecto Aharonov-
Bohm la funciéon de onda adquiere la fase:

i [ ) = _-7/ 2 B): idrp 41
exp( th/rdx ) exp( U Fda: e (4.19)

si suponemos que I encierra un solo solenoide. La fase, que puede calcularse
directamente a partir de la funcion de onda, depende del flujo que pasa a
través del solenoide, en este caso es un nimero par de cuantos de flujo, y por
tanto, la fase serd trivial.

e La medida de integracion en el espacio de Hilbert debe modificarse e in-
troducir una nueva medida que presenta una singularidad en los puntos en
los que se encuentran los solenoides. Con esta nueva medida, las funciones
de onda estan normalizadas. Y, como veremos en la siguiente Seccién, el
Hamiltoniano y el momento angular son operadores hermiticos conjugados
respecto de la misma.

Por 1ltimo, plantearemos la generalizacion de esta teoria al problema de muchas
capas o muestras donde es posible observar el Efecto Hall. Supongamos, pues, que
tenemos ¢ muestras independientes, que denotaremos por ¢ = 1,2,---,q, estas
muestras son bidimensionales y estan sometidas a un campo magnético uniforme
y perpendicular a todas ellas de intensidad B. Ademas, supongamos que en cada
una de las capas tenemos r solenoides (consideraremos, por simplicidad, el mismo
nimero de fluxones en cada capa aunque puede generalizarse y considerar un
numero distinto de fluxones en cada una de ellas), cada uno con un nimero entero
y par de cuantos de flujo, de tal manera que una particula moviéndose en una de
las capas siente la presencia no sélo de los solenoindes situados en la misma capa
sino también la de los situados en las demas capas [130].

Esta situacién podemos implementarla facilmente considerando para la capa
1-ésima, en la que se encuantra la particula, junto con el potencial vector externo,

el potencial vector complejo asociado a los solenoides dado por:

at=0
D @1 o1
=20,y Ay

— (4.20)
j# U=1% T A =1

28—z}

donde 2 representa la coordenada de la particula en la capa i-ésima, z}, es la
coordenada de uno de los r solenoides situados en la capa i-ésima con —A;; cuantos
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de flujo, y z{, es la coordenada de uno de los r solenoides situados en la capa j-
ésima, con j # ¢, con un nimero de cuantos de flujo —A;;. Tenemos, pues, una
matriz A, ¢ X q, cuyas componentes representan los cuantos de flujos asociados a
los solenoides de las g capas, como veremos en el problema de muchas particulas
esta matriz necesariamente toma valores en los enteros, y ademés es de la forma

[38]:

A=—-2p| : - (4.21)
|
El campo magnético asociado a este potencial complejo es:
T q T .
b = —A“(I)QZ(S(Q) (ZZ - le/) - ZAUCI)OZ(;@) (ZZ - ZZJ/) (422)
=1 j#i =1

Una vez mas es posible relacionar por medio de una transformacién gauge

singular este sistema con el problema [tbre de Landau, esta transformacién singular

es ahora: .
Ga(z') = =TI [I(z' = 2> [[ (2" — 2)* (4.23)
i<jl=1 =1
donde @’ = ;% a(z"). Y tenemos por tanto:

O = G4(2)O'G1(2) (4.24)

donde O = {A?, A" B' Bt H' [i} y O' = {ai,aiT,bi,biT,Hi,Lig}. Que en par-
ticular para los operadores B', B se traduce en:
1
j

. ) q r r
l/

G I Zi — Zp
Bt =yt (4.25)

1

AR

El espectro es el mismo (niveles de Landau infinitamente degenerados). Las
funciones de onda propias, sin embargo, adquieren un prefactor singular en cada
uno de los puntos donde se encuentran los solenoides, tanto en la misma capa
donde esta la particula, como en cada una de las otras capas, asi:

Ui (21, 2) = Ga(2)) Wi (24, 2') = ﬁ ﬁ (2'—20)% ﬁ(zi—zli,)2plllkm(zi,2i) (4.26)

i<jl'=1 =1

donde Wy, (2%, z) es la funcién de onda para el problema libre.
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.. . . . ., ] i 5t
Es necesario introducir una nueva medida de integracién u(z’, zl)dZ# de forma
que las funciones de onda satisfacen de nuevo:

/\If 2 ) W (2, 2 (24, 2Y) Z2Z_Z = Ok’ O (4.27)

con

22 = [T I I — A1 I 15 - 4 (4.28)

i<jl'=1 =1

Esta generalizacién permite, como veremos en el siguiente Capitulo, estudiar
el problema de Efecto Hall Fraccionario para muchas particulas, en un sistema
Hall formado por ¢ capas, como el Efecto Entero de fermiones compuestos en
este sistema de diferentes fluidos de tipo Hall independientes. Se obtiene de esta
forma el estado fundamental correspondiente a los factores de llenado f = %ﬁ,
formado tnicamente por funciones de onda del primer nivel de Landau en cada
capa, y aparece un término de interaccion entre capas debida unicamente a la

interaccién de cada particula con los solenoides o fluxones de las demas capas.

4.2 Simetrias w,, y W, con operadores singulares

En la Seccion 4.1 hemos visto que tanto las funciones de onda, como los ope-
radores para el problema de Landau, en presencia y ausencia de fluxones, estan

relacionados por una transformacién singular:

0= gp(,z)ng—1 (4.29)

donde
Go(2) = [[(z — )™ (4.30)
=1
Esta transformacién gauge que relaciona ambos sistemas es singular cuando
z — zy, y por tanto, estard bien definida siempre que z # zy [35], condicién
que esta relacionada, como veremos en el problema de muchas particulas, con la
estadistica de Fermi de las particulas compuestas. Por otro lado, se trata de una

transformacién singular no unitaria, y asi:

GiG, = I1 Iz — 201" = p(z,2)™ (4.31)

I'=1
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donde p(z, ) es la medida de integracién no trivial que introduciamos en la Seccién
anterior. Esta medida de integracion es necesaria ademads para que los nuevos
operadores B, Bt y A, A sean hermiticos conjugados entre si [38]:

B = (2, 2)<B>T:U(Z’ 2)_1 ) B= (z, 5)(BT)TM(27 2)_1
AV = (2, 2)(A) (=, 2) 7 A=z, 2)(AN) (=, 2) 7! (4.32)

Y por tanto, el Hamiltoniano y el momento angular verifican, como era de

esperar:

HY = p(z,2)(H)'u(z,2) " = H Ly = p(z,2)(Ls) pu(z,2) " = Ly (4.33)

En definitiva, la transformcion singular no unitaria induce una medida de in-

tegracién no trivial, tal que:

(U|®) = / e
6" = u(O) it (434)

Dado que el sistema resultante, tras realizar esta transformacién singular, es
esencialmente el problema de Landau, serd conveniente estudiar las traslaciones
magnéticas y la simetria infinita presentes en este sistema [19]. Comenzaremos
analizando la simetria clasica para el problema de Landau con fluxones. En primer
lugar, notemos que el andlogo clasico de la transformacién singular no unitaria es

una transformacion no canodnica y compleja en el espacio de fases (complejo) tal

que:
Z2— 2z , zZ—Z
: epo | v~ |
z z+Z2 P 5 z z 435
p:—p p<27rc>l,zlz—a/ Pz —p (4.35)

equivalente a introducir un potencial vector complejo no local a (4.2).
Introducimos en el espacio de fases las nuevas variables (&, a*, 3, 3*):

a=a«o

qu() 1
* % ) ~¥o
“ @t p<27rc> l;z—zl/
~ ep " 1
ﬁ=5—2p<2 °>

e l/zlz Al

5 =p (4.36)
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donde («, o*, 3, 3*) son las correspondientes al problema de Landau en ausencia
de fluxones (1.66).
En funcién de estas variables, el Hamiltoniano seréa:

H=—(a&" + a*a) (4.37)

tal que

(8,5} = —i (e?f) +i2p (‘Z’?) Z 6D (2 — zp) (4.38)

donde aparecen las deltas asociadas a cada solenoide.
Las traslaciones magnéticas son la verdadera simetria del nuevo Hamiltoniano

y estan generadas por:
501,02 — ei(01ﬁ~1+625~2) (439>

donde § = %(Bl + i), o bien,
fop= el (4.40)

con ¢ = ¢ + icy. Estos generadores satisfacen el dlgebra clasica w,, modificada:

- - eB r -
{tcl,027td1,d2} = ?(Cld? - Cle) (1 - 2p (%) Z 6(2)("7’ - Zl')) tc1+d1702+d2 (441>

I'=1

Si desarrollamos en serie la exponencial para ¢,z resulta:

3

C

fom e = 3 (C1 T Gy (4.42)
n,m=0

tenemos, asi, infinitas transformaciones canénicas generadas por

Ly = (55" 5mH (4.43)
que satisfacen el algebra clasica w., modificada por las deltas:
~ ~ eB
{Lom, L} = g [(n+1)(I+1) = (m+1)(k +1)]

(1 — 2p <(Z]> XT: 5(2) (Z — Zy)) En-l—k’,m—i—l (444)

=1
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Estas transformaciones actian de manera no trivial en un subespacio bidi-
mensional del espacio de fases. Tomando a@ = a* = 0 este subespacio sera:
2 _ o e-\ — eBsx 2% __ eB . : :
68 = 2i (pz + %a) = Sz y " = 522, donde a es el potencial vector complejo

asociado a los solenoides. Las nuevas variables satisfacen el algebra:

(2,2 ( L+ ;a)} —1 (4.45)

es decir, en el espacio de fases reducido no aparecen las deltas en el dlgebra de las
nuevas variables.

Si pasamos al problema cuantico, las variables &, a* y (3, 6% seran ahora ope-
radores que, reescalando, coinciden precisamente con los operadores (4.4) que in-

troduciamos en la Seccién anterior, en funcion de los cuales:

. < _ B
H = hw(AA + ATA) | w= = 4.4
AR+ A, 0= 2 (1.46)
Estos operadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion:
(A, AT =1+ 2p(nl?) 3" 6@ (2 — 2)
r=1

'=1

Los operadores B, BT son los generadores infinitesimales de las traslaciones
magnéticas para este sistema de una particula en presencia de fluxones, ya que

(B, H] = [B', H] = 0. El operador que genera las traslaciones magnéticas finitas,
es: o
T,z = (BB (4.48)
tal que
~ ~ l =~ =~ C__ E ~
TcETdJ = 62[373”( d-d )Tc+d,E+J (449)

O bien, si lo expresamos en la forma
Tc1c2 = 6(61B1+CZBQ) (450)

donde B = %(Bg + iél), encontramos que estos operadores satisfacen el algebra
modificada:

Tere: Taras) = 2isin ([B, BY)(ed — dc)) Ty ay e (4.51)

y en el limite 7 — 0 se recupera el dlgebra clésica wy, (4.41).
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Sobre las funciones de onda, estos operadores, expresados en representacion de
coordenadas, actuan de la forma:

T.oU(z,2) = e (2 + cl, 7 + l) (4.52)

Los operadores que generan la simetria infinita se pueden calcular facilmente
a partir del generador de las traslaciones magnéticas que podemos expresar’:

T* — efécE[B,BT} —cBt _¢B
" BB nCC" v Am
Toe=e2 [BvB}n%jZI(—l) i (BN"B (4.53)

Los operadores an, definidos de la forma

Lom = (J@T)”Hf?mJrl ,n,m < —1
[H, L] =0 (4.54)

generan la simetria infinita y satisfacen las relaciones de conmutacién:

(Lo, L) = BB, BT (m + 1) (k4 1) — (n4 1)(I + 1) Lopmss + O(R?)  (4.55)

A primer orden en h tenemos el algebra clasica we, las deformaciones cudnticas
de este algebra reciben el nombre de algebra W, que en este caso aparece modi-
ficada por la presencia de términos que contienen deltas, debido a la presencia de
los fluxones.

Los operadores Lo_, v L£_19 son los generadores infinitesimales de las trasla-
ciones magnéticas, y ([100 - flel) es el generador de las rotaciones. Los demas
operadores generan transformaciones de coordenadas cuasi-locales [19].

Si elevamos al nivel cuantico la reduccién del espacio de fases clasico, nos
quedaremos en uno de los niveles de Landau, concretamente en el primer nivel de
Landau. Si A = At = 0, resultara:

~ 0 " 1 zZ = z
B=2l|—— ==, Bl== 4.56
0z pl,zz:l z— zp 1’ ! (4.56)
y por tanto
B,B']=1 (4.57)

'Donde hemos utilizado la férmula de Campbell-Haussdorf-Baker.
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es decir, estos operadores satisfacen las mismas reglas de conmutacion que los
operadores b y bl en ausencia de fluxones. Los generadores de simetria en este
espacio reducido son
B a r 1 m—+1
Loy =2 — —p Yy —— (4.58)
0z mr -
en cuyas relaciones de conmutacion no aparecen las deltas.

En resumen, anadir un nimero arbitrario de fluxones equivale a realizar una
transformacién singular que induce una nueva medida de integracion en el espacio
de Hilbert.

Debido a esta equivalencia, el sistema presenta, como el problema de Landau,
una simetria infinita, que clasicamente esta caracterizada por un subgrupo de
transformaciones canodnicas, que satisfacen el algebra w,, modificada a través de
términos que contienen deltas. Si nos quedamos en el espacio de fases reducido,
recuperamos totalmente el resultado del problema libre. Cuanticamente tenemos
un conjunto infinito de operadores que actiian de manera no trivial en cada nivel de
Landau, y que satisfacen las relaciones de conmutacion propias del dlgebra cuantica
Ws, una vez mas con las modificaciones correspondientes a la presencia de los
solenoides, que desapareceran si reducimos la teoria al primer nivel de Landau.

Todo este estudio de las simetrias puede implementarse facilmente al problema
méas general en el que consideramos varias capas con una particula. En ese caso,
la singularidad no aparece sélamente en los puntos correspondientes al plano en
el que se mueve la particula, sino también en todos los puntos de las demds capas
donde tenemos fluxones, que interaccionan con la particula considerada.

4.3 Ecuacion de Dirac

Supongamos que el comportamiento de las particulas en el material puede des-
cribirse por la ecuacién de Dirac para fermiones sin masa, en presencia de un
campo magnético constante externo, y en presencia también de los fluxones con
un numero par de cuantos de flujo. Tenemos, en (241) dimensiones, la ecuacién
matricial:

o <pu + E(Au + au)> P(x) =0 (4.59)

donde 9(x) es un espinor de dos componentes, A* = (A, ff) es el potencial vector
asociado al campo gauge externo, y a* = (a’,a@) es el potencial vector asociado
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a los solenoides en el plano. Las matrices de Dirac (2 x 2) las tomamos en la
representacion (1.94).
En el gauge de Weyl, Ag = 0 y ag = 0, el Hamiltoniano de Dirac es:

19 = @(cp+ e(A+ @) (4.60)

donde @ es el potencial vector complejo (4.2), Aes el potencial vector del campo
externo que tomaremos en el gauge simétrico, y las matrices @ son a; = —oy y
Qg = 071.

En forma matricial tenemos:

-0 0 D
HY = ( Ao ) (4.61)

donde

D= (cp2 + e(A2 + GQ)) + i(cpl + €(A1 + al))

D = (epy + e(Ay + az)) —i(cpy + e(Ay + a1)) (4.62)
Estos operadores pueden expresarse en funcién de A y AT de la forma:

D = —V2ecBh A'
Dt = —V/2ecBh A (4.63)

y asi tenemos, en definitiva, que el Hamiltoniano de Dirac sera:

- 0 At
HY, = —V/2ecBh ( i 0 ) (4.64)
Dado que el potencial vector complejo es un gauge puro, encontramos que el

Hamiltoniano de Dirac, para una particula sin masa en un campo externo y en

presencia de r fluxones, es el transformado por G,(z) del Hamiltoniano libre, y asi:
H}, = G,(2)HpG, ' (2) (4.65)

Conocemos, por tanto, el espectro y los espinores propios para este problema,
que se obtienen a partir de los del problema de Dirac-Landau por la transformacién
gauge, es decir,

E. = E, = +V2keBhc , k=0,1,2,--- (4.66)



ECUACION DE DIRAC 175

es el espectro, y una base de espinores propios sera:

T

élzctm(% 2) = gp(z)wl:ckm(za Z) = H(Z - Zl’)prkim(%z)

=1
1 \i/km(z,é)

L k40
V2 ( TVt mt1(2, 2) ) #

T

Yom(2,2) = Gy(2)om(z,2) = [ (= = 2)om(, 2)

I'=1

_ ( %méz’z) ) k=0 (4.67)

donde Wy, (2, 2) ¥ Wom(z, Z) son las funciones de onda propias del Hamiltoniano
de Schrédinger en presencia de fluxones (4.13).

Una vez mas, cada nivel de energia estd infinitamente degenerado, pero ahora
la degeneracién viene caracterizada por el momento angular total, que en este
sistema no sera sino el transformado gauge del momento angular para el problema
libre. Asi,

Js = Gp(2) 136G, (2) (4.68)
donde J3 = L3+ S3, siendo S3 = Zo3. En funcién de los operadores {A, At B, Bt}
sera:

Jy = h(B'B - AtA) + 72%3 (4.69)

con I la matriz identidad (2 x 2).
Los espinores propios del Hamiltoniano son propios del momento angular total

transformado con autovalor:

JE (2,2) =h <m + ;) Vi (2,2), k#0,m> —k

Jydiom (2, 2) = h (m + ;) Gom(z,2) k= 0,m >0 (4.70)

Este sistema presenta, igualmente, la simetria infinita que estudiamos para la
teoria no-relativista. Asi, tanto las traslaciones magnéticas como los operadores
L,m que generan la simetria W,, conmutan con [:[%. Los generadores infinitesi-
males de esta simetria, Bf y B, sobre la base de espinores actian de la forma:

Bgl(22) =VEtmii (7)

B thom(2,2) = v/m dom-1(2,2)

Bt 7721(6:;)(272) =Vk+m+1 Qzl(jnlﬂ('z»g)

B hom(2,2) = vVm+1 gmei(z, %) (4.71)
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Para que la base de espinores propios del Hamiltoniano de Dirac, en presencia
de fluxones, sea ortonormal, es necesario introducir la nueva medida de integracion,

no trivial, en el espacio de espinores (andlogamente a (4.2)). Asi

/u z,Z) dzc?z bit T<Z Z)l/’k/ (2, 2) = Opts Oy
dzdz ~

/M(Za 2) % Q[}Om('Z? Z)¢0m’(27 2) - 5mm’
dzdz ~ ~

[ e 2) S (2 2 (2, 2) = 0

[ 1D G e 2o (2,2) = 0 (472)

donde p(z,2) = [ |z — 2v|~*.
r=1
La densidad de estados posibles en cada nivel de energia infinitamente dege-

nerado es finita, e igual a:

>, - ~ B
Z wgm(zv Z)M(Zv 2)1/)0771(2’ 2) = %
m=0
> - ~ B
> U e A 20 (2 8) = 22 (4.73)

m=—k

Como sucedia en el problema libre de Dirac-Landau para fermiones sin masa,
junto con las soluciones de energia positiva y negativa aparecen soluciones de
energia cero o modos cero. Los modos cero son ademas autoconjugados respecto
de la matriz que representa la simetria de conjugacion propia de este sistema, es
decir, tenemos:

{HY, 05} =0 (4.74)

y por tanto

osbp=tv_p  E#0
o3t = Yo (4.75)

La existencia de modos cero autoconjugados, como vimos, es un fenémeno
reminiscente de propiedades topoldgicas, relacionado con el indice del operador de
Dirac.

El problema de Dirac-Landau para una particula en ¢ capas, cada una de ellas
con r fluxones con 2p cuantos de flujo cada uno, se puede estudiar simplemente
como el transformado gauge del caso libre por Ga(2"), (4.23), el espectro no cambia
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respecto del problema libre pero si los espinores propios que adquieren un prefactor
que comprende los términos de interaccion con los fluxones de cada capa. También
es necesario introducir una nueva medida singular en cada una de las posiciones

de los fluxones para cada capa.
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Capitulo 5

Electrodinamica Cuantica sobre
el plano con puntos marcados

El Efecto Hall Cuantico Fraccionariopuede entenderse como el Efecto Hall Cuantico
Enterode fermiones compuestos. En la primera Secciéon de este Capitulo desa-
rrollaremos, siguiendo lo visto para el Efecto Hall Cuantico Enterode electrones,
el estudio en Segunda Cuantificacién del problema de un fermién, sin masa, en
presencia de un campo magnético externo uniforme y de fluxones. Los estados
con factor de llenado entero de este sistema corresponden a estados electrénicos
con un factor de llenado fraccionario. En la Seccién 5.3 estudiaremos en detalle la
aproximacién de campo medio a esta situacién donde los citados estados aparecen
como vortices de una teoria efectiva de tipo Chern-Simons.

En la teoria de muchas particulas, el estado fundamental para el Efecto Hall

Cuantico Enterode fermiones compuestos es, precisamente, el estado de Laugh-
_1
21
simetria infinita presente en este sistema de muchas particulas. Encontramos, asi,

lin con factor de llenado f = Este estado es incompresible respecto de la

la misma condicién de incompresibilidad que obtuvieron Cappelli et al.[19, 20] para
el Efecto Entero, y determinada por Flohr et al.[38] para el estado de Laughlin.

2pit+1
donde 7 es el factor de llenado para el estado correspondiente de particulas com-

Esta condicién puede generalizarse a otros estados con factores de llenado f =

puestas.

Este problema de muchos fermiones compuestos puede relacionarse a través
de una transformacion gauge singular con el de fermiones libres. Conocemos,
por tanto, el espectro y las propiedades de simetria de este sistema a partir del
problema sin fluxones; no obstante, la transformacion singular introduce una nueva

medida de integracién no trivial en el espacio de configuracién que representa, de

179
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alguna forma, la posible interaccién entre las particulas que no hemos considerado
en este estudio del Efecto Fraccionario.
En las dos 1ltimas Secciones de este capitulo estudiaremos la formulacién en

teoria cuantica de campos de la teoria de Jain.

5.1 Estado fundamental para el Efecto Hall

Cuantico Entero de fermiones compuestos

El campo fermidnico en presencia de fluxones puede expresarse en funcién de los
modos propios de la ecuacién de Dirac en (241) dimensiones para un fermién, sin
masa, en un campo magnético constante y uniforme perpendicular al plano, y en

presencia de un numero arbitrario de fluxones, es decir

Z Z (Bkmwkm 2,2) + Dl (2,2 ) + Z Apthom(2,2)  (5.1)

k=0m<—k

donde los operadores By, Dim, A v sus conjugados verifican:

{Bim, Bl ¥ = Okt Ommr s { Dy D} = Ot O
{AmaAm/} - mm’ (52)

El espacio de Hilbert esta generado por el conjunto de estados ortonormales

|0>a A;[n|0>7 ALAL,‘O), Blim|0>7 BlimBT’m’|O>>

donde el estado vacio es tal que: A,,|0) = 0, Vm; y Bgn|0) = Din|0) = 0
Vk,m. Los demas son estados de una o mas particulas que ocupan los modos cero,
o bien, estados “fermidnicos” de particulas o antiparticulas que ocupan los modos
fermidnicos en presencia de fluxones.

Definimos el factor de llenado f como el nimero de modos ocupados para un

] ~_ n
campo magnético dado, f = A
de fluxones, y ng = np es la densidad de modos de cada nivel de energia, que
coincide exactamente con la del problema libre. Si suponemos una superficie de
area finita A, tenemos que N = An y M = Ang son el numero de particulas
y de modos posibles respectivamente. Si tenemos un ntmero finito de particulas
podemos describir la teoria de Jain de fermiones compuestos suponiendo que a cada

particula le asociamos un fluxén, de manera que cada una se mueve en presencia



ESTADO FUNDAMENTAL PARA FERMIONES COMPUESTOS 181

de N —1 fluxones situados en las posiciones de las demds particulas. En definitiva,
el nimero de estados posibles de igual energia con N particulas compuestas en M
modos sera (%) De todos estos estados nos interesan tnicamente aquellos que
corresponden a un factor de llenado entero, para los cuales no hay degeneracion.
En esta situacién podemos dar una interpretacion alternativa del factor de

llenado, si lo expresamos en la forma:

| =

< N N
f = — = — = — (54)
M ®/dy Ns

donde N representa el nimero de cuantos de flujo correspondientes al campo B
en un area fl, es decir, Ny = q;% = hé:j/i' El factor de llenado es el inverso del
nimero de cuantos de flujo asociados a cada particula.

Supongamos que se llena completamente el primer nivel de energia (corres-
pondiente a los modos cero), el factor de llenado sera f = 1. Esto significa que la
densidad de particulas compuestas coincide exactamente con la densidad de modos
posibles, de tal manera que no hay degeneracién, es decir, por cada modo en el
mismo nivel de energia tenemos una particula compuesta, o bien, a cada particula
compuesta le corresponde un cuanto de flujo. Esto sera cierto en general para
todos los estados con factor de llenado entero, f =14,9=1,2,---, que dan lugar al
Efecto Hall Cuantico Enteropara fermiones compuestos, en estos estados a cada
particula le corresponden i~! cuantos de flujo.

El estado con factor de llenado uno sera:

|f:1)5|10,11,---1m,-~->EAEBAI---AIH--WO} (5.5)
tal que

Allf=1)=0  VYm<0
Bim|f =1) = Dinlf=1) =0, Yk #0,m > —k (5.6)

El operador densidad de carga en funcién del campo fermionico, en presencia
de fluxones, esta modificado respecto del operador para fermiones, pues debemos
incluir la medida de integracién no trivial asociada a la transformacién singular.
Tenemos por tanto:!

[t 9]

p=—eg— (5.7)

'Recordemos que la carga del electrén es ¢ = —e con e > 0.
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donde 1(z, Z) depende de la posicién de todos los solenoides presentes en la teorfa.
Sustituyendo el campo en funcion de los modos propios de una particula, re-
sultara:

k=1m<—k

ﬁ = —€{§: i @lm(z,i)u(z,i)z;km(z,i) (BlimBkm_D;Lkam)

1

Bz Dz 2)on (. 2) (Al An — 5 )| 53)

donde

O 2z 2)um (2, 2) = (B) (2, 2Dl 202, 2)
= () (2 iz, i (2, (59

como consecuencia de la simetria de conjugacion.
El valor esperado de este operador en el estado con factor de llenado uno es:

= F=1i =1 =—(3) (5) (5.10)

donde ng = % es la densidad de modos para el primer nivel de energia. Este
resultado es idéntico al que obtuvimos para el Efecto Hall Cuantico Enterode
fermiones en un campo magnético uniforme, como era de esperar. Sin embargo,
como sucedia también en ese caso, debemos tener en cuenta que la densidad de

carga en el vacio no es nula debido a la presencia de los modos cero,

o =0l = 5 (%) (5.11)

y por tanto, la densidad de carga para los fermiones compuestos relativa a este

vacio sera

- . - eB
p=p1—py=—¢ (hc) (5.12)

En general, para un estado con factor de llenado f = 4, con ¢ un entero,

resultara:

p=pi—po=il-e) (D) (5.13)

Considerando estados de antiparticula llegamos al mismo resultado salvo el
signo de la carga.

Encontramos, pues, que el sistema de fermiones compuestos, considerados como
particulas libres, en presencia de un campo magnético uniforme externo, siente el

Efecto Hall Cuéntico Enterode manera analoga al sistema de fermiones libres.
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Ambos sistemas estan relacionados por la transformcién gauge singular que, como
veremos, modifica la medida de integracién, y, por tanto, el area que ocupan los
fermiones compuestos sera distinta de la ocupada por los fermiones libres.

El valor esperado de la densidad de corriente en forma covariante, para los
estados con factor de llenado entero, sera:

62

gH = it *Fh . on=0,1,2 (5.14)
donde *FH = %e’“‘ﬁFaﬁ, y FW = gAY — 9" A* tal que, F2 =B F% = —FJ | j =
1,2. La densidad de corriente en el plano ; es transversal al campo eléctrico, y se
puede determinar el tensor de conductividad, cuyas componentes diagonales son
nulas, mientras que las no diagonales estdn cuantizadas, y asi, la conductividad
Hall es oy = z%

Este analisis es valido para el sistema de fermiones compuestos, cada uno de
ellos formado por un fermién y un solenoide de flujo 2p¢g. En una aproximacion
de campo medio [66], suponiendo que el flujo gauge asociado a cada particula
se extiende dando lugar al campo magnético uniforme que suponemos constante,

encontramos las siguientes situaciones equivalentes:

e Supongamos que mantenemos constantes el campo externo B, y por tanto,
la densidad de modos posibles; y el nimero de fermiones compuestos, que
supondremos igual al nimero de fermiones libres: N = N. En el estado co-
rrespondiente a factor de llenado uno, f = 1, cada fermidn compuesto tiene
asociado un cuanto de flujo; ya que, el inverso del factor de llenado, f -1=1,
representa el nimero de cuantos de flujo por particula, y en este caso es uno.
Pero en el sistema equivalente de fermiones libres a cada particula le corres-
pondera no un cuanto de flujo sino (2p + 1) cuantos de flujo, y por tanto, el

factor de llenado del sistema fermidnico, cuyo inverso coincide con el niimero
_1
2p+1°
Es decir, una fraccion con denominador impar que, como veremos al pasar al

de cuantos de flujo por particula (f~! = 2p + 1), es precisamente: f =

sistema de muchas particulas, es el factor de llenado del estado de Laughlin
para el Efecto Fraccionario. Este estado es simplemente el transformado
gauge del estado con factor de llenado uno de fermiones compuestos.

La equivalencia entre estos dos sistemas puede entenderse mejor graficamente,
ver Figura 5.1. Estamos suponiendo que tanto el numero de particulas como
la intensidad del campo externo permanecen constantes, y asi, lo inico que

puede cambiar al considerar el sistema de fermiones compuestos o el sistema
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de fermiones libres es el area que ocupan. De esta forma es evidente que
los fermiones compuestos, con factor de llenado uno, ocupan un area mas
pequena que el sistema de fermiones libres, cada uno con 2p + 1 cuantos de
flujo, y la relacién es precisamente: A = (2p + 1)[1 Es decir, aumenta el

flujo asociado a cada particula aumentando el drea que ocupan.

% §>X

X
X X
x KX

X
X

Figura 5.1: En este esquema, los puntos grandes representan fermiones compuestosy los
pequenos fermiones libres; las cruces son los cuantos de flujo asociados a cada particula.
El primer sistema representa fermiones compuestos con f = 1, en un 4rea A, a cada
particula le corresponde un cuanto de flujo. El sistema equivalente de fermiones libres
corresponde a un factor de llenado f = %, en un area A; en este caso cada particula tiene
asociados tres cuantos de flujo. El ntmero de particulas en ambos sistemas coincide, y
asi, A = 3A.

e Supongamos ahora que mantenemos constantes el campo externo B, y el
area que ocupan ambos sistemas, el de fermiones compuestos y el equiva-
lente de fermiones libres. En este caso necesariamente tiene que cambiar el
numero de particulas de un sistema a otro. Si consideramos el sistema de
fermiones compuestos, N, con factor de llenado uno, una vez més a cada
fermion compuesto le correspondera un cuanto de flujo. Pero en el sistema

de fermiones libres, N, a cada particula le corresponden 2p + 1 cuantos de
1

21

que hay menos particulas libres que compuestas ocupando el mismo area, y

flujo, de tal manera que el factor de llenado es f = Esto significa

asi, N = (2p + 1)N. Es decir, aumenta el flujo asociado a cada particula

disminuyendo su nimero. Ver Figura 5.2, [88].

En cualquier caso, en esta aproximacién de campo medio, encontramos la equi-
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X X §§
X %

X
X
X X

X

Figura 5.2: Esquema equivalente al representado en la Figura 5.1. Ahora A = A, y por
tanto, N = 3N, N ntimero de fermiones libres.

valencia entre el Efecto Hall Cuantico Enteropara fermiones compuestosy el Efecto

Hall Cuantico Fraccionariopara fermiones.

En general, si consideramos un estado de fermiones compuestos con un factor
de llenado, f =i, con i entero, a cada fermion compuesto le corresponde en dicho
estado i~! cuantos de flujo. El flujo promedio para cada fermién serd entonces:
f~t =71 + 2p, y por tanto, el factor de llenado para el sistema de fermiones

i
2pit1”
con denominador impar que se pueden obtener a partir del entero para fermiones

Tenemos asi todos los factores de llenado fraccionarios

equivalente es: f =

compuestos.

Es interesante estudiar la conexion entre este formalismo de Segunda Cuan-
tificacion y la Teoria de Muchas particulas. Si suponemos que las particulas no
interaccionan entre si, es posible expresar el espacio de Hilbert para N particulas
idénticas como el producto tensorial del espacio de Hilbert de cada una, Hy =
He . ®@H, donde H =T,(S)BT'_(S5) & ((S), generado por la base ortonormal
{0 (2,2), (2, 2), Yom(2, 2)}, v T(S) es el subespacio de espinores de cuadrado
sumable propios del operador de Dirac para una particula cargada con fluxones en

un campo magnético uniforme.

Una base ortonormal de espinores antisimetrizados para Hy vendra dada por
el determinante de Slater:

wklyml?"?kNmN (Zlu 21) Ty 2N, 2N) -
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@?klml (21,7%1) l%klml (20,22) ... @?klml (2w, 2Zn)

. 1 ¢k2m2 (21, 21) @DkaQ(ZQ, 22) cee 'lvbk’zmz (ZN’ ZN)

- | | . (5.15)
%EkNmN(Zl, Z1) ’(Z)kNmN(ZQa Z) ... Q;EkNmN(ZN; Zn)

En representacién de coordenadas definimos el vacio como el estado tal que:

(2,2)*10) = (2, 2)°0) = 0
Oi(2,2)710) =0, V2,2 (5.16)

donde el campo fermidnico es:

V(z,2) = (2, 2)" + (2, 2)” + (2, 2)° (5.17)
= Z Z Bkm @Eljm(zv 2) + Z Z Dlim@zk:—m(za 2) + Z Am 120771(2’ 2)
k=1m>—k k=1m>—k m=0

Asi, un estado con un ntmero finito de particulas puede expresarse en funcion

del vacio,
|21, 21, 2Ny, 2Ny ) = V(z21,21)” - 'Q;T(ZNH Zn, )" 10)
‘Zl, z17 o '7ZN07§N0> - 2231-(2:17 21)0 te 'Z;T(ZNOJENO)O|O>
21,21,y 2, AL ) = (21, 2) - P(an., Zn.)T10) (5.18)

El Hamiltoniano para el problema de muchas particulas sera:

(21,71, 2N, ZN|H|D) = (5.19)
= (0|[ (21, 21) - (2w, 2n) L H][W)

N
= {Z 0_2 (—Z'Chﬁj + 6(14»(21, 2[) + (3:(2[, 2])) } 1;(21, 51, Ct L RN, ZN)

=1
que se deduce a partir del operador

- dzdz

o L Pf (2, 2)u(z, 2)0 (—ichV + e(A(2,2) + (2, 7)) ¥(z,2) : (5.20)

Este resultado debe ser equivalente a considerar el problema de N particulas
en el plano, en presencia de un campo magnético uniforme, y en presencia de
un numero arbitrario de solenoides. Pero es necesario hacer una hipétesis sobre el
nimero de fluxones presentes en la teoria para describir un sistema de N fermiones
compuestos. La hipdtesis es suponer que tenemos un numero de solenoides igual

al niumero de particulas, de tal manera que cada particula se mueve en presencia
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de N — 1 solenoides, que se encuentran situados exactamente en los puntos donde
estan las demés particulas. En esta situacion el potencial vector complejo asociado
a los fluxones es:

do o~ 1

aI:() d1:i2p—
’ W;Z[_ZJ

(5.21)

Cada fermion compuesto es una particula con un solenoide que lleva un flujo
2p¢g. Este potencial vector es un gauge puro y ahora la transformacién singular

es:
N

Gp(zr) = [ (21 = 2)* (5.22)

1<J
que depende de las coordenadas de las N particulas.
En definitiva, el Hamiltoniano para N particulas en representacion de coorde-

nadas es:

N N
Hy =Hy+hw [4pl > + 2p(nl?) > 63 (2 — zy) (5.23)
JAL R T 2 JEI

ar

donde Hy es el Hamiltoniano en ausencia de fluxones, y a; es el operador a (4.5)
para la particula /. Podemos pasar de un sistema a otro simplemente a través de

la transformacién no unitaria G, de la forma
Hy = Gp(21, 20, , 2n) Hy 951(21, 22,5 AN) (5.24)

Por otro lado, el estado fundamental del sistema correspondiente al factor de

llenado f =1, con N fermiones compuestos en el primer nivel de energia, sera:

(21,21, 2N, 5N|@/~)> = 1200,-~,0N—1(21, Zi, ENGEN) =
1/300(21, Z1) 1/300(22, Zo) ... 1/300(21\7, ZN)
1 Vo121, 21) Yo1(22,22) ... Yoi(zn, ZN)
Yon-1(21,21) Yon-1(22,22) ... tYon-1(2n,2N)
N N
= H (21 — ZJ)2p H (22 — ZJ)QP (2N — 2N) ¢00,~..,0N—1(217 Z1,° 5 2N, 2N)
J>1 J>2
N
= H (21 — ZJ)QP Yoo, on-1(21, 21, -+, 2N, ZN)
1<J

= Gp(21,°**, 2N) Yoo, on—1(21, 21, +, 2N, 2N) (5.25)
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Este estado es exactamente el estado transformado por G, del estado fundamen-
tal para N fermiones libres con factor de llenado uno, ¥go....on—1(21, 21, -+, 2N+ ZN),
que es el determinante de Slater para los espinores de Dirac-Landau correspon-
dientes al primer nivel de energia. La primera componente del espinor resultante
coincide exactamente con la funcion de onda propia del problema no-relativista de
muchas particulas, de tal manera que,

N

Vi (21,21, 2w, 2n) = [ (er = 20) Wymi(21, 21, 2, 2N (5.26)
i<J

y, utilizando el desarrollo del determinante de Vandermonde, tenemos que

N
\Iff:1<21, 51, L 2N, ZN) = N H (Z] - ZJ) 672%2 Zé\f:l [#1]? (527)

1<J

donde N es una constante de normalizacién.
Es decir, el estado para fermiones equivalente al estado de N fermiones com-
puestos, con factor de llenado uno, es precisamente el estado fundamental pro-
puesto por R.B.Laughlin para el Efecto Hall Cuantico Fraccionariocorrespondi-

ente a los factores de llenado f = , v asi, salvo la constante de normalizacién,

1
2p+1
tenemos:

Wii(21,21, 7,28, 28) = \I[f:ﬁ(zlazh”'aZNazN)

N
= NG =zt mZim bl (5.8)

1<J
Este estado es también propio del momento angular total modificado por la
presencia de solenoides, que podemos determinar, para el sistema de muchas

particulas, a partir del operador en Segunda Cuantificacion:
= dzdz

_ AL 5 N(T y8 =) -
J3 = ek V' (z,2)p(z, 2) (Lg + Sg) W(z,2) : (5.29)
de donde se deduce que
(z1, 21, -+, 2N, 5N|j3|1;> =
N 1 3
= Z{L:a([)—i‘203}1/1(21,517"'721\7,51\/) (5.30)
=1

Es decir, el momento angular total para el problema de N fermiones compuestos
en representacién de coordenadas es:

N N
IN =¥ —n2p Y T h2p(ni®) 3 6P (2 — 2g) (5.31)
JAI AT TR JAI
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y, por tanto,
jév = Gy(21, 22, +, 2N) Jév Qp’l(zl, 2oyt ZN) (5.32)
El estado fundamental para factor de llenado uno es propio de este operador
con autovalor:

N T N(N -1 N
J§V¢f:1(21721a"'7ZN72N) :h{()

2 +2},€Ef:1<zlazl7"',ZN,ZN) (533)
Ademas, el estado fermidnico equivalente es propio del momento angular total

J sin transformar:

N - -
J3 1/)f:T1+1(217Z17 2N, EN) =

h{@p+mA“ﬁ;1f+Z} i

y el autovalor es proporcional, en la parte angular, al inverso del factor de llenado

1 (21,21,"‘,21\7,51\7) (534)

2p+1

para este estado.
En general, cualquier estado, con N particulas compuestas y factor de llenado
entero f = 7, tiene su estado fermidnico equivalente, que serd

@f:i(zla Z17 e 7ZN72N) = wf:sz?-»-l (217217 T, 2N, ZN)

= Gp(z1, -, 2n)Vp=i(21, 21, -, 2N, Zn)  (5.35)

Analizaremos ahora la incompresibilidad del estado fundamental, para factores

de llenado fraccionarios, estudiando las propiedades de simetria del problema con
fluxones, de manera andloga al estudio realizado por Cappelli et al. para el Efecto
Entero de fermiones libres. Los generadores infinitesimales de la simetria infinita
W4 como operadores en Segunda Cuantificacién son:

= [ B e (e, ) L 92, 5) (5.36)
21

que, en funcién de los modos propios:

En,m

k'=0

donde

i / 1 / / _ |
r o= VE +m)IE 4 +n—m)! (Bl s Bir
o m'>m+1—k (k' +m' —m — 1)! m/+n—mK,
_Dlt’,m/Dk’,m’+nfm) y /{Z/ 75 0
; </ (m)(m +n —m)!

Lom= 2.

m’'>m+1

Al A (5.38)

(m' —m —1)! mn—m
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Es decir, Enm descompone en suma de términos de la forma ﬁﬁ; +sm donde
s =n —m y k' representa cada nivel de energia. Este operador actua sobre un
estado aumentando (si s > 0) o disminuyendo (si s < 0) el momento angular
de cada particula, dentro de cada nivel de energia. En particular, si tenemos un

estado con factor de llenado f = 1 que estd completamente lleno, sucede que
Lo |f =1) = L5, {A}--- AL+ ]0)} =0 (5.39)

donde —1 < n’ < m/. Esta condicién representa la incompresibilidad del es-
tado fundamental para el efecto entero de particulas compuestas y, en definitiva,
caracteriza la incompresibilidad de un estado de fermiones con factor de llenado
fraccionario.

En el problema de muchas particulas encontramos que el estado fundamental
propuesto por Laughlin es incompresible, como demuestran M. Flohr y R. Varn-

hagen, en la teoria no-relativista [38]. En este caso resulta:

[‘n’,m’ 2/;];:1(21, 21, c L ZN, EN) = Eg?m, 'Lbf:#(zl, 21, CC L RN, 2]\/) = O (540)

2p+1
donde
(21,21, 2N, 2] En’,m’ |12f:1>
N
= {Z(an oy +1}¢f1(217517“',ZN,5N) (5.41)
I=1

En general, la condicion de incompresibilidad para el estado fundamental del
Efecto Hall Cudntico Fraccionarioes equivalente a la condicién de incompresibi-
lidad del estado fundamental para el Efecto Hall Cuantico Enterode fermiones
compuestos.

Hemos encontrado, para el problema de un nimero finito de particulas, que

tanto las funciones de onda como los operadores para un factor de llenado frac-

[
2pit1’
singular, de tal manera que:

cionario f = y entero f = 14, estan relacionados por una transformacion

sz(zlazla 2N, EN) = G2, s an Wiz, 2L L 2N 2N)
@p:gp(zla"'7ZN)ng_1(zl7"'7ZN) (542)

donde O = {Hy, JN by, bl ar,a}} v O, = {Hy,JN, B, Bl, A;, Al} para I =
1,2,---N .
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Esta transformacién, singular para z;y — z;, no es unitaria, pues:

N
g;gil’: H ‘ZI_ZJ|4P:M_I(Z17217"'7ZN72N) (543)

1<J
donde pu(z1, 21, -+, 2N, 2y) es la nueva medida de integracién en el espacio de

configuracion para N particulas, que depende de la posiciéon de todas ellas.

Por 1ltimo, estudiaremos en este contexto de muchas particulas la genera-
lizacion al problema de ¢ capas o muestras independientes, en cada una de las
cuales consideramos un numero finito de particulas (supondremos en principio
el mismo en cada capa), y un nimero equivalente de fluxones asociados a cada
particula. Asi, cada particula ve N — 1 fluxones, que se encuentran en la misma
capa, y N fluxones correspondientes a las particulas situadas en las demaés capas.
Suponemos que las particulas no pueden pasar de una capa a otra, de forma que
el movimiemto en cada capa es independiente de las demas, salvo por el hecho de
que los fluxones de unas capas si inducen una interaccién sobre las particulas de
las otras [130].

En este sistema tenemos que considerar, ademas del potencial vector externo,
un potencial vector complejo asociado a los fluxones, dado por:

. IR Y i X1 Yoo
ar :0, ar :Z? —ZA”Z i 3 —A”Z 3 (544)

i
JA JAIRT T A JAIRT — AT
donde I,J = 1,2,---, N son indices asociados a las particulas en cada capa, e
1,7 =1,2,---, ¢ son los indices asociados a cada capa. La transformacién singular
sera:
q N N
iy _ i JVKj i i \Kii—1
Gre(2r) = [T 11 (21 = 2" T (21 — 25) (5.45)
i<j I<J 1<J

donde K es una matriz ¢ X ¢ que en funcién de la matriz A (4.21) es K =1 — A
con I la matriz identidad ¢ x ¢ [38]. Esta relacion se deduce de la condicién
de incompresibilidad para el estado fundamental caracterizada por los operadores

L, dados por:

~ q,N ~ . ~ .
Lo =Y (B)"H (B! (5.46)
il

donde B y Bt se pueden determinar como el transformado gauge de b v bi.

En general, tenemos:

U (24, 28) = Gre(24) (24, 25)
Ok = Gk (2)) OGx'(z)) (5.47)
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donde © = {Hi, J37 b b ab alfYy vy O = {Hi, JIN Bi Bil Ai A\ con I =
1,2,--- N, para la capa i.

El estado fundamental correspondiente a factor de llenado f = 1, con N
fermiones compuestos en el primer nivel de Dirac-Landau, para la capa i-ésima
es:

@ N , N — _
vz ) = [T G = =)™ LG = 2) ™ ey, 2) (5.48)
i<j I<J 1<J

donde (2%, z%) es el determinante de Slater para los espinores de Dirac-Landau
correspondientes al primer nivel de energia en la capa i-ésima. La primera compo-
nente de este espinor coincide con la funciéon de onda no-relativista, y desarrollando
el determinante de Vandermonde resulta:

N

. ¢ NN )

Uiy (e, 2) = NTTIT G = 20)% [] (2 = 25) e 1=t (5.49)
i<jI<J 1<J

En definitiva, la funciéon de onda para el estado fundamental del sistema com-
pleto, con N; particulas en cada capa i, y para las ¢ capas, correspondiente al

factor de llenado uno para los fermiones compuestos es:

B q NiNj , a Ni } Q,QZZIZIIQ
Uiy (o, 2) = NI I G =)™ T[] (5 — =) e i=ti= (5.50)

i<j I<J i=11<J

Para determinar el factor de llenado del sistema de fermiones libres equivalente
calculamos el nimero total de cuantos de flujo, que vendra dado por el nimero de
estados posibles para cada particula, o lo que es lo mismo, por la mayor potencia

de 2% mds uno, asi[127]:

q
No =1+ Ku(N; — 1)+ > K N; =) KyN; — K +1 (5.51)
J#i j

para N; grande resulta: Ng =~ ZKiij. El nimero total de particulas es N =
J
ST N, y, por tanto, el factor de llenado para este estado es:

q

fre =3 (K™ (5.52)

i?j

donde hemos utilizado que N; = > ;(K™");; No.
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Este es el factor de llenado para la funcién de onda que generaliza la funcion
de Laughlin al problema de ¢ capas o niveles de energia independientes:

\szl(23723) = quK('Z;?z%)

q N;
g Ni,Nj , g N *QZ%ZZ\Z}\Q
SN IT G =S T TG - e T5RT )
i<j I<J i=11<J
Como consecuencia del principio de Pauli la matriz K debe ser simétrica, pos-
itiva, y valuada en los enteros, con la diagonal principal formada por enteros
impares. En particular si K es de la forma:

2p+1 2p .- 2p
2p 2p+1 --- 2p
K=| ~ o (5.54)
2p 2p 2p+1

q
2pq+1°

o bien ¢ fluidos de tipo Hall, en el cual las particulas compuestas por un fermién

el factor de llenado es: fx = Es decir, el sistema de ¢ capas independientes,

y un fluxén con 2p cuantos de flujo, ocupan completamete en cada capa el primer

nivel de Landau, tiene el mismo factor de llenado que un sistema formado por

una sola capa pero en el cual los fermiones compuestos ocupan completamente ¢

q
2pq+1°

En esta formulacién para el Efecto Hall Cuantico Fraccionarioconsideramos

niveles de Landau: f =

un Hamiltoniano sin interaccién entre las particulas, como en el entero, pero

describimos la interaccién a través de una medida no trivial que, como veremos,
estard relacionada con la funcion de correlacion de N puntos asociados a los cuan-
tos de flujo en una Teoria Abeliana de Chern-Simons. Es decir, en la teorfa de
fermiones compuestos de Jain, se introduce un término de interaccién en el Hamil-
toniano a través del potencial vector complejo, para describir la interaccién entre
las particulas cargadas y los solenoides que le asociamos a cada una. Esta inter-
accion es de tipo estadistico con parametro: v = 2p, pero en este caso el potencial
vector que describe la presencia de fluxones es complejo, a diferencia del potencial
vector estadistico como el introducido por Lerda, [85], para describir particulas
con estadistica aniénica, que es real. Como sucede en el estudio realizado por este
autor acerca de la estadistica fraccionaria, es posible construir un sistema formado
por una particula cargada y un solenoide, denominado cyon, dando lugar a una

particula anidnica; sin embargo, la generalizacién de la estadistica fraccionaria
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al problema de muchas particulas se lleva a cabo utilizando un campo gauge de
Chern-Simons. Asi, en una teorfa cuantica de campos de Chern-Simons la es-
tadistica fraccionaria se implementa a través de un campo gauge no local, de largo
alcance, y abeliano en (2+41) dimensiones, cuya accién es precisamente la accién
de Chern-Simons. Lerda demuestra que al pasar al problema de muchas particulas
aparece de forma natural el término que describe la interaccién estadistica. O lo
que es lo mismo, la dindmica de Chern-Simons automaticamente asocia carga y
flujo, y realiza de forma natural lo que se impone como un requerimiento externo
en el sistema del cyon. Esto mismo sucede en el estudio que estamos realizando
sobre el Efecto Hall Cuantico Fraccionario, el sistema de una particula en presen-
cia de fluxones seria equivalente al problema del cyon, y serd necesario formular
una teoria cuantica de campos de tipo Chern-Simons-Dirac en la que los fermiones
compuestos resulten ser los cuantos fundamentales. Esto lo estudiaremos en las

siguientes Secciones de este Capitulo.

5.2 Efecto Hall Cuantico Fraccionario: Para- metro

de Orden y Confinamiento Oblicuo

El objetivo de esta Seccién es la formulaciéon de una teoria cuantica de campos
en la que los fermiones compuestos de Jain, con el electron ocupando un nivel
de Landau, resulten cuantos en sectores topolégicamente distintos al vacio. El
operador de creacién ha de ser necesariamente no local, del tipo introducido por
Mandelstam, [91], en la teoria de Solitones y extendido por 't Hooft, [122], a
las teorias gauge de particulas elementales. Se pretende asi el desarrollo de los
trabajos de Girvin y McDonald, [46], y Read, [111, 83], en los que se estudia la
transicién de fase que ocurre en el Efecto Hall Cuantico Fraccionario, de forma
que se encuadre en el poderoso marco de los aspectos no perturbativos en teoria
cuantica de campos.

De acuerdo con el analisis de la Seccion 2.1, el punto de partida natural, en-
tendemos que el régimen pertinente en la transicién de fase es el de baja energia,

es la teorfa de Chern-Simons-Dirac determinada por la accion:
S = [ds {w(wD# —m)+ ’;ew,pANaVAP} (5.55)

Tomamos unidades naturales donde la longitud magnética es I =12 = 2%. El

coeficiente del término de Chern-Simons serd en general de la forma xk = 7, con
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m un numero racional. Es conveniente escribir la accién en la forma:
K 0 =
s = / dt / dzydas {26#@,4#8%’ +ot (zat 4 idV — ﬁm) ¢}
+oe / dt / dardrs {14A° — plapA)
=Pl 90 = 8,4 = a4 = (A% A) v = (1°,9)

pues permite identificar los elementos clave para cuantificar esta teoria. En el
gauge de Weyl, A° = 0, la accién de Chern-Simons

SCS == g/dt /dlEldI‘Q (AgAl _AlAQ) (556)

determina completamente la cuantificacién del campo A pues estamos ante una
teoria topologica de campos. El espacio de fases, antes de reducir tomando cociente
por el grupo gauge, es el formado por las componentes A, (Z,t) y As(Z,t) de
la conexion; A; es la coordenada y kAs, el momento. Cuantificacion candnica
promueve A; y As a operadores que satisfacen las relaciones de conmutacion:

A

— N — /l' — —
El Hamiltoniano fermiodnico libre es de la forma convencional
H] = /dl‘ldl'g (=@ V + Bm)y

y la cuantificacion del campo de Dirac procede por anticonmutadores:

)
(G.1)} = {d(@1),d(F. 1)} = 0 (5.58)
El Hamiltoniano de interaccién es
ﬁ[ = 6/d$1dﬂ72 @ET&QZJ : ff

y un elemento crucial es la ley de Gauss que debe imponerse como una condiciéon

sobre los estados cudnticos:

(KB(Z,t) + e (2, )0(Z,1)]|Q) = 0 (5.59)

~

B(Z,t) = 0,,A1(Z,t) — 0y, As(Z, 1)
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La observacién fisicamente més relevante es que (5. 59) liga el operador de carga
eléctrica wTw con el operador de campo magnético B exactamente la situacién
contraria a la que ocurre en electrodinamica cuantica donde es el operador de
campo eléctrico el determinado por el de carga eléctrica.

Para evitar la situaciéon redundante de considerar estados |Q2) relacionados por
una transformacién U(1) gauge, imponemos el gauge de Coulomb, a la Gupta-
Bleuler, como una condiciéon adicional sobre los estados,

:A. 4+ 0.A:) Q) =0 (5.60)
( )

que permite resolver (5.59) sin ambigiiedad. Hemos introducido coordenadas y

campos complejos,

1 1
2=o1 +iTe, Z= 21 — Ty, 0, = 5(&,3 — 10y, ), Oz = 7(&,31 +i0y,)
Az = (Al — iAQ), A (Al -+ ZAQ) = 2(8 A — 0 Az)

En representacién de configuracion, polarizacion holomorfa, donde tomamos

como estados base los propios de A, y 1&%,

Az 2)|Az2) = Az 2)Ax(z,2)
: &TQZJ : ‘p(272)> = p(Z,§)|p(Z, 2))

(5. 59) y (5.60) devienen ecuaciones en derivadas funcionales para el funcional
ol =

Q[A: (Az;p(2,2)[Q) -
kO, Az — 'a—i—i— Q[Azp] = 0
1ROz Az ? Z5A2 ep 27p -
0, A + 8—i Q[Azp] = 0
(514 z7p -
Los estados del sistema son pues de la forma:
dz Ndz
O[As:p] = Nexp{ T / 222 ® 02, 2)07 ALz, )} (5.61)
que resuelven la ecuacion:
2i0. 2L — cp0
i AL T ep
En particular, el estado de vacio es 2[0; 0] = 1.

Este formalismo general permite una descripcion explicita del operador de

creacion de fermiones compuestos como un operador no local. Si escribimos
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Q) = |2) @ |f) como el producto tensor de un estado del campo A por uno
fermidnico,

A~

Un(z0)|A, =0) = |fluxdn)

el operador

e 217

Upn(z0) = exp {@m / dz /\‘ dZFZE In <Z ; ZO)} (5.62)
0

crea un estado con m unidades de cuantos de flujo magnético localizados en z,

que denominaremos fluxén. Es inmediato comprobar que:

zZ — 20

A.(z, Z)|luxén) = z’Taz 111( > |fluxén)
e

0

puesto que A, genera traslaciones en estados propios de A,. De ahi,

(luxén|B(z, z)[fluxén) = %5(2) (Z ;02’0> (5.63)

de acuerdo con lo antedicho. La ley de Gauss requiere que:

) 1 = =S (S 1) (5.64)

e2 lo
de modo que |f) es un estado de un electrén,

) = 5 (z0)[0)

e2

si k = £, creado desde el vacio por el operador de Fermi W(zo). El estado que

satisface la ley de Gauss,
la(z0)) = [fuxon) ® |f) = af,(20)|0)

con
R ~ KM »
al,(20) = Un(z0) ® BT‘I’T(ZO)

que corresponde a un bosén, si m = 2p & 1, y p es un entero, y estd compuesto
por una unidad de carga eléctrica y m de flujo magnético localizadas en zy. Este
estado bosénico obedece pues a un fermion compuesto de Jain ocupando un nivel
de Landau.

Veamos que al (z) es un operador bosénico si m es impar. La relacién de

conmutacién

A~ ~

Um(ZW)T (2) = 62mm1ﬁ (Z>Um<z)
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es debida a la fase Aharanov-Bohm adquirida por el electrén si se crea primero el
fluxén: en efecto

e{ief Ay dw}Q&T(Z)

2mim

actuando sobre un estado de fluxén da lugar a una fase e en el estado com-

puesto. El signo menos que ocurre si m es impar compensa el signo mas de los

anti-conmutadores fermidnicos y

[}, (w), af, ()] = 0

’r'm

Siguiendo a 't Hooft, en orden a estudiar la fisica de estos sectores no pertur-

bativos de la teoria, introduciremos otro operador no local:

W(C) = exp {z’e/cdzflz(z, 2)} =

. {Z-e / PRED / dZNdZ 3 (2 56 (2 — z(s))} (5.65)

ds 21

donde z(s), 2(0) = 2(1), determina una curva cerrada C en el plano parametrizada
por s € [0,1]. El operador de linea de Wilson mide el flujo magnético encerrado
por la curva C.

1 d 2mim | fxd .
W (C)|fluxén) = exp (m]{ z > fluxon) = { e?™™|fluxén), sizg € D
c

z— 2y |fluxén), sizg & D

con @D = C. W(C) es en un sentido preciso dual a U(zy). Sobre estados propios

de A; su accién da lugar a una traslacién:
W(C)|Ax(z,2)) = |As(z,2) + 6@ (2 = 2(s)))

El estado creado sobre el vacio corresponde asi a una linea de flujo a lo largo
de C":
|C) = W(C)|0)

(C|B(2)|C) = 2i0.0@ (2 — 2(s))

Para cumplir la ley de Gauss consideramos estados

1)) = U(s)]0) = |C) @ |f(s))

donde 951
I(s) = —W(C)0:4(2(s))

e
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y el estado fermiénico asociado al vortice satisface:
PN 21K
) 1F() = 0.0 (= — (1A (5)

En la teoria de Chern-Simons, W(C) y U(z), mas que duales, en el sen-
tido electromagnético son autoduales: ambos crean estados cargados eléctrica y
magnéticamente, bien sobre la curva C bien en z5. En la electrodindmica de
Maxwell, W (C'), por el contrario, crea lineas de flujo eléctrico mientras que U (zp)
da lugar a cargas magnéticas puntuales. En este ultimo caso, A,, As, son coorde-
nadas y los campos eléctricos, F., E>, sus momentos conjugados.

Las relaciones de conmutacién de Uy, (z) y W(C) son peculiares, ver Figura

5.3.

(Co) = W(Ca)Unm(2 (5.66)

y conducen a un analisis cualitativo de las fases del sistema.

Figura 5.3: Curvas cerradas Cy y Cy. Una de ellas rodea al punto 2.

Esencialmente hay dos posibilidades divididas en dos subcasos:

o [

— a) Tomamos como pardmetro de orden el operador densidad de carga
de los bosones/aniones compuestos, : a! (z4)am(25) :

Si el valor esperado del parametro de orden en el estado fundamental

(: al,(za)am(zp) 1) # 0
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es distinto de cero existe condensacién de carga magnética y eléctrica.
La simetria U(1) es espontaneamente rota, y ello da lugar a solitones
con carga eléctrica y magnética asociados al primer grupo de homotopia,
m(U(1)) = Z; es decir, los fluxones resultan soliténicos. Esta es la fase
Higgs que, al igual que en superconductividad, da lugar al confinamiento
de cargas duales a las del condensado, en este caso magnético/eléctrica,
y por tanto, confinamiento oblicuo. En términos de los operadores U y
W
<W(C)> _ e—Longitud(C) 7 <Um(0)> _ G—Area(C)

donde hemos extendido U, en la tercera dimensién.

— b) Consideremos como pardmetro de orden, ahora, el operador de creacién
de aniones compuestos. Si su valor esperado en el estado fundamental

(af,(z0)) # 0
es distinto de cero estamos ante la fase de confinamiento en la que:
(W(C)) = e @) | ([,(C)) = ¢ Longitnd(©)

y se cumple el criterio de Wilson como en electrodinamica cuantica. En
este caso, sin embargo, es analogo a la fase Higgs porque ocurre también

confinamiento oblicuo.

El fenémeno de condensacion de fermiones compuestos se analiza mejor en
la teorfa dual, en la que los estados creados por el operador no local, aj (z),
resultan los cuantos fundamentales asociados a operadores locales. Esto lo
estudiaremos en detalle en la Seccién 5.3, y adelantamos dos hechos perti-
nentes ahora:

1. La teorfa dual es una teoria gauge abeliana, con grupo U(1)p, dual al de

partida.

2. El término cinético es de tipo Chern-Simons con coeficiente x~!. La
ruptura de simetria de U(1)p conlleva solitones, que son aniones compuestos
de carga dual, medida por Wp(C) a través de las relaciones (5.66) para
los operadores U D WD, definidos como U , W en términos del potencial
vector AP, AP, Asi, (Wp(C)) = e Longitnd(©) v o5 ficil ver que (W (C)) =

e—Area(C)_

o [I.
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—a) (zal (za)am(zp) 1) = 0. Es la fase normal.

— b) {al ) = 0. Fase normal dual.

m

El punto central de esta Seccion es dilucidar cual de las fases explicadas ante-
riormente ocurre en el Efecto Hall Cuantico Fraccionarioy determinar sus carac-
teristicas fisicas. Ello requiere describir el estado de Laughlin, estado fundamental
del sistema, en este formalismo y calcular los valores esperados de los parametros
de orden alternativos en dicho estado. El estado de Laughlin es:

\DL(szlaZ?agQa'"7ZN72N) = <Zl>21722722a"'>ZN72N|Q>L =

N Loz .

—Z; — Zs R —ie | ° z A,

= T (e L (s 2 E Sy e i 2 2y

i<j (& lo lg

N

_AU%Z‘Z”Q

xe i=0 (5.67)

donde los fermiones son creados en el primer nivel de Landau
'L&T(zi) = Z¢$m(zl>ALm ’ {Ajn’vAm} = Om'm
m=0

toda vez que suponemos A la suma de un campo externo que produce el campo
magnético constante, A®*, y un campo gauge, @, gobernado por el Lagrangiano

de Chern-Simons que describe las fluctuaciones cudnticas. De (5.67) uno lee

N
N am gDl
‘Ij = = I~ _ ¢ J 0i:0
L<217217227227”'72N7ZN)_H l €

i<y 0

(5.68)

como debe ser, y la interpretacién fisica que se deduce de la formula antedicha se
representa en la Figura 5.4 a), en cada punto z; hay un fermion compuesto de un
electrén y m cuantos de flujo, y lineas de flujo de z; + ly al fermion compuesto
situado en z;.

Los estados cuasi-particula, Figura 5.4 b), se obtienen del mismo modo:

<Z07 207 21, Z17 Z2, 227 T, RN, ZN‘Q>L =
N . A
1, (z—20)(z—2),,.. —ie [F1 dzA. .
[T (2, 1o (o) [ 252 al () ¢ oo ™ a o)l0)
i=1
1 |ZO|2

Xe_a \I}L<Zlgzl,22722;'"7ZN;2N> (569)
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m uﬁ
L 1 Zz F]
z \\z_'g_lnl” i o \Q‘;I" LA™
"
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*iy i
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L] z |+ Iy [ "l\"l I()
z ] z,
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r”" u“ "* #“ . i
i 7, 4,+h “in z, i +Ho

Figura 5.4: a) Los fermiones compuestos estan formados por un fermién, el punto, y tres
cuantos de flujo, #. Cada par de puntos z;, y 2;, estdn relacionados, en el limite el — 0,
por una linea de flujo, que une el fermién situado en z;, + lp con el fermién situado en
%j,. b) Ademas de los pares de fermiones compuestos tenemos una cuasi-particula en zp.

El valor esperado del parametro de orden en el estado de Laughlin es:

~ —1e =B dZAzA
L0 (e e T (ailo) < 1), =

N ad N 25 — 2 (24 — 2) ™
= /d2z2 ced?ay > Vo (zB)om (24 +1o) T] G ZZ)Q( 1= 2)
m’'=0 i<j=2 0

N
1
2 — 2 2m 741722|Z7:|2
ot e li=2

lo
donde Z es una constante de normalizacién de los estados de bosones compuestos,
Y im(2a510) = Ul (24)0(24 + ly). Este valor esperado viene dado por la integral
obtenida por Girvin y McDonald en primera cuantificacion. Su cémputo, habida

cuenta de las rapidas oscilaciones de fase, produce el resultado

—_ie [*B zAzA
L0l (z)e S G (i) £ 1), = (5.70)
eB /1 1 1 1, 1
% <m — 2) exXp {_418|ZB — RZA — l0|2} exp {ZU(%ZB(ZA —+ lo) — ZZB(ZA + lo)}

con el factor —% debido al orden normal. Que en el limite z4 + €y — z4 resulta:
. —ie [7B dzA.,
(Q] :al (2p)e i€ o am (25 €lg)  |Q) =

eB(l 1) L : RS B
—|——=)exp{——5|2B— 2 exp § —525(z4) — —25(2
o \m — 2) P\ Tap!tE T Al [ P gpFelea) T EalEa
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Hay pues condensacién de carga magnética y eléctrica, por tanto, confinamiento
oblicuo aunque aqui, siendo el sistema “autodual”, se realiza en la fase de Higgs.
Sin embargo, (5.70) implica un orden de corto alcance en contradiccién con lo
observado ya que hay manifestaciones del campo @ importantes a largas distancias,
que describiremos en la préxima Seccidn.

En realidad, si reemplazamos a (z) por

o1t _ 'm/dw/\dwﬁ—l ‘w—z
O e e e T

y definimos el estado de Laughlin a partir de |a|l (z), obtenemos como valor es-

}W@

perado del parametro de orden modificado el resultado siguiente:

. z ~
—ie [*B dzA,

L] < all,(zp) e Feario alm(2a,00)  [192)r =
N N 25— 2z — 2z ]
[ o ieaioneact ) T |2 =51
m’ i<j=2 0
N
Zi — Zj m _ﬁZ;Zilrz
_ e i=
lo

En esta integral las oscilaciones de fase se han suprimido y el resultado de

Girvin y McDonald es:

—ie [*B 2A, . B 1 1
mmwmmmmaLwﬂAmam@meL%;(m‘ﬁ

que obedece a una fase con orden de largo alcance. Noétese que la sustituciéon de
a’ por |a|T no es mas que la transformacién de gauge

g(w) = exp {—ielmln I

actuando sobre A,(z) que, aunque singular, lo es en los puntos ya singulares en
que se localizan los bosones compuestos. Desde el punto de vista de la mecanica
estadistica la fase de Higgs de este sistema da lugar a un nuevo tipo de orden que
caracteriza un nuevo tipo de fase: hay condensacién de cargas electro/magnéticas
pero largo alcance magnético. En el Efecto Hall Cuantico Fraccionario no hay
efecto Meissner, el flujo magnético no es expulsado.

La fase de confinamiento, dual de la de Higgs en las teorias gauge ordinarias y
esencialmente similar en las de Chern-Simons, no ocurre en el estado de Laughlin:

(Qaf,(2)|) = 0
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Un estado coherente,
‘Oé)m — 6ianJn(z)dz’0>

de resultar el estado fundamental, senalaria la fase confinante

m{alal,(z0)|a)m = ad® ()

via condensacion de aniones compuestos.
Para caracterizar del todo esta fase es necesario estudiar no sélo p(z4, zg) sino
también la funcion de Green de dos particulas, que en segunda cuantificaciéon es:

9(lza — z8]) = (5.71)

. zp+lg 2
lesz dzAZ&m(ZA) : ’Q>L

i ZA ~
£(Q] s al (za)e i Jopsi dZAZ&m(ZB;lo)&l@(ZBJO)G

—rza - 2
(L<Q| ab(za)e e M (sl |Q>L>

N(N —1) /d223 ANV (24,28 + o, 23,0, 2N) Wi (24, 28 + o, 23,00 2N)
A

P

Es decir, coincide con la funciéon de Green de dos particulas en primera cuan-
tificacion que puede calcularse numéricamente para m = 3,5, y de manera exacta
para m = 1 que corresponderia al estado de Laughlin con factor de llenado uno
[81]. El anélisis de la dependencia de ¢g(]za — zp|) en % permite observar en
cada caso el comportamiento caracteristico de un liquido. Hay una region alrede-
dor del origen de la cual los electrones son excluidos y a continuacién un rapido
crecimiento hasta un valor constante, como puede verse en la Figura 5.5. Las
desviaciones respecto de este valor constante para valores grandes de % au-
mentan al aumentar m, esto significa que se producira una transicién de fase a
un cristal de Wigner, Figura 5.6. Los cédlculos numéricos de Laughlin confirman
que ello ocurre para m grande, baja densidad de electrones, mientras que con
alta densidad el estado de Laughlin es un liquido cuantico: no sélo la densidad
es homogénea en promedio sino que las interacciones obtenidas en términos de
g(|z1 — #2|), aparte de un nicleo duro, ocurren uniformemente en el condensado.

Como resumen de esta Seccién resaltemos dos puntos:

e 1. La teoria Chern-Simons-Dirac da cabida a los fermiones compuestos
de Jain sin necesidad de anadir potenciales singulares como hicimos en la
Seccion anterior. Es necesario, sin embargo, introducir operadores no locales

en relacion con estos cuantos compuestos.
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Figura 5.5: Comparacién de la funcién de distribucién radial, g(|z4 — zg|), para la
funcién de onda de Laughlin, ¥ f=1,conm =3 (linea de trazos), con la de un cristal de

Wigner (linea sélida), para la misma densidad, representada frente a la variable reducida

el s

qlxl

40 45 5.0

Figura 5.6: Funcién de distribucién radial, g(|z4 — zp|), para la funcién de onda de
Laughlin, ¥,_1, con m = 1 (linea de puntos), m = 3 (linea sélida), y m =5 (linea de

trazos) representada frente a la variable reducida %. [81]
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e 2. El estado fundamental propuesto por Laughlin para el Efecto Hall Cuantico
Fraccionarioresulta natural en este formalismo. Equivale a un condensado de
pares de bosones compuestos que implica un nuevo tipo de orden. A pesar de
ser de largo alcance con penetracion de flujo magnético, existe un gap: todas
las excitaciones fundamentales son de masa finita como corresponde al hecho
de que el estado de Laughlin describe un fluido incompresible. La dinamica
del campo gauge se debe a un término de Chern-Simons sin propagacion
asociada de fotones.

5.3 Teoria de Campos del Efecto Hall Cuantico:

Vortices de Chern-Simons

El desarrollo de la Seccién 5.2 muestra la conveniencia de un estudio mas profundo
de la teoria de campos pertinente al andlisis tedrico del Efecto Hall Cuantico Frac-
cionario, la teoria de Chern-Simons-Dirac. Proponemos en esta Seccion abordar
este problema partiendo del marco mas amplio de Electrodindmica Cuantica con
término de Chern-Simons.

La accién es:

1 ]
S = [ds {—4FWF’“’ + 2 A Fyy + (i D, - m)dJ}

con las condiciones de Secciones anteriores salvo el uso de unidades naturales.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange

O F" + ke F,y = —ethyte) (5.72)

indican que *F* = %E“V'DFZ,,, satisface la ecuacion de Klein-Gordon. Multiplicando

los dos miembros de la ecuacién (5.72) por (€xa, 0" — Kgay) se obtiene:
(0 + %) "F, = K, (5.73)
donde K, = (3,0 — Kg,,)j”. La solucién es
“Fo(r) = — / P’z — 2)K,(«)

si G(2' — x) es el resolvente del operador 0% + k2.
Laley de Gauss queda modificada por la presencia del término de Chern-Simons

8Z-Fi0+/£F12 = jo = 6'E—I€B = p (574)
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y es un ingrediente crucial, puesto que implica una relacién global entre el flujo
magnético y la carga total en cualquier solucién de la teoria. Vemos desde la
teoria clasica, como en la Seccién 5.2 fue establecido en un marco cuantico, que las
particulas asociadas con el campo 1 transportan carga y originan flujo magnético.

El espectro de particulas se lee facilmente en la gauge de Lorentz/Feynman
0, A" = 0. Ademads del fermién fundamental con propagador

1
S(p) = —
Q Y.p+m
la solucion en ondas planas
A(z) = / &Bpa (p)e (5.75)
de la ecuacion
0%AY + ke"P0,A5 = 0 (5.76)
requiere
M)a’(p) = 0 (5.77)
si M) (p) = —pup"0, + ke’ p,. Hay soluciones no triviales de (5.77) si y sélo si

det(M)(p)) = (—pup")(—pup" + K*) = 0

La primera posibilidad p,p* = 0 implica p,ag—pga. = 0 que automaticamente
es trivial, F,5 = 0. La segunda posibilidad p,p* = x? denota la existencia de un
bosén vectorial de masa k via el propagador:

A
_ . p
Do) = Mt o) = o~ ineun

En cuanto al estudio de las posibles polarizaciones es conveniente tomar el sis-
tema de referencia del centro de masas: p* = (k,0,0). Entonces (5.77) equivale a:
a’ = 0y a' = ia?, es decir, sélo hay una polarizacién independiente. El problema
del espin del fermién de Dirac en el plano ha sido suficientemente estudiado en la
Seccién 2.2.1.

La adicion del término de Chern-Simons da lugar a una fisica més rica que la
que se deriva de un fermién con masa y un bosén vectorial también pesado, con
solo una polarizacién, en el plano. Ello es patente en el limite de baja energia,
k — oo, donde el término de Chern-Simons domina sobre el término de Maxwell,
del que se puede prescindir, y la ecuacién (5.73) deviene

-0
K2UF, = K, = F?= L 2B = K, (5.78)
K
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Es evidente que no hay propagacion, y el Hamiltoniano que corresponde al
campo A; es cero, pero existe un espacio de fases, el espacio de soluciones de
(5.78), y una forma simpléctica, la contribucién a la accién del término de Chern-
Simons, que son los elementos necesarios para proceder a la cuantificacién candnica
(geométrica).

Forma simpléctica:

&m:/ﬁw/f@m@m@)

donde el punto y la coma refieren a derivacion respecto de t y o respectiva-
mente. Noétese que A; y A son coordenada y momento, y que la integracion

en los parametros resulta:
w%:/f@ua@@)

También define una estructura de Poisson en el modo usual,

{A(E, 0, A7 00} = 00— )

En la Seccion 5.2 llevamos a cabo este procedimiento antes de tener en cuenta
la simetria respecto del grupo gauge, que, usando la representacion holomorfa, im-
pusimos sobre los estados. Es posible tomar cociente por el grupo Maps(R?, U (1))
antes de cuantificar. Resulta asi que todo el problema equivale a una mecanica
cuantica topoldgica en el espacio interno del campo gauge. Se induce, por tanto,
que la teoria cuantica del campo electromagnético en el plano con un término de

Chern-Simons contiene dos elementos:
e a) Un bosén vectorial con masa y una sola polarizacion.

e b) El problema “clésico ”de Landau, una particula clésica cargada eléctrica-
mente en presencia de un campo magnético constante, definido en el espacio
de configuraciones gauge planas. Estas tultimas son triviales si el espacio-
tiempo es homotépicamente trivial, pero si el grupo de homotopia no es la
identidad, da lugar a un espacio de configuraciéon muy rico. En el caso de
puntos marcados constituye el espacio donde ocurre la interaccion estadistica.
En el caso de superficies de Riemann es esencialmente la Jacobiana de dicha

superficie.

En el limite de baja energia sélo la mecanica cudntica topoldgica asociada a b)

sobrevive.
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En presencia de fuentes las cosas cambian ligeramente, y nuestro propdsito
ahora es estudiar la teoria de Chern-Simons-Dirac, limite de baja energia de la
Electrodindmica Cuédntica de Chern-Simons tridimensional, dada por la accion:

Scsp = Sp + Scs
Sp= [ @ {(iv" Dy —m)p + [ Eyb)bwV @ p)b@)e) | (679
Sos = 5 [ da {ew,A"07 A%}

donde hemos incluido la interaccion a dos cuerpos entre los electrones, dada por
V(z,y), para un tratamiento mas fino del problema. La funcién de particién de la

teoria cuantica es la integral funcional:
Z = [lad]laglida, e e'ses (5.80)

Como Sp incluye términos cuarticos en los campos de Fermi uno trataria de
abordar el problema del célculo de Z en teoria de perturbaciones en V. Es posible,
sin embargo, un tratamiento alternativo mediante el uso de un campo auxiliar. La

accion modificada seré:

SM =S (5.81)
= [ da [ @y [da(@)in(y) — xaslew)] Vi @y) [0 @) () — ¥ (2)

que da lugar a la funcién de particiéon cuantica
7 = [lad]laglidx lax][aA, e s (5.82)

que es totalmente equivalente a (5.80) pues la integracién en x*, x del término
anadido a Sp es gaussiana y puede ser absorbida en la normalizacién. De otro
lado SY es cuadrético en los campos v, 1) de modo que la integracién fermiénica

puede ser computada:

1= [(ag)dg)eiss = ety

y se obtiene el resultado exacto:

Paldux' ] = [ & [ dysla Vi @y ()

( D, —m P )
P —iy*D, —m
In Det - (5.83)

D, —m 0
0 —iytD, —m

+
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donde
Pop(r) = / yxqs(z, y) V5 (2, y)

El primer sumando da lugar a un grafico (Figura 5.7). que describe la destru-
ccién de un par de fermiones que componen el boson y, y la creacion de otro, via

la interaccién V' a nivel arbol.

Figura 5.7: Vértice para los nuevos campos bosénicos y, x*

Sustituye el vértice en los campos originales (Figura 5.8)

Figura 5.8: Vértice para los campos originales 1, v

El otro sumando es similar a lo encontrado en la Seccién 2.1, pero, aqui el
operador diferencial contiene el campo ®, ademds del campo A,; el logaritmo de
su determinante, cocientado por el operador de Dirac en el vacio, equivale a la
suma de los diagramas, Figura 5.9.

Nos quedamos asi a orden un lazo en la expansion en h, que es suficiente habida
cuenta de que diagramas con mas lazos sélo producen renormalizaciones finitas.

Como elementos novedosos, hemos incluido graficos debidos a contratérminos que



TEORIA DE CAMPOS DEL EFECTO HALL CUANTICO: VORTICES DE CHERN-SIMONS 211
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Figura 5.9: Diagramas que contribuyen al segundo sumando de la accién efectiva Tgs.
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renormalizan los de la polarizacién del vacio del bosén vectorial A, y escalar ®, los
unicos divergentes, que, como en la Seccién 2.1 serian tratados a la Pauli-Villars.
Para conseguir expresiones exactas consideramos interacciones de corto alcance

e independientes de las componentes del campo :
Vi(@,y) = N64s076P (z — y)

En ese caso @ug(x) = Xap(r) = dapP(z), y de los graficos arriba dibujados

procedemos a “leer”, como en la Seccién 2.1, la accion efectiva:

e 1. En la primera linea el grafico pertinente es el de polarizacion del vacio.
Como en el Capitulo 2, Parte I, induce una accion de la forma:

1~ 1
Eef - —Zﬂl(O)Fm,FMV + §H2<O)AH *FM

ver (2.28). El segundo término da lugar a una renormalizacién de k.

e 2. Del grafico de polarizacién del vacio del campo ®, segunda linea, y los

dos ultimos de la tercera, se deduce:

1
La = 3D,®D'd =

1- . 1
= 5T13(0)0,8"9"P +iT1,(0)A4, 8" 0" @ + ST15(0) 4, A" ®*®

con adecuada renormalizaciéon de constantes de acoplamiento y funcién de
ondas.

I13(0) viene del lazo fermiénico, renormalizado, del diagrama de polarizacién
del vacio; I14(0) y II5(0), finitos, de los lazos fermidénicos de los gréficos con
lineas externas en A, y ®, ®*, y pares de lineas externas en A, y ®, ®*.

Notense los signos de las flechas.
e 3. Los graficos con cuatro y seis lineas externas bosonicas dan lugar a:
Lo = TI(0) (&*®)* + T1,(0) (0*®)*
con Ilg y II; debidos a los correspondientes lazos fermiénicos.

Con el criterio de respetar invarianza gauge, y renormalizabilidad, no hay mas

términos inducidos por fluctuaciones cuanticas, y tenemos, asi, la teoria efectiva:

1
Se = [ {S(D,@) DO+ 200+ a(@70) + (270

1 ren
+ / de{—4FWFW + “2 eWpAﬂa”Ap} (5.84)
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que es la bien conocida teoria de Maxwell-Chern-Simons-Higgs.

Nos vemos, asi, abocados al estudio de la teoria de Chern-Simons-Higgs, el
limite de baja energia de la accién efectiva (5.84), en orden a describir el Efecto Hall
Cuéantico Fraccionario en el marco de la teoria cuantica de campos. La situacion
que corresponde a la transiciéon de fase al orden de largo alcance implicado por el
estado de Laughlin ocurre cuando 2, o'y (3 son tales que (5.84) a baja energia es
de la forma:

1
Sy = / & {’;EWPAMaVAu S (D,0) (D"®) - U(@@*)} (5.85)

A
D'D = D +ieA'D ; U(BD) = S0P (2" —o?)?

donde, por supuesto, los campos y constantes de acoplamiento de (5.85) resultan
de las renormalizaciones pertinentes implicitas en (5.84).

Resumimos las caracteristicas esenciales de acuerdo con el detallado trabajo de
Garcia-Fuertes, [45, 44]. Las ecuaciones de Euler-Lagrange son
oU
0P+
KeHeB Fo3 = j"

D,D'® = —2

donde la corriente Nother asociada al grupo de simetria U(1) es:

-,

7 = (pJ) = 5 [@' D" — (D'2) 2]

Particularmente importante es la ley de Gauss:

kFio =3, B=-L (5.86)
K
que permite resolver la componente A, del campo gauge:
kB 1
Ay = —= — —Qpargd 5.87

Del tensor energia-momento,
1 1 1
T = 5(D“CD)*D”(I) + i(D”@)*D“@ — gt i(DQCIJ)*DQCID —U(D)

al que no contribuye el término de Chern-Simons como su naturaleza topolégica

prescribe, obtenemos la energia, el momento y el momento angular:
1 1
H = T = §|D0<1>|2 + §(Di<1>)*D,~<I> + U(®)
. . 1 . 1,
P o= TV = §(D°<I>)*D1<I>+ §(D’<I>)*D°<I> (5.88)

o 1 o 1 . )
j = Eijxlpj = §(DOQ))*€”1'1D](I)—{—§(DJ(I))*€U;E7’DOCI)
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La variedad de soluciones clasicas independientes del tiempo, y homogéneas, es
topoldgicamente la unién disjunta de una circunferencia y un punto, V.= St*U{-},

b, =ve* U &y =0 (5.89)

y determina la estructura del estado fundamental o de vacio de la teoria cuantica
a través del hecho por el cual el valor esperado del campo cuéntico en el estado
fundamental es de la forma (5.89).

Hay sectores desconectados en el espacio de Hilbert del sistema de dos tipos
segun la eleccién de vacio 6 estado fundamental.

e I. La eleccién de &y = 0 no altera la simetria U(1) y estamos en la fase
simétrica. El espectro de particulas se lee de la expansiéon hasta el orden

cuadratico de la accién en torno a la configuracion &, = 0:
2 * K o
SEh(@) = [ d'a [ 00— Sl + He AT,

si ®(z) = O+ n(x). Sﬁ}M = Sf) + S, y en la fase simétrica las fluctua-

ciones cuanticas del sistema son dos particulas escalares de masa ‘f”

e II. La eleccién de un punto de S!, por ejemplo ®, = v, otro cualquiera lleva
a un nuevo sector desconectado completamente equivalente, da lugar a la
pérdida o ruptura de la simetria U(1). En la fase asimétrica el espectro de
particulas es prescrito por el mecanismo de Higgs: la expansion del campo
escalar ®(z) = v+n(z) llevaa U(®) = 3v'ni+0(n?) que identifica la parte
imaginaria de n, n(z) = m(x) + in(x ), como bosén de Goldstone. Uno
define un nuevo campo vectorial en la forma b, = A, + (9H772, de modo
que:

(D,®)" D' = 0 7118%71 +e va b +
SShim /d3 { €*MbaGy + 8;”713 T+ ;62@25 o — ;\U47I%}
La ecuacién para el campo b,, que ha incorporado al bosén de Goldstone

como componente longitudinal, es:

KeMOG L + 20?0 = 0

La descomposicién de b* en ondas planas da lugar a soluciones no triviales
2,272
. o uo_ [ew . ,
si y so6lo si p,p' = {T } . Como anteriormente se puede ver que solo una
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polarizacién es independiente y b, describe una particula vectorial con masa
polarizada. En esta fase tenemos también un bosén de Higgs 7; con masa

Vw2,

El fenémeno crucial del modelo de Chern-Simons-Higgs que elucida la natu-
raleza del efecto Hall Cuantico Fraccionario es la existencia de solitones, con-
figuraciones estaticas de energia finita tanto topoldgicas como no topoldgicas, con
caracteristicas fisicas muy peculiares, que son soluciones de las ecuaciones clasicas.
Ello es asi debido a que los estados cuanticos de soliton tienen exactamente las
caracteristicas fisicas de los bosones compuestos de la Secciéon 5.2 ocupando un
nivel de Landau, y no es necesario introducir tales entes como objetos extranos en
la teoria, sino que ocurren de modo natural como solitones o vortices, si uno tiene
en cuenta que el campo vectorial A7 es vorticial.

Para configuraciones estacionarias la ley de Gauss (5.87) deviene

B
e2|®2

A(]:/‘i

y energia, momento lineal y momento angular resultan:

1 k2B? 1
= D;®)*D;® + U(®
H eQIq)lg ( ) + ( )
i B
P e
B il
J = —KWQZIJ

La parte estatica de la energia

1
B = [ da FyFyj+ ~(Di®) D + U(® 5.90
{462|<b|2 J J+2( ) + ( )} ( )
es finita si se verifican las siguientes condiciones de contorno:

Fy =0, D, ., =0 U®) =0 (5.91)

Como es bien conocido en teoria de solitones la homotopia de Maps(9R? =
ST V) que clasifica topolégicamente las diversas posibilidades admitidas por (5.91)
determina a su vez la topologia del espacio de configuracion C:

{I' = (¥, A;)/ estacionaria y E < +oo}
Maps(R2,U(1))

C:

En efecto, (5.91) se satisface en los dos casos siguientes:
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o 1. |[P(c0,0)| = v, 0 lo que es lo mismo:
D(oo,0) = vg(B) ¥ Ag(oc,0) = =g~ (0)dhg(0)

donde g : S* — U(1). Asipues C, = | |Cyo(n) y mo(Cy) = Z = m(U(1)), la
nez

particién en sectores disconexos debida a las posibles elecciones g, (1) = ™

homotoépicamente distintas.

o2 ®(00,0) = 0y Ag(oo,0) = —if~4(0)Dsf(#). Ahora (5.91) admite
fa(0) = € a € [0,1], puesto que D;®|, ., = 0 automdticamente.
También Cy = | |Co(n), m(Co) = m(U(1)).

nez

En resumen, C = CoUC, = |_|C() ) U |_| Cv(m) de acuerdo con my(C) =

nez meZ

mo(V) @ m(V) = Z ® Z. Es posible introducir un doblete de cargas topoldgicas,
absolutamente conservadas, que distinguen los distintos sectores desconectados de

or — Q| _ [ [2(c0,0)
Q7 s [ PPy |

Qo[Co) = 0, Q[C] = v, QT[Co(n)] = n+a, Q1[Cu(n)] = n
Es de notar que Q7 en los sectores Cy y garantizar la estabilidad de soluciones
con « # 0 requerird la conservacién de otras cargas.
Los solitones en que estamos interesados son los minimos absolutos de E, por
tanto soluciones de las ecuaciones clasicas, en los distintos sectores. En orden a su

bisqueda observamos que si E se puede escribir en la forma de Bogomolny [15],

~ [ { GH(#) [ Fu (07~ 9

1
$§ev2 / d*x Fis

2
1
+ 5|Dl<1> iz’D2<I>|2}

los minimos absolutos, con energfa £ = wev?|®|, son soluciones de las ecuaciones

de primer orden:

€
FioF — (02— |0]?) =

D1®£iDy® = 0

(5.90) es exactamente de esta forma en el valor critico A = %4 con la eleccion de
G siguiente: G(|®|) = £

262@\2
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Nos contentamos, sin embargo, con las soluciones radiales de las ecuaciones

2mre?
a2 - o) = 0

Flgjz

que son los solitones del modelo en el valor critico. Es 1til el uso de coordenadas

polares:

A, = Ajcosf + Assen, Ay = —rA;senf + rAycost
O, = 01cos6 + Oysenb, Op = —rd;send + rdycosb
D, ® = 0, 4 ieA,P, Dog® = 0yP + icAp®

Fg = 0,Ag — OpA,, Fiy = tFy = —B

Dy £iDy = €?(D, & L Dy)

Las ecuaciones de primer orden toman la forma:

e m? | [ |
CFy o= Fo (1o

2 02 v?
i
D.® + —-Dgd =0 (5.92)
r
donde m = % es la masa tanto de la particula vectorial como de la escalar: en
el punto critico A = %4 coinciden, como en la transicion de fase entre supercon-

ductores de tipo I y tipo II.

El ansatz encaminado al hallazgo de soluciones de (5.92) con simetria radial,
consiste en suponer:
a(r) —n

O(r,0) = vg(r)e™, A, =0, A=

e

Las ecuaciones en derivadas parciales (5.91) reducen el sistema de ecuaciones

diferenciales
1da m? 5,
[t ~1
rdr 2 g°(g )
dg  ag
e (5.93)

que han de ser resueltas con las condiciones siguientes:

e 1. En los sectores C,(n) las condiciones de contorno (5.91) requieren
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Las condiciones
ng(0) =0 ) a(0) = n

aseguran que las soluciones, centradas en el origen, son regulares alli, de
modo que se garantiza la energia finita de soluciones de (5.93). La existencia
de soluciones de esta naturaleza se demuestra en el trabajo de Garcia-Fuertes
[44] siguiendo las técnicas de Spriick y Yang, [118]. El modelo presenta pues
solitones topolégicos, con flujo magnético cuantizado y densidad de energia
centrada alrededor del origen, que, a veces reciben el nombre de vortices,

también, pues el flujo magnético es la vorticidad de Ay.

e 2. En los sectores Cy(n), las condiciones de contorno en el infinito y de

regularidad en el origen son:
g(oc) = 0, a(0) = —a
ng(0) =0, a(0) =n

Existen también soluciones, en este caso no topoldgicas pues el flujo magnético
no es cuantizado, que son por tanto de tipo solitén, o vértice, si la parte en-

tera del flujo magnético en unidades de ®, es distinta de cero.

El flujo magnético y el momento angular de estas configuraciones clasicas que
son minimos absolutos de la accién se deducen de las formulas:

@:—?{ 9 A,

S U R [2 (05) +5(p3) | -5 [0 5]}

Aqui, ®(r,0) = vg(r Q)elg
radial g(r,0) = g(r), 9(r,0

), de modo que, para configuraciones con simetria
) = nH, se tiene:

DY = B nb)teA = 0. Dy = dun) +edy = alr)
Entonces,
27 K
o = Tpp- = 9
T—a()l, Q= —5-
K
= 2762 |:a,2(00) — (1/2(0):|

y el flujo magnético, carga eléctrica y momento magnético de las soluciones solitonicas
en los distintos sectores valen:
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e 1. Cy(n):

2 2
(P:—Wn, Q:—ﬁ/{, J:—ﬂ
e e 2¢2

El otro hecho de interés, la forma de las funciones g(r), a(r) y Fia(r) para

las soluciones de este tipo es dibujada en la Figura 5.10.

g(r) a(r) F(r)

Figura 5.10: Representacién de g(r), a(r) y Fia(r) v.s. r.
e 2. Co(n):

2 k(a? —n?)
o = ?(n+a), Q = —T/ﬁ), J = —T

glr) alr) F(r)

Figura 5.11: Representacién de g(r), a(r) y Fia(r) v.s. r.

Es bien conocido en teoria de solitones que existen estados cudnticos genuinos,
autoestados del Hamiltoniano con autovalor real, tal que el flujo magnético, la
carga eléctrica y el momento angular en cuanto operadores dan valores esperados
en dichos estados idénticos a los calculados sobre las soluciones clasicas con tal de
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que las renormalizaciones habituales se tengan en cuenta. El punto crucial es el
siguiente:

Fijemos el valor de k en la forma:
K= — (5.94)

e a. Estados cudnticos de solitén/vértice topolégico en el Sector C,(m) de
la teoria efectiva de Chern-Simons-Higgs son los fermiones compuestos ocu-
pando un nivel de Landau de Jain. El operador a/ (z) de la Seccién 5.2 es el
operador de creacién de solitones/vértices topoldgicos si se sustituye 0, In |z|
en el exponente de ﬁm(O) por ar(r) —m, es decir, por una funcién sin singu-
laridades. Por tanto, en la teoria efectiva los bosones compuestos aparecen
como solitones; no hay necesidad de transformaciones gauge singulares.

e b. Estados cudnticos de solitén/vértice topolégico en Sectores C,(n) con
n # m dan lugar a cuasi-particulas y cuasi-huecos. En efecto, la carga
eléctrica es fraccionaria, ) = — e, como se conoce que ocurre en las ex-
citaciones fundamentales del Efecto Hall Cuédntico Fraccionario. Més an,
automaticamente poseen estadistica fraccionaria. El modo mas elegante de
poner este hecho de manifiesto es seguir el tratamiento de Jackiw, [65]:

Consideremos dos solitones/vértices topolégicos de Chern-Simons cada uno
con carga () y llevemos a cabo un test de la estadistica transportando un
soliton alrededor del otro, un doble intercambio de las particulas, a través
de un camino que transcurre en regiones donde la energia es practicamente

cero. La funcién de onda del solitén test adquiere una fase:

Pexp [zQ/CA

pero
- 2
/A[solitén> = /B\solitén> = —LQ]solitém
c s K

La fase debida al simple intercambio de las dos particulas es la mitad; el
Q2

s 2 . s
factor estadistico es, por tanto, —7=- = 7"~ es decir, una estadistica frac-

cionaria/aniénica tiene lugar. El teorema espin-estadistica, sin embargo,
sobrevive pues uno verifica inmediatamente que para los solitones/vortices
QQ

PR

topologicos 27 = —m

Este analisis es tanto mas exacto cuanto mas concentrados estén los soli-

tones/vortices. En el limite singular coincide con el desarrollo de la Seccién
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3.4. En rigor se trataria de aplicar el refinamiento de Coleman, Goldhaber, y
otros [2], que extienden el estudio de la fase Aharanov-Bohm a distribuciones
extensas de carga eléctrica y campo magnético.

e c. Cabe pensar que los solitones/vortices no topoldgicos en los Sectores Co(n)
dan lugar a estados excitados sobre los anteriores con estabilidad debida a

alguna ley de conservacién, en este caso el momento angular.

En el ambito de la fisica de la materia condensada el tratamiento del Efecto
Hall Cuéntico Fraccionario en términos de teoria cuantica de campos, [137, 138],
[86], es una version no relativista del andlisis realizado hasta el momento en esta
Seccién, que pasamos a resumir brevemente.

El punto de partida es la acciéon de Chern-Simons-Schrodinger

Scss = /d3 {2%/;)@“3 a’ 4+ U DU — T<D )" D; \If}

—; / &x / & {0 ()0 () (z — )0 ()0 (z)}  (5.95)

U se entiende como un campo escalar, mientras que el tetravector potencial se
escribe, A, = A/(f) +a,, como la suma de un término externo y otro tetravector a,,
cuya dindamica es determinada por el Lagrangiano de Chern-Simons. Las derivadas
covariantes son de la forma

DV = 0V +ieAYV +ieagV,  D;¥ = 0, + ie AV + iq; U
y la resolucion de la ligadura de Chern-Simons
a4 = 761,03 / PP C(F — 7)) (T)

S R e T REE

|7 — 7|

indica que a, tiene unicamente implicaciones globales, es decir, si m es impar los
cuantos asociados a ¥ satisfacen estadistica de Fermi, son electrones con relacién
de dispersion no relativista.

Computamos a continuacién la accion efectiva por el método de integraciones
sucesivas sobre variables répidas y lentas [104]. Ello consiste en lo siguiente: con-
sideremos los campos ¥ y a, como la suma de dos términos

U(r) = V(z) + V. (x), a,(r) = aL(x) + a ()
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donde ¥; y ail incluyen los términos del desarrollo de Fourier con frecuencias por
debajo de una referencia. Son las variables “lentas”; aj, y ¥,, por el contrario,
son “rapidas”, responden a las fluctuaciones de alta energia. La accion efectiva
Wilsoniana se define como:

Ty {Aﬁf),\If;,\Ill,aﬂ
e

- / [da ] [dW7][dW, ]eiSess e v 1] (5.96)

que no se diferencia de la ordinaria si no hay variables lentas, todos los cuantos
tienen masas por encima de la frecuencia de referencia.

I'yy determina asi el comportamiento del sistema a baja energia, el régimen en el
que el Efecto Hall Cuantico Fraccionario ocurre, mientras que las contribuciones de
alta energia son subsumidas en la renormalizacion de los parametros y los campos
que aparecen en ['y,. Sin realizar el cdlculo de (5.96), muy similar al cémputo de
(5.83), escribimos el resultado:

1
Dy [AD, 0", W,q,] = / d?’x{;ew,,a“a”auw*pt@— zm(Di\If)*Di\If}
3 ,U2 ¥ Ao
+/ Prd Ewrw+ 2wy (5.97)

El indice [ en (5.97) ha sido suprimido pero ha de entenderse que los campos

en 'y son “lentos”. Conviene aclarar los siguientes puntos:

e a). En 'y, salvo el campo externo, todos los campos que aparecen estan
renormalizados. Asimismo los parametros A\, m, e y u son los renormalizados

por las fluctuaciones de alta frecuencia.

e b). Debemos elegir el coeficiente de Chern-Simons desnudo ¢ de modo que el

renormalizado sea Kk = % para que (5.97) de lugar a la estadistica adecuada.

e ¢). Tomando la frecuencia de referencia que selecciona variables lentas por
debajo de |ul, el término p?>¥*¥ no entraria en (5.97).

e d). En el cémputo de I'yy hemos supuesto que V' es una interaccién local y
tenido en cuenta los diagramas pertinentes. Hay que advertir que aparecen

nuevos vértices, no existentes a priori en Scgg, debido a la descomposicién
U =0, +7,.

e ¢). El término de Maxwell estd prohibido pues darfa lugar a un bosén con
masa. Eligiendo adecuadamente la frecuencia de referencia queda excluido.
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Del Lagrangiano Wilsoniano en el limite ;2 = 0

: 1 A
Ly = iV + kayay — Z—(Dixp)*piqf + Z|fo]4 + ag(k — U*)
m

se lee inmediatamente el Hamiltoniano efectivo:

Hy — / &7 (27171(1)1\1/)*171\1: . i(xp*W) (5.98)

Los minimos absolutos de Hy, son configuraciones “autoduales”. Ello quiere
decir lo siguiente, [64]: si A = 0,

D,V DU = |(Dy —iDy) U — bU* W —mV A J

donde b = %\I/*\I/ Existe un valor critico de los parametro, pues si A = ;—1,
Hy = / 2T |(Dy — iDy) U2
w oy 1 2
que es cero si y sélo si se satisfacen la ecuacion de autodualidad:
(D1 —iD2)¥ = 0 (5.99)
junto con la condicién de ligadura
— 62
b=VAd=—-——U"TU (5.100)
K

que constituyen un sistema de ecuaciones de primer orden. La resolucion del
sistema (5.99, 5.100), a; —iay = —%(8; — i92) In ¥, equivale a la resolucién de la

ecuacion de Liouville
2

ViInp = —% P (5.101)

si p = U*W. Existen soluciones con simetria radial de (5.101)

4k N2 [ /ro\N PN
r)=—-—<\—] +{(—
() e r? {(r) (To)
donde ry es una constante y N un numero entero; para eludir las posibles singu-

laridades en el cero de p, cuando r — 0, uno debe imponer

r—0 1 T
ai(r) e @X — 561]75(]\[ — 1)
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donde y es la fase de W = he'X, h = p'/2. Si ¢ = arctan 22 ello implica x =
(1 — N)¢ y soluciones regulares auto-duales con N > 1 son de la forma:

ol )G e o

Su flujo magnético asociado es

e / d*Zp(r) = —2m(2N)

en principio como el de las cuasi-particulas o cuasi-huecos de la teoria no rela-
tivista. Esa interpretacion no se sostiene por dos razones: 1). Son de energia cero.
2). Dependen de un parametro de escala, Hy es invariante conforme, y el flujo
magnético no esta concentrado en el espacio.

En realidad las soluciones (5.102) aparecen exactamente como el limite no
relativista de los solitones no topolégicos de la accién de Chern-Simons-Higgs. En
efecto, el limite no relativista de

Sy = /d?’x{;(DM(I))*

donde se ha reintroducido la velocidad de la luz ¢, se analiza mediante la separacién

2(132 — v2)2} (5.103)

de la energia en reposo [34],

1 2
(I) — e—zmc t\IJ
V2m

La densidad Lagrangiana de materia de orden % deviene

] 1 - e
£NR:'\I/*<8 ZeA)qf— € Xyw|? +
H ! et ¢ 2m|<v c ) "+ 4mc\/<;|

[

noétese que el término de orden sexto en el potencial — |W|¢ desaparece en el

W
limite no relativista, precisamente la accion que da lugar a Hyy.

Por ello los solitones/vértices a interpretar como cuasi-particulas del Efecto
Hall Cuéantico Fraccionario en el limite no relativista necesitan de un término
p2U*W en la accién efectiva de Zhang et al. Aunque la adicién de dicho término,
ademas de romper la invariancia conforme, impide la existencia de soluciones
exactas autoduales, un andlisis numérico desvela soluciones aproximadas que, con
el signo adecuado de p?, presentan flujo concentrado, densidad de energia finita
y estabilidad topoldgica, como se requiere para ser interpretadas como cuasi-

particulas [28]. Es interesante en este momento comentar que tanto los solitones
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topoldgicos autoduales del modelo relativista como las soluciones numéricas del no
relativista son soluciones también fuera de los valores criticos. La diferencia estriba
en que para valores no criticos de los pardmetros dos solitones/vértices topoldgicos
desplazados interaccionan atractiva o repulsivamente, de modo independiente de

la interaccién debida a su carga electro/magnética.

5.4 Teoria de Ginzburg-Landau y Dualidad

Una vez obtenida la accién efectiva de tipo Chern-Simons-Higgs puede ser in-
terpretada como la teoria de Ginzburg-Landau, fenomenolégica, del Efecto Hall
Cuantico Fraccionario. En una teoria de campo medio uno integra sobre las va-
riables fermiénicas y procede a cuantificar la accion efectiva resultante por medio
de la aproximacion de la fase estacionaria contentandose con la primera correccién
cuantica. Las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange de la accién efectiva
son los ingredientes centrales y sus propiedades determinan el valor esperado de
los operadores en los estados cuanticos. Esperamos asi leer de los minimos de la
accion

1
Sesi = [ o { - eupa@a? + S (D,0) (D'0) ~ U (@)}

A
D,® = 0,0 +ieAYd +iea,®,  U(P) = qu>y2(|<1>\2 —v?)?

las caracteristicas esenciales del Efecto Hall Cuantico Fraccionario. En un andlisis
paralelo al realizado por Zhang et al en el modelo no relativista, estudiaremos las

soluciones y sus propiedades en tres niveles de complejidad:

e 1). Las condiciones de Efecto Hall Cuéntico son tales que:

Aée) = 0 s eijﬁiA§e) = —B = cte.

El minimo absoluto de Scgm con estas condiciones y 0, P es:

a=—-A9 y B =v 6 |®] =0
La ley de Gauss —B = —27?&\(1)\2 implica que la primera solucién requiere:
9 kB eB
B 2me 2mm ( )
|®| = vp es la solucién de campo medio que corresponde al estado funda-

mental del Efecto Hall Cuéntico Fraccionario.
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e 2). Como antes consideremos
VAA® = —B,  d=-A9y 9,6 =0

pero contemplemos un campo eléctrico inducido &A(()e) = —F;. La corriente
se define como

_ OSosm _ 05w _ 95cs _ K 50 5a)

' 5141(6) - da; by 2
que en la solucién |®| = vg, a; = A qy = —AlY resulta
. e?
Ji = o€k = omiik;

y la conductividad Hall es:

como debe ser.

e 3). Finalmente analizaremos qué ocurre si |®|*> = v? para v # vp en alguna
2 2

regién del plano. De B = (? 7) mov?. Como

)mv?g pasarfamos a B’ = (
0B = (2{) mdv? se requiere una energfa magnética

0 = (27T) mBov?

e

Es pues una situacion de mayor energia que la del estado fundamental. Da sin

embargo lugar a minimos absolutos de la accién, soluciones de las ecuaciones

de campo estables, cuando dv? se diferencia de v% en las zonas en que se

concentra la energfa del solitén/vértice. Las cuasi-particulas y cuasi-huecos
62

corresponden también a soluciones de campo medio, cuando x = <.

Sea en el marco de la teoria cuantica de campos, sea por medio de una apro-
ximacion fenomenoldgica a la Ginzburg-Landau, la conclusion esencial es que las
cuasi-particulas y cuasi-huecos, excitaciones sobre el estado fundamental en el
Efecto Hall Cuantico Fraccionario, son los vértices de una teoria efectiva de tipo
Chern-Simons-Higgs. El modelo en teoria de campos que describe directamente
el Efecto Hall Cuantico Fraccionario resulta asi un modelo en que los vortices de
Chern-Simons-Higgs son los cuantos fundamentales. Una idea de gran actualidad,
la de dualidad, incorporada de la fisica estadistica a la teoria cuantica de campos
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por Coleman, Mandelstam, Olive y otros [25, 90, 102], es la gufa para descubrir
dicho modelo. Cerraremos el circulo de ideas presentado en las Secciones 5.2 y 5.3,
y con ello completaremos esta ultima, aplicando la transformacion de dualidad al
modelo Chern-Simons-Higgs.

Partimos de la accién

1
SCSH = / dgx {ZSTGMVPA“FVP + ia,uha“h - U(h>}
—l—/ d*x { h*(0,x + eA, )(8“)(—1—6/1“)}

donde hemos tomado el campo de Higgs como ®(z) = h(x)eX® h(z) = p'/?(x),
y el potencial U(h) de modo que admita vértices autoduales. Recordemos que el
espectro de particulas esta formado por un bosén de Higgs y un bosén vectorial
con masa y una sola polarizacién asi como una plétora de vértices topologicos y

no topologicos. De la corriente eléctrica
J = @+ eA”)

y la corriente topoldgica

1 17
K = 9,0,

extraemos la informacién sobre las propiedades fisicas de particulas y solitones.

En particular, sélo los vértices tienen carga eléctrica
Q = /d2x,02(~x+eA0)

y topoldgica, esencialmente magnética,

1
QT = % / d%eij@iajx
distinta de cero.
Nos planteamos el computo de la “acciéon” cuantica

7 = [ [hanjidxda,] eSesr

e incluimos en la integral funcional el efecto de los vértices topolégicos mediante
el cambio de variables

x(z) = xv(z) +¢(z)
donde xy es fijado de acuerdo con la solucién general, no necesariamente radial-

mente simétrica, [44] de las ecuaciones vorticiales:

Dy (z) = hy(z)ev® (5.105)
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|Z| =00 712

Zarg:c—xa ), hy(2) TR (@ = Tat) , hy(z) o~ el

Aparte de un Jacobiano, que absorberemos en la normalizacion de la integral
funcional, se produce el siguiente cambio en la medida de integracién

[dx] = [dxv]ld¢] = [dia(t)][d¢]

Para calcular
Z20) = [ (hdnagaA,] e {z / de;eWpA“F””}
exp {z [ i [;@Mhﬁ“h - U(h)”
.@m{@/d%@%@Xv+@g+a%x&Wv+a%+eA%}

nos servimos de un campo que no altera nada y permite una mejor manipulaciéon

del término en 0, x:
[ 1ac,)indn)exp { [ i _2720 O 4 O, (0" +0”§+6A“)”

= [anes {i [ [512@nc+ eA)@x+ean)] |

La identidad anterior resulta de integracién funcional Gaussiana.

Procedemos a integrar la variable £
[ 12 exp {z / d%Cﬁ“g} — §(0"C,)

con el resultado de incluir una delta de Dirac funcional en Z[Z,(t)]. Ello sugiere

un nuevo campo vectorial auxiliar:

/ [ACH]8(9C,) = / (A [ ]6(C" — - e00,,)

™

que convierte en inmediata la integral en C*,
27.0) = [ednaoaares {i [ @olen,ar
T
1
- exp {z / dx {a ho"h — U(h)}}

-exp{ /d3 l o hze“ 81),06#&58@]}

- exp { / d3 e“ L0,v,(Ouxv + €A )}
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Resta tnicamente integrar en A*
2
[ 1aaexp {z | & (;TAME’WP&,A[) + ;Aﬂeﬂvpayv,D)}

4
: 3. € v
= exp {z/ d x—Qﬂﬁeva“a v”}

donde, como en la anterior integracién gaussiana, el “factor” 71'\/% - Det ™2 ()

se absorbe en la normalizacion, para obtener:

2] = [ pRande] - exp {z [ i ;auhﬁ“h— U(h)]}

2 v 2
, 3 e fun f* 8me 5
- exp {z/ d’x [— 62 ( ”hz - €Vt 0" V"

- exp {—;ﬂe / dngpe“”"&,(%xy} (5.106)

fuw = Ouv, — Oy,
En esta version de Z[Z,(t)] el campo gauge es v* en vez de A* y la accién es

de tipo Maxwell-Chern-Simons en el nuevo potencial vector. La relacion de v* con
A* se establece a través del siguiente hecho:

e 1). La corriente eléctrica j* = p*(0*x + eA*) en las variables originales A*,
0"y pasa a ser la corriente topoldgica en las nuevas variables v*: % x fr =
ie’“’payvp. La carga eléctrica Q = [ d*z{p*(x + eAp)} pasa a ser la carga
magnética/topolégica M = % [ d?x fis.

v* ve carga eléctrica donde A" ve magnética y viceversa. El campo v* es el
campo gauge respecto del grupo U(1),, dual del electromagnético U (1),
que acopla via carga magnética.

e 2). Sien el modo de partida hubiéramos incluido un término —ﬁF w el
resultado de la transformacién de dualidad seria el mismo que (5.106) con la
adiciéon de un término %qu“. Observamos la siguiente situacion:

— a). El limite de acoplamiento fuerte de la accién original es el limite de
acoplamiento débil del modelo dual. Nétese el factor lg% en el término
cinético dual fw%-

— b). Los bosones de “masa” topoldgica ligera proporcional a k en la
formulacién electro-magnética resultan de “masa” topoldgica pesada,
un factor %, en la dual.
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— ¢). La masa, energia en reposo, de los vortices es de la forma My, =

& m

(%r) v’n o (2—”> (ﬂ) é, de modo que devienen ligeros en el limite de
acoplamiento fuerte, donde los bosones vectoriales son muy pesados.

e 3). El término en el Lagrangiano dual de la forma

e e .
g“uK{; = %vue“ £0,0,xv

indica el acoplamiento del campo v, con la corriente “magnética”, en este

caso considerada como una fuente externa debida a los vortices.

En el limite de acoplamiento fuerte, sin embargo, los vortices son ligeros
y susceptibles de ser creados y destruidos en procesos de alta energia. En
contraposicién a los cuantos fundamentales del modelo original que en este
régimen son muy pesados, deben ser descritos por variables de campo: no

son fuentes externas. Elegimos la identificacion

QP -
T\DV’}/M\IJV = E”Vpa,java (5107)

y promovemos a los campos de Dirac ¥y a verdaderos campos cuanticos
que crean y destruyen vértices. El modelo dual efectivo en el limite de
acoplamiento fuerte corresponde a la accién:

Zp = / ATy [dWy ] [do]
2 v 2
' - 3.1 € S " _ 8me LAY P
exp {z/ d JJ[ 1672 < 2 —CupV 0"v
- exp {—ZQD / d%vu\i’vﬁy“\lf‘/}

Cexp {z [ daty(yron + Ms)\IJV} (5.108)

QP determina la carga “dual” de los vértices ligeros y su acoplamiento a
v,. Si cuantificamos ¥y como un campo de Fermi debemos elegir QF de tal
manera que el factor estadistico inducido por el término de Chern-Simons en
(5.108) sea exactamente —%”2. Esto demuestra que Zp es el sistema en teoria
cuantica de campos que ocurre en el Efecto Hall Cudntico Fraccionario.



Capitulo 6

Electrodinamica Cuantica sobre

el Toro

En este capitulo abordaremos el estudio del Efecto Hall Cuédntico en una red
periddica con el fin de expresar la conductividad Hall, para el Efecto Fraccionario,
como un invariante topolégico, de manera andloga al analisis de Thouless [124] para
el Efecto Entero. Comenzaremos con el problema de Landau para una particula en
una superficie de Riemann, en este caso el toro, que serd resuelto en términos de las
funciones Theta de Riemann [96]. A continuacién, determinaremos el espectro y los
espinores propios del operador de Dirac para una particula sin masa sobre el toro,
donde encontraremos nuevas estructuras de espin que no aparecen en el plano,
que seran de interés al abordar el problema de muchas particulas. Por tltimo,
consideraremos esta teoria en presencia de fluxones, generalizando asi la teoria de
Jain [69]; y estudiaremos también la generalizacién al problema de muchas capas
o muestras Hall.

En la segunda Seccion analizaremos en detalle la accion de los operadores
de Mumford sobre los estados de Landau. Caracterizaremos asi la degeneracion
asociada a cada nivel de energia, y encontraremos la relacién entre estos operadores
y los generadores de las traslaciones magnéticas en el toro. La interpretacion fisica
de dicha accién nos conducird a las trasformaciones de Galileo. Estudiaremos
también la extension del grupo de traslaciones al grupo de Heisenberg.

Una vez analizado el problema de una particula, y en la linea que hemos seguido
a lo largo de este trabajo, pasaremos a calcular, en el contexto de la electrodindmica
cuantica sobre el toro, la conductividad Hall tanto para el Efecto Entero como
para el Efecto Fraccionario. En las dos tltimas secciones analizaremos la teoria de
Haldane-Rezayi [52], para muchas particulas, que generaliza la teoria de Laughlin

231
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para una red periédica. Llegaremos a un resultado equivalente al de Thouless en
el Efecto Entero para el problema mas complejo del Efecto Hall Cuantico Frac-

cilonario.

6.1 Problema de Landau, operador de Dirac y

funciones ©. Fluxones.

El espacio de configuracion de un electréon moviéndose en una red periddica bidi-

C
ZeTZ>

identificamos los puntos relacionados por el grupo de traslaciones discretas: I' :

mensional es el toro, T? = que se obtiene en el plano complejo C cuando

z — z4+ny+naeT, ni,ng € Z. Hemos tomado z = x1 + ix2 como coordenada local
i _ i
It xy = 7*. Pasamos, de esta forma,

de unas periodicidades, L, y Lqe, para las variables {Z, 75}, a otras 1 y 7 para
o Lgew
{z1, 20} 7= 55—

superior complejo H con Im7 > 0.

adimensional en C, para ello se define: 1 =
es el pardmetro modular del toro, y pertenece al semiplano
Por simplicidad tomaremos en primer lugar 7 = 7, es decir, consideraremos una

red cuya celda principal es cuadrada y de area uno, como se muestra en la Figura
6.1.

Figura 6.1: Celda cuadrada correpondiente a un toro T7?.

Un campo magnético constante viene descrito como la curvatura de un fibrado

de linea £, sobre T? con conexion:

A = 2mkzodxy = Iy = 2nkdzydx, (6.1)
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El grado de este fibrado, su primera clase de Chern, es:
(Ly) = — / Fo=—kelZ (6.2)
c = — = — )
P 2m J1? A

Como veremos a continuacion, ¢;(Ly) estéd relacionado con el campo magnético
externo debido a la condicién de cuantificacién topoldgica del flujo magnético en
el toro. Consideremos un lazo cerrado v sobre el toro, que encierra una superficie

D, como se muestra en la Figura 6.2.

P —=

Figura 6.2: v es una curva cerrada que encierra un recinto D sobre el toro.

El flujo asociado al campo magnético constante externo, como consecuencia
del efecto Aharanov-Bohm, induce sobre la funciéon de onda una fase, y, utilizando

el teorema de Gauss, resulta:

U(zy,29) = ezﬁﬁA\P(xl,xg)
— e pta U(zy,xs)

N R TN (6.3)

por tanto:

Fa €

eiﬁ fTQ/Dr\D =] = —
he

/ Fo=2r1k, keZ (6.4)
T2/DND
Luego la relacién entre el grado del fibrado de linea sobre el toro y el campo

magnético externo es:

B B
ok = %CLlLQ = %L? (6.5)

El espacio cudntico de estados de este sistema es el espacio de secciones L2-
integrables en T'(T?, £;,). La dindmica cuéntica viene determinada esencialmente
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por el laplaciano actuando sobre este espacio. En términos de los operadores de

“creacion” y “destruccion”,

o“ = \/1 ( ’ +i ’ +i2mky ) :1<8 —l—mklmz)
2 Oz Om ‘)T Vrk \0
L o .9 1 (0
st — o . o _ 1
a e ( A + v z27rk:x2> = — (02 + mklmz) (6.6)

con [a,a!] = 1. El Hamiltoniano es el operador diferencial
P
H = ha, d'a+ g (6.7)

2mkh

donde @, = 7, y m es la masa efectiva del electrén. El espacio de secciones I'(Ly,)

descompone en suma directa de subespacios propios del operador Hamiltoniano:
F(j-?? ‘Ck) = @EﬁrEﬁ (7—;'27 ‘Ek)

Las secciones que pertenecen a I'g (T7, L)) pueden interpretarse como fun-
ciones que resuelven el problema espectral:

H®; = E; 5 (6.8)
con las condiciones de periodicidad

(21 + 1, 19) = Ps(21, 22)
(I)ﬁ(ilil, To + 1) = eiiQﬂ-kxl @ﬁ(l’l, LCQ) (69)
Como el operador p; = —iha%l conmuta con H poseen autofunciones comunes,

las de p; satisfacen la primera condicién de periodicidad si el momento es entero,
y es conveniente expresar ®; mediante el desarrollo de Fourier:

Dy (21, 29) = D €™ f1(29) (6.10)

neZz

®;, es propia de H si lo es de

dTCNL — L _i +a i +a
CAnk \ Oz, 2 )\ Oy w2

donde a,, = 89@ + 27kxs, v el problema espectral quedara resuelto por las

soluciones de
af Oy [ (22) = €7 (2) (6.11)
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con

1 d
nre — — o — | 7 2 k
a W [d@ + 2m(n + xg)]

1 d
T
al = — + 27(n + kz 6.12
nwo 9 /_71']'6' [ dl’g 7T( 2)‘| ( )

Como [ayg,,al,.] = 1, esto no es mas que un oscilador arménico, desplazado,

nxz]
para cada n, con €; = n, y buscamos los distintos “niveles” de modo recurrente.
El de autovalor méas bajo, ¢y = 0, satisface la ecuacién diferencial
, €0 ’
0
dfn (372)

TZ'Q + 271‘(71 + /'C[BQ)f,?(l'z) =0 (613)

cuya solucién es
FO(2) = cpem R (ko) (6.14)

Imponiendo la segunda de las condiciones de periodicidad, nétese que es natural

para la accién de operadores diferenciales que satisfacen a,, ., = e 2™ @1q, ei2mka
[11], sobre ®¢(z1, x2) encontramos:

Cn = Coik (6.15)

Esto implica que sélo f2(xq,1) paral=0,1,---,k—1 son linealmente indepen-

dientes pues tnicamente los k£ primeros coeficientes son arbitrarios. Pueden ser
fijados mediante normalizacién en la forma c,(I) = ¢*™x. Se sigue que la funcién

de onda del primer nivel de Landau, de energia,

ho.  himk
Ey = = — 6.16
0 2 m ( )
es k veces degenerada:
Doy, 25) = 3 21 F k) g F (nthea)? (6.17)
nez

Es posible reorganizar ®¢;, y escribirlo en términos de la variable compleja

z =1 + 129,
0 4
l/k] (z]i/k) (6.18)

Aqui expresamos los estados del primer nivel de Landau en términos de las

Dyy(z,2) = e ™I g [

funciones Theta de Riemann con caracteristica [96]:

a

) |:b:| (Z|T> _ Z 627ri[(n+a)(z+b)+%(n+a)2~r] (619)

nez
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Hubiera sido posible, y este punto de vista sera conveniente cuando el pardametro
modular es arbitrario, buscar de entrada autofunciones que son el producto de una

funcién analitica por un prefactor:
By (z,2) = e ™M £ () (6.20)
Las condiciones de periodicidad sobre ¢, devienen
fz+1) = f(2)
Fz+1) = e 2mik(=+3) £(2) (6.21)
satisfechas automaticamente por las soluciones encontradas:
Boi(2,2) = e ™ fi(2i/k)
i) =6, ] cim

Las funciones f;(z|i/k) forman una base en el espacio de secciones holomorfas
del fibrado £ que denotaremos por H*(T7?, L) = I'g,.

En resumen, las condiciones de periodicidad provocan, de un lado, que el mo-
mento en la direccion de x; esté cuantificado, n € Z, a diferencia del problema
de Landau en el plano, y de otro lado, que la degeneracion del primer nivel de
Landau no sea infinita sino finita e igual a k, el niimero total de cuantos de flujo
magnético que atraviesa el toro.

Los niveles de Landau mas altos se obtienen por aplicacion sucesiva del ope-

rador de creacion:
1
n O
fa(@2) (anm) o (22)
1

7!
Hy (Vark (o + 3 ) ) 0 6 22)

f ($2> _Cn\/m

donde Hj es el polinomio de Hermite de grado n. La condiciéon de periodicidad
sobre ®; requiere que

Cn = Cnik
y las funciones de onda seran
sl 0) = e 3 2ot ) (\/27rk (a;z + ")) e~ Fntke)® (g 93)

con energia

2
Ex = hio, <n + ) _ TR o 1) (6.24)
m
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la degeneracion de los niveles mas altos coincide con la del estado fundamental,
y es igual a k. En el gauge de Landau, como veremos con mas detalle en la si-
guiente Seccion, la degeneracion viene caracterizada por el autovalor del operador
momento lineal en la direccion de x;. Este autovalor es discreto, y esta cuanti-
zado, como se deduce de las condiciones de periodicidad, y ademas puede tomar
para cada nivel de energia unicamente k valores enteros distintos. Sin embargo,
como en el plano, la degeneracién no sera la misma si elegimos el gauge simétrico.
En este gauge, la degeneraciéon viene caracterizada por el autovalor del momento
angular en la direccién del campo magnético, esto junto con las correspondientes
condiciones de periodicidad conduce a que cada nivel de Landau esta degenerado,
y la degeneracion es finita pero igual a n+k, donde n representa el nivel de energia

Una vez que hemos resuelto completamente el problema de Landau en el caso
mas simple de una celda cuadrada, plantearemos el problema en el caso mas general

para estudiar la dependencia con el parametro modular. Para ello, consideremos

Ly

Llew € C e Im7 > 0 tal y como se muestra en la

una celda de area Im7 con 7 =
Figura 6.3.

Figura 6.3: Celda correpondiente a un toro T2.

El campo magnético constante es la curvatura de la conexiéon en un fibrado de
linea L;, sobre T2

2k
A= Lazgdxl
Im7
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ok
Fy= Iid@dxl (6.25)

mT

El grado del fibrado es nuevamente c¢;(Ly) = i/ Fy = —k € Z, y estara
T?

relacionado con el campo magnético externo por:

2tk eB LiLysing _ eBL2

(6.26)

Imr hc Imr ~ he !

Los operadores de “creacién” y “destruccién” seran ahora:
1 [Im7 [ O 0 2rk Im7 (0 k
a = - ' ‘ = — | = +1—1 6.27
¢ 2V 7wk (89{;1 * Zaxg +ZIme2> k (82 +ZIH1T mz) (6:27)

al = 1 tm7 — 7 —i—ia —iQka = — Imi g—l—iﬁlmz
2\ 7k 0xq 0xs Imr 2]~ \ 7k \0z Im7

con [a,a’] = 1, y el Hamiltoniano

1 2
H= 1o, }_fm’f

St
aa+2

(6.28)

m Im7

Para resolver el problema espectral busquemos en primer lugar qué condiciones
de periodicidad deben satisfacer las secciones en T'(T?, L;). Conocido el espectro,
y las funciones de onda, para el problema de Landau en el plano en el gauge de
Landau; y en particular la funcién de onda para el primer nivel de Landau (1.48),
y teniendo en cuenta la condicion de cuantizacion del flujo magnético en el toro,

he _k

que para L; = 1 se traduce en B = 74 con k € Z, es apropiado asumir la

siguiente hipotesis para el primer nivel de Landau en el toro:

2

®(z,2) = ¢ mr M) £(2) (6.29)

de tal manera que las condiciones de periodicidad seran:

P(z+1,z24+1) =d(z,2)
(241,24 7) = e 2Re(H37) @4, 7) (6.30)

Es decir, la presencia del campo magnético producira una transformacién de
Galileo en la direccién 1, con velocidad k£ y tiempo propio Re7. En la Seccién
siguiente estudiaremos en detalle esta simetria y su relaciéon con las traslaciones
magnéticas.

Con estas condiciones de periodicidad podemos determinar exactamente la

funcién de onda para el primer nivel de Landau, siguiendo los mismos pasos que



PROBLEMA DE LANDAU, OPERADOR DE DIRAC Y FUNCIONES ©. FLUXONES. 239

vimos para el problema mas simple con 7 = ¢. Tenemos, por tanto, para el
primer nivel de Landau: a®y(zq1,22) = 0, y, tomando un desarrollo de Fourier:
Do (w1, T2) = Ypez €7 fulwz), resultard:

df, k
fdzz) +or <n + Imxj) Fulas) =0 (6.31)
tal que
- 2
falws) = cpe 7 (mtn) (6.32)

De la segunda condicion de periodicidad sobre la parte analitica

flz+1) = f(z)
flz4+71)= e_i%k(”%ﬂf(z) (6.33)

se deduce:

; _ ; L 2
Cnez%rnReT = Cpik€ imkRer = ¢, = ezQTrnk ek Rer ,l _ O7 1’ . L—1 (634)

La funcién de onda para el primer nivel de Landau, en funcién del parametro

modular, puede expresarse en funcién de la Theta de Riemman con caracteristica:

k

Dy, (2, 2) = e tmr 2 £ (2|7 /)

izl /k) = © M)k] (7 /k), 1= 0,1, k—1 (6.35)

Las fi(z|7/k) forman una base en H(T?, L;). Una vez més encontramos, como
consecuencia de las condiciones de periodicidad, que la degeneracion del primer
nivel de Landau es igual a k. Lo mismo sucedera para los demas niveles que se

obtienen a partir de éste sin més que aplicar sucesivamente el operador a':

1 3
Pru(z,2) = —= (a)" Pa(z, 2) (6.36)
n!
1 hirk
E:=ho, (i+=) = 2% 4+ 1
" hwc<n+2> mImT< n+1)

A continuacién, pasaremos a estudiar el problema de una particula cargada (sin
masa), en una red periédica bidimensional, en presencia de un campo magnético
externo, donde la dindamica viene descrita por el operador de Dirac. El espacio

de configuracién es exactamente el mismo que consideramos para el problema de

Landau. Es decir, el toro T? = ZE.ST z- A diferencia del problema de Landau,

tenemos que considerar ahora un fibrado espinorial S sobre T?, en el que la fibra
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p = C? es una representacion de spin(2); el potencial vector vendra dado por la
conexién (6.25), cuya curvatura nos dard el campo magnético sobre el toro, que

coincide con el grado del fibrado espinorial ¢;(S) = 5= / JFa=—-keZ ysu
T

2
relaciéon con el campo magnético es (6.26). Estudiaremos directamente el caso
general con el pardmetro modular 7.

El operador de Dirac puede expresarse en funcién de los operadores de creacién

y destruccién dados en (6.28), tenemos as:

k(0 af
HY = —2hey| — :
b he Im7 ( a 0 ) (6.37)

El algebra de Clifford estd generada por las matrices de Dirac 4! = io! y

2 3

v? = ic?; la matriz 4 = ¢ no aparece pues estamos considerando una particula

sin masa.

El operador de Dirac actiia en el espacio de secciones L2-integrables, es decir,
el espacio de Hilbert I'(.S). Las secciones en este espacio satisfacen las condiciones
de periodicidad:

Pz +1,2+1) = ¢(2,2)
Gz + 7,2+ 7) = e 2RI G5 ) (6.38)

Queremos encontrar el espectro para este operador:

0 af o\ o5
(1) () (1)

Lo [ %2
oAz, 2) (gbi(z,z)) (6.39)

El problema espectral de Dirac puede reducirse formalmente al problema de
Schrodinger para la primera componente del espinor, asi:

Eilmr ,,
ETETACE

2h k
B2 =~ | g 842 2) (6.40)

Para el primer nivel de Dirac-Landau resultara:

a'a (2, 2) =

Ey=0=ady(z,2) =0; ¢a(z,2) =0 (6.41)
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encontramos, por tanto, que la primera componente del espinor para el primer
nivel de Dirac-Landau coincide exactamente con la funcién de onda determinada
para el problema de Landau no-relativista, y asi, ¢ (2, 2) = ®o(z, 2), de forma que:

boi(z,7) = ( e »ImT(Ir;z) fi1(2) ) | B, =0 (6.42)

con

n2
fl(z):@[O] z|T/k) = Zel%”z ’7T,l:0,1,...,k—1
l/k neZ

y la degeneracion para este nivel es nuevamente k.

Para los demads niveles de Dirac-Landau tenemos:

1 B2, 2 ok
£(2,2) = — 2 2) L Ep= =20, 71> 0 (6.43)
\/§ $(I>ﬁ_17l(z, Z) Im7

donde ®5; vienen dadas por (6.36), y la degeneracién de cada nivel de energia es una
vez mas k. Tenemos soluciones de energia positiva y negativa como es caracteristico
del problema de Dirac, junto con los modos cero, que aparecen como consecuencia
de la simetria de conjugacion propia de este sistema para una particula sin masa.

Por otro lado, es posible distinguir dos nuevas estructuras de espin sin analogia

en el plano, que vendran caracterizadas por:

filz +1) = fi(2)
filz + 1) = eif2e2mk(=H57) () (6.44)

de tal manera que podemos elegir independientemente dos casos:

e Par: ¢ = ¢ = 0. Tal que:

f,@)(z):@wk] dlr k) = 30 el i) i (6.45)

neZ

e Impar: ¢, = ¢ = w. Tal que:

1/2 T/k Z 6227r n+ z+%+é)ei%(n+%)2fr (646)

(@) _
i) =6 [1/2”/1{] =
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Veremos mas adelante que esta iltima posibilidad es de gran interés al estudiar
el problema de muchas particulas.

En la Seccién 6.2 estudiaremos en detalle las propiedades de invarianza de las
funciones Theta de Riemann, que han aparecido tanto en el problema de Lan-
dau como en el de Dirac-Landau. No obstante, es interesante adelantar algunas
propiedades de estas funciones apropiadas al estudio cuantico del sistema. Consid-
eremos, por tanto, un espacio generado por las funciones f;(z|7/k) = © [ l?k} (z|T/k)
conl=0,1,---,k — 1, que satisfacen:

e Propiedades de invarianza:

o Wk] (z+1|r/k) = © Lm (2|7 /k)
0

0 o —i27rk(z+%7’)
) [l/k] (z+7|T/k) =e¢ S} 1k (z|T/k) (6.47)
e Ortonormalidad y completitud:

dzdz
24

0
Ik

e o] ] i -

e~ 2 (Im2)’ @*l (z|7/k) © l ](zh/l{:):éw

k—1
0
e Im7_((Imz) (Imw)? )@* [
=0 l/k

0z —w)i(z —w)

Hemos visto que las secciones del fibrado de linea o fibrado espinorial de clase
de Chern —k en el T son funciones que satisfacen las condiciones de periodicidad
dadas en (6.47). La segunda de estas condiciones es equivalente a:

0 ~ —i2m(ka+1k27 0 ~_ T
@[Z//@] (z+ kT|T/k) =€ ( )o [l/k] (z|T/k) , T=

donde aparece el uno-cociclo wq(z, k) = kz + lk:27~' Este puede interpretarse como

Im7

&
estd relacionado con la transformacion de Galileo asociada al campo magnético,

una transformacion que nos lleva de una celda de area a una de area Im7, y que

ver Figura 6.4.
Es interesante comprobar que cada funcién f;(z) tiene exactamente k ceros
localizados en la celda principal de drea Im7, tal y como demuestra Mumford [96],

se verifica que:
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? 'y
kT KTh1
R ale i
— o S
o S
B s
o T+ B
»
\‘\
5
\’c
3]
- o >
N =t .\‘-’0 \\\\\\ 1

Figura 6.4: Recinto v = § + 6* + o + o* para T¢,.

e FEl numero de ceros es:

1 I
cerosdef =— | =dz=k
" 5

donde v es el recinto orientado que se muestra en la Fgura 6.4.

e La localizacién de los ceros en la celda principal es la siguiente:

- Para las funciones © pares los ceros se encuentran en los puntos:

() . 1IN 7 l 1
AUV N

con j =0,1,---,k —1, tal que,

o Lm k) = 0

ver Figura6.5.

- Para las funciones © impares los ceros se encuetran en:

; T 1
Z(()]) = jE + %

con ) =0,1,---,k—1, tal que,

@l 1/2

1/2 + Z/k] (k) =0

ver Figura 6.6.

243

(6.48)



244 CAPITULO 6

Figura 6.5: Ceros de la funcién © (impar) en la celda principal.

Figura 6.6: Ceros de la funcién © (par) en la celda principal.
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En cualquier caso, independientemente del tamano de la celda fundamental,
el nimero de estados posibles para cada nivel de Landau o de Dirac-Landau no
depende del parametro modular sino sélamnete del grado del fibrado sobre el toro.

Recordemos que el nimero de estados en cada nivel de Landau, para una superficie

de &rea finita, era M = Anpg donde ng = %. Teniendo en cuenta la relacién
entre el campo magnético externo y el grado del fibrado: B = %ﬁ, resulta que:
# de estados = k. Es decir, para el primer nivel de Landau:
k—1
x 0 0 k
~20r (02)” 9 2|7 /k) © k) = —— 6.49
>« | crme | e =t e

que representa la densidad de estados por unidad de area para el problema de
Landau en el toro.

Estudiaremos a continuacion la inclusion de fluxones para desarrollar la teoria
de Jain en el Toro. Para ello sera conveniente pasar del gauge de Landau que hemos
tomado para resolver el problema espectral, tanto para el operador de Schrodinger
como para el de Dirac, al gauge simétrico que es adecuado para el propdsito men-
cionado.

Consideraremos el problema en T?, donde tenemos un fibrado de linea £, cuyo
grado coincide con el flujo cuantizado del campo magnético, la conexion en el
gauge de Landau venia dada por (6.25). Para pasar al gauge simétrico se aplica la
transformacion gauge dada por el operador unitario: G = ei%“”, de forma que

la conexién en el gauge simétrico es:

k
AS = L([Egdml — xldl‘g) (650)

~ Imrt

Los estados cudnticos de este sistema son de nuevo las secciones L2- integrables
en I'(T?, L). La dindmica estard gobernada bien por el laplaciano actuando en
este espacio de secciones, bien por el operador de Dirac actuando en el espacio
de secciones del fibrado espinorial. En todo caso, ambos operadores diferenciales
pueden expresarse en funcién de los operadores de creacién y destruccion. La

relacion entre los operadores y estados cuanticos en ambos gauges viene dada por:
U(wy,05) = GO(z1,25) , 05 =GOLGt | ggh=1 (6.51)
En definitiva, tenemos:

_} IIHJ 26+Lk
a_QVlmr 0z ImTZ



246 CAPITULO 6

1 /ImTt 0 7k
[ Geeati () R~ =1
“ 2V krm ( 0z + ImT7 Z) la, ']

hrk
H=ho(2a'a+1), &= 6.52
w2a'a+1), © " (6.52)
Las condiciones de periodicidad son ahora:
U(z+1,2+1) = etar MYz, 7)
V(z4+T1,247T) = e~ e METD g (2, z) (6.53)
El primer nivel de Landau puede expresarse en la forma:
(2, 2) = 7 ()
x x 0
Fi(2) = el fi(z) = ertar” © [l/k] (2|7/k) (6.54)
y, en general, para los demas niveles
1
U(z,2) = —l(aT)“%l(z, Z), E,=ho(2n+1) (6.55)
n!

En el caso del problema de Dirac tenemos:

k 0 af
HY = —2hey | ——
b ¢ ImTr ( a 0 )

Yoz, 2) = ( WOZ(OZ’z) ) . Ey=0

_ 1 Uu(z, 2) 2k2n
ni\Z,2) = —= , B, == >0 6.56
Yuil2,2) V2 ( FU, 1z, 2) ) Im7 " ( )

donde los espinores satisfacen logicamente las condiciones de periodicidad ya ex-
puestas en (6.53).

Dado que el espacio de configuracién que estamos considerando es un toro 772,
para incluir la presencia de fluxones debemos tener en cuenta la periodicidad de
la red. Por tanto, el campo magnético asociado a r solenoides con 2p cuantos de

flujo (p entero) vendra dado por la curvatura de la conexién:

o O V5] (2= zulT/k)
QLZ [[1//2} !

T3 0 1/2] (2 — 2v|T/k)

a=12p dz (6.57)
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donde aparecen la derivada logaritmica de la funciéon Theta de Riemman con carac-
teristica, que tomaremos en este caso impar!, de esta forma satisface las condiciones
de periodicidad de la red, y ademas presenta un polo en cada una de las posiciones
de los solenoides, como era de esperar. La curvatura y el campo magnético para
los solenoides son:

F,=2ppo Y > 6(z— zp —n— m7)dzdz

’'=1nm

b = 2poy z’": > 0(z =z —n—m7) (6.58)

I'=1n,m

Si consideramos al tiempo el campo magnético externo, que en representacién
holomorfa viene dado por A = iI—(zdz — zdZ), y el campo magnético asociado
a los fluxones, debemos modificar los operadores de creaciéon y destruccion. En
general, todos los operadores de la teoria y los estados cuanticos pueden obtenerse

facilmente en este nuevo contexto si tenemos en cuenta la transformacién singular,

dada por:
G,(2) = o) H o W;] s ek an = ia@ (6.59)
tal que
0= Qp(z)ng_l(z) U (2, 2) = Gp(2)U(z, 2) (6.60)

Tenemos, por tanto, que los nuevos operadores A y At en funcién de a y af
(6.52), y sus relaciones de conmutacion, son:

N - I r O | V2 (2 = 2|/

A, A=l 5 Ol Gl

=1 © [1/2} (’Z - Zl"T/k)

L~ I
[A, AT =1+ Qp% Z > 6(z— 2z —n—m7) (6.61)
I'=1mn,m
El Hamiltoniano de Landau es ahora:

H =ho(ATA 4+ AAT) (6.62)

cuyo espectro y estados propios son:

H@%W;] ot k) Wa(z, %)

I'=1

E,=ho@n+1),1=01,--- k-1 (6.63)

ILa eleccién de la Theta impar para introducir los fluxones esté relacionada con la estadistica
fermidnica de las particulas como veremos mas adelante en el problema de muchos cuerpos.
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la degeneracién es k para cada nivel de energia.
Las funciones de onda se anulan en las posiciones de los solenoides, y ademas,
es necesario introducir una nueva medida de integracion en el espacio de configu-

racion, relacionada con la no unitariedad de la transformacién singular, asi:

dzdz
21

O A e

I'=1

(U |Ws) /\I/ 2, Z2) 1W(2,2) Uo(z,2) —— (6.64)

Todo lo visto puede reproducirse para el problema de Dirac con fluxones, en-
contramos el mismo espectro y la misma degeneracién, aunque los estados aparecen
modificados por un prefactor que satisface las condiciones de periodicidad propias
de este sistema, pero que representa la presencia de los fluxones. Dicho prefactor
nos permitird conectar con la teoria de Haldane-Rezayi [52] al pasar al problema
de muchas particulas.

Por tltimo, abordaremos el problema de una particula en una muestra Hall con
g capas independientes. El Efecto Hall Cuantico Fraccionarioha sido observado en
sistemas de electrones bidimensionales con multi-capas, [126]. El formalismo de
la matriz K, generalizacion de la teoria de Laughlin, desarrollado por Zee y Wen

[130], puede implementarse en el caso de una red periédica cuando consideramos
Ca

= Zagrza» broducto

el espacio de configuracién como la variedad abeliana A,
cartesiano de ¢ copias de T2.

Una vez més, tenemos un fibrado de linea sobre T2*4 cuya conexién es:

IH’IT (ZZKUzjdz - ZZK”z]dz> (6.65)

i=17=1 i=17=1
en el gauge simétrico. Donde K es una matriz ¢ x g, positiva, valuada en los enteros,
simétrica, e impar en la diagonal principal; y 2° = 2% + 2% son las coordenadas del
electrén en la capa i-ésima. La curvatura de A sera:

2mi &
~Tmr z:l z:l Kdz' A dZ’ (6.66)
=1
De la forma de Khaler
P? = (v/=1)1¢q! |detK| dz* ANdz' Nd2? NdZ* A - Ad2? A dEY (6.67)

se deduce que la relacién entre |det K| y el campo magnético externo es:

2rr|detK| eBLiLysenf eB
Imr  he Imr  he

—L? (6.68)
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Pasando al gauge de Landau, el problema espectral a resolver es H®, = E)\P,,
con el Hamiltoniano

n? 2mtr K
H=_—(da > :
2m (“ “F T (6.69)
. 0 L 0 n 2K
a= i i T
0f, 907, Imr
0 0 2rK Artr K
¢ O, +Z893’2 Tmr 2 @] ImT (670)
donde 7, = (z!,---,2%) , a =1,2. Con las condiciones de periodicidad:
By(2 4 78) = T KRe(Z’—&-g’T) 2,2 (6.71)

En el limite topoldgico nos quedamos con el primer nivel de Landau generado

por:
p St 7o 2 K'a
Doz (2) = e~ e (FKZ) g l 0 a] (KZ|KT) (6.72)
donde @ es un g-vector que pertenece al cociente Kzzqq, y las funciones theta son
g-dimensionales [96]:
a -1
o m Q) = 3 exp [m {(ﬁ + @) (Z4B) + 5 (7 + @7 + a)}] (6.73)
iezZa

Esto puede reproducirse de forma analoga para el problema relativista de Dirac,
en ese caso el Hamiltoniano para una particula sin masa vendria dado también en
funcién de los operadores @ y @' dados en (6.70), y en el limite topoldgico, el
espinor correspondiente al primer nivel de Landau tiene una tinica componente
que coincide exactamente con la funcién de onda del problema no-relativista, y
por tanto, estard generada por las funciones (6.73).

La degeneracion del primer nivel de Landau, o del primer nivel de Dirac-
Landau, es por tanto |detK|, y de nuevo las funciones Theta, de varias variables
con caracterfstica, forman una base de un subespacio de H°(A,, L), el espacio de
secciones holomorfas del fibrado de linea L sobre A, de grado ¢;(Ly) V ¢1(Ly) V
Ve (L) = (L)Y = |detK|.

Es posible observar una situaciéon més general a la planteada, si tomamos
C4a
ZiGOZa >
donde la matriz de periodos, €2, es una matriz ¢ X ¢ compleja, simétrica, y con

como espacio de configuracién, en vez de T?*", la variedad abeliana A7 =
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Im$ > 0. En este espacio de configuracién se tiene en cuenta la posibilidad de que
el electrén pase de una capa a otra, como consecuencia del efecto tunel, y asi, es
fisicamente razonable tener diferentes periodicidades en las distintas capas, para
particulas de distintos tipos q.

Las condiciones de periodicidad (6.71 ) deben generalizarse a:

@/\(g—f—Té; _ 67i27r(€i)iKRe(2+%Qé})CI))\(E) (674)

—~

y el Hamiltoniano es de la forma (6.69) pero con @ dado por:

0 0 C2rK
o7, oz, T 'Imdetq 2 (6.75)

El primer nivel de Landau de acuerdo con (6.74) es:

a=

+

™ St K1la
Bos() = ¢~ Tl mEEDQ [ . O‘] (KZ|K7) (6.76)

con la misma degeneracién que antes. Las funciones ®yz(Z) generan un subespacio
del espacio H(A,, L), el espacio de secciones holomorfas del fibrado £y, sobre A,
que es de grado ¢; (L)Y = |detK|.

6.2 Fisica de los operadores de Mumford: trans-
formaciones de Galileo y grupo de Heisen-

berg

En esta Seccién estudiaremos las transformaciones de simetria para el limite topo-

l6gico del problema de Landau en el Toro T? = ZQSTZ. Introduciremos los o-

peradores de Mumford que generan el grupo de Heisenberg (extensién central del

grupo de traslaciones), estudiaremos las transformaciones unitarias de este grupo
en el espacio de Hilbert de las funciones holomorfas. La generalizacion de estos
generadores son las traslaciones magnéticas, analizaremos, por tanto, su relacion
y en definitiva la interpretacién fisica de los operadores de Mumford.
Comenzaremos con una breve revision de la teoria sobre los operadores de
Mumford expuesta en [96]. Dada una funcién holomorfa f(z), y dos nimeros

reales cualesquiera a y b, consideremos las transformaciones:

(S(0)f)(2) = f(z + 1)
(T(a)f)(z) = exp(ima®t + i27az) f(z + a7) (6.77)
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con la ley de composicion:
S(b1) 0 S(ba) = S(b1 +b) , T(ar) o T(az) = T(ar + a)
y tal que:
S(b) o T(a) = €™ T(a) o S(b) (6.78)

es decir, estas transformaciones no conmutan entre si sino que aparece en su com-
posicién un dos-cociclo: we(z;a,b) = ab.

El grupo de transformaciones generado por estos operadores es el grupo de
Heisenberg, Gy = C; @ R® R, C; = {\ € C/|\| = 1}, con la ley de grupo:

(A a, )N, d' b)) = (ANe?™ a+d b+ V) (6.79)

Una representacién unitaria e irreducible de este grupo en el espacio de Hilbert,

H=A{f/IIfII* <+oo}, con

dzdz
24

IAIF = [yeri " 1) (6:80)
viene dada por:

U, a,b)f(z) = MT(a) o S(b)f)(2) = Ae"™ TH279% (> 4 a7 4 b) (6.81)

Consideremos el subgrupo de Gy, I'y = {(1,n1,n9) € Gy /ni,ne € Z}, y una

represenctacion unitaria en el mismo, 'y {Uy o, .0, }, tal que:
Utmyma f(2) = (T'(n1) 0 S(na) f)(2) = exp(imni >t +i27n12) f (2 +mi7T +ny) (6.82)
El subespacio del espacio de Hilbert H invariante bajo 11 es entonces:
Hr2'' = {f(2) € H/ Uiy n, f(2) = f(2) modulo cociclos} (6.83)
es decir, f(z) € Hy2'', si y sdlo si:

flz+1) = f(z)
fz4+7) = e #kEEFD) £(2) (6.84)

Una base de este subespacio funcional es la formada por las funciones Theta

de Riemman con caracteristica racional de la forma:

f(z|7/k) = © [Z/Ok] Glr/k), 1=0.1, k—1 (6.85)
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La accion de los operadores de Mumford sobre este subespacio viene dada por:

s/me |, | i =6 | (210

o
1+ )k

_iord L p
zm Gl =e kk@“m (2|7 /k) (6.86)

/e

de tal manera que las condiciones de invarianza se traducen simplemente en:
soe| Y lcrm=o| ey mmez
1 l/k - l/k_ 9 1,762

[
U]

T(ny)0 Lm Clrb) =e ke [l/k] (z|7/k) = © W (z|7/k)

donde hemos utilizado que © { " ] (z|T/k) =© [l;)k] (z|T/k) ,¥n,m € Z.

l/k+m
Por 1ltimo, estos operadores actuando sobre la base de HTgll:

S(j/k) fi(2|7/k) = fix;(2) , modulo k
T(1) fylz|7/k) = e™27F fi(z)

La primera de estas expresiones tomando 7 = 1 permite caracterizar la dege-
neracion del primer nivel de Landau, asi, el operador S(1/k) anade una unidad
de momento (operador de creacién), y ST(1/k) = S(—1/k) serd el correspondiente
operador de destruccion, ambos actuando sobre el primer nivel de Landau. En
cuanto a T'(1), puede interpretarse como el operador exponencial para el momento
lineal, de tal forma que T(1) = €2™% | y por tanto, py fi(z|7/k) = Lfi(z|7/k).

El significado fisico de estos operadores puede deducirse de su relacién con los
generadores de las traslaciones magnéticas. A partir del problema de Landau en el
plano, podemos encontrar los operadores que generan las traslaciones magnéticas
en el toro. Asi, pues, consideremos primeramente los generadores infinitesimales
de esta simetria, que seran los operadores dados por:

1 /[Im7 [ O .0 2k _JIm7 [0 Tk
=2\ 7k (axl—za@ﬂmﬂl):vm(&*mReZ> (6.87)

ET:—; Im7’<8 +,6 _27rkx1>5 IIIlT( a—kMRez)

wk \ O0xy Z@wg Imr 9z | Imr

S

tal que [b,b'] = 1. Que reescalando tenemos: [b,b] = Xy satisfacen b, H] =
bt H] = 0.
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Los operadores que generan las traslaciones magnéticas en el gauge de Landau
seran, por tanto,

— (6.88)

donde ¢ = ¢;+ics , ¢1,co € R. Utilizando la férmula de Campbell-Haussdorf-Baker
[128] puede comprobarse facilmente que satisfacen el dlgebra:

, wk
[T667 ng] = 2Z sen (IHlT(CldQ — dlCQ)) Tc—&—d,c-?—d (689)

Tomando ¢y, ¢ v dy, do enteros encontramos el algebra trigonométrica de Fairlie-
Flecher-Zachos [74].

Para analizar la relacién de estos operadores con los operadores de Mumford,
es conveniente considerar separadamente las traslaciones en cada una de las direc-
ciones de la celda principal, en la red periddica bidimensional. Es decir, tomemos

los operadores:

b—cht _ b
tic)=T.c=e" =e?1  ceR

)

t(CLT) _ Tm—,(ﬁ _ eCLTi)*CH_'lA)T Lac R (690)

donde 7 = 7 + 475 es el parametro modular.

La accion de estos operadores en el primer nivel de Landau es:

t(c)Py(z,2) = Po(z + ¢, Z + ¢)
t(at)Po(z,2) = ei%k(“Re(zH%“QRe(T))@01(z +ar,zZ + aT) (6.91)

Encontramos, por tanto, que el operador t(c) genera las traslaciones en la
direccién x, mientras que el operador t(a7), que actuando sobre ®g(z, Z) produce
un 1-cociclo wy(z1,a) = —(ax, + $a*7), puede interpretarse fisicamente como una
transformacién de Galileo, de velocidad a en la direccién x; y con tiempo propio
T1.-

La relaciéon con los operadores de Mumford se hace evidente si tenemos en
cuenta que en representaciéon holomorfa pueden expresarse de la forma:

S(c):eC% ,ceR
T(a) = e tiThas g e R (6.92)

Los generadores de las traslaciones magnéticas en términos de los operadores

de Mumford son:

_ a2
t(aT) _ T(a)e(a7%+27rka1m(z))ezwkTT (693)



254 CAPITULO 6

tal que
t(c)t(ar) = ™t (aT)t(c) (6.94)

En definitiva, las simetrias del Hamiltoniano son las traslaciones magnéticas

para ¢ y a enteros, de forma que:

t(%—i_nl)HtT(%_’—nl):H 7j:O717"'7k_17n1€Z
t(nem)Ht' (nor) = H , no€Z (6.95)

Aunque los generadores de las traslaciones magnéticas t(c) y t(at) conmutan
con el Hamiltoniano H sus dominios de definicién no son los mismos, sélo para
valores enteros de los pardmetros ¢ y a comparten el dominio de definiciéon. Esto
esta relacionado con el hecho de que los generadores infinitesimales de las trasla-
ciones magnéticas, b y b definen la estructura holomorfa natural en el espacio de
secciones del fibrado de linea sobre el toro £_j, con primera clase de Chern k,
mientras que son los oparadores @ y @' los que determinan la derivada covariante
en Ly. [8, 36]

Para el estado fundamental encontramos que:

t(n1)®o(2, 2) = Popnr) (2, 2) = Pa(z, 2)
t(na7)Poi(2, 2) = Pau(2, 2) (6.96)

Los operadores de creacion y destruccion que actian en cada nivel de Landau
seran, por tanto, t(1/k) y tf(1/k).

Un punto importante en el estudio de la naturaleza del estado fundamental,
de un gas bidimensional de electrones, es la reduccién al subespacio de estados
correspondiente al primer nivel de Landau para el problema de un electrén. Esta
reducion se puede llevar a cabo tomando el limite topoldgico en la teoria.

En este limite, el espacio de estados cuanticos del problema de Landau reduce
a H°(T?, Ly), es decir, el espacio de secciones holomorfas del fibrado de linea de
grado ¢;1(Ly) = —k. En definitiva, el subespacio del espacio de Hilbert, HTgll,
que como hemos visto es el espacio de funciones holomorfas que satisfacen las
condiciones de periodicidad dadas en: (6.84), y estd generado por las funciones

Theta: {© |0, (2I7/k)}.

Teniendo en cuenta la siguiente relacién para estas funciones:

o L?k] (lr/k) = 3 e He [j {ﬂ (kz|k) (6.97)

=0
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es posible tomar como base de H(T?, L) las funciones: {© [jék} (kz|kT)}. Esto
puede interpretarse en el siguiente sentido, dado que cada funcion Theta en la
nueva base es una seccién de un fibrado de linea de grado uno sobre el toro T¢, =
m%; v el pull-back de este fibrado por el endomorfismo C: 2z — kz, es un
fibrado sobre T? de grado ¢ (k*L;) = —k, {© [jék} (kz|kT)} forman una base en
H(T? k*Ly).

En resumen, las traslaciones magnéticas representan la simetria carateristica
del problema de Landau. En particular, en una red periddica debemos considerar
aquellas traslaciones en las direcciones de la red con un pardametro entero, y como
consecuencia los generadores de esta simetria satisfacen el algebra trigonométrica
de Fairlie-Flecher-Zachos. La relacion de estos operadores con los operadores de
Mumford es entonces inmediata y permite dar una interpretacion fisica de los
mismos. Asi, S(b) es el generador de las traslaciones en la direccién x4, en el limite
topoldgico, y T'(a) genera las transformaciones de Galileo complejas, en ese limite,
con igual velocidad en ambas direcciones, y con el tiempo propio caracterizado por

el prametro modular.

6.3 Calculo de la conductividad Hall

En esta Seccién determinaremos la conductividad Hall, para el Efecto Entero y
Fraccionario, en el marco de Segunda Cuantificacién, utilizando el formalismo
desarrollado en la primera parte, para el problema equivalente en el plano [70].
Conocemos el espectro y las secciones correspondientes al problema de Dirac-
Landau en una red peridédica bidimensional, podemos expresar el campo fermiénico

en funcién de los modos propios del operador de Dirac en (2+1) dimensiones, asf:
Z Z ( B (2, 2) + Dnlgbnl 2,2 ) + ZAZ¢01 (z,2) (6.98)
n=1 =0 =0

donde {¢}1(2, 2), ¢.,(z, ), poi(2, Z) } forman una base ortonormal de espinores que
satisfacen condiciones de periodicidad. Los operadores B,;, D,;, A; y sus conjuga-

dos verifican las reglas de anticonmutacién:

{Bu, Blyy} = 6 60 = (Do, DLy}
{AL ALY = 6w (6.99)

El espacio de Hilbert es el espacio de Fock fermiénico:

F = ADL(S)@T_(S)®To(S))
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= A4 (5)) @ MI'-(5)) @ A(To(55))
= Opgr A (I(5)) @ A(T-(5)) @ A" (T'(5)) (6.100)

generado por:

{|1n1l17 ) 1nplp; ]-m1l17 ) ]-mqlq; 1l17 T, 1lr>

= B’Itqll T leplle’Llll e Djnqlqu—l e A;—r’0>} (6101)
donde el estado vacio,|0), satisface:
A|0) =0, Bul0) = Dul0) =0 , Vn,l (6.102)

Tanto para los modos cero (A, AIT), como para los modos “fermiénicos” (B,
Dy;), existe degeneracién siempre que un nivel de energia no este completamente
ocupado. Esta degeneracion, a diferencia del problema en el plano, es finita pues el
nimero de estados posibles en cada nivel de energia es finito, e igual a k, y depende
del flujo magnético que en el toro esta cuantizado. Si definimos el factor de llenado
como el nimero de modos ocupados, para un campo magnético dado (o flujo),

n

tenemos f = o= 2, donde n = 2 es la densidad de particulas, y np =

la densidad de modos. El ntimero de estados posibles, de igual energia, con j

Im7

particulas y £ modos es entonces: (l; ) En el limite, 7 — oo y k — 00, recuperamos
el resultado que teniamos en el plano, donde f toma un valor finito, entero o
fraccionario, dependiendo de que cada nivel esté ocupado parcial o completamente.

En el Efecto Hall Cuantico Enterointervienen sélamente los estados correspon-
dientes a factores de llenado enteros, es decir, f =i, i =1,2,3,---. Estos estados
no estan degenerados, y cada uno de ellos puede determinarse de forma tinica. Asi,
tenemos estados de particula con f = 7, dados por:

‘f = Z> = |107 o L Loy s Lip—ts s Licio, e 1i71,k71>
= A} Al Bl Bl Blig Bl 4[0) (6.103)

tal que

Allf=i)=0, Bl |f=i)=0,n=0,1,...,i—1,1=0,---, k—1

Bulf=1i)=0,Vn#0,1,....i—1,1
Dulf =i)=0,V¥n#£0, I (6.104)
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El estado, |f = 1), es el estado fundamental, en el cual todos los modos cero
estan ocupados, y los demas seran, por tanto, estados excitados de particula.
El operador densidad de carga en funcién del campo fermiénico es:

p=—e [gb;, id (6.105)

Sustituyendo la expresién del campo en funcién de los modos propios de una

particula, y teniendo en cuenta que los espinores forman una base ortonormal,
resultara:

k—1

> (2, 2)émi(2, 2) (B Bu — Dl D)

11=0

- {8
¥ ;)%,(z?zm(z,z) (AjAl—;)} (6.106)

El valor esperado en un estado con factor de llenado entero es:

pi={f =ilplf =iy =~ (i - 3) > oz 2)ou(=2) (6.107)

que integrando a todo el espacio, y teniendo en cuenta la ortonormalidad de la

/d;ilz< F—ilplf =i) = —e <z—;)k‘ (6.108)

En definitiva, encontramos que el valor esperado del operador densidad de

base, resulta:

carga, en un estado con factor de llenado entero, por unidad de area, Imr, es:

pi = —e (z - ;) (Ika> (6.109)

y en el limite 7 — oo, k — oo recuperamos el resultado ya conocido:

pi=—e <z - 1) <€hlj> (6.110)

Teniendo en cuenta que la densidad de carga en el vacio no es nula, como
consecuencia de la presencia de los modos cero, podemos determinar la densidad

p=i(—e) <k> (6.111)

de carga de conduccién y, asi,

ImT

Por analogia con el problema en el plano, con una transformacién de Lorentz,

podemos pasar a un sistema de referencia en el cual tenemos campo magnético y
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eléctrico, ambos constantes y uniformes, perpendiculares entre si. Sin embargo, al
considerar la red periddica, del mismo modo que el flujo magnético esta cuantizado
debera estarlo el flujo asociado al campo eléctrico. Entonces, el valor esperado de
la densidad de corriente covariante, en un estado con factor de llenado entero, sera:

= _Z-% “FR o =0,1,2 (6.112)
donde
he k he k he k
L - S O I (6.113)
e Imt e Imrt ¢ e Imrt ¢

La densidad de corriente transversal al campo eléctrico permite determinar la

conductividad Hall, que estd cuantizada, y,

62

on = Fin (6.114)

El signo depende de que consideremos particulas o antiparticulas. En esta
expresion, i, es un entero que determina el niimero de niveles de Dirac-Landau
que estan completamente llenos por particulas o antiparticulas.

Esta condicion de cuantizacion, para la conductividad Hall en el Efecto Entero,
coincide esencialmente con el resultado que tenfamos en el plano. Como sucedia
entonces, no es suficiente que el valor de la conductividad Hall esté cuantizado
exactamente para valores enteros del factor de llenado, sino debe permanecer en
ese valor cuantizado cuando el factor de llenado se desvia de ese valor entero.
Para estudiar este comportamiento es necesario ir al problema de la localizacion,
o bien, como vimos para el Efecto Entero en el plano, con la teoria de Thouless
encontramos que la conductividad Hall es un invariante topolégico y, por tanto,
toma un valor constante, aunque se modifiquen ligeramente las condiciones del
sistema.

Para deducir la conductividad Hall en el Efecto Fraccionario, seguiremos los
mismos pasos que para el Entero. Ahora, el factor de llenado toma valores en:
0 < f < 1, es decir, para este efecto, interviene unicamente el primer nivel
de Dirac-Landau, cuando estd parcialmente ocupado. Como hemos visto, en
esta situacién hay degeneracién para cada factor de llenado, f = % con j =
0,1,2,---,k—1.

En general, el estado con j particulas en £ modos cero, correpondiente a un

k!

factor de llenado fraccionario f = %, presenta una degeneracion, (’;) = St Y
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viene dado por:

|j, ll, lg, ey l]> = A;l A;Q e AL |O>
l1<12<"'<lj,li:O,l,Q,...,k—l (6115)
Para determinar la densidad de carga, en estos estados, calculamos el promedio

del valor esperado del operador, (6.105), en los todos los estados posibles para un
factor de llenado dado. Asi, para f = % resultara:

k—1
Yoo Gilida, ol p sl s, )
plz,z) = 2=l (6.116)
Z <j;l17l2a---7lj|j;llal27--'7lj>
i <la<--<ly

y la funcién de distribucion para la densidad de carga promedio serd entonces:

o5 = ¢ (2= 3) T obie 9otz (617
que integrando a todo el espacio resulta:
/dchﬁ(z, 5) = —e (‘]1 - ;) k (6.118)
Por tanto, la densidad de carga promedio por unidad de area sera:
F— e (2 _ ;) Ika (6.119)

que, en el limite 7,k — oo, resulta:

e (1) (D

La expresién, (6.119), generaliza para el Efecto Fraccionario el resultado que
hemos calculado para el Entero. Respecto de la densidad de carga del vacio
tenemos:

. k
P = f(—e)m (6.121)
que, en forma covariante,
2
gt = —f% i (6.122)

donde *F* viene dado por (6.113).
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La conductividad Hall aparece de nuevo cuantizada, pero ahora toma los va-
lores, o = f %, para factores de llenado fraccionarios, f = % El Efecto Hall
Cuéntico Fraccionariodifiere del Efecto Entero, esencialmente, en la degeneracion
que aparece cuando tenemos un nivel de Dirac-Landau parcialmente ocupado. Esta
puede ser infinita, como sucede en el plano, o finita, en el toro. En consecuencia,
se entiende que considerar o no la interaccién entre las particulas es la diferencia
esencial entre ambos efectos. No obstante, pueden estudiarse ambos de una man-
era global, si entendemos el Efecto Fraccionario como el Entero para fermiones
compuestos, como vimos en los capitulos 4 y 5. Sin embargo, una vez mas nos
encontramos con el problema de demostrar que la conductividad Hall, no sélo esta
cuantizada para ciertos valores fraccionarios del factor de llenado, sino que per-
manece en dicho valor cuando éste se modifica ligeramente. Para entender este
aspecto de la teoria del Efecto Hall Cuantico Fraccionariosera necesario generalizar

la teoria de Thouless, éste serd precisamente el objeto de las siguientes Secciones.

6.4 Estados de Haldane-Rezayi. Foérmulas de
adicion

En esta seccion abordaremos el estudio de la generalizacion de la teoria de Laugh-
lin, [82, 81|, para muchas particulas, para el caso de una red periédica y para
sistemas bidimensionales formados por muchas capas en las que es posible obser-
var el Efecto Hall Cuantico Fraccionario. Estos son esencialmente los refinamientos
de la teoria de Laughlin que permitirdn la comprension de la conductividad Hall

como una cantidad topolégica en el Efecto Hall Cuantico Fraccionario:

e Por un lado, Haldane y Rezayi, [52], proponen un estado fundamental varia-
cional de tipo Laughlin cuando el Efecto Hall Cuantico Fraccionario se pro-
duce en una red periddica. La dinamica del centro de masas no es trivial
en este caso, a diferencia del problema en el plano, y como consecuencia el
estado fundamental es degenerado.

e Por otro lado, Wen y Zee, [130, 131], han desarrollado la teoria de la matriz
K para describir los “6rdenes topoldgicos” asociados con las mesetas en la
conductividad Hall cuando el fluido Hall cuéntico esta formado por ¢ capas.
La generalizacion del estado de Laughlin, para esta teoria con la matriz K,
a una red periédica ha sido propuesta por Wen y Keski-Vakkuri, [126].
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Comenzaremos, pues, considerando un fluido Hall, bidimensional, formado por
N particulas, que se mueve en una red periddica, en presencia de un campo
magnético constante. El Hamiltoniano de muchos cuerpos puede determinarse a

partir del operador correspondiente expresado en funcion de los campos fermiénicos
¢y of, asi

dzdz
H:/ ;Z 612, 2) HO (2, 7) - (6.123)

donde HY viene dado por (1.95), de tal manera que,

N EX( 0 df
Hy =S HY(I) = —2hey | 1 ! 6.124
N 12:1 D<) ¢ Irm';(a} 0 ( )

con day el operador diferencial definido en (6.28) para el electrén /-ésimo. El estado
1

fundamental para este sistema, correspondiente al factor de llenado: f = % =,
con m impar, serd un espinor con una séla componente no nula, que de acuerdo
con la experiencia previa, debera ser una funciéon analitica de las coordenadas de

cada particula z;, ademas de un prefactor, en la forma:

D(z1,21, 2N, ZN)
¢(zl’ 21,0, AN EN) =
0
N
—EL Y (mz)?
O(21, 21,y 2n,2n) = F(z1,- -+, 2n)e I=1 (6.125)
donde F'(zy,- -, zy) satisface las condiciones de periodicidad para cada particula:

F(Zla"'azf+1a"'7ZN):F<Zl>"'7'z17"'>ZN)

F(Zh ceeL 2y + T, - ;ZN) — @7i2ﬂk(zl+%)F(217 RN D ,ZN) (6126)
que se deducen de:

Oz + 1,5 +1) = (2, 2) (6.127)

Oz +7,2/+7) = e_iQWkRe(Z’J“%)@(zI, zZr)

La invariancia traslacional permite expresar la funcién de onda como producto
N

de un término que depende de la coordenada del centro de masas, Z = Zz;, y
I=1
otro que dependera soélo de las coordenadas relativas, z;; = z; — z;. De esta forma,
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y utilizando la hipétesis de Laughlin-Jastrow, Haldane y Rezayi, proponen que el
estado fundamental sea de la forma:

Frr(z1,---,28) = ch(Z)}I]f(zlJ) (6.128)

Las funciones de onda relativas, para satisfacer la estadistica de Fermi, deben
ser impares cuando cambiamos z;; por z;; = —z;77, v de las condiciones de perio-
dicidad para cada particula se deduce que debe cumplirse:

fzrg+ 1) =mf(zrs)
Fzrg +7) = moe2mEtE) £(2, ) (6.129)

donde 7n; y 1, son fases constantes. La soluciéon propuesta por Haldane y Rezayi
que satisface estas condiciones es:

1/2

f(Z[—ZJ):@m [1/2

] (Z]—ZL]‘T) (6130)

de tal manera que 17, = ny = (—1)™. Es decir, se trata de una seccién de un

fibrado de linea L™ sobre el toro parametrizado por las coordenadas relativas
217, en HO(T2(1J),LY™), donde:

1 /
el (LY™) = 97 /TE(IJ) ‘f; = #decerosde f =m (6.131)

y asi, cada funcién f(z7;) tiene un cero en la celda principal para z;; = 0, donde
las particulas coinciden, de multiplicidad m. Esta funcién en el limite z;; — 0
se aproxima a f(zr;) ~ (21 — z;)™ que es el comportamiento en el plano sin
condiciones de contorno.

De las condiciones de periodicidad para cada particula (6.126), y de (6.128),
junto con (6.129), se deduce que el término del centro de masas debe satisfacer:

For(Z +1) = (—1)W-UmE_(2)
Fun(Z +7) = (=1)N-"Dme=2mm(Z+5) o (7) (6.132)

Dependiendo de que (N — 1)m = k — m sea par o impar podemos distinguir

dos tipos de soluciones para Fi,(Z):

1/24j5/m
1/2

J

F(l)<Z>:@l ](mZ‘mT)7j:O,17"'am7N_limpar

FP(7)=© [J/Om] (mZ|mr), j=0,1,---,m , N —1 par (6.133)
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que forman una base en el espacio de las secciones holomorfas en £,, . El punto

crucial fisicamente es el hecho de que el estado variacional de Haldane-Rezayi es m

veces degenerado. La degeneracion se debe, como hemos visto, a la dinamica del

centro de masas que no es trivial cuando el espacio de configuracion es compacto.
En definitiva:

1/2
Fur(z1,--,2n) = F\"(Z H@m / — zy|7) (6.134)
I<J 1/2

que es una seccion holomorfa de un fibrado de linea sobre el producto cartesiano
N-ésimo de T2,
Fiur(z1,---,2y) € HY(T>N LY (6.135)

y el grado de LY es ¢ (LY)VN = kN,

Como vimos en la Seccion 3.1, en el caso del plano complejo es posible desa-
rrollar el estado de Laughlin, y expresarlo como una combinacion complicada de
determinantes de Slater de funciones de onda de una particula, para ello utilizamos
la férmula binomial sobre los monomios z} que generan el primer nivel de Landau
para el electrén I-ésimo. Ademds de identificar el elemento del espacio de Fock
fermidénico es posible calcular de esta forma el factor de llenado correspondiente al
estado variacional de Laughlin.

En orden a implementar el mismo procedimiento sobre el estado propuesto por
Haldane-Rezayi necesitariamos expresar las secciones de un fibrado de linea sobre
YN de grado kY en términos de secciones de fibrados de linea sobre . Se requiere
un proceso en dos etapas: en primer lugar es necesario establecer isomorfismos
entre ciertos fibrados, a continuacién se puede usar la férmula de Kiinneth para
relacionar secciones en fibrados sobre la propia superficie de Riemann T72.

No es una tarea facil; empezando en el caso N = 2, consideremos la aplicacién
E:T2xT? — T?[12] x T?(12) dada por: &(21, 29) = (21 + 22, 21 — 22), y denotemos
la proyeccién de T? x T? a cada componente por p,, pa(21,22) = 24 , a = 1,2. Sea
L un fibrado de linea sobre T7

Férmula de adicién, [96]:

EPIL @ psL) = pi L2 @ py L (6.136)

donde p;L% @ p5L? es el fibrado de linea sobre T?(1) x T?(2) obtenido mediante
el pull-back de la proyeccién a cada componente de £2, el “cuadrado” del fibrado
L. La férmula de adicién establece el isomorfismo del pull-back via £ de pj L @ p5L
con piL? @ pyL2
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La férmula de Kunneth
HO(T2(1) x T2(2),piL2 © pyL2) = HOTA(1), £%) © HY(T2(2),£%)  (6.137)

permite expresar secciones en H°(T?(1) x T?(2),piL* ® p3L?), como el proce-
dimiento de segunda cuantificacién requiere, en términos de secciones en H°(T?, L?).

Sicy(£) = 1laférmula de adicién junto con la de Kiinnet implican las relaciones
entre las funciones Theta de Riemann, ver Mumford:

© Wﬂ (214 2[7)0 Eg] (21 — 22|7)©? [8] (0r)

0 1/2

_ o2 Hg] (21]7)©? m (2a]7) — ©? {0] (1]7)©? UQ] (2]7) (6.138)

La aplicacion de la férmula de adicién y la de Kiinnet a la funcién de onda de
Haldane-Rezayi resulta:

o [12] v simom [12] e~ £ o
= é(—l)r (T) e2m=r) W;] (2] 7)@%m=) m (2] 7)0* Wﬂ (za]7)
o [] i) (6.139)

En este caso el grado de L es ¢;(£) = m. Hemos tomado la funcién de onda del
centro de masas como ©™ H?g} (Z|7) puesto que tanto ©™ “ﬁ} (Z —1/m|T) como
e [1/211?/m} (Z|1/m) son bases en H*(T?, L,,) y tenemos la libertad de elegir.

La diferencia principal en el cémputo del factor de llenado correspondiente a
® 4k con respecto al mismo calculo en la funcién de onda de Laughlin es que el
nimero total de estados de una particula a ocupar por los electrones es 2k, frente a
k en el estado de Laughlin para un disco. Ello se debe a que el proceso de reduccion
al centro de masas en una red periddica no es un simple cambio de coordenadas.
En el caso que nos ocupa N = 2 es una aplicaciéon dos a uno en los puntos de
2-torsién. Esto se refleja en la conexién entre £ y £? implicita en la férmula de
adiccién (6.136) y fisicamente requiere la consideracién simultdanea de los sectores
de Ramond y Neven-Schwartz fermionicos para construir la secciéon del centro de
masas en términos de los estados de una particula.

En cualquier otro aspecto la cuenta de estados ocupados sigue el mismo es-

quema aplicable en el estado de Laughlin. Debido al hecho de que se puede ex-

€

J (z|7) , 2e¢ € Zmod2, como una combinacién lineal de los estados

presar ©2" [
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de una particula © {”l?m} (2mz|2m7) = O [€+i/k] (kz|kT), el examen del término

r = 0 del sumatorio en (6.139) indica que hay k& = 2m estados ocupados por

il 11
particula; fgr = ¢ = 5,

sectores espinoriales. Si uno interpreta un electréon como dos particulas de acuerdo

la mitad del caso de Laughlin, debido a que hay dos

con las dos estructuras de espin que puede elegir, recuérdese que son sectores des-
conectados topoldgicamente, el factor de llenado por estructura de espin, niimero
de estados ocupados por particula y estructura de espin, es ffp = % y coincide
con la asignacién habitual.

Para proceder al caso N = 3 consideremos las proyecciones pry : T? x T? x
T? — T2(I) x T?(J) definidas por prs(z1,22,23) = z77. Denotemos por m :
T2(I) x T*(J) — T2?[IJ] el morfismo suma: m(z7,2z;) = 27 + z7. Sean my; :
T? x T? x T? — T?[IJ] la composicién m o pry, M : T? x T? x T? — T?[123] el
morfismo suma total M (21, 29,23) = 21 + 22 + 23 y pr : T2 x T? x T? — T*(I)
las proyecciones a cada componente, py(z1, 22, 23) = z7. Sea L un fibrado de linea
sobre T2.

Teorema: Férmula del cubo
ML=miLRmLLRmiLRpi L @ps Lt @pil™! (6.140)

Enunciamos sin prueba el siguiente:

Teorema
M*L ® s5oL @ 85,L @ 85, L = piL> @ py L7 @ piLP (6.141)

Aqui spy: T? X T? x T? — T*(1J), srj(21,22,23) = zr — 2, es el morfismo
resta compuesto con la proyecciéon py ;.

La prueba, basada en la Férmula del cubo, puede encontrarse en [50]. No
debe escapar su pertinencia respecto de la funciéon de onda de Haldane-Rezayi
para N = 3. en realidad el segundo teorema establece un isomorfismo entre
fibrados y via la férmula de Kiinneth la identidad siguiente entre secciones de
HO(T? x T? x T2, pi L3 @ p3 L3 @ p3L3) y secciones de HY(T?, L3) : si ¢1(L) = 1,

S} {8} (214 20 + 23|7)O “g] (21 — 22|7)© H?;] (21 — 23|7)
© Wﬂ (22 — ]7) (6.142)

S A0 [T/ 3] (321]37)0 [S(/) 3] (32[37)0 [t(/) 3] (32[37)

7,8,t 0
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donde A4, r,s,t = 0,1, 2, son coeficientes que dependen de las constantes Theta.

La diseccion de la seccion de Haldane-Rezayi en estados de una particula se
consigue asi reemplazando el fibrado de grado 1 en (6.141) por un fibrado de linea
de grado m. El factor de llenado es fgr = ?%m = % y el factor de llenado por
caracteristica, 3¢ € Zmod3, es ahora ff, = % Notese que en una situacion
bidimensional, donde tanto el espin como la estadistica son fraccionarios, cabe
pensar en estructuras de espin fraccionarias también.

La generalizacién a cualquier N, muy dificil mateméticamente, ver [50], sugiere
faR = N—lm = % y fir = %, Ne € ZmodN.

La teoria de Haldane-Rezayi puede generalizarse al problema de un fluido Hall
cuantico, bidimensional y periddico, formado por muchas capas, como ha sido
propuesto por Wen y Vakkuri [126]. Tomando como punto de partida la teoria
de Laughlin, es légico pensar que la funciéon de onda variacional para el estado
fundamental de muchas particulas en un sistema con muchas capas separe en una

parte holomorfa, y el correspondiente prefactor, de la forma:

q,N;
| CEE D (me?
O(27) = F(z))e ol (6.143)
donde ¢ =1,2,---,q representa el nimero de capas independientes, e [ =1,2,---,

N; el nimero de particulas en la capa i-ésima. Si suponemos que en cada capa te-
nemos una red periddica, todas ellas de igual periodo, resulta que las condiciones
de periodicidad para cada particula, en cada capa, se traducen en las siguientes

condiciones sobre la parte holomorfa:

F(zi +1) = F(2})
F(z 4 7) = e 2 8) p(aiy (6.144)

Tomando como referencia la funciéon de onda generalizada para describir el
Efecto Hall Cuantico Fraccionarioen el plano en el problema de muchas capas,
que vimos en la Secciéon 5.1; y la funciéon para muchas particulas en una séla
capa de Haldane-Rezayi; Wen y Vakkuri proponen una funcion en la cual la parte
holomorfa separa en un término que depende de las coordenadas de centro de
masas, y en otro que depende sélamente de las coordenadas relativas, pero de la
forma:

FE) = P T £ =TT IT FG—) (6.14)



ESTADOS DE HALDANE-REZAYI. FORMULAS DE ADICION 267

donde Z* = z{ 4 --- + z,. Reemplazando las funciones relativas por funciones
Theta de Riemann impares resulta:
i i Y20
et =2 = 0% | ol Gt - 1)

et =y =0 | Vol Gt - 5 (6.146)

de donde se deduce, junto con (6.144), que la funcién del centro de masas satisface

las condiciones de periodicidad:

Zpiij_Pii
J

Zpiij_Pii
J

Fou(Z'+1) = (-1) Foun(ZY) (6.147)

Fon(Z'+7) = (—1) exp Fen(ZY)

—i27 Z P77 — im Pyt

J

imponiendo para cada i = 1,2,---, N, la condicién: k£ = ZPiij sobre el flujo
J

magnético cuantizado (los flujos a través de todas las capas son de igual tamano).
Aqui P es una matriz q x ¢, positiva, valuada en los enteros, simétrica y cuya
diagonal principal es impar.

Utilizando las funciones Theta para varias variables [96], y teniendo en cuenta
los posibles casos: k — Py; = ZPiij — P, par o impar; la funcion del centro de

masas sera:

( ) =, P_l& —
FRl(Z)=oe|" | (PZ|P7) (6.148)
- 7 /2 + P@) -
FO(Z) =0 le 2+ 0‘] (PZ|Pr) (6.149)
61/2
tal que
Fun(Z + &) = mFun(Z) (6.150)
ch(Z n Té;) _ 77267i27r(é’i) P(ZJFEZT) ch(Z>

donde Z — (Zl,---,Zq), & =(0,---,1,---,0) 2y @ pertenece al cociente PZqu. Es

decir, se trata de una seccién holomorfa de un fibrado de linea Lp sobre (T?)*? de
grado ¢;(Lp)¥? = |detP)|.

2La funcién de onda para el centro de masas no estd degenerada en %, ya que, la expresién
(6.149) es valida para cualquier vector con ¢ componentes de méduclo uno, en particular, pode-
mos tomar el vector €;.
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Es posible también expresar las funciones relativas como funciones Theta de
muchas variables, asf:

1) =6 2| Phedirn (6151
donde 7, = (2} — 257,22 — 257 ... 29 — 2%77) i + jmodgq, con P} la matriz
diagonal dada por

Py 0 - 0
) 0 P. S 0
Pl = B (6.152)
0 |
0 T 0 FPygt;

El estado fundamental que incorpora el formalismo de la matriz P es, por tanto,

q i+j

= i P_l& ¢ a1 Ni 61 2
opzy=e|" 7 ezen M T o[ 5L, ] ehebirie)

i=17=0 I=1 = /
I<

xe 0 (6.153)

la igualdad I = J debe ser excluida cuando 7 = 0 debido a la estadistica de Fermi
de los electrones.

Se trata, por tanto, de secciones holomorfas de un fibrado de linea sobre el
producto cartesiano gN-simo de T?: @g’p) € HO(T?*N L), El grado de LY es
por tanto ¢; (LX) = |detK|V.

El resultado anterior supone que las Formulas de Adicion para fibrados sobre
superficies de Riemann se verifican también en el caso de variedades algebraicas.
si esto es cierto, la relacion encontrada entre el grado del fibrado y el factor de
llenado en el caso ¢ = 1 debe darse también en el caso presente, donde entran en
juego ¢ capas. La comprobacién de que esto es razonable se sigue de la eleccion
de la matriz K siguiente:

2p+1 2p 2p
1
N\« 2 2p+1 -+ 2
K:() oo v (6.154)
q : . :
2p 2p 2p+1
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1
es decir, K = (qu ) P, donde P es la matriz elegida en la literatura por razones
fisicas. Entonces,

N N
detK = ;(qu +1)= 7 (6.155)

el resultado obtenido en el caso 7 = 0o, donde f = 217;1 — es el factor de llenado.

Obsérvese que hemos incluido g en el denominador como corresponde al caso en

que se determina la misma caracteristica para todas las capas.
En el caso mas general, si las particulas por el efecto tinel pasan de una a otra
capa, debemos reemplazar la matriz de periodos, que hemos tomado diagonal e

igual a €2 = 71,4, por una matriz cualquiera, de tal manera que:

o P-la . q q—1 N; Niyj €/2
dP(Q)(Z. 7)) = PZ|PQ !
@z -o|” | earall I T e,

(0%
i=1j=0 I
1 2 I

] (PhE, 1P
J=1

xe (6.156)

La funcién del centro de masas presenta la misma degeneracion, |detP|, carac-
terizada por @, como antes, y son también posibles las dos paridades. No obstante,

las condiciones de periodicidad son mas generales, y asi:

Fun(Z + &) = m Fun(Z) (6.157)

—i2w(€i)tP(Z+Q%)

ch<Z+Q€z) = 1€ ch(Z)

donde n; = 1, = £1, dependiendo de que sea par o impar. Para la parte relativa
tenemos:

FZ,+8) = (1)@ Fbe p(2 ) (6.158)

f(Z%J + Qé;) _ (_1)(€i)tP£€ie*i27r(€i)tPf3 (3}J+Q%)f(z_?7) (6159)
Una vez maés, {Cbg)(Q)} es una base de las secciones holomorfas de un fibrado
de linea sobre el producto cartesiano de la variedad abeliana A, de orden ¢N,
%) (Q) € HO (AN, L), El grado de este fibrado es: ¢ (£%) = |detK|", en la
hipotesis de la verificacién de las férmulas de adicién.
El punto importante es que este estado fundamental es degenerado en la dinamica

del centro de masas, y la degeneracion viene caracterizada por los diferentes valores

yAS
Pz’

de @ en el cociente que es precisamente |detP|. Por ejemplo,
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1) SiP:(3 1)resulta:
1 3

(00000000 v

4
2)Si P= g resulta:
4 5

(000000000 o

Ver Figura 6.7.

Figura 6.7:
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6.5 Fibrados estables y conductividad del Efecto

Hall Cuantico Fraccionario

Hemos estudiado en la Seccién 6.4 la generalizacién del estado de Laughlin con
la matriz K a una red peridédica debida a Wen y Keski-Vakkuri, [126]; éste es el
punto de partida de un interesante trabajo de Varnhagen, [127], donde oy aparece
de forma natural como la pendiente de un fibrado de rango r, relacionado con la
funcion de onda del centro de masas, y se demuestra que los fluidos Hall expe-
rimentalmente distinguidos corresponden a los fibrados estables. En esta Seccién
analizaremos primeramente el origen de la dindmica del centro de masas, y su
relacion con una teoria de campos topolégica de tipo Chern-Simons; en segundo
lugar nos centraremos en la identificacion precisa del fibrado de Varnhagen, a fin
de esclarecer el papel jugado por el espacio de moduli de fibrados estables en
conexion con el problema fisico de la localizacion. Y para terminar conectaremos
con la féormula de Thouless generalizada al problema del Efecto Hall Cuéntico

Fraccionario.

6.5.1 Dinamica del centro de masas

Comenzaremos, pues, con el estudio de la dinamica del centro de masas que como
hemos visto, tanto en la teoria con una séla capa, como con varias, no es trivial
cuando consideramos una superficie de Riemann compacta. La degeneracion aso-
ciada al centro de masas es crucial en la interpretacion de la conductividad Hall en
el Efecto Hall Cudntico Fraccionariocomo un invariante topoldgico; es importante,
pues, estudiar cual es el origen de esta degeneracién. Como veremos, el origen del
subespacio de Hilbert que describe el comportamiento del centro de masas es una
teoria topologica de campos de tipo Chern-Simons.

Consideremos una familia de conexiones U(1), parametrizada por R, en la
primera zona de Brillouin Jy(7?), matemdticamente el Jacobiano del toro original:

a(t) = ai(p1, p2; t)dp1 + az(p1, pa; t)dpo (6.162)

donde py,ps son coordenadas locales en Jo(T?). El grupo gauge actia sobre a de
manera afin:

g-a=a+igdg?
g-a=a+dw (6.163)



272 CAPITULO 6

si g(p1,p2) = exp (Z’w(plm)) € Maps(Jo(T2),U(1)).
La accién de Chern-Simons es:

m
S =— HAdDa(t 6.164
5 Lo a(t) a(t) ( )

donde d® = d + 9,dt. Clasicamente hay una ecuacién dindmica:

0
8—? =0 (6.165)
y una ecuacién de ligadura:

xda = 0 (6.166)

Para cuantizar el sistema tomamos cociente por el grupo gauge, imponiendo
el gauge de Coulomb: d*a = 0, y reducimos el espacio de fases resolviendo las
ecuaciones de ligadura. El espacio de fases reducido es el moduli de las conexiones

planas gauge equivalentes, F,, = 0, [48]

1
a, = ﬂ(cldpl + codps) (6.167)
con la accion:
m . .
SR = m/dt(Clcg — CQCl) (6168)

Imponemos condiciones de periodicidad en p; y po, e incluimos el parametro
modular en la estructura compleja. Los ¢, son entonces independientes de p; y po,
y toman valores en [0, 1].

La eleccién de polarizacién en el espacio de fases reducido, V = H' (Jo(T?)
,U(1)), donde ¢; son las “coordenadas”; y cs los “momentos”, permite llevar a
cabo la cuantizacién geométrica: el espacio de estados cuanticos del sistema es el
espacio de Hilbert de funciones L*(R) que satisfacen:

Y(a +1) = ep(a)
P(c1)e®™™ = exip(cy) , €q=*+1,a=1,2 (6.169)

Para las diferentes caracteristicas, €,, las soluciones son:

=1, 1/11(01):Ze’f5<61—|—7i—n>

nez

e =—1, Ycy) = Z €1 (cl + rln — ; — n) (6.170)

nez
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donde [ € Zmodm. La dimension del espacio de Hilbert es m, y en (6.170)
hemos elegido representacién de “cooordenadas”: las {1;(¢;)} forman una base de
autofunciones del operador posiciéon ¢; con autovalor %
Otra base vendra dada en términos del conjunto de autofunciones del operador:
Co = Ocy + 10, + i?%‘(@)?
l/m
0

Esto corresponde al primer nivel de Landau en el gauge de Landau. Reconocer

& (Clr) =6 [ ] (mClmr) (6.171)

la funciéon del centro de masas es inmediato identificando Z con ¢ de la forma
AN

En el caso mas general de ¢ capas, habida cuenta del formalismo de la matriz
P, la generalizacion es obvia:

La conexién es un elemento ahora de H!(.Jy(T?),adP), es decir, una uno-forma
en T*Jo(T?) con valores en el fibrado adjunto a un fibrado principal de grupo
U(1)®:

a(t) = ai(p1, p2; t)dpr + dz(p1, p2; t)dpa (6.172)

El grupo gauge actia sobre @ de manera afin:

g .

g-a=a+do (6.173)

si g(p1,p2) = exp (ié’t : 5(p1,p2)) € Maps(Jo(T?),U(1)®?). La accién de Chern-

Simons es:

1
S =~ an Pd®a (6.174)
2 JJo(12)xR

Al igual que antes, el procedimiento de reducién simpléctica nos lleva a:
1 . .
P — > =2 —
SR == 7211117’ /dt (Cl.PCQ CQP61> (6175)
pero ahora los ¢, son equivalentes gauge, vy deben identificarse para ¢, + Pé. El

espacio de Hilbert viene dado por las funciones L*(RY) tales que:

Y(& +6) = ay(a)
¢(51>€i2w(€i)tp61 — €2w<51) , €q=*x1,a=1,2 (6176)

y una base en representacién de coordenadas sera:

=1, 0a(@) = Y 76 (& + Pla — i)

neZd

e=—1, vs(@) =3 &5 (a +Pla - % - ﬁ) (6.177)

neZd
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Z4
PZa-

donde a € Un cambio de base permite:

pP-la

6a(elr) = © [ . ] (PelPr) (6.178)
que son las funciones de onda que describen la degeneracién, |det P|, del centro de

masas.

6.5.2 Conductividad Hall como pendiente de un fibrado

Es posible interpretar fisicamente el Jacobiano, no como la primera zona de Bri-
llouin, sino como el espacio parametrizado por los flujos de los solenoides del doble
efecto Aharanov-Bohm descrito en la Seccion 3.3, en la que estudiamos la conduc-
tividad Hall como un invariante topolégico para el Efecto Hall Cuantico Entero.
Incluiremos la presencia de los flujos, ®,,, ®,, € [0, %], en el comportamiento
periddico de la contribucion del centro de masas a la funcion de onda de Haldane-
Rezayi, o la generalizacién a varias capas, es decir, la funcion de onda de Wen, y

asl:
Fon(Z 4 1) = * ™M E,.(2)
Fon(Z +7) = e e 2m(245) 1 (7) (6.179)
ch(Z ) = ei2n¢1ch(Z)
Fun(Z + &7) = e 22 n(Pe) (Z465) [ (7) (6.180)

Los estados del centro de masas, degenerados, seran ahora:

l+<I>1)/m

FL0) (@, @y; Z]r) — © [<
Dy

] (mZ|mr) (6.181)

o bien
Pfl(& + &4€)

bye
e

donde ®; = £®,,, 3 = £P,, son las coordenadas locales en la variedad Jaco-

. Z = 74 =
biana de T7, le -2 yad e 4, €= (1,---,1) € Z%.
Consideremos el conjunto de funciones de ®; , 5 que resulta de tomar el centro

FEP(0),d9; Z|7) = © l 1 (PZ|Pr) (6.182)

de masas en el origen Z =0, Z = 0, es decir,

fi(®1, By|7) = FLP(By, By 0|7) (6.183)
fa(®y, By|7) = FEP(Dy, By; 0|7) (6.184)

m
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Demostraremos que estas funciones forman una base ortonormal del espacio
de secciones holomorfas H°(Jy(T?), E,,), o bien H°(Jy(T?), Ep), de un fibrado de
rango m, o |det P|, sobre la Jacobiana de T?. Encontraremos, ademas, que el grado
de este fibrado vectorial, para cada caso, es: ¢1(E,,) = m- f,, c1(Ep) = |detP|- fp.
Aqui f,, = % es el factor de llenado por caracteristica correspondiente al estado
de Haldane-Rezayi, y fp = me%m es el factor de llenado por caracteristica del
estado de Wen. Nétese, que para la matriz P de la forma resenada en la Seccién
6.4, fp coincide con el factor de llenado calculado en la Seccién 5.1 en el caso de
.i(P~1);;. Para otro tipo de

matriz P, es necesario relacionarla con la matriz K de una forma mas complicada,

considerar cada capa como el plano complejo: fp = >

para hacer coincidir el factor de llenado por caracteristica calculado a partir de la
generalizacién de la funcién de onda de Haldane-Rezayi con el obtenido a partir
de la generalizacién del estado de Laughlin.

De la definicién de fi(®1, ®2|7) en términos de constantes Theta

fl(q)laq)2‘7—> =0 [ (1)2

] (0fmr) (6.185)

se deducen las condiciones de periodicidad siguientes:

Ji(@1, @2+ 1|7) = fi( @1, Po|7T)
fl(cbl —|— 1, q)z|’7') = fl—i—l(q)la q)g|’7') (6186)

Por otro lado, se tiene que:

Ji@1+ m, Bal7) = fram (@1, a|r) = fu( @1, Dalr) (6.187)
habida cuenta que [ € %
Entendiendo
J1(®1, @) 0
F1(®y, Dy) = O e (@, D) = 0 (6.188)
0 fm (@1, ©2)

como una base del espacio de funciones de una carta de Jy(7?) en un espacio vecto-
rial de dimensién compleja m la relacién con otra base en una carta que garantice
un recubrimiento minimo viene dictada por las condiciones de periodicidad (6.186)
junto con la identidad fi;(®y + m, ®o|7) = fi(P1, Po|7) por medio de las funciones

de transicion:

;D = e 0 (6.189)
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0, en términos matriciales:

oi2m Tk 0O -~ 0 127 fm®1 0 o 0
VT 0 e ... B 0 pi2nfm®1 0
0 . 0 ei2r it 0 e 0 e2nfm®
(6.190)

Noétese que ello equivale a una transformacion “gauge”
G(P1, By) = X2, (6.191)
en el centro de U(m) que, restringida a la zona de interseccion critica, es
G(®1,1) = M (@) = €27 Ty (6.192)

Es posible una verificacion explicita de lo antedicho sobre las funciones Theta.

La expresiéon de f; en la forma

Fl(@1, Bo|7) = 277020 [Z/ (ﬂ (Bs + 704 |m7) (6.193)
que viene de aplicar (6.77) en la forma
d l
(@) =75 || ol (6.194)

pone de manifiesto las funciones de transicién (6.189) puesto que implica
Fi(1,1]7) = 2™ me ™ £,(0, 1|7) (6.195)

Las funciones f; forman asi la base del espacio de secciones de un fibrado F,,
de rango m. El grado del fibrado vectorial E,, es: ¢;(E,,) = m- f,, ; dado que M,,
es diagonal en la base { ﬁ} La pendiente de F,,, el grado dividido por el rango,
viene dada por el factor de llenado f,,:

(6.196)

Un analisis paralelo discurre para el caso de ¢ capas. De la definicion de
fa(®y, o|7) via constantes Theta

Pil(O_Z =+ (I)lé’)

fd’(q)b (I)2|T) = @ [ @2

] (0| Pr) (6.197)
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se leen las condiciones de periodicidad

fa(P1, Py + 1|7) = fa(Py, Po|7)
fa(P1 4+ 1, Ps|7) = fare(Pyr, Po|7) (6.198)

De otro lado:
fa(®1+ (P71E) €, Daf7) = fa, 5~ (1, Do|7) = fa(P1, Dof7) (6.199)

puesto que P, es un vector columna de la matriz P,y «estd en el cociente Z?/ PZ1.

Definimos asi un fibrado de rango |detP| mediante las matrices de transicion:

ei27rfp<1>1 0 L 0
0 ei2rfp®r . 0 4
MP = . , . = PP ]| o Pl |det P (6.200)
0 e 0 e2rfper
en el centro de U(|det P|), que relacionan las funciones de la base { fal, e f&‘ qerr| )

en las distintas cartas, en la forma
40 = eeaton o 620

con fp = (P7'é)'€ = > (P7');;, para ser promovidas a secciones de este fibrado
Z"j
que designaremos por Fp.

La transformcion gauge en este caso es
G(®1, @) = 2P by e (6.202)
que para ®, =1 da:
MPH(®,) = G(®y,1) = 2P b e (6.203)

Es posible también en este caso, como en el de una capa, verificar que las

fa definidas como constantes Theta efectivamente dan lugar a las matrices de
il JI y
transicién Mp'(®q). Asi,

—

«

. —1 2t P!
fa(@n ) = v o | F 8 (@ raarn 200

puesto que
P ta

fa(®1, @y|7) = T(P1ED,)S(6P,)O l 0

] (0| Pr) (6.205)
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Esto implica,
fa(1,1)7) = e 2aa P D=7 0 1) (6.206)

Inmediatamente determinamos el grado del fibrado vectorial Ep: ¢ (FEp) =
|detP|fp. La relacién con el grado del fibrado en que la funcién de onda de Wen,
generalizacion de la de Haldane-Rezayi, es una funcién holomorfa es como sigue:

alli, ¢ (L)Y = |det K|V, mientras que los factores de llenado, ordinario y por
caracteristica, son: fp = @ y [p= %. Si P
2p+ 1 2p e 2p
po| ¥ ! 2 (6.207)
2}9 2;; % .

. . 1/q .
es de esta forma, sugerida por razones fisicas, para K = (%) P coinciden el

factor de llenado calculado en forma directa f5 y la pendiente de Ep:

u(Bp) = L2 _ S poy, (6.208)

rango Ep i

Es posible admitir matrices P mas generales, eso si, simétricas, valoradas sobre
los enteros e impares en la diagonal principal, alcanzandose el mismo resultado con

tal que K y P estén relacionados en la forma:
N
205 (P71

La importancia fisica del hecho que f, el factor de llenado de estados exten-

ldet K| = (6.209)

sos que son aquellos que contribuyen a la conductividad Hall, sea un invariante
topoldgico, es enorme. La conductividad Hall asimismo es proporcional a la pen-
diente del fibrado:

62

on = - i(Ep) (6.210)
los valores fraccionarios vienen de una cantidad topoldgica. De este modo, las
variaciones en el factor de llenado, f, que se producen como consecuencia de
cambios adiabaticos en ®(t), estan obligadas a ocurrir por ocupacién de estados
localizados, que no contribuyen a op, y esto explica las mesetas.

Los fibrados Ep cuyo origen es la dindmica del centro de masas pueden ser
estables o no. Un fibrado vectorial E sobre una variedad compleja es estable,
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si para cualquier subfibrado F, las pendientes satisfacen la desigualdad: p(F) <
p(E). Los fibrados estables no son descomponibles, es decir, no son de la forma
E = E,®F,, y tienen la propiedad de que dimc H (2, EndE) = m.c.d(cy,7) = 1: el
espacio de secciones del fibrado de endomorfismos sobre una superficie de Riemann
es de dimension compleja uno.

En orden a entender el tipo de fibrado vectorial a que pertenece Ep es conve-
niente el punto de vista que resulta de la versién de Donaldson [33] de un teorema
de Narashiman y Seshachi: el espacio de moduli de fibrados de rango |detP| sobre
una curva eliptica, fibrados equivalentes modulo la accién del grupo de difeo-
morfismos, estd en correspondencia uno a uno con el espacio de las conexiones
proyectivamente planas con holonomias globales en el centralizador del centro de
U(|detP)).

En el caso del fibrado Ep la matriz de transicién que lo define M2/ (®;) obedece
a la conexiéon )

w(0,0) = %fP®1d¢2[\detP|><|detP| (6.211)

y fibrados equivalentes, médulo automorfismos, corresponden a:

1
w(er, e) = Py {(fp®1 + c2)d®s + c1dP1)} [ detp|x|det P| (6.212)

donde ¢, ¢y € [0,27] son constantes que parametrizan puntos (cg, c2) de la Jaco-
biana de Jo(T?). La curvatura para cualquier elemento del moduli es:

1
R, = %fP[|detP|><|detP|dq)1 A dPy (6.213)
de modo que el grado del fibrado Ep(cy,cs) es
1
e (Eplcr,es)) = — / TrR, = fp|detP| (6.214)
27 Jao(12)

Contemplamos pues fibrados que son absolutamente estables en el sentido de
la teorfa de Yang-Mills sobre superficies de Riemann de Atiyah y Bott [10]. Son,
sin embargo, estables o semi-estables en el sentido de la Geometria Invariante de
Mumford [95], seglin que su grado y su rango sean co-primos o no.

En el caso de Ep, cuando P es de la forma experimentalmente preferida, la
matriz de transicion es:

2T 3pazT 1 0 . 0
0 P I L 0
M@y -| | | (6:215)

0 . 0 ei27r2p:11i1q>1
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y |detP| = 2pg £ 1 de modo que ¢;(Ep) = g mientras que la pendiente es u(Ep) =

2p§i1. Como m.c.d.(¢q,2pg + 1) = 1 el fibrado es estable.

Para identificar bien el caso semi-estable es conveniente expresar Mp en la
forma Mp = ¢?P"F donde R es una matriz diagonal (2pg 4 1) x (2pg £1). En el
caso anterior, Ry, = 2p5ﬂ:1’ a=1,2---2pgt1ly Ryp=0sia#p.

Consideremos dos ejemplos:

5 4
P = (4 5) (6.216)

En este caso R = 2lyyg. p(Ep) = 2, y m.c.d(cy,rango) = m.c.d(2,9) =1,y

q=2,p=2y2p+1=>5.

el fibrado no tiene subfibrados. Ep es estable.

31
P = ( L, ) (6.217)

No es de la forma que ocurre fisicamente. Sin embargo, ¢ = 2 y la matriz K

K:\/T(i) ;) (6.218)

R = Lllgs y m.c.d(4,8) = 4. El subfibrado E’ definido por:

asociada es

Lyxa : O4xa

Ri==| - o ... (6.219)

DO | —

O4xa : O4xa

tiene como pendiente ,u(Eg)) = + = w(Ep). Se puede comprobar que lo

mismo ocurre para cualquiera de sus subfibrados de modo que Ep es semi-

estable.

El punto fisicamente delicado con respecto al moduli es el siguiente: las varia-
ciones en el factor de llenado real fg, no en el topolédgico f que se deben tinicamente
a la ocupaciéon de estados extensos, requieren que estados localizados entren en la
funcién de onda del estado fundamental. Aportan fases que se traducen en las
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constantes ¢; v ¢o de la conexién. La respuesta del fluido Hall fraccionario a cam-
bios en el factor de llenado es precisamente moverse en el espacio de moduli del
fibrado vectorial estable. Este es el origen de la existencia de las mesetas.

Hemos visto, por tanto, que la conductividad Hall se debe esencialmente a la
dinamica del centro de masas. Para comprobar que este punto de vista es correcto
es posible aplicar la féormula de Kubo-Thouless a la funcional generalizada de
Haldane-Rezayi:

62

o = 1105 (6.220)
LSl T G

Qs = G lm5) — Galag)
0<I>1 8(192 8@2 8@1

El célculo de trQ&ﬁ es largo y tedioso ya que es necesario integrar sobre las
coordenadas de todas las particulas {z¢}. Varnhagen, [127], ha computado esta
expresion para el caso ¢ = 1y P = 2p + 1 y ha propuesto como extender este
calculo para casos mas generales. Su principal resultado es:

1 (2p+1)N-1 N o ,
trl ;= — exp (— Sy +k+1r ) 6.221

donde k, r; son factores numéricos que aparecen en la integracion. El punto

importante es que:
J&Enoo trQ5 = 2m(2p + 1) = 2mei (E)) (6.222)

es decir, en este limite las fluctuaciones cuanticas debidas a ® desaparecen. Un
fibrado vectorial de curvatura proyectivamente plana se define sobre el producto

cartesiano del Jacobiano por (T2)*N

y og aparece como la pendiente de este
fibrado genérico.

En el limite de N — oo hay una teoria de campo medio del tipo Chern-
Simons (abeliana) que describe la dindmica del centro de masas mientras que la

contribucion de las coordenadas relativas a la conductividad Hall cancela.
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Conclusiones

Las conclusiones mas importantes que hemos obtenido tras la realizacion de este
trabajo, poniendo énfasis en las aportaciones a lo ya conocido en la literatura sobre

el tema, son las siguientes:

1 Aplicacién con éxito de la Electrodinamica Cuantica Bidimensional a la expli-
cacion del fendmeno de cuantificacién de la conductividad Hall, tanto en el Efecto
Hall Cuantico Enterocomo en el Fraccionario.

2 Interpretacién en términos de la Electrodindmica Cuantica Bidimensional de la
aparicion de mesetas. Ello ha requerido la resolucion de la ecuacién de Dirac plana
en presencia simultdnea de un campo magnético constante y un pozo esférico.
El estudio en Segunda Cuantificacién de esta situacion, teniendo en cuenta la
presencia de estados localizados (ligados a las impurezas), implica la existencia de
mesetas.

Tanto la resolucién espectral del operador de Dirac como el desarrollo posterior
son muy novedosos. El antecedente es el trabajo de R. Prange y Joynt [71], en
fisica de la materia condensada, conceptualmente similar, pero mucho mas débil

analiticamente, y basado en la ecuacion de Schrodinger.

3 Se ha logrado un mejor conocimiento del estado propuesto por R.B.Laughlin
[81], a resultas del método variacional, como estado fundamental del Efecto Hall
Cuéantico Fraccionario, mediante su descripcion e identificacién en Teoria Cuantica

de Campos.

4 La clarificacién de la versién de Thouless, [124], de la conductividad Hall en
el Efecto Hall Cudntico Enterocomo la primera clase de Chern de un fibrado, se
ha llevado a cabo mediante la determinacion precisa, en términos matematicos, de

dicho fibrado, con base una curva eliptica y fibra el espacio de Fock fermiénico.

283
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5 Se ha analizado el tipo de transicién de fase que ocurre en el Efecto Hall
Cuantico Fraccionario. La aplicacion de los potentes métodos en teoria de cam-
pos, inventados fundamentalmente por 't Hooft y Mandelstam, en conexién con
el problema del confinamineto de quarks en Cromodindmica Cuéntica en (3+1)
dimensiones, ha permitido un analisis, mucho mas riguroso que el de Girvin y Mc-
Donald, del orden de largo alcance que lleva al Efecto Hall Cuantico Fraccionario.

6 Tomando como modelo de partida la Electrodinamica Cuantica Bidimensional
se ha calculado la accién efectiva por el método de Hurbard-Stratonovich para dar
cuenta de la interaccién a dos cuerpos. El resultado es la teoria de Maxwell-Chern-
Simons-Higgs.

7 En el limite de baja energia, el andlisis de la teoria de Chern-Simons-Higgs
ha conducido a una identificacién rigurosa de las cuasi-particulas y cuasi-huecos
del Efecto Hall Cuantico Fraccionariocomo los vértices del modelo. FEllo au-

toméaticamente implica la observada experimentalmente estadistica fraccionaria.

8 La interpretacion de la conductividad Hall como un invariante topoldgico, en
el Efecto Hall Cuantico Fraccionario, requiere estudiar el fenémeno en una red
periddica. Se ha procedido a la identificacion de dicho invariante como la pendiente
de un fibrado vectorial sobre la Jacobiana de la curva eliptica que describe la red
periédica. La sugerencia de Varnhagen, [127], se ha precisado completamente
mediante el andlisis del fibrado vectorial a que da lugar la funcién de onda del

centro de masas.



Apéndice A
Accion del Grupo de Heisenberg

Presentaremos en este apéndice un estudio detallado del Grupo de Heisenberg
‘Ho1 actuando como grupo de traslaciones en el plano. Dicho grupo aparece como
una extensién central natural del grupo ordinario de traslaciones bidimensionales,
R?, debida a la presencia del campo magnético. La extensién central (puramente
clésica) permite calcular rigurosamente las cargas Nother conservadas y, por tanto,
la aplicacion de las técnicas de reduccién simpléctica.

Utilizando idéntica notacién a la de la Seccién (1.1), tomaremos el sistema
hamiltoniano (M, H,w), siendo M = T*R? el espacio de fases, con coordenadas
(globales) (z,p) = (x1, z2,p1,p2), H el hamiltoniano de un electrén en el plano y
en presencia de un campo magnético constante B en la direccion perperdicular al

mismo que, como vimos, se expresa, en el gauge simétrico!:

H = 2171 ((pl + §x2>2 + (pg + §x1)2> (A.1)

y w es la forma simpéctica natural: w = dxy A dpy + dzo A dps.
La transformacion de Legendre nos proporcioné previamente la expresion de

p1y pe en funcién de (1, xq, 1, @2) (Seccién 1.1):

_ B . B
pL = miy = S, P2 = Mo + 51 (A.2)

En un primer paso, plantearemos la accién de R? sobre el sistema hamiltoniano
como grupo de traslaciones en el plano. Este andlisis, como veremos, no es el
correcto, pues dicha acciéon no es de Poisson, y, por tanto, no es posible plantear
de manera correcta los mecanismos de la reduccion simpléctica en el espacio de

fases (para mas detalle, ver [22]).

IConsideraremos e = ¢ = 1
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Sea, por tanto, G = R? el grupo de transformaciones que actia en el plano R?

como traslaciones:
d:R*xR?*> — R?
(s,z) — x+4+s=(x1+ 81,22+ 52) (A.3)
Asf Vs € R? tendremos:

®,:R? — R’
r — T+S (A.4)

con:
O 0P, = (I)err

El algebra de Lie de G = R? es isomorfo a R? y estard formado por elementos

de la forma:

o 0
= LieR? = T,R? = (—, — A5
g ieR <ax1 ) ax2 ( )
Evidentemente, se trata de un algebra abeliana:
[a,b] = 0, Va,b € G = LieR? (A.6)

Los campos fundamentales de esta acciéon coinciden con sus correspondientes

elementos del dlgebra de Lie?:
0 0

a€lieR’= X, = a1— +as— =a AT

¢ "0y ? s (A7)

La accién inducida de ® en T*R? no es trivial debido a la presencia del campo

magnético. Efectivamente, al depender los momentos (p;,p2) de las coordenadas

(21, 2), tendremos:

d:R2x T*R? — T*R?
B

B
(s, (z,p)) — (45,0, con p = (p1 — 5327172 + 551) (A.8)

2Recordemos:
a € LieR? = X, € X(R?)

tal que:

L p (et @),y

Vo € R?, Vf € C*(R?), (X.f)(z) = o _
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y calculando ahora los campos fundamentales:

aE(al,ag)ELieR2:>XaL:a1<a B@) a2<a B9

0w 2 o,
Esta accién es una simetria del sistema hamiltoniano, pues verifica:
e 1. Vs € R?, se verifica que ®*(H) = H de manera trivial ?.

® 2. Lxrw = 0

Para calcular las cantidades conservadas utilizaremos el formalismo de la aplicacién
co-momento y la aplicacién momento [22].
La aplicacion co-momento se define como la aplicacion:

f:LieR* — C>(T*R?
a = fa (A.10)

tal que:
iXko = df,

En nuestro caso es facil de calcular, obteniéndose:

B B B

B
falz,p) = al(p1—§$2)+a2(p2+§$1) = (a1,a2)~(p1—§x2,p2+§x1) (A.11)

para todo (x,p) del espacio de fases.

Tal y como se detalla en [22], la accién de un grupo de simetria se dice una
Accion de Poisson si la aplicacion co-momento es un homomorfismo de algebras,
lo cual equivale (si el grupo G es conexo) a que la aplicacién momento sea equiv-
ariante, y asi a la validez del Teorema de Nother y la reduccion simpléctica del
espacio de fases del sistema.

Tal y como comentamos en el inicio de la seccién, va a ser necesaria una ex-
tension central del grupo de transformaciones para conseguir este objetivo.

En efecto, LieR? es un élgebra de Lie abeliana. C*°(T*R?) es un algebra de
Poisson con el paréntesis usual (generado por la forma simpléctica en T*R2. De

esta forma, Va, b € LieR?, [a,b] = 0, mientras que:

> 0fa0fy  0fy 0,
_ L yLy _ a _ a
{fa: o} = w(Xg, Xy) = Z Ox; Op;  Ox; Op;

=1

= B(blaz — ale)

59y : C(T*R?) — C>(T*R?), ®;h(z,p) = h(P}(z,p))
4Trivial utilizando la férmula de homotopia: Lx6 = d(iX8) + iXdf
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es decir, una funcion constante pero en general no nula.
Consideremos por tanto el grupo de Heisenberg Hs, 1, isomorfo a R? x R. La
ley de grupo sera:
(@, y,2) 0 (Y, 2) = (w+ 2" y+y 2+ 2 +ay)

El 4lgebra de Lie, LieHs, 1, isomorfa igualmente a R? x R, la tomaremos®:

LieH2+1 = <€1,€2, 1>
con paréntesis®:

[617 1] = [62, 1] = [61, 61] = [62,62] = 0, [61,62] =—-B-1 (A12)

La accion que consideramos ahora serda completamente equivalente a la anterior,

(A.4)

® :Hyy xR2 — R? (A.13)
((s,2),z) — x+s=(x1+ 81,22+ S2); /(S,z)(x) =x+s

que conduce a idénticos campos fundamentales:

0 0
,¢) € LieHsy1 = Xy = Xy = a1— — A.14
(a,c) € LieHa 1 (a,0) ap o, + as s ( )
Analogamente, la accién inducida:
. B B
D50y (21, 02, p1,02) = (21 + 81,72 + S2,p1 — 53271?2 + 551) (A.15)

y los correspondientes campos seran iguales que los (A.9):

X(L = Xk

a,c)
Dado que la accién de las constantes (de la extensién central) es trivial, la
aplicacién co-momento sera:
f : LieH2+1 — COO(T*RZ)
(a,c)  — flacotal que z'X(]jlyc)w = df(a,) (A.16)

5Son posibles diferentes realizaciones de este dlgebra, por ejemplo:

0 B o 0
61:X—% ainym&,].:&

, €2 =

6La constante —B que introducimos es, légicamente, arbitraria.
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pero X({’w) = XE luego fla,c) sera igual que f,,(A.11), salvo una constante ar-
bitraria, mientras que fp. = c es también constante, por ser X(Ié,c) el campo
nulo.

En este caso, f es homomorfismo de algebras. Efectivamente, teniendo en
cuenta (A.12):

V(a,c), (b,d) € LieHay1, (a,¢) = aje; +ases +c- 1, (b,c) =breg +baes + - 1

[(a,c), (b,d)] = —B(aiby — agby) = (0, —B(aiby — asby)) (A.17)

De esta forma:

f[(a,c),(b,c’)] = _B(ale —G2b1> = {faafb} = {f(a,c)af(b,c’)} (A18)

y, en definitiva, f es un homomorfismo de dlgebras.
Podemos definir ahora la aplicacion momento asociada a esta accion de Poisson:

J:T*R* — (LieHay1)*
(z,p) — J(z,p) (A.19)

tal que:
(J(z,p),(a,0)) = fae(z,p)
Teniendo en cuenta que (J(x,p), (a,c)) = fae(r,p) = fa(z,p), la constante

¢ no afectara a la accién de J.
Calculando, e identificando (LieHs41)* con R? X R, tendremos:
B

B
J(x,p) = (1 = S22, P2 + S, cte) (A.20)

y, por tanto, las cantidades conservadas por esta simetria serén:

B B

(p1 — 5 2: D2 + 5%) (A.21)



290 APENDICE A



Apéndice B

Soluciones de la Ecuacion de
Dirac en el plano

B.1 El potencial inverso

La ecuacién de Dirac en (2+1) dimensiones para una particula cargada, con masa,

en pre- sencia de un potencial central V' (r) es:

mi}f = [062 P+ BMc* + V(r)] 0 (B.1)
donde a! = —0%,0? = ot y f = 03.

Queremos encontrar los estados ligados del Hamiltoniano de Dirac para el po-
tencial inverso V (r) = —“72.

La componente del momento angular total en la direccién perpendicular al
plano, J3 = L3 + S3 con S3 = %03, conmuta con el Hamiltoniano de Dirac en pre-
sencia de un potencial central, y por tanto, podemos encontrar una base completa

de estados propios de ambos operadores. Tomemos la base de estados propios de

JgZ .
Yn(r.6) = ( fa(r)em? ) (B.2)

RQ(T) ei(m+1)¢

1
Tstom(r.8) = b (m + 3 ) bin(r,0) (B.3)
Con las condiciones de periodicidad habituales, m, sélo tomara valores enteros.

El sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que resulta para las compo-
nentes radiales Ry(r) y Ra(r) es:

dR 1 E—-—MZ-V
2(7) Lm + Ro(r) = c (r)
dr T he

Rl (T)
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+ —Ry(r) = Ry(r) (B.4)

En nuestro caso:

dRQ(T‘) 4 m+1

Ro(r) = (—)\2 4 Z) Ru(r)

dr T
ARy (7") m 7
—_ —_— pr— -_— B.
dr -+ , Rl(r) ()\1 + 7’) RQ(T) ( 5)
con las constantes:
)\_E+Mc2 )\_MCQ—E _a:
e he ’ 2= he ’ 7= he

Hacemos el cambio de variable p = /A1 Aor. Teniendo en cuenta el compor-
tamiento en el origen, y en el infinito, de Ry y Rs, buscamos soluciones del tipo:

Ri(p) = ePp°) anp"
n=0

Ry(p) = e *p* Y bup" (B.6)
n=0

Sustituyendo en (B.5), e igualando los coeficientes con la misma potencia en p,

se obtienen las siguientes relaciones de recurrencia para los coeficientes:
A2
(s+n+m-+1)b, —b,_1+ X p1—7 a, =0
1

/A
(s+n—m)a, —a,_1+ A—lbn_1+7bn:0 (B.7)
2

Dado que ag y by son no nulos, las relaciones de recurrencia para n = 0, nos
proporcionan la expresion de s:

N T

s debe ser real, pues de lo contrario, tendriamos un caso de caida de la particula

al centro del potencial [13], en consecuencia:

(meg) =7z min(meg) =g

m+ -] — min (m+—=-) —~vy"=-—

9 A= 9 Y 1 Y

de donde se deduce que sélo potenciales con %—i < i son adecuados a nuestra

situacién. Por otro lado, para que [9Td?z < oo, serd necesario tomar el signo

positivo en s, y por tanto, s debe ser s > —%.
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Buscamos soluciones finitas en todo el espacio. Si la serie de potencias fuera
infinita, R; y Ry divergerian exponencialmente para p — oo; por tanto, debemos
truncar las series, y lo haremos queddndonos con la misma potencia en ambas, es
decir, supongamos a,+1 = by41 =0,y a, # 0, by # 0, resulta:

51
g = 52 (B.9)
Bi(s+q+m+1)+7y 5152} by — [’Yﬁl —\BiBa(s+q—m)|a; =0 (B.10)

Sustituyendo la primera expresion en la segunda determinamos el espectro para
los estados ligados de particula, es decir,

Mc?

E%m = 2
1+ V—2
g+y/ (m+3) =2

donde ¢ =0,1,2,..., yme Z.

Una base ortonormal de espinores que satisfacen las condiciones impuestas es:

(B.11)

eime VM2A—E2
( N VM2 A B2 N M?2c4 — F2 5 Za” he T)
= he -
¢q,m T, 925) q,me hc r M2c4 E2
z m+1)¢zb )

(B.12)
Para comparar con la teoria de Schrodinger tomaremos el limite no-relativista.
El espectro correspondiente a los estados ligados, a orden cero, es:
2M 4
B, =" (B.13)

n2

donde n, es el nimero cuantico principal, que sélo puede tomar valores enteros
impares, pues, n = 2n, + 2|m| + 1. Aqui, n,, es el nimero cuantico radial, n, =
0,1,2,---, vy mes el numero cuantico asociado a la tercera componente del momento
angular. Para cada valor de n, tenemos una degeneracién ya que m puede tomar
n valores diferentes: m = —%1, R | A ’%1

En la teoria relativista se rompe parcialmente la degeneracion en m. Identif-
icando n = 2q + 2|m + %\, para cada n, tendran distinta energia los estados con
diferente momento angular total en moédulo. Se mantiene, por tanto, una degen-
eracion binaria. Por ejemplo, para n = 1, tenemos un sélo estado con j = 0 + % y

q = 0; para n = 3, tenemos tres niveles con: j = 0—1—%, ] = 1+% y )= —1+%, de
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los cuales el primero y el tercero tienen la misma energia, pues |j| = % vyg=1,en
ambos casos; y en general, para n = 2k 4 1, tenemos n niveles de los cuales tienen
diferente energia k + 1 y los demads estan degenerados dos a dos.

Sid 11 ] 2 _ ' :
1 daesarrollamos e espectro e1n ’7 = 22 encontramos.

1
E,m = Mc*|1— 7

2 (g +m+ 3))°

1 ( 1 3 ) 4y
- 3 1 v
2(q+|m+ 1) \Im+3l g+ m+3)
1 4 1 3
— M2 1— — 2 _ -\ __ - = 4 B]_4
C[ m2 ! n3< L 2n>7 * 1 ( )

Quedéndonos a primer orden en ~? recuperamos el resultado no-relativista. Al
siguiente orden tenemos ya el desdoblamiento de los niveles con diferente momento
angular total en modulo.

Para obtener estos resultados estudiemos la aproximacién no-relativista a primer
orden en (v/c)? para la ecuacién de Dirac. Asf,

[ ME+V(r) D
Ho = ( Dt —Mc+V(r) ) (B-15)

donde D = c(py + ip1) y DI = c(p, — ip1). En el problema estacionario tenemos
dos ecuaciones acopladas para las dos componentes del espinor:

Dyy = [E—Mc—V(r)| v
Dy = [E+Mc—V(r)| ¢ (B.16)

Utilizando la segunda ecuaciéon podemos eliminar ¢, de la primera:

1

PErae vl T [E-ME-vle o @an
donde ]
V2= MeE - V) Dl (B.13)

En la aproximacién no-relativista suponemos que: F ~ Mc*y |V (r)] << Mc2.
Si definimos ENF = E — Mc? podemos hacer el siguiente desarrollo en serie:

c? 1 2Mc? 1 B ENE_—V(r)
[E+Mce2—V(r)] 2M |ENR—V(r)+2Mc2| 2M 2M c?



SOLUCIONES DE LA ECUACION DE DIRAC EN EL PLANO 295

Que puede observarse como un desarrollo en potencias de (v/c)?. A orden cero,
tenemos la ecuacion de Schrédinger para una particula en un potencial central para
la primera componente. En esta aproximacion la segunda componente es de orden

(v/c), y se trata, por tanto, de la componente pequena. Al siguiente orden:

L1 (_ENR—V(T)

L t) — ENR

Para que esta ecuaciéon pueda estudiarse como una ecuaciéon de Schrodingerindependiente
del tiempo tenemos que introducir una nueva funcién de onda. Dado que

[ @l + vl)de =1

y teniendo en cuenta que en esta aproxiamcion

B 1
M2

DDt
L SM2cA V1

(>

D'y (B.20)

Si definimos WV:
]

que esta normalizada hasta orden (v/c)?. La ecuacién de Schrodingerresultante
para esta funcién de onda es:

- 1
b P h ov(r)  OV(r)
[2M +Vi(r) SM3c2 + 4M?2c2 ( 0xy b2 0o P
h? o 0? NER
+8M202 <3$% + 31‘%) VO")} v =FE""V (B.21)

El significado fisico de los diferentes sumandos que nos aparecen en esta ecuacién
es el siguiente: los dos primeros representan evidentemente la aproximacién a or-
den cero; el tercer sumando se debe a la correcion relativista a la energia cinética
relativista; el cuarto representa la interaccién espin-orbita para un potencial cen-

tral, es decir,

a?.

P

h? 02 02 _ n? a?
8M?2c? <8x% * 8m%) Vi) = - 8M22 3 (B.23)

donde S5 = 2. Y el tltimo sumando es el término de Darwin que para V (r) = —
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pues

CZ2

ViV (r) = ——
3

La correccion en teoria de perturbaciones a la energia del Hamiltoniano de

Schrédingerpara el potencial inverso cuando consideramos los tres sumandos que

aparecen a primer orden en la aproximacion no-relativista es:

4
AE:_4MCL 1( 1 3) (B.24)

2o \lm+1i 2n

La degeneracion en m a este orden de aproximacién se rompe para aquellos

niveles con diferente momento angular total en médulo [113, 76, 13].

B.2 Ecuacion de Dirac con campo magnético y

un pozo esférico

Estudiaremos los estados ligados para una particula en el plano en presencia de

un campo magnético constante y de un potencial radial dado por:

_ : <
V(r)= { Yo st = ag (B.25)
0 si r>ag

Para encontrar las soluciones de este problema nos basamos en el resultado ya
conocido para el problema de Dirac-Landau en ausencia de potencial. Recordemos
brevemente estos resultados en coordenadas polares en el plano. El Hamiltoniano
de Dirac para una particula cargada en presencia de un campo magnético uniforme,
de intensidad B, es:

Mc? D
Hpy = B.26
b ( Dt —Me ) (B:26)
En el gauge simétrico y tomando coordenadas polares en el plano tenemos:
B
A»,- = O s A¢ = —ET

V2eBhe _, [ ) 20 ]
p = - Y=eohe,

_27 ‘77
21 Z8T+T+Z7"8¢

v2eBhe 0 20
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eB
2mce”’

donde 2 = % es la longitud magnética con w =
Este Hamiltoniano conmuta con el momento angular total en la direcciéon per-

pendicular al plano, [Hp, J3] = 0. Tomaremos por tanto:

Ry(r) e™®
wm(ﬁ ¢) = ( RQ(T’() e)i(m-‘rl)d) )
Totm(r,8) = 1 (m+ 3 ) bnlr,6) (B.25)

Sustituyendo en Hpi(r, ¢) = E(r, ¢), encontramos un sistema de ecuaciones
diferenciales, de primer orden, acopladas para R; y Ry. Despejando la segunda

componente encontramos para la primera la ecuacién de segundo orden:

R! + iR’l + [EQ ;2?24204 + 2(mp+ b _ T; - ﬂ Ry =0 (B.29)

donde R,:
Ry = % <—;R’1 + (Zf - ;) R1> (B.30)
Si hacemos el cambio de variable u = 7—22, y tenemos en cuenta el compor-

tamiento de R; en el origen, y en el infinito, podemos buscar soluciones del tipo:

u |m]

Ri(u) =e 2u 2 w(u) (B.31)

La ecuacién diferencial resultante para w(u) es:

1
ww + (Im|+1—u) ' + (6— |m|2—i— > w=0 (B.32)

donde
E? - M?*¢* m+1
= -
2e Bhc 2
Las soluciones de estd ecuacién son las funciones hipergeométricas confluentes

[1]:

Im| 4+ 1

w(u):C’lFll —ﬁ,|m|+1,u]

La condicion de cuantizacién para la energia se deduce al imponer que las
funciones de onda sean finitas cuando pasamos al limite u — oo, resultado que
, . . 1 .
s6lo es posible si: % — 3 = —n,, con n, un entero no negativo.
El espectro es:

By = iJ M2¢* + 2 Bhe <n + |m|2_m> (B.33)
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Para los modos cero, como consecuencia de la asimetria espectral, la energia
es:

Eom = M¢? (B.34)

Identificando n, + ‘m‘T_m = k, con k un entero no negativo que caracteriza los
niveles de Dirac-Landau, encontramos la degeneracion infinita en m caracteristica
de este sistema.

Una base ortonormal de espinores viene dada por:

1 \Ilnr,m (’f’, qb)
T:‘L:T,m(r7 ¢) = 72 I m Z O
- Eﬁ%g \I]nrfl,erl(rv ¢)
X A )
+
r, = — , m <0 (B.35
nhm( ¢) \/5 2e Bhc(nr—m) ( )

TEE e i1 (T 0)

nr,m

y para los modos cero, n, =0y m > 0:

Yom(r, ¢) = ( \IJO’”‘ST’ ?) ) (B.36)

Donde W, ,,(r, ¢) son las funciones de onda normalizadas propias del Hamil-
toniano de Schodinger para el problema no-relativista, es decir,!

7,2

_ 1)l | : -
(—1) n e’md)r'm'Lm' () e w2 (B.37)

\Ilnr,m(ra ¢) = [Im|+1 W(nr + |m|)‘

l2

Consideremos ahora el potencial del pozo radial ademas del campo magnético

constante. El Hamiltoniano de Dirac en este caso es:

[ M+ V() D
Hp = ( Dl ~Mc+ V(r) ) (B.38)

donde D y D' vienen dados por (0.25) en el gauge simétrico. Una vez mas el
Hamiltoniano conmuta con J3, y por tanto, es apropiado tomar los espinores de la

forma (0.26). Es conveniente distinguir dos zonas:

'Hemos utilizado la relacién entre las funciones hipergeométricas confluentes 1 Fy [—n, a+1, x]
y los polinomios generalizados de Laguerre L (x) [76].
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e Zona I: r < ag, con:

[, (m+1l r _ E-M&E+V,
R A L

e Zona II: r > ag, con:

[, (m+1l r _ E-M¢
532(7") + (27& - 2l> Ry(r) = 7m31(7")

I, ml r B+ M
_iRl(r) + (210 - 2l> Rl( ) - ﬁRQ(T) (B4O)

Despejando la segunda componente se obtienen las ecuaciones diferenciales de
segundo orden para la primera componente:

1 (E—-ME+Vo)(BE+ M +Vy) 2m+1) m’ 17
RYHRH[ W AR ) K
r < ay (B.41)
1 E? — M?*¢* 2m+1 m?  r?
R’1’+TR’1+[ 2 +(l2 )—702—14]1%1:0,7’>ao (B.42)

Con el cambio u = ;“—22, y buscando soluciones del tipo (B.31), resulta:

1 2
uw"—i—(|m|+1—u)w'+<ﬁ2—’m‘;_ )w:o,ug?g (B.43)

1 2
uw”+(|m|+1—u)w'+<ﬁl—‘m|2+ )w=0,u>?§ (B.44)

donde

(E—MCQ+%)<E+M02+%)+(W+1)

B = 2eBhce 2
E? — M?*¢* (m+1)
B.4
b 2eBhe + 2 (B.4)

La solucion mas general para estas ecuaciones es:

Im| +1
2

Ri(u) = e 2uz <01 wa [ — B, |m| + 1,u]

+ @Ul ; —ﬁ,\m|—|—1,uD (B.46)
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Teniendo en cuenta el comportamiento de las funciones hipergeométricas con-
fluentes en el origen, y en el infinito, debemos tomar como solucién para R; en
cada zona:

TIFI

u |m 1 2

Ri(uw) = ¢ e Fu's l|m|2+ — fa, |m| + 1,u] , u< %
u |m 1 2
R{I(U) = C2 e_5u|7‘U [|m|2+ - 617 |m‘ + 17“] 9 -

u>—0

2 (B.47)
La segunda componente se calcula a partir de la primera, y en cada zona:
V2eBh 1 y m
Ri(u) = —C eone L e By
E+M2+Vo\2 m+1
1
X1F1|:m; _ﬂ2+17m+27u:| 7m20
vV 2eBhc w  —(mt1)
T o _
Riw) = —Cip e (cmye b
1—m
X1 Fy [ 5 Ba, —m, u} ,m<0 (B.48)
2e Bhc m+1\ _u mn
R
1
xU m;_—ﬁqul,quQ,u} , m>0
\/ 2 Bh ]_ [ —(m+1
Ry'(u) = — 2#(51—E)6_5U E
E+ Mc? 2
1
XU{2m—ﬁl,—m,u] ,m<0 (B.49)

Imponiendo condiciones de continuidad para la solucion en r = ag:

R{(uo) = Ry’ (uo)

; Ri(ug) = Ry (uo)
donde uy = ‘;3

2

(B.50)

Para eliminar la ambigiiedad en las constantes podemos tomar
como condicién el cociente entre estas expresiones, y asi:

1Fil—(e4+p+wvo)(e — p+vo),m+ 1, ug)

(e —p+wo)Fill — (€4 p+vo)(e — p+10), m+ 2, u]
U[_(E2 - ﬂ2)am + 1,U()]

(= UL = (@ — ), m + 2, ug

., m>0 (B.51)
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(e +pu+ro)iFi[-m —(e+p+w)(e — p+r0),1—m, u _
miFi[—m — (e + pu+ 1) (e — pu+ vp), —m, ug)

Ul=m — (€ — p*), 1 — m, ug]

= U =m = (& — 1), —m, ug] , m <0 (B.52)

donde hemos introducido las cantidades adimensionales:

E Vo Mc?

) 14 ) T
v2eBhe 0 v2eBhe a v2eBhe

Nos interesa estudiar la existencia de estados ligados para este potencial. En
el problema relativista descrito por la ecuacién de Dirac, los estados ligados para
particula son aquellos cuya energfa se encuentra en el intervalo —Mc? < E < Mc?.
Para un pozo de profundidad V; los posibles estados ligados estan en el intervalo
—Vo+Mc? < E < Mc?, es decir, la profundidad méxima para el pozo debe ser Vj =
2Mc?. Si el pozo es muy profundo, Vo > 2Mc?, pueden aparecer estados ligados
de particula para energfas inferiores a —Mc?, que darfan lugar a la formacién
espontanea de pares particula-antiparticula, y este proceso no puede estudiarse
en el contexto de la teoria de una particula. Por tanto, en la teoria relativista es
imposible considerar pozos de potencial demasiado profundos a diferencia de lo
que sucede en la teoria de Schrodinger [13].

El espectro vendra determinado por las soluciones de las ecuaciones (B.51) y
(B.52). Estas ecuaciones dependen de tres parametros: la profundidad y el radio
del pozo, caracterizados por las variables adimensionales vy y ug, y el momento
angular m. Fijando estos pardametros las funciones resultantes dependen solamente
de la energia de la particula, caracterizada también por una variable adimensional:
€.

Tomemos p = 1, de forma que, tanto la energia como la profundidad del pozo
vienen dadas en unidades de Mc2. Representamos graficamente los dos miembros
de la ecuacién en funcion de €, para diferentes profundidades del pozo, por ejemplo:
1o = 0.01,0.1,1,2 (g = 2 es el valor maximo que puede tomar); y para diferentes
radios, por ejemplo: ug = 0.01,0.1, 1, 2; y en cada caso tomando diferentes valores
de m.

Llegamos a las siguientes conclusiones:

e El espectro es discreto. Cada nivel de energia estd caracterizado por dos
nimeros cuanticos: n, y m. El nimero cuantico radial n, = 0,1,2,---, y el

momento angular m € Z.
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A diferencia del problema libre no hay degeneracién en m para cada nivel de
Dirac-Landau. Sin embargo, a medida que nos alejamos de |u| = 1 (energia
de la particula libre en reposo), la energia para un mismo nivel de Dirac-
Landau (k = n, para m > 0y k = n, — m para m < 0) y para diferentes
valores del momento angular m, es practicamente la misma e igual a la del

problema libre, tiende, por tanto, al caso degenerado.

El espectro no es completamente simétrico entre las energias negativas y po-
sitivas cuando aparecen estados ligados para particula, pero para los estados
no ligados si lo es. La asimetria espectral propia de los modos cero sigue
existiendo en presencia de este potencial.

Para pozos poco profundos, y con un radio pequeno, no hay estados ligados.
A medida que aumentamos la profundidad del pozo incluso para valores
pequenos del radio tenemos al menos un estado ligado correspondiente al
primer nivel de Dirac-Landau. Si aumentamos la profundidad hasta su valor
maximo, pueden aparecer estados ligados correspondientes al segundo nivel
de Dirac-Landau.

Para un pozo de una profundidad concreta, a medida que aumentamos el
radio aparecen mas estados ligados, y si el radio es suficientemente grande
pueden aparecer estados ligados del primer y segundo nivel de Dirac-Landau.

Como ejemplo consideremos un pozo de profundidad vy = 1, y de achura
up = 0.1. Para el estado fundamental n, = 0 hay cuatro estados ligados
m = 0,1, 2,3, no degenerados en la energia. A medida que aumentamos m
la energia del estado ligado se aproxima a ;1 = 1 que es la energia del caso
libre, y para m > 3, ya no tenemos estados ligados. Calculos numéricos nos
proporcionan las energias de los estados ligados:

m = 0 , e =0.8444
m = 1 , e = 0.9873
m = 2 , e = 0.9994
m = 3 , e = 0.9999 (B.53)

Los espinores correspondietes se determinan sustituyendo los parametros,
Y, Ug, pb Y €, en las expresiones (B.47), (B.48) y (B.49). De la condicén de
continuidad podemos determinar la constante C en funcion de Cy, y esta

ultima se determina imponiendo la condiciéon de normalizacion.
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Conocemos, por tanto, una base ortormal de espinores para cada nivel de
Dirac-Landau modificado vy, (7, ¢). Esta base estd formada por estados
ligados, con n, = 0y m = 0,1, 2,3, y estados extensos con n, =0y m > 3,

y n, =1,2,---, para todos los posibles valores de m.

En las graficas que exponemos a continuacion pueden observarse las carac-
teristicas del espectro que acabamos de comentar.
1. Gréficas correspondientes a un valor fijo de la anchura (“a”). Figura B.1.

p=0.1; a=0.1; =0 p=1; a=0.1; m=0
Tl 7.5
5 5

2.5__,# ‘j’r-;‘-,J

Figura B.1: p = profundidad del pozo, a = anchura del pozo, m = entero (autovalor
del momento angular). Represenctacién gréfica de las expresiones (B.51) y (B.52) v.s. €
(pardametro adimensional que representa la energia) para diferentes valores de p. Aparece
un estado ligado ya para p=1, y por tanto, para p=2, con 0 < € < 1, cuyos nimeros

cuanticos son n, =0y m = 0.

2. Gréficas correspondientes a un valor fijo de la profundidad (“p”). Figura

B.2.
3. Graficas correspondientes a un valor fijo de la profundidad y de la anchura.

Figura B.3.
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p=1; a=0.01; n=0 p=1; a=0.1; nr=0
2 \ T8
1 ] s
m___H .
r AU jﬁ‘ 1))
Y ﬁr—l g ] i : f'(
-1
\.z

Figura B.2: p = profundidad del pozo, a = anchura del pozo, m = entero (autovalor
del momento angular). Represenctacién grafica de las expresiones (B.51) y (B.52) v.s. €
para diferentes valores de a. Aparece un estado ligado ya para a=0.1, y por tanto, para
a=17y a=2, con 0 < e < 1, cuyos nimeros cuanticos son n, =0y m = 0.
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p=1; a=0.1; m=0 p=1; a=0.1; ne=l
Fi: D 4

\

,_
o

Figura B.3: p= profundidad del pozo, a = anchura del pozo, m = entero (autovalor
del momento angular). Represenctacién grafica de las expresiones (B.51) y (B.52) v.s. €
para diferentes valores de m. Aparece un estado ligado para m = 0 y para m = 1, con

0 < e <1, pero no es ligado para m = 2 todos corresponden a n, = 0.
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B.3

APENDICE B

Ecuacion de Dirac con campo magnético y

potencial inverso

Estudiaremos ahora el espectro del Hamiltoniano de Dirac para una particula en

presencia de un campo magnético constante, y de un potencial central, V' (r)

a?.

r

HD:(

M — 2
Dt

(B.54)

r

D
—Mce - %=

donde D y D', en el gauge simétrico, y en coordenadas polares, son (B.27). Al

igual que en los casos anteriores [Hp, J3] = 0, y por tanto, buscamos soluciones de

la forma:

Vm(r, ) =

Ry(r) e™®
)

El sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden para la parte

radial es:
[, (m+1l r E—-M2+<
— — ——|R = "R
2R2<"°)+< o 21) )= e )
[, ml r E+M&3+%
_ oL — 27" T B.
R A e ORI ULD
que en funcién de las constantes,
E + Mc? Mc - FE a?
fr=———m, h=—F——, a= —F—— (B.57)
vV2eBhc V2eBhc V2eBhc
resulta
l (m+10 r B «
“Ry(r) + <2r - 21) Rolr) = (~8+ %) Ralr)
L, ml r o
—— — - — — B.
SAGE <2T 21) Rar) = (B4 %) Ralr) (B.58)

Teniendo en cuenta el comportamiento en el origen (dominado por el potencial

central) y en el infinito (dominado por el campo magnético constante), buscaremos

soluciones del tipo:

2
’
T 570 aeS n
e 22r E anr
n=0

e a2’ > byr” (B.59)
n=0
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Sustituyendo en (B.58), e igualando los coeficientes para la misma potencia en
r, llegamos a las siguientes relaciones de recurrencia para los coeficientes:

[ 1
Sls+n+m+1jb, — Sbpa + Bran1 — aa, =0

2 l
l
i[m — s —nla, — frby—1 —ab, =0 (B.60)
Dado que ag y by son no nulos, de las relaciones de recurrencia para n = 0 se
deduce:
1 1\? 4a?
- —— 4 o) =
’ 2 \/<m * 2) 2
L (med) - (3.1
= —— m+ -] — .
2 2)
donde v = %—Z Es decir, encontramos el mismo resultado que tenfamos para el

problema del potencial inverso en ausencia de campo magnético. Como vimos
en el estudio del potencial inverso, es necesario tomar el signo positivo en s para
garantizar que las soluciones son de cuadrado integrable, y también, es necesario
que el parametro del potencial sea tal que ‘;L—i < i, para evitar la caida de la
particula al centro del potencial.

Por otro lado, para obtener soluciones finitas en todo el espacio suponemos que
una de las series termina en n = ¢: a, # 0 con a,41 = 0, y entonces b, = 0y

by—1 # 0. Para los coeficientes a, y b,—1 tenemos las relaciones:

[
S(m =5 =) 4= fiby-1 =0

1
_75(171 + Baag =0 (B.62)

Igualando ambas expresiones encontramos el espectro para este sistema:

w(m+;+¢@wgf_;;} (5.6

E,m == | M?c*+ eBhc

donde ¢ =1,2,3,---, ym e Z.

El espectro viene caracterizado por dos niimeros cuanticos, ¢ y m, que pone de
manifiesto que el potencial central rompe la degeneraciéon en m propia del problema
de Dirac-Landau. Sin embargo, no hay estados ligados como cabia esperar de la
presencia del potencial atractivo que estamos estudiando, esto esta relacionado
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con el tipo de soluciones que hemos buscado en las cuales el campo magnético es
muy dominante frente al potencial inverso que resulta muy débil.
En definitiva tenemos una base ortonormal de espinores que satisfacen las

condiciones impuestas:

q
, eim¢2anr"
gm(r, @) = Nyme 22 7° n=0 (B.64)

q—1
ei(m—i—l)(z) Z b, "
n=0

Al pasar al limite, a — 0, recuperamos las soluciones ya conocidas identifi-

cando: ¢ = 2n,,conn, =0,1,2,--- param > 0;y ¢ = 2n, + 1, para m < 0.
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