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概要

IIB行列模型は超弦理論の非摂動的定式化として提唱され、その証拠も数多く

挙げられてきた。さらにこの模型は対称性が高くパラメータにも依存していない

ため、最も基本的な理論としてふさわしいと思われている。しかし、この理論が

本当に我々の住む世界を記述するためには、低エネルギー極限で素粒子の標準模

型を再現しなければならない。よく知られているように、標準模型はカイラル・

フェルミオンを含む理論である。つまり、我々は IIB行列模型から 4次元でのカ

イラル・フェルミオンを実現させる必要がある。そのため、本稿では 4次元時空

以外の余剰次元空間に非自明なインデックスを実現させることを考える。特にそ

の余剰次元空間が非可換な 2次元球面を考え、その上で明白にインデックスを与

えるディラック演算子を構成し、トポロジカルに非自明な配位に対してインデッ

クスがゼロでない値を持つことを見る。さらにそのディラック演算子のスペクト

ルを求め、実際にカイラル・ゼロモードが現れることを確かめる。そして非可換

2次元球面を古典解として持つヤン・ミルズ・チャーン・サイモン行列模型で、位

相的に自明な配位より非自明は配位の方がより安定であることを示すことで、イ

ンデックスがダイナミカルに実現することを示す。
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1 導入

現在、知られている素粒子間に働く基本的相互作用には電磁相互作用、弱い相

互作用、強い相互作用と重力相互作用がある。最初の電磁、弱、強の３つの相互

作用については、現在ではほぼ解明され、それは標準模型と呼ばれるゲージ場の

量子論という一つの枠組みを用いて、102Gev程度まで非常に良い精度で記述さ

れることが分かっている。一方、重力は古典論において、Einsteinの一般相対論

で完全に記述されている。しかし、量子場の理論の枠組みの中に重力を他の相互

作用とともに含めようとすると、破綻してしまうことが知られている。つまり、

場の量子論において極めて深刻な重力の紫外発散を生じてしまう。そして発散が

きつすぎて繰り込みができなくなってしまうのである。

現時点で、重力を含み、そのやっかいな難問を取り除いたもので最も有力だ

と思われている量子理論は、弦理論である。弦理論は点粒子ではなく、基本粒

子が 1次元にひろがったひも (弦)の力学を扱う理論である。そのひもの長さは

lp = 10−33cm程度である。つまりプランクスケールの長さをもつ。弦理論はその

弦の振動モードに、ゲージ粒子だけでなくグラビトンを含んだ理論である。振動

モードには無限の質量レベルがあり、開弦のゼロ質量モードがゲージ粒子とみな

され、閉弦のゼロ質量モードがスピン 2のグラビトンを与えると考えられる。この

意味においても、弦理論は低エネルギー極限で、標準模型だけでなく重力理論も

含んだ理論であると思われている。さらに弦理論は標準模型のゲージ群、クォー

クやレプトンの世代数や質量そして時空の 4次元性をも説明できる可能性を持っ

ている。この弦理論に、超対称性をもたせたのが超弦理論である。現在のところ

弦理論は、摂動論によってのみ成功している。この摂動論というのは、運動を比

較的簡単に解ける部分と、補正部分に分け、摂動展開で補正項を求める計算手法

であるが、この摂動論をつかって弦理論の真空を調べると問題が生じてしまうこ

とが分かった。超弦理論は、平坦 10次元ではタイプ I,タイプ IIA,タイプ IIB,ヘ

テロ SO(32),ヘテロE8 × E8の 5種類の真空が存在する。しかし我々の時空は 4

次元なので、残りの余分な 6次元はコンパクト化されていると思われる。そのよ

うな 10次元から 4次元へコンパクト化した場合では、無数の弦の真空が考えられ

る。つまり、摂動論の範囲では無数の真空が縮退していて、どの真空が実際に選
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ばれるかは分からない。つまり、超弦理論は我々の 4次元時空の世界を予言する

能力がないことを意味する。しかし非摂動効果を取り入れると、そのような無数

の真空がトンネル効果によって互いに結びついており、現実の真空はそれらの重

ね合わせに近いものだと考えられる。よって、真空を決定し、相互作用、物質場

そして我々の住む世界の次元を決定するためには、もう 1つ上の理論を作ること

が必要になってくる。つまり、弦理論を摂動によらず構成的に定義することが、

今の弦理論の最大の課題である。

1990年の半ばになって、弦理論の非摂動的な側面が理解されてきた。まずD-ブ

レインと呼ばれる弦理論におけるソリトン的対象物が発見された。さらに超重力

理論の研究などからも双対性が発見された。1つはT-双対性と呼ばれるもので、

これはコンパクト化における大きな半径と小さな半径との間の双対性である。2

つ目は S-双対性と呼ばれるもので、強結合と弱結合と関係する。平坦 10次元時

空で定義される 5つのタイプの超弦理論とコンパクト化されたモデルは、これら

の T-双対性と S-双対性を通して関係することが解ってきた。これにより、それ

らの超弦理論の真空はある 1つの基本的な理論の異なった真空を見ているにすぎ

ない、つまりそれらの理論はある 1つの基本的な理論のある極限で得られるもの

であることが分かってきた。

さらに、行列模型を用いて超弦理論の非摂動的定式化がなされた。1996年に、

10次元のN = 1の超対称 U(N)ヤン・ミルズ理論を 1次元に次元をおとすこと

で行列模型が定義された [1]。この行列模型はタイプ IIA超弦理論と関係する。同

じ年に、タイプ IIB超弦理論と関係する IIB行列模型が提案された [2]。その模型

は 10次元のN = 1の超対称 U(N)ヤン・ミルズ理論のゼロ体積極限（形式的に

1辺の長さがゼロの周期的な箱に入れたもの）で得られる [3]。その他、超弦理論

の構成的定式化の候補として提唱された行列模型はいくつかあるが、ここではそ

れらのうちで最も高い対称性と美しい形を持つ IIB行列模型について見ることに

する。

その IIB行列模型の作用は

SIIBMM = − 1

g2
Tr

(1

4
[Aµ, Aν ]

2 +
1

2
ψ̄Γµ[Aµ, ψ]

)
, (1.1)

で与えられる。ここで Aµと ψはN × N のエルミート行列で、µ = 0 ∼ 9の値
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をとり、Aµは 10次元ベクトル、ψは 10次元のマヨラナ・ワイルスピノールであ

る。この模型は、IIB型超弦理論の構成的定義を与えると考えられているが、そ

の根拠と特徴をいくつか挙げておく。

１）この模型は、IIB型の弦が持つべき 10次元のN = 2という大きな超対称

性をもっている。これは、理論が重力を含んでいることを示唆している。

２）作用（1.1）が弦理論の世界面を行列正則化したものになっている。

３）この理論が重力をきちんと含んでいる。作用（1.1）には一見重力場が入っ

ていないように見えるが、それは見かけ上のことで、D-ブレイン間の相互作用を

見ると、重力が再現している事が分かる。

４）IIB行列模型でのウィルソンループを弦の生成、消滅演算子とみなし、その

ウィルソンループが満たすループ方程式から IIB型超弦理論のライトコーンゲー

ジにおける弦の場の理論 [4]でのハミルトニアンが導ける [5]。

５）非摂動効果の記述として、理論から現実の世界が説明されようとしている。

例えば、時空間の構造を理解するため、行列の対角成分について解析することで、

時空の４次元性を大いに示唆していることがいえる [6, 7, 8]。

６）非可換幾何学と関係する。現在、超弦理論においてB場が背景に存在する

とき時空が非可換になることが知られており、D-ブレイン上の有効理論は非可換

時空におけるヤン・ミルズ理論になっている [9]。IIB行列模型においても、古典

解の周りで展開することによって非可換ヤン・ミルズ理論になることが示された

[10]。

以上のような理由から IIB行列模型が超弦理論の構成的定式化になっていると

思われる。

さらにこの理論の特徴をいくつか挙げる。この理論は 0次元まで次元をおとし

たことにより、力学変数が関数ではなくN ×N のエルミート行列になっており、

作用関数は行列の交換子とトレースからだけでできている。そのため、経路積分

がきちんと定義でき、積分を完全に遂行できる可能性がある。また、タイプ IIB

型の超対称性代数から行列の固有値が時空を構成すると思われるので、時空の自

由度までも行列の中に力学変数として入っていることが言え、コンパクト化など

の時空のダイナミクスを解析できる可能性もある。さらにこの IIB行列模型が持
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つ対称性は U(N)と SO(10)さらにタイプ IIB型の超対称性という非常に高い対

称性をもち、さらに、この理論には任意パラメータが無いことからも、最も基本

的な理論にふさわしいと思われる。

このように IIB行列模型は超弦理論の非摂動的定式化として多くの証拠が挙げ

られ、最も基本的な理論としてふさわしいと思われるが、まだいくつかの解決す

べき問題がある。例えば、IIB行列模型は、時空や物質が行列の中に埋め込まれ

ていることは解ってきたが、それらがどのように行列の中に埋め込まれているの

かを明らかにする必要がある。つまりメトリックやトポロジーがどのように実現

されるのかを見なければならない。そのためにはまず、曲がった空間上で行列模

型を考え、そのダイナミクスを調べる必要がある。また、重力を含む統一理論と

して有望な超弦理論の非摂動定式化として与えられた IIB行列模型がこのように、

対称性が高くシンプルで、パラメータのない理論だとしても、やはりこの理論か

ら我々の住む 4次元時空の世界を正確に予言できなければ意味がない。そのため

には、低エネルギーで知られている実験データを再現する必要がある。つまり、

現在よく知られている素粒子の標準模型を低エネルギーの有効理論として、この

理論から再現しなければならない。よく知られているように、標準模型はカイラ

ル・フェルミオンを含む。つまり電弱ゲージボゾンが左巻きのカイラル・フェル

ミオンとのみ結合している。そのため、この IIB行列模型から 4次元でのカイラ

ル・フェルミオンを実現させる必要がある。

本稿の主な目的はこの IIB行列模型から我々の住む 4次元時空でのカイラル・

フェルミオンを実現させることである。そのためにはまず IIB行列模型が何らか

のメカニズムでダイナミカルに 4次元にコンパクト化され、そして、そのコンパ

クト化された理論がカイラルな理論になっていなければならない。しかし、現在

では IIB行列模型から 4次元時空が好まれそうだということは示されてきたが、

どのようにコンパクト化されるのかということはまだ解っていない。今のところ

は、そのコンパクト化のメカニズムやどのようにコンパクト化されるのかという

ことに対して知見を得るためにも、[11]や [12]などではまず手でコンパクト化す

ることを考えている。また、[13]では、カイラル・フェルミオンを実現させるた

めにオービフォールド上で行列模型を定式化している。
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しかし、やはり IIB行列模型からダイナミカルに 4次元時空でのカイラル・フェ

ルミオンを実現させたい。そのためには、我々の住む 4次元時空以外の余剰次元

空間に非自明なインデックスを実現させる必要がある。ここでのインデックスと

はディラック演算子のゼロモードでカイラリティが正と負の状態数の差で定義さ

れるものである：

Index(D) ≡ (n+ − n−). (1.2)

ただし、n±はディラック演算子Dの固有値がゼロでカイラリティが±の固有状
態の数を表す。

ここで、簡単に余剰次元空間でのインデックスが、4次元時空でのカイラル・

フェルミオンを実現させる理由について述べる。今、10次元でのフェルミオン作

用を S
(10)
F = − 1

g2 Tr
(

1
2
ψ̄ΓµDµψ

)
と書く。ただし、µ = 0 ∼ 9である。ここで次の

ようにこの 10次元のディラック演算子 ΓµDµ を 4次元部分 γaDa(a = 0 ∼ 3)と 6

次元部分のディラック演算子 γiDi(i = 5 ∼ 9) に分けて考える。その 6次元部分

のディラック演算子 γiDiの固有値は 4次元に対する有効作用を考えると、4次元

での質量m4とみなせる：

ΓµDµψ = (γaDa + γiDi)ψ, (1.3)

−→ (γaDa + m4)ψ. (1.4)

よって、6次元の余剰次元でカイラル・ゼロモードがあれば 4次元でのカイラル・

フェルミオンを実現させることができるのである。余剰次元空間は実際にはどん

な空間であってもよい。例えば、その余剰次元空間が 6次元のカラビヤウ空間の

ような場合でもよいし、6次元すべてが無限に伸びていてもよいし、一部分がコ

ンパクトな多様体になっていてもよい。ここでは、トイモデルとしてその余剰次

元空間が非可換な 2次元球面 [14]を考え、それが 6次元の中の 3次元部分に埋め

込まれた場合を考える。つまり、我々がここでやろうとしていることは、10次元

的拡がりを持つ IIB行列模型において、4次元的に拡がった空間と残りの 6次元

的に拡がった空間に分け (10 = 4 + 6)、4次元部分が我々の住む 4次元の世界だと

思い、6次元部分に埋め込まれた非可換 2次元球面を余剰次元空間だと思う。そ

して、その余剰次元空間にインデックスを持たせることで、我々の 4次元時空に

おけるカイラル・フェルミオンを実現させようということである。そこで、本稿
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では非可換な 2次元球面を古典解として持つ模型を考える。その模型は

S =
1

g2
Tr(−1

4
[Ai, Aj][A

i, Aj] +
2

3
iαεijkA

iAjAk) + SF . (1.5)

で与えられる [15]。この模型はヤン・ミルズ項にチャーン・サイモン項を加えた理

論である。また、SF はフェルミオン作用をあらわし、添え字 i, j, kは 1, 2, 3の値

をとる。この模型はトイモデルであるが、IIB行列模型からどのように空間がコ

ンパクト化されるのか、そしてどのように 4次元でのカイラル・フェルミオンが

実現されるのかということに対する知見を得るためにも、まずこの模型を考える

ことは重要である。また、この模型には現実性もある。この模型のチャーン・サ

イモン項は IIB行列模型の有効作用として得られる可能性がある。[16]では、反

対称RR場が背景にあるときにD-ブレイン作用の有効ポテンシャルとしてチャー

ン・サイモン的な項が得られることを示している。また [17]では IIB行列模型を

(N + 1)D-インスタントンに対する有効作用だと思い、1つのD-インスタントン

を積分することでND-インスタントンに対する有効作用を求めたとき、そのD-

インスタントンが反対称テンソル場の波動関数を持つときには、チャーン・サイ

モン的な項が得られ、非可換球面が有効作用の運動方程式の解として得られるこ

とを示している。

また、フェルミオン作用 SF も、コンパクト化の仕方が解っていない現段階で

は、コンパクト化によりどのような形になるかはまだ解らない。ディラック演算

子を IIB行列模型の有効作用としてダイナミカルに導出することは今後の課題に

まわす。ここでは、まず 4次元でのカイラル・フェルミオンを実現させたいので、

インデックスを明白に出すディラック演算子を構成する。現在までのところ、非

可換な 2次元球面において 3つのタイプのディラック演算子が構成されている：

DWW [18]、DGKP [19, 15]、DGW [20]。この 3つのタイプのディラック演算子は対

称性とダブラーの有無から決められている。DWW はカイラル対称性を持つが、

ダブラーのためインデックスはいつでもゼロになる。DGKP はダブラーはないが

カイラル対称性が明白でないためインデックスが見にくい形になっている。その

ため、インデックスを明白に与える定式化が必要である。[20]では格子ゲージ理

論で発展したギンスパーグ・ウィルソン (GW)関係式 [21]を行列模型に応用し、

行列模型において任意の多様体上で、一般のゲージ場と結合した形でインデック
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スを明白に与えるディラック演算子DGW を構成している。さらに [22]では、行列

模型において非自明な位相不変量を持つ配位としてトフーフト・ポリヤコフ (TP)

モノポールの配位 [23, 22]が構成された。本稿では、ディラック演算子のスペク

トルを求め、実際にゼロモードが現れることを確かめ、カイラル・ゼロモードの

状態数を数えることでインデックス定理と矛盾がないことを確かめる。そして、

(1.5)の行列模型で、インデックスがダイナミカルに実現することを示す [24]。こ

の結果から、我々は IIB行列模型から 4次元のカイラル・フェルミオンが実現で

きる可能性があることを主張する。

2章では IIB行列模型についてのレビューを行い、IIB行列模型が超弦理論の

非摂動的定式化である証拠を挙げ、IIB行列模型の特徴について説明する。3章

では余剰次元空間として非可換 2次元球面を考え、その上で明白にインデックス

を出すディラック演算子DGW の構成方法を説明する。そして、ディラック演算

子DGW のインデックスがトポロジカル・チャージと関係することをみることで、

インデックス定理が成り立つことをみる。そして、トポロジカルに非自明な配位

に対して、トポロジカル・チャージがゼロでない値を持つことをみる。4章では

実際にそのディラック演算子DGW のスペクトルを計算し、カイラル・ゼロモー

ドが出ていることを確かめ、その数を数えることでインデックス定理と矛盾して

いないことを確かめる。さらに、そのカイラル・ゼロモードの具体形も求める。

5章では位相的に自明な配位より、非自明な配位のほうがより安定であることを

示すことで、インデックスがダイナミカルに生成することをみる。最後の 6章は

まとめと今後の展望について述べる。
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2 IIB行列模型

IIB行列模型は超弦理論の非摂動的定式化として提案された [2]。この章では IIB

行列模型についての簡単なレビューを行いながら、IIB行列模型の特徴と超弦理

論の非摂動的定式化になっている証拠について述べる。まず、2.1では IIB行列

模型の特徴として、この模型が持つ対称性とパラメータ非依存性について説明す

る。2.2では超弦理論の非摂動的定式化の証拠の 1つとして、IIB行列模型が超弦

理論を記述するN = 2の時空の超対称性を持つグリーン・シュワルツ作用を行

列正則化して得られることを示す。2.3では、非摂動的定式化の証拠の 2つ目と

して、超対称性を部分的に保つ解に対する有効作用を計算し、それが超弦理論側

のそれに対応するものと一致することを見る。そして IIB行列模型は弦の多体系

を記述していることを説明する。2.4では非摂動効果として時空の 4次元性につ

いてみる [6, 7, 8]。最後に 2.5では IIB行列模型は非可換ヤン・ミルズ理論を含む

ことを説明する [10]。

2.1 対称性とパラメータ非依存性

IIB行列模型は導入の（1.1）であげたように

SIIBMM = − 1

g2
Tr

(1

4
[Aµ, Aν ]

2 +
1

2
ψ̄Γµ[Aµ, ψ]

)
, (2.1)

で与えられる。この模型は様々な対称性を持つ。まず、すぐわかるようにSO(10)

のローレンツ対称性を持つ。またこの模型は次のような SU(N)ゲージ対称性を

持っている：

Aµ → UAµU
†, ψ → UψU †. (2.2)

これはこの模型がトレースで書かれていることからすぐに分かる。次にこの作用

SIIBMMがN = 2の超対称性を持つことを説明する。その対称性は

δ(1)ψ =
i

2
[Aµ, Aν ]Γ

µνε,

δ(1)Aµ = iε̄Γµψ, (2.3)
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と

δ(2)ψ = ξ,

δ(2)Aµ = 0, (2.4)

である。作用SIIBMMは 10次元の超対称ヤン・ミルズ理論を 0次元に落としたもの

になっている。よってここにあげた対称性は、超対称ヤン・ミルズ理論のN = 1

の超対称性の 0体積極限になっていることは分かる。ここで、対称性（2.3）と

（2.4）が本当に作用 SIIBMM のN = 2の超対称性であることを確かめる。そのた

め、これらの交換関係を調べる。まず δ(1)同士の交換関係は、ψの運動方程式と

ゲージ対称性を使うことで

(δ
(1)

ε1 δ
(1)

ε2 − δ
(1)

ε2 δ
(1)

ε1 )ψ = 0,

(δ
(1)

ε1 δ
(1)

ε2 − δ
(1)

ε2 δ
(1)

ε1 )Aµ = 0, (2.5)

となる。また δ(2)同士はすぐわかり

(δ
(2)

ξ1 δ
(2)

ξ2 − δ
(2)

ξ2 δ
(2)

ξ1 )ψ = 0,

(δ
(2)

ξ1 δ
(2)

ξ2 − δ
(2)

ξ2 δ
(2)

ξ1 )Aµ = 0, (2.6)

となる。あとは δ(1)と δ(2)の交換関係であるがそれは

(δ(1)
ε δ

(2)
ξ − δ

(2)
ξ δ(1)

ε )ψ = 0,

(δ(1)
ε δ

(2)
ξ − δ

(2)
ξ δ(1)

ε )Aµ = −iε̄Γµξ, (2.7)

となる。ここで次のような線形結合をとる。

δ̃(1) = δ(1) + δ(2),

δ̃(2) = i(δ(1) − δ(2)). (2.8)
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そうすると、

(δ̃(1)
ε δ̃

(1)
ξ − δ̃

(1)
ξ δ̃(1)

ε )ψ = 0,

(δ̃(1)
ε δ̃

(1)
ξ − δ̃

(1)
ξ δ̃(1)

ε )Aµ = −2iε̄Γµξ,

(δ̃(2)
ε δ̃

(2)
ξ − δ̃

(2)
ξ δ̃(2)

ε )ψ = 0,

(δ̃(2)
ε δ̃

(2)
ξ − δ̃

(2)
ξ δ̃(2)

ε )Aµ = −2iε̄Γµξ,

(δ̃(1)
ε δ̃

(2)
ξ − δ̃

(2)
ξ δ̃(1)

ε )ψ = 0,

(δ̃(1)
ε δ̃

(2)
ξ − δ̃

(2)
ξ δ̃(1)

ε )Aµ = 0, (2.9)

のように対角化される。これからAµの固有値を時空座標と解釈すると、時空の

並進になっている。これはまさにN = 2の超対称性代数である。よって、これ

らはN = 2の超対称性になっている。それは、理論が重力を含んでいることを

示唆している。また、この IIB行列模型 SIIBMMは、次の節で述べるように超弦理

論のN = 2の超対称性を持つグリーン・シュワルツ型作用 SGS を行列正則化す

ることで与えられるが、そのグリーン・シュワルツ型作用 SGS が持つN = 2の

超対称性を、IIB行列模型は持っている。そのことからも、IIB行列模型は超弦

理論を強く示唆している。

さらに IIB行列模型が持つ特徴としてパラメータ非依存性がある。作用 SIIBMM

（2.1）を見るとトレースの前に 1/g2が掛かっていて、パラメータに依存している

ようにみえるが、これは次のような場の再定義により 1にできる：

Aµ −→ g1/2Aµ, (2.10)

ψ −→ g3/4ψ. (2.11)

これらの特徴により、IIB行列模型は統一理論として最も基本的な理論である

と思われるのである。
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2.2 行列正則化とグリーン・シュワルツ型作用

ここでは、IIB行列模型が超弦理論の非摂動的定式化になっている証拠の 1つ

として、IIB行列模型がN = 2の超対称性を持つシルトゲージのグリーン・シュ

ワルツ型作用SGSを行列正則化したものになっていることを説明する。行列正則

化は 2次元面上の関数に対して適用できる。超弦理論は空間 1次元に伸びた対象

物で、その軌跡である世界面は 2次元面となる。つまり、その 2次元の世界面上

での時空を表す関数と行列に対応をつけることで行列正則化する。その行列正則

化は関数側のポアソン括弧を行列の交換子にマップするので、まず超弦理論の作

用をポアソン括弧の形に変換し、それを行列正則化する。そして、行列正則化さ

れた作用が IIB行列模型の有効作用として与えられることを見ることで、IIB行

列模型が超弦理論の行列正則化されたものになっていることをみる。2.2.1ではそ

の行列正則化について説明し、2.2.2ではその行列正則化を用いて、超弦理論のグ

リーン・シュワルツ型作用 SGSを行列にマップすることを考える。

2.2.1 行列正則化

行列正則化は 1982年に J. Hoppeによってボゾン的な膜 (空間 2次元+時間 1次

元に拡がった対象物)の正則化方法として初めて導入された [25]。それはボゾン的

な膜上の関数を有限自由度の行列によって近似するという正則化の方法である。

つまり、行列正則化とは空間上の関数と有限なN × N 行列とに対応をつけるも

のである。具体的には 2次元面上の関数側で、関数の完全系をつくり、それらの

間にポアソン括弧を導入し、構造定数 gを決める。同様に行列側でも完全系を作

り交換子により構造定数Gを決めてやる。そして関数側と行列側との構造定数が

O(1/N)で一致することをみる。つまりN →∞で両者の構造定数が一致するこ
とをみることで、関数と行列に対応をつける。

ここでは具体的に考える空間が S2 の場合について行列正則化をみる。S2 は

R3(xi = 1, 2, 3)を球面に制限したもので、

(xi)
2 = ρ2, (2.12)

という関係式で与えられる。ただし、ρは球面の半径を表す。
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まず完全系を作るために、球面上の関数を球面調和関数によって展開する：

a(Ω) =
∞∑

l=0

l∑

m=−l

almYlm(Ω), (2.13)

ただし

Ylm = ρ−l
∑

a1,a2,··· ,al

f lm
a1,a2,··· ,al

xa1 · · · xal
, (2.14)

は球面調和関数で、fa1,a2,···al
はトレースレスな対称テンソルである。トレースレ

ス条件は (xi)
2 = ρ2からくる。球面調和関数の規格化は

∫
dΩ

4π
Y ∗

l′m′Ylm =
1

4π

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

sin θdθY ∗
l′m′Ylm = δl′lδm′m, (2.15)

によって決まる。次に、これらの関数の間のポアソン括弧を次のように定める。

{a, b} ≡ ρεijkxi(∂ja)(∂kb). (2.16)

このポアソン括弧を用いて、構造定数を

{Ylm, Yl′m′} ≡ ρglm,l′m′,l′′m′′Yl′′m′′ , (2.17)

によって定める。ただし、

{xa, xb} = ρεabcxc, (2.18)

である。

一方、非可換球面の座標は、

x̂i = αL̂i, (2.19)

によって定義される。ただし αは非可換パラメーターで、L̂iは SU(2)代数のN

次元既約表現行列である：

[L̂i, L̂j] = iεijkL̂k. (2.20)

そして、その xiは次の関係を満たす：

[x̂i, x̂j] = iαεijkx̂k,

(x̂i)
2 = α2N2 − 1

4
1N ≡ ρ21N . (2.21)
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非可換球面上の行列は非可換球面調和関数 Ŷlmによって次のように展開できる：

â =
N−1∑

l=0

l∑

m=−l

almŶlm. (2.22)

ŶlmはN ×N 行列で、

Ŷlm = ρ−l
∑

a

f lm
a1,a2,··· ,al

x̂a1 · · · x̂al
, (2.23)

によって定義される。ただし、角運動量 lには l = N − 1の上限がある。この非

可換球面調和関数の規格化は

1

N
Tr(Ŷ †

l′m′Ŷlm) = δl′lδm′m, (2.24)

によって与えられる。次に行列側の構造定数を次のように定義する：

[Ŷlm, Ŷl′m′ ] ≡ iαGlm,l′m′,l′′m′′Ŷl′′m′′ . (2.25)

ここで、関数側のポアソン括弧 (2.17)の左辺を具体的に計算してみると、

{Ylm, Yl′m′} = {ρ−lf lm
a1,a2,··· ,al

xa1 · · · xal
, ρ−l′f l′m′

b1,b2,··· ,bl′
xb1 · · · xbl′}

= ρ−(l+l′)
l∑

α=1

l′∑

β=1

f lm
a1,a2,··· ,al

f l′m′
b1,b2,··· ,bl′

xa1· · ·xaα−1xb1· · ·xbβ−1
{xaα , xaβ

}xbβ+1
· · ·xbl′xaα+1· · ·xal

= ρ−(l+l′)+1

l∑
α=1

l′∑

β=1

f lm
a1,a2,··· ,al

f l′m′
b1,b2,··· ,bl′

εaαbβc

xa1· · ·xaα−1xb1· · ·xbβ−1
xcxbβ+1

· · ·xbl′xaα+1· · ·xal

= ρglm,l′m′,l′′m′′Yl′′m′′ , (2.26)

となる。ただし、3行目から 4行目へは f lm
a1,a2,··· ,al

f l′m′
b1,b2,··· ,bl′

εaαbβc を完全対称トレー

ス化した。同じように、行列側で交換子 (2.25)の左辺を具体的に計算すると、

[Ŷlm, Ŷl′m′ ] = [ρ−lf lm
a1,a2,··· ,al

x̂a1 · · · x̂al
, ρ−l′f l′m′

b1,b2,··· ,bl′
x̂b1 · · · x̂bl′ ]

= ρ−(l+l′)
l∑

α=1

l′∑

β=1

f lm
a1,a2,··· ,al

f l′m′
b1,b2,··· ,bl′

x̂a1 · · · x̂aα−1x̂b1 · · · x̂bβ−1
[x̂aα , x̂bβ

]x̂bβ+1
· · · x̂bl′ x̂aα+1 · · · x̂al

= iαρ−(l+l′)
l∑

α=1

l′∑

β=1

f lm
a1,a2,··· ,al

f l′m′
b1,b2,··· ,bl′

εaαbβc

x̂a1 · · · x̂aα−1x̂b1 · · · x̂bβ−1
x̂cx̂bβ+1

· · · x̂bl′ x̂aα+1 · · · x̂al

= iαGlm,l′m′,l′′m′′Ŷl′′m′′ +O(
1

N
), (2.27)
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となる。関数のときと同様 3行目から 4行目で、f lm
a1,a2,··· ,al

f l′m′
b1,b2,··· ,bl′

εaαbβc を完全

対称トレース化したわけだが、行列のときには、x̂i は互いに交換しないので、

O(1/N)の付加的な交換子を含む項が出る。よって、(2.26)と (2.27)を比べるこ

とで、

glm,l′m′,l′′m′′ = Glm,l′m′,l′′m′′ +O(1/N), (2.28)

となり、N →∞で両方の構造定数が一致する。よって構造定数のこの関係より、
空間上の関数と行列との間に関係があることがわかる。

このことからN が大きな値に対して、ポアソン括弧を交換子に、関数の積分

を行列のトレースに置き換えることで関数から行列にマップすることができる：

{a, b} −→ −i
N

2
[â, b̂], (2.29)

∫
dΩ

4π
ab −→ 1

N
Tr(âb̂). (2.30)

また、このような正則化は任意のジーナスを持つ 2次元面上でもなされている

[26]。よって、この正則化を使うことで超弦理論の世界面を記述する関数を行列

にマップすることができる。

2.2.2 グリーン・シュワルツ作用の行列正則化

この副節では、シルトゲージの IIB型グリーン・シュワルツ作用（シルト作用）

SSchild[27]を前副節で述べたマップを使い、行列正則化する。そして、その行列

正則化された作用S ′IIBMMが IIB行列模型SIIBMMの有効作用として与えられること

を見ることで、IIB行列模型が超弦理論のグリーン・シュワルツ作用 SGSを行列

正則化することで得られることを述べる。まず、グリーン・シュワルツ作用 SGS

がマップしやすいポアソン括弧の形で書けるシルト作用 SSchild と古典的に等し

いことを説明する。では、南部・後藤型の IIB型弦のグリーン・シュワルツ作用

SGS から始める。その作用は

SGS = −T

∫
d2σ

(√
−1

2
Σ2 + iεab∂aX

µ(θ̄1Γµ∂bθ
1 + θ̄2Γµ∂bθ

2)

+εabθ̄1Γµ∂aθ
1θ̄2Γµ∂bθ

2

)
, (2.31)
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ここで

Σµν = εabΠµ
aΠν

b , (2.32)

Πµ
a = ∂aX

µ − iθ̄1Γµ∂aθ
1 + iθ̄2Γµ∂aθ

2. (2.33)

である。ただし θ1、θ2は 10次元の同じカイラリティをもったマヨラナ・ワイル

スピノールである。この作用 SGSは、次の N = 2の超対称性（SUSY）

δSUSY θ1 = ε1,

δSUSY θ2 = ε2,

δSUSY Xµ = i(ε̄1Γµθ1 − ε̄2Γµθ2), (2.34)

とworld volumeのゲージ対称性である κ - 対称性

δκθ
1 = α1,

δκθ
2 = α2,

δκX
µ = iθ̄1Γµα1 − iθ̄2Γµα2, (2.35)

を保つ。ただし

α1 = (1 + Γ̃)κ1,

α2 = (1− Γ̃)κ2,

Γ̃ =
1

2
√
−1

2
Σ2

ΣµνΓ
µν , (2.36)

である。ε1, ε2はσに依存しない、グローバルな定数スピノールで、κ1, κ2はσに依

存した局所フェルミオン的パラメータである。さらに Γ̃2 = 1なので Γ̃はプロジェ

クションとしてはたらく。よって、θ1と θ2自由度の半分は余分で、θ1 = θ2 = ψ

を課すことでゲージ固定できる。　

このゲージ固定で（2.33）の 2項目と 3項目が消え、（2.31）の 2項目の丸括弧

の中が等しくなり、3項目は εabの反対称性から消える。よって、作用SGS（2.31）

を書き直した作用を S̃GSとすると

S̃GS = −T

∫
d2σ

(√
−1

2
σ2 + 2iεab∂aX

µψ̄Γµ∂bψ

)
, (2.37)
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ただし

σµν = εab∂aX
µ∂bX

ν . (2.38)

さらに超対称変換はゲージ固定条件 θ1 = θ2を保つように κ - 対称変換と混ざり、

次のような変換となる。

δθ1 = δSUSY θ1 + δκθ
1,

δθ2 = δSUSY θ2 + δκθ
2,

δXµ = δSUSY Xµ + δκX
µ. (2.39)

ただし δθ1 = δθ2となるように

κ1 =
−ε1 + ε2

2
,

κ2 =
ε1 − ε2

2
, (2.40)

と選んだ。さらに

ξ =
ε1 + ε2

2
,

ε =
ε1 − ε2

2
, (2.41)

のようにすることで S̃GSのN = 2の超対称性は

δ(1)ψ = − 1

2
√
−1

2
σ2

σµνΓ
µνε,

δ(1)Xµ = 4iε̄Γµψ, (2.42)

と

δ(2)ψ = ξ,

δ(2)Xµ = 0, (2.43)

になる。

次にすることは、作用 S̃GS（2.37）をシルト型の作用で書くことである。後で

分かるがこのシルト型作用は、行列正則化しやすい形である。シルト型作用は、

ポアソン括弧

{X, Y } ≡ 1√
g
εab∂aX∂bY, (2.44)
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を使って書くと

SSchild =

∫
d2σ

(√
gα(

1

4
{Xµ, Xν}2 − i

2
ψ̄Γµ{Xµ, ψ}) + β

√
g

)
, (2.45)

となる。この作用の
√

gの運動方程式を求めると

−1

4
α

1

(
√

g)2
(εab∂aX

µ∂bX
ν)2 + β = 0. (2.46)

これより

√
g =

1

2

√
α

β

√
(εab∂aXµ∂bXν)2. (2.47)

これを作用 SSchild（2.45）に代入したものを S ′Schildとすると

S ′Schild =

∫
d2σ

(
α

4
√

g
(εab∂aX

µ∂bX
ν)2 − i

2
αψ̄Γµ(εab∂aX

µ∂bψ) + β
√

g

)

=

∫
d2σ

(√
αβ

2

√
(εab∂aXµ∂bXν)2 − i

2
αεab∂aX

µψ̄Γµ∂bψ

+

√
αβ

2

√
(εab∂aXµ∂bXν)2

)

=

∫
d2σ

(√
αβ

√
(εab∂aXµ∂bXν)2 − i

2
αεab∂aX

µψ̄Γµ∂bψ

)
. (2.48)

よってこれより S̃GS（2.37）と SSchild（2.45）は、場の規格化を除いて、少なく

とも古典的に等価であることが分かる。

また、S̃GS（2.37）で持っていたN = 2の超対称性は SSchildでは

δ(1)ψ = − 1

2
√

g
σµνΓ

µνε,

δ(1)Xµ = iε̄Γµψ, (2.49)

と

δ(2)ψ = ξ,

δ(2)Xµ = 0, (2.50)

の対称性を保つ。これで作用SSchildが作用SGS（2.31）と関係することが分かった。

ここで、この作用SSchildを行列正則化するわけだが、そのために作用SSchildに

おいて、次のように、nが十分大きい値において、ポアソン括弧を交換子に、位
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相空間上の積分をトレースに置き換えてやる：

{ , } −→ −in[ , ], (2.51)
∫

d2σ
√

g −→ 1

n
Tr. (2.52)

これは古典力学と量子力学との対応と同じである。そうすると、作用

S ′IIBMM = α

(
−1

4
Tr[Aµ, Aν ]

2 − 1

2
Tr(ψ̄Γµ[Aµ, ψ])

)
+ βTr1, (2.53)

が得られる。ここでAµはボゾン的 n× n エルミート行列で ψはフェルミオン的

n× n エルミート行列である。経路積分の形で書くと

Z =
∞∑

n=0

∫
dAdψe−S′IIBMM , (2.54)

となる。

ここで IIB行列模型の作用 SIIBMM

SIIBMM = − 1

g2
Tr

(1

4
[Aµ, Aν ]

2 +
1

2
ψ̄Γµ[Aµ, ψ]

)
, (2.55)

を考える。この作用において、n× nブロックを１つ残し、そのブロックに対す

る有効作用を考える：
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. (2.56)

そうすると積分した後には Tr1に比例した項が出てくると予想される。また対

称性からその有効作用は S ′IIBMMになると考えられる。よって、これは IIB行列模

型 SIIBMMが、グリーン・シュワルツ型作用 SGS（2.31）を行列のブロックとして

含み、IIB行列模型 SIIBMMが多体系を表していることを意味する。
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2.3 BPS 対象物間の相互作用

この節では IIB行列模型が超弦理論の非摂動的定式化になっていると思われる

証拠として、超弦理論と IIB行列模型とお互いそれぞれ対応する古典解をみつけ、

その古典解に対する有効作用が超弦理論側と IIB行列模型側とで対応があること

を示す。そして、その対応により、IIB行列模型が多体系の理論であるあること

を説明する。

2.3.1 古典解

この副節では相互作用を求める前に、超弦理論側の古典解と対応する作用S ′IIBMM

の古典解を見つける。ただし、この後は ψ = 0の場合を考える。ψ 6= 0の場合に

ついては 2.4で述べる。

まず作用S ′IIBMM（2.53）の典型的な古典解を考える。超弦理論側での作用SSchild

（2.45）の運動方程式を求めると、

{Xµ, {Xµ, Xν}} = 0, (2.57)

となる。この運動方程式の解として、




X0 = Tτ,

X1 = L
2π

σ,

Xµ=2,...,9 = 0,

(2.58)

が考えられる。ただし長さT, LはX0, X1方向のコンパクト化半径で、その配位は

0 ≤ τ ≤ 1, (2.59)

0 ≤ σ ≤ 2π, (2.60)

である。実際、IIB型超弦理論には (1 + 1)次元に拡がった物体として、D1-ブレ

イン（D-string）があることが知られている。次に行列模型の側を考える。運動

方程式（2.57）に対応する作用（2.53）の運動方程式は

[Aµ, [Aµ, Aν ]] = 0, (2.61)
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となる。そして、交換関係とポアソン括弧との関係を考えることで、（2.58）に対

するこの運動方程式の解




A0 = T√
2πn

q ≡ p0,

A1 = L√
2πn

p ≡ p1,

Aµ=2,...,9 = 0,

(2.62)

が考えられる。実際これを、運動方程式（2.61）に代入することで確かめられる。

ただし、q, pは n× nのエルミート行列で、次の交換関係と固有値分布をもつ。

[ q , p ] = i, (2.63)

0 ≤ q ≤
√

2πn, (2.64)

0 ≤ p ≤
√

2πn. (2.65)

それでは次に同じ方法で、2つのD1-ブレインに相当する古典解を組み立てる。

それは２つの対角ブロックで構成するAµを考える。先ほどと同様に、まず超弦

理論側で２つのD1-ブレインが平行の場合を考える。ただし、X1方向に無限に

伸び、X2方向に距離 bだけ離れて存在する状況を考える。この状態を表す運動

方程式（2.57）の解は

(1)





X0
(1) = Tτ(1),

X1
(1) = L

2π
σ(1),

X2
(1) = + b

2
,

Xµ
(1) = 0,

(2)





X0
(2) = Tτ(2),

X1
(2) = L

2π
σ(2),

X2
(2) = − b

2
,

Xµ
(2) = 0, (µ = 3, · · · 9),

(2.66)

となる。この様に超弦理論側では、2つの連結でないworld volumeを考えても、

お互い何の関係もせず 2つのD1-ブレインが時空中にあるだけである。これに対

して、行列模型側では、第 1ブロックに 1つ目のD1-ブレインを、第 2ブロックに

2つ目のD1-ブレインを対応させることで（2.66）に相当する、運動方程式（2.61）
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の解が得られ、




A0 =




T√
2πn

q 0

0 T√
2πn

q′


 ≡ p0,

A1 =




L√
2πn

p 0

0 L√
2πn

p′


 ≡ p1,

A2 =




b
2

0

0 − b
2


 ≡ p2,

Aµ=3,...,9 = 0,

(2.67)

となる。ただし q′, p′はユニタリー変換をすることで、q′ = q, p′ = pとすることが

できる。このように 2つの物体を対角ブロックに入れて考えると、非対角ブロッ

クは相互作用を表す自由度になる。実際に、この非対角成分が相互作用を表して

いることを、次の副節以降でみる。

同様に 2つのD1-ブレインが反平行の場合を考える。超弦理論側の運動方程式

（2.57）に対する解は

(1)





X0
(1) = Tτ(1),

X1
(1) = L

2π
σ(1),

X2
(1) = + b

2
,

Xµ
(1) = 0,

(2)





X0
(2) = Tτ(2),

X1
(2) = − L

2π
σ(2),

X2
(2) = − b

2
,

Xµ
(2) = 0, (µ = 3, · · · 9),

(2.68)

となる。（2.68）に相当する行列模型側での運動方程式（2.61）の解は




A0 =




T√
2πn

q 0

0 T√
2πn

q


 ≡ p0,

A1 =




L√
2πn

p 0

0 − L√
2πn

p


 ≡ p1,

A2 =




b
2

0

0 − b
2


 ≡ p2,

Aµ=3,...,9 = 0,

(2.69)
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となる。

次に２つのD1-ブレインが一般的に位置する場合も考えることができる。超弦

理論側の運動方程式（2.57）に対する解は

(1)





X0
(1) = Tτ(1),

X1
(1) = L

2π
σ(1),

X2
(1) = 0

X3
(1) = + b

2
,

Xµ
(1) = 0,

(2)





X0
(2) = Tτ(2),

X1
(2) = L

2π
σ(2) cos θ,

X2
(2) = L

2π
σ(2) sin θ,

X3
(2) = − b

2
,

Xµ
(2) = 0, (µ = 4, · · · 9),

(2.70)

となる。ただし、bは２つのD1-ブレインの最小距離である。さらにこれに相当

する行列模型側での運動方程式（2.61）の解は




A0 =




T√
2πn

q 0

0 T√
2πn

q


 ≡ p0,

A1 =




L√
2πn

p 0

0 L√
2πn

p cos θ


 ≡ p1,

A2 =




0 0

0 L√
2πn

p sin θ


 ≡ p2,

A3 =




b
2

0

0 − b
2


 ≡ p3,

Aµ=4,...,9 = 0,

(2.71)

となる。

2.3.2 1-ループ有効作用とBPS飽和状態

ここでは行列を前副節で求めた古典解 pµとその周りの揺らぎに分解し、揺ら

ぎの 2次の項を積分することで、1-ループ有効作用を計算する。そしてその結果

と IIB型超弦理論側との対応を見る。
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1-ループ有効作用W は付録 AにおいてXµを pµに置き換えることで求まり、

それは

W =
1

2
Tr log(P 2

λδµν − 2iFµν)

−1

4
Tr log

(
(P 2

λ +
i

2
FµνΓ

µν)(
1 + Γ11

2
)

)
− Tr log(P 2

λ ), (2.72)

となる。ただし Pµ, Fµνは、次のように行列空間M に作用する随伴演算子

PµM = [pµ,M ],

FµνM = [fµν ,M ], (2.73)

で、fµν = i[pµ, pν ]である。

今、fµν = c数 ≡ cµνの時は特別で、これはBPS飽和状態に相当する。実際に、

N = 2の超対称性（2.3）、（2.4）で δ(1)ψ = ±1
2
cµνΓ

µνεとなり、ξ = ±1
2
cµνΓ

µνεと

することで

(
δ(1) ∓ δ(2)

)
ψ = 0, (2.74)

(
δ(1) ∓ δ(2)

)
Aµ = 0, (2.75)

とできる。つまり任意の εに対し ξが決まることとなり、この背景では超対称性

の半分は残っている。そして fµν = c数では（2.73）より Fµν = 0なので

W = (
1

2
· 10− 1

4
· 16− 1)Tr log(P 2

λ ) = 0. (2.76)

これは、超対称性のため１-ループ量子補正が消えることを意味しており、BPS-

飽和状態は補正がなく安定しているという超弦理論の側の事実と一致している。

実際、上の計算ではボゾンとフェルミオンの寄与が打ち消しあっていることが分

かる。このようなBPS-飽和状態の簡単な例の一つは、解（2.62）である。実際こ

の解に対し

f01 = i[p0, p1] = − TL

2πn
, (2.77)

他の fµν = 0, (2.78)

で、確かに fµν = c数となっており、BPS-飽和状態となっている。
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2.3.3 D1-ブレイン間の相互作用

この副節では 2つのD1-ブレインを表す解に対し、前副節と同様に、1-ループ

有効作用を計算をする。2.3.1で、2つのD1-ブレインを対角ブロックに入れるこ

とで作用 S ′IIBMM（2.53）の古典解を得た。このとき新たにできた非対角ブロック

が、2つのD1-ブレイン間の相互作用を表していることをみていく。

まず、２つの平行なD1-ブレインを表す解（2.67）を考える。このとき

f01 = i[p0, p1] = − TL

2πn
, (2.79)

他の fµν = 0, (2.80)

なので、fµν = c数である。これは前副節の場合と同じ状況となり、１-ループ有

効作用はゼロで、この解はBPS飽和状態を表す。これは、超弦理論での 2つの平

行なD1-ブレインの間には、グラビトンと反対称テンソルの寄与が相殺して力が

働かないということと一致する。

次に 2つのD1-ブレインが反平行な場合を表す解（2.69）の量子補正の計算を

する。今、解（2.69）からパウリ行列の第 3成分 σ3を使うと

f01 = i[p0, p1] = i
TL

2πn




[q, p] 0

0 −[q, p]


 = − TL

2πn
⊗ σ3, (2.81)

他 fµν = 0, (2.82)

となる。これより

[p0, f01] = − T 2L

(2πn)
3
2

[
q ⊗ 12, 1n ⊗ σ3

]
= 0, (2.83)

[p1, f01] = − TL2

(2πn)
3
2

[
p⊗ σ3, 1n ⊗ σ3

]
= 0, (2.84)

[p2, f01] = −TLb

4πn

[
1n ⊗ σ3, 1n ⊗ σ3

]
= 0, (2.85)

[他 pµ,他 fνλ] = 0, (2.86)

であるから

[pµ, fνλ] = 0. (2.87)
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このように [pµ, fνλ] = c数のときヤコビ恒等式を使って

[
P 2

λ , Fµν

]
M = 0, (2.88)

となるので、P 2
λ とFµνは互いに交換するので同時対角化できる。そうすると、各

成分ごとに別々のローレンツ変換を行っても良いので、Fµνは次のようにローレ

ンツベクトルの足に関して反対称行列の標準形までもっていくことができる：

Fµν =




0 −a1

+a1 0

. . .

0 −a5

+a5 0




. (2.89)

このとき有効作用において、ローレンツの足に対する部分が具体的にかける。有

効作用（2.72）のボゾン部分（１項目）は

Tr log(P 2
λδµν − 2iFµν) =

5∑
i=1

Trlog
(
(P 2

λ )2 − 4a2
i

)
, (2.90)

となる。有効作用（2.72）のフェルミオン部分（２項目）は Γµνの固有値を±i、

Γ11 = iΓ1Γ2 · · ·Γ10の固有値を 1として

Trlog

(
(P 2

λ +
i

2
FµνΓ

µν)(
1 + Γ11

2
)

)
=

∑
s1=±1,...,s5=±1

s1···s5=1

Trlog
(
P 2

λ − (a1s1 + · · ·+ a5s5)
)
.

(2.91)

よって有効作用（2.72）は

W =
1

2

5∑
i=1

Trlog
(
(P 2

λ )2 − 4a2
i

)

−1

4

∑
s1=±1,...,s5=±1

s1···s5=1

Trlog
(
P 2

λ − (a1s1 + · · ·+ a5s5)
)

−Tr log(P 2
λ )

=
1

2

5∑
i=1

Tr log

(
1− 4a2

i

(P 2
λ )2

)

−1

4

∑
s1=±1,...,s5=±1

s1···s5=1

Trlog(1− a1s1 + · · ·+ a5s5

P 2
λ

), (2.92)
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ここで（2.73）のように 1⊗ σ3に対する随伴演算子Σ3を次のように定義する。

Σ3M = [1⊗ σ3,M ]. (2.93)

そうすると

[P0, P1] = i
TL

2πn
Σ3, (2.94)

P2 =
b

2
Σ3, (2.95)

となる。Σ3の固有値は 0, 0, +2,−2である。もし固有値が 0の時、Fµν = 0となり

1-ループ有効作用の寄与はない。Σ3の固有値が±2の時（2.95）より（2.72）の

P 2
λ は調和振動のように振る舞い、その固有値は 4( TL

2πn
)(k + 1

2
) + b2 となり、また

P 2
λ は n × nの行列に作用するのでその固有値は n重に縮退している。またゼロ

でない aiはΣ3の固有値が±2の時 a1 = ±2 TL
2πn
なので（2.92）は

W =
1

2

5∑
i=1

Tr log

(
1− 4a2

i

(P 2
λ )2

)

−1

4

∑
s1=±1,...,s5=±1

s1···s5=1

Tr log

(
1− a1s1 + · · ·+ a5s5

P 2
λ

)

=
1

2
Tr log

(
1− 4a2

1

(P 2
λ )2

)

−8

4
Tr log

(
1− 4a1

P 2

)
− 8

4
Tr log

(
1 +

4a1

P 2

)

= Tr log

(
1 + a1

P 2

)4 (
1− a1

P 2

)4

(
1 + 2a1

P 2

) (
1− 2a1

P 2

)

= −n log
∞∏

k=0

(
1 + 1

2k+1+ b
′2
2

)4 (
1− 1

2k+1+ b
′2
2

)4

(
1 + 2

2k+1+ b
′2
2

) (
1− 2

2k+1+ b
′2
2

) . (2.96)

ただし b′ =
√

2πn
TL

bとした。ここで z = 1
4
b
′2

+ 1
2
と置いて

∞∏

k=0

(
1 +

2c

2k + 1 + b
′2

2

)(
1− 2c

2k + 1 + b
′2

2

)

=
∞∏

k=0

(
1 +

c

k + z

)(
1− c

k + z

)

=
(z + c)(z − c)

z2

∞∏

k=1

(
1 +

z + c

k

) (
1 +

z − c

k

) (
1 +

z

k

)−2

=
Γ(z)2

Γ(z + c)Γ(z − c)
, (2.97)
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となる。ただし最後の行で Γ(z) = e−γz

z

∏∞
k=1(1 + z

k
)−1e

z
k を使った。これを使っ

て有効作用を変形すると

W = −n log
Γ(z + 1)Γ(z − 1)Γ(z)6

Γ(z + 1
2
)4Γ(z − 1

2
)4

= −n log

[
z

z−1

(z − 1
2
)4

(
Γ( b′2

4
+ 1

2
)

Γ( b′2
4

)

)8
]

, (2.98)

となる。そして zが大きいときの Γ(z)の式

Γ(z) =
√

2πzz− 1
2 e−zeJ(z),

J(z) =
1

12

1

z
− 1

360

1

z3
+O(

1

z5
), (2.99)

を使って展開すると

W = −n
1

8z3
+O(

1

z4
)

= −8n

(
TL

2πn

)3
1

b6
+O

(
1

b8

)
, (2.100)

となる。これはD1-ブレインに垂直な方向（8次元分）の時空中を伝わる質量ゼロ

の場が作る引力ポテンシャルである。これは弦理論のときと同じく、２つのD1-

ブレインが反平行の場合に生じる、重力場の引力と反対称テンソル場の引力によ

る引力ポテンシャルになっている。

2.3.4 対角ブロック間の相互作用

ここでは対角ブロック間の 1-ループ有効作用を計算する。そして、有効作用に

含まれる相互作用と超弦理論との対応をみる。

背景として次のような対角ブロックを考える：

Aµ = pµ =




p
(1)
µ

p
(2)
µ

p
(3)
µ

. . .




. (2.101)

ただし、p
(i)
µ (i = 1, 2, · · · )は ni× ni行列である。ここで p

(i)
µ は時空のある領域を

占める様々なD-ブレイン的対象物 (D-instantons,D-string,D3-brane,· · · それぞれ
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の混合) とみなす。p
(i)
µ を

p(i)
µ = d(i)

µ 1ni
+ p̃(i)

µ ,

T rp̃(i)
µ = 0, (2.102)

のように分解した時 d
(i)
µ は i番目のブロックの重心座標とみなす。以下ではブロッ

クはお互い十分離れていると仮定する。つまり (d
(i)
µ −d

(j)
µ )2 は大きいと仮定する。

対角ブロック間の有効作用を計算する前に、まず以下のような表記を導入する。

行列Xの (i, j)ブロックをX(i,j)とする。（2.73）で定義される PµX = [pµ, X]の

PµはX(i,j)上の演算子である。実際

(PµX)(i,j) = (d(i)
µ − d(j)

µ )X(i,j) + p̃(i)
µ X(i,j) −X(i,j)p̃(j)

µ , (2.103)

となる。さらに

d(i,j)
µ X(i,j) = (d(i)

µ − d(j)
µ )X(i,j), (2.104)

P
(i,j)
Lµ X(i,j) = p̃(i)

µ X(i,j), (2.105)

P
(i,j)
Rµ X(i,j) = −X(i,j)p̃(j)

µ , (2.106)

の表記を用いると

(PµX)(i,j) = (d(i,j)
µ + P

(i,j)
Lµ + P

(i,j)
Rµ )X(i,j), (2.107)

となる。同じように Fµν についても下のような表記を用いる。今 pµは（2.101）

のようにとっているので

fµν = i[pµ, pν ] =




i[p
(1)
µ , p

(1)
ν ]

i[p
(2)
µ , p

(2)
ν ]

. . .




=




i[p̃
(1)
µ , p̃

(1)
ν ]

i[p̃
(2)
µ , p̃

(2)
ν ]

. . .




=




f̃
(1)
µν

f̃
(2)
µν

. . .




, (2.108)
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である。さらに

F
(i,j)
Lµν X(i,j) = f̃ (i)

µν X(i,j), (2.109)

F
(i,j)
Rµν X(i,j) = −X(i,j)f̃ (j)

µν , (2.110)

の表記を用いると、

(FµνX)(i,j) = (F
(i,j)
Lµν + F

(i,j)
Rµν )X(i,j), (2.111)

となる。さらに Pµと Fµνからなる演算子に対し

Tr O =
n∑

i,j=1

TrO
(i,j)
L TrO

(i,j)
R , (2.112)

が成り立つ。

それでは１ループ有効作用（2.72）を d
(i,j)
µ の逆べきで展開する。まず、有効作

用（2.72）の logを展開して、Γ行列のトレースをとると

W = −Tr

(
1

P 2
Fµν

1

P 2
Fνλ

1

P 2
Fλρ

1

P 2
Fρµ

)

−2Tr

(
1

P 2
Fµν

1

P 2
Fλρ

1

P 2
Fµρ

1

P 2
Fλν

)

+
1

2
Tr

(
1

P 2
Fµν

1

P 2
Fµν

1

P 2
Fλρ

1

P 2
Fλρ

)

+
1

4
Tr

(
1

P 2
Fµν

1

P 2
Fλρ

1

P 2
Fµν

1

P 2
Fλρ

)
+O((Fµν)

5). (2.113)

PµとFµνは (i, j)ブロックに独立に作用するので、１-ループ有効作用W は (i, j)

ブロックの有効作用W (i,j)の足し上げで表される。よって、W (i,j)を i番目のブ

ロックと j番目のブロック間の相互作用と考える。1/(d(i) − d(j))の leading oder
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でW (i,j) を求めると

W (i,j) =
1

(d(i) − d(j))
8

(−Tr(i,j) (FµνFνλFλρFρµ)− 2Tr(i,j) (FµνFλρFµρFλν)

+
1

2
Tr(i,j) (FµνFµνFλρFλρ) +

1

4
Tr(i,j) (FµνFλρFµνFλρ))

+O((1/(d(i) − d(j))9) (2.114)

=
1

4(d(i) − d(j))8

(−4njTr(f̃ (i)
µν f̃

(i)
νλ f̃

(i)
λρ f̃ (i)

ρµ )− 8njTr(f̃ (i)
µν f̃

(i)
λρ f̃ (i)

µρ f̃
(i)
λν )

+2njTr(f̃ (i)
µν f̃ (i)

µν f̃
(i)
λρ f̃

(i)
λρ ) + njTr(f̃ (i)

µν f̃
(i)
λρ f̃ (i)

µν f̃
(i)
λρ )

−4niTr(f̃ (j)
µν f̃

(j)
νλ f̃

(j)
λρ f̃ (j)

ρµ )− 8niTr(f̃ (j)
µν f̃

(j)
λρ f̃ (j)

µρ f̃
(j)
λν )

+2niTr(f̃ (j)
µν f̃ (j)

µν f̃
(j)
λρ f̃

(j)
λρ ) + niTr(f̃ (j)

µν f̃
(j)
λρ f̃ (j)

µν f̃
(j)
λρ )

−48Tr(f̃ (i)
µν f̃

(i)
νλ )Tr(f̃ (j)

µρ f̃
(j)
ρλ ) + 6Tr(f̃ (i)

µν f̃ (i)
µν )Tr(f̃

(j)
λρ f̃

(j)
λρ ))

+O((1/(d(i) − d(j))9). (2.115)

となる。ポテンシャルが遠方で距離の 8乗分の１でおちることから、ブロック同

士は影響しあわない、つまりこの系はクラスター性を満たしている。さらに 8乗

分の１というのは 10次元の物体間の質量ゼロ粒子の相互作用に相当し、実際、上

の式の最後の 2項のテンソル構造に注目すると、グラビトンとスカラーに相当す

る質量ゼロ粒子の交換が分かる。

では最後に、IIB行列模型が多体系の理論であることを説明する。まず、2.2.2

で、IIB行列模型が、IIB超弦理論のシルト型作用を行列正則化したものになっ

ていることを述べた。そして 2.3.1で、そのシルト型作用の D1-ブレインに相当

する古典解を求めた。そして 1つ目のD1-ブレインを第 1ブロックに、2つ目の

D1-ブレインを第 2ブロックに対応させ、IIB行列模型の運動方程式の解を得た。

さらに、その解に対する有効作用を計算すると、弦理論の結果と一致していると

いうことが分った。このことから 2つのブロックからなるブロック対角なものを

考えると、それは 2つの連結成分からなる world volumeを考えていることに対

応する。言い換えると、IIB行列模型は図 1のように弦の多体系を記述しており、

N →∞の極限では無限多体系のダイナミクス、即ち非摂動効果を自然に記述し
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ていると期待されるのである。

図 1: 図の右側は対角ブロックからなる行列である。そして各ブロックが、それ

ぞれD-ブレインのようなworld volumeに対応している。
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2.4 時空の4次元性

この節では IIB行列模型の対角成分に対する有効作用を解析することで、IIB

行列模型の非摂動効果としての時空の 4次元性について説明する。

2.4.1 対角成分の有効作用

これまでは、IIB行列模型の対称性やグリーン・シュワルツ作用との関係、そ

して相互作用を含んだ多体系を表していることなどを述べてきた。前節では、作

用のフェルミオンの対角成分を考慮に入れずに見てきた。ここではそのフェルミ

オンの対角成分（ゼロモード）も含めて考える。フェルミオンの対角成分も考え

ることで、この模型のダイナミカルな性質、つまり行列の固有値分布としてどの

ような時空が現われるのか、そしてこの模型の収束性がどのようになるのかにつ

いて述べる。

ここでは IIB行列模型 SIIBMM（2.1）の対角成分の１-ループ有効作用を求める。

そのため、行列Aµ, ψを次のように対角成分と非対角成分に分ける：

Aµ = Xµ + Ãµ ; Xµ =




x1
µ

x2
µ

. . .

xN
µ




,

ψ = ξ + ψ̃ ; ξ =




ξ1

ξ2

. . .

ξN




. (2.116)

ただし Xµ, ψ はトレースレスとする。以下では、まず非対角部分 Ãµ, ψ̃ を積分

し、対角成分に対する有効作用Seff [X, ξ]を求める。さらに時空点同士の有効作用

Seff [X]を求めるために ξについて積分する。ただし、対角成分同士の間の距離が

十分離れている場合について見る。この時、1-ループの有効作用は遠方で良い近

似である。実際、g2での展開係数は、次元解析から分かるように、

g2

(xi − xj)4
, (2.117)
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となり、対角成分同士が十分離れているときは、良い近似であることが分かる。

まず非対角部分 Ãµ, ψ̃を積分するために、作用SIIBMM（2.1）を（2.116）で展開

し非対角成分の 2次までの項 S2とそれ以上の項 Sint に分ける。そして S2にゲー

ジ固定項とゴースト項を加えると

S2 + Sg.f. + Sghost = − 1

2g2
tr

(
[Xµ, Ãν ][X

µ, Ãν ] + ¯̃ψΓµ[Xµ, ψ̃]

+[ξ̄, Ãµ]Γµψ̃ + ¯̃ψΓµ[Ãµ, ξ]

+2[Xµ, b][A
µ, c]

)
, (2.118)

となる。ここでまず S̃ = S2 + Sg.f. + Sghostの項について、行列の成分で書くと

S̃ =
1

g2

∑
i<j

(
(xi

ν − xj
ν)

2Ãij
µ
∗Ãijµ − ¯̃ψjiΓµ(xi

µ − xj
µ)ψ̃ij

+(ξ̄i − ξ̄j)Γµψ̃ijÃij
µ

∗
+ ¯̃ψjiΓµ(ξi − ξj)Ãij

µ

−bji(xi
µ − xj

µ)2cij
)
, (2.119)

となる。以下では xij
µ ≡ xi

µ− xj
µ, ξ

ij ≡ ξi− ξjとする。今 Ãµ, ψ̃は対角になってい

ないので対角化する。Γµxij
µ の逆行列は Γµxij

µ /x2なので

S̃ =
1

g2

∑
i<j

(
Ãij

µ
∗(xij

µ )2
(
ηµν + ξ̄ijΓµανξij x

ij
α

x4

)
Ãij

ν

−
(

¯̃ψji − ξ̄ijΓµÃij
µ

∗Γνxij
ν

x2

)
Γρxij

ρ

(
ψ̃ij − Γλxij

λ

x2
ΓσξijÃij

σ

)

−bij∗(xij
µ )2cij − bij(xij

µ )2cij∗
)

, (2.120)

となる。よって積分を実行すると

e−S1−loop
eff [X,ξ] =

∫
dÃdψ̃dbdc e−(S2+Sg.f.+Sghost)

=
∏
i<j

(
det

(
(xij

ρ )2(ηµν + Sµν
(ij))

)−1

det
(
Γρxij

ρ

)(
(xij

µ )2
)2

)

=
∏
i<j

detµν

(
ηµν + Sµν

(ij)

)−1
(
(xij

ρ )2
)(−10+8+2)

=
∏
i<j

detµν

(
ηµν + Sµν

(ij)

)−1
, (2.121)
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となり、

S1−loop
eff [X, ξ] = − log

∏
i<j

detµν

(
ηµν + Sµν

(ij)

)−1

=
∑
i<j

tr log(ηµν + Sµν
(ij)), (2.122)

となる。ただし

Sµν
(ij) = (ξ̄i − ξ̄j)Γµαν(ξi − ξj)

(xi
α − xj

α)

(xi − xj)4
. (2.123)

さらに logの展開をすると、Sµν
(ij)の性質よりさらに具体的になり扱いやすくなる。

Sµν
(ij)は 16成分スピノール ξの 2次式なので、logの展開は 8乗までとなる。さら

にSµν
(ij)は反対称テンソルとなっているため、Sµν

(ij)の奇数次の項はトレースを取る

と消える。よって１-ループ有効作用は

S1−loop
eff [X, ξ] =

∑
i<j

tr log(ηµν + Sµν
(ij))

= −
∑
i<j

tr
(S2

(ij)

2
+

S4
(ij)

4
+

S6
(ij)

6
+

S8
(ij)

8

)
, (2.124)

となる。ここで ξの 4次式についてフィルツ変換を使うと、次のような関係式を

得る。

(ξ̄Γµαβξ)(ξ̄Γν
αβξ) = 0, (2.125)

(ξ̄Γµναξ)(ξ̄Γλρ
αξ) = (ξ̄Γµλαξ)(ξ̄Γνρ

αξ)− (ξ̄Γµραξ)(ξ̄Γνλ
αξ). (2.126)

式（2.125）より tr(Sµν
(ij))

2はゼロとなる。また上の関係式は ξの 4次式では完全

対称テンソルは作れないことが分かる。さらに ξを 12個使って完全対称テンソ

ルを作ることもできない。よって、tr(Sµν
(ij))

6もゼロとなる。結局１-ループ有効

作用は次のようになる。

S1−loop
eff [X, ξ] = −

∑
i<j

tr
(S4

(ij)

4
+

S8
(ij)

8

)
. (2.127)

それでは次のステップ、時空座標Xの有効作用を求めるために、ξ積分の手続
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きをみていく。つまり、実行すべき積分は

∫
dX e−Seff [X] =

∫
dXdξ e−Seff [X,ξ]

=

∫
dXdξ

∏
i<j

[
1 +

tr(S4
(ij))

4

+

(
1

2

(tr(S4
(ij))

4

)2

+
tr(S8

(ij))

8

)]
, (2.128)

である。ここでこの積分を見やすくするために、最後の大括弧の中の２項目は

(ξij)
8/(xij)

12, 3項目は (ξij)
16/(xij)

24の形をしていることを利用して、グラフ的

に考える。最後の 2項は xi− xjの関数なので、時空点 xiと xjを線で結ぶような

グラフで考える。さらに tr(S4
(ij))/4と（tr(S4

(ij))
2/32 + tr(S8

(ij))/8）の項はそれぞ

れ ξi
α− ξj

α の 8成分と 16成分を含むのでそれぞれ 8本線、16本線で描く。以下で

はそれぞれ 8重結合、16重結合と呼ぶこととする。このように考え、式（2.128）

の
∏

i<j についての多重積を展開すると、各項は 8重結合又は１６重結合で結ば

れたグラフになっていることが分かる。よって、式（2.128）は

∫
dXdξe−S1−loop

eff [x,ξ]

=

∫
dXdξ

∑

G:graph

∏

(ij):bond of G





(
tr(S4

(ij)
)

4

)
: (8重結合)

(
1
2

(
tr(S4

(ij)
)

4

)2

+
tr(S8

(ij)
)

8

)
: (16重結合)

(2.129)

となる。さらにこの ξ積分を実行した後どんなグラフが残るかを見るために、ス

ピノール ξi
α の成分について考える。まず、スピノールの第 1成分 ξi

1に注目する。

すると式（2.128）は

∫
dX

∫ N−1∏
i=1

dξi
2 · · · dξi

16

N−1∏
i=1

dξi
1

∏
i<j

(C0 + C1 · (ξi
1 − ξj

1)), (2.130)

と書かれる。ただしC0とC1は xij
µ=0, · · · , xij

µ=9と、ξij
α=2, · · · , ξij

α=16 から作られて

いる多項式である。これもグラフで考え、2項目を 1本線で表すとすると、次の

ことが分かる。

１．）ξi
1は iについてN − 1の独立な成分を持つので、フェルミオンの積分の性

39



質から ξi
1 · · · ξN−1

1 のみの寄与を与える。つまりグラフ的に（N − 1）本の線で描

かれているものだけ残る。

２．）もしグラフにループがあれば、次のようなデルタ関数の積となり、寄与は

なくなる。

δ(ξi1
1 − ξi2

1 )δ(ξi2
1 − ξi3

1 ) · · · δ(ξi(k−1)

1 − ξik
1 )δ(ξik

1 − ξi1
1 ) = 0. (2.131)

以上より ξi
1の作るグラフはループが無く、すべが連結しているものに限られ

る。つまりmaximal tree的な構造になっているのが分かる。残りの ξi
α=2,··· ,16につ

いても同じことが言え、全体としてそれらの重ね合わせとなる。しかし、それら

のすべてが効くわけではなく、式（2.129）より、それぞれは 8重結合か 16重結

合になっていなければならない。その中で、特に、8重結合は考えず、16重結合

だけからなるものを考えると、それはブランチドポリマー的構造になっている。

2.4.2 遠距離での収束性

ここでは、有限のN での gの摂動のすべてのオーダーでX積分が収束するこ

とを述べる。特に、各オーダーでの部分的な発散も無いことを示す。一般に、M

次元空間RM の任意の超平面上の積分の見かけの発散次数が負であれば、M 次

元空間の多重積分は収束するという数学の定理を使って説明する。

まず、線形変換



y1

...

yN−1




= T




x1

...

xN−1




,




η1

...

ηN−1




= T




ξ1

...

ξN−1




, (2.132)

を適用し、y1 · · · ymを大きな値とし、ym+1 · · · yN−1を固定する場合を考える。つ

まり、m次元の超平面を考える。このとき、

∫
dXe−Seff [X] −→

∫
dy1

µ · · · dym
µ e−Seff [y], (2.133)

となり、さらに式（2.119）よりファイマンルールは

< ψ̃ij ¯̃ψij > ≡
i

j
<
> = − 1

(xi − xj)µΓµ
, (2.134)
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< Ãij
µ Ã∗

ν
ij > ≡ a a a a` ` ` `a a a a` ` ` `

i

j

µ ν
<
> =

ηµν

(xi − xj)2
, (2.135)

Ãψ̃ξ vertex ≡ a à̀a à̀h
<
>

<
>

i

j

i

j

µ = Γµ(ξi − ξj). (2.136)

このファイマンルールより、有効作用は (ξi − ξj)(xi − xj)−
3
2 のべきで出てくる。

今、これに（2.132）の線形変換をさせると、(
∑

k Cij
k ηk)(

∑
k Cij

k yk)−
3
2 となる。η

が 16成分であることを考えれば、η積分の後、

| e−Seff [y] | <
1

∏m
i=1

∏16
α=1 y

− 3
2

iα

(2.137)

であることが分かる。よってm次元の超平面の見かけの発散次数は負となる。

次に 1-ループだけでなく、高次の相互作用までみる。例えば次のようなダイア

グラフムは

i

k j

¡¡

@@

@@

¡¡

<

<

<

<aaa
``

aaa
``

h
<

>
<

>

aaa
``

aaa
``h

<
>

<>

a a a
` `

a a a
` `

h
<

>
<

>

a a a
` `

a a a
` ` h

<<
>>

∝ (ξij)2

(xij)3

(ξik)2

(xik)3

g2

((xij)2(xik)2)

= (ξij(xij)−
3
2 )4 g2

(xij)4
, (2.138)

となる。この場合 ξij(xij)−
3
2 のべき以外に (xij)−4の次数を含み、より収束性が良

くなることが分かる。

2.4.3 短距離での振る舞い

上の副節では、対角成分同士の間の距離が十分離れている場合について見てき

た。ここでは、対角成分同士の間の距離が小さい場合、時空作用に対する有効作

用にはどのような性質があるのかについて見ていく。具体的には、行列の２成分

間の距離は小さく、その他は離れている場合を考える。

まず、N ×Nの行列を左上の 2× 2の行列とそれ以外に分け、2× 2の行列の対

角成分の間の距離が小さい場合を考える。(N − 2) × (N − 2)の行列の非対角成
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分と 2× (N − 2)の行列について積分し、その後の残った自由度について書くと、

Aµ 3




A
U(2)
µ

x3
µ

. . .

xN
µ




, AU(2)
µ = xµ1 + ASU(2)

µ , (2.139)

ψ 3




ψU(2)

ξ3

. . .

ξN




, ψU(2) = ξ1 + ψSU(2). (2.140)

である。2 × 2の行列と (N − 2) × (N − 2)の行列の非対角成分に対する有効作

用は

Seff [ASU(2)
µ , ψSU(2); xµ, ξ; x

3
µ, · · · , xN

µ , ξ3, · · · , ξN ]

= S[ASU(2)
µ , ψSU(2)]

+S ′eff [xµ, ξ; x
3
µ, · · · , xN

µ , ξ3, · · · , ξN ]

+Sint[A
SU(2)
µ , ψSU(2); xµ, ξ; x

3
µ, · · · , xN

µ , ξ3, · · · , ξN ] (2.141)

１項目はもとの作用の SU(2)部分である。２項目は xµ, ξと (N − 2)× (N − 2)行

列の対角成分との相互作用で、2.4.1でみたように、対角成分同士の距離が十分離

れている場合に相当する。３項目は SU(2)部分と (N − 2)× (N − 2)行列の対角

成分との相互作用を示し、１項目に比べてその寄与は小さいので無視する。

今見たいのはSU(2)部分で、その２点の相対座標のダイナミクスを見たい。[6]

の付録Bで解析されているように SU(2)部分の相対座標 rµの分布は

∫
d10rf(r) =

∫
d10relog f(r),

f(r) ∼




1/r24 r2 À g

r8 r2 ¿ g
(2.142)

となっている。よって、これより２点の座標が近い時には、−8 log r型の斥力が

生じていることがわかる。今、これは SU(2)が１ブロックについて考えた。同じ

様にして、SU(2)が２ブロック以上やSU(3), SU(4), · · · について解いていくこと
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も可能である。ここではこれ以上見ないが、SU(2)の例で見たような斥力が生じ

ていると思われる。よって対角成分同士の間の距離が小さい場合は、

Score[X] =
∑
i<j

g(xi − xj), (2.143)

ただし

g(xi − xj) =




−4 ln((xi − xj)2/g) for (xi − xj)2 ¿ g

0 for (xi − xj)2 À g
, (2.144)

のようなポテンシャルがある。

この章の最後に、非摂動的定式化として期待される性質として、時空のダイナ

ミカルな生成についてもう少し述べる。まず、分配関数での経路積分の計算を考

える。

Z =

∫
DADψ̄Dψ e

− 1
g2 Tr

(
1
4
[Aµ,Aν ]2+ 1

2
ψ̄Γµ[Aµ,ψ]

)
. (2.145)

この時、フェルミオンψについてのこの積分はパフィアンとなり、そこから来る

位相は一般に複素数である。そのため、ボゾンAµについての積分の段階で、こ

の位相のせいで相殺が起こり、寄与は小さくなる。しかし時空次元が低次元にお

ちると、その位相は実数となり [2]相殺は起こらないのである [28]。このことから

時空次元は低次元が好まれることが分かる。

さらに 2.4.1で述べたように、IIB行列模型において、時空構造にはブランチ

ドポリマー的構造がみえることを述べた。そしてそのブランチドポリマーのハウ

スドルフ次元は 4であることも分っている [29]。ハウスドルフ次元とは、系全体

を密度一定に押し潰したら、どのくらいまで押し潰されるかというものである。

よって時空の次元は 4次元以下にはおちないと思われる。

このように低次元が好まれることと、ブランチドポリマーのハウスドルフ次元

が 4であるという２点より、4次元の時空が生成される可能性は高いと思われる。

その他、時空の 4次元性については [7, 8]でも解析されている。[7]では改良さ

れた平均場近似を用いて、4次元時空の可能性について議論されている。そこで

は我々の住む時空を d次元とし、残りの 10− d次元がコンパクト化され、IIB行

列模型が持つ 10次元ローレンツ対称性 SO(10)が SO(d)に自発的に破れたと仮
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定する。そして、その自由エネルギーを計算し、最も安定する dの値を調べてい

る。また、我々の時空の拡がりをR、コンパクト化された空間の拡がりを rとし、

その比R/rが大きくなるような dの値を調べている。その結果 SO(4) (d = 4)の

ときが最も自由エネルギーが低く、R/rが大きくなっていることが示されている。
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2.5 非可換ヤン・ミルズ理論の実現

この節では IIB行列模型における非可換幾何との関係について述べる。IIB行

列模型は行列からなるので、非可換幾何と関係するのは自然であり、この IIB行

列模型から非可換ヤン・ミルズ理論が自然に実現させることができることを説明

する [10]。

IIB行列模型の古典的運動方程式は [Ai, [Ai, Aj]] = 0で与えられる。ここで、

[p̂i, p̂j] = iBij, (2.146)

を満たす古典解を持ってくる。ただし、p̂iは非可換運動量で、Bijは c-数である。

よって、(2.146)は運動方程式を満たす。行列Bij のランクを d̃とする。ここで、

行列Aiを古典解 p̂iと量子揺らぎ âiに分ける：Ai = p̂i + âi。そして、この量子揺

らぎにおいてフーリエ変換を施す：

âi =
∑

k

ãi(k) exp(iCijkip̂j), ψ̂ =
∑

k

ψ̃(k) exp(iCijkip̂j), (2.147)

ただし、CijはBijの逆行列とする (つまり、 C ijBjk = δi
k)。行列はエルミートな

ので ã?(k) = ã(−k)と ψ̃?(k) = ψ̃(−k)を要求する。

ここでまず 2つの行列の積を考える。キャンベル・ベーカー・ハウスドルフの

公式 eAeB = exp(A + B + 1
2
[A,B] · · · )を使うことで、

âib̂j =
∑

k,l

ãi(k)b̃j(l) exp(iCrskrp̂s) exp(iCtultp̂u)

=
∑

k,l

ãi(k)b̃j(l) exp(iCrs(kr + lr)p̂s +
i2

2
CrsCtukrltiBsu)

=
∑

k,l

ãi(k)b̃j(l) exp(iCrs(kr + lr)p̂s +
−1

2
CrsCtukrlti(−Bus))

=
∑

k,l

ãi(k)b̃j(l) exp(iCrs(kr + lr)p̂s +
i

2
Crskrls). (2.148)

を得る。

次に、簡単な場合 (2次元)について、行列のトレースを考える。この系では非

可換パラメータBij =


 0 −B

B 0


である (つまり、 Cij =


 0 B−1

−B−1 0


)。
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さらに、古典解を [q̂, p̂] = +iとなるように p̂0 = q̂ と p̂1 = p̂ とする。そうすると、

Tr exp(iC ijkip̂j) = Tr exp(iB−1(k0p̂− k1q̂))

=

∫
dq〈q| exp(ik0p̂B

−1) exp(−ik1q̂B
−1) exp(ik0k1B

−1)|q〉

= 2πBδ(k0)δ(k1) = (2π)2 1

2π

√
det Bδ(k0)δ(k1). (2.149)

最後に随伴演算子 Piô = [p̂i, ô] の作用を考える。これは âiに次のように作用

する：

Piâj = [p̂i, âj] =
∑

k

ãj(k)[p̂i, exp(iC lmklp̂m)] =
∑

k

kiãj exp(iC lmklp̂m).

(2.150)

これらの関係 (2.148), (2.149) と (2.150)を踏まえて、IIB行列模型から非可換

ヤン・ミルズ理論への変換ルールを考える。

• IIB行列模型での âiを非可換ヤン・ミルズ理論側で ãi(k) exp(ikjx
j)に変換

する。

âi −→
∑

k

ãi(k) exp(ikjx
j) (2.151)

これはN ×N 行列から c-数の関数への変換である。後で見るように、これ

は U(1)非可換ヤン・ミルズ理論への変換である。

• (2.148)の関係は行列の積が非可換ヤン・ミルズ理論では星積に変換するこ

とを意味する。

âib̂j −→ ai(x) ? bj(x) ≡ exp(
iC lm

2

∂2

∂ξl∂ηm
)ai(x + ξ)bj(x + η)|ξ=η=0.

(2.152)

非可換性はキャンベル・ベーカー・ハウスドルフの位相因子からきている。

• (2.149)の関係式はN × N 行列のトレースが時空に関する積分に置き換わ

ることを意味する：

Tr(âi) −→
√

det B(
1

2π
)

d̃
2

∫
dd̃xa(x), (2.153)

ただし、d̃は行列Bijのランクで、それはマップされた理論での時空の次元

に相当する。
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• (2.150)の関係式は随伴演算子 Piが d̃次元の非可換ヤン・ミルズ理論での

a(x)に対する微分と解釈できることを意味する：

Piâj(= [pi, âj]) −→ −i∂i. (2.154)

それゆえ、IIB行列模型でのAiとの交換子は共変微分に変わる：

[Ai, ô] = [p̂i + âi, ô] −→ Dio(x) = −i∂io(x) + ai(x) ? o(x)− o(x)?ai(x).

(2.155)

特に、共変微分どうしの交換子は場の強さを表す：

[Ai, Aj] −→ −i(∂iaj(x)− ∂jai(x)) + [ai(x), aj(x)]? ≡ Fij. (2.156)

• この変換ルールによって IIB行列模型での運動量から座標が現われる。

(2.151)の変換から IIB行列模型から非可換ヤン・ミルズ理論の座標を出す

ことができる：

C ij p̂j −→ xi. (2.157)

これは普通の量子力学での座標と運動量との交換関係が非ゼロになるとい

うのと同じで、時空の非可換性は空間の量子化であり、行列の運動量から

座標が自然に出てきたということは、普通の量子力学と時空の量子化とし

ての非可換代数とは強く関係していることが分かる。

さらに (2.151)は次の特徴も持つ。長波長 (|k| ¿ λ)、つまり低エネルギーE ∼
hc
波長λ

では âiは交換する：

[âi , âj] =
∑

k,l

ãi(k)ãj(l)[exp(iCrskrp̂s) , exp(iCtultp̂u)]

=
∑

k,l

ãi(k)ãj(l) exp(iCrs(kr + lr)p̂s)

×(exp(
i2

2
CrsCtukrltiBsu)− exp(

i2

2
CrsCtukrltiBus))

Bsu=−Bus= 2i
∑

k,l

ãi(k)ãj(l) exp(iCrs(kr + lr)p̂s) sin(
1

2
Crskrls).

(2.158)
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低エネルギー極限は空間 xi = Cij p̂j の準古典極限とみなすことができる。よっ

てこの変換をすることで IIB行列模型から d̃次元非可換ヤン・ミルズ理論が得ら

れる：

− 1

g2
Tr

(
1

4
[Ai, Aj][A

i, Aj] +
1

2
ψ̄Γi[Ai, ψ]

)

−→ d̃nB2

4g2
−
√

det B
( 1

2π

) d̃
2

∫
dd̃x

1

g2

(
1

4
FabF

ab

　 +
1

2
[Da, αρ][D

a, αρ] +
1

4
[αρ, αχ][αρ, αχ] +

1

2

(
ψ̄Γa[Da, ψ] + ψ̄Γρ[αρ, ψ]

))

?

.

(2.159)

IIB行列模型の行列が関数に変換されたので、この非可換ヤン・ミルズ理論はU(1)

ゲージ群を持つ。ヤン・ミルズ結合は gY M = g2(2π
B

)
d̃
2 である。添え字 a, b, · · · は

変換された非可換ヤン・ミルズ理論の d̃次元時空まではしる。又、共変微分の交

換子は場の強さ Fab = [Da, Db]?である。

さらに、U(m)ゲージ群を持つ非可換ヤン・ミルズ理論も得ることができる。そ

れは

p̂i −→ p̂i ⊗ 1m, (2.160)

とすることで得られる。フーリエ展開は

âi =
∑

k

ãi(k)m×m exp(iCijkip̂j), ψ̂ =
∑

k

ψ̃(k)m×m exp(iCijkip̂j), (2.161)

となる。ただし、ãi(k) と ψ̃(k) はm×m行列である。
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3 ギンスパーグ・ウィルソン関係式とインデックス定理

前章で見たように IIB行列模型は超弦理論の非摂動定式化として多くの証拠が

挙げられ、IIB行列模型の持つ特徴から最も基本的な理論としてふさわしいと思

われる。しかし、IIB行列模型が最も基本的な理論であるというためには、IIB

行列模型において我々の住む 4次元時空でのカイラル・フェルミオンを実現させ

ることが必要である。そのためには、IIB行列模型において、我々の住む 4次元

時空以外の余剰次元空間で、非自明なインデックスを持たせる必要がある。この

章では、余剰次元空間として非可換 2次元球面を考え、その上で明白にインデッ

クスを出すディラック演算子の構成方法を説明する。そして、そのディラック演

算子のインデックスがトポロジカル・チャージと関係することをみることで、イ

ンデックス定理が成り立つことを見る。さらに、非自明なトポロジカル・チャー

ジを持つ配位としてモノポール配位を考え、その配位に対して、トポロジカル・

チャージがゼロでない値を持つことを見る。

3.1 非可換2次元球面上のディラック演算子

この節では非可換 2次元球面上でのディラック演算子とその特徴について考え

る。まず、非可換 2次元球面は 2.2.1で述べたように、座標として xi = αLi を考

えることで得られる。ただし Liは SU(2)代数の n次元既約表現行列である。こ

こで、演算子の意味でつけていた∧は省いた。この後も必要なとき以外は省略す
る。また、2.2.1では既約表現LiはN 次元行列としたが、この後の議論のため n

次元とした。非可換 2次元球面上の波動関数は n× n行列で書かれる。また、そ

れは (2.22)で見たように非可換球面調和関数 Ŷlmで展開される。ただし角運動量

lは上限 n − 1を持つ。また、2次元球面上での微分 Liは非可換 2次元球面上で

は、任意のエルミート行列 M̂ に対して Liの随伴演算子として作用する：

LiM(Ω) = −iεijkxj∂kM(Ω) ←→ L̃iM̂ = [Li, M̂ ] = (LL
i − LR

i )M̂. (3.1)

ただし、Liの右肩についているL, (R)は、その演算子が行列に対して左、(右)か

ら作用することを意味する。また、球面上での積分は行列のトレースによって与
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えられる： ∫
dΩ

4π
M(Ω) ←→ 1

n
tr[M̂ ]. (3.2)

現在、そのような非可換2次元球面において、対称性とダブラーの有無から次の3

つのタイプのディラック演算子が構成されている：DGKP[19, 15],DWW[18],DGW[20]。

これらの 3つのタイプのディラック演算子の特性を表 1にまとめた。DWWは格子

表 1: DWW, DGKP,DGWの特徴

Dirac op. カイラル対称性 ダブラーフリー Index 格子ゲージ理論との対応

DWW © × いつもゼロ 素朴なフェルミオン

DGKP × © 見にくい ウィルソン・フェルミオン

DGW 4 © 見やすい GW フェルミオン

ゲージ理論での素朴なディラック演算子に対応するもので、カイラル対称性を明

白に持つが、ダブラーのためカイラリティ正と負の状態が同じ数だけもつのでイ

ンデックスはいつもゼロになる。DGKPは格子ゲージ理論でのウィルソンタイプ

のディラック演算子に対応し、ダブラーフリーになるように構成されている。し

かしカイラル対称性を持たないのでインデックスが見えにくい形になっている。

DGWは格子ゲージ理論でのギンスパーグ・ウィルソン・ディラック演算子 [30]に

対応し、GW 関係式を満たすように構成され、ダブラーも無い。よって、イン

デックスが見やすい形になっている1。3.1.1ではDGKPとその特徴について簡単

に説明し、3.1.2では、インデックスを明白に見ることができるGW ディラック

演算子DGWの構成方法とインデックス定理について説明する。

3.1.1 GKP ディラック演算子DGKP

この副節ではウィルソンタイプのディラック演算子であるDGKPについて見る。

このディラック演算子は [19, 15]で構成されている。そのフェルミオン作用とディ

1GW 関係式は格子ゲージ理論で発展した。有限カットオフでのカイラル対称性 [31, 32]やイ

ンデックス定理 [33, 31]は GW ディラック演算子を用いることで実現されている。
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ラック演算子は

SGKP = tr[Ψ̄DGKPΨ], (3.3)

DGKP = σi(L̃i + ρai) + 1, (3.4)

によって与えられる。aiは U(k)ゲージ群のゲージ場で、Ψはゲージ群の基本表

現のフェルミオン場である。aiとΨはそれぞれ nk × nkと nk × nのエルミート

行列で表される。この作用は次のゲージ変換の下で不変である：

Ψ → UΨ,

Ψ̄ → Ψ̄U †,

ai → UaiU
† +

1

ρ
(ULiU

† − Li). (3.5)

なぜなら、ボゾン的な行列Aiは

Ai ≡ Li + ρai, (3.6)

のように共変座標としてかかれており、次のように共変的に変換するからである：

Ai → UAiU
†. (3.7)

可換極限をとると、そのディラック演算子 (3.4)は

DGKP → Dcom = σi(Li + ρai) + 1, (3.8)

となる。これは可換 2次元球面上の普通のディラック演算子である。3次元空間

でのゲージ場 aiは次のように 2次球面上の接線成分 a′iと、垂直成分 φに分解す

ることができる：




a′i = εijknjak,

φ = niai,
(3.9)

⇐⇒ ai = −εijknja
′
k + niφ. (3.10)

ただし、ni = xi/ρは xi方向の単位ベクトルである。垂直成分 φは 2次元球面上

のスカラー場である。よって、ディラック演算子DcomとDGKP はスカラー場と

結合している。
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ここで、次のようなカイラリティ演算子を考える：

ΓR = a

(
σiL

R
i −

1

2

)
. (3.11)

ただし、

a =
2

n
, (3.12)

は格子理論での格子間隔に相当するものとして導入した。σiはパウリ行列で、ΓR

は行列とスピノール空間に作用する演算子である。また (ΓR)2 = 1となる。その

演算子の可換極限をとると

γ = niσi, (3.13)

となる。これは普通の 2次元球面上のカイラリティ演算子になる。ディラック演

算子DGKPとこのカイラリティ演算子 ΓRとの反交換子を考えると

DGKPΓR + ΓRDGKP = 2a(L̃i + ρai)L
R
i − aDGKP, (3.14)

となり、ディラック演算子DGKPはカイラリティ演算子 ΓRと反交換しない。ま

た、このディラック演算子DGKPのスペクトルは付録 Dで求めている。そのス

ペクトルをみると分かるようにダブラーは無い。しかし上で述べたように、ディ

ラック演算子DGKP はスカラー場と結合しており、インデックスが見にくくなっ

ている。よって次の副節では、インデックスが明白に見えるディラック演算子の

定式化をする。

3.1.2 GW ディラック演算子DGW とインデックス定理

この副節では、非自明な位相不変量をもつ配位が非自明なインデックスを与え

る定式化を行う。まず、GW関係式を満たすディラック演算子を定義し、それが

非自明な位相不変量と関係すること、つまりインデックス定理が成り立つことを

説明する。そしてそれが非自明な配位に対して、ゼロでない値を持つことをみる。

[20]では一般の非可換多様体上で任意のゲージ場と結合した形でGW ディラック

演算子を一般的に定式化している。まず、2つのカイラリティ演算子を定義する：

ΓR = a

(
σiL

R
i −

1

2

)
, (3.15)

Γ̂ =
H√
H2

. (3.16)

52



ただし

H = a

(
σiAi +

1

2

)
(3.17)

= ΓR + aDGKP, (3.18)

で、Ai は (3.6)で定義された共変座標である。ここでの Γ̂の∧は演算子の意味で
はない。これらのカイラリティ演算子は

(ΓR)† = ΓR, (Γ̂)† = Γ̂, (ΓR)2 = (Γ̂)2 = 1, (3.19)

を満たす。可換極限をとると、ΓRも Γ̂も可換な 2次元球面上のカイラリティ演

算子になる：γ = niσi。

次に、GW ディラック演算子を

DGW = −a−1ΓR(1− ΓRΓ̂), (3.20)

と定義する。その時の作用は

SGW = tr[Ψ̄DGWΨ], (3.21)

で書け、ゲージ変換 (3.5)の下で不変である。この可換極限をとると、DGW は

DGW → D′
com = σi(Li + ρPijaj) + 1, (3.22)

となる。ただし、Pij = δij − ninj は球面上の接線方向への射影演算子である。

よってこのディラック演算子 D′
comはスカラー場と結合していない可換な 2次元

球面上のディラック演算子になっている。

GW ディラック演算子 (3.20)の定義により、GW 関係式

ΓRDGW + DGWΓ̂ = 0, (3.23)

が満たされている。この関係はGW ディラック演算子 (3.20)の左から ΓRを掛け

たものと、右から Γ̂を掛けたものを考えることですぐに分かる。よって、次のイ

ンデックス定理が満たされる：

Index(DGW) ≡ (n+ − n−) =
1

2
T r(ΓR + Γ̂). (3.24)
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ただし、n±はDGWの固有値がゼロの ΓRか Γ̂に対するカイラリティが正 (また

は負)の固有状態の数を表す。また、T r は行列に作用する演算子のトレースで

ある。また (3.24)では、GW ディラック演算子 (3.20)の非ゼロモードはカイラリ

ティ演算子 ΓRと Γ̂ に対するカイラリティが正と負で互いに相殺していて、ゼロ

モード空間ではカイラリティ演算子 ΓRのカイラリティ正と負の状態と Γ̂のカイ

ラリティ正と負の状態がそれぞれ同じ数だけでるので、この関係が成り立つ。詳

しい証明は付録Bに書く。

(3.24)の右辺は次の特徴を持つので、トポロジカル・チャージと呼ぶ。

(1) ΓR と Γ̂がサイン演算子の形をしているので、その (3.24)の右辺は整数値の

みをとる。

(2) 可換極限をとると、2次元球面上のチャーン類になる。

(3) トポロジカル・チャージの定義を少し修正することで、非自明な配位に対

して非ゼロの値をもつ。

ここで (2)について説明する。今、弱ゲージ場と思い、(3.24)の右辺をゲージ場

aiの 2次まで展開し、σのトレースをとると、

1

2
T r(ΓR + Γ̂) =

a2ρ2

α
i tr

(
[Li, a

′
i]
)

+tr

(
3

8
a4ρ2

{
[Li, ai]

2 − 4
( ρ

α

)2

(a′i)
2 + 4i

ρ

α
Li{[Lj, aj], a

′
i}

−8i
( ρ

α

)2

εijkLia
′
ja
′
k

}
− a2ρ2i

ρ

α
[ai, a

′
i]

)

+O(a′3i ), (3.25)

となる。ただし、

a′i =
α

2ρ
εijk(Ljak + akLj), (3.26)

で、可換極限をとるとゲージ場 aiの接線成分、つまり 2次元球面上のゲージ場に

なる。(3.25)の可換極限をとると

ρ2

∫
dΩ

4π
tr

[
εijk

xi

ρ
Fjk

]
, (3.27)

となる。ただし、トレースは非アーベリアン・ゲージ群についてのトレースで、Fjk

は次で定義される場の強さである：Fjk = ∂ja
′
k − ∂ka

′
j − i[a′j, a

′
k],a

′
i = εijkxjak/ρ.
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また、可換極限ではゲージ場 aiの高次の項からの寄与は消える。可換極限をとっ

た結果の (3.27)はまさに 2次元球面上のチャーン類である。

(3)については次の節でみる。

3.2 モノポール配位

非自明なトポロジカル・チャージを持つ配位2として、TPモノポール配位が非

可換 2次元球面上の U(2)ゲージ理論において構成された [23, 22]。TPモノポー

ル配位は

Ai = L
(n)
i ⊗ 12 + 1n ⊗ τi

2
, (3.28)

によって与えられる。ただし、Aiは (3.6)の形で、L
(n)
i は SU(2)代数の n次元表

現、全行列サイズはN = 2nである。ゲージ場は

ai =
1

ρ
1n ⊗ τi

2
, (3.29)

で与えられる。(3.29)の可換極限をとると

ai(x) =
1

ρ

τi

2
, (3.30)

となり、もし ai = aa
i τ

a/2にように分解してやると

aa
i (x) =

1

ρ
δia, (3.31)

となる。さらに球面に対して接線成分と垂直成分とに分解してやると

a′ai =
1

ρ2
εijaxj, (3.32)

φa =
1

ρ
na, (3.33)

となる。これはまさにTPモノポール配位そのものである。

一方、(3.28)のAiは SU(2)代数

[Ai, Aj] = iεijkAk, (3.34)

2非可換幾何において、トポロジカルに非自明な配位は [34, 35, 36, 37, 38, 39] などで、代数

的 K-理論や射影モジュールを用いることで構成されている。
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を満たすので、次のように既約分解できる：

Ai = U


L

(n+1)
i

L
(n−1)
i


 U †. (3.35)

つまり、TPモノポール配位は行列のサイズの差が 2で、幾何学上半径の異なる

2つの同心非可換球面とみなせる。もっと一般的に、行列のサイズの差が 2mの

異なる 2つの同心非可換球面は

Ai =


L

(n+m)
i

L
(n−m)
i


 , (3.36)

と考えれる。m = 0の場合は同じ半径の 2つの非可換 2次元球面に相当し、その

有効作用は非可換 2次元球面上の U(2)ゲージ理論になっている。|m| = 1の場

合はTPモノポール配位に相当し、|m| = nの場合は非可換 2次元球面上のU(1)

ゲージ理論になっている。(3.48)で見るように, |m| ¿ nの配位はトポロジカル・

チャージ −|m|のモノポール配位に相当する。実際にこれらの配位に対してトポ
ロジカル・チャージがゼロでない値 (−|m|)を持つということは次の節で説明す
る。また、各mに対する非可換 2次元球面の概略図を図 2に描いた。

U(2)ゲージ理論 モノポール配位 U(1)ゲージ理論� m = 0 � jmj � n � jmj = n

図 2: 各mに対する非可換 2次元球面

もし何らかのメカニズムで、U(2)ゲージ理論 (m = 0の同じ半径の 2つの非可

換 2次元球面)が |m| = 1のTP モノポール配位や、または |m| ≥ 1のもっと一般

的なモノポール配位に崩壊するなら、それはインデックスがダイナミカルに生成

することを意味する。それは U(2)から U(1) × U(1)への自発的対称性の破れと
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しても理解できる。自発的対称性の破れで残った対称性を見るには次の 2つ見方

がある。

1. (3.35)でのそれぞれの球面は U(1)対称性を持つので、全体で U(1)× U(1)

対称性を持つ。

2. U(2)対称性はSU(2)×U(1)対称性と考えれる。そして、TP モノポール配

位 (3.29) を考えると、その SU(2)対称性は U(1)対称性におちる。

この 2つの見方は等しい。なぜなら次のことが言えるからである。それぞれの球

面の U(1)対称性の生成子は

1n+1

0


 ,


0

1n−1


 , (3.37)

で与えられる。また、これらは

1n+1

1n−1


 ,


(n− 1)1n+1

−(n + 1)1n−1


 , (3.38)

とみなすこともできる。そして、(3.35)のユニタリー変換U によって、2つ目の

生成子は

U


(n− 1)1n+1

−(n + 1)1n−1


 U † = 2Liτi, (3.39)

となる。可換極限で αLiτi → xiτi、つまり、TP モノポールの破れていないU(1)

成分の生成子である。

3.3 射影空間でのインデックス定理

(3.24)で、インデックス定理を示した。しかし、TP モノポール配位 (3.36)に

対して、インデックスは消える。その理由は、TP モノポール配位は SU(2)ゲー

ジ対称性がU(1)対称性にこわれ、TP モノポール背景に結合するフェルミオン場

が破れていない U(1)ゲージ群の+1と−1の電荷に相当する 2つの成分を含み、

これらの 2つの成分はカイラルアノマリーを相殺するからである。つまり、ゼロ

でないインデックスやトポロジカル・チャージを得るためには、それらの片方を

とってくることが必要である。
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そのため、次のようなインデックス定理を考える：

Index(P (n±m)DGW) =
1

2
T r[P (n±m)(ΓR + Γ̂)]. (3.40)

ただし、P (n±m)は (3.36)の n ±m次元の既約表現のヒルベルト空間をとってく

る射影演算子である。つまりその射影演算子を挿入することは、2つの非可換 2

次元球面の 1つをとってくることを意味する。また、射影演算子を挿入しても、

(3.40)の等式は成り立ち、右辺は整数値をとる。

2つの球面が明白に見れる (3.36)の表現に対して、射影演算子は

P (n±m) =
(Ai)

2 − 1
4
[(n∓m)2 − 1]

1
4
[(n±m)2 − 1]− 1

4
[(n∓m)2 − 1]

=
1

2
(1± T ). (3.41)

ただし、

T =
2

nm

(
A2

i −
n2 + m2 − 1

4

)
(3.42)

=


1(n+m)

−1(n−m)


 . (3.43)

一方、共変な形で書いた (3.6)の表現では、(3.42)は

T =
2

nm

(
ρ{Li, ai}+ ρ2a2

i −
m2

4

)
, (3.44)

となる。可換極限では、|m| ¿ nの時、これは 2ρ
m

φになる。ただし、φは (3.9)

で定義されたスカラー場である。つまり、T はスカラー場に比例する。さらに、

(3.43)からわかるように、T 2 = 1となり、T は規格化されている。それゆえ、T

はTP モノポールでの、破れていないU(1)ゲージ群の生成子である。よって、T

の固有値が ±1となる固有状態は破れていない U(1)ゲージ群の電荷 ±1をもつ

フェルミオンの状態に相当する。厳密に言うと、T ∼ 2ρ
m

φなので、固有値±1の

T 固有状態はm > 0 (m < 0)に対して電荷±1 (∓1)に相当する。この後はm ≥ 0

で考える。

つまり、インデックス定理 (3.40)は次のように解釈できる：射影演算子P (n±m)

を挿入したものは+1 か −1の電荷を拾い、アノマリーがでるので、ゼロでない
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インデックスが得られる。射影演算子P (n±m)が無いと、+1 と −1の電荷からの

寄与が相殺してアノマリーが消える。

可換極限において、(3.40)の右辺は

1

2
T r[P (n±m)(ΓR + Γ̂)] −→ ± ρ2

8π

∫

S2

dΩεijkniφ
′aF a

jk, (3.45)

となる。ただし、
∑

a(φ
′a)2 = 1であり、φ′aは規格化されたスカラー場である。

非可換理論では T = φ′aτaと定義できる。また、Fjk = F a
jkτ

a/2は Fjk = ∂ja
′
k −

∂ka
′
j − i[a′j, a

′
k]と定義される場の強さである。よって、これはまさに φ′a成分に

射影されたチャーン類である。つまり、TP モノポール配位での、破れていない

U(1)成分の磁荷である。

また、配位 (3.36)に対して、(3.40)の右辺は代数的な計算により

1

2
T r[P (n±m)(ΓR + Γ̂)] = ∓m, (3.46)

となる (詳細は付録C)。よって (3.41)より、

1

2
T r[T (ΓR + Γ̂)] = −m. (3.47)

m < 0の場合も考慮すると

1

2
T r[T (ΓR + Γ̂)] = −|m|, (3.48)

となる。
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4 モノポール配位におけるDGWのスペクトルとカイラ

ル・ゼロモード

前章では非自明なインデックスを持つディラック演算子としてGW 関係式を

満たすGW ディラック演算子DGWを構成し、インデックス定理が成り立つこと

をみた。そして、インデックス定理の右辺のトポロジカル・チャージが非自明な

配位に対して、非ゼロの値を持つことを見た。この章では実際にGW ディラック

演算子DGWのスペクトルを求めて、カイラル・ゼロモードが現れていることを

確かめる。そして、そのカイラル・ゼロモードの数を数えることで、前章で計算

したトポロジカル・チャージの値と一致することを見る。さらに、この章の最後

にカイラル・ゼロモードの具体形も求める。

4.1 モノポール配位におけるDGWのスペクトル

この節では、モノポール背景場 (3.36)でのGWディラック演算子 (3.20)のスペ

クトルについて調べる。モノポール配位 (3.36)でのGW ディラック演算子Dm
GW

は

Dm
GW =




n
n+m

(σiL
(n+m)
i + 1

2
)

n
n−m

(σiL
(n−m)
i + 1

2
)


−

(
σiL

R
i −

1

2

)
. (4.1)

と書ける。

まず、次の演算子を考える：

Mi = Li + ai − LR
i +

σi

2
(4.2)

= Ai − LR
i +

σi

2
(4.3)

=


L

(n+m)
i

L
(n−m)
i


− LR

i +
σi

2
, (4.4)

T =
2

nm

(
A2

i −
n2 + m2 − 1

4

)
(4.5)

=


1(n+m)

−1(n−m)


 , (4.6)

60



ΓR =
2

n

(
LR · σ − 1

2

)
. (4.7)

ただし、Miは全角運動量演算子である。T と ΓRは前に定義したものである。こ

れらの演算子はそれぞれ可換である：

[Mi , T ] = 0, (4.8)

[
Mi , ΓR

]
= 0, (4.9)

[
T , ΓR

]
= 0. (4.10)

よって、これらの演算子の同時固有状態を次のように考えることができる：

M2
i |J, J3, δ, ν〉 = J(J + 1) |J, J3, δ, ν〉, (4.11)

M3|J, J3, δ, ν〉 = J3 |J, J3, δ, ν〉, (4.12)

T |J, J3, δ, ν〉 = δ |J, J3, δ, ν〉, (4.13)

ΓR|J, J3, δ, ν〉 = ν |J, J3, δ, ν〉. (4.14)

δ = ±1の状態は演算子AiのスピンL±m/2を持つ状態である。ただし、スピ

ンLは n−1
2
の値をとる (n = 2L + 1)。ν = ±1の状態は演算子−LR

i + σi

2
のスピン

L∓ 1/2を持つ状態である。(4.3)から、Miの固有状態は表 2のように存在する。

ただし、ここではm > 0においた。これらのすべての状態数を数えると

2

[
2 · m− 1

2
+ 1

]
+ 4




2L−m+1
2∑

J=m+1
2

(2J + 1)


 + 3

[
2
(
2L− m− 1

2

)
+ 1

]

+2




2L+m−1
2∑

J=2L−m
2

+ 3
2

(2J + 1)


 +

[
2
(
2L +

m + 1

2

)
+ 1

]

= 4(2L + 1)2 (4.15)

= 4n2, (4.16)

となる。これは行列の自由度全てをつくしている。表 2を見れば分かるようにスペ

クトルはモノポール調和関数の場合と同じように、非ゼロの最低スピン J = m−1
2

から始まる。J = m−1
2
の最低スピン状態と (J, δ) = (2L−m−1

2
,−1)、(2L+m+1

2
, +1)

の最高スピン状態においては、それぞれの δに対して、ν = +1 又は ν = −1の
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表 2: Mi (m > 0)の固有状態

δ (T ) − − + +

J ν (ΓR) + − + −
m−1

2
◦ ◦

m+1
2

◦ ◦ ◦ ◦
m+3

2
◦ ◦ ◦ ◦

··
·

··
·

··
·

··
·

··
·

2L− m+1
2

◦ ◦ ◦ ◦
2L− m−1

2
◦ ◦ ◦

··
·

··
·

··
·

2L + m−1
2

◦ ◦
2L + m+1

2
◦

状態のみ存在する3。簡単な計算より、Dm
GWの 2乗は

(Dm
GW)2 =

n

n + mT

[
M2

i −
m2 − 1

4

]
, (4.17)

となる。そして、これはMi, T, ΓRと交換する：

[
Mi , (Dm

GW)2
]

= 0, (4.18)

[
T , (Dm

GW)2
]

= 0, (4.19)

[
ΓR , (Dm

GW)2
]

= 0. (4.20)

それゆえ、次のように (Dm
GW)2 のスペクトルを得ることができる：

(Dm
GW)2|J, J3, δ, ν〉 =

n

n + mδ

[
J(J + 1)− m2 − 1

4

]
|J, J3, δ, ν〉. (4.21)

J = m−1
2
の最低スピン状態はDm

GWのゼロモードに対応する。

3全スペクトルにおいて、ν = +1の状態数と ν = −1の状態数との差は、T r(ΓR) = −4nとな

ることと矛盾しない。また、δ = +1の状態数と δ = −1の状態数との差は、T r(T ) = 4nmとな

ることと矛盾しない。
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簡単な計算より、つぎの代数を求めることができる：

[Mi , Dm
GW] = 0, (4.22)

[T , Dm
GW] = 0, (4.23)

[
ΓR , Dm

GW

] 6= 0. (4.24)

それゆえ、それぞれの J, J3, δの νに関する線形結合
∑

ν c±ν |J, J3, δ, ν〉はディラッ
ク演算子Dm

GW の固有状態である：

Dm
GW

[∑
ν

c±ν |J, J3, δ, ν〉
]

= ±
√

n

n + mδ

[
J(J + 1)− m2 − 1

4

] [∑
ν

c±ν |J, J3, δ, ν〉
]

(4.25)

GW 関係式

ΓRDm
GW + Dm

GWΓ̂ = 0, (4.26)

Dm
GWΓR + Γ̂Dm

GW = 0, (4.27)

を使うことで、もし
∑

ν cν |J, J3, δ, ν〉 が固有値αのDm
GWの固有状態なら、(ΓR +

Γ̂)
∑

ν cν |J, J3, δ, ν〉は固有値−α の固有状態であることがわかる：

Dm
GW

[∑
ν

cν |J, J3, δ, ν〉
]

= α

[∑
ν

cν |J, J3, δ, ν〉
]

, (4.28)

Dm
GW

[
(ΓR + Γ̂)

∑
ν

cν |J, J3, δ, ν〉
]

= −α

[
(ΓR + Γ̂)

∑
ν

cν |J, J3, δ, ν〉
]

,

(4.29)

ただし、

α = ±
√

n

n + mδ

[
J(J + 1)− m2 − 1

4

]
. (4.30)

(3.20)から分かるように、ΓR + Γ̂ = aDm
GW + 2ΓR なので、

(ΓR + Γ̂)
∑

ν

cν |J, J3, δ, ν〉 = (aα + 2)c1|J, J3, δ, 1〉+ (aα− 2)c−1|J, J3, δ,−1〉,

(4.31)

である。表2からわかるように、最高スピン状態に対して、(δ = −1, J = 2L−m−1
2

)

と (δ = 1, J = 2L + m+1
2

)は ν = −1の状態のみ存在する。つまり、 (ΓR +
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Γ̂)|J, J3, δ, ν = −1〉は消えなければならない。(4.31)から aα = 2を得る。それゆ

え、最高スピン状態では、Dm
GWの固有状態は正の固有値のみを持つ。一方、他

の状態は (4.30)のため、−2 < aα < 2である。よって、(ΓR +Γ̂)
∑

ν cν |J, J3, δ, ν〉
は消えない。それゆえDm

GWの固有状態は正と負の両方の固有値をもつ。図 3は

n = 10,m = 0, 1, 2, 3, 4の場合のスペクトルである。

次に係数 cν を決める。(ΓR + Γ̂)
∑

ν cν |J, J3, δ, ν〉 は
∑

ν cν |J, J3, δ, ν〉と直交し
なければならないので

(aα + 2)|c1|2 + (aα− 2)|c−1|2 = 0, (4.32)

そして、

|c−1| =
√

2 + aα

2− aα
|c1|. (4.33)

それゆえ、固有値 αの固有状態は

1

2

[√
2− aα|J, J3, δ, 1〉+

α

|α|
√

2 + aα|J, J3, δ,−1〉
]

. (4.34)

ただし、α = ±
√

n
n+mδ

[
J(J + 1)− m2−1

4

]
である。ここで、相対的な位相は |J, J3, δ, 1〉

と |J, J3, δ,−1〉の再定義で吸収させた。
最後に、Dm

GWのカイラル・ゼロモードの数を数えることでインデックス定理

(3.40)を確かめる。以前に述べたように、Dm
GWのゼロモードは J = m−1

2
の状態

に相当し、その縮退度は 2J + 1 = mである。表 2の (δ, ν) = (+1,−1)に対して、

Index(P (n+m)DGW) = n+ − n− = 0−m = −m, (4.35)

そして、(δ, ν) = (−1, +1)に対して、

Index(P (n−m)DGW) = n+ − n− = m− 0 = m. (4.36)

このインデックス (4.35)、(4.36)の結果はトポロジカル・チャージ (3.46)の結果と

一致する。これによりインデックス定理 (3.40)と矛盾がないことが確かめられる。

4.2 モノポール配位におけるDGWのカイラル・ゼロモード

この節では、TP モノポール背景 (m = 1)でのGW ディラック演算子DTP
GW の

カイラル・ゼロモードの具体形を求める。DTP
GWは (3.20)において、配位 (3.35)を
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図 3: スペクトル
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代入することで

DTP
GW = a−1(Γ̂− ΓR)

= U




n
n+1

(σiL
(n+1)
i + 1

2
)

n
n−1

(σiL
(n−1)
i + 1

2
)


U †− (σiL

R
i −

1

2
)

= σiL̃i + 1 + σi
τi

2
− 1

n2 − 1
Liτi

[
1 + 2σj(Lj +

τj

2
)
]
, (4.37)

となる。節 4.1で示したように、それらのゼロモードは全角運動量演算子Miの

ゼロモードに相当する。今m = 1なので、そのゼロモードは表 2の J = 0のと

きである。それらは εαlとLiσi
αα′εα′lのように書ける。ただし、αと lはそれぞれ

スピノルとゲージ群の足である。実際、それがTP モノポール背景でのGW ディ

ラック演算子DTP
GW のゼロモードであることは、次の恒等式を使うことで、直接

DTP
GWを掛けて確かめられる：

σiε = −ε(τ i)T , (4.38)

または、より具体的にかくと、

σi
αα′εα′l = −τ i

ll′εαl′ . (4.39)

例えば、

(DTP
GWε)αl = εαl +

1

2
σi

αα′τ
i
ll′εα′l′

− 1

n2 − 1

[
Liτ i

ll′εαl′ + 2LiLjσj
αα′τ

i
ll′εα′l′ + Liσj

αα′τ
i
ll′τ

j
l′l′′εα′l′′

]

= εαl − 1

2
(σiσiε)αl

− 1

n2 − 1

[−Li(σiε)αl − 2LiLj(σjσiε)αl + Li(σjσjσiε)αl

]

= εαl − 3

2
εαl − 1

n2 − 1

[
2Li(σiε)αl − n2 − 1

2
εαl − 2Li(σiε)αl

]

= 0. (4.40)

同じ方法で

(DTP
GWLiσiε)αl = 0 (4.41)

を示せる。

66



TとΓRの固有状態はこれらの2つのゼロモードの線形結合で得られる。(δ, ν) =

±(−1, +1)の状態は
1

2
(1± ΓR)ε =

1

2
(1∓ T )ε, (4.42)

または、

1

2

[
(1∓ 1

n
)εαl ± 2

n
Liσi

αα′εα′l

]
=

1

2

[
(1∓ 1

n
)εαl ∓ 2

n
Liτ i

ll′εαl′

]
. (4.43)

ただし、ここでも恒等式 (4.39)を使った。
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5 非自明なインデックスのダイナミカルな生成

前章までは非可換 2次元球面上のフェルミオンについて議論してきた。また、

3.2で、モノポール配位を考えたが、それは行列のサイズの差が 2mの半径の異な

る 2つの非可換球面であった。この章では、非可換 2次元球面、または 3.2で考

えたモノポール配位を古典解として持つヤン・ミルズ・チャーン・サイモン行列

模型を導入し、そのダイナミクスを見る。つまりこの模型で、モノポール配位の

不安定性を調べる。そして、非自明なトポロジカル・チャージを持つモノポール

配位 (|m| ¿ n)の方が非可換 2次元球面上の U(2)ゲージ理論 (m = 0)より安定

であることを示す。つまり、対称性の破れを通して、インデックスがダイナミカ

ルに生成することを説明する。さらに、U(2)ゲージ理論 (m = 0)の不安定性を

みることで、崩壊する方向を探す。そしてTPモノポール配位の不安定性につい

ても調べる。またそれぞれの配位に対する 1-ループ量子補正も考慮することで、

ヤン・ミルズ・チャーン・サイモン行列模型のダイナミカルな構造を調べる。

5.1 ヤン・ミルズ・チャーン・サイモン行列模型

ここでは、曲がった空間上の行列模型を考える。導入のところで言ったように、

4次元時空でカイラル・フェルミオンを実現させるためには、コンパクトな余剰

次元空間でインデックスを実現させる必要がある。そのためにはまず、コンパク

トな空間上での行列模型を考える必要がある。そういう意味からも、曲がった空

間上の行列模型を考えることは重要なことである。また、2章で、IIB行列模型

はN = 2の超対称性を持つことから重力を含む理論であることを示唆しており、

D-ブレイン間の有効ポテンシャルを調べることで、重力を含む理論であることを

主張した。しかし、実際にこの行列のどこに、どのように重力が含まれているの

かは、まだ明白ではない。つまりメトリックがどのよにこの行列模型に含まれて

いるのかを知りたい。曲がった空間上の行列模型を考えることで、この IIB行列

模型に重力またはメトリックがどのように含まれているのかということに知見を

得られる。そういう意味においても、曲がった空間上の行列模型を考えることは

重要である。
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ここではそのコンパクトな空間が非可換球面の場合を考える。まず、次のよう

に定義される、ヤン・ミルズ・チャーン・サイモン行列模型を導入する [15] 4：

S =
1

g2
Tr(−1

4
[Ai, Aj][A

i, Aj] +
2

3
iαεijkA

iAjAk). (5.1)

この作用はヤン・ミルズ理論のゼロ体積極限で得られる模型にチャーン・サイモ

ン項を加えたものである。ただし、添え字 i, j, kは 1, 2, 3の値をとり、この模型

は 3次元ユークリッド空間上で定義される。またAiはN ×N エルミート行列で

ある。さらに、この模型は SO(3)回転対称性と次のような SU(N)ゲージ対称性

を持っている：

Ai → UAiU
†. (5.2)

この行列模型の興味深い特徴は、古典解として非可換球面が得られることであ

る。つまり、背景として非可換球面があり、その上で理論が展開される。この行

列模型の運動方程式は

[Ai, [Ai, Aj]] = −iαεjkl[Ak, Al], (5.3)

となる。最も簡単な解は次のような可換な対角行列で与えられる：

Ai = Diag(x
(1)
i , · · · , x

(N)
i ). (5.4)

この解より安定な解として非可換球面を与える解がある。それは

Ai = αLi, (5.5)

によって得られる。ただし、αは非可換パラメータで、Liは SU(2)代数のN 次

元既約表現行列である。座標として xi = αLiと考えることで、2.2.1で述べたよ

うに非可換球面と考えることができ、この模型は古典解として非可換球面を持つ

ことがわかる。また、次のような可約表現の解も考えることができる：

Ai = α




L
(n1)
i

L
(n2)
i

. . .

L
(nk)
i




. (5.6)

4[15]ではフェルミオン作用として GKP タイプのディラック演算子を導入し、超対称性を持

つ模型を提案している。この模型における古典解やモノポール配位の安定性については [15, 40,

41, 42, 43, 44, 45, 46] でも調べられている。
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ただし、それぞれのL
(n)
i はSU(2)代数のn次元の既約表現である。そして、N =

∑k
a=1 naが行列Ai全体のサイズである。特に n1 = · · · = nk ≡ nの場合は k個の

半径が同じ非可換球面が重なったものに相当する。その k個の非可換球面の周り

で展開すると非可換球面上のU(k)ゲージ理論が得られる [15]。特に、k = 2のと

き、(5.6)は (3.36)のモノポール配位になる。

ここで、作用 (5.1) を古典解 (5.5)のまわりでAi = α(Li + ρai)のように展開

し5、行列を非可換空間上の関数へマップすることで、ゲージ理論が得られるこ

とを説明する。作用 (5.1)は

S = −α4ρ4

4g2
Tr(FijFij)

− i

2g2
α4ρ3εijkTr(

1

ρ
[Li, aj]ak +

1

3
ai[aj, ak]− i

2ρ
εijmamak)

− α2

6g2
Tr(xixi)

= −α4ρ4

4g2
N

∫
dΩ

4π
(Fij(Ω)Fij(Ω))?

− i

2g2
α4ρ3εijkN

∫
dΩ

4π
(
1

ρ
(Liaj)ak +

1

3
ai[aj, ak]− i

2ρ
εijmamak)?

− α4

24g2
N(N2 − 1), (5.7)

となる。ただし、Fijは次のように定義される：

Fij =
1

α2ρ2
([Ai, Aj]− iαεijkAk)

=
1

ρ
[Li, aj]− 1

ρ
[Lj, ai] + [ai, aj]− 1

ρ
iεijkak. (5.8)

また、これに対応する関数 Fij(Ω)は

Fij(Ω) =
1

ρ
Liaj(Ω)− 1

ρ
Ljai(Ω) + [ai(Ω), aj(Ω)]? − 1

ρ
iεijkak(Ω), (5.9)

となる。ヤン・ミルズ結合は g2
Y M = 4πg2/Nα4ρ2である。また ( )?は星積をと

ることを意味する。よって U(1)ゲージ群を考えたとしてもゲージ場の交換子は

消えない。

次に、この作用のゲージ対称性についてみる。作用 (5.1)はユニタリー変換 (5.2)

の下で不変であった。この変換 (5.2)の無限小変換を考えるとU = exp(iλ̂) ∼ 1+iλ̂

5(3.6)と αだけずれているが、これは場の再定義で合わせられる。
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となる。ただし、λ̂ =
∑

lm λlmŶlmと非可換球面調和関数で展開される。この無

限小変換に対して、ある固定された背景の周りでの揺らぎ âiは

âi → âi − i

ρ
[L̂i, λ̂] + i[λ̂, âi], (5.10)

のように変換する。関数にマップした後、その変換は

ai → ai − i

ρ
Liλ + i[λ, ai]? , (5.11)

となり、局所ゲージ対称性となる。

ここで、次のように定義されるスカラー場を考える：

φ̂ ≡ 1

2αρ
(AiAi − x̂ix̂i)

=
1

2
(x̂iâi + âix̂i + αρâiâi). (5.12)

これは随伴表現として共変的に変換する：

φ̂ → φ̂ + i[λ̂, φ̂]. (5.13)

ここまでは非可換 2次元球面上の U(1)ゲージ理論を見てきたが、次のように

置き換えることで、U(k)ゲージ群を考えることもできる：

x̂i → x̂i ⊗ 1k, (5.14)

â →
k2∑

a=1

âa ⊗ T a. (5.15)

ただし、T a(a = 1, · · · , k2)はU(k)ゲージ群の生成子である。U(1)の場合と同じ

ように非可換 2次元球面上の U(k)ゲージ理論が得られる：

S = −α4ρ4

4g2
ntr

∫
dΩ

4π
(Fij(Ω)Fij(Ω))?

− i

2g2
α4ρ3εijkntr

∫
dΩ

4π
(
1

ρ
(Liaj)ak +

1

3
ai[aj, ak]− i

2ρ
εijmamak)?

− α4

24g2
kn(n2 − 1). (5.16)

ただし、trはゲージ群の足についてのトレースである。

可換極限をとると

S =
α4ρ4

2g2
N

∫
dΩ

4π
(
1

4
PmnPabFmaF

nb +
1

2
PabPac(Dbφ)(Dcφ)

+
1

ρ2
φ2 +

1

ρ2
εajbxaFjbφ− 1

3α2ρ4
x2

i ). (5.17)
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ただし、Fα
mb = ∂ma′αb − ∂ba

′α
m + εαβγa′βma′γb , Dbφ

α = ∂bφ
α + εαβγa′βb φγ, Pab =

δab − nanbである。よって、これはゲージ場とアジョイント・スカラー場を持つ

場の理論である。

5.2 モノポール配位の自由エネルギー

ここでは一般のモノポール配位 (3.36)を考え、その配位を背景とし、その配位

に対する 1-ループ有効作用を背景場の方法を使って計算する。 背景場の方法に

よる 1-ループ有効作用は付録Aで計算している。

古典作用は (3.36)を (5.1)に入れることで得られる。それは

W0 = − α4

24g2

({(n + m)3 − (n + m)}+ {(n−m)3 − (n−m)})

= − α4

12g2

(
n3 − n + 3m2n

)
, (5.18)

となる。ここで (5.18)をmについての関数とみて、横軸をm、縦軸をW として

グラフにすると図 4のようになる。図 4を見ればわかるように、|m|が大きくな
るにつれて、古典作用は単調に減少する。よって U(2)配位 (m = 0)がもっとも

エネルギーが高く不安定で、TP モノポール配位 (|m| = 1)に崩壊する。そして、

そのような崩壊を繰り返すことで、それはU(1)配位 (|m| = n)にまで崩壊する。

つまり、|m| ¿ nに対するその過程は対称性の破れを通し、インデックスが生成

するダイナミカルなメカニズムを意味する。よって、余剰次元空間でこのメカニ

ズムを考えることで、4次元でのカイラル・フェルミオンがダイナミカルに実現

できる。

さらに、1-ループ補正を考える。そのため行列を次のように背景場Xiとその

周りの揺らぎ Ãiに分ける：

Ai = Xi + Ãi (5.19)
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1-ループ有効作用は (3.36)を (A.20)に挿入することで得られる6。

W1 =
1

2
T r log

(
(X̃i)

2
)

=
1

2

(n+m−1∑

l=0

+
n−m−1∑

l=0

+2
n−1∑

l=m

)
(2l + 1) log [l(l + 1)] . (5.20)

ただし、X̃iはXiの随伴表現 X̃iM = [Xi,M ]である。最後の行の初めの2つの項は

対角ブロックからの寄与で、最後の項は非対角ブロックからの寄与である。X̃iが

行列の右上の非対角ブロックMに作用するとき、X̃iM = (L
(n+m)L
i −L

(n−m)R
i )M

となるので、その表現は SU(2)の (n + m)と (n−m)次元表現の合成によって得

られる。(5.20)からわかるが、m = 0の配位 (3.36)は 4つのゼロモードをもち、

m 6= 0の配位は 2つのゼロモードがある。副節 5.3でm = 0の場合、副節 5.4で

m 6= 0の場合に対するそれらのゼロモード方向の不安定性を調べる。ここではま

ず、非ゼロモードからの寄与を考える。

nが大きいとき、(5.20)の lに対する足し上げは積分に置き換えることができ

る。よって、m = 0に対して、

Wm=0
1 = 2

[
n(n− 1)

(
log n(n− 1)− 1

)− 2
(
log 2− 1

)]
, (5.21)

そして、m 6= 0に対して、

Wm6=0
1 =

1

2

[
(n + m)(n + m− 1)

(
log[(n + m)(n + m− 1)]− 1

)

+(n−m)(n−m− 1) (log[(n−m)(n−m− 1)]− 1)

+2n(n− 1)
(
log n(n− 1)− 1

)

−2
m−1∑

l=1

(2l + 1) log [l(l + 1)]

−4 · 2(log 2− 1
)]

. (5.22)

6l = 0のモードはゼロモードなので、ここでの 1-ループ有効作用 (5.20)ではその寄与は考え

ない。ただし、ゼロモードを数えるために (5.20)では明白に書いた。
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m ¿ nに対して、それらの差は次のように求められる：

∆W1 = Wm6=0
1 −Wm=0

1

=
1

2
[f(n+m) + f(n−m)− 2f(n)]−

m−1∑

l=1

(2l + 1) log [l(l + 1)]

' 1

2
[f (2)(n)m2 +

1

12
f (4)(n)m4 + · · · ]−

m−1∑

l=1

(2l + 1) log [l(l + 1)]

=
1

2

[
2 log n(n− 1) +

(2n− 1)2

n(n− 1)

]
m2 +O(1/n2)m4 + · · ·

−
m−1∑

l=1

(2l + 1) log [l(l + 1)]

' 2m2 log n . (5.23)

ただし、2行目で f(x) = x(x− 1){log x(x− 1)− 1}を導入し、最後の行では nを

大きくしたときに最も効いてくる項をとった。nが大きな値をとるとき、(5.21)

からW1のmに依存しない項はほぼ n2 log n ぐらいで、(5.23)からW1のmに依

存する項はほぼ (log n)m2ぐらいである。一方、(5.18)からW0のmに依存しな

い項はほぼ−n3で、mに依存する項はほぼ−nm2である：

W0 ∼ −n3 − nm2, (5.24)

W1 ∼ n2 log n + (log n)m2. (5.25)

それゆえ、nが大きな値をとるとき、1-ループ量子補正の寄与W1はW0をかさ上

げする程度で、グラフにすると図 4のW0 + W1のようになる。よって、(5.18)の

下で述べた真空構造は 1-ループ量子補正を考えたとしても変わらない。つまり、

その真空構造は古典的に決まっている。

5.3 U(2)ゲージ理論の不安定性

この節では、上で説明したゼロモードに沿った方向について、m = 0の同じ半

径の 2つの非可換球面上の U(2)ゲージ理論の不安定性を解析する。そして、そ

の配位からTP モノポール配位 |m| = 1への崩壊過程も考える。

m = 0の同じ半径の 2つの非可換球面がどのように崩壊するのかを見るために、

この配位に対するゼロモード方向を考える。(5.20)の下で述べたように、4つの
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W

W0 + W1

W0

m
−n −1 0 1 n

m = 0

m = 1

m = n

0

−

α
4

12g2 (n
3
− n)

−

α
4

12g2 (n
3 + 2n)

図 4: これは古典作用W0と 1-ループ有効作用W1をmの関数としてグラフにし

た。また、m = 0とm = 1の場合の 2つの非可換球面と、m = nの場合の 1つの

非可換球面の図を右側に描いた。

ゼロモードがある。1つは全体の並進を表す：Ai ∼ 12n。この方向は行列に課さ

れたトレースレス条件のため、ここでは考えない。よって次の背景を考える：7

Xi = L
(n)
i ⊗ 12 + ha

i 1n ⊗ τa. (5.26)

古典作用は (5.26)を (5.1)に入れることで得られ、それは

W0 = − α4

12g2

(
n3 − n

)

+
α4

g2
n

[
2{(ha

i h
a
i )

2 − (ha
i h

a
j )

2} − 8 det(ha
i )

]
, (5.27)

となる。同じ半径の 2つの非可換球面が崩壊する方向はW0が最小となる ha
i の方

向である。このポテンシャルはha
i の 3次と 4次の項を持つ。3次の項の−8 det(ha

i )

は ha
i ∝ δiaの方向が最も小さくなるので、同じ半径の 2つの非可換球面はこの方

向に崩壊することは分かる。さらに、もう少し詳しくこのポテンシャル (5.27)に

7背景 (5.26)の ha
i の a = 3の方向だけについては [43]の付録 D で考えられている。この方

向は 2つの非可換球面の位置をそれぞれずらすような方向である。しかし、同じ半径の 2つ非可

換球面は前節 5.2や [43]でみられるように、TP モノポールの配位に崩壊していくように見える。

よって (5.32)の方向を考える。
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ついてみる。ポテンシャル (5.27)は

V (H) = 2[(trHT H)2 − tr(HT HHT H)]− 8 det(H), (5.28)

のように書ける。ただし、(H)ia = ha
i と書いた。ここで、M = HT Hとすると、

V (H) = 2[(trM)2 − tr(M2)]∓ 8
√

det M

= 2
[(∑3

i=1
xi

)2

−
∑3

i=1
x2

i

]
∓ 8

√∏
i

xi

= 4(x1x2 + x2x3 + x3x1)∓ 8
√

x1x2x3 . (5.29)

ここで、x1, x2, x3はMの固有値である。x1x2x3の値を固定させることで、(5.29)

の一項目は最低値を持つ：

x1x2 + x2x3 + x3x1 = (x1x2x3)

(
1

x1

+
1

x2

+
1

x3

)

≥ 3(x1x2x3)

(
1

x1x2x3

) 1
3

= 3(x1x2x3)
2
3 . (5.30)

ただし、2行目の等号は x1 = x2 = x3 ≡ y2のとき満たされる。このとき V (H) は

V (H) = 12y4 − 8y3

≥ −1

4
, (5.31)

となる。ここで 2行目の等号は y = 1
2
のとき満たされる。

それゆえ ha
i = 1

2
δa
i のとき最低点 V (H) = −1/4となる。これはまさにTP モノ

ポール配位である。よって、同じ半径の 2つの非可換球面は

Xi = L
(n)
i ⊗ 12 + h1n ⊗ τ i

2
, (5.32)

の h = 0から h = 1への経路に沿ってTP モノポール配位に崩壊すると思える。

次に、背景 (5.26)の周りでの 1-ループ補正を求める。1-ループ有効作用は (5.26)

を (A.20)に代入することで得られる：

W1 =
1

2
T r tr′ log

[
(X̃k)

2δij − 2iεijkh
a
kτ̃

a + 4iha
i h

b
jεabcτ̃

c
]

−T r log
[
(X̃k)

2
]
. (5.33)
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ただし、X̃i と τ̃i は

X̃iM = [L
(n)
i ⊗ 12 + ha

i 1n ⊗ τa,M ], (5.34)

τ̃iM = [τi,M ], (5.35)

のように定義されるエルミート行列M に作用する随伴演算子である。ha
i につい

ての摂動展開の 2次まで考えると、その 1-ループ有効作用は

W1 = 2
n−1∑

l=1

(2l + 1) log [l(l + 1)]

+(ha
i )

2

[
4

3

n−1∑

l=1

2l + 1

l(l + 1)
− 16

n−1∑

l=1

2l + 1

(l(l + 1))2

]
, (5.36)

となる。ただし、l = 0のゼロモード方向は全体をシフトさせるような方向なの

で、そのゼロモード方向の寄与は除いた。(ha
i )

2の係数の符号は n = 374で負か

ら正に変わる。そして、nが大きいときには

W1 ' 2
[
n(n− 1)

(
log n(n− 1)− 1

)− 2(log 2− 1)
]

+(ha
i )

2

[
4

3

(
log n(n− 1)− log 2

)− 16

(
1− 1

n2

)]
, (5.37)

となる。

つまり、同じ半径の 2つの非可換球面は 3つの非自明なゼロモードを持ち、古典

作用 (5.27)で見たように、それには崩壊方向を含む。1-ループ補正を含めること

で、3つのすべてのゼロモード方向は、n ≤ 373に対して不安定になり、n ≥ 374

に対して安定になる。それゆえ、この配位は nが大きな値に対しては準安定状態

になる (図 5)。これは、TP モノポール配位へ崩壊するということと矛盾するよ

に見えるが、1-ループ補正は (log n)h2程度の寄与に対し、古典作用は−nh3程度

の寄与なので、準安定状態は n無限大の極限では無視でき、結局古典作用の寄与

が効いてきて、TP モノポールの方向へ崩壊する。 ポテンシャルW0 + W1につ

いて、この特徴を経路 (5.32)に沿って考える：

W0 + W1 = − α4

12g2

(
n3 − n

)
+ 2

n−1∑

l=1

(2l + 1) log [l(l + 1)]

+V0(h) + V1(h), (5.38)
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ただし、

V0(h) =
α4n

g2

(3

4
h4 − h3

)
, (5.39)

V1(h) =

[n−1∑

l=1

2l + 1

l(l + 1)
−12

(
1− 1

n2

)]
h2. (5.40)

hに依存したポテンシャルについて図 5に図示した。図 5の (a)は古典的ポテ

ンシャル V0(h)について描き、(b)は nの小さな値に対する 1-ループ有効ポテン

シャル V0(h) + V1(h)で、(c)は nの大きな値に対する 1-ループ有効ポテンシャル

V0(h) + V1(h)について描いた。

V0(h)

h
1

0

(a) 古典的ポテンシャル V0

V0(h) + V1(h)

h
0

(b) 小さな nに対する V0 + V1

V0(h) + V1(h)

h
0 ∼

1
n

∼
1
n2

(c) 大きな nに対する V0 + V1

図 5: (a)古典的ポテンシャルは h = 0で平坦で、h = 1で最小値をとる。(b)nの

小さな値に対する 1-ループ有効ポテンシャルは h = 0で不安定になる。(c)nの大

きな値に対する 1-ループ有効ポテンシャルは h = 0で準安定状態になる。
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5.4 トフーフト・ポリヤコフ・モノポール配位の不安定性

前の節では U(2)ゲージ理論から TP モノポール配位への遷移についての解析

を行った。副節 5.2で見たように、TP モノポール配位は安定ではなくさらに |m|
が大きい配位へ崩壊する。この副節ではTP モノポール配位の不安定性を解析す

る。TP モノポール配位がどのように崩壊するのかを見るために、この配位の周

りのゼロモード方向を考える。(5.20)の後で述べたように、2つのゼロモードが

ある。そのうちの１つは全体の並進 (Ai ∼ 12n) なので、無視する。それゆえ次の

背景を考える：

Xi =


 L

(n+1)
i

L
(n−1)
i


 + hi




n−1
n

1n+1

−n+1
n

1n−1


 . (5.41)

古典作用は (5.41)を (5.1)に代入することで得られ、それは

W0 = − α4

12g2

(
n3 + 2n

)
, (5.42)

となる。この方向の古典作用は hiの 2次のべきだけでなくすべてのべきに依存し

ておらず、この方向に対して平坦である。よって、例えば非ゼロモードの方向な

ど、TP モノポール配位が崩壊する別の方向を見つけなければならない。崩壊す

る経路 hに依存するポテンシャルが次の形を持ち、TP モノポール配位 (|m| = 1)

と |m| = 2の配位とをつなぐような方向を見つけることは興味深い：

V0(h) ∼ n(h2 − h3). (5.43)

どんな経路にしろ、TP モノポール配位がさらに安定な配位に遷移することは古

典的に解っているので、TP モノポール配位は古典的に準安定状態である。

次に、背景 (5.41)の周りでの 1-ループ有効作用を求める。1-ループ有効作用は

(5.41)を (A.20)に代入することで得られ、それは

W1 =
1

2
T r tr′ log

[
(X̃k)

2δij − 2iεijkH̃k

]

−T r log
(
(X̃k)

2
)
, (5.44)
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となる。ただし、X̃i と H̃i はエルミート行列M に作用する随伴演算子である：

X̃iM =

[(
L

(n+1)
i

L
(n−1)
i

)
+ hi

( n−1
n

1n+1

−n+1
n

1n−1

)
,M

]
, (5.45)

H̃iM =

[
hi

( n−1
n

1n+1

−n+1
n

1n−1

)
,M

]
. (5.46)

hiの摂動の 2次のべきまでを求めると

W1 =
1

2

( n∑

l=1

+
n−2∑

l=1

+2
n−1∑

l=1

)
(2l + 1) log [ l(l + 1)]

+(hi)
2

[
4

3

n−1∑

l=1

2l + 1

l(l + 1)
− 16

n−1∑

l=1

2l + 1

(l(l + 1))2

]
, (5.47)

となる。ただし、ゼロモードは考えていない。それは全体をシフトするような方

向なので別に考えなければならない。(hi)
2の係数の符号はn = 374で負から正に

変わる。そして、それは nが大きいとき 8
3
log nと近似できる。よって、TP モノ

ポール配位はnが小さいときには不安定になり、nが大きいときには安定になる。

しかし、(5.42)の下で述べたように、TP モノポール配位からの崩壊について

は、別の方向を考えなければならない。TP モノポール配位は古典レベルで、準

安定状態である。(log n)h2の程度の量子補正を加えてもその古典レベルでの準安

定性は変わらない。また、|m| ≥ 1のモノポール配位も 1つだけ非自明なゼロモー

ドを持つので、同じ特徴を持つ。

80



6 まとめと展望

本稿では、IIB行列模型から我々の住む 4次元時空でのカイラル・フェルミオ

ンを実現させる 1つのシナリオについて考えた。そのシナリオと具体的にみた内

容についてまとめる。

まず、10次元的拡がりを持つ IIB行列模型の 4次元以外の余剰次元空間として

6次元の中の 3次元部分に、非可換 2次元球面が埋め込まれた場合を考えた。その

非可換 2次元球面上で、明白にインデックスを出すディラック演算子としてGW

関係式を満たすディラック演算子DGWを構成し、そのインデックスが非自明な

配位に対して、ゼロでない値を持つことを示した。具体的にはディラック演算子

DGWのインデックスがトポロジカル・チャージと関係することを見ることで、イ

ンデックス定理を満たすことを示し、非自明な配位として、モノポール配位、例

えば非可換球面上のトフーフト・ポリヤコフ・モノポールを考え、その非自明な

モノポール配位に対して、トポロジカル・チャージがゼロでない値を持つことを

みた。さらに、ディラック演算子DGWのスペクトルを求め、カイラル・ゼロモー

ドが現れていることを確かめ、その数を数えトポロジカル・チャージの値と一致

することを見ることで、インデックス定理が成り立っていることを確認した。さ

らに、非可換 2次元球面を背景に持つヤン・ミルズ・チャーン・サイモン行列模

型を考え、位相的に自明な配位 (U(2)ゲージ理論 (m = 0))より非自明な配位 (モ

ノポール配位 (|m| ¿ n))の方がより安定であることをみることで、インデックス

がゲージ群の自発的対称性の破れを通してダイナミカルに生成することをみた。

さらに U(2)ゲージ理論の不安定性を調べた結果、TP モノポール配位の方向に

崩壊することが解り、1-ループ量子補正を計算することで、有効ポテンシャルが

大きな nの値に対して準安定状態になっていることが解った。

現在ではまだ IIB行列模型がどのようにコンパクト化されるか解っていないの

で、今回は最も簡単なトイモデルとして余剰次元空間が非可換 2次元球面 S2の

場合を考えた。今後はこの研究を拡張し、その余剰次元空間が非可換 2次元球面

以外のトーラスや S2 × S2や CP 2 などの非可換空間が IIB行列模型の 6次元部

分に埋め込まれた場合を考え、その上で明白にインデックスを持つディラック演

算子を構成することも考えてみたい。
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本稿のシナリオでは 4次元時空でのカイラル・フェルミオンを実現させるため、

明白にインデックスを出すディラック演算子を構成することを考えたが、今後は

IIB行列模型から、そのようなディラック演算子を IIB行列模型の有効作用とし

てダイナミカルに導きたい。また、今回は非可換 2次元球面を背景に持つヤン・

ミルズ・チャーン・サイモン行列模型を考えたが、この模型はもともとの IIB行列

模型にはないチャーン・サイモン項を加えた模型でる。このようなチャーン・サ

イモン項を IIB行列模型の有効作用としてダイナミカルに導くことも考えたい。

さらに、10次元の IIB行列模型がどのように、どんな空間に自発的にコンパク

ト化されるのかを調べることや、一般の曲がった空間を IIB行列模型にいかに埋

め込むかということを考えることも今後の重要な課題である。
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A 1-ループ有効作用

ここでは次の作用の 1-ループ有効作用を背景場の方法により求める。

S = −Tr

(
1

4
[Aµ, Aν ]

2 +
1

2
(ψ̄Γµ[Aµ, ψ])

)
. (A.1)

行列Aµと ψを次のように古典解と揺らぎに分解する。

Aµ = Xµ + Ãµ, (A.2)

ψ = ξ + ψ̃, (A.3)

ただしXµと ξは背景場で、Ãµと ψ̃は量子揺らぎである。上の作用をこれで展開

すると次のようになる。

S0 = −Tr

(
1

4
[Xµ, Xν ]

2 +
1

2
ξ̄Γµ[Xµ, ξ]

)
, (A.4)

S2 =

(
−Ãν([Xµ, [Xµ, Xν ]] +

1

2
[ξ̄Γν , ξ]) + ξ̄Γµ[Xµ, ψ̃]

+
1

2
[Xµ, Ãν ]

2 − 1

2
[Xµ, Ãµ]

2
+ [Xµ, Xν ][Ãµ, Ãν ]

+
1

2
¯̃ψΓµ[Xµ, ψ̃] + ξ̄Γµ[Ãµ, ψ̃]

)
, (A.5)

Sint = −Tr

(
[Xµ, Ãν ][Ã

µ, Ãν ] +
1

4
[Ãµ, Ãν ]

2 +
1

2
¯̃ψΓµ[Ãµ, ψ̃]

)
, (A.6)

ここで S2の第１行目の揺らぎの 1次の項は背景場の方法により手でおとす。次

に計算の簡単のため、通常のゲージ理論のようにゲージ固定項Sg.f.とゴースト項

Sghostを導入する。

Sg.f. = −Tr(
1

2
[Xµ, Ãµ]2), (A.7)

Sghost = −Tr([Xµ, b][Aµ, c]), (A.8)

ただし bと cはゴーストと反ゴーストである。そうすると

S̃2 = S2 + Sg.f + Sghost

= −Tr

(
1

2
[Xµ, Ãν ]

2 + [Xµ, Xν ][Ãµ, Ãν ] +
1

2
¯̃ψΓµ[Xµ, ψ̃]

+[Xµ, b][Xµ, c] + ξ̄Γµ[Ãµ, ψ̃]

)
. (A.9)
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以下では ξ = 0として求める。ここで演算子 oに対する随伴演算子Oを

OM = [o, M ], (A.10)

と定義し、この表記を導入すると、

S̃2 = Tr

(
1

2
Ãµ(X̃2

λδµν − 2iF̃µν)Ãν − 1

2
¯̃ψΓµX̃µψ̃ + bX̃2

λc

)
, (A.11)

ただし

[Xµ,M ] = X̃µM, (A.12)

[fµν ,M ] = F̃µνM, fµν = i[Xµ, Xν ]. (A.13)

これより、１ループ有効作用W は

W = − log

∫
dadϕdcdb e−S̃2

= − log det(X̃2
λδµν − 2iF̃µν)

− 1
2 det(X̃2)Pf(ΓµX̃µ)

　 =
1

2
Tr log(X̃2

λδµν − 2iF̃µν)− 1

4
Tr log

(
(X̃2

λ +
i

2
F̃µνΓ

µν)(
1 + Γ11

2
)

)

−Tr log(X̃2
λ), (A.14)

となる。

同様に、作用 (5.1)

S = Tr(−1

4
[Ai, Aj][A

i, Aj] +
2

3
iαεijkA

iAjAk). (A.15)

の 1-ループ有効作用を求める。そのため作用 (5.1)を揺らぎ Ãiの 2次まで展開し、

ゲージ固定項とゴースト項を加えると

Stotal = S[Xi] + S̃2 , (A.16)

S̃2 =
1

2
tr

(
Ãi[Xk, [Xk, Ãi]]− 2

(
[Xi, Xj]− iεijkXk

)
[Ãi, Ãj]

)

+tr
(
c [Xk, [Xk, b]]

)

=
1

2
tr

(
Ãi

[
(X̃k)

2δij + 2
(
[X̃i, X̃j]− iεijkX̃k

)]
Ãj

)

+tr
(
c (X̃k)

2b
)
, (A.17)
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となる。ただし、S̃2は揺らぎ Ãiの 2次の部分である。また、最後の行では、次

の随伴演算子を導入した：

X̃iM = [Xi,M ], (A.18)

(
[X̃i, X̃j]− iεijkX̃k

)
M = [

(
[Xi, Xj]− iεijkXk

)
,M ]. (A.19)

また、揺らぎ Ãiの１次の項は背景場の方法により、手でおとした。

よって、1-ループ有効作用W1は次のように、S̃2を積分し対数をとることで得

られる：

W1 = − log

∫
dÃdcdc̄ e−S̃2

=
1

2
T r tr′ log

[
(X̃k)

2δij + 2
(
[X̃i, X̃j]− iαεijkX̃k

)]

−T r log
[
(X̃k)

2
]
, (A.20)

ただし、T rは行列に作用する演算子のトレースで、tr′は時空の添え字 iと jに

対するトレースである。

B インデックス定理

ここでは、インデックス定理 (3.24)を証明する。ただし、カイラリティ演算子

とGWディラック演算子を本稿で定義したものよりも一般的な形で定義して [20]、

インデックス定理を証明する。もちろん、本稿で定義したカイラリティ演算子と

GW ディラック演算子でも同様に証明できる。

ディラック演算子DGWを次のように定義する：

f(a, Γ)DGW = 1− ΓΓ̂. (B.1)

ただし、Γと Γ̂は本稿のΓRと Γ̂の一般形である。それらは、Γ2 = Γ̂2 = 1を満た

すエルミート行列で、可換極限をとると、可換理論でのカイラリティ演算子とな

る。ここで、f(a, Γ)は aと Γの任意の関数とする。ただし、f(a, Γ)は aの次数

を持ち、逆関数を持つものとする。(B.1)のエルミート共役をとると

D†
GWf(a, Γ)† = 1− Γ̂Γ. (B.2)
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となる。(B.1)の左からΓを掛けたものと、右から Γ̂を掛けたものを足すことで、

次のGW 関係式を得ることができる：

ΓDGW + DGWΓ̂ = 0, (B.3)

D†
GWΓ + Γ̂D†

GW = 0. (B.4)

(B.1)の左右からΓを掛けると (B.2)になり、(B.2)の左右からΓを掛けると (B.1)

になる：

D†
GW = Γf(a, Γ)DGWΓf(a, Γ)†−1, (B.5)

DGW = f(a, Γ)−1ΓD†
GWf(a, Γ)†Γ. (B.6)

同じように、Γ̂を左右から掛けることで、

D†
GW = Γ̂f(a, Γ)DGWΓ̂f(a, Γ)†−1, (B.7)

DGW = f(a, Γ)−1Γ̂D†
GWf(a, Γ)†Γ̂, (B.8)

が得られる。

ここで、スピノール行列 ψのフォック空間Hを導入する。本稿の 2次元球面

の場合、HはN ×N のエルミート行列全体の集合となる。上で、定義したGW

ディラック演算子DGWとカイラリティ演算子 Γ、Γ̂ はこれらの空間に作用する。

HをDGWとD†
GWのゼロ固有モードと非ゼロ固有モードの空間に分解する：

H = H0 ⊕ H̄0, (B.9)

= H′
0 ⊕ H̄′

0, (B.10)

ただし、

H0 = {ψ ∈ H|DGWψ = 0}, (B.11)

H′
0 = {ψ ∈ H|D†

GWψ = 0}, (B.12)

であり、H̄0と H̄′
0はそれぞれH0とH′

0の補空間である。

まず、次の関係を示す：

H0 = H′
0, H̄0 = H̄′

0,

ψ ∈ H0 = H′
0 ⇒ Γψ = Γ̂ψ ∈ H0 = H′

0. (B.13)
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証明)

もし ψ ∈ H0 (DGWψ = 0)なら、(B.3)より ΓDGW = −DGWΓ̂なので Γ̂ψ ∈
H0である。また、(B.1)の左から Γを掛けることで Γf(a, Γ)DGWψ = (Γ−
Γ̂)ψ となるので、Γψ = Γ̂ψ。よって、Γψ ∈ H0である。それゆえ、(B.5)

よりD†
GWψ = 0なので ψ ∈ H′

0である。つまり、H0 ⊂ H′
0ということが分

かる。

同様に、もし ψ ∈ H′
0なら (B.4)より Γψ ∈ H′

0である。よって、(B.6)より

DGWψ = 0なので、ψ ∈ H0である。つまり、H′
0 ⊂ H0ということが分か

る。それゆえ、H′
0 = H0である。H̄′

0 = H̄0はその対偶である。

さらに、次のような関係を対偶を使って示す：

ψ ∈ H̄0 = H̄′
0 ⇒ Γψ, Γ̂ψ ∈ H̄0 = H̄′

0. (B.14)

証明)

もし、Γψ ∈ H′
0 (D†

GWΓψ = 0)なら、(B.4)より Γ̂D†
GWψ = 0である。この

両辺に左から Γ̂を掛けることでD†
GWψ = 0となる。よって、ψ ∈ H′

0であ

ることが分かる。

同様に Γ̂ψ ∈ H0 (DGWΓ̂ψ = 0)なら、(B.3)より ΓDGWψ = 0である。この

両辺に左から Γを掛けることでDGWψ = 0となる。よって、ψ ∈ H0であ

ることが分かる。

つまり、Γψ, Γ̂ψ ∈ H0 = H′
0 ⇒ ψ ∈ H0 = H′

0なので、その対偶のψ ∈ H̄0 =

H̄′
0 ⇒ Γψ, Γ̂ψ ∈ H̄0 = H̄′

0 がいえる。

最後に

ψ ∈ H̄0 = H̄′
0 ⇒ Γψ = −Γ̂ψ (B.15)

を示す。

証明)

もしΓψ = ±ψなら (B.4)より Γ̂(D†
GWψ) = −D†

GWΓψ = ∓(D†
GWψ)である。

同様に、もし Γ̂ψ = ±ψなら (B.3)よりΓ(DGWψ) = −DGWΓ̂ψ = ∓(DGWψ)

である。ゆえに、ψが非ゼロ固有モード (ψ ∈ H̄0 = H̄′
0)なら Γψ = −Γ̂ψで

あることが分かる。
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よって、(B.13)、(B.14)、(B.15)からインデックス定理が証明できる：

T r(Γ + Γ̂) = T rH0(Γ + Γ̂) + T rH̄0
(Γ + Γ̂)

= T rH0(Γ + Γ̂)

= 2(n+ − n−)

= 2 Index(DGW). (B.16)

ただし、1行目から 2行目になることは、(B.14)、(B.15)より非ゼロ固有モード

が消えることから分かる。また、2行目から 3行目になることは、(B.14)より Γ

と Γ̂のそれぞれにおいてカイラリティ±1 のモードがあることから分かる。

ゆえに、インデックス定理 (3.24)

Index(DGW) ≡ (n+ − n−) =
1

2
T r(ΓR + Γ̂), (B.17)

が成り立つ。

C 1
2T r[P (n±m)(ΓR + Γ̂)] = ∓mの証明

ここでは、配位 (3.36)に対して、(3.40)の右辺が (3.46)となることを具体的に

求める。(3.40)の右辺を次のようにかく：

1

2
T r[P (a)(ΓR + Γ̂)] =

1

2
T r(a)[Γ

R + Γ̂(a)]. (C.1)

ただし、a = n±mで、P (a)は (3.41)で定義した射影演算子で 2L(a) + 1次元の行

列である。また、T r(a)は P (a)で射影されたヒルベルト空間でのトレースの意味

である。さらに、配位 (3.36)に対して Γ̂は

U


Γ̂(n+m)

Γ̂(n−m)


 U † (C.2)

のように、対角ブロックに分解することができる。そのそれぞれのブロックが Γ̂(a)

で、具体的に

Γ̂(a) =
2

2L(a) + 1

(
σiL

(a)
i +

1

2

)
, (C.3)
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とかける。ただし、L
(a)
i は SU(2)の代数を満たす 2L(a) + 1次元行列である。

まず 1
2
T r[P (a)(ΓR)] = 1

2
T r(a)[Γ

R]を計算する。これを求めるため、演算子 Ji =

σi

2
− LR

i を導入する。Jiのカシミア演算子は

J2
i = J(J + 1) = L(L + 1) +

3

4
− σiL

R
i , (C.4)

となる。よって

ΓR =
2

n

(
σiL

R
i −

1

2

)
=

2

n

(
L(L + 1) +

3

4
− J(J + 1)− 1

2

)
, (C.5)

となる。Ji = σi

2
− LR

i は SU(2)の代数を満たすのでスピン L + 1
2
と L − 1

2
の 2

つの表現に既約分解することができるので、ΓRは J = L + 1
2
と J = L − 1

2
の

2つの状態がある。J = L + 1
2
のとき ΓR = −1で、縮退度 λL+ 1

2
は ΓRの次元が

2(L + 1
2
) + 1 = 2L + 2なので、

λL+ 1
2

= (2L + 2)(2L(a) + 1), (C.6)

である。J = L− 1
2
のときΓR = +1で、縮退度λL− 1

2
はΓRの次元が 2(L− 1

2
)+1 =

2Lなので、

λL− 1
2

= 2L(2L(a) + 1), (C.7)

である。ゆえに、

1

2
T r[P (a)(ΓR)] =

1

2

(−λL+ 1
2

+ λL− 1
2

)
= −(2L(a) + 1), (C.8)

となる。

同様に、1
2
T r[P (a)(Γ̂)] = 1

2
T r(a)[Γ̂

(a)]を計算する。先ほどと同じように、演算

子 Ji
′ = σi

2
+ L

(a)
i を導入する。Ji

′のカシミア演算子は

(Ji
′)2 = J ′(J ′ + 1) = L(a)(L(a) + 1) +

3

4
+ σiL

(a)
i , (C.9)

となる。よって、

Γ̂(a) =
2

2L(a) + 1

(
σiL

(a)
i +

1

2

)

=
2

2L(a) + 1

(
−L(a)(L(a) + 1)− 3

4
+ J ′(J ′ + 1) +

1

2

)
, (C.10)
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となる。先ほどと同様、Ji
′ = σi

2
+L

(a)
i はSU(2)の代数を満たすので J ′ = L(a) + 1

2

とJ ′ = L(a)− 1
2
次元の表現行列に既約分解できる。J ′ = L(a)+ 1

2
のとき、Γ̂(a) = +1

で、縮退度 λL(a)+ 1
2
は Γ̂(a)の次元が 2(L(a) + 1

2
) + 1 = 2L(a) + 2なので、

λL+ 1
2

= (2L(a) + 2)(2L + 1), (C.11)

である。J ′ = L(a) − 1
2
のとき Γ(a) = −1で、縮退度 λL(a)− 1

2
は Γ̂(a) の次元が

2(L(a) − 1
2
) + 1 = 2L(a)なので、

λL− 1
2

= 2L(a)(2L + 1), (C.12)

である。ゆえに、

1

2
T r[P (a)(Γ̂)] =

1

2

(
λL(a)+ 1

2
− λL(a)− 1

2

)
= 2L + 1, (C.13)

となる。したがって、(C.8)と (C.13)から

1

2
T r[P (a)(ΓR + Γ̂)] =

1

2
T r(a)[Γ

R + Γ̂(a)] = 2(L− L(a)), (C.14)

となる。a = n±mのとき L(n±m) = n±m+1
2
なので、

2(L− L(a)) = 2
(n + 1

2
− n±m + 1

2

)
　 = ∓m, (C.15)

となるので、
1

2
T r[P (n±m)(ΓR + Γ̂)] = ∓m, (C.16)

となる。

D GKP ディラック演算子DGKPのスペクトル

ここではモノポール配位 (3.36)でのDGKP (3.4)のスペクトルを求める。それは

Dm
GKP = σi(Ai − LR

i ) + 1 = σi





L

(n+m)
i

L
(n−m)
i


− LR

i


 + 1, (D.1)

のようにかける。L
(n±m)
i はスピンL±m/2をもち、−LR

i はスピンLをもつ。た

だし、n = 2L + 1である。よって、演算子Ai − LR
i は次のスピンを持つ：

l =





m
2
, · · · , 2L + m

2
(δ = 1),

m
2
, · · · , 2L− m

2
(δ = −1).

(D.2)

90



ここで、m ≥ 0とした。(4.3)の演算子Miのスピン Jを考えることで、Dm
GKPの

スペクトルは次のように得ることができる：

Dm
GKP =





J + 1
2

= l + 1 (J = l + 1
2
),

−(J + 1
2
) = −l (J = l − 1

2
).

(D.3)

ただし、lは (D.2)で与えられる。m > 0の場合に対して、スペクトルは図 6のよ

うになる。図 7は n = 10,m = 0, 1, 2, 3, 4の場合に対してそのスペクトルを図示

したものである。図 7から分かるようにDm
GKPには明白なゼロモードは無い。

DGKP

6

2L + m
2

+ 1

··
·

··
·

2L− m
2

+ 1

··
·

··
·

··
·

m
2

+ 2

m
2

+ 1

0
−m

2

−(m
2

+ 1)

··
·

··
·

··
·

−(2L− m
2
)

··
·

··
·

−(2L + m
2
)

d

d d

d d
d d

d d
d d

d d

d

δ = −1 δ = 1

図 6: Dm
GKP (m > 0)のスペクトル

次に、上で求めたスペクトルを節 4.1のDm
GWのスペクトルを求めたときと同じ

方法で求めることもできる。まず、(D.1)のDm
GKPの２乗を直接計算することで、

(Dm
GKP)2 = M2

i +
1

4
= J(J + 1) +

1

4
= (J +

1

2
)2, (D.4)

を得る。ただし、Miは (4.4)で導入した全角運動量である。そして、(Dm
GKP)2と
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図 7: GKP スペクトル
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(3.42)、(3.15)で導入した T ,ΓRとMiとの交換関係を調べると

[
Mi , (Dm

GKP)2
]

= 0, (D.5)

[
T , (Dm

GKP)2
]

= 0, (D.6)

[
ΓR , (Dm

GKP)2
]

= 0. (D.7)

を満たすので、(Dm
GKP)2のスペクトルは

(Dm
GKP)2|J, J3, δ, ν〉 = (J +

1

2
)2 |J, J3, δ, ν〉, (D.8)

ただし、同時固有状態 |J, J3, δ, ν〉は (4.11)-(4.14)で定義したものである。

Dm
GKPは

[Mi , Dm
GKP] = 0, (D.9)

[T , Dm
GKP] = 0, (D.10)

[
ΓR , Dm

GKP

] 6= 0, (D.11)

を満たすので、J, J3, δがそれぞれ固定されたときのνについての線形結合
∑

ν c±ν |J, J3, δ, ν〉
は次のようなDm

GKPの固有状態である：

Dm
GKP

∑
ν

cν |J, J3, δ, ν〉 = ±(J +
1

2
)

∑
ν

cν |J, J3, δ, ν〉. (D.12)

δ = ±1のセクターに対し、

Dm±
GKP = (σiL

(n±m)
i +

1

2
)− (σiL

R
i −

1

2
) =

n±m

2
Γ̂± − n

2
ΓR, (D.13)

と定義する。ただし、

ΓR =
2

n
(σiL

R
i −

1

2
), (D.14)

Γ̂± =
2

n±m
(σiL

(n±m)
i +

1

2
). (D.15)

そして、次のようなギンスパーグ・ウィルソン関係式に似た関係式を示せる：

n±m

n
Γ̂±Dm±

GKP + Dm±
GKPΓR = ±m +

m2

2n
, (D.16)

n±m

n
Dm±

GKPΓ̂± + ΓRDm±
GKP = ±m +

m2

2n
. (D.17)
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固有値 αを持つDm±
GKPの固有状態を ψとする：

Dm±
GKPψ = αψ. (D.18)

(D.16)と (D.17)から

Dm±
GKP

(
ΓR +

n±m

n
Γ̂±

)
ψ = −α

(
ΓR +

n±m

n
Γ̂±

)
ψ +

(
±2m +

m2

n

)
ψ,

(D.19)

が得られる。それゆえ、

Dm±
GKP

[
ΓR +

n±m

n
Γ̂± − 1

2α

(
±2m +

m2

n

)]
ψ

= −α

[
ΓR +

n±m

n
Γ̂± − 1

2α

(
±2m +

m2

n

)]
ψ. (D.20)

つまり、
[
ΓR + n±m

n
Γ̂± − 1

2α

(
±2m + m2

n

)]
ψ は固有値−αを持つDm±

GKPの固有状

態である。

(D.13)から

ΓR +
n±m

n
Γ̂± =

2

n
Dm±

GKP + 2ΓR, (D.21)

を得る。(D.12)の固有状態 ψ =
∑

ν cν |J, J3, δ, ν〉は
[
ΓR +

n + δm

n
Γ̂− 1

2α

(
2δm +

m2

n

)] ∑
ν

cν |J, J3, δ, ν〉

=

[
2

n
α− 2− 1

2α

(
2δm +

m2

n

)]
c−1|J, J3, δ, ν = −1〉

+

[
2

n
α + 2− 1

2α

(
2δm +

m2

n

)]
c1|J, J3, δ, ν = 1〉. (D.22)

ただし、α = ±(J + 1
2
)である。

表 2において、J = m−1
2
の最低スピン状態をみると、それぞれの δに対して、

ν = +1か ν = −1の状態のみが存在するので、状態 (D.22)は消えなければなら

ない。よって、α = −mとなり、最低スピン状態に対して、Dm
GKPの固有値は負

の固有値のみ存在する。次に、最高スピン状態 (J, δ, ν) = (2L − m−1
2

,−1,−1)、

(2L + m+1
2

, +1,−1)をみると、それぞれの δに対して、ν = −1の状態のみ存在す

るので、状態 (D.22)は消えなければならない。よって、それぞれ α = n ± m
2
と

なり、最高スピン状態に対して、Dm
GKPの固有値は正の固有値のみ存在する。他

の状態 (D.22)は消えないので、他の状態に対するDm
GKPの固有値は正と負の両方

の固有値がある。ゆえに、図 6のスペクトルが得られる。
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さらに、係数 cνも決めることができる。状態 (D.22)と
∑

ν cν |J, J3, δ, ν〉は直交
するので、

[
2

n
α− 2− 1

2α

(
2δm +

m2

n

)]
|c−1|2 +

[
2

n
α + 2− 1

2α

(
2δm +

m2

n

)]
|c1|2 = 0.

(D.23)

それゆえ、Dm
GKPの固有状態は

1

2

[√
2 +

2

n
α− 1

2α

(
2δm +

m2

n

)
|J, J3, δ, ν = −1〉

+
α

|α|

√
2− 2

n
α +

1

2α

(
2δm +

m2

n

)
|J, J3, δ, ν = 1〉

]
, (D.24)

となる。ただし、α = ±(J+ 1
2
)で、相対的な位相は |J, J3, δ, ν = −1〉と |J, J3, δ, ν =

1〉の再定義で吸収させた。

E 可換理論でのディラック演算子Dcomのスペクトル

この付録では、可換理論でのGW ディラック演算子 (3.22)の TP モノポール

背景 (3.29)におけるスペクトルを調べる：

D′ m=1
com = σ · L+ 1 +

1

2
σ · τ − 1

2
(n · σ)(n · τ). (E.1)

これは (4.37)の可換極限によっても得ることができる。まず、次の演算子を考

える：

Mi = Li +
σi

2
+

τi

2
, (E.2)

t = n · τ, (E.3)

γ = n · σ. (E.4)

ただし、Miは全角運動量演算子で、tは U(1)ゲージ群の生成子、γはカイラリ

ティ演算子である。これらの演算子はそれぞれ交換する：

[Mi , t] = 0, (E.5)

[Mi , γ] = 0, (E.6)

[t , γ] = 0. (E.7)
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よって、これらの演算子の同時固有状態を

M2
i |J, J3, δ, ν〉 = J(J + 1) |J, J3, δ, ν〉, (E.8)

M3|J, J3, δ, ν〉 = J3 |J, J3, δ, ν〉, (E.9)

t|J, J3, δ, ν〉 = δ |J, J3, δ, ν〉, (E.10)

γ|J, J3, δ, ν〉 = ν |J, J3, δ, ν〉, (E.11)

のように考えることができる。

ここで、まず、Li + σi

2
の演算子を考え、この演算子と τi

2
を合成することで、

Mi = (Li + σi

2
) + τi

2
のスピンを次のように求めることができる：

J =





l + 1 (l ≥ 0),

l (l ≥ 0),

l (l ≥ 1),

l − 1 (l ≥ 1).

(E.12)

ただし、lは演算子 Liのスピンである。実際、Miの固有状態は表 3のように存

在する。8

表 3: Miの固有状態

δ − − + +

J ν + − + −
0 ◦ ◦
1 ◦ ◦ ◦ ◦
2 ◦ ◦ ◦ ◦
3 ◦ ◦ ◦ ◦

··
·

··
·

··
·

··
·

··
·

8この後の (E.29)で見るように、(δ, ν) = (−1, +1)と (+1,−1)の２つのゼロモードがある。

(E.18)、(E.19)、(E.22)から ν = +1と ν = −1の両方の固有状態は、J ≥ 1のそれぞれの J, J3, δ

に対して存在する。さらに、D′ = τ · L+ 1 + 1
2σ · τ − 1

2 (n · σ)(n · τ) を定義することで、δ = +1

と δ = −1の両方の固有状態は J ≥ 1のそれぞれの J, J3, ν に対して存在する。

96



D′ m=1
com の 2乗を計算すると

(D′ m=1
com )2 = M2

i , (E.13)

となる。この (D′ m=1
com )2は演算子Miの 2乗で書けるので、Mi, t, γと交換する：

[
Mi , (D′ m=1

com )2
]

= 0, (E.14)

[
t , (D′ m=1

com )2
]

= 0, (E.15)

[
γ , (D′ m=1

com )2
]

= 0. (E.16)

よって、次のように (D′ m=1
com )2のスペクトルを得ることができる：

(D′ m=1
com )2 |J, J3, δ, ν〉 = J(J + 1) |J, J3, δ, ν〉. (E.17)

また、Mi, t, γとD′ m=1
com との交換関係は

[
Mi , D′ m=1

com

]
= 0, (E.18)

[
t , D′ m=1

com

]
= 0, (E.19)

[
γ , D′ m=1

com

] 6= 0, (E.20)

となる。それゆえ、D′ m=1
com の固有状態は次のように、それぞれの J, J3, δに対す

る νの線形結合
∑

ν c±ν |J, J3, δ, ν〉で得られる：

D′ m=1
com

[∑
ν

c±ν |J, J3, δ, ν〉
]

= ±
√

J(J + 1)

[∑
ν

c±ν |J, J3, δ, ν〉
]

. (E.21)

ディラック演算子D′ m=1
com はカイラリティ演算子 γと反交換する：

{
γ , D′ m=1

com

}
= 0. (E.22)

もし
∑

ν cν |J, J3, δ, ν〉が固有値αのD′ m=1
com の固有状態とすると、γ

∑
ν cν |J, J3, δ, ν〉

は固有値−α の固有状態である：

D′ m=1
com

[∑
ν

cν |J, J3, δ, ν〉
]

= α

[∑
ν

cν |J, J3, δ, ν〉
]

, (E.23)

D′ m=1
com

[
γ

∑
ν

cν |J, J3, δ, ν〉
]

= −α

[
γ

∑
ν

cν |J, J3, δ, ν〉
]

. (E.24)

ただし、

α = ±
√

J(J + 1). (E.25)
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である。

次に、係数 cνを求める。γ
∑

ν cν |J, J3, δ, ν〉は
∑

ν cν |J, J3, δ, ν〉と直交しなけれ
ばならないので

|c1|2 − |c−1|2 = 0, (E.26)

したがって

|c−1| = |c1|, (E.27)

となる。それゆえ、固有値 αの固有状態は

1√
2

[
|J, J3, δ, 1〉+

α

|α| |J, J3, δ,−1〉
]

, (E.28)

である。ここで相対的な位相は |J, J3, δ, 1〉と |J, J3, δ,−1〉を再定義することで吸
収させた。

最後にカイラル・ゼロモードの具体形を求める。カイラル・ゼロモードは全角

運動量演算子Miの表 3の J = 0のゼロモードに対応するので、それらは εαlと

niσi
αα′εα′lのように書くことができる。ただし、αと lはそれぞれスピノールとゲー

ジ群の足である。実際に直接 (D′ m=1
com )ε = 0や (D′ m=1

com )n · σε = 0を示すことがで

きる。tと γの固有状態はこれらの 2つのゼロモードの線形結合により得られる。

(δ, ν) = ±(−1, +1)の状態は等式 (4.39)を使うことで、

1

2
[1± n · σ]αα′εα′l =

1

2
[1∓ n · τ ]ll′εαl′ , (E.29)

となる。
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