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Resumo

Nesta tese apresentamos trés problemas interligados: a quantizacao de teorias nao-
Lagrangianos, a mecanica quantica nao-comutativa (MQNC) e a construgao do produto estrela
atravéz do ordenamento de Weyl. No contexto do primeiro problema foi elaborada uma abor-
dagem da quantizagao canonica de sistemas com as equagoes de movimento nao-Lagrangianas.
Construimos um principio da agao minima para um sistema equivalente das equagcoes diferenci-
ais de primeira ordem. Existe uma ambiguidade nao-trivial (que néo se reduz a uma derivada
total) na definigdo da fungao de Lagrange para os sistemas de equagoes de primeira ordem. Ap-
resentamos uma descricao completa desta ambiguidade. O esquema proposto é aplicado para
a quantizagao da teoria quadratica geral. Também foi construida a quantizacao do oscilador
harmonico amortecido e da carga elétrica com radiagao. No contexto da MQNC elaboramos
uma formulacao da integral de trajetéria da MQNC relativistica e construimos a generalizagao
nao-comutativa da agdo da super-particula. A quantizacao da acao proposta fornece as equagoes
de Klein-Gordon e de Dirac nas teorias de campo nao-comutativas. No contexto do terceiro
problema desenvolvemos uma abordagem para a quantizacao por deformagao no plano real
com uma estrutura de Poisson arbitraria baseada no ordenamento simétrico dos produtos dos
operadores. E formulado um procedimento iterativo simples e efetivo para a construcao do
produto estrela. Este procedimento nos permitiu calcular o produto estrela em ordens altas
(em terceira e quarta ordens), algo que foi feito pela primeira vez. Exceto por uma anédlise da
cohomologia, que nao consideramos no artigo, o método proposto da uma descricao explicita,
na linguagem matemética usual da fisica, do produto estrela.

L Autor agradece a Fundagio de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP) pelo apoio financeiro.



Abstract

We present here three interrelated problems: quantization of non-Lagrangian theories, noncom-
mutative quantum mechanics (NCQM) and a constructions of the star product trough the the
Weyl ordering. In the context of the first problem an approach to the canonical quantization of
systems with non-Lagrangian equations of motion is proposed. We construct an action principle
for an equivalent first-order equations of motion. There exists an ambiguity (not reducible to
a total time derivative) in associating a Lagrange function with the given set of equations. We
give a complete description of this ambiguity. The proposed scheme is applied to quantization
of a general quadratic theory. Also the quantization of a damped oscillator and a radiating
point-like charge is constructed. In the context of NCQM we propose a path integral formu-
lation of relativistic NCQM and construct a noncommutative generalization of superparticle
action. After quantization, the proposed action reproduces the Klein-Gordon and Dirac equa-
tions in the noncommutative field theories. In the context of the third problem we develop an
approach to the deformation quantization on the real plane with an arbitrary Poisson structure
which based on Weyl symmetrically ordered operator products. A simple and effective itera-
tive procedure of the construction of star products is formulated. This procedure allowed us to
calculate the third and the fourth order star products. Modulo some cohomology issues which
we do not consider here, the method gives an explicit and physics-friendly description of the
star products.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese, apresentamos trés direcoes principais da pesquisa do autor durante seu doutora-
mento no IFUSP. Sao: a quantizacao de sistemas nao-Lagrangianos, a mecanica quantica nao-
comutativa (MQNC) e a construcao do produto estrela através do ordenamento simétrico. O
primeiro assunto trata do problema da construcao do principio da acao minima e da quan-
tizagao de sistemas fisicos cuja dinamica classica é descrita por equagoes de movimento que nao
podem ser diretamente identificadas com as equagoes de Euler-Lagrange de alguma acao. Por
isso estes sistemas se chamam sistemas nao-Lagrangianos. Existem varios exemplos fisicos de
sistemas nao-Lagrangianos e a quantizacao dessas teorias ¢ um problema importante na fisica
tedrica.

O segundo tema da nossa pesquisa estd ligado a mecanica quantica nao-comutativa. Os
argumentos gerais da mecanica quantica relativistica indicam que nao é possivel medir o espaco-
tempo cléssico na escala de Planck por causa dos efeitos do backreaction gravitacional. Isto
levou a suposicao de que em distancias da ordem do comprimento de onda de Planck, o espaco-
tempo perde a sua estrutura de variedade continua e suave e deve ser substituido por algum
tipo de estrutura nao-comutativa. A maioria dos artigos na area de MQNC trabalham com o
caso do espaco nao-comutativo plano, no qual os operadores das coordenadas % tém relagoes
de comutagao: [:i“o‘, i‘ﬂ] = i6°”, onde 67 é uma matriz constante antisimétrica.

A terceira direcao do mnosso trabalho estd ligada ao desenvolvimento de ferramentas
matematicas da geometria nao-comutativa que possam ser usadas para o estudo de proble-
mas conceituais da fisica na escala de Planck. Em particular, foi desenvolvido o método da
construcao perturbativa do produto estrela usando a representacao polidiferencial da algebra
geral nao-comutativa [i"",iﬁ} = 25w%ﬁ (), onde £ é o parametro da deformagao e w%ﬁ (x) é
uma estrutura de Poisson arbitraria.

Existe uma ligacao entre os trés assuntos mencionados. Como serd mostrado na tese, a
quantizagao canonica de lagrangianas de primeira ordem que aparecem no contexto de sistemas
nao-Lagrangianos levam a relacoes de comutacao nao triviais entre variaveis do espago de fase,

[3°,37] = i}y (2), (1.1)
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onde wj'\‘,ﬁL = Q;é e Q.3 é o multiplicador de integragao para as equagoes nao-Lagrangianas

no formalismo de primeira ordem. No caso particular em que w%ﬁL ¢ uma constante, ou seja,
nao depende de &, (1.1) sao exatamente as relagdes de comutacao da MQNC. Assim, chegamos
a conclusao de que formalmente a MQNC é um caso particular das teorias quanticas que
correspondem aos sistemas nao-Lagrangianos. Por outro lado, a matriz simpléctica w]o\“,ﬁL é
um caso particular de estrutura de Poisson w;ﬁ (x). Por isso, a representacao polidiferencial
dos operadores %, bem como o método da construcao do produto estrela, sao ferramentas
matematicas necessarias para a quantizacao de sistemas nao-Lagrangianos e, em particular,
para a MQNC.

Porém, historicamente cada um desses problemas se desenvolve independentemente dos
outros. Por isso, escrevemos introdugoes separadas para cada um dos assuntos. Cada uma
das introducgoes inclui uma revisao histérica, uma descricao dos problemas atuais na area e
nossa contribuicao na solucao desses problemas. Na parte final da introducao, apresentamos a

descricao dos capitulos que seguem.

1.1 Quantizacao de sistemas nao-Lagrangianos

E bem conhecido que alguns sistemas fisicos, por exemplo, a carga magnética, descrita primeira-
mente por Dirac [1], e os sistemas dissipativos [2, 3], nos quais a interagdo com o ambiente é
levada em conta por meio de uma forca fenomenoldgica de atrito, sao descritos geralmente em
termos de equagoes diferenciais de segunda ordem que nao podem ser identificadas diretamente
com equagoes de Euler-Lagrange por um principio de acao. No que segue, nés chamaremos tais
equacoes de movimento de equagoes nao-lagrangianas e os sistemas fisicos correspondentes de
sistemas nao-Lagrangianos. A existéncia de um principio de agdo para um sistema fisico dado
ou, equivalentemente, a existéncia de uma funcao de Lagrange para tal sistema, permite que
se realize a quantizacao canonica. Isto, em particular, enfatiza a importancia de fornecer um
principio de agao para um sistema fisico.

O problema da construcao do principio de agao minima para equacgoes de movimento dadas
¢é conhecido na literatura como o problema inverso do calculo de variacoes da mecanica Newto-
niana. Este problema tem atraido um certo interesse em fisica por mais que um século. Ainda
no ano de 1887, Helmholtz [4] propos um critério para determinar se um sistema de equagoes
diferenciais é um sistema lagrangiano ou nao. Em 1894, Darboux [5] resolveu o problema in-
verso do calculo de variacoes no caso unidimensional. O caso bidimensional foi investigado
por Douglas [6] em 1941. Em particular, ele apresentou exemplos de equagoes diferenciais de
segunda ordem que nao podem ser obtidas do principio de a¢gdo minima (nenhuma lagrangiana
existe para tais equagoes). Depois disso varios autores [7]-[13] investigaram o problema da
construcao de principio variacional para sistemas multidimencionais.

Em 1974, Havas [14] propos considerar o problema inverso do célculo de variagoes no for-
malismo de primeira ordem.Para isso, é necessario passar as equagoes de movimento iniciais
para um sistema equivalente de equagoes diferenciais da primeira ordem, introduzindo variaveis
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auxilares. Nos trabalhos [14]-[16], foi provado que no formalismo de primeira ordem o funcional
da acao existe para qualquer sistema de equacoes diferenciais. Contudo, nos artigos que exis-
tem sobre este tema existem apenas teoremas de existéncia, ja que nenhum deles responde a
pergunta de como construir tal agao.

Também sabe-se que existe uma ambiguidade (que nao se reduz a uma derivada total do
tempo) na construgao de uma fungao de Lagrange para as dadas equagoes diferenciais. No ano
1950 Wigner [17] propos a seguinta pergunta: “Equacoes de movimento cldssicas determinam
as relagdes de comutagao quanticas?” No préprio trabalho [17] Wigner assumiu que a resposta
desta pergunta depende da forma da hamiltoniana, e em alguns sistemas pode ser negativa.
Posteriormente, muitos autores (veja por exemplo [18]-[21]) investigaram este problema. Foi
mostrado que a resposta a pergunda de Wigner é negativa, pois as relagoes de comutacao
quanticas dependem da ambiguidade na construcao da lagrangiana para equacoes de movi-
mento classicas. Contudo, a descricao completa desta ambiguidade existe somente para caso
unidimensional e foi dada ainda por Darboux [5] no final do século anterior. Existem tantas
lagrangianas inequivalentes quanto funcoes de duas variaveis.

O problema da descricao quantica dos sistemas nao-Lagrangianos, e, em particular, sistemas
dissipativos, atrai atencao dos fisicos ha mais de 50 anos e tém varias aplicagoes importantes
(veja por exemplo [2, 3|, [22]-[45]). Historicamente, as primeiras tentativas de construir a
teoria quantica dos sistemas dissipativos consistiram na busca de um método da quantizacao
de equagoes de movimento que contém a forca de atrito proporcional a velocidade. O modelo
mais popular e a0 mesmo tempo mais simples é o oscilador harménico amortecido [47] (damping
oscillator),

i+at+wr=0, (1.2)

onde o — é o coeficiente fenomenolégico de friccao e w — frequéncia angular. Quando a # 0,
a equagao (1.2) é uma equacao nao-lagrangiana. O fato da auséncia da uma hamiltoniana
torna impossivel a quantizagao direta desse sistema. Portanto, primeiramente foi necessaria a
construcao da formulagao lagrangiana do oscilador amortecido.

Parece que a primeira tentativa de construir um funcional da ac¢ao para a equagao (1.2) foi
feita por Bateman [22] em 1931. Ele propos a seguinte fungao de Lagrange

L=y (i+ai+w’z) , (1.3)

onde y — é uma nova variavel. Obviamente a variacao da acao correspondente pelo y darad a
equagao inicial (1.2), mas a varia¢do pelo  dard mais uma equagao

. . 2
y—ayt+wy=0,
que também descreve um oscilador harmonico mas com sinal oposto da forca de atrito. Por isso
ao contrario do primeiro oscilador amortecido, o segundo é um oscilador harmonico amplificado.

Por causa disto, é conveniente pensar na variavel y como uma variavel efetiva que descreve um
reservatorio em que esta contido o oscilador amortecido. Em seguida, este modelo recebeu
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o nome de modelo dual de Bateman [23]-[27]. Adicionando uma derivada total do tempo a
Lagrangiana (1.3), esta transforma-se na Lagrangiana

L=—iy+ % (29 — yi) + w?zy . (1.4)
Contudo, deve se notar que a Lagrangiana (1.3) bem como a Lagrangiana equivalente (1.4)
descrevem um outro sistema dinamico em relagdo & equagao inicial (1.2). Particularmente,
este sistema caracteriza-se pelo dobro de graus da liberdade e a hamiltoniana nao é positiva-
mente determinada. No nivel quantico, o modelo considerado nao possui um espago de Hilbert
corretamente determinado [23]-[27].

Uma descri¢ao hamiltoniana alternativa do oscilador harmoénico amortecido foi proposta por
Kanai [28] no ano 1948. Notou-se que a equagao (1.2) torna-se uma equagao Lagrangiana apos
a multiplicacao pelo fator e*. Este fator chama-se multiplicador de integracao. A Hamiltoniana
correspondente tem a forma:

H= 1e_“tpz + 1eo‘t(,uQ:ch . (1.5)

2 2

Obviamente, neste caso existe uma dependéncia explicita da hamiltoniana (1.5) no tempo. A
quantizacao canonica deste modelo foi construida nos trabalhos [28]-[31]. Notamos contudo que
o método presente da construcao da formulagao Hamiltoniana nao pode ser aplicado a qualquer
sistema nao-Lagrangiano, pois o multiplicador de integracao nao existe nao todo sistema de
equacoes diferenciais. Os exemplos correspondentes, bem como a teoria geral do multiplicador
de integragao, serao considerados nos artigos aplicados.

Finalmente, existe mais uma abordagem a quantizacao dos sistemas dissipativos que trata
a dissipacao como o resultado da interacao de um sistema mecanico S com algum reservatério
térmico E (veja [32]-[41]). J& que o sistema completo S + E é um sistema fechado e, por
isso, hamiltoniano, ele permite que se realize a quantizagao canonica. Posteriormente, para
obter a matriz densidade pg que descreve o sistema dissipativo S é necesséario calcular a média
(integracao) sobre os estados do reservatério E.

Esta abordagem também tem deficiéncias porque ela é bastante complicada e necessaria-
mente precisa da fixacao de um modelo do reservatério, por isso o resultado da quantizacao
depende dos parametros do modelo escolhido. No caso mais simples, quando o reservatorio é
modulado como um conjunto infinito de osciladores harmonicos, a resposta final depende de
parametros do modelo tais como temperatura 1" e frequéncias proprias dos osciladores wy,. Além
disso, esta abordagem pode ser aplicada somente para a quantizacao de sistemas dissipativos,
quando a causa do caracter nao-Lagrangiano das equagoes de movimento é a dissipacao, ou seja,
a interagao com o ambiente. Caso o sistema considerado seja um sistema nao-Lagrangiano por
outra causa, por exemplo o monopolo magnético, esta abordagem perde qualquer sentido.

Assim, todas as abordagems a quantizacao dos sistemas nao-Lagrangianos mencionadas tém
deficiéncias. Contudo, algumas questoes ligadas a quantizagao, em particular dos sistemas dis-
sipativos, estdo em aberto até agora. Assim, por exemplo, é interessante a andlise da influéncia
da dissipagao em fenomenos quanticos tais como tunelamento e interferéncia quantica. Um
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aparecimento possivel de tunelamento quantico em nivel macroscopico em criogénese foi de-
scrito por [42]. A influéncia da dissipagao no tunelamento quantico em sistemas macroscépicos
foi considerada pela primeira vez nos trabalhos [43]-[45], onde se mostrou que a dissipa¢ao mul-
tiplica a probabilidade de tunelamento por um fator que depende do coeficiente fenomendgico
de atrito. A interferéncia quantica na presenca de dissipacao foi investigada pelos mesmos
autores no trabalho [46]. Nao obstante, a fim de descrever a dissipagao, os autores de [43]-[46]
usam uma abordagem que trata o atrito como uma interacao do sistema com algum reservatorio
em que esta contido. As deficiéncias desta abordagem ja foram discutidas acima.

Existem outros problemas fisicos interessantes ligados a quantizacao dos sistemas nao-
lagrangianas. Notamos apenas dois deles: (i) a descrigao quantica de efeitos de backreaction de
radiacao (radiation backreaction), que é baseada na quantizacao de equagoes nao-lagrangianas
que descrevem a dinamica efetiva de objetos carregados (como particulas, cordas, etc.) em
campos externos com a backreaction de radiacao e (ii) a quantizagdo da carga magnética,
primeiramente construida por Dirac [1]. Na teoria [1], o problema da natureza nao-lagrangiana
das equagoes de movimento para uma carga magnética no campo elétrico foi resolvido usando
um potencial singular que conduz a termos nao-fisicos do tipo ¢ na forca de Lorentz. E com o
fim de eliminar estes termos, o entao chamado “veto de Dirac” foi imposto para proibir o elétron
de ser encontrado na trajetoria do monopdlo. Fora da trajetoria, as equagoes de movimento
que resultam do principio da acao coincidem com as iniciais. Note, entretanto, que a teoria de
Dirac nao estd livre de criticas [48].

Assim, chegamos a conclusao de que ha necessidade do desenvolvimento de novas abor-
dagems para a quantizacao de sistemas fisicos a partir de equagoes de movimento, aplicaveis
a qualquer sistema de equagoes diferenciais e nao envolverao construcoes auxilares como reser-
vatorio térmico ou “veto de Dirac”. A partir disso, foram formuladas as metas do nosso
trabalho:

e O desenvolvimento de métodos para a solucao do problema inverso do calculo das variagoes
para um sistema dinamico de forma geral.

e O desenvolvimento de métodos de quantizacao de sistemas fisicos a partir das equacoes
de movimento e aplicacao destes métodos a quantizacao de sistemas nao-Lagrangianos.

Neste caminho foram alcancados os seguintes resultados principais:

1. Elaborado um novo método efetivo para a construcao do principio variacional para um
sistema fisico partindo das equagoes de movimento. Caso um sistema de equagoes de
movimento nao admita a existéncia de principio de acao minima, este sistema sempre
pode ser reformulado como um sistema equivalente de equacoes Lagrangianas de primeira
ordem. construimos explicitamente a acao Lagrangiana que leva a tal sistema bem como
apresentamos uma descricao completa da ambiguidade na definicao desta acao.
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2. Elaborada uma abordagem para a quantizacao candnica de teorias nao-lagrangianas
baseada na formulacao Lagrangiana proposta de um sistema equivalente a equagoes da
primeira ordem. Foi construida a quantizagao canonica de teorias quadraticas gerais (sis-
temas com as equagoes de movimento lineares). Provado que a evolugdo quantica dos
sistemas considerados é completamente determinada pela evolugao classica correspon-
dente.

3. Foi construida a quantizacao de exemplos importantes de sistemas dissipativos: oscilador
harmonico amortecido e carga elétrica com radiagao (radiating point-like charge). Ob-
tivemos expressoes exatas para a evolucao dos valores médios da energia nos exemplos
considerados.

4. Obtidos pela primeira vez:

a A forma explicita da Lagrangiana de sistemas de equagoes diferenciais de segunda ordem
que admitem a existéncia de um multiplicador de integracao, isto é, uma matriz multipli-
cadora que pode dotar um sistema de equacoes diferenciais com a estrutura de equagoes
de Euler-Lagrange. A partir de consideracoes gerais, obtivemos condigbes necessarias e
suficientes para a existéncia do multiplicador de integracao para equagoes diferenciais. O
método proposto para a solucao do problema inverso do calculo de variagoes é ilustrado
por diferentes exemplos. Foi construida a acao Lagrangiana de sistemas dissipativos mul-
tidimensionais no formalismo de segunda ordem. Foi também considerado um exemplo
de sistema dinamico linear com equagoes de movimento que nao admitem a existéncia de
um multiplicador de integracao.

b Um procedimento explicito para a construcao do funcional de acao para os sistemas de
equagoes diferenciais de primeira ordem usando a solucao do problema de Cauchy dos
sistemas considerados. Obtivemos a descri¢do completa da ambiguidade nao trivial (que
nao pode ser reduzida a adi¢do de uma derivada total em relagdo ao tempo) na definigao
da funcao de Lagrange para os sistemas de equacoes de primeira ordem. Foi construida
uma agao quadratica para as teorias com equagoes do movimento lineares nao-homogeéneas
arbitrarias (sistemas dinamicos lineares).

¢ A prova da inexisténcia do principio de acdo minima para a equacao relativistica de
Lorentz—Dirac bem como para o seu limite nao relativistico. E proposta uma equagao
reduzida de Lorentz—Dirac que descreve a dinamica efetiva da carga elétrica com radiagao
e nao tem solugoes nao-fisicas. Para esta equacao, o problema inverso do céalculo de
variacoes pode ter varias solugoes. Como um exemplo, é considerada uma carga pontual
nao relativistica no campo magnético constante e homogéneo com radiacao. Mostra-se
que este sistema admite a existéncia do funcional de acao no formalismo de segunda
ordem mas nenhuma das lagrangianas possiveis transforma-se, no limite do desligamento
da interagdo e — 0, na Lagrangiana usual da particula livre L = m%/2. Uma descrigao
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fisica satisfatoria para este sistem foi obtida com um sistema equivalente de equacoes
diferenciais de primeira ordem.

d Uma abordagem baseada na formulagao Lagrangiana proposta no formalismo de primeira
ordem para a quantizacao canonica de teorias nao-Lagrangianas. A hamiltonizacao da
teoria Lagrangiana construida conduz a uma teoria hamiltoniana com vinculos depen-
dentes do tempo. A quantizagdo canonica de tal teoria é um problema nao trivial (isto
segue das consideragoes gerais presentes no livro [49] de Gitman e Tyutin).Adotamos a
abordagem geral de hamiltonizacao e de quantizacao canonica para teorias com vinculos
dependentes do tempo para este caso de teorias nao-lagrangianas. O esquema da quan-
tizagao proposta foi ilustrado no exemplo de sistemas dinamicos lineares.

1.2 Mecanica quantica nao-comutativa

Teorias nao-comutativas constituem um ramo da fisica tedrica moderna em rapido desenvolvi-
mento [50]. A primeira vez em que coordenadas nao-comutativas surgiram no contexto de
teoria quantica de campos foi nos trabalhos pioneiros de Heisenberg e Snyder ha mais de 50
anos. Posteriormente, a nao-comutatividade foi estudada na abordagem de quantizacao por
deformagao [51], que relaciona quantizacdo com deformagao das estruturas de Poisson. Em
trabalhos mais recentes [52] foi mostrado que o limite de baixa energia da teoria M, bem como
das teorias de supercordas, levam diretamente as teorias de calibre nao-comutativas.

E bem sabido também que ao se considerar o problema de Landau (uma particula carregada
sujeita a se mover num plano na presenga de campos magnéticos perpendiculares constantes),
chega-se a coordenadas nao-comutativas. Este fato foi utilizado em [53] para sugerir uma
abordagem do efeito Hall quantico baseado em geometria nao-comutativa.

Outra motivacao atual para o estudo das teorias nao-comutativas se relaciona a idéia de que
ela poderia ser uma formulacao matemaética razoavelmente simples para representar a proposta
de Wheeler e de Witt de spacetime foam, i.e., da idéia de que na ordem do comprimento
de Planck (1073 cm), na qual os efeitos da gravitagao se tornam extremamente fortes, o
espaco-tempo perde sua estrutura continua e deve envolver flutuagoes quanticas de geometria
e topologia [54].

Uma area particular das teorias nao-comutativas é a mecanica quantica nao-comutativa
(MQNC), que recentemente tem ganho bastante atencao [55]-[67]. No caso mais simples, o
espaco-tempo nao-comutativo pode ser realizado pelos operadores de coordenada z* com as
seguintes relacoes de comutagao

[2%,2°] = i0*”,
em que 6% é uma matriz antissimétrica constante a valores reais. Como foi mencionado na
introducao geral a MQNC é um caso particular das teorias quanticas que correspondem a
sistemas nao lagrangianos. Por um lado, isto d& origem a uma grande classe de exemplos
naturais de sistemas quanticos nao-comutativos. Por outro lado, podemos usar as ferramentas
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da MQNC [55]-[67] para examinar a natureza quantica de sistemas nao-Lagrangianos e vice-
versa.

Deve-se notar que as agoes classicas de teorias de campo no espago-tempo nao-comutativo
podem ser escritas como agoes classicas modificadas mas ja no espago-tempo comutativo (in-
troduzindo o produto da estrela). Depois da quantizagao de tais agoes, que chamamos de agoes
f-modificadas, os efeitos da nao-comutatividade do espago-tempo se manisfestarao através de
caracteristicas da teoria quanticas de campo correspondente. Considerando a mecanica quantica
de uma particula (ou o sistema de N particulas) com coordenadas nao-comutativas, pergunta-
se como construir a agao classica #-modificada para este sistema de dimensao finita. Como no
caso da teoria de campos, tal acao #-modificada deve, depois da quantizacao, manifestar os
efeitos da nao comutatividade do espago-tempo através de caracteristicas do sistema quantico
correspondente. Neste caso, através da acao cldssica recuperamos as relagoes nao comutativas
das coordenadas do espaco-tempo. Esta se tornou mais uma meta do nosso trabalho:

e A construcao de acoes f-modificaoas na mecanica quantica.

Os resultados principais sao:

Elaborado um novo método para a construgao da acao #-modificada na mecanica quantica
relativistica e nao relativistica. Foram construidas tais agoes para particulas relativisticas
com e sem spin. A idéia chave é extrair acoes #-modificadas para particulas relativisticas da
representacao dos propagadores da teoria do campo nao-comutativa correspondente via integral
de trajetoria. Consideramos equagoes de Klein-Gordon e de Dirac para propagadores causais em
tais teorias. Posteriormente, construimos a representacao destes propagadores via integral de
trajetoria. Tratamos as acoes efetivas nesta representagao como acoes de particulas relativisticas
f-modificadas. Para confirmar a interpretacao, construimos a quantizacao canonica das acgoes
obtidas, obtendo assim as equacoes de Klein-Gordon e de Dirac na teoria de campo nao-
comutativa. A acgao #-modificada da particula relativistica com spin é uma generalizacao da
acao pseudoclassica da superparticula de Berezin-Marinov [68] para o caso nao-comutativo.

1.3 Produto estrela através do ordenamento simétrico

A histéria recente da quantizacao por deformagao comegou com o artigo [51], veja [69] para a
revisao. Um ingrediente importante no programa da quantizagao por deformacao é o produto
estrela. Toma-se uma algebra A das fungoes lisas na variedade de Poisson equipada com a
estrutura de Poisson w e deforma-se A em A, introduzindo o produto estrela de tal forma
que o comutador estrela de duas fungoes quaisquer resulte no paréntese de Poisson entre essas
fungoes na ordem mais baixa da expansao em w. No ano de 1997 Kontsevich [70] demonstrou
a existéncia do produto estrela em uma variedade de Poisson C'*° qualquer e apresentou uma
férmula que, em principio, permite calcular este produto. Contudo, caso seja preciso o produto
estrela em segunda ordem da expansao, a formula de Kontsevich nao é muito 1til, ja que nao
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existe um método sistematico do cédlculo das integrais envolvidas. Além do mais, existe outra
razao, de natureza psicoldgica, para procurar uma formulagao mais simples do produto estrela.
O maquinario do Formality Theorem ¢é pesado demais para ser facilmente digerido por uma
parte consideravel da comunidade de fisica. Notamos também que o Formality Theorem na
verdade fornece muito mais que somente o produto estrela. Portanto, ja que a parte mais
pesada do trabalho ja foi feita, podemos comecar a procurar por uma formulacao do produto
estrela em uma linguagem mais fisica que admita um algoritmo computacional mais simples
para ordens mais altas da expansao. Nesa dire¢ao, nossa meta principal foi

e A elaboracao de métodos efetivos para a construcao perturbativa do produto estrela no
caso geral.

Foram obtidos os seguintes resultados principais:

Foi desenvolvida uma nova abordagem para a quantizagao por deformagao no espaco plano
real com uma estrutura de Poisson w®” (x) arbitraria baseada no ordenamento simétrico dos
operadores 2%, que representam coordenadas cartesianas deformadas no RY. Nés requeremos
que T satisfacam as relagbes de comutacgao gerais [500‘, @ﬁ} = 2w (%) (onde € é o parametro
da deformagao) e entdo construimos a representacao polidiferencial para z®. Uma grande
vantagem da nossa abordagem é a existéncia de um procedimento iterativo simples e efetivo
em «, tal que a ordem (n — 1) de w*” (2) permita calcular a ordem n de 2%, que por sua vez ja
determine a ordem n de w*? (%), etc. O uso desta abordagem nos permitiu calcular a expansao
do produto estrela em terceira e quarta ordens, algo que foi feito pela primeira vez. Além disso,
operamos com objetos bem conhecidos da mecanica quantica.

1.4 Descricao dos capitulos

No capitulo 2, consideramos a questao da construcao do principio da acao minima para
um dado sistema de equacoes diferenciais, usando o método do multiplicador de integracao,
isto é, uma matriz multiplicadora que pode dotar um sistema de equacoes diferenciais com a
estrutura das equagoes de Euler-Lagrange. Na se¢ao 2.2, apresentamos um método simples de
construcao de condigoes necessarias e suficientes para a existéncia do multiplicador de integracao
para equagoes de segunda ordem. Caso o multiplicador de integracao exista e seja conhecido,
apresentamos uma forma explicita da Lagrangiana. Na secao 2.2.2, é ilustrado, por diferentes
exemplos, o método proposto para a solucao do problema inverso do calculo de variacoes.
Foi construida a acao Lagrangiana de sistemas dissipativos multidimensionais no formalismo
de segunda ordem. Também foi considerado o exemplo de um sistema dinamico linear com
equacoes de movimento que nao admitem a existéncia do multiplicador de integracao.

Por meio da introducdo de n variaveis auxiliares (por exemplo p; = ¢, ¢ = 1,..,n) um
sistema de n equagoes nao-Lagrangianas sempre pode ser apresentado na forma de um sistema
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equivalente de 2n equacoes diferenciais de primeira ordem

T = fYt, ), (1.6)
= (¢",pi), a=1,...2n.

Na segao 2.3, mostramos que o multiplicador de integragao (2 para o sistema de equagdes (1.6)
deve satisfazer as condicoes seguintes: antissimetria

Qaﬁ = _Qﬁom
identidade de Jacobi
aanﬁ/ + 8597a -+ a»yQag =0,

e a equagao
0o+ £Q05 =0,

onde £ (1,3 é a derivada de Lie da forma simplectica 2,4 ao longo do campo vetorial f7. Neste
caso o multiplicador de integracao {2 sempre existe e pode ser construido pela solucao de Cauchi
do sistema de equagoes de primeira ordem (1.6). A Lagrangiana correspondente tem a forma

L=J.i®—H, (1.7)
onde )
Jo(t,x) = / 70 (t, s2) sds + Oip(t, 1), (1.8)
0
H(t,x) = /1 ds 17 [Qpa(t, s3) f(t, 57) — 0, J5(t, 57)] + c(t), (1.9)
0

o(t,z) e c(t) sdo fungbdes artbitrdrias. Assim mostramos que os sistemas fisicos com equagoes
de movimento nao lagrangianas, de fato, sao equivalentes aos sistemas lagrangianos de primeiro
ordem. O procedimento proposto para a construcao do principio variacional é ilustrado pelo
exemplo de sistemas dinamicos lineares com equagoes de movimento lineares nao-homogéneas
arbitrarias. Construimos uma acao quadratica para estes sistemas.

O material desse capitulo foi publicado no artigo: D.M. Gitman and V.G. Kupriyanov,
On the action principle for a system of differential equations, J.Phys.A:Math.Theor.40 (2007)
10071-10081.

No capitulo 3, discutimos o problema da construcao do principio da acao minima para
equagao relativistica de Lorentz—Dirac que descreve o movimento de uma particula carregada
no campo eletromagnético com backreaction de radiacao (radiation backreaction). Na sec¢do
3.2, é provado que a equagao relativistica de Lorentz—Dirac [71], [72], [73]

ooe 220 1
gy = —Mxy, —+ EFMV,I‘ + @ (I‘M — g{pul'yx ) = O, (110)
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bem como seu limite nao relativistico

2

g:—mj'(—l—eE%—E[X,H]—l—Qiic':O, (1.11)

c 3c3

onde z# = (¢,x) sao coordenadas da particula e F,, = (E,H) ¢é tensor do campo eletro-
magnético, nao admite a existéncia de um multiplicador de integracao e por isso nao pode
ser obtida pelo principio da acao minima. Na secao 3.3, propomos uma equacao reduzida de
Lorentz—Dirac, isto é, uma equacao de segunda ordem que descreve a dinamica efetiva da carga
elétrica com radiacao e nao tem solugoes nao-fisicas. Na segao 3.3.2, discutimos o problema
inverso do célculo de variagoes para a equacao reduzida de Lorentz—Dirac. Para esta equagao, o
problema mencionado pode ter varias solugoes. Como exemplo foi considerada uma carga pon-
tual nao relativistica no campo magnético constante e homogéneo H = (0,0, H) com radiagao:

i=—ai — 0y,
j= Bi — ay, (1.12)
5=0,

onde usamos o sistema de unidades m=c=1e¢

V6vV3+ V94 64e5H2 — 6 2 i
o = ~ —e€
8e? 3 ’

G- eH\6 -
V3 4+ /9 + 64eS 2

Mostra-se que este sistema admite a existéncia de um funcional de acao no formalismo de
segunda ordem, mas nenhuma das Lagrangianas possiveis transforma-se no limite do desliga-
mento da interacao e — 0 na Lagrangiana usual da particula livre L = m%/2. Na segao 3.4,
uma descrigao fisica satisfatoria é obtida para um sistema equivalente de equacgoes diferenciais
de primeira ordem.

O material desse capitulo foi publicado no artigo: V.G. Kupriyanov, hamiltonian formula-
tion and action principle for the Lorentz-Dirac system, Int.J. Theor.Phys 45 (2006) 1129.

No capitulo 4, discutimos o problema da constucao de tais teorias quanticas que repro-
duzem equagoes de movimento nao-Lagrangianas para as valores médios no limite classico. De
fato, consideramos a quantizacao canonica de teorias lagrangianas com vinculos dependentes
do tempo que estao relacionadas com teorias nao-Lagrangianas. Na secao 4.2, mostramos que
a hamiltonizagao da acao Lagrangiana de primeira ordem que foi construida no capitulo 2 para
sistemas nao-Lagrangianos conduz a uma teoria hamiltoniana com vinculos de segunda classe
dependentes do tempo. Assim, mostramos que os sistemas fisicos com equacoes de movimento
nao-Lagrangianas, de fato, sao equivalentes as teorias lagrangianas de primeira ordem com
vinculos dependentes do tempo na formulacao hamiltoniana. A quantizagao canodnica de tais

eH .
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teorias € um problema nao trivial, descrito na secao 4.3. Na secao 4.4, o esquema da quantizacao
proposta é aplicado a construcao da teoria quantica de sistemas dinamicos lineares. Provamos
que a evolucao quantica dos sistemas considerados é completamente determinada pela evolucao
classica correspondente. Depois, consideramos a quantizacao de exemplos fisicos interessantes.
Na secao 4.5, o procedimento de quantizacao canonica de sistemas nao-Lagrangianos ¢ ilustrado
em detalhes pelo exemplo do oscilador harmonico amortecido. Na secao 4.6, construimos a
quantizagao da carga elétrica com radiagao (radiating point-like charge) no campo magnético
homogéneo. Foram obtidas as expressoes exatas da evolugao de valores médios da energia nos
exemplos considerados. No caso do segundo exemplo, os valores médios da energia tem a forma:

1
(E)' = hp3 (n + 5) e n=0,1,..

Em cada instante fixo o espectro de energia é discreto, contudo ele diminui com o tempo, da
mesma forma que.

O material desse capitulo foi publicado nos artigos: D.M. Gitman and V.G. Kupriyanov,
Quantization of theories with non-lagrangian equations of motion, Journal of Mathematical
Sciences 141 (2007) 1399, a vercao curta e D.M. Gitman and V.G. Kupriyanov, Canonical
quantization of so-called non-lagrangian systems, Eur.Phys.J.C 50 (2007) 691-700, vercao mais
elaborada com exemplos fisicos.

No capitulo 5, elaboramos um novo método para a construcao de agoes f-modificadas na
mecanica quantica. Construimos acoes #-modificadas para particulas relativisticas com e sem
spin. A idéia chave é extrair as acoes f-modificadas de particulas relativisticas da representacao
via integral de trajetéria dos propagadores da teoria do campo nao-comutativa correspondente.
Consideramos equacoes f-modificadas de Klein-Gordon e de Dirac no campo externo para
propagadores causais em tais teorias. Depois, usando o método desenvolvido no artigo [74] para
um caso usual comutativo, construimos para estes propagadores a representacao via integral de
trajetoria. Para particula escalar

Tout—Op/2h

= z/d/\o / Dq/D)\/DpDW exp {hsscal part T SGF} :

ZTin—0p/2h Ao
1

S L
Sscal part — / {)\ [(pu + gAM (Q))Z - m2:| _‘_puqﬂ + thueu pl/} dT? (113)
0
1

SGF = /7T/.\d7'.

0
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Para particula spinorial

ZTout—0p/2h

é’C:eXp< 85")/ d)\O/dXO/AOD/\/DX/Dp / Dq/Dﬁ/Dy

Tin—0p/2h
X / Dr{/} exp {Z [ spin—part + SGF} + w” }}a 0’
Y(0)+p(1)=e

onde
1
Ssepln part = /0 [)‘ ((pu + gAH>2 - m2 + QZQFZVTPWW) (114>

1
00" p, | dT

+20 (P + 94, (0) WX = 2mPx — Wb + pud” + o

Sar = /1 <7r)\—|—u>'<) dr.
0

As agoes SZ; e S8 em (1.13) e (1.14) distinguem-se dos casos comutativos correspon-
dentes (veja [74]) pelo termo p,0"'p,/2h. Tratamos as agoes efetivas nesta representacao como
acoes f-modificadas de particulas relativisticas. Para confirmar a interpretacao, construimos a
quantizagao canonica das agoes obtidas. Assim, obtivemos as equacoes f-modificadas de Klein-
Gordon e de Dirac na teoria de campo nao-comutativa. A acao #-modificada para a particula
relativistica com spin (1.14) é uma generalizagao da agao pseudocléssica de Berezin-Marinov [68]
para caso nao-comutativo. Note que os efeitos da nao comutatividade sao essenciais somente
no caso da presenca do campo externo.

O material desse capitulo foi publicado no artigo: D.M. Gitman and V.G. Kupriyanov, Path
integral representations in noncommutative quantum mechanics and noncommutative version
of Berezin-Marinov action, Eur.Phys.J.C 54 (2008) 325.

No capitulo 6, desenvolvemos uma abordagem para a quantizagao por deformacao no
espago plano real com uma estrutura de Poisson w® () arbitrdria baseada no ordenamento
simétrico dos operadores 2, que representam coordenadas cartesianas deformadas no RY. Im-
pusemos relagoes de comutagao gerais [27, 7] = 2aw® (#) (onde a é o parametro da deformagao)
para os &' e entao construimos a representagao polidiferencial para &' = z* + aw (z) 9; + ....
Usando esta representagao, conseguimos formular um procedimento iterativo simples e efetivo
que permitiu calcular o produto estrela em ordens altas (em terceira e quarta ordens e pode ser
estendida até a quinta ordem), algo que foi feito pela primeira vez. Exceto por uma andlise da
cohomologia, que nao consideramos no artigo, o método proposto dd uma descricao explicita,
na linguagem matematica usual da fisica, do produto estrela.

Gostariamos de notar que, em nosso procedimento, o calculo do produto estrela em ordens
altas ¢ feito com facilidade, com excessao da solucao da condigao de consisténcia para a con-
strugao das corregoes "nao Poisson”ws, (x) para o bi-vetor de Poisson wg (z), para a qual nao
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pudemos apresentar um algoritmo geral. As equagoes para w;Jn (x) que aparecem na nossa abor-
dagem sao praticamente idénticas as que surgem da abordagem por cohomologias de Hochschild
[75]. O estudo das relagdes entre a nossa abordagem e a abordagem baseada em cohomologias
de Hochschild é um problema interessante e nés planejamos fazé-lo no futuro.

Contudo, em alguns casos (e.g., caso bi-dimensional ou algumas estruturas de Poisson poli-
nomiais, como a algebra de Lie), a condigao de consisténcia resolve-se automaticamente, e os
calculos do produto estrela podem ser feitos em ordem arbitraria. Podemos, assim, inclusive
tentar deduzir uma expressao exata do produto estrela nestes casos.

O material deste capitulo foi publicado no artigo: V.G. Kupriyanov, D.V. Vassilevich, Star
products made (somewhat) easier, Eur.Phys.J.C. 58 (2008) 627-637.



Capitulo 2

Principio de acao minima para
equacoes diferenciais

2.1 Introducao

O problema da construcao do principio de acao minima para equacgoes de movimento determi-
nadas é conhecido na literatura como o problema inverso do calculo de variagoes da mecanica
Newtoniana. Este problema em sua defini¢ao clssica [4] consiste em resolver a equagao varia-
cional

0514l
oq'(t)
onde g;(t,q",q",...) = 0 ¢ um dado sistema de equagoes diferenciais em relacao as fungoes ¢'(t),
e S[g] é um funcional local a ser determinado. A condigao da localidade requer a existéncia

de uma funcao L(t,q,q...) (Lagrangiana), tal que o funcional S[q| (agao) seria escrito como um
integral

=Yi; (2.1)

Slq) = /dtL. (2.2)

Em outras palavras, a esséncia do problema inverso do calculo das variagoes consiste em en-
contrar um principio variacional para um determinado sistema de equacoes diferenciais. Este
problema tem sido considerado por mais de um século. Ainda no ano 1887 Helmholtz [4] propos
um critério de resolubilidade da equagao (2.1):

0gi(t) _ 0g;(s)
og7(s)  Oqi(t)

Caso essa condigao seja obedecida, o sistema g;(¢,q", ¢%,...) = 0 se chama um sistema La-
grangiano, caso contrario o sistema é um sistema nao-Lagrangiano. Em 1894 Darboux [5] re-
solveu o problema inverso do calculo de variagoes no caso unidimensional. O caso bidimensional
foi investigado por Douglas [6] em 1941. Em particular, ele apresentou exemplos de equagoes

(2.3)

19
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diferenciais de segunda ordem que nao podem ser obtidas do principio de a¢gdo minima (nen-
huma Lagrangiana existe para tais equagoes). Depois disso varios autores [7]-[19] investigaram
o problema da construcao de principio variacional para sistemas multidimencionais.

No presente capitulo, consideramos a questao da construgao de um principio de agao minima
para um determinado sistema de equacoes diferenciais, utilizando o método do multiplicador
de integracao [6]-[11]. O multiplicador de integragdo é uma matriz multiplicadora que pode
dotar um sistema de equagoes diferenciais com a estrutura das equacgoes de Euler-Lagrange.
Apresentamos na secao 2 um método simples da construcao de condigoes necessarias e suficientes
para a existéncia do multiplicador de integracao para equacoes de segunda ordem. Caso o
multiplicador de integracao exista e é conhecido, nés apresentamos uma forma explicita da
Lagrangiana. Na secao 3 o método proposto da solucao do problema inverso do calculo de
variagoes é ilustrado por exemplos diferentes. Sera construida a agao Lagrangiana no formalismo
de segunda ordem de sistemas dissipativos multidimensionais. Consideramos também o exemplo
do sistema dinamico linear com equagoes de movimento que nao admitem a existéncia do
multiplicador de integracao.

Note que um sistema de n equacoes nao-Lagrangianas de segunda ordem sempre pode
ser apresentado na forma de um sistema equivalente de 2n equacgoes diferenciais de primeira
ordem. Partindo do critério de Helmholtz (2.3) encontramos condigoes necessérias e suficientes
para a existéncia de um multiplicador de integracao para essas equacoes. No formalismo de
primeira ordem o multiplicador de integracao sempre existe e pode ser construido por meio
da solugao do problema de Cauchy para as equagoes consideradas. Isto é apresentado na
segao 3, e é parcialmente baseado nos resultados do trabalho [12]. Depois construimos a acao
explicitamente. Desta forma, mostramos que aos sistemas tradicionalmente denominados de
nao-Lagrangianos sao, na realidade, equivalentes aos sistemas Lagrangianos de primeira ordem.
Como exemplo, construimos um funcional da agao de primeira ordem para qualquer sistema
dinamico linear.

2.1.1 Principio de acao minima para o sistema das equacoes da se-
gunda ordem

2.1.2 Consideracoes gerais

Vamos supor que um sistema fisico com n graus de liberdade é descrito por um sistema de n
equacoes diferenciais de segunda ordem

q' — f'(t,q,q) =0, i=1..n, (2.4)
onde fi(t,q,q) sao algumas fungdes. Vamos construir um principio de a¢do minima para este
sistema. Caso as equagoes (2.4) ndo possam ser diretamente identificadas com as equagoes de
Euler-Lagrange, podemos procurar um multiplicador de integragao, ou seja, uma matriz nao
singular h;;(t,q, ¢) tal que ap6s a multiplicacao por (2.4)

Iy [éjj - fj(t7(I> Q)} =0 (2.5)
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transformaria essas equacoes na forma de equagoes de Euler-Lagrange para uma funcao de
Lagrange L(t, ¢, q),
oL 0*L 0*L . 0*L .
— — - — —q¢ — ———¢ =0. (2.6)
dq*  0tdq*  0¢'0q¢i 0G'0¢?

Para identificar as equagoes (2.5) e (2.6) precisamos que as condigdes

9°L

AN A — hi‘,
oo Y
oL 9L PL |

oL g 9 I 2.
o7 ot agogt ~ Ml (28)

(2.7)

sejam obedecidas. Quando o multiplicador de integracdo é conhecido, as equagoes (2.7)-(2.8)
podem ser interpretadas como um sistema de equagoes para a funcao de Lagrange L. Va-
mos resolver o sistema (2.7)-(2.8). As suas condigdes de consisténcia nos fornecerd todas as
condicoes necessarias e suficientes para a existéncia do multiplicador de integragao. Partindo
do pressuposto de que L (¢, ¢, ¢) é uma funcao suave dos argumentos indicados, as condigoes de
consisténcia da equagao (2.7) implicam que

hij = hji, EEd = 2q (2.9)

Caso h;; obedece (2.9), a equacao (2.7) pode ser resolvida.
Vamos lembrar que a solucao geral da equagao df/dq¢" = g¢;, desde que o vetor g; é um
gradiente, é

f(q) :/0 ds q'gi(sq) +c,

onde ¢ é uma constante. Tendo em vista o fato acima, obtém-se para L (aqui ndo consideramos
os problemas globais que podem surgir quando o espaco das configuracoes tem uma topologia
nao trivial) a seguinte representagao:

L=K(t,q,q) +Lit,qd +l(tq), (2.10)
onde
1 1
K@%®=/M¢ /%ﬁ%m%wn (2.11)
0 0 g1=aq

e lo(t,q), li(t,q) sdo algumas fungbes. Para encontrar essas fungoes, usamos equacao (2.8).
Substituindo (2.10) em (2.8), obtemos

0K K PK (azj azi),j L Al

T 950t 950 o | = o = ha 2.12
o ~ogor  ogog “\og " og )T "o Tag "/ (212)
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Diferenciando esta equacao sobre ¢*, obtemos:

ol 0l

O O _ 2.13
oq 8qk k ( )

onde PE K Ohy  Ohg O
Lip=— — = Fo g = (b ) 2.14
= agog ~agoc T o oy T ag Mil’) (2:14)

Esta equagao é uma equagao diferencial para ;. As condigoes da consisténcia da equagao (2.13)
implicam que: em primeiro lugar, a parte simetrica da matriz L;; deve ser igual a zero, que
pode ser escrita como

- 1 af afi
k+2( ]aqk+ kj&qz) ( )
onde 5 3 5
D - a7 ‘j—. j—. .
ot T g
Usando (2.15), podemos reescrever (2.14) como
0*K 0*K 1 af’ afi
Liv= s — 2o T A, Aw=5( hijog — oo 2.16
© T dgag  agag Tk TR T ( g (9q’) (2.16)

Em segundo lugar, L, nao pode depender da velocidade, ou seja, 0L, /9¢' = 0, que implica

8hkl @hzl 8
Ry P 2.1
¢ ogF 9" (2.17)

E finalmente, a identidade de Jacobi para L;:

0Ly~ OL OLy; 0A; 0A 0A;y;
ko 9w Obu _ ko 94w 04

dq' aq' ogk = q' oq gk - (2.18)

Desde que h;; obedeca as equacoes (2.15), (2.17) e (2.18), I; pode ser encontrada da equacao
(2.13). Lembramos que a solugao geral [;da equagao (2.13) é dada por

1

0

o (t,q)
oqg-

(2.19)

onde ¢(t, q) é uma fungao arbitraria.
Agora, podemos encontrar [y da equacao (2.12); para isso vamos reescreve-lo na seguinte

forma: 51
0
- =m,; , 2.20
o =m (2.20)
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onde
0K 0O’K i 0’K i ol;

-+ — + —— — ¢ Lijj + — .
o¢ otog  Togog T ot
A condicao da consisténcia da (2.20) implica que, m; nao depende da velocidade, ou seja,
Om;/0¢* = 0. Esta condicao é fornecida pela equagao (2.15). Além disso, o vetor m; tem que
ser um vetor gradiente:

(hijf?) =0. (2.22)

o og ot Loy

Tendo em conta (2.9), (2.15) e (2.17), obtemos da (2.22) a seguinte condigao algébrica:
hij B — hi; B! =0, (2.23)

onde 10f of™ oft oft
Bi == _ _ D= .
7 20¢m 9 op " og

Caso h;; obedega (2.23), da equagao (2.20) obteremos

1

Io(t,q) = / da ¢ mi(t, aq) +
0

9o (t,q)

5 +elb), (2.24)

onde ¢ (t) é uma fungao arbitraria do tempo.

Assim, provamos a seguinte afirmagao: se para um determinado sistema de equagoes diferen-
ciais ordindrias de sequnda-ordem (2.4) existe uma matriz nao-singular hi; (t,q,q) que obedece
as equagoes (2.9), (2.15), (2.17), (2.18) e (2.23), neste caso esse sistema pode ser obtido a
partir do principio variacional com Lagrangiano (2.10), onde as fungoes K (t,q,q), l; (t,q) e
lo (t,q) sao definidas em (2.11), (2.19) e (2.24) respectivamente, e as fungoes ¢ (t,q) e c(t)
sao funcgoes arbitrdrias.

A arbitrariedade relacionada com as fungoes ¢ (t,q) e c(t) entre na Lagrangiana (2.10)
através da derivada total de uma funcao F)

F:gp(t,q)+/c(t)dt.

Note que o multiplicador de integracao h;;, e como conseqiiéncia a funcao de Lagrange
L existem nao para qualquer um sistema de equagoes diferenciais (2.4). Na se¢ao 2.2 sera
considerado um exemplo do sistema dinamico, que nao admite a existéncia de um multiplicador
de integracao. Contudo, caso o multiplicador de integracao existe, ele nao é unico [15]-[21]. Por
exemplo, se a matriz h;; é um multiplicador de integracdo para um sistema de equagoes (2.4),
observamos que a matriz h” = c h;j, com ¢ # 0 é uma constante, também é um multiplicador
de integragao. Portanto, Lagrangiana (2.10) que fornece apds a variagdo as equagoes (2.4)
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nao é uniqa; porque para este sistema existem tantas Lagrangians nao-equivalentes quanto
multiplicadores de integracao. Lagrangianas correspondentes aos diferentes multiplicadores de
integracao sao conhecidos como Lagrangianas s-equivalentes.

No caso uni dimensional § — f(t,q,¢) = 0, o multiplicador de integragao é uma funcao
h(t,q,q) que ndo pode ser igual a zero e obedece a equagao

%+qg—2+§q(fh)=o. (2.25)

Este é uma PDE de primeira ordem que, obviamente, tem uma solucao para qualquer f e a
condigao inicial h (t = 0,q,q) = ho (¢, ¢). Como podemos ver, uma resposta a questao se existe
uma solucao do problema inverso do céalculo das variagoes ou nao depende do niimero de graus
de liberdade n. Para n = 1 a resposta sempre serd positiva, e existem tantas Lagrangianas
nao-equivalente quanto fungoes hg (¢, q) das duas varidveis. Para n > 2 a resposta pode ser
negativa.

2.1.3 Exemplos

Nesta secao, ilustramos o procedimento acima nos exemplos de sistemas dinamicos. Primeira-
mente consideramos os sistemas dissipativos. Consideramos um sistema ideal com Lagrangiana

(]'2

Ly=5+ V(g), q=1{¢}, i=1.n. (2.26)
Vamos supor que, além da forca potencial conservativa F' = g;/i existe uma forca do atrito
Flie = o, (2.27)

com « é um coeficiente de atrito fenomenoldgico que, em geral, pode depender do tempo. As
equacoes de movimento para um sistema deste tipo tém a forma

oV .
i = — + ad'. 2.28
0 =gt od (2.28)

Estas equagoes sao equacoes nao-Lagrangianas, mas para este sistema sempre é possivel en-
contrar um multiplicador de integragao. No caso mais simples, quando ele nao depende das
coordenadas e velocidades, tem a forma

hij = e 2 adtp? (2.29)

K
onde h?j ¢ uma matriz arbitraria simétrica e nao-singular, constante que comute com a matriz
Vi; = 0*V/0q¢'d¢’. Usando a declaragdo da segao anterior, obtemos a seguinte Lagrangiana:

1
L, . . 0V (sq)
— i) i, 27 \°4)
L—2q hi;q +/q hij R ds. (2.30)
0
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Se escolher h?j = ¢;, Lagrangiana (2.30) pode ser reescrita como

7
L=e2ledp, (2.31)

Note que quando o coeficiente de atrito chega a zero, Lagrangiana (2.31) se transforma na
Lagrangiana inicial (2.26).

Agora, consideramos o exemplo de um sistema dinamico para o qual o multiplicador de
integracao e, conseqiientemente, a possibilidade da descricao Lagrangiana nao existe. Duglas
[6] mostrou que o sistema de equagbes de segunda ordem

i+y=0,
y+ty=0

nao admite um multiplicador de integragao. Para provar isso, vamos supor o contrario, ou seja,
que haja uma matriz nao-singular h;; que obedega as equagoes (2.9), (2.15), (2.17), (2.18) e
(2.23). Assim, da equacao algébrica (2.23) segue-se que h;; tem que ser diagonal (h12 = hoy = 0),

j& que neste caso
s (00
Bj_<0 2).

Depois, da condigao (2.15) vamos obter imediatamente que hy; = 0, e chegar a uma contradicao,
det hij =0.

Assim, podemos ver que um funcional de a¢gao no formalismo de segunda ordem nem sempre
existe. No entanto, como mostraremos na se¢ao seguinte, sempre ¢ possivel construir um
principio de acao minima para um sistema equivalente de equagoes de primeira ordem.

2.2 Principio de agcao minima no formalismo de primeira
ordem

Vamos supor que um sistema com n graus de liberdade descrita por um sistema de n equacoes
diferenciais nao-Lagrangianas de segunda ordem. Para construir um principio de agao minima,
vamos substituir essas equagoes (que sempre é possivel fazer através da introdugao n varidveis
adicionais, como por exemplo p; = ¢*) para um sistema equivalente de 2n equagoes diferenciais
da primeira ordem. Suponhamos que este sistema tem a forma

P = fo(t,z), (2.32)
Tt = (qlapz) , = 17 '-a2n7

onde f*(t,x) s@o algumas fungoes dos argumentos indicados. Vamos construir um principio de
acao para este sistema. Se (2.32) ndo podem ser diretamente identificados com as equagoes de
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Euler-Lagrange, é possivel encontrar um multiplicador de integracao, ou seja, uma matriz nao-
singular Q! que transforma o sistema inicial de equagoes diferenciais (2.32) em uma derivada
funcional:

05

Ga[t] = Qap (&7 = (1, 2) = <= = 0. (2.33)

Como g, [t] é um derivado variacional ele tem que obedecer o criterio de Helmholtz [4]

0galt] _ 0gpls]
SaP (s)  dxe(t)’

Vamos usar esta condicao para encontrar um multiplicador de integracao 2. No caso geral
pode-se assumir que €2 depende do tempo ¢, coordenadas z¢ e derivadas de x® em relacao ao
tempo até a ordem m (m é um nimero natural), ou seja, g, [t] = ga (t, x,... x(m)). Tendo em
mente essa forma de g, pode-se reescrever (2.34) como

(2.34)

- 99a [t ] agﬁ ()
3 = 50 Z S a0 (5= 1), (2.35)
ja que
b d\" 6z (t)
FEYEEANE0 (dt) sai(s) 00 t=s), k=01
Diferenciando a identidade f ()6 (t —s) = f(s)d (s — t) por t encontra-se

k
F(8)8 (s =)= ()" Y_CFfO ) 6%Vt —s), Cf = (2.36)

k-

Usando (2.36) reescrevemos (2.34) como

b co=S e ga|(5) oo, am

1=0

Comparando em (2.37) as coeficientes na frente de §*) (¢ — s) obtemos as equacdes para
Ja (t,ac, ...,x(m)). Quando k£ = 0 temos

e < j d : agﬁ _
W_Z(_l) (£> gy = 0 (2.38)

Como g, [t] depende somente das derivadas até a ordem m, o coeficiente da derivada mais
alta 7™ na equacio (2.38) tem que zerar. Este coeficiente é (—1)™ 9%g5/0x*™ 9z7™) | que
significa que g, [t] deve ser linear pelas derivadas de ordem m, ou seja,

1] = s (1,2 D) 290 b, (1,2, .2 D)

!'Notamos por €2 um multiplicador de integracdo para as equacoes da primeira ordem.
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onde a,p € b, sdo algumas fungdes. Ja que € é uma matriz nao-singular, (2.33) deve ser um
sistema de equagoes de primeira ordem, ou seja, temos m =1 e Q = Q (¢, x).
Agora comparando o coeficiente de §(!) (£ — s) em (2.37), encontramos:

Qap = =g - (2.39)
Depois da equagao (2.38) temos
03 (Qan f7) = 0a (s f7) + 010 + 7 (05Q20y — 0823y + 0,823,) = 0.
Como {2 nao depende de & encontramos as equacgoes seguintes para 2:

&JZM + (‘)/gQw + aWQa@ =0 (2.40&)

00 + £ Qs =0, (2.41)

com £ ¢§),p sendo a derivada de Lie da €, ao longo do campo vetorial fYe 0, = 0/ 0z®, 0, =
0/0t. Assim, vemos que para um sistema de equagoes de primeira ordem o multiplicador de
integracao ¢ uma matriz nao-singular que depende apenas do tempo t e das coordenadas x®, e
obedece as condigoes (2.39), (2.40a) e (2.41).

Vamos analisar as equagoes (2.39)—(2.41) para a matriz Q,3. Sabe se que a solucdo geral
Q.5 da equacao (2.41) pode ser construida pela solug¢ao do problema de Cauchy de equagoes
(2.32). Suponha que tal solugao é conhecida:

z® = p°(t, x(O)) ) x?o) = Qpa(()?m(o)) (2.42)

¢ uma solucao de equacoes (2.32) para qualquer z () = <m€‘0)> , e x*(t,x) é a funcdo inversa em

relagao a *(t, x(g)), ou seja,

% = ot x0) = 2oy = X" (L, x), 2 =" (L, X"), OaXli=0 = 05 . (2.43)

Assim
Qap(t,z) = 0ax” QL (x) 95X’ . (2.44)

com a matriz QSB sendo a condigaao inicial para g,
0
Qag(t, 2)li—0 = Uy3(a)

Podemos ver que ao escolher a matriz QS@)CE) sendo nao-singular e sujeito a identidade de
Jacobi, garantimos o cumprimento das mesmas condi¢oes para a matriz completa Q,5(t, z), ja
que os componentes dela sdo determinados por uma mudanga de variaveis (2.44).
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Assim, vemos que para qualquer um sistema de equagoes da primeira ordem (2.32), o mul-
tiplicador de integragdo sempre existe, ou seja, sempre existe uma Lagrangiana L(¢,x,4) que
tem o sistema de equagoes

Qg (7 = fP(t,x)) =0 (2.45)

como suas equagoes de Euler-Lagrange. E f4cil ver que esta Lagrangiana deve ser linear pelos
derivados da primeira ordem #® ja que as equagoes (2.45) ndo contém derivados de segunda
ordem, ou seja, o termo correspondente §°L/0i%0i” zera. A forma geral desta Lagrangiana é

L=J,i"—H, (2.46)

com J, = Jo(t,x) e H = H(t,z) sdo algumas fungoes dos argumentos indicados. As equagoes
de Euler-Lagrange correspondentes a (2.46) sao

5S 9L doL

05 _ 0L dOL _ o B L
e or @or 0 "0uH = 0ot (0ads = O5Ja) &7 = 0. (2.47)

Comparando as equagoes (2.45) e (2.47) encontramos

Qap = Oads — OgJa, (2.48)

Qupf? — 01 J, = 0, H . (2.49)

As fungoes J, e H podem ser encontrados das condigoes (2.48) e (2.49) se a matriz Q.5 é con-
hecida. Pode-se ver que as condicoes de coeréncia para estas equacgoes nos fornecera exatamente
as equagoes (2.39)-(2.41) para o multiplicador de integragao ,3. A solugdo geral J,(t,z) da
equagao (2.48), desde que 2,5 ¢ uma determinada matriz anti-simétrica que obedece a identi-
dade de Jacobi, é dada por

1
Jo(t,x) = / 17O (t, s) sds + Oup(t, ), (2.50)
0

com p(z) é uma fungao arbitraria. Substituindo (2.44) em (2.50), obtemos

sds + 0ap(t,y) . (2.51)

1
0
Jo(t,y) = / Y [@ax” Q) (v) %xﬂ ,
0 =S

A equagao (2.51) descreve todas as ambiguidades (uma arbitraria matriz simpléctica QE/%) e uma
fungao arbitréria ¢(¢,x)) na construcao do termo J,(t,z) da fungao de Lagrange (2.46).

Para encontrar o termo H na fun¢do de Lagrange (2.46), precisamos resolver a equacao
(2.49) em relagao a H. Obtemos para H a seguinte representacao:

H(t,x) = /0 ds 77 [Qpa(t, s3) f(t, s3) — 0, J5(t, 57)] + c(t) (2.52)
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com c¢(t) sendo uma fungao arbitraria do tempo, e Qg, € Js sdo dadas por (2.44) e (2.51)
respectivamente. Todas as arbitrariedades na construgao de H sao descritas por uma arbitraria
matriz simpléctica Q(V%) e as fungoes arbitrarias (¢, x) e ¢(t).

Podemos ver que existe uma familia de Lagrangianas (2.46) que levam as mesmas equagoes

de movimento (2.32). E facil ver que as accdes com a mesma QS? mas diferentes fungoes (¢, x)
e ¢(t) diferem por uma derivada total (que chamamos de uma diferenca trivial). Uma diferenca

~ . . . . o 0 ~
nas funcoes de Lagrange relacionadas com a escolha de diferentes matrizes simplécticas Q; ﬁ) nao
é trivial. As correspondentes Lagrangianas sao conhecidas como as Lagrangianas s-equivalentes.
Como exemplo, vamos considerar uma teoria com as equacoes de movimento de forma?

&= A(t)r + j(t) . (2.53)

Principio de acao para esta teoria pode ser construido seguindo a abordagem descrita acima.
A solucao do problema de Cauchy (2.53) é

2(t) = D(t)z + (1), 2.54)
onde a matriz I'(t) é uma solugao fundamental de (2.53), ou seja,
I'=AT, T(0)=1, (2.55)
e y(t) é uma solugao parcial de (2.53). Usando (2.44), construimos a matriz Q3
Q=ATQOA, A=T"". (2.56)

e encontramos as fungoes J e H de acordo com (2.51) e (2.52),

1 1
J = §xQ, H= §$BZE —Cx, (2.57)
onde ]
B=; (A~ ATQ) , C=Qj. (2.58)
Assim, a acao para a teoria geral quadratica é
1
Slx] = 5 /dt (xQ% — xBx — 2Cx) . (2.59)

Em conclusao, observamos que sempre é possivel construir uma acao Lagrangiana para
qualquer sistema de equacoes nao-Lagrangianas, em um espago de configuracoes extendido,
seguindo uma ideia simples, proposto pela primeira vez por Bateman [22]. Tal Lagrangiana

2Aqui usamos as notagdes de matrizes, z = (z%), A(t) = (A(t)g) ,J) =00, a,8=1,..,2n.

3Para simplicidade vamos escolher a matriz Q(©) sendo uma matriz constante, nao-singular e antisimétrica.
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tem a forma de uma soma de equacoes de movimento iniciais multiplicados por multiplicadores
de Lagrange correspondentes, que se tratam como as novas variaveis. As equacoes de Euler-
Lagrange para esse tipo de acao além de conter as equagoes de movimento iniciais tem ainda
novas equagoes de movimento para os multiplicadores de Lagrange. O uso desta abordagem
tem algumas dificuldades ja no nivel classico, porque precisa se fornecer uma interpretacao para
as novas varidveis . Dificuldades adicionais (as métricas indefinidas) podem aparecer apds a
quantizacao [23]-[26].



Capitulo 3

Descricao Lagrangiana da carga
elétrica com radiacao

3.1 Introducao

Uma peculiaridade notavel da eletrodinamica classica de particulas pontuais é a possibilidade
de uma analise coerente de backreaction de radiacao em termos da equagao de movimento local
que nao contém campos dinamicos. Esta equacao é conhecida como as equagao de Lorentz-
Dirac. A diferenca entre ela e a equagao ordinaria de Lorentz consiste em termos adicionais
com a derivada de terceira ordem em relacao ao tempo da trajetéria [71], [47], [76]. A presenca
da derivada de terceira ordem em relacao ao tempo implica em duas consequéncias imediatas.
Primeiro, porque a dindmica de uma particula ja nao é reversivel no tempo, e este fato estd de
acordo com o conceito intuitivo da irreversibilidade fisica de um processo da radiagao. Segundo,
os dados iniciais para esta equagao tem que incluir nao somente a posicao e a velocidade iniciais
da particula, como custuma ser na mecanica classica ordinaria, mas também a aceleragao inicial.
A 1ltima circunstancia leva ao fato de que, juntamente com as solucoes fisicas, as equacoes de
Lorentz-Dirac contém as solu¢oes que nao admitem uma interpretacao razoavel fisica (por
exemplo, solugoes auto-aceleradas [47], [76]). Além disso, em contraste da equagao de Lorentz,
a equacao de Lorentz-Dirac é uma equacao nao-Lagrangiana.

E importante observar que, tanto no nivel classico como no quantico, a eletrodinamica
de Maxwell é uma teoria essencialmente perturbativa, onde os calculos sao feitos apenas sob
a forma de séries assimtdticas pela constante de acoplamento (a carga elétrica e). No caso
geral, essas séries sao divergentes, mas o cédlculo dos primeiros termos da série da expansao
normalmente fornece uma boa aproximacao dos dados experimentais, tendo em vista o fato
que a constante estrutural é muito pequena. Em nivel classico, uma abordagem coerente
perturbativa da eletrodinamica leva a seguinte regra da selecao: as solugoes fisicas da equacao
de Lorentz-Dirac sao apenas aquelas que tenham um limite suave do desligamento da interagao,
ou seja, quando a carga da particula tende a zero. Acontece que todas solugoes fisicas podem

31
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ser descritas por uma equagao de segunda ordem, que se chama a equac¢ao reduzida de Lorentz-
Dirac.

Neste capitulo, vamos investigar a possibilidade de construir uma formulacao Lagrangiana
para a equacao de Lorentz-Dirac classica e reduzida.

3.2 Impossibilidade de uma descricao Lagrangiana do
sistema classico de Lorentz-Dirac

Nesta secao vamos considerar a questao da existéncia de funcional da acao para a equacao
relativistica de Lorentz - Dirac [47, 76]

.ooe 2t ...,
Gy = —mT, + EFWJJ + 3 (xu — 2Tt ) =0, (3.1)

que descreve a dinamica efetiva da carga pontual com a backreaction da radiagao. Aqui, z# =
(t,x) sao as coordenadas da particula no espago-tempo quadri-dimensional; F,, = (E,H) é o
tensor do campo electromagnético; as constantes ¢ e e sao a velocidade da luz e a carga elétrica,
respectivamente.
Como ja foi mencionado, (3.1) é uma equagao nao-Lagrangiana. Porém, podemos procurar
o multiplicador da integragao. Vamos supor que (3.1) admita a existéncia do multiplicador da
integragao h¥(t,x,z...), det h* # 0, ou seja, que existe uma agao S[x] cuja variacao leva ao
sistema
B g, =0 (3:2)
Como as equagoes (3.1) nao incluem as derivadas mais altas do que a de terceira ordem, a
Lagrangiana correspondente depende apenas das derivadas de primeira e de segunda ordem
da trajetéria, além disso, a dependéncia das derivadas de segunda ordem deve ser linear. Isto
implica:
L =a(z,&) +b,(x,%)z". (3.3)
Comparando as equagoes de Euler-Lagrange desta Lagrangiana com as equagoes (3.2), con-
cluimos que
al,)“ — (9l‘)l, =vhu, (3.4)
ozrv Ot
2 ( 0?0, d%b,

0zrOIN  Oiv O

) GVt = —yhpdt i, E,

com v = 2¢?/3c¢®. Em particular, é ébvio que a matriz hy, = hz\tmy (nuw € o tensor métrico de
Minkowsky) deve ser anti-simétrica. Derivando a primeira das equacoes (3.4) em relacao a i?,

e substituindo o resultado na segunda equacao, obtemos

Ohyo 1
S T = =G had (3.5)
X &
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Como hy, nao depende de i*, a equagao acima leva a condigao

Oh 1 o
85‘ - _ghuax U (36>

Ja que hy,, ¢ anti-simétrico, chegamos a relacao

huajanuk = _h'uajjanukv
cuja contracao com n** leva a
hud” =0. (3.7)
Levando em consideragao (3.7) obtemos de (3.6) que
Ohy,
=0.
i

Isso significa que h,,, nao depende de i*. Entao de (3.7) concluimos que a matriz h,,, é singular.

Assim, chegamos numa contradicao, o multiplicador da integracao nao pode ser singular. A

equacao cléassice de Lorentz-Dirac (3.1) ndo admite a existéncia do multiplicador da integragao.
Para a equacao nao-relativistica de Lorentz-Dirac

. e.. 2¢e? .
g:—mx—i-eE%—E[X,H]—i-@x:O. (3.8)

0s mesmos argumentos que acima mostram que o multiplicador de integragao devera ser anti-
simétrico, e isto, mais uma vez, entra em contradicao com a condicao da nao-singularidade,
uma vez que (3.8) é um sistema de trés equagoes e, portanto, o multiplicador de integragao deve
ser uma matriz de terceira ordem, no entanto, qualquer matriz anti-simétrica de rank fmpar é
necessariamente singular.

Além do problema com o principio variacional a presenca do termo adicional com derivada
de terceira ordem leva a algumas dificuldades com a interpretacao fisica. Em primeiro lugar,
de acordo com os postulados da mecanica classica, o estado de sistema mecanico deve ser
unicamente determinado pela atribuicao de sua posicao e velocidade iniciais. Estes dados
iniciais sao manifestamente insuficientes para atribuir o estado do sistema descrito por equagcoes
de terceira ordem. Em segundo lugar, como demonstra uma anélise simples, as equagoes (3.1) e
(3.8) junto com as solugoes fisicamente razodveis, admitem as solu¢oes nao-fisicas (por exemplo,
auto-aceleradas) [47, 76].

Os problemas mencionados sao relacionadas e tém uma solucao comum. Ou seja, postula-se
que somente aquelas solucoes da equacao de Lorentz-Dirac sao trajetorias fisicas, que tenham
um limite suave quando a carga da particula tende a zero. Essa exigéncia elimina as solugoes
patoldgicas, além disso, cada trajetoria fisica pode ser determinada através da atribuicao da
posicao e a velocidade inicial de uma particula. O significado da condicao imposta torna-se
evidente quando observa-se que a derivada de terceira ordem entra na equacao de Lorentz-Dirac
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sendo multiplicado por perturbacao 2. Portanto, no limite do desligamento da interagao (e —
0) a ordem da equagao de Lorentz-Dirac efetivamente reduz a dois, depois, equacao descreve o
movimento da particula livre. Em outras palavras, no ambito de uma abordagem perturbativa
da interacao eletromagnética, quando a constante do acoplamento e é considerada pequena,
a presenca de um termo com derivada de terceira ordem é tratada nao como o aparecimento
de novos graus de liberdade da particula (que seria um absurdo do ponto de vista fisico), mas
apenas como uma pequena deformacao da dinamica da particula livre !.

Em vez de extrair um por um todas as solucoes fisicas da equacao da terceira ordem de
Lorentz-Dirac, podemos impor o problema da busca de tal equacao da segunda ordem que
descreve todas essas. As solugoes desta equacao devem obedecer as equagoes iniciais de Lorentz-
Dirac e ser automaticamente suave (em e). Esta equagdo se chama a equa¢do reduzida de
Lorentz-Dirac e o procedimento da construcao dela é a perturbativa reducao de ordem.

3.3 O sistema das equacoes fisicamente equivalentes

3.3.1 Perturbativa reducao de ordem na equacao de Lorentz—Dirac

Vamos supor que existe tal equacao de segunda ordem,
it = fix,d,e), =123, (3.9)

que todas as solugoes desta equacao z'(t,e) (a) sao fungoes suaves em e, e (b) obedecem a
equagao de Lorentz-Dirac nao-relativistica (3.8). O cumprimento de condi¢do (a) pode ser
garantido se exigir que o lado direito da equagao (3.9) é uma funcao analitica da e. Vamos
examinar a condigao (b). Derivando a equagao (3.9) em relagdo ao tempo obtemos

0w’ T B

Usando a equagao (3.9) de novo, temos

L Of L of

Assumindo agora que todas as solugdes da (3.9) também obedecem a equacdo (3.8) e, em
seguida, expressando na tltima equacdo ' e i’ através i’ e ', com ajuda de (3.9), (3.10),
obtemos uma identidade:

2 (oF ‘j+a—fiff) . (3.11)

i i G i €
mf' =eE' + C[:c,H] + 23 (aﬂx B

Ao mesmo tempo, o valor da carga e, que faz o papel do pardmetro da deformacdo, pode ser qualquer.
Tudo que se exige é a existéncia de um limite suave das solugoes quando e — 0.
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Esta identidade é a equacdo para a defini¢io da fungao fi(x,%). A solugao dela pode ser
encontrada na forma de uma série de poténcia e:

[e.9]

Fr=> "l (3.12)

k=0

onde

Fiy = (m)™ B + (me) [, HY',

. afl . k—2 afl )
- _2 (k—2) (k—2—1) pj
f(zk)  3mcd ( 927 L T = B f(l)) ) k>2.

Assim, obtivemos uma equacao de segunda ordem que descreve a dinamica efetiva da particula
carregada num campo eletromagnético com uma forca backreaction da radiacao. Todas as
solugoes desta equacgao também sao as solugoes da equacao de Lorentz—Dirac e, além disso,
estao suaves em e.

Para certas configuracoes simples dos campos externos, a expressao para a forca f* pode ser
encontrado em uma forma simples. Por exemplo, no caso de um campo magnético homogéneo,
H = (0,0,H),E =0, a equagao de Lorentz-Dirac reduzida tem a forma

i = ai — 3,
ij= B+ ay, (3.13)
5=0,

onde, no sistema de unidades m = ¢ = 1, temos
6—v6v3+VI+64c5H2 2 e g eH/6
o= ~——e , = ~
8e? 3 V3 + V9 + 645 H?

Caso colocar o = 0 nas equagoes (3.13), elas se tornam as equagoes de Lorentz ordinérias de-
screvendo a dindmica de uma particula carregada no campo magnético ”efetivo” B = (0,0, 5/¢).
Para o # 0 as trajetorias da particula sdo espirais no plano xy, a particula cai no centro. Por
este motivo o parametro a pode ser identificado com o coeficiente de atrito da radiacao.

eH. (3.14)

3.3.2 A construcao da Lagrangiana

Agora vamos considerar o problema da construcao da funcao de Lagrange que leva as equagoes
(3.13). J& que o movimento ao longo do eixo z é livre, é suficiente examinar o sistema de duas
primeiras equagoes:
i = ad — By,
(3.15)
j=Bi+ay,
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Neste caso a matriz B definida no primeiro capitulo é:
Bi _ 1 062 - ﬁZ _2(1/5
k — 2 20[5 OZ2 _ /82 )
e condigao (2.23) implica que
Tr(hij) = hll -+ h22 =0. (316)

Agora, é facil ver que a solugao geral de equagoes (2.9), (2.15), (2.17), (2.18), e (2.23) é deter-
minada por uma funcao arbitraria ¢(z,w) e tem a forma

F+F i(F-F)
%:<MF—E %F+ﬁ)' (3.17)

Onde, F' = qﬁ(ée‘”t,é—’yé’)eﬂt, ¢ =x+iy, v = a+if, e barra significa a conjugacao complexa.
Escolhendo ¢ = 1/z, vamos obter a solu¢ao mais simples independente do tempo:

2 T vy
hij = ~ . : I 3.18
J w2+y2(y —I) ( )

Usando a formula (2.10), encontramos a seguinte Lagrangeana:

1 .
L= §¢1n(:t2 + 9?) + y arctg (f) +ar — fy. (3.19)
Y

As equagoes correspondentes de Euler-Lagrange
b 4+ i PR
W ., g, (3.20)
T +y e +y
sdo, obviamente, equivalente as equagoes iniciais (3.15) com excep¢ao do ponto & = g = 0.
Assim, podemos ver que formalmente existe a solucao do problema da construcao de uma
Lagrangiana para a particula carregada no campo magnético uniforme com backreaction da
radiacao. No entanto, temos que notar que de acordo com o tratamento perturbativo da
interagao electromagnética, exigimos que no limite e — 0 (ou seja, a — 0, f — 0) a Lagrangiana
L deve se transformar na Lagrangiana de uma particula livre,

1, . .
Lo =5 +77), (3.21)

pelo modulo da derivada total. Infelizmente, nem a Lagrangeana (3.19) nem qualquer outra
Lagrangeana construida a partir da matriz (3.17) nao tém um correto limite livre. Porque,
de acordo com (3.16), o traco da matriz de Hesse da qualquer Lagrangeana para o sistema
de equagdes (3.15) deve ser igual a zero, e essa propriedade permanece valida apds o limite
considerado. Por outro lado, o traco da matriz de Hesse da Lagrangiana Ly ¢é igual 2. Esta
contradicao prova a afirmacao.

Contudo, a auséncia de uma satisfatéria descrigao fisica de backreaction da radiacao no
formalismo de segunda ordem deixa a esperanca que tal descrigao é possivel no formalismo de
primeira ordem.

?
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3.4 Funcional de acao no formalismo de primeira ordem

Vamos considerar o problema da construcao da funcional da acao no formalismo de primeira
ordem para o sistema fisico que no formalismo de segunda ordem se descreve por equagoes de
movimento (3.15). Para isso, elas seram substituidas por um sistema equivalente de equagoes
de primeira ordem. Vamos escolher as variaveis auxiliares como

B8
p—x‘f‘QZ/, q=1Y 2$-

Como resultado, chegamos ao sistema
T=p—3Y,
, 2
p=—50—Fr+alp-13y). 3.2
y=q+ 3z,
i=5p—Fytaletse).
A acao quadratica para este sistema tem a forma

Slr] = [ diqrzm [2a(t) (pd — wp + g — yi)+
+2b(t) (g2 — 2q + yp — py) + 2c(t)(pg — qp) + 2d(t)(zy — yi)+ (3.23)
+e(t)(p” + ¢°) + f(t)(2® +y7) + g(t) (px + qy) + j(t)(qz — py)],

co1m

a(t) = o’cos(Bt) + %ﬂ%eat +e™) ., b(t) = a’sin(Bt) — afe™ + afcos(Bt) ,

c(t) = e B+ 2asin(Bt), d(t) = %153(6‘” — e — %ﬁ%zsin(ﬁt) + a?B(cos(Bt) — e) |

e(t) = e 3% + a’cos(Bt) + asin(Bt)3
1

f(t) = Zﬁ (B¢ + Ba’cos(Bt) — asin(Bt)[6* + 207])

g(t) = —acos(Bt) 5% — a’cos(Bt) , j(t) = —a’sin(Bt) + e 3> + aBeos(Bt) .

No limite do desaparecimento do atrito (o — 0), a agao (3.23) se transforma para a acgao
Hamiltoniana canonica da particula carregada no campo magnético homogéneo. Assim, foi
construida uma agao fisicamente razoavel da particula carregada no campo magnético uni-
forme com backreaction da radiacao. A quantizacao canonica desse modelo serd considerada
no capitulo seguinte.



Capitulo 4

Quantizacao canonica de sistemas
nao-Lagrangianos

4.1 Introducao

Neste capitulo consideramos a abordagem para construir as teorias quanticas que no limite
classico reproduzem as equacoes nao-Lagrangianas para os valores médios. De fato consid-
eramos a quantizacao canonica de teorias Lagrangianas com vinculos dependentes do tempo
que sao relacionados com as teoria nao Lagrangianas. Demostramos na secao 2 que a for-
mulacao Hamiltoniana de Lagrangianas de primeira ordem que correspondem as teorias nao-
Lagrangianas leva a teoria Hamiltoniana com vinculos de segunda classe dependentes do tempo.
Assim mostramos que sistemas nao-Lagrangianos sao de fato equivalentes aos sistemas La-
grangianos no formalismo de primeira ordem, mas com vinculos dependentes do tempo na
formulacao Hamiltoniana. A quantizacao canénica de tais teorias é um problema nao trivial e
foi considerado no caso geral no livro [49]. Na se¢ao 3 nds descrevemos o procedimento geral
do livro [49] e adotamos ele para nosso caso. Na segdo 4 aplicamos a abordagem geral para
construir a quantizagao de sistemas fisicos com as equacoes arbitrarias lineares de movimento.
Depois consideramos a quantiza¢ao canonica do oscilador harménico amortecido (sec. 6) e da
carga elétrica com radiacao (sec.7).

4.2 Formulacao Hamiltoniana

Nesta secao vamos construir a formulacao Hamiltoniana para teoria com Lagrangiana da
primeira ordem (2.46). Para isso, seguimos as consideragoes gerais do livro [49]. Em primeiro
lugar construimos a¢do S"[z, 7, v], que, neste caso, tem a forma

Sl 0] = / o (£, 2) 0% — H (£, 2) + 7o (£ — v®)] dt, (4.1)

38
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que depende das momentas 7, conjugadas para as coordenadas x®, bem como das velocidades
v®. As equagoes

0SY

ove
nao permitem expressar as velocidades como funcoes das x e m, que implica a aparéncia dos
vinculos primérios ®,, (¢, z, 7), e as velocidades v® se tornam multiplicadores de Lagrange para
estes vinculos, assim que a agdo (4.1) se torna acdo Hamiltoniana da teoria com vinculos
primarios (4.2),

=&, (t,z,m) =74 — Jul(t,z) =0 (4.2)

Sy = / dt{mai® — HOYV, HY = H(t,z) + \*®, (t,z,7) , (4.3)

com as equagoes de movimento
n={nHY} &=0, (4.4)

onde n = (x, ).
Os vinculos primarios sao vinculos de segunda classe, porque em virtude da condigao que o
multiplicador de integracao §2,5(t, ) é uma matriz nao singular, temos:

(o, By} = Qus(t, 2) = det{Da, Dy} £ 0. (4.5)

Assim, os vinculos secundarios nao aparecem e todos os multiplicadores de Lagrange A podem
ser determinados da condi¢ao da consisténcia para os vinculos primarios:

Dy = 0Py + { Do, HV} = 0 = =0, Jo — 0 H + N {4, D5} = 0 =
N =W (0 Jo + 0o H) , W™ = Qg . (4.6)

Usando os multiplicadores de Lagrange (4.6) nas equagoes (4.4), podemos escrever essas
equagoes na forma

’f] - {77’ H}D(CI)) + {77, q)a}waﬁatjﬁ ) d = 07 (47>

onde {-,-}p@) sdo parénteses de Dirac em respeito aos vinculos da segunda classe ®. Para as
variaveis canonicas as parénteses de Dirac sao

{xa, xﬁ}D((I)) = waﬁ )

{ma: s} (@) = Oaw” O3,
{.’L‘a, 7T5}D(<p) = 5g + wa78ﬂJ7 . (48)

Se formalmente introduzir o momento € conjugo ao tempo t, e definir os parénteses de Poisson
no espago extendido das varidveis canonicas (z,7;t,€) = (9;t,€), veja [49], podemos reescrever
(4.7) na forma seguinte:

n={nH+e}pa, =0. (4.9)
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As equagoes (4.9) representem a formula¢do Hamiltoniana dos sistemas nao-Lagrangianos
com as equagoes de movimento de primeira ordem (2.4). Note que os vinculos Hamiltonianos
nesta formulacao sao de segunda classe e dependem explicitamente do tempo. A quantizacao
canonica de tais teorias pode ser feita de acordo com as linhas gerais do [49]. Abaixo nés
apresentamos os detalhes desta quantizacao e depois a aplicamos para o nosso caso.

4.3 Quantizacao canodnica

Para a teoria Hamiltoniana com os vinculos de segunda classe ®;(n,t) dependentes do tempo
o procedimento da quantizagao no quadro de Schrodinger é realizado da seguinte forma. As
variaveis do espago de fase n sdo substituidos por operadores 7 (t) sujeitos as relagdes de com-
mutacao e equacoes dos seguintes vinculos:

[ (1) 37 (O] = il 0" p@y =i » P17 (2) 1) = 0. (4.10)

A evolugao temporal deles é postulada como (aqui ndo discutimos sobre o ordenamento dos
operadodes, para as detalhes veja [68])

d . _
ET] <t> - {77’ €}D(<I>)|n=ﬁ = _{777 (I>l}{(I>, (I)}zl'latq)l’|n=ﬁ : (4-11>

Para cada grandeza fisica F', dada na formulagao Hamiltoniana pela fungao F(t,n), colocamos
em correspondéncia o operador de Schrodinger F'(t), pela regra F'(t) = F(t,17(t)). Para os
dois arbitrarios operadores de Schrodinger F'(t) e G (t), a relagao

[ (1), G ()] = i{F, G} p@)ly= (4.12)

é obedecida como consequénccia da (4.10). Os estados quanticos do sistema sdo descritos
por vetores WU do espago de Hilbert com o produto escalar (¥, V). A evolugao do vetor ¥ é
determinada por equagao de Schrodinger

oV () .
i = HU (1), (4.13)

onde o Hamiltoniano quéntico H ¢ construido de acordo com a funcéo classica H (t,n) como
H (t) = H(t, 7 (t)). Os valores médios (F), da grandeza fisica F sio determinados como valores
médios do correspondente operador de Schrodinger F () = F(t,7 (t)) em respeito ao vetor do
espago de Hilbert W (¢),

(F), = (qx (t),F(t)\IJ(t)) . (4.14)
Como H é um operador auto-adjunto, a evolu¢ao em tempo dos vetores do estado W (t) é
unitaria,

UV)=U@)w(0), U ) =U"(), (4.15)
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onde U (t) é um operador da evolugao.

No quadro de Heisenberg, onde os vetores do estado sao “congelados” e a evolugao em tempo
é determinada por causa dos operadores de Heisenberg 7 (t) = U~' (¢)7) (¢) U (t), pode-se ver
[49] que

d .
= {n, H(t,n) + €} p@)ln=n ,

[t (1), 0" ()] = i{n™, 0"} @y ly=s , R (t) 1) =0, (4.16)
enquanto para operadores de Heisenberg F' (t) = U~ (¢) F () U (t) = F(t, 1 (t)), temos
SF () = {F(t0), Hltm) + ooy (4.17)
ou seja ;
EF‘ (t) = —1 [F (t) 7H (t)] + {F(t’ 77)? E}D(‘D)lﬂ=ﬁ‘ (4'18)

Os valores médios (F'); no quadro de Heisenber de acordo com (4.14) e (4.15) sdo determinados
como

(F), = (T (0), F(t) T (0)) . (4.19)

A quantizacao descrita obedece o principio de correspondéncia ja que as equagOes quanticas
(4.16) tém a mesma forma que as classicas (4.9).

Note que no caso geral a dependéncia do tempo dos operadores de Heisenberg nas teorias
consideradas nao é unitaria. Em outras palavras, nao existe nenhum operador “Hamiltoniano”
cujo comutador com o operador de Heisenberg daria a derivada total do tempo deste operador.
Este fato pode ser explicado pela existéncia de dois fatores que determinam a evolugao do
operador de Heisenberg. O primeiro fator ¢ a evolucao unitaria do vetor do estado no quadro de
Schrodinger, enquanto segundo é a propria dependéncia do tempo do operador de Schrodinger
7, que em geral nao tem um carater unitario. A existéncia destes dois fatores esta relacionada
com a divisdo da parte direita de (4.18) em dois termos. Fisicamente isto pode ser explicado
pelo fato que a dinamica se desenvolve na superficie dos vinculos que depende do tempo. E
essa dependéncia em geral nao é unitaria.

Abaixo nos aplicamos o esquema geral da quantizacao para sistemas em consideracao. Tendo
em conta os parénteses de Dirac (4.8), podemos escrever as relagoes de comutagao (4.10) para
operadores do espaco de fase

[iav iﬂ:| - Z‘(“JOZ6|$:JAJ )
[ﬁa,fr@] =1 8a=]pwmaﬁ=]w|x::e )
(2%, 7tg] = iég +1 w““*@gt]v]x:i .

(4.20)

No caso em consideracao o Hamiltoniano cldssico H nao depende das momentas m,, e por
isso, para determinar o Hamiltoniano quantico H, precisamos saber a dependéncia do tempo
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somente dos operadores £%. Da equagao (4.11) temos

d

%ia = w*(t,2)0,J4(t, )| (4.21)

=3 °

4.4 Quantizacao de teorias quadraticas gerais

A teoria quantica de sistemas quadréticos é um problema amplamente discutido em fisica, que
tem uma série de aplicagoes importantes (veja por exemplo, [78]-[82]). Porém, os artigos men-
cionados consideram apenas casos de sistemas quadraticos “Hamiltonianos” com as equagoes de
movimento na forma #* = {z% H}_ , onde H é uma Hamiltoniana quadratica e {-,-}_,, é um
paréntese de Poisson canodnica. Nos consideramos as teorias descritas por arbitrarias lineares
equagoes de movimento na forma (2.53): & = A(t)x+ j(t). No segundo capitulo mostrou-se que
tais sistemas também admitem a existénsia da acao quadratica, mas os parénteses de Poisson
ja nao vao ser mais canonicos e no caso geral podem depender do tempo. Chamaremos tais
sistemas de teorias quadraticas gerais. Nesta secao consideramos a quantizacao canodnica de
teorias quadraticas gerais.
Para teorias quadraticas gerais as condigoes (4.20), (4.21) se tornam

[2%,2°] = iw*(t), (4.22)
d.. 1 e
pri U (), ()27 (4.23)

A dependeéncia do tempo dos operadores Z pode ser facilmente encontrada:
() = P (t)zl . (4.24)
Aqui a matriz ® obedece a equagao
P = _%wm, ®(0)=E, (4.25)

e os operadores Ty obedecem as relagoes de comutacao seguintes:

et =i (o) " =i( % o) (4.26)

veja capitulo 2. E conveniente dividir os operadores 2§ em operadores das coordenadas préprias
e momentas correspondentes &§ = (¢',p;), « = 1,..,2n, i = 1,..,n. Os operadores ¢ e p
obedecem as relacoes de comutacao canonicas
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O Hamiltoniano quantico em (4.13) se torna

~ 1

H= éiochB(I)an — C iy, (4.28)

onde a matriz B é determinada em (2.58).

A quantizacao acima é equivalente a quantizacao em coordenadas de Darboux. A trans-
formacao * — ®(t)zy é uma passagem para as coordenadas de Darboux zg, porque (4.25)
implica

PP = Q. (4.29)
Entao os parénteses de Poisson entre as coordenadas xg sdo canonicas. Portanto, ® = I'(t) R(t),
onde I'(t) é uma solugao fundamental do sistema (2.53). Porém, ao contrério da teoria cléssica,
agora a matriz R(t) é fixa, obedecendo as seguintes condigdes

R=QI'BIrR, R(0)=E. (4.30)
Assim, pode-se também reescrever a Hamiltoniana em (4.28) como:

~ 1 .
H= —§@ORTQ<0>R:EO + CT Riy . (4.31)

E notével que caso a matriz A que determina as equagoes (2.53) é uma constante, a matriz que
determina a parte quadratica da Hamiltoniana quéantica (4.28) também é constante e ¢é igual

®"B® = B(0) = = (V4 - ATQ®). (4.32)

N | —

Este fato é facil para ver porque o derivado em relagao ao tempo desta matriz é egual a zero,
por causa das equagoes (4.25), (2.56) e (2.58):

d -7
o (<I> B<I>) =0.
Assim, neste caso a matriz ® pode ser determinada das equagoes algebraicas (4.29) e (4.32).
Note que se comecar com o sistemas quadraticos “Hamiltonianos” com paréntese de Poisson
canonica, a quantizacao descrita coencide com a quantizagao canénica usual, porque neste caso
a equagao (4.23) se torna dz/dt =0, i.e., Z(t) = Zo.
No quadro de Heisenberg as equagoes (4.16) para os operadores  tém a forma

diaé = A(t)E 4 4(b), (4.33)

(2%, 2] = iw*(t) . (4.34)
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As equagdes (4.33) coincidem (o principio da correspondéncia) com as equagoes de movimento
classicas (2.53); porém, as relagoes de comutagao (4.34) sao diferentes do caso canénico. Entao
a evolucao dos operadores & pode ser escrita como

(1) = D(t)do +(t), (4.35)

onde os operadores &y bem como Zy obedecem as relacoes de comutacao canonicas

] =i (29) =i( % 5 ) (4.36)

Assim, os valores médios (F'); das grandezas fisicas F' de acordo com (4.19) sdo determinadas
como os valores médios dos operadores correspondentes F' (t) = F(t,& (t)) com respeito aos
vetores do estado ¥ (0) iniciais, ou seja,

(F)e = (U (0), F (¢, D ()T + (1)) ¥ (0)) . (4.37)

Podemos ver que a evolucao quantica das grandezas fisicas nos sistemas quadraticos gerais é
completamente determinada pela evolucao classica.

4.5 Quantizacao do oscilador harmonico amortecido

O método proposto da quantizacao canonica de sistemas nao-Lagrangianos e, em particular, de
teorias quadraticas gerais pode ser ilustrado no exemplo do oscilador harmoénico amortecido.
Este problema atrai atencao ha mais de 50 anos, existem diferentes abordagens para a sua
solugdo, mas todas elas apresentam pontos fracos, veja por exemplo [28]-[27], [3].
A equagao do movimento classico do oscilador harmonico amortecido é uma equagao nao-
Lagrangiana e tem a forma
i+ 208 + w'r =0, (4.38)

onde w é a frequéncia angular e @ > 0 é o coeficiente do atrito. Apresentando uma variavel
auxiliar y = 7, reduzimos (4.38) para o sistema equivalente de duas equagoes de primeira ordem:
F=y, ¥ =—wr—20y. (4.39)
Seguindo o método geral do capitulo 2, construimos a acao S que fornece (4.39) como as
equacoes de Euler-Lagrange,
1

S=5 / dt [yr —ry — (y* + 2ary+w’r?)] . (4.40)

Note que a equagao (4.38) pode ser representada como
d
- (

e2at7;,) + eQatWQ,r, — 0’
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ou seja, como a equagao Lagrangiana com massa e frequéncia dependentes do tempo. Neste
caso a massa e¢?* ¢ o multiplicador de integragao para a equagao (4.38); mas, como ja foi
mencionado no capitulo 2, no caso geral o multiplicador de integragao nem sempre existe.
Agora aplicamos para o modelo construido a quantizacao canonica descrita na secao anterior.
As relagbes de comutagao (4.22) e as equagoes (4.23) que determinam a evolugao dos operadores

de “Schrodinger” 7 e g sao

[, 9] = ie” ", [#,7] = [§,9] = 0, (4.41)
d d
A solucao delas tem a forma
F=e G, j=ep, (4.43)

onde os operadores ¢ e p obedecem as relagoes de comutacao canonicas
[G,p] =1, [4,4] = [p,p] = 0.

De acordo com (4.28), o Hamiltoniano quantico correspondente é

1 o R
H=3 [p* + o (G0 + pd) +w*q°]
E pode ser modificado na forma
A 11~ A
H =3 P+ (@ = a?) @ (4.44)

com ajuda da transformagao canonica (p,q) — (p,Q), onde P = D+ aq, e Q =q. A corre-
spondente funcao da geragao é W = ¢P — aq?/2.
Como sempre, definimos a energia cldssica do sistema na forma
1 1
E = 3 (7‘"2 + w2r2) =3 (y2 + w2r2) .

E facil ver que ela depende do tempo como: E = Foe 2. Usando (4.43), obtemos a expressao
para o operador E que corresponde a grandeza classica F,

o % [P* —a(PQ + QP) + (* + )@ (4.45)

Consideramos primeiro o caso, o < w. Assim (4.44) é o Hamiltoniano do oscilador harménico
com a frequencia angular © = vw? — a?. Os estados estacionares da equagao de Schrodinger
correspondente tém a forma

. 1
U, = e—zEntzﬁn(Q) , B, =0 <n + §> , n=20,1,...,

A&

)1/4 e 2 (Q@) , (4.46)
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Os valores médios da energia (operador (4.45)) em tais estados podem ser facilmente calculados,

w

(B), = (n + %) Sy (4.47)

Em cada instante do tempo fixo, o espectro energético ¢ discreto, porém, ele cai com o tempo
exatamente como na teoria cldssica. A mesma conclusao foi obtida em [29]-[23] onde como o
ponto inicial foi adotada a agao no formalismo de segunda ordem construida usando o método
do multiplicador de integracao.

Os casos quando a > w correspondem ao movimento aperiddico na teoria cldssica [72].
Sua interpretacao quantica nao ¢ muito clara por causa do cardter continuo do espectro do
Hamiltoniano.

A generalizagao nao trivial da equacao (4.38) podia ser oscilador amortecido n-dimensional®

P+ 2ar +wr =0, (4.48)

com matrizes a e w constantes e simétricos. Introduzindo as varidveis auxiliares, y = 7, y = (¢*),
reduzimos (4.48) para a seguintes equagoes de primeira ordem:

i=Ax, (z = (%) = (r,y")), (4.49)

0 I
A:(—w —Za)'

Isso é um conjunto de equagoes lineares com coeficientes constantes. Neste caso, o Hamiltoniano
quantico correspondente pode ser construida, de acordo com a (4.32), como:

-1
H = Si0B (0) . (4.50)

so- (93,

e os operadores Ty sao divididos em operadores das coordenadas ¢ préprias e momentas
correspondentes p com as as relagoes de comutagao canonicas (6.50). Depois, para a con-
strugao da solugao do problema quantico com o Hamiltoniano quadratico (4.50) pode-se seguir
por exemplo, os artigos [78, 79].

onde

4.6 Quantizacao da carga elétrica com radiacao

O sistema das equagdes de primeira ordem (3.22) que descreve o movimento da particula car-
regada no campo magnético uniforme com backreaction da radiacao, ¢ um sistema linear com

i i

!Usamos as notacoes de matriz, r = (rl) ,a= (aj) , W= (wj) , 4,7 =1,.,n.



CAPITULO 4. QUANTIZACAO CANONICA DE SISTEMAS NAO-LAGRANGIANOS 47

coeficientes constantes. Para tal caso, o Hamiltoniano quantico correspondente pode ser con-
struido de acordo com a (4.32) como

- 17, . a .. o . o . . 32 . .
H = 3 Pt +ps+ 5 (D1G1 + @up1 + P2 + Gob2) + B(P2Gr — P1d2) + 7 (@ +d3) (4.51)
com operadores ¢; e p; obedecendo as relagoes de comutacao canonicas

(07

~ “ o, “ ~ ~ A~ A ~
p2p1+§Q17 T=4qy, §=py+ 2(]27 Yy=4qs,
reescrevemos (4.51) na forma
. 1T, o 2_a? .
H=-|p"+ ¢+ B4z — pj) + B (@ +9%) |- (4.52)

2 4

Condicao que backreaction da radiagao é uma deformacao pequena da dinamica da particula
carregada no caso considerado implica o < 3, por isso a? serd omitida em (4.52).
Consideramos estados proprios ¥ para dois operadores que comutam mutuamente H e

L =pj— gz,

HU = BV, LU = M. (4.53)
E conveniente fazer a transformacao canénica (p,2;4,9) — (15, X0, }7),
s . B 1 B
P = —_ — X = — —
p 23/7 3 q+ 233 )
N B 1. B
Q=q 5% 3 + 7Y

E facil ver que

N 1/~ N ~ ~ N 1 /4 N
H=3(PP+@X%) L= p7 (- ), =5 (QF+ 5777

Operadores H e H, sao Hamiltonianas de dois osciladores harmonicos independentes. A solugao
do problema de autovalores (4.53) é,

1
V=0, (X,Y)=10(X)u(Y), En:5<n+§> s My =1l—n,nl=0,1,2,..

com v, e Uy sao estados préprios das Hamiltonianos H e H, (dados por exemplo por (4.46)).
Enfim, as solugdes ¥(t) da equacao de Schrodinger com o Hamiltoniano H tem a forma

U (X,Y,t) =e P, (X)Y) . (4.54)
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Definimos a energia cldssica F do sistema em consideragao de acordo com [72] como a
energia mecanica do sistema sem atrito,

2

EZ%{p2+q2+6(qx—py)+%($2+y2)1 :

Pode se ver que ela depende do tempo como: E = Eye~2**. O operador E que corresponde a
E é:
5 L p2, 20 v PA) ]| o—2at YN[ Ay L AV o—2a -
E- [P + 32X +a(XY—PQ)]e ~20(3 [PY+QX}6 to(3)

Os valores médios deste operador nos estados (4.54) sao

Como no caso do oscilador harmonico amortecido em cada instante do tempo fixo, o espectro
energético ¢ discreto, porém, ele cai com o tempo exatamente como na teoria classica.

4.7 Conclusao

E importante notar que qualquer sistema nao-degenerado das equagoes diferenciais sendo escrito
na forma equivalente das equacgoes de primeira ordem pode ser obtido a partir de principio da
acao minima. No caso geral, tal sistema nao fornece bastante informagcao para fixar um classe
das teorias quanticas que no seu limite classico reproduzem essas equagoes diferenciais para os
valores médios. Portanto, as consideragoes fisicas adicionais tem que ser usadas para a escolha
da teoria quantica adequada. Em particular, se as equacoes nao-Lagrangeanos descrevem um
sistema dissipativo, em que a dissipacao se trata como o resultado da interacao do sistema
mecanico com ambiente (reservatério), é razoavel considerar o sistema e o reservatério como
dois subsistemas interagidos de um sistema fechado. Depois a descricao quantica de sistema
dissipativo pode ser obtida da teoria quantica de sistema completo calculando a média (in-
tegragao) sobre os estados do reservatério. Esta abordagem foi usada em muitos trabalhos:
[32]-[46]. Porém, ela ndo pode ser considerada como uma quantizagao do sistema dissipativo
inicial porque a teoria quantica foi construida para um outro sistema fisico — sistema fechado,
composto de reservatorio e de sistema mecanico. Nesta tese consideramos uma abordagem,
em que construimos a teoria quantica para o sistema fisico com as equagoes de movimento de-
terminadas. O comportamento “nao-Lagrangiano” deste sistema aparece na teoria através do
campo externo dependente do tempo, que entra na teoria atravéz dos vinculos na formulacao
Hamiltoniana. Isto é uma situacao fisica principalmente diferente da dissipagao do subsistema.
Portanto, as teorias quanticas obtidas do nosso procedimento podem ser tteis para descrever
as propriedades quanticas tanto de sistemas dissipativos, quanto de sistemas nao-Lagrangianos
da outra natureza fisica, como monopdlo magnético.



Capitulo 5

Integral de trajetoria na MQNC

5.1 Introducao

Recentemente as teorias quanticas de campo no espaco-tempo nao comutativo que recentemente
recebeu bastante atengao, veja por exemplo [50] e outras referéncias nesses artigos. No caso mais
simples o espaco-tempo nao-comutativo d + 1 dimensional pode ser realizado pelos operadores
de coordenada ¢*, u = 0,1, ....d, que obedecem as seguintes relagoes de comutacao

¢, ¢") = 6™, (5.1)

com #*” é uma matriz anti-simétrica constante das valores reais. Obviamente, muitos problemas
principais ligados com nao-comutatividade podem ser examinados ja em mecanica quantica nao-
comutativa (MQNC). Alguns trabalhos nessa diregao consideram a generalizacdo dos modelos
quanticos bem conhecidos (oscilador harmonico [55], a particula carregada no campo magnético
[58], o atomo de Hydrogénio [59], a particula no campo de Aharonov-Bohm [60, 61] e sistema
no potencial central [62]) para o caso ndo comutativo, tentando extrair as possiveis observaveis
diferengas com o caso comutativo. Outros trabalhos consideram adaptagoes para o caso nao
comutativo de abordagens e tecnicas gerais na mecéanica quantica. Assim a abordagem da
integral de trajetéria na MQNC néao-relativistica foi estudada nos artigos [63]-[67] e considerados
os exemplos mais simples do oscilador harmonico [64] e da particula livre [67].

Observe que acoes classicas de teorias de campo no espaco-tempo nao-comutativo podem
ser escritos como agoes cldssicas modificadas mas ja no espago-tempo comutativo (introduzindo
o produto estrela). Depois a quantizagao de tais agoes modificadas (chamamos eles de agoes
f-modificados) reproduzird tanto nao-comutatividade do espago-tempo como caracteristicas
quanticas da teoria de campo correspondente. Considerando a mecéanica quantica de uma
particula (ou o sistema de N particulas) com coordenadas nao-comutativas, pergunta-se como
construir a acao classica f-modificada para este sistema de dimensao finito. Como no caso
da teoria de campo tal acao #-modificada depois da quantizacao deve reproduzir como nao-
comutatividade de coordenadas tanto caracteristicas quanticas do sistema fisico correspondente.

49
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Para a mecanica quantica nao-relativistica o problema mencionado foi resolvido em [84]. Neste
capitulo consideramos a questao da construgao de agoes #-modificados para MQNC relativistica.
Serao construidas tais agoes para particulas relativisticas com e sem spin. A idéia chave é extrair
acoes #-modificadas de particulas relativisticas da representacao via integral de trajetoria dos
propagadores da correspondente teoria do campo nao-comutativa. Consideramos equacoes de
Klein-Gordon e de Dirac para propagadores casuais em tais teorias. Depois construimos para
estes propagadores a representagao via integral de trajetoria usando técnicas desenvolvidas em
[74, 83] para o caso comutativo. Nés tratamos as agdes efetivas nesta representacao como agoes
f-modificadoas de particulas relativisticas. Para confirmar a interpretacao nés construimos a
quantizacao canodnica de acoes obtidas. Assim obtivemos as equacoes de Klein-Gordon e de
Dirac na teoria de campo nao-comutativa. A acao #-modificada da particula relativistica com
spin é uma generalizacdo da acao pseudoclassica da superparticula de Berezin-Marinov [68]
para caso nao-comutativo.

5.2 Representacoes via integral de trajetéria dos propa-
gadores da particula em teoria quantica de campo
nao-comutativa

5.2.1 O caso sem spin

Em teoria de campo os efeitos da nao-comutatividade do espago-tempo podem ser realizados
pela substituicao do produto usual das funcgoes pelo produto estrela:

7 — —
P eg (o) = f e 57,000 o0
=7 (4 5070, ) o), (52
com f(x) e g(x) sao fungoes arbitrarias das varidveis comutativas x*.

A acao da teoria nao-comutativa do campo escalar ® que interage com o campo externo
eletromagnético do fundo A, (z) é

S?

vaa = [0 (B )« (P B) £ 0200] | By=i0,—gAu () (53)
As equagao de Euler-Lagrange correspondente

5Ssecal—ﬁeld 2
T:O;»[PM*PM—m}*cbzo, (5.4)



CAPITULO 5. INTEGRAL DE TRAJETORIA NA MQNC 51

com ajuda de (5.2) pode ser reescrita na forma
(PP=m?)@ =0, P*=P,P" (5.5)
B, =id, — gA, (x“ + %ewa,,) , (5.6)

e é um analogo da equacao de Klein-Gordon no caso nao-comutativo. O propagador em teoria
nao-comutativa de campo escalar é uma funcao de Green causal D¢ (z,y) da equagao (5.5),

<]52 — m2) D (z,y) = —0(x —y) . (5.7)

Partindo desse ponto vamos seguir o procedimento elaborado em [74] para construir a rep-
resentacao via integral de trajetéria deste propagador. Consideramos D¢ (x,y) o elemento de
matriz do operador D¢ no espago de Hilbert

D (w,y) = (x| D°y) . (5-8)

Aqui |z) sdo autovetores dos operadores que comutam mutualmente *,

1
= g — O, 5.9
="t o (5.9)

onde os operadores ¢* obedecem as relagoes de comutagao (5.1) e p,, s@o operadores da momenta
conjugados aos T*,

[iu7ﬁu] = 27155, [j:M?ij] = [ﬁ,uaﬁu] = 07

) = 2t |z) , < zly >= 0" (2 —v), /|x >< glde=1. (5.10)

A equacao (5.7) implica D¢ = (m2 — I12)~", onde?

A

HM = _ﬁu - gAM (Cj) 5 |:ﬂ/u ﬂui| - _igﬁuu7
Fu = 9,4, (4) — 9,4, (3) +1ig A, (@), A, (@) - (5.11)

Por causa da propriedade do produto estrela f(g) g(q) = (f xg) (¢), podemos representar o
operador F),, na forma seguinte
F

1%

— F (), F(q) = 0uA, — 0, A, +ig (A x A, — A % A,) . (5.12)

!'Usamos notagao I1% = II, 1T+ .
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Usando a representacao do tempo proprio de Schwinger para o operador inverso, obtemos:

o0

D¢ = D (Zout, Tin) = z/ (T out| €XP {—;—;L?:[ ()\)} |Tin) dA (5.13)
0

H(N) =\ (m?—11%) .

Daqui por diante o fator infenitesimal —ie serd incluso em m?2.

mesma maneira como em [74], obtemos a representacao via integral de trajetéria do propagador

Fazendo a discretizacao, da

(5.13)
= z/d)\O/Dx/D)\/DpDW exp{ B part T SGF}} (5.14)
onde
1 1
scal part — / +p,LLx ] dT7 SGF = /W)‘\dTa
0 0
1 dr . dX
= — —gA M__Q/“/V ,':_7 = 5 - 1
Pu==Pu=9 “(x 2h p) t= A T a (5.15)

A integragao funcional em (5.14) vai sobre trajetérias z* (1), p,(7), A(7), e w(7),
parametrizadas por um parametro invariante 7 € [0, 1] e obedecem as condigoes de fronteira
2 (0) = Zin, (1) = Zou, A(0) = Ao

Como as momentas entram nos argumentos do potencial eletromagnético A,, a integragao
sobre as momentas na representacao (5.14) é complicado para fazer no caso geral. Por outro
lado, podemos passar das coordenadas x para novas variaveis ¢,

q" =zt — %H“Vpl, , (5.16)

que correspondem de certa forma aos operadores nao-comutativos ¢* (5.1). Entao

[e's) $out_0p/2h'

D¢ = @'/d)\on / Dq/D)\/DW exp {%Sﬁcal_wt + SGF} ,
0

ZTin—0p/2h Ao
1

1
Seal—part = / {A (P + A, (@))° — m?] + pud" — %pue*”py} dr. (5.17)

0

Assim fugimos da dificuldade mencionada acima, mas uma outra dificuldade aparece. A acao
S9 ., em (5.17) inclui um termo ”inconveniente” p,0*'p, /2h. Por causa desse termo a possibil-
idade de integrar sobre as momentas é relacionada com a estrutura da matriz *” e pode ser
realizada passando para as coordenadas de Darboux.
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Podemos tratar a representagao (5.17) como integral de trajetéria Hamiltoniana para propa-
gador de particula escalar na teoria de campo nao-comutativa. O argumento da exponente na
integral (5.17) pode ser considerado como a agao efetiva Hamiltoniana da particula escalar no
espaco-tempo nao-comutativo. Ele consiste de duas partes: a primeira Sgr pode ser tratada
como o termo da fixacao de gauge e corresponde, de fato, a condicao de gauge A=0. A parte
restante da agao efetiva Sfcal_part pode ser tratada como #-modificagao da agao Hamiltoniana
usual da particula sem spin relativistica no caso comutativo. A diferenca entre esta acao e a
acdo comutativa correspondente (veja [74]) é no termo adicional p,60*p, /2h .

5.2.2 Particula spinorial

Consideramos a agao f-modificada da teoria nao-comutativa do campo espinorial ¥ que interage
com o campo externo eletromagnético do fundo A,. Sendo escrita no espaco comutativo de
Minkowski D-dimensional com as coordenadas z#, u =0,1,...,D — 1, esta acao tem a forma

Ssepinorfﬁeld = /dID\Ij * (P;f)/'u + TTI,) * U 5 (518)

onde 7" sdo matrizes gama em D dimencoes, [y*,7"], = 27" . Nés consideramos D sendo
par D = 2d, para simplicedade e como a generalizacao do 4-dim. espago de Minkowski, o
caso impar pode ser considerado da mesma maneira, seguindo trabalho [83]. E sabido que 86]
quando o nimero das dimencoes é par, a representacao via matrizes da dlgebra de Clifford com
dimensionalidade dim v* = 2¢ sempre existe. Em outras palavras 7* sao matrizes 2¢ x 2¢. Nesta
dimencao pode-se introduzir uma outra matriz Y = r7%41 ... 4P~ com r = 1, se d é par, e
r =i, se d é impar, que anticomuta com todas v* (um andlogo da 7° em quatro dimencoes),

[P 4 =0, (7D+1)2 = —1. As equagoes de Euler-Lagrange
650 i or
%ﬁelc‘:oj(pwum)*\y:o, (5.19)

com ajuda de (5.2) podem ser reescritas na forma
(PM - m> V=0, P, =i, — gA, (x“ + %9#”0,,) , (5.20)

e representam o analogo da equacao de Dirac no caso nao-comutativo. O propagador em teoria
nao-comutativa de campo escalar é uma fungao de Green causal G (x,y) da equagao (5.20),

(Pwﬂ - m) G(x,y) = —0P(x — y). (5.21)

Seguindo [74, 83|, passamos para o operador de Dirac #-modificado que é homogéeneo em
matrizes v. Na verdade, vamos reescrever a equagao (5.21) em termos do propagador G¢(x, y)
transformado por yP+1,

G, y) = Gy, (BA" = myP ) Ge(a,y) = 07 (x — ), (5:22)
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onde 4# = yPTlyk  As matrizes 4* tém as mesmas relacoes de comutacao como as iniciais
sem tilda [¥*,5"], = 2n*", e anticomutam com a matriz y”*!. O conjunto de D + 1 matrizes
gama 7* e YPT! formam a representaciao da dlgebra de Clifford em 2d + 1 dimencoes. Vamos
identificar essas matrizes através de I'",

. W, n=pu=0,...,D—1
r :{zpﬂ n:% , (5.23)
[T T, =20 np, = diag(1,—1,...,-1), k,n=0,...,D.
N———
D+1

Em termos dessas matrizes a equagao (5.22) toma a forma
P,T"G(x,y) = 0P (v —y), P, =10, — gA, <x“ + %9“”&,) , Pp=—-m. (5.24)

Agora de novo, semelhante ao (5.8), representamos G¢(x,y) como o elemento de matriz do
operador G¢ (na representagao de coordenadas (5.10)),

~Zb(:zc,y) =< :B|C¥§b|y > a,b=1,2,...,2¢, (5.25)

onde, os indeces spinoriais a, b sao escritos aqui para serem melhor explicados e serao omitidos
posteriormente. A equacao (5.24) implica Se = (IL,I™) ™", onde II,, sao defenidos em (5.11),
e IIp = —m. Usando a generalizacdo da representagao do tempo préprio de Schwinger [74],
escrevemos a fungao de Green (5.25) na forma

G = Gy, ) = / i / (Tont e~ O0 2 Yy (5.26)
0

~

H(A x) = A (m2 —II* + %FWF“F”) + LIy .

Semelhante ao [74], apresentamos o elemento de matriz que entra na expressao (5.26) por

meio do integral de trajetéria Hamiltoniano
DI/Dp/Dﬂ'/DI/ (5.27)

G = exp <¢rni>/ dAO/dXO/ DA/ DX/
agn 0 AO X0 Tin
1

. / Dibexp {@ / A (P? — m? + 2igFh ) + 2Py
Y(0)+(1)=¢

0
— it + pi + mA+ x| dr o+ e ()"(0)}

e=

Aqui " sao variaveis impares, que anticomutam com as matrizes I,

1 v * * 1 v
P,u = —p# — gA“ <£L”u — ﬁﬁu pl,) y PD = —m, F,ul/ = FP«V (.T'u — ﬁeﬂ p,,) y
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a fungao F}, (q) € definida em (5.12), e a integragdo vai sobre as trajetérias pares
x (1), p(r), A1), 7 (1), e as trajetérias impares 1, (7), x(7), v(7), parametrizadas por um
parametro invariante 7 € [0, 1] e obedecem as condigoes de fronteira z(0) = i, (1) = Zout,
A(0) = Ao, X(0) = xo- )
Fazendo a troca de varidveis (5.16) em (5.27), obtemos outra representacdo para G,

ZTout—Op/2R

éc:exp( 85”)/ d)\o/dx()/ D)\/ Dx/Dp / Dq/Dw/DV (5.28)
Ao ZTin—0p/2h
X / Dip exp {Z[ spin—part +SGF] + (1 Hg —0 7
$(0)+y(1)=e

com
1
SG i —part = /O (A ((pu + gAL)? — m® + 2igF 0" 0¥) + 2i (p + g4, (q)) VX

1
o Pu0" | dT (5.29a)

1
Sar = / (ﬂ + ux> dr. (5.29b)
0

—2imapPx — i " + pug” —

5.3 Acao pseudoclassica da particula spinorial no
espaco-tempo nao-comutativo

Semelhante para o caso sem spin, o argumento do exponente na integral (5.28) pode ser consid-
erado como a a¢ao efetiva Hamiltoniana da particula spinorial no espago-tempo nao-comutativo.
Ele consiste de duas partes. A primeira Sgr com os derivados da A e y pode ser tratada como
o termo da fixacao de gauge e corresponde, de fato, as condigoes de gauge A= x = 0. A parte
restante S? Spin—part pode ser tratada como a agao invariante de gauge da particula spinorial no
espaco-tempo nao-comutativo. A agao S? epin_part ¢ Uma g-modificacao da forma Hamiltoniana
da acao de Berezin-Marinov [68]. Nés vamos estuda-la e construir a quantizacdo para justificar
esta interpretacao.

Pode-se ver facilmente que Sspm part € INvariante sobre a reparametrizagao. Aqui infeliz-
mente nao é facil derivar a forma explicita das transformacoes da supersimetria. A presenca
da supersimetria sera provada de jeito indireto. Mostraremos a existéncia de dois vinculos
primarios da primeira classe na formulagao Hamiltoniana.

Vamos considerar Sspm part COMO a acao Lagrangiana com as coordenadas generalizadas
Qa = (¢"pu), A = ((,pn), ¢ = 1,2, Qi = ¢, Qo = Dp 5 X» ¥, € A, e vamos fazer a
Hamiltonizacao desta acao. Para este fim, introduzimos as momentas canonicas P conjugadas
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as coordenadas generalizadas:

oL )
PQA_aQA_JA<Q)7‘]1u:pM7 JZu:ﬁeupua
oL 0, L O, L ,
P, = =0, P, =0, P, = —— = —1i1,. 5.30
YA YT ox oin Y (530)

E f4cil ver das equagoes (5.30) que existem os vinculos primarios o) =0,

(5.31)

X

0 a _
=p, o\=p
1)

Os parénteses de Poisson dos vinculos primérioas sao

0 I
{@1/17 (1)} QAB ( —]I H/h ) ) {@z(ln)a q)(l)} - QZnnm )
{00, @4} = {01}, @)3} = {@;), #i3} = 0.

onde 6 = 0" T é uma matriz de identidade D x D, e 0 significa D x D matriz zero. Note que
det QAB = 1, (§

Agora construimos o Hamiltoniano completo H™"), de acordo com o procedimento padrao
[49]. Assim, obtemos:

HY = H+ A®Y,
H=-)\ [(pu + gAM) —m?+ 2igFy, (q) pry” ] + 2iy ((pu + gA,) P! — me) . (5.32)

onde A; sao multiplicadores de Lagrange.  As Condigées da consisténcia @gg an =

{Cbﬂ,%, H (1)} = 0 para os vinculos primarios ®! 2 e <I> ) admitem fixar os multiplicadores de

Lagrange A4 e A*". As condigoes da consisténcia para os vinculos @g% implicam a existéncia

§ - 2
dos vinculos secundarios @5; =0,

o = (p, + gA,) " —mypP =0, (5.33)
O = (p + gA,)" — m® + 2igFL " = 0. (5.34)

Assim, o Hamiltoniano H é proporcional aos vinculos, como sempre no caso da teoria invariante

da reparametrizacao,
H = 2ix®? — Ao
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Nenhum outro vinculo aparece do procedimento de Dirac, e os multiplicadores de Lagrange \2
e \? permanecem indeterminados. Isto fica em uma correspondéncia perfeita com o fato que o
nimero dos parametros das transformacoes de gauge é igual a dois.

Podemos passar do conjunto inicial dos vinculos (<I>(1), <I>(2)) para um conjunto equivalente

(@M, T), onde:
000 po 10,0
OgA 1B7 9 gym

O novo conjunto dos vinculos pode ser dividido explicitamente por um conjunto dos vinculos

T =0 4 o (5.35)

o , ~ 1 . .
da primeira classe, que sao (@g %, T) e um outro conjunto dos vinculos da segunda classe, que
. 1) L1
Sa0 (@52, <I>fm)>
Agora podemos considerar a quantizagao dos operadores. Para isso fazemos fixacao parcial

’ . s . . . 1
de gauge, colocando @SQ = () para os vinculos primérios da primeira classe <I>§§ ,

P =x=0, ®F=X=1/m. (5.36)

Pode-se verificar que as condigoes da coeréncia das condigoes de gauge (5.36) levam a fixagao dos
multiplicadores de Lagrange Ay e A3. Assim, nesta etapa reduzimos nossa teoria Hamiltoniana
para a teoria com vinculos de primeira classe T e os de segunda classe ¢ = (Cb(l), @G). Depois
aplicamos o método da quantizacao de Dirac para os sistemas com vinculos da primeira classe
[88], que sendo generalizado para o caso da presenga dos vinculos de segunda classe pode ser
formulado como: as relagoes de comutacao entre os operadores sao calculados de acordo com
parénteses de Dirac em respeito aos somente vinculos de segunda classe; os vinculos de segunda
classe como os operadores sao egual a zero; os vinculos de primeira classe como os operadores
nao sao zero, mas sao considerados no senso da restricao em vetores do estado. Todas as
equacoes dos operadores devem ser realizadas no espacgo de Hilbert.

O sub-conjunto dos vinculos da segunda classe (@gg,@e) tem a forma especifica [49],

assim que podem ser usado para a eliminar as varidveis A, Py, x, Py, da consideracao, e depois
para as variaveis restantes ¢, p, ", parénteses de Dlrac em res%jelto aos vinculos ¢ reduza para
parénteses de Dirac em respeito somente aos vinculos @1 ae @ e pode ser facilmente calculada,

A A n m 4
{Q aQB}D(cp(l)) =w B7 {¢ Jﬂ }D((}(l)) =3

2/’7 Y

enquanto todos os outros parénteses de Dirac zeram. Assim, as relacoes de comutacao para os
operadores ¢*, p,, ", que correspondem as varidveis ¢*, p,, " sao

[§", 5] = ihw Pt = ihdl [, ") = iho = i0"", [Py, p.] = 0,

A 1
O = e = —5n™ (5.37)
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Além disso, existem as seguintes equagoes de operadores:
=P, — s (Q), V=P, +ig, =0 5.38
1A A A Q ) Xdn n 1 an . ( . )

Levando isso em conta, pode-se construir uma realizagdo das rela¢oes de comutagao (5.37) no
espaco de Hilbert cujos elementos ¥ sao colunas de 2%-componentes e dependem somente de z,
assim que

¢ = (o 5070 ) T, 5= 01, = (5.39)

onde T é 2¢ x 2¢ matriz de unidade e '™ sdao matrizes gama (5.23). Os vinculos da primeira
classe T' como os operadores tém que aniquilar os vetores fisicos; em virtude de (5.38) e (5.35)
isso implica as equacoes:

3w =0, dPw =0, (5.40)

onde ci>§2; sdo operadores que correspondem aos vinculos (5.33), (5.34). Tendo em vista as
realizacoes das relagoes de comutacao (5.37), pode-se ver facilmente que a primeira equacao
(5.40) tem a forma da equagdo de Dirac #-modificada,

(Plﬁ“ - mVDH) V=0« (PA"+m)«xV =0, (5.41)

Pois @22) = <<i>§2)>2, a segunda equagao (5.40) é uma consequencia da primeira.

Assim temos construido a f-modificacao da agdo de Berezin-Marinov (5.29a) que apds a
quantizagao leva a teoria quantica baseada na equagao de Dirac #-modificada.

Note que a nao-comutatividade do espago-tempo [¢°, ¢| = i6°" pode ser obtida também da
quantizagao canonica de uma agao Lagrangiana convencional da particula relativistica sem spin
se impor a condigao de gauge especial ®,; = 2% + 0%p;, — 7 = 0, veja [89].

5.4 Integral de trajetoria na mecanica quantica nao-
relativistica no espaco nao-comutativo

Nesta secao construimos a representacga via integral de trajetéria para a funcao da propagacao
(o simbolo do operador da evolugdo) na mecanica quantica nao-relativistica no espago nao-
comutativo. Comparamos o nosso resultado com algumas construgoes anteriores e usamos ele
para extrair as acoes f-modificadas para este sistema.

Consideramos a mecanica quantica nao-relativistica d-dimensional com os basicos oper-
adores canonicos das coordenadas ¢* e das momentas Dj, k,7 = 1,...,d que obedecem as
seguintes relacoes de comutagao

[@", @] =i0", [¢",p;] =ind}, [pr,p;] =0. (5.42)



CAPITULO 5. INTEGRAL DE TRAJETORIA NA MQNC 59

A evolugao do sistema com tempo é governada por um Hamiltoniano auto-adjunto H. Acredi-
tamos que para tal teoria quantica corresponde uma teoria cldssica com agao f-modificada (que
nds vamos procurar), tal que a quantizagao dela levaria MQNC descrita acima.

Na mecanica quantica convencional, a integral de trajetoria aparece como a representagao
dos elementos de matriz (na representacio das coordenadas) do operador da evolucdo U (¢,t') .
Na MQNC também comegamos com este operador. Ele obedece a equagao de Schrodinger e se
H independente do tempo (que néds consideramos para simplificar) tem a forma

U (t',t) = exp {—%H (t' — t)} : (5.43)

Ja que os operadores de coordenadas ¢ nao comutam, eles nao tém um comum conjunto
completo dos autovetores. Por isso nao existe a representacao das coordenadas ¢ e nao se fala
sobre os elementos de matriz nesta representagao. Consequentemente, nao pode-se definir uma
amplitude da probabilidade de uma transicao entre os dois pontos no espaco de posicao. No
entanto, podemos considerar um outro tipo dos elementos de matriz do operador da evolucao
que sao amplitudes de probabilidade (fungoes da evolu¢ao) e podem ser representados via
integrais de trajetéria. Abaixo, consideramos dois tipos de tais elementos de matriz,

Gp = <pOUt{ U (tout7 tzn) }pm> and Gac = <J7out| Uv (tout7 tzn) |:Ezn> . (544>

Em (5.44) |p) é um conjunto completo de autovetores dos operadores que comutam p,

pilp) =pjlp) , <plp' >=3d(—p), /Ip><p\dp=l, dp =[] dp:,

1 i ) 0
< plr >= (2nh) exp {—ﬁpﬂr } , <plap’ >= Zhﬁ_p <plp’ >, (5.45)

e |x) é um conjunto completo de autovetores dos operadores ¥ que comutam mutualmente e
sao conjugados aos p. Escolhemos estes operadores como:

N VR T 7 5k
" =q +7, [x ,xj]zo, [x ,pj}:zh@,
i x) = 2t |z) , < zly >=0" (x —vy), /]a: >< xlde =1, dx:dei. (5.46)

Primeiramente, vamos construir a integral de trajetéria para a fungao da evolugao G,. Para
este fim, como sempre, dividimos o intervalo do tempo T = t,,; — t;, por N partes eguais
At = T/N usando os pontos ti, k = 1...N — 1, tais que t; = t;, + kAt. Usando a propriedade
de grupo do operador da evolugao e a relacao da completeness (veja (5.45)) para o conjunto
|p), podemos escrever

o

N .
G, = lim [ dpW..dp?™-V H < p®]exp {—%]:I (t — tk_l)} [pk=b > (5.47)
k=1

N—oo
—00
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onde p©@ = pl) p(N) = plout) o pk) — (pgk)). Tendo em vista o limite N — oo ou At — 0 e us-

ando a rela¢do de completeness (5.46) para autovetores |z), podemos calcular aproximadamente
o elemento de matriz (5.47),

<P(k)!exp{_%HAt} p*Y >~ /dx< M- EHAW ><amlp™ V>, (548)

com () = <a:?k)> e drgy =[], dxék). O resultado deste calculo pode ser expresso em termos

de um Hamiltoniano classico H, no entanto, no caso geral, depende da escolha da regra da
correspondéncia entre a funcao cldssica H e o operador quantico H. Para nossos calculos
escolhemos o ordenamento simétrico de Weyl. Neste caso o elemento de matriz (5.48) toma a

forma
dI(k) 1 . p(k) p(k_l) Qp(k)’
V) N Y - o S & o (k)
/ an) P R | A 0T Top P

onde p®) = ’M e H (3: — Qh’ p) ¢ o simbolo de Weyl do operador H. Usando a formula
acima e tomando 0 hmlte N — o0 no integral (5.47), obtemos para GG, a seguinte representagao
via integral de trajetoéria:

At+O(At2)},

p(out)
Gy = /Dp/Dxexp{h/dt[ x]p"—H(x—Z—g,p)}}. (5.49)
pim)

Da mesma forma, podemos construir a representacao via integral de trajetoria para a funcao
da evolucao G, que é

G, —/Dp/x(out Dxexp{h/dt [pjg'cf —H (x— %,p)]} . (5.50)

T(in)

Vamos passar para a integracao sobre as trajetoérias ¢ = = — g—z nas integrais de trajetoria
(5.49) e (5.50). Assim, temos
x(out)fep/zh 1
G, = /Dp/ quxp{ Sﬁomel} : (5.51)
T(in)—0p/2h h
Pout
Gy = /Dp/quXp{ Snomel} , (5.52)
Pin
onde
nonrel /dt p]q - p7 Q) - pjgﬂpz/2h} ) (55?))
onrel /dt QJp] H (p7 ) +p]9ﬂpl/2h’:| : (554)
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onre s onrel S€ diferenciam por uma derivada total.

A integral de trajetdria (5.51) é uma generalizacao do resultado obtido em [64] para o caso do
sistema nao-relativistico arbitrario e sem nenhuma restricao para a matriz . Também notamos
que as integrais de trajetérias no plano nao-comutativo na representacao dos estados coerentes
foram estudados em [66] e [67]. Porém, elas tém uma forma especifica que dificilmente pode
ser comparada com nossos resultados.

Note que as agoes S?. . e SO



Capitulo 6

Produto estrela através do
ordenamento simétrico

6.1 Introducao

Neste capitulo desenvolvemos uma abordagem para a construcao do produto estrela na var-
iedade de Poisson arbitraria. O método é baseado no ordenamento simétrico dos operadores
%!, que representam coordenadas cartesianas deformadas em RY. Primeiro, requeremos que
os &' satisfacam as relagoes de comutagao gerais [#%,7/] = 2aw" (), onde a é o parametro da
deformacéo e w¥ (z) = w (z) +Za”wf{ (), com w (x) sendo a estrutura de Poisson arbitraria.

Depois, construimos a representacao polidiferencial para #* = x* + awéj (x)0j + .... A maior
vantagem da nossa abordagem é a existéncia de um procedimento iterativo por ordens do «, tal
que a ordem (n — 1) de @ admite calcular a ordem n de &, que em torno define a ordem n de w.
Além disso, operamos com objetos que sao conhecidos da mecanica quantica. Alguns elementos
da construc¢ao podem ser encontrados na literatura. Behr e Sykora [90] usaram o produto dos
operadores simetricamente ordenados para construir o produto estrela em RY, mas sem o uso
da representacao polidiferencial dos operadores . As dificuldade técnicas nao os admitiram
em fazer o calculo do produto estrela acima de segunda ordem da expansao.

Os calculos do produto estrela de terceira ordem foram feitas em [75] usando as cohomologias
de Hochschild e em [91] trocando as varidveis na férmula de Moyal. Nosso resultado para esta
ordem esta de perfeito acordo com [75]. As relagoes exatas entre o nosso produto estrela e o de
[91] sd@o menos claras, mas nés ndo vemos algumas contradigoes.

62
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6.2 Ordenamento de Weyl e produto estrela

Consideramos um conjunto dos operadores 27, 5 = 1,..., N que nao comutam e a funcao f
definida em RY que pode ser apresentada na forma da série de Taylor,

T) = Z fz.(ln_.).inxil Lz (6.1)
n=0

com 7' sendo as coordenadas Cartesianas em RY. Associamos a esta funcio um operador
simétricamente ordenado f(Z) de acordo com a regra

DI D DTN (6.2)
n=0 Py

onde P, sao todas permutagoes dos n elementos. Também usarémos outra notacao,

F=w(). (6.3)

Existe uma outra forma, mais conveniente, do ordenamento de Weyl. Se f (p) é a trans-
formacao de Fourier da f,

) = / N f(x) e (6.4)
entao
ey de ~ o ipmi™
f (@) = / el ) | (6.5)

Consideramos uma matriz anti-simétrica w”(x) e vamos impor as relagdes de comutagao

dos operadores z: ' N
[@z ] = 2007 (), (6.6)

onde « é um parametro da expansao. Na literatura fisica geralmente temos o = ih/2. As
relagoes de comutagao (6.6) levam a condi¢ao de consisténcia

(2%, &7%(2)] + eycl.(ijk) = 0. (6.7)

Vamos procurar a representacao polidiferencial dos operadores  na forma da a-expansao:
¥ =2+ T (o, 2) (a0)" (6.8)
n=1

onde ' o
'™ (o, z) = T (o, z) (6.9)
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e cada um coeficiente I'; é expandido em «

I (a,2) = > a*Ty" (2) . (6.10)
k=0

A matriz w”(x) também ¢é expandida na série de poténcias do . O termo de ordem o

desta espansao wi — é a estrutura de Poisson, ou seja, obedece a identidade de Jacobi
klo  ij 7l ki il kj _

J& que os coeficientes I sdo contraidos em (2.6) com as derivadas parciais, somente a parte
do T que é simétrica em 1ltimos n indices contribui na expressdo (2.6). Por isso assumimos
que T ¢ simétrico em 1ltimos n indices.

Definimos o produto estrela como

W(f *g) =W(f)-W(g). (6.12)

Este produto é associativo por causa da associativedade do produto dos operadores. Para uma
matriz w¥ constante a férmula (6.12) é bem conhecida da mecanica quantica [77]. Para as
estruturas de Poisson lineares ela é a esséncia da construgao de Gutt [92, 93]. Para matriz
arbitrdria w" () esta definigao do produto estrela foi usada em [90].

Também precisamos da seguinte propriedade: fx1 = f, ou

W(f)-1=. (6.13)
As equagoes (6.12) e (6.13) levam a seguinte formula
(f*9)(@) =W () g(z) = f(2) g(x) , (6.14)

onde o lado direito significa a acao do operador polidiferencial na funcao.

Existe uma simetria 6bvia dessa construcao que troca o sinal do a, a — —a, e reversa a
ordem dos operadores. Esta simetria troca f e g em (6.12). A consequéncia desta simetria é
seguinte, as ordens pares na a-expansao do produto estrela sao simétricas em relagao a troca
das f e g, enquanto as ordens impares sao anti-simétricas.

O produto estrela sera construido usando um procedimento iterativo. Comecamos com
ordem o de w que pode ser uma estrutura de Poisson arbitrdria e resolvemos (6.6) na ordem
« para obter a primeira ordem do coeficiente I" e dos operadores #7. Depois, usando estes
operadores e a defenicao do ordenamento de Weyl, construimos a primeira ordem do operador
@" (&) em termos de wp, substituimos ele na condicdo de consisténcia (6.7) e procuramos as
corregoes para wy. Estas corregoes podem significar que a matriz completa w (z) = w{ (z) +
Za”wf{ (x) j4 ndo é mais o bivetor de Poisson. (Porém, até a ordem bastante alta em «

a condigao (6.7) é obedecida automaticamente e as corregbes para w nao aparecem). Depois
temos que repetir o procedimento com essa nova w na proxima ordem em «.
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6.3 Propriedades gerais da expansao

6.3.1 expansao de

Consideramos as restrigoes para os coeficientes I' impostos pela condigao (6.13). Esta condigao
é equivalente ao requerimento

W™ . oxm) - 1=a". . a2 (6.15)

para todos monomiais das coordenadas e em todas ordens em «. Note, que a parte direita de
(6.15) ndo depende de a. Consequéntemente, todas as contribuigdes na parte esquerda acima
de ordem zero em « tém que zerar. Isto é equivalente a condicao de que a simetrizacao completa
de todos I' tem que ser igual a zero,

Pl = (6.16)
Ou a contraicdo de cada um dos I'™ com n + 1 vetores p; que comutam tem que zerar,

Chamaremos esta condi¢ao de traceless condigao.
Agora vamos retornar as consequéncias das relagoes de comutagao (6.6). Como vamos ver
abaixo, a rela¢do (6.6) admite expressar

ngl]ig...ip _ F;:l’ig...ip B F?]i}iiz...ip (6.18)

com k + p = n em termos de ordens mais baixas dos coeficientes I'. E conveniente expandir a
parte direita de (6.6) como
w(z) =w) + o(a™), (6.19)

onde w,, é de ordem o”. Também introduzimos as expansoes correspondentes para z:

NN n sJ A n+l,_7J

¥ =2 +o(a"), T =2 A"y (6.20)
Vamos supor, que ja foi calculada a expansao do operador z até a ordem a”, ou seja,

~0

(2 ,27] = 20,1 + o(a™). (6.21)

Depois temos que verificar a condigao de consisténcia (6.7) em ordem a™:

~ko g ~j ~ki s~ gk n
[ah, P + [21, 8] + [2, 0] = o(a™) . (6.22)
Para as ordens baixas esta equacao ¢ obedecida automaticamente para qualquer bivetor de Pois-
son w. Nas ordens altas nao é, e (6.22) tem que ser tratada como a equacdo para as corregoes

para w*. A solucao desta equacdo é um procedimento nao trivial. Esta parte serd considerada
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separadamente na secao 6.3.2. Por enquanto assumimos que as correcoes correspondentes sao
construidas e (6.22) é obedecida.
Para construir a préxima (n + 1) ordem na decomposigao temos que resolver a seguinte
equacao
XY — 5N n+1
(&4, 20 1] =20 40 (™) . (6.23)

Ou,
~1 n+1l_1 ~J n+1l_72 . ~ 1] n+1
(2% + a8+ oty ] = 2007 4+ 0 (o)

que implica

[, 37] + ™y = 2000 4 0 (o) (6.24)
onde -
wh= Y prete, e, (6.25)
pt+k=n+1

Por isso, a parte anti-simétrica do I',,11 é determinada da equagao

Q"L = G o (ot (6.26)
com
Gy =2a07 — [38,31] + 0 (a™) . (6.27)

Usando esta equacdo podemos definir G .1 até a ordem o(a™*!). Nao inclufmos nenhum

n+1
termo de ordem mais &lta no G 41, assim que GY o~

expandidos como

Os operadores Gn 1 podem ser

2 : 1712...0p
Os coeficientes nesta expansao sao anti-simétricos em ¢, j e simétricos em i, ..., 1, pela con-

strugao. Além disso eles tém a seguinte propriedade.

Lemma 1 Os coeficientes G, obedecem a condigdo ciclica

G2 1 cyel.(ifiy) = 0. (6.29)
Proof. De (6.22) temos
(2%, 2007 ] + cycl.(kij) = o (&) | (6.30)
ou usando (6.27),
(2%, G,y + [2h,80]] + eyel.(kij) = o (a™F!) . (6.31)

A equagao
(&, [2,320]] + cycl.(kij) =0 (6.32)

n»'n



CAPITULO 6. PRODUTO ESTRELA ATRAVES DO ORDENAMENTO SIMETRICO 67

permanece vélida em todas ordens de «, incluindo a ordem ™. Portanto, de (6.31) obtemos
[, GZH} +cycl =0 . (6.33)

Depois substituimos a expressao (6.28) em (6.33), calculamos o comutador, e usamos a simetria
de G, 1 em ultimos p — 1 indexes para completar a prova. m

Por causa da simetria de G’ 7 em ultimos p — 1 indices, a condigao ciclica permanece
vélida para permutacoes de (i, 7,x) para qualquer k = 2,...,p.

+1

Agora podemos construir F;J"'k bem como o operador £ em ordem """ simetrizando os

coeficientes G/} "*. As equagdes que tém que ser obedecidas por I' para resolver as relagoes
de comutagao (6.23) tém a forma

Gii}r‘l“ip = a”“pFLjil]“'i”, kE+p=n+1. (6.34)
A solugao destas equagoes é dada pela seguinte Lema.

Lemma 2 Os tensores

L —(n+1) L L o
rj = gy (@ i) (6.35)

sao simétricos em ultimos p indeces, satisfacam a equag¢ao (6.34) e tracelessness condi¢ao
(6.16).

Proof. A simétria segue da construcao e traceless condicao é a consequéncia da anti-
. . jitio...ip .. ., 1 - .
simetria dos G, ;" em primeiros dois indices. Para provar a afirmacao restante, consideramos

as combinagoes anti-simetrizadas em j e i; dos tensores que entram na parte direita de (6.34):
Jitio...ip i1 fizeip o viitiz..ip
Gn—i—l - Gn+1 - 2Gn-‘rl
por causa da anti-simetria do G em primeiros dois indeces. Temos

Jioi1...ip ivigj iy ~dirizeip
Gn+1 - Gn+1 - Gn+1
por causa da condicao ciclica em j,iq,19. Se tratar as restantes p — 2 combinagoes do mesmo
jeito, a afirmacao segue imediatamente. m
Esta Lema implica que os tensores (6.35) sao coeficientes da expansao do operador &/ que
nos procuramos. Para a conveniéncia definimos x; que é uma parte do produto estrela na ordem

ak.

n

fxg=> fHig+O("). (6.36)

k=0
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Para calcular o produto estrela e w(%) até a ordem desejada de a precisamos da ferramenta
efetiva para calcular a a-expansao de f(Z) para qualquer f e qualquer expansao de . Para
este fim vamos usar a representagao integral (6.5) e a férmula de Duhamel

1
AT = et 4 / eAtB)s Bell=94 (6.37)

0
Aqui A+ B = —ip;it, A = —ipa’ e B = —ip; (2* — 2%). J4 que, B é de ordem o', e A é
de ordem o, mas por causa da propriedade (6.17), cada comutador é no minimo uma ordem
maior, [B, A] = O(a?), [[B,A],A] = 0(a?), [[[B,A],A],A] = O(a*). Usando estas regras

achamos,

1 1
B = A (1 +B+3 (B, A] + 532 (6.38)
1 1 1 1,
+=[[B,A],Al+ < [B,A|B+-B[B,Al+ =B
6 3 6 6
1 1 1 9
— B, A],A], Al + = [[B,A],A|B+ - [B, A
+ 57 1B, AL AL AL+ 2 [[B, A, Al B+ £ [B, 4]
1 1 , 1
+ﬂB[[B,A],A]+§[B,A]B +EB[B,A]B
1 2 1 4 5
+24B [B,A]+24B)+O(a).

A estratégia geral do célculo da a-expansao do produto estrela é seguinte: comecando com
a ordem n do operador #/ calculamos o operador &%(i,) e os operadores G¥,, de (6.27). Os
operadores da préoxima ordem sao construidos usando Lema 2. Depois temos que verificar a
condicao de consisténcia nesta ordem e, se é necessario, calcular as correcoes para w. Tirando
as correcoes para w, o procedimento proposto é automatico e pode ser adaptado até para o
calculo do computador.

6.3.2 Correcgoes para w

Aqui apresentamos descricao curta do que acontece caso as correcoes para w Sao necessarias.
A discussao mais detalhada pode ser encintrada em 77 abaixo, onde trabalhamos com o caso
particular do produto estrela de terceira ordem. Vamos supor que nds completamos a nossa
construgao até a ordem n, ou seja, temos operadores 7 obedecendo as relacoes (6.21). Depois
pegamos a funcao w,_; e construimos o operador correspondente &% (Z,) e o produto estrela
*5,, onde til significa que ainda precisamos verificar a condi¢do de consisténcia (6.22) na ordem
n. Vamos assumir para simplicidade que em ordens mais baixas nenhuma correcao para w
apareceu, ou seja, que em ordens mais baixas a condi¢ao de consisténcia foi obedecida para
w9 = wéj . Vamos denotar x = %; + - -+ + *,_1 + *,, € calcular

' F%wi* — W%t 4 cycl(ijk) . (6.39)
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Se a expressao (6.39) é o(a™) para w = wy, nenhuma corre¢ao é necessaria nesta ordem também.
Se a expressao (6.39) contem alguns termos de ordem o™ (os termos das ordens mais baixas
zeram por causa das condigoes de consisténcia nas ordens mais baixas), temos que corregir w
e, consequentemente, o produto estrela. E facil ver que nenhuma correcao para w de ordem o™
vai aparecer. Temos que corregir w em ordem o~ !, assim que w = wy + o™ 'w,_;. Isto parece
muito perigoso para a abordagem completa ja que vamos corregir a ordem que ja foi construida.
No entanto, isto nao é assim. Consideramos com mais cuidado o que esta acontecendo. O tnico
efeito que a correcao para w de ordem a™~! tem nos operadores i, é que agora a parte Fif;l
nao é igual a zero, B -

Y, =w?,. (6.40)

O produto estrela se modifica em ordem n somente como, %, — *,,,
[0 g = fRag +a"wl 0, 059. (6.41)

Esta férmula estd relacionada com a bem conhecida ambiguidade no produto estrela (veja,
por exemplo, [75]). Se o produto estrela x é associativo até a ordem o™, entao o produto estrela
* também é associativo até a ordem ™! independentemente da escolha do w? ;. Portanto,
os dois produtos sao os legitimos produtos estrela. A tnica diferenca é que x nao pode ser
extendido até a proxima ordem com wuso do nosso método, enquanto x pode. Se precisamos
o produto estrela somente até a ordem n, podemos ignorar todas as correcoes que vém da

condicao de consisténcia de ordem n e ordens mais altas.

6.4 Calculacao do produto estrela

6.4.1 Produto estrela de primeira ordem

Vamos calcular a ordem zero e primeira ordem na a-expansao do produto estrela. Na ordem

zero a condi¢ao (6.6) tem a forma [2*, 2] = 0, assim que nds temos uma &lgebra comutativa
nao-deformada, 27 = 27, e como foi esperado,

Até a primeira ordem em « a expansao (6.8) tem a forma
i =a'+ ol (x)0; + O (o?) . (6.43)
Substituindo esta expressao em (6.6) e deixando os termos apenas lineares em «, obtemos
T =T (2) = T7 (z) = 2w (2) |, (6.44)

que implica

I (z) = w’ (z) + S () . (6.45)
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Note que até esta ordem em « o ordinamento de Weyl ¢é trivial, ©(Z) = w(z). A parte simétrica

Sg é eliminada pela traceless condigao (6.16), S =0, e
Iy (z) = W () . (6.46)

Da férmula de Duhamel (6.37) temos
e " = et + e'B+0(a') (6.47)
= e~ Pm=" _ ioze_ipm‘”mpjwjk ()0 + O (a2) )
Usando a equagao (6.14) obtemos

f*19=aw’d,f g, (6.48)

€ a expansao

oY (2) = w” (2) + adw” (z) ™ (2) O + O (o?) (6.49)

que sera usada abaixo para o calculo de proxima ordem do produto estrela.
A condigao de consisténcia (6.7) nesta ordem

(2% %1 W — W %y %) + cyel.(kil) = 0 (6.50)

leva a identidade de Jacobi (6.11), ou seja, w = wy é o bivetor de Poisson. Vamos deixar de
escrever o subscripto 0 nas notacoes abaixo.

6.4.2 Produto estrela de segunda ordem

Como pode-se ver da equagao (6.49), o operador & de ordem o' é um operador diferencial de
primeira ordem e nao tem a parte sem derivadas. Consequentemente, 745 nao tem a parte com
derivadas de primeira ordem, e por isso, podemos escrever

ih = o' + aw’ (x) 9; + T (x) 9,0 (6.51)
As relagoes de comutagao (6.21) com n = 1 levam
22T = Gilk = 24 (wjkajw” + %wlﬂ’ajuﬂ'k - %wiﬂ‘ajwl’f) . (6.52)
A condicao ciclica

Gk 4 ghil gk — (6.53)

pode ser facilmente verificada. Ela é equivalente a identidade de Jacobi para w®. Com ajuda
desta identidade podemos reescrever (6.52) como

GiIF = 2wh 9w (6.54)
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De acordo com a prescrigao geral do Lema 2,
) 1 ) )
OéQ]_—%lk — 8 (GZQlk + G%kl) 7

ou,
1

, , , 1 . ,
Tk = gwﬂkajw” + éwﬂajw“f : (6.55)
Obviamente, T'{* obedece traceless condigao (6.16). Eq. (6.52) pode ser verificada direta-
mente usando a identidade de Jacobi.
Agora podemos calcular o produto estrela de segunda ordem usando a formula (6.14).

Primeiro, calculamos
2

(B, A] = —%pipkwﬁ@jwklal +0 (a?).
A decomposicao (6.38) leva

e P = e PmTT —jae” P pw' (x) 0;

2 2

— S pip 9,0, — e pip 9, (6.56)
+ %eipmxmpk (W*9,0" + W' Ojw™) 9,0, + O (o?) .
Da eq. (6.5), temos
f(@) = f(z) + aw” 0, f0;
+ gwijwkla,-ak £0,0, + gwijajwkla,-ak 10, (6.57)
- O (o4 0™ 00+ 0 (o)
E depois, de (6.14) obtemos
(Fx9)(w) = f (#) g(x) = fg + adifw ;g
+ %QWijwkl@ak 0,009 + %QWiﬂ'ajw’fl (00 fO1g — OxfOiD1g) + O (o) . (6.58)

Esta expressao coincide com a formula de Kontsevich [70]. A mesma expressao foi obtida da
abordagem de Behr e Sykora [90]. J& que o produto (6.58) coincide com os bem conhecidos, nao
precisamos verificar (6.7) nesta ordem. A condicao de consisténcia também segue da afirmagao
mais forte

Jrg—gx [ =0, (6.59)
que é a consequéncia da simetria descrita na secao 6.2 e pode ser facilmente verificada usando

(6.58). As corregoes para w nao aparecem, que significa que até esta ordem w” = wy é uma
estrutura de Poisson.
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Como a preparacao para os calculo da proxima ordem néds escrevemos a decomposicao para

Wb () = w9 + awh oW o,
o k mi ij o k l ij
+ Ew” W™ 0, 0w 00 + gw” O™ 0,0,,,w" O (6.60)
2

— % (w"’“@nwlm + w”lanwkm) 0w 0,0, + O (ag) .

6.4.3 Produto estrela de terceira ordem

O operador @ em ordem «?, eq. (6.60), bem como nas ordens anteriores, nao contem a parte
sem derivadas. Consequentemente, podemos escrever

B+ s = at = 2t + ol (2) 0; + o*TY" (x) 9;0,+
% (r}f’“ () 9;0% + D5 (2) ajakal) +0 (") . (6.61)
O coeficiente T/ ¥ é sabido, enquanto rY Me ry M tém que ser determinados. Comparando (6.60)

com o comutador dos operadores de (6.61) obtemos (cf. (6.27))

.. 3 .. . . . .
GIF = S (2000™ 0,00 + W™ 0,0 + O™ DDy 6.62
3

. 1 g
Gi" =a? (wnkwm’anamw + gw’manwlmamw

1 iy . . , A
+ gwlnﬁnwkmﬁmw” + W@, DIk yimy, TIk (6.63)

0, T, — T 0,0~ Tim0,)

As identidades ciclicas (Lema 1) podem ser verificadas diretamente como as consequéncias
da identidade de Jacobi. De acordo com Lema 2, temos

g 1 1 : .
LY = W 0™ 0,00 + W™ 0w 0, 0™ (6.64)
(S
TP = (G;“ + Gy Gg”“”) : (6.65)
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Com ajuda dos comutadores (6.85), a férmula de Duhamel (6.38), e as expressoes (6.14),
(6.62) - (6.65) calculamos o produto estrela de terceira ordem:

f;3g = 053 %w”lalwmkﬁnamwij (&f(?](?kg - dgajakf)
1 . .
+ gw"kanw]mé?mw” (@@f@kﬁlg — (Zﬁjgﬁk&f)
1 ) )
+ gwmﬁluﬂmwm (0;0; f 01,05, 0mg — 0;0; 90,050 f) (6.66)

1 . .
+ ' " "0,0,00f010,0mg

+%w"kwmlanamwij (0:£0;00019 — D:90:0:0,f) | -

Colocamos til em cima do produto estrela (6.66) para mostrar que ele ainda nédo inclui as
corregoes para w requeridas pela condi¢ao de consisténcia (6.22) em terceira ordem. Porém,
(6.66) é completamente legitimo produto estrela. Ele somente nao pode ser extendido até a
quarta ordem no nosso procedimento. Eq. (6.66) fica de acordo com [75] e obedece os requere-
mentos da associativedade [91].

6.4.4 Correcoes para o produto estrela de terceira ordem

Vamos estudar a condigao da consisténcia em terceira ordem para o produto estrela da secao
anterior. Temos que calcular (6.39) para n = 3 e verificar se os termos de ordem o zeram. Isto
implica na condicao
T %3 — WHsx” + cycl(abe) (6.67)
2 . 1 .
= (§w"lalwmk8n8mw“38j8kwbc + gw"kwmlﬁnﬁmwajﬁjak&wa)
+ cycl(abe) =0 .

A condigao (6.67) nao é obedecida por qualquer w* = Wi, ou seja, ela nio segue da identidade

de Jacobi [75]. Portanto precisamos construir as corregoes para wy e de acordo com segao 6.3.2,
elas tém que ser de ordem a?:

W (x) = Wb () + Wl (z) + ... (6.68)
Isto leva ao fato que F;j nao ¢ zero, de acordo com a equagao
Ty —TY =2wy | (6.69)
que junto com traceless condicao leva

Ty =W . (6.70)
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O produto estrela de terceira ordem “se modifica x3 — %3, como

frsg = frag + 0 fwy d;g . (6.71)
wéj tem que ser determinada da condicao de consisténcia que tem a forma

be be be be

T %3 W — Wi xg 1+ o 1 xy W — o Wb %y 1 + cycl.(abe)

2 .
= 0 | 2039 0qwh¢ + 25wl + 3w6”81w F 00w’ 0,065 (6.72)

1
+3w0 Wi 8, 0wty 9;0,00W% | + cycl.(abe) =0 .

1k ~ .. A~ A~
w% que resolva esta equacao tem que ser a soma dos monomiais que contém trés wy e quatro
derivadas. A forma mais geral é:

whe = clamwglanwgnkalakwgc + czﬁkwgmﬁlwgn(?n@mwgl (6.73)

+ 038n0kw8m8m81w8”w§l .
Depois dos célculos complicados achamos que ¢; = —%, co =0ec3 = %. A mesma solucao
da equagao (6.72) foi obtida em [75]. Existem pelo menos dois casos quando as corregoes para
w nao sao necessarias. Primeiro é a estrutura de Poisson linear, temos wo = 0, como segue de
(6.73). O outro caso é o caso bi-dimencional. De fato, a condigao de consisténcia ¢ trivial em
duas dimensoes, e quaisquer wy € ws a resolvem. Ja que wy em duas dimencoes nao ¢é restrita
pela identidade de Jacobi, (ou seja, ela pode ser completamente geral), a escolha mais natural
é Wy = 0.
Agora podemos construir o operador & calculando W (w 4 o?w¥). A forma explicita é:

1 9
a3 — <(r“k + 21*3”"‘6 Do ) Du Oy (rg”f 4 grgmamwgw
3 0
+w0 8lw + w2 (9lw ) Ok (674)

/3 1 j
+ (rgklaawgﬂ + (§r3b’“ + 5" OmI + rgmkamwgl) 0aOp

1 , 1

(Fabk ml + w (9nwgkw6nl) 0, 8b8mw0 ) 15X

1
+ (Fgml Kk DOyt + 6w§kw0 WDy Oy Opt)

+T8Hm 0w ) 0010
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6.4.5 Produto estrela de quarta ordem

4

Os termos de ordem a* em 7* tém a forma

a'yy=a' (T ( 7* () 0,0k + TT™ () 0,010, + T () ajakalam) , (6.75)
onde T (), T () e TZ*™ (x) tém que ser determinados. A formula (6.27) para n = 3 leva

Oz_4szklm — Qrgmlwgkaaabwéj + gng:wo wgma 8b8nW6j + 2F8klmaaw(z)g (6.76)
+ win@, LIk _ ing, Tikim

,4ngkz (Brabkl + 3600, Fbkl + 2Fbmk8m ) P 8bwéj (6.77)
+ 219, w8 + (2I‘8bkwo + win nwgkwgnl) 0u0pOmwy
+ 3090, Ol — BT 0y O — 2070w
+ 20" Ol + Wi 0,19 — w0, T
— T 00 TG + 5™ 00,15

oGk = <2F”k LTI, 0, ) a0 + (21“””“ + gr”ma le (6.78)
wim g Tk L img ng ik
3 wg " OmIg 3 W OmWy Only
+%wgm "o an())a(?balw + 2wk oy 4 20k oy
— WilowiF + Wl — Lo + Wil Bk
— Dm0t 4 T 0,0,k — rdm"ala O
+ T 0,0 D

Usando Lema 2, obtemos
QAT 20 (szklm 4 Gikatm . ildbm Gimjkl> 7 (6.79)
044Fijkl _ (Gmkl leﬂ Gilkj> (6.80)

a4rgjk

c»lr—*,_

2
<G“k + G“”) . (6.81)



CAPITULO 6. PRODUTO ESTRELA ATRAVES DO ORDENAMENTO SIMETRICO 76

Depois com ajuda das férmulas (6.14), (6.5), (6.38) e (6.85) construimos o produto estrela da
quarta ordem. Ele pode ser representado como

f *4 g = 014 ZLm,n (fa g) ) (682)

onde cada termo na soma tem m derivadas atuando na funcao f e n derivadas atuando na g.
O produto estrela da quarta ordem ¢é simétrico. Portanto,

Lm,n <f7 g) = Ln,m (ga f) . (6'83>
Todos Ly, (f,9) que nao sdo igual a zero com m < n sdo escritos abaixo.
Ly 2 (f> 9) aifréjkajakg )
Lis(f,g) = 0.fT7M ;00019 |
Lia(f,9) = 0 fT5""0;0100m9 .
i mn 3 i mn
Loz (f,9) = 0i0nf (rflajwo + 55" 00k

+wi ot §roﬂ’fajakr0 L+ Sl l) g |

?, mn 1 7 mn
Laa(£.9) = 000 (ufomg™ + Jrivay

3 . . .
+§rgf’“langm +rg*o, Tt 2rgﬂ’“lM) 00,009 |,

L2,4 (f7 g) = 0;0m f (WQJFO M + 51“09“1“0 l) 8j8k818ng ,

1 . 1
Lss(f,9) = 0;0;0nf (éw(ﬁ awo Fm”l + 2w0 wokﬁ rym

+ Wi T Bu™ + STE™TE + wS””FBW> Ok00ng

Lsa(f,9) = aa O [l wi T§ ™ 020x010n9
Lia(f.9) = ﬂaiajamanfwskwa’w$“ w5 O O10arg

Na quarta ordem, bem como em todas as ordens pares,

frag—g*a f=0, (6.84)

assim que a condi¢ao de consisténcia é obedecida automaticamente e w nao precisa ser corregida.
A quinta ordem do produto estrela pode ser calculado diretamente usando o procedimento
acima.
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6.5 Conclusao

Gostarfamos de notar que em nosso procedimento o célculo das ordens altas do produto estrela
é feito com facilidade e sem muito esforco intelectual, com excessao da solucao da condigao de
consisténcia para a construcio das correcdes wy, (x) para o bi-vetor de Poisson wf (), para a
qual nao pudemos apresentar um algoritmo geral. Em particular, o calculo do produto estrela
de quinta ordem pode ser feito diretamente usando o método proposto e os resultados das
ordens anteriores. A condicao de consisténcia na quarta ordem, bem como em todas as ordens
pares, é obedecida automaticamente e nenhuma corregao para w aparece. No entanto, nés nao
apresentamos aqui as expressoes exatas porque elas sao extremamente grandes.

As equacoes para ngn () que aparecem na nossa abordagem sao praticamente identicas as
que surgem da abordagem por cohomologias de Hochschild [75]. O estudo das relagdes entre
a nossa abordagem e a abordagem baseada em cohomologias de Hochschild é um problema
interessante e nés planejamos estuda-la no futuro. Porém, em alguns casos (por exemplo: caso
bi-dimensional ou caso da dlgebra de Lie em dimensao arbitréria) a condi¢do de consisténcia
resolve-se automaticamente, e os calculos do produto estrela podem ser feitos até a ordem
arbitraria. Podemos, assim, inclusive tentar deduzir uma expressao exata do produto estrela
nestes casos.

6.6 Algumas férmulas

Para o uso da expansao de Duhamel (6.38) temos que calcular os comutadores dos operadores
A= —ip,z™ e B = —ip;(2? — 27). Denotamos By = —ip,;[V~%9; ...0;, . Assim
(B, A] = k(—ip;)(—ipy, )TV"2%0,, ... 0;, k> 2,
1B, AL, A] = k(k — 1)(=ip;)(=ips, ) (—ipi, DP9, .. 0,
[[B, A], A], A]
= k(k — 1)(k = 2)(=ip;)(=ipi, ) (—ips,) (—=ips )T 20, . Oy, k> 4

k>3, (6.85)
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