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Resumo

Nesta tese apresentamos três problemas interligados: a quântização de teorias não-
Lagrangianos, a mecânica quântica não-comutativa (MQNC) e a construção do produto estrela
atravéz do ordenamento de Weyl. No contexto do primeiro problema foi elaborada uma abor-
dagem da quantização canônica de sistemas com as equações de movimento não-Lagrangianas.
Constrúımos um prinćıpio da ação mı́nima para um sistema equivalente das equações diferenci-
ais de primeira ordem. Existe uma ambiguidade não-trivial (que não se reduz a uma derivada
total) na definição da função de Lagrange para os sistemas de equações de primeira ordem. Ap-
resentamos uma descrição completa desta ambiguidade. O esquema proposto é aplicado para
a quantização da teoria quadrática geral. Também foi construida a quantização do oscilador
harmônico amortecido e da carga elétrica com radiação. No contexto da MQNC elaboramos
uma formulação da integral de trajetória da MQNC relativ́ıstica e constrúımos a generalização
não-comutativa da ação da super-part́ıcula. A quantização da ação proposta fornece as equações
de Klein-Gordon e de Dirac nas teorias de campo não-comutativas. No contexto do terceiro
problema desenvolvemos uma abordagem para a quantização por deformação no plano real
com uma estrutura de Poisson arbitrária baseada no ordenamento simétrico dos produtos dos
operadores. É formulado um procedimento iterativo simples e efetivo para a construção do
produto estrela. Este procedimento nos permitiu calcular o produto estrela em ordens altas
(em terceira e quarta ordens), algo que foi feito pela primeira vez. Exceto por uma análise da
cohomologia, que não consideramos no artigo, o método proposto dá uma descrição explicita,
na linguagem matemática usual da f́ısica, do produto estrela.1

1Autor agradece a Fundação de Amparo à Pesquisa do Estado de São Paulo (FAPESP) pelo apoio financeiro.
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Abstract

We present here three interrelated problems: quantization of non-Lagrangian theories, noncom-
mutative quantum mechanics (NCQM) and a constructions of the star product trough the the
Weyl ordering. In the context of the first problem an approach to the canonical quantization of
systems with non-Lagrangian equations of motion is proposed. We construct an action principle
for an equivalent first-order equations of motion. There exists an ambiguity (not reducible to
a total time derivative) in associating a Lagrange function with the given set of equations. We
give a complete description of this ambiguity. The proposed scheme is applied to quantization
of a general quadratic theory. Also the quantization of a damped oscillator and a radiating
point-like charge is constructed. In the context of NCQM we propose a path integral formu-
lation of relativistic NCQM and construct a noncommutative generalization of superparticle
action. After quantization, the proposed action reproduces the Klein-Gordon and Dirac equa-
tions in the noncommutative field theories. In the context of the third problem we develop an
approach to the deformation quantization on the real plane with an arbitrary Poisson structure
which based on Weyl symmetrically ordered operator products. A simple and effective itera-
tive procedure of the construction of star products is formulated. This procedure allowed us to
calculate the third and the fourth order star products. Modulo some cohomology issues which
we do not consider here, the method gives an explicit and physics-friendly description of the
star products.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Nesta tese, apresentamos três direções principais da pesquisa do autor durante seu doutora-
mento no IFUSP. São: a quantização de sistemas não-Lagrangianos, a mecânica quântica não-
comutativa (MQNC) e a construção do produto estrela através do ordenamento simétrico. O
primeiro assunto trata do problema da construção do prinćıpio da ação mı́nima e da quan-
tização de sistemas f́ısicos cuja dinâmica clássica é descrita por equações de movimento que não
podem ser diretamente identificadas com as equações de Euler-Lagrange de alguma ação. Por
isso estes sistemas se chamam sistemas não-Lagrangianos. Existem vários exemplos f́ısicos de
sistemas não-Lagrangianos e a quantização dessas teorias é um problema importante na f́ısica
teórica.

O segundo tema da nossa pesquisa está ligado à mecânica quântica não-comutativa. Os
argumentos gerais da mecânica quântica relativ́ıstica indicam que não é posśıvel medir o espaço-
tempo clássico na escala de Planck por causa dos efeitos do backreaction gravitacional. Isto
levou à suposição de que em distâncias da ordem do comprimento de onda de Planck, o espaço-
tempo perde a sua estrutura de variedade cont́ınua e suave e deve ser substituido por algum
tipo de estrutura não-comutativa. A maioria dos artigos na área de MQNC trabalham com o
caso do espaço não-comutativo plano, no qual os operadores das coordenadas x̂α têm relações
de comutação:

[
x̂α, x̂β

]
= iθαβ, onde θαβ é uma matriz constante antisimétrica.

A terceira direção do nosso trabalho está ligada ao desenvolvimento de ferramentas
matemáticas da geometria não-comutativa que possam ser usadas para o estudo de proble-
mas conceituais da f́ısica na escala de Planck. Em particular, foi desenvolvido o método da
construção perturbativa do produto estrela usando a representação polidiferencial da álgebra
geral não-comutativa

[
x̂α, x̂β

]
= 2εωαβ

P (x̂) , onde ε é o parâmetro da deformação e ωαβ
P (x) é

uma estrutura de Poisson arbitrária.
Existe uma ligação entre os três assuntos mencionados. Como será mostrado na tese, a

quantização canônica de lagrangianas de primeira ordem que aparecem no contexto de sistemas
não-Lagrangianos levam a relações de comutação não triviais entre variáveis do espaço de fase,

[
x̂α, x̂β

]
= iωαβ

NL (x̂) , (1.1)

5
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onde ωαβ
NL = Ω−1

αβ e Ωαβ é o multiplicador de integração para as equações não-Lagrangianas

no formalismo de primeira ordem. No caso particular em que ωαβ
NL é uma constante, ou seja,

não depende de x̂, (1.1) são exatamente as relações de comutação da MQNC. Assim, chegamos
à conclusão de que formalmente a MQNC é um caso particular das teorias quânticas que
correspondem aos sistemas não-Lagrangianos. Por outro lado, a matriz simpléctica ωαβ

NL é
um caso particular de estrutura de Poisson ωαβ

P (x). Por isso, a representação polidiferencial
dos operadores x̂α, bem como o método da construção do produto estrela, são ferramentas
matemáticas necessárias para a quantização de sistemas não-Lagrangianos e, em particular,
para a MQNC.

Porém, historicamente cada um desses problemas se desenvolve independentemente dos
outros. Por isso, escrevemos introduções separadas para cada um dos assuntos. Cada uma
das introduções inclui uma revisão histórica, uma descrição dos problemas atuais na área e
nossa contribuição na solução desses problemas. Na parte final da introdução, apresentamos a
descrição dos caṕıtulos que seguem.

1.1 Quantização de sistemas não-Lagrangianos

É bem conhecido que alguns sistemas f́ısicos, por exemplo, a carga magnética, descrita primeira-
mente por Dirac [1], e os sistemas dissipativos [2, 3], nos quais a interação com o ambiente é
levada em conta por meio de uma força fenomenológica de atrito, são descritos geralmente em
termos de equações diferenciais de segunda ordem que não podem ser identificadas diretamente
com equações de Euler-Lagrange por um prinćıpio de ação. No que segue, nós chamaremos tais
equações de movimento de equações não-lagrangianas e os sistemas f́ısicos correspondentes de
sistemas não-Lagrangianos. A existência de um prinćıpio de ação para um sistema f́ısico dado
ou, equivalentemente, a existência de uma função de Lagrange para tal sistema, permite que
se realize a quantização canônica. Isto, em particular, enfatiza a importância de fornecer um
prinćıpio de ação para um sistema f́ısico.

O problema da construção do prinćıpio de ação mı́nima para equações de movimento dadas
é conhecido na literatura como o problema inverso do cálculo de variações da mecânica Newto-
niana. Este problema tem atráıdo um certo interesse em f́ısica por mais que um século. Ainda
no ano de 1887, Helmholtz [4] propôs um critério para determinar se um sistema de equações
diferenciais é um sistema lagrangiano ou não. Em 1894, Darboux [5] resolveu o problema in-
verso do cálculo de variações no caso unidimensional. O caso bidimensional foi investigado
por Douglas [6] em 1941. Em particular, ele apresentou exemplos de equações diferenciais de
segunda ordem que não podem ser obtidas do prinćıpio de ação mı́nima (nenhuma lagrangiana
existe para tais equações). Depois disso vários autores [7]-[13] investigaram o problema da
construção de prinćıpio variacional para sistemas multidimencionais.

Em 1974, Havas [14] propôs considerar o problema inverso do cálculo de variações no for-
malismo de primeira ordem.Para isso, é necessário passar as equações de movimento iniciais
para um sistema equivalente de equações diferenciais da primeira ordem, introduzindo variáveis
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auxilares. Nos trabalhos [14]-[16], foi provado que no formalismo de primeira ordem o funcional
da ação existe para qualquer sistema de equações diferenciais. Contudo, nos artigos que exis-
tem sobre este tema existem apenas teoremas de existência, já que nenhum deles responde à
pergunta de como constrúır tal ação.

Também sabe-se que existe uma ambiguidade (que não se reduz a uma derivada total do
tempo) na construção de uma função de Lagrange para as dadas equações diferenciais. No ano
1950 Wigner [17] propôs a seguinta pergunta: “Equações de movimento clássicas determinam
as relações de comutação quânticas?” No próprio trabalho [17] Wigner assumiu que a resposta
desta pergunta depende da forma da hamiltoniana, e em alguns sistemas pode ser negativa.
Posteriormente, muitos autores (veja por exemplo [18]-[21]) investigaram este problema. Foi
mostrado que a resposta à pergunda de Wigner é negativa, pois as relações de comutação
quânticas dependem da ambiguidade na construção da lagrangiana para equações de movi-
mento clássicas. Contudo, a descrição completa desta ambiguidade existe somente para caso
unidimensional e foi dada ainda por Darboux [5] no final do século anterior. Existem tantas
lagrangianas inequivalentes quanto funções de duas variáveis.

O problema da descrição quântica dos sistemas não-Lagrangianos, e, em particular, sistemas
dissipativos, atrai atenção dos f́ısicos há mais de 50 anos e têm várias aplicações importantes
(veja por exemplo [2, 3], [22]-[45]). Historicamente, as primeiras tentativas de constrúır a
teoria quântica dos sistemas dissipativos consistiram na busca de um método da quantização
de equações de movimento que contêm a força de atrito proporcional a velocidade. O modelo
mais popular e ao mesmo tempo mais śımples é o oscilador harmônico amortecido [47] (damping
oscillator),

ẍ + αẋ + ω2x = 0 , (1.2)

onde α – é o coeficiente fenomenológico de fricção e ω – frequência angular. Quando α 6= 0,
a equação (1.2) é uma equação não-lagrangiana. O fato da ausência da uma hamiltoniana
torna imposśıvel a quantização direta desse sistema. Portanto, primeiramente foi necessária a
construção da formulação lagrangiana do oscilador amortecido.

Parece que a primeira tentativa de constrúır um funcional da ação para a equação (1.2) foi
feita por Bateman [22] em 1931. Ele propôs a seguinte função de Lagrange

L = y
(
ẍ + αẋ + ω2x

)
, (1.3)

onde y – é uma nova variável. Obviamente a variação da ação correspondente pelo y dará a
equação inicial (1.2), mas a variação pelo x dará mais uma equação

ÿ − αẏ + ω2y = 0 ,

que também descreve um oscilador harmônico mas com sinal oposto da força de atrito. Por isso
ao contrário do primeiro oscilador amortecido, o segundo é um oscilador harmônico amplificado.
Por causa disto, é conveniente pensar na variável y como uma variável efetiva que descreve um
reservatório em que está contido o oscilador amortecido. Em seguida, este modelo recebeu
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o nome de modelo dual de Bateman [23]-[27]. Adicionando uma derivada total do tempo à
Lagrangiana (1.3), esta transforma-se na Lagrangiana

L = −ẋẏ +
α

2
(xẏ − yẋ) + ω2xy . (1.4)

Contudo, deve se notar que a Lagrangiana (1.3) bem como a Lagrangiana equivalente (1.4)
descrevem um outro sistema dinâmico em relação à equação inicial (1.2). Particularmente,
este sistema caracteriza-se pelo dobro de graus da liberdade e a hamiltoniana não é positiva-
mente determinada. No nivel quântico, o modelo considerado não possui um espaço de Hilbert
corretamente determinado [23]-[27].

Uma descrição hamiltoniana alternativa do oscilador harmônico amortecido foi proposta por
Kanai [28] no ano 1948. Notou-se que a equação (1.2) torna-se uma equação Lagrangiana após
a multiplicação pelo fator eαt. Este fator chama-se multiplicador de integração. A Hamiltoniana
correspondente tem a forma:

H =
1

2
e−αtp2 +

1

2
eαtω2x2 . (1.5)

Obviamente, neste caso existe uma dependência expĺıcita da hamiltoniana (1.5) no tempo. A
quantização canônica deste modelo foi constrúıda nos trabalhos [28]-[31]. Notamos contudo que
o método presente da construção da formulação Hamiltoniana não pode ser aplicado a qualquer
sistema não-Lagrangiano, pois o multiplicador de integração não existe não todo sistema de
equações diferenciais. Os exemplos correspondentes, bem como a teoria geral do multiplicador
de integração, serão considerados nos artigos aplicados.

Finalmente, existe mais uma abordagem à quantização dos sistemas dissipativos que trata
a dissipação como o resultado da interação de um sistema mecânico S com algum reservatório
térmico E (veja [32]-[41]). Já que o sistema completo S + E é um sistema fechado e, por
isso, hamiltoniano, ele permite que se realize a quantização canônica. Posteriormente, para
obter a matriz densidade ρS que descreve o sistema dissipativo S é necessário calcular a média
(integração) sobre os estados do reservatório E.

Esta abordagem também tem deficiências porque ela é bastante complicada e necessaria-
mente precisa da fixação de um modelo do reservatório, por isso o resultado da quantização
depende dos parâmetros do modelo escolhido. No caso mais simples, quando o reservatório é
modulado como um conjunto infinito de osciladores harmônicos, a resposta final depende de
parâmetros do modelo tais como temperatura T e frequências próprias dos osciladores ωk. Além
disso, esta abordagem pode ser aplicada somente para a quantização de sistemas dissipativos,
quando a causa do carácter não-Lagrangiano das equações de movimento é a dissipação, ou seja,
a interação com o ambiente. Caso o sistema considerado seja um sistema não-Lagrangiano por
outra causa, por exemplo o monopólo magnético, esta abordagem perde qualquer sentido.

Assim, todas as abordagems à quantização dos sistemas não-Lagrangianos mencionadas têm
deficiências. Contudo, algumas questões ligadas à quantização, em particular dos sistemas dis-
sipativos, estão em aberto até agora. Assim, por exemplo, é interessante a análise da influência
da dissipação em fenômenos quânticos tais como tunelamento e interferência quântica. Um
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aparecimento posśıvel de tunelamento quântico em ńıvel macroscópico em criogênese foi de-
scrito por [42]. A influência da dissipação no tunelamento quântico em sistemas macroscópicos
foi considerada pela primeira vez nos trabalhos [43]-[45], onde se mostrou que a dissipação mul-
tiplica a probabilidade de tunelamento por um fator que depende do coeficiente fenomenógico
de atrito. A interferência quântica na presença de dissipação foi investigada pelos mesmos
autores no trabalho [46]. Não obstante, a fim de descrever a dissipação, os autores de [43]-[46]
usam uma abordagem que trata o atrito como uma interação do sistema com algum reservatório
em que está contido. As deficiências desta abordagem já foram discutidas acima.

Existem outros problemas f́ısicos interessantes ligados à quantização dos sistemas não-
lagrangianas. Notamos apenas dois deles: (i) a descrição quântica de efeitos de backreaction de
radiação (radiation backreaction), que é baseada na quantização de equações não-lagrangianas
que descrevem a dinâmica efetiva de objetos carregados (como part́ıculas, cordas, etc.) em
campos externos com a backreaction de radiação e (ii) a quantização da carga magnética,
primeiramente constrúıda por Dirac [1]. Na teoria [1], o problema da natureza não-lagrangiana
das equações de movimento para uma carga magnética no campo elétrico foi resolvido usando
um potencial singular que conduz a termos não-f́ısicos do tipo δ na força de Lorentz. E com o
fim de eliminar estes termos, o então chamado “veto de Dirac” foi imposto para proibir o elétron
de ser encontrado na trajetória do monopólo. Fora da trajetória, as equações de movimento
que resultam do prinćıpio da ação coincidem com as iniciais. Note, entretanto, que a teoria de
Dirac não está livre de cŕıticas [48].

Assim, chegamos à conclusão de que há necessidade do desenvolvimento de novas abor-
dagems para a quantização de sistemas f́ısicos a partir de equações de movimento, aplicáveis
a qualquer sistema de equações diferenciais e não envolverão construções auxilares como reser-
vatório térmico ou “veto de Dirac”. A partir disso, foram formuladas as metas do nosso
trabalho:

• O desenvolvimento de métodos para a solução do problema inverso do cálculo das variações
para um sistema dinâmico de forma geral.

• O desenvolvimento de métodos de quantização de sistemas f́ısicos a partir das equações
de movimento e aplicação destes métodos à quantização de sistemas não-Lagrangianos.

Neste caminho foram alcançados os seguintes resultados principais:

1. Elaborado um novo método efetivo para a construção do prinćıpio variacional para um
sistema f́ısico partindo das equações de movimento. Caso um sistema de equações de
movimento não admita a existência de prinćıpio de ação mı́nima, este sistema sempre
pode ser reformulado como um sistema equivalente de equações Lagrangianas de primeira
ordem. constrúımos explicitamente a ação Lagrangiana que leva a tal sistema bem como
apresentamos uma descrição completa da ambiguidade na definição desta ação.
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2. Elaborada uma abordagem para a quantização canônica de teorias não-lagrangianas
baseada na formulação Lagrangiana proposta de um sistema equivalente à equações da
primeira ordem. Foi constrúıda a quantização canônica de teorias quadráticas gerais (sis-
temas com as equações de movimento lineares). Provado que a evolução quântica dos
sistemas considerados é completamente determinada pela evolução clássica correspon-
dente.

3. Foi constrúıda a quantização de exemplos importantes de sistemas dissipativos: oscilador
harmônico amortecido e carga elétrica com radiação (radiating point-like charge). Ob-
tivemos expressões exatas para a evolução dos valores médios da energia nos exemplos
considerados.

4. Obtidos pela primeira vez:

a A forma expĺıcita da Lagrangiana de sistemas de equações diferenciais de segunda ordem
que admitem a existência de um multiplicador de integração, isto é, uma matriz multipli-
cadora que pode dotar um sistema de equações diferenciais com a estrutura de equações
de Euler-Lagrange. A partir de considerações gerais, obtivemos condições necessárias e
suficientes para a existência do multiplicador de integração para equações diferenciais. O
método proposto para a solução do problema inverso do cálculo de variações é ilustrado
por diferentes exemplos. Foi constrúıda a ação Lagrangiana de sistemas dissipativos mul-
tidimensionais no formalismo de segunda ordem. Foi também considerado um exemplo
de sistema dinâmico linear com equações de movimento que não admitem a existência de
um multiplicador de integração.

b Um procedimento expĺıcito para a construção do funcional de ação para os sistemas de
equações diferenciais de primeira ordem usando a solução do problema de Cauchy dos
sistemas considerados. Obtivemos a descrição completa da ambiguidade não trivial (que
não pode ser reduzida à adição de uma derivada total em relação ao tempo) na definição
da função de Lagrange para os sistemas de equações de primeira ordem. Foi constrúıda
uma ação quadrática para as teorias com equações do movimento lineares não-homogêneas
arbitrárias (sistemas dinâmicos lineares).

c A prova da inexistência do prinćıpio de ação mı́nima para a equação relativ́ıstica de
Lorentz–Dirac bem como para o seu limite não relativ́ıstico. É proposta uma equação
reduzida de Lorentz–Dirac que descreve a dinâmica efetiva da carga elétrica com radiação
e não tem soluções não-f́ısicas. Para esta equação, o problema inverso do cálculo de
variações pode ter várias soluções. Como um exemplo, é considerada uma carga pontual
não relativ́ıstica no campo magnético constante e homogêneo com radiação. Mostra-se
que este sistema admite a existência do funcional de ação no formalismo de segunda
ordem mas nenhuma das lagrangianas posśıveis transforma-se, no limite do desligamento
da interação e → 0, na Lagrangiana usual da part́ıcula livre L = mẋ/2. Uma descrição
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f́ısica satisfatória para este sistem foi obtida com um sistema equivalente de equações
diferenciais de primeira ordem.

d Uma abordagem baseada na formulação Lagrangiana proposta no formalismo de primeira
ordem para a quantização canônica de teorias não-Lagrangianas. A hamiltonização da
teoria Lagrangiana constrúıda conduz a uma teoria hamiltoniana com v́ınculos depen-
dentes do tempo. A quantização canônica de tal teoria é um problema não trivial (isto
segue das considerações gerais presentes no livro [49] de Gitman e Tyutin).Adotamos a
abordagem geral de hamiltonização e de quantização canônica para teorias com v́ınculos
dependentes do tempo para este caso de teorias não-lagrangianas. O esquema da quan-
tização proposta foi ilustrado no exemplo de sistemas dinâmicos lineares.

1.2 Mecânica quântica não-comutativa

Teorias não-comutativas constituem um ramo da f́ısica teórica moderna em rápido desenvolvi-
mento [50]. A primeira vez em que coordenadas não-comutativas surgiram no contexto de
teoria quântica de campos foi nos trabalhos pioneiros de Heisenberg e Snyder há mais de 50
anos. Posteriormente, a não-comutatividade foi estudada na abordagem de quantização por
deformação [51], que relaciona quantização com deformação das estruturas de Poisson. Em
trabalhos mais recentes [52] foi mostrado que o limite de baixa energia da teoria M , bem como
das teorias de supercordas, levam diretamente às teorias de calibre não-comutativas.

É bem sabido também que ao se considerar o problema de Landau (uma part́ıcula carregada
sujeita a se mover num plano na presença de campos magnéticos perpendiculares constantes),
chega-se a coordenadas não-comutativas. Este fato foi utilizado em [53] para sugerir uma
abordagem do efeito Hall quântico baseado em geometria não-comutativa.

Outra motivação atual para o estudo das teorias não-comutativas se relaciona à idéia de que
ela poderia ser uma formulação matemática razoavelmente simples para representar a proposta
de Wheeler e de Witt de spacetime foam, i.e., da idéia de que na ordem do comprimento
de Planck (10−33 cm), na qual os efeitos da gravitação se tornam extremamente fortes, o
espaço-tempo perde sua estrutura cont́ınua e deve envolver flutuações quânticas de geometria
e topologia [54].

Uma área particular das teorias não-comutativas é a mecânica quântica não-comutativa
(MQNC), que recentemente tem ganho bastante atenção [55]-[67]. No caso mais simples, o
espaço-tempo não-comutativo pode ser realizado pelos operadores de coordenada x̂α com as
seguintes relações de comutação [

x̂α, x̂β
]

= iθαβ,

em que θαβ é uma matriz antissimétrica constante a valores reais. Como foi mencionado na
introdução geral a MQNC é um caso particular das teorias quânticas que correspondem a
sistemas não lagrangianos. Por um lado, isto dá origem a uma grande classe de exemplos
naturais de sistemas quânticos não-comutativos. Por outro lado, podemos usar as ferramentas
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da MQNC [55]-[67] para examinar a natureza quântica de sistemas não-Lagrangianos e vice-
versa.

Deve-se notar que as ações clássicas de teorias de campo no espaço-tempo não-comutativo
podem ser escritas como ações clássicas modificadas mas já no espaço-tempo comutativo (in-
troduzindo o produto da estrela). Depois da quantização de tais ações, que chamamos de ações
θ-modificadas, os efeitos da não-comutatividade do espaço-tempo se manisfestarão através de
caracteŕısticas da teoria quânticas de campo correspondente. Considerando a mecânica quântica
de uma part́ıcula (ou o sistema de N part́ıculas) com coordenadas não-comutativas, pergunta-
se como constrúır a ação clássica θ-modificada para este sistema de dimensão finita. Como no
caso da teoria de campos, tal ação θ-modificada deve, depois da quantização, manifestar os
efeitos da não comutatividade do espaço-tempo através de caracteŕısticas do sistema quântico
correspondente. Neste caso, através da ação clássica recuperamos as relações não comutativas
das coordenadas do espaço-tempo. Esta se tornou mais uma meta do nosso trabalho:

• A construção de ações θ-modificaoas na mecânica quântica.

Os resultados principais são:

Elaborado um novo método para a construção da ação θ-modificada na mecânica quântica
relativ́ıstica e não relativ́ıstica. Foram constrúıdas tais ações para part́ıculas relativ́ısticas
com e sem spin. A idéia chave é extrair ações θ-modificadas para part́ıculas relativ́ısticas da
representação dos propagadores da teoria do campo não-comutativa correspondente via integral
de trajetória. Consideramos equações de Klein-Gordon e de Dirac para propagadores causais em
tais teorias. Posteriormente, constrúımos a representação destes propagadores via integral de
trajetória. Tratamos as ações efetivas nesta representação como ações de part́ıculas relativ́ısticas
θ-modificadas. Para confirmar a interpretação, constrúımos a quantização canônica das ações
obtidas, obtendo assim as equações de Klein-Gordon e de Dirac na teoria de campo não-
comutativa. A ação θ-modificada da part́ıcula relativ́ıstica com spin é uma generalização da
ação pseudoclássica da superpart́ıcula de Berezin-Marinov [68] para o caso não-comutativo.

1.3 Produto estrela através do ordenamento simétrico

A história recente da quantização por deformação começou com o artigo [51], veja [69] para a
revisão. Um ingrediente importante no programa da quantização por deformação é o produto
estrela. Toma-se uma álgebra A das funções lisas na variedade de Poisson equipada com a
estrutura de Poisson ω e deforma-se A em Aω introduzindo o produto estrela de tal forma
que o comutador estrela de duas funções quaisquer resulte no parêntese de Poisson entre essas
funções na ordem mais baixa da expansão em ω. No ano de 1997 Kontsevich [70] demonstrou
a existência do produto estrela em uma variedade de Poisson C∞ qualquer e apresentou uma
fórmula que, em prinćıpio, permite calcular este produto. Contudo, caso seja preciso o produto
estrela em segunda ordem da expansão, a fórmula de Kontsevich não é muito útil, já que não
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existe um método sistemático do cálculo das integrais envolvidas. Além do mais, existe outra
razão, de natureza psicológica, para procurar uma formulação mais simples do produto estrela.
O maquinário do Formality Theorem é pesado demais para ser facilmente digerido por uma
parte considerável da comunidade de f́ısica. Notamos também que o Formality Theorem na
verdade fornece muito mais que somente o produto estrela. Portanto, já que a parte mais
pesada do trabalho já foi feita, podemos começar a procurar por uma formulação do produto
estrela em uma linguagem mais f́ısica que admita um algoritmo computacional mais simples
para ordens mais altas da expansão. Nesa direção, nossa meta principal foi

• A elaboração de métodos efetivos para a construção perturbativa do produto estrela no
caso geral.

Foram obtidos os seguintes resultados principais:
Foi desenvolvida uma nova abordagem para a quantização por deformação no espaço plano

real com uma estrutura de Poisson ωαβ (x) arbitrária baseada no ordenamento simétrico dos
operadores x̂α, que representam coordenadas cartesianas deformadas no RN . Nós requeremos
que x̂α satisfaçam as relações de comutação gerais

[
x̂α, x̂β

]
= 2εωαβ (x̂) (onde ε é o parâmetro

da deformação) e então constrúımos a representação polidiferencial para x̂α. Uma grande
vantagem da nossa abordagem é a existência de um procedimento iterativo simples e efetivo
em α, tal que a ordem (n− 1) de ωαβ (x̂) permita calcular a ordem n de x̂α, que por sua vez já
determine a ordem n de ωαβ (x̂), etc. O uso desta abordagem nos permitiu calcular a expansão
do produto estrela em terceira e quarta ordens, algo que foi feito pela primeira vez. Além disso,
operamos com objetos bem conhecidos da mecânica quântica.

1.4 Descrição dos caṕıtulos

No caṕıtulo 2, consideramos a questão da construção do prinćıpio da ação mı́nima para
um dado sistema de equações diferenciais, usando o método do multiplicador de integração,
isto é, uma matriz multiplicadora que pode dotar um sistema de equações diferenciais com a
estrutura das equações de Euler-Lagrange. Na seção 2.2, apresentamos um método simples de
construção de condições necessárias e suficientes para a existência do multiplicador de integração
para equações de segunda ordem. Caso o multiplicador de integração exista e seja conhecido,
apresentamos uma forma expĺıcita da Lagrangiana. Na seção 2.2.2, é ilustrado, por diferentes
exemplos, o método proposto para a solução do problema inverso do cálculo de variações.
Foi constrúıda a ação Lagrangiana de sistemas dissipativos multidimensionais no formalismo
de segunda ordem. Também foi considerado o exemplo de um sistema dinâmico linear com
equações de movimento que não admitem a existência do multiplicador de integração.

Por meio da introdução de n variaveis auxiliares (por exemplo pi = q̇i, i = 1, .., n) um
sistema de n equações não-Lagrangianas sempre pode ser apresentado na forma de um sistema
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equivalente de 2n equações diferenciais de primeira ordem

ẋα = fα(t, x) , (1.6)

xα = (qi, pi), α = 1, .., 2n .

Na seção 2.3, mostramos que o multiplicador de integração Ω para o sistema de equações (1.6)
deve satisfazer as condições seguintes: antissimetria

Ωαβ = −Ωβα ,

identidade de Jacobi
∂αΩβγ + ∂βΩγα + ∂γΩαβ = 0 ,

e a equação
∂tΩαβ + £fΩαβ = 0 ,

onde £fΩαβ é a derivada de Lie da forma simplectica Ωαβ ao longo do campo vetorial fγ. Neste
caso o multiplicador de integração Ω sempre existe e pode ser constrúıdo pela solução de Cauchi
do sistema de equações de primeira ordem (1.6). A Lagrangiana correspondente tem a forma

L = Jαẋα −H , (1.7)

onde

Jα(t, x) =

∫ 1

0

xβΩβα(t, sx) sds + ∂αϕ(t, x) , (1.8)

H(t, x) =

∫ 1

0

ds xβ [Ωβα(t, sx)fα(t, sx)− ∂tJβ(t, sx)] + c(t) , (1.9)

ϕ(t, x) e c(t) são funções artbitrárias. Assim mostramos que os sistemas f́ısicos com equações
de movimento não lagrangianas, de fato, são equivalentes aos sistemas lagrangianos de primeiro
ordem. O procedimento proposto para a construção do prinćıpio variacional é ilustrado pelo
exemplo de sistemas dinâmicos lineares com equações de movimento lineares não-homogêneas
arbitrárias. Constrúımos uma ação quadrática para estes sistemas.

O material desse caṕıtulo foi publicado no artigo: D.M. Gitman and V.G. Kupriyanov,
On the action principle for a system of differential equations, J.Phys.A:Math.Theor.40 (2007)
10071-10081.

No caṕıtulo 3, discutimos o problema da construção do prinćıpio da ação mı́nima para
equação relativistica de Lorentz–Dirac que descreve o movimento de uma part́ıcula carregada
no campo eletromagnético com backreaction de radiação (radiation backreaction). Na seção
3.2, é provado que a equação relativistica de Lorentz–Dirac [71], [72], [73]

gµ = −mẍµ +
e

c
Fµν ẋ

ν +
2e2

3c3

(
...
xµ − 1

c2
ẋµẍν ẍ

ν

)
= 0 , (1.10)
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bem como seu limite não relativ́ıstico

g = −mẍ + eE +
e

c
[ẋ,H] +

2e2

3c3

...
x = 0 , (1.11)

onde xµ = (t, x) são coordenadas da part́ıcula e Fµν = (E,H) é tensor do campo eletro-
magnético, não admite a existência de um multiplicador de integração e por isso não pode
ser obtida pelo prinćıpio da ação mı́nima. Na seção 3.3, propomos uma equação reduzida de
Lorentz–Dirac, isto é, uma equação de segunda ordem que descreve a dinâmica efetiva da carga
elétrica com radiação e não tem soluções não-f́ısicas. Na seção 3.3.2, discutimos o problema
inverso do cálculo de variações para a equação reduzida de Lorentz–Dirac. Para esta equação, o
problema mencionado pode ter várias soluções. Como exemplo foi considerada uma carga pon-
tual não relativ́ıstica no campo magnético constante e homogêneo H = (0, 0, H) com radiação:

ẍ = −αẋ− βẏ ,

ÿ = βẋ− αẏ ,

z̈ = 0 ,

(1.12)

onde usamos o sistema de unidades m = c = 1 e

α =

√
6
√

3 +
√

9 + 64e6H2 − 6

8e2
≈ 2

3
e4H2 ,

β =
eH
√

6√
3 +

√
9 + 64e6H2

≈ eH .

Mostra-se que este sistema admite a existência de um funcional de ação no formalismo de
segunda ordem, mas nenhuma das Lagrangianas posśıveis transforma-se no limite do desliga-
mento da interação e → 0 na Lagrangiana usual da part́ıcula livre L = mẋ/2. Na seção 3.4,
uma descrição f́ısica satisfatória é obtida para um sistema equivalente de equações diferenciais
de primeira ordem.

O material desse caṕıtulo foi publicado no artigo: V.G. Kupriyanov, hamiltonian formula-
tion and action principle for the Lorentz-Dirac system, Int.J.Theor.Phys 45 (2006) 1129.

No caṕıtulo 4, discutimos o problema da constução de tais teorias quânticas que repro-
duzem equações de movimento não-Lagrangianas para as valores médios no limite clássico. De
fato, consideramos a quantização canônica de teorias lagrangianas com v́ınculos dependentes
do tempo que estão relacionadas com teorias não-Lagrangianas. Na seção 4.2, mostramos que
a hamiltonização da ação Lagrangiana de primeira ordem que foi constrúıda no caṕıtulo 2 para
sistemas não-Lagrangianos conduz a uma teoria hamiltoniana com v́ınculos de segunda classe
dependentes do tempo. Assim, mostramos que os sistemas f́ısicos com equações de movimento
não-Lagrangianas, de fato, são equivalentes às teorias lagrangianas de primeira ordem com
v́ınculos dependentes do tempo na formulação hamiltoniana. A quantização canônica de tais
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teorias é um problema não trivial, descrito na seção 4.3. Na seção 4.4, o esquema da quantização
proposta é aplicado à construção da teoria quântica de sistemas dinâmicos lineares. Provamos
que a evolução quântica dos sistemas considerados é completamente determinada pela evolução
clássica correspondente. Depois, consideramos a quantização de exemplos f́ısicos interessantes.
Na seção 4.5, o procedimento de quantização canônica de sistemas não-Lagrangianos é ilustrado
em detalhes pelo exemplo do oscilador harmônico amortecido. Na seção 4.6, constrúımos a
quantização da carga elétrica com radiação (radiating point-like charge) no campo magnético
homogêneo. Foram obtidas as expressões exatas da evolução de valores médios da energia nos
exemplos considerados. No caso do segundo exemplo, os valores médios da energia tem a forma:

〈E〉t = ~β
(

n +
1

2

)
e−2αt, n = 0, 1, ...

Em cada instante fixo o espectro de energia é discreto, contudo ele diminui com o tempo, da
mesma forma que.

O material desse caṕıtulo foi publicado nos artigos: D.M. Gitman and V.G. Kupriyanov,
Quantization of theories with non-lagrangian equations of motion, Journal of Mathematical
Sciences 141 (2007) 1399, a verção curta e D.M. Gitman and V.G. Kupriyanov, Canonical
quantization of so-called non-lagrangian systems, Eur.Phys.J.C 50 (2007) 691-700, verção mais
elaborada com exemplos f́ısicos.

No caṕıtulo 5, elaboramos um novo método para a construção de ações θ-modificadas na
mecânica quântica. Constrúımos ações θ-modificadas para part́ıculas relativ́ısticas com e sem
spin. A idéia chave é extrair as ações θ-modificadas de part́ıculas relativ́ısticas da representação
via integral de trajetória dos propagadores da teoria do campo não-comutativa correspondente.
Consideramos equações θ-modificadas de Klein-Gordon e de Dirac no campo externo para
propagadores causais em tais teorias. Depois, usando o método desenvolvido no artigo [74] para
um caso usual comutativo, constrúımos para estes propagadores a representação via integral de
trajetória. Para part́ıcula escalar

Dc = i

∞∫

0

dλ0

xout−θp/2~∫

xin−θp/2~

Dq

∫

λ0

Dλ

∫
DpDπ exp

{
i

~
Sθ

scal−part + SGF

}
,

Sθ
scal−part =

1∫

0

{
λ

[
(pµ + gAµ (q))2 −m2

]
+ pµq̇

µ +
1

2~
ṗµθ

µνpν

}
dτ, (1.13)

SGF =

1∫

0

πλ̇dτ .
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Para part́ıcula spinorial

G̃c = exp

(
iΓn ∂l

∂εn

) ∫ ∞

0

dλ0

∫
dχ0

∫

λ0

Dλ

∫

χ0

Dχ

∞∫

−∞

Dp

xout−θp/2~∫

xin−θp/2~

Dq

∫
Dπ

∫
Dν

×
∫

ψ(0)+ψ(1)=ε

Dψ exp
{
i
[
Sθ

spin−part + SGF

]
+ ψn(1)ψn(0)

}∣∣
ε=0

,

onde

Sθ
spin−part =

∫ 1

0

[
λ

(
(pµ + gAµ)2 −m2 + 2igF ∗

µνψ
µψν

)
(1.14)

+2i (pµ + gAµ (q)) ψµχ− 2imψDχ− iψnψ̇
n + pµq̇

µ +
1

2~
ṗµθ

µνpν

]
dτ ,

SGF =

∫ 1

0

(
πλ̇ + νχ̇

)
d τ.

As ações Sθ
scal e Sθ

spin−part em (1.13) e (1.14) distinguem-se dos casos comutativos correspon-
dentes (veja [74]) pelo termo ṗµθ

µνpν/2~. Tratamos as ações efetivas nesta representação como
ações θ-modificadas de part́ıculas relativ́ısticas. Para confirmar a interpretação, constrúımos a
quantização canônica das ações obtidas. Assim, obtivemos as equações θ-modificadas de Klein-
Gordon e de Dirac na teoria de campo não-comutativa. A ação θ-modificada para a part́ıcula
relativistica com spin (1.14) é uma generalização da ação pseudoclássica de Berezin-Marinov [68]
para caso não-comutativo. Note que os efeitos da não comutatividade são essenciais somente
no caso da presença do campo externo.

O material desse caṕıtulo foi publicado no artigo: D.M. Gitman and V.G. Kupriyanov, Path
integral representations in noncommutative quantum mechanics and noncommutative version
of Berezin-Marinov action, Eur.Phys.J.C 54 (2008) 325.

No caṕıtulo 6, desenvolvemos uma abordagem para a quantização por deformação no
espaço plano real com uma estrutura de Poisson ωij (x) arbitrária baseada no ordenamento
simétrico dos operadores x̂i, que representam coordenadas cartesianas deformadas no RN . Im-
pusemos relações de comutação gerais [x̂i, x̂j] = 2αωij (x̂) (onde α é o parâmetro da deformação)
para os x̂i e então constrúımos a representação polidiferencial para x̂i = xi + αωij (x) ∂j + ....
Usando esta representação, conseguimos formular um procedimento iterativo simples e efetivo
que permitiu calcular o produto estrela em ordens altas (em terceira e quarta ordens e pode ser
estendida até a quinta ordem), algo que foi feito pela primeira vez. Exceto por uma análise da
cohomologia, que não consideramos no artigo, o método proposto dá uma descrição explicita,
na linguagem matemática usual da f́ısica, do produto estrela.

Gostaŕıamos de notar que, em nosso procedimento, o cálculo do produto estrela em ordens
altas é feito com facilidade, com excessão da solução da condição de consistência para a con-
strução das correções ”não Poisson”ωij

2n (x) para o bi-vetor de Poisson ωij
0 (x), para a qual não
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pudemos apresentar um algoritmo geral. As equações para ωij
2n (x) que aparecem na nossa abor-

dagem são praticamente idênticas às que surgem da abordagem por cohomologias de Hochschild
[75]. O estudo das relações entre a nossa abordagem e a abordagem baseada em cohomologias
de Hochschild é um problema interessante e nós planejamos fazê-lo no futuro.

Contudo, em alguns casos (e.g., caso bi-dimensional ou algumas estruturas de Poisson poli-
nomiais, como a álgebra de Lie), a condição de consistência resolve-se automaticamente, e os
cálculos do produto estrela podem ser feitos em ordem arbitrária. Podemos, assim, inclusive
tentar deduzir uma expressão exata do produto estrela nestes casos.

O material deste caṕıtulo foi publicado no artigo: V.G. Kupriyanov, D.V. Vassilevich, Star
products made (somewhat) easier, Eur.Phys.J.C. 58 (2008) 627-637.



Caṕıtulo 2

Prinćıpio de ação mı́nima para
equações diferenciais

2.1 Introdução

O problema da construção do prinćıpio de ação mı́nima para equações de movimento determi-
nadas é conhecido na literatura como o problema inverso do cálculo de variações da mecânica
Newtoniana. Este problema em sua definição clássica [4] consiste em resolver a equação varia-
cional

δS[q]

δqi(t)
= gi , (2.1)

onde gi(t, q
i, q̇i, ...) = 0 é um dado sistema de equações diferenciais em relação às funções qi(t),

e S[q] é um funcional local a ser determinado. A condição da localidade requer a existência
de uma função L(t, q, q̇...) (Lagrangiana), tal que o funcional S[q] (ação) seria escrito como um
integral

S[q] =

∫
dtL . (2.2)

Em outras palavras, a essência do problema inverso do cálculo das variações consiste em en-
contrar um prinćıpio variacional para um determinado sistema de equações diferenciais. Este
problema tem sido considerado por mais de um século. Ainda no ano 1887 Helmholtz [4] propôs
um critério de resolubilidade da equação (2.1):

δgi(t)

δqj(s)
=

δgj(s)

δqi(t)
. (2.3)

Caso essa condição seja obedecida, o sistema gi(t, q
i, q̇i, ...) = 0 se chama um sistema La-

grangiano, caso contrário o sistema é um sistema não-Lagrangiano. Em 1894 Darboux [5] re-
solveu o problema inverso do cálculo de variações no caso unidimensional. O caso bidimensional
foi investigado por Douglas [6] em 1941. Em particular, ele apresentou exemplos de equações

19
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diferenciais de segunda ordem que não podem ser obtidas do prinćıpio de ação mı́nima (nen-
huma Lagrangiana existe para tais equações). Depois disso vários autores [7]-[19] investigaram
o problema da construção de prinćıpio variacional para sistemas multidimencionais.

No presente caṕıtulo, consideramos a questão da construção de um prinćıpio de ação minima
para um determinado sistema de equações diferenciais, utilizando o método do multiplicador
de integração [6]-[11]. O multiplicador de integração é uma matriz multiplicadora que pode
dotar um sistema de equações diferenciais com a estrutura das equações de Euler-Lagrange.
Apresentamos na seção 2 um método simples da construção de condições necessárias e suficientes
para a existência do multiplicador de integração para equações de segunda ordem. Caso o
multiplicador de integração exista e é conhecido, nós apresentamos uma forma expĺıcita da
Lagrangiana. Na seção 3 o método proposto da solução do problema inverso do cálculo de
variações é ilustrado por exemplos diferentes. Será construida a ação Lagrangiana no formalismo
de segunda ordem de sistemas dissipativos multidimensionais. Consideramos também o exemplo
do sistema dinâmico linear com equações de movimento que não admitem a existência do
multiplicador de integração.

Note que um sistema de n equações não-Lagrangianas de segunda ordem sempre pode
ser apresentado na forma de um sistema equivalente de 2n equações diferenciais de primeira
ordem. Partindo do critério de Helmholtz (2.3) encontramos condições necessárias e suficientes
para a existência de um multiplicador de integração para essas equações. No formalismo de
primeira ordem o multiplicador de integração sempre existe e pode ser constrúıdo por meio
da solução do problema de Cauchy para as equações consideradas. Isto é apresentado na
seção 3, e é parcialmente baseado nos resultados do trabalho [12]. Depois constrúımos a ação
explicitamente. Desta forma, mostramos que aos sistemas tradicionalmente denominados de
não-Lagrangianos são, na realidade, equivalentes aos sistemas Lagrangianos de primeira ordem.
Como exemplo, construimos um funcional da ação de primeira ordem para qualquer sistema
dinâmico linear.

2.1.1 Prinćıpio de ação mı́nima para o sistema das equações da se-
gunda ordem

2.1.2 Considerações gerais

Vamos supor que um sistema f́ısico com n graus de liberdade é descrito por um sistema de n
equações diferenciais de segunda ordem

q̈i − f i(t, q, q̇) = 0, i = 1...n, (2.4)

onde f i(t, q, q̇) são algumas funções. Vamos construir um prinćıpio de ação mı́nima para este
sistema. Caso as equações (2.4) não possam ser diretamente identificadas com as equações de
Euler-Lagrange, podemos procurar um multiplicador de integração, ou seja, uma matriz não
singular hij(t, q, q̇) tal que após a multiplicação por (2.4)

hij

[
q̈j − f j(t, q, q̇)

]
= 0 (2.5)
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transformaria essas equações na forma de equações de Euler-Lagrange para uma função de
Lagrange L(t, q, q̇),

∂L

∂qi
− ∂2L

∂t∂q̇i
− ∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j − ∂2L

∂q̇i∂q̇j
q̈j = 0 . (2.6)

Para identificar as equações (2.5) e (2.6) precisamos que as condições

∂2L

∂q̇i∂q̇j
= hij, (2.7)

∂L

∂qi
− ∂2L

∂t∂q̇i
− ∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j = hijf

j . (2.8)

sejam obedecidas. Quando o multiplicador de integração é conhecido, as equações (2.7)-(2.8)
podem ser interpretadas como um sistema de equações para a função de Lagrange L. Va-
mos resolver o sistema (2.7)-(2.8). As suas condições de consistência nos fornecerá todas as
condições necessárias e suficientes para a existência do multiplicador de integração. Partindo
do pressuposto de que L (t, q, q̇) é uma função suave dos argumentos indicados, as condições de
consistência da equação (2.7) implicam que

hij = hji ,
∂hij

∂q̇k
=

∂hkj

∂q̇i
. (2.9)

Caso hij obedece (2.9), a equação (2.7) pode ser resolvida.
Vamos lembrar que a solução geral da equação ∂f/∂qi = gi, desde que o vetor gi é um

gradiente, é

f(q) =

∫ 1

0

ds qigi(sq) + c ,

onde c é uma constante. Tendo em vista o fato acima, obtém-se para L (aqui não consideramos
os problemas globais que podem surgir quando o espaço das configurações tem uma topologia
não trivial) a seguinte representação:

L = K(t, q, q̇) + li(t, q)q̇
i + l0(t, q) , (2.10)

onde

K(t, q, q̇) =

1∫

0

da q̇j




1∫

0

db q̇i
1hij(t, q, bq̇1)




q̇1=aq̇

(2.11)

e l0(t, q), li(t, q) são algumas funções. Para encontrar essas funções, usamos equação (2.8).
Substituindo (2.10) em (2.8), obtemos

∂K

∂qi
− ∂2K

∂q̇i∂t
− ∂2K

∂q̇i∂qj
q̇j +

(
∂lj
∂qi

− ∂li
∂qj

)
q̇j − ∂li

∂t
+

∂l0
∂qi

= hijf
j . (2.12)
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Diferenciando esta equação sobre q̇k, obtemos:

∂lk
∂qi

− ∂li
∂qk

= Lik , (2.13)

onde

Lik =
∂2K

∂q̇i∂qj
− ∂2K

∂q̇j∂qi
+

∂hik

∂t
+ q̇j ∂hik

∂qj
+

∂

∂q̇k

(
hijf

j
)

. (2.14)

Esta equação é uma equação diferencial para li. As condições da consistência da equação (2.13)
implicam que: em primeiro lugar, a parte simetrica da matriz Lik deve ser igual a zero, que
pode ser escrita como

D̂hik +
1

2

(
hij

∂f j

∂q̇k
+ hkj

∂f j

∂q̇i

)
= 0 , (2.15)

onde

D̂ =
∂

∂t
+ q̇j ∂

∂qj
+ f j ∂

∂q̇j
.

Usando (2.15), podemos reescrever (2.14) como

Lik =
∂2K

∂q̇i∂qk
− ∂2K

∂q̇k∂qi
+ Aik , Aik =

1

2

(
hij

∂f j

∂q̇k
− hkj

∂f j

∂q̇i

)
(2.16)

Em segundo lugar, Lik não pode depender da velocidade, ou seja, ∂Lik/∂q̇l = 0, que implica

∂hkl

∂qi
− ∂hil

∂qk
=

∂

∂q̇l
Aik . (2.17)

E finalmente, a identidade de Jacobi para Lik:

∂Lik

∂ql
+

∂Lkl

∂qi
+

∂Lli

∂qk
= 0 ⇒ ∂Aik

∂ql
+

∂Akl

∂qi
+

∂Ali

∂qk
= 0 . (2.18)

Desde que hij obedeça as equações (2.15), (2.17) e (2.18), li pode ser encontrada da equação
(2.13). Lembramos que a solução geral lida equação (2.13) é dada por

li(t, q) =

1∫

0

da qkLki(t, aq) +
∂ϕ (t, q)

∂qi
, (2.19)

onde ϕ(t, q) é uma função arbitrária.
Agora, podemos encontrar l0 da equação (2.12); para isso vamos reescreve-lo na seguinte

forma:
∂l0
∂qi

= mi , (2.20)
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onde

mi = hijf
j − ∂K

∂qi
+

∂2K

∂t∂q̇i
+ q̇j ∂2K

∂qj∂q̇i
− q̇jLij +

∂li
∂t

. (2.21)

A condição da consistência da (2.20) implica que, mi não depende da velocidade, ou seja,
∂mi/∂q̇k = 0. Esta condição é fornecida pela equação (2.15). Além disso, o vetor mi tem que
ser um vetor gradiente:

∂mi

∂qk
− ∂mk

∂qi
=

∂Aik

∂t
+ q̇j ∂Aik

∂qj
+

∂

∂qk
(hijf

j)− ∂

∂qi
(hkjf

j) = 0 . (2.22)

Tendo em conta (2.9), (2.15) e (2.17), obtemos da (2.22) a seguinte condição algébrica:

hijB
j
k − hkjB

j
i = 0 , (2.23)

onde

Bi
j =

1

2

∂f i

∂q̇m

∂fm

∂q̇j
− D̂

∂f i

∂q̇j
+ 2

∂f i

∂qj
.

Caso hij obedeça (2.23), da equação (2.20) obteremos

l0(t, q) =

1∫

0

da qkmk(t, aq) +
∂ϕ (t, q)

∂t
+ c(t), (2.24)

onde c (t) é uma função arbitrária do tempo.
Assim, provamos a seguinte afirmação: se para um determinado sistema de equações diferen-

ciais ordinárias de segunda-ordem (2.4) existe uma matriz não-singular hij (t, q, q̇) que obedece
as equações (2.9), (2.15), (2.17), (2.18) e (2.23), neste caso esse sistema pode ser obtido a
partir do prinćıpio variacional com Lagrangiano (2.10), onde as funções K (t, q, q̇) , li (t, q) e
l0 (t, q) são definidas em (2.11), (2.19) e (2.24) respectivamente, e as funções ϕ (t, q) e c (t)
são funções arbitrárias.

A arbitrariedade relacionada com as funções ϕ (t, q) e c (t) entre na Lagrangiana (2.10)
através da derivada total de uma função F,

F = ϕ (t, q) +

∫
c (t) dt.

Note que o multiplicador de integração hij, e como conseqüência a função de Lagrange
L existem não para qualquer um sistema de equações diferenciais (2.4). Na seção 2.2 será
considerado um exemplo do sistema dinâmico, que não admite a existência de um multiplicador
de integração. Contudo, caso o multiplicador de integração existe, ele não é único [15]-[21]. Por
exemplo, se a matriz hij é um multiplicador de integração para um sistema de equações (2.4),

observamos que a matriz h́ij = c hij, com c 6= 0 é uma constante, também é um multiplicador
de integração. Portanto, Lagrangiana (2.10) que fornece após a variação as equações (2.4)
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não é úniqa; porque para este sistema existem tantas Lagrangians não-equivalentes quanto
multiplicadores de integração. Lagrangianas correspondentes aos diferentes multiplicadores de
integração são conhecidos como Lagrangianas s-equivalentes.

No caso uni dimensional q̈ − f(t, q, q̇) = 0, o multiplicador de integração é uma função
h(t, q, q̇) que não pode ser igual a zero e obedece a equação

∂h

∂t
+ q̇

∂h

∂q
+

∂

∂q̇
(fh) = 0 . (2.25)

Este é uma PDE de primeira ordem que, obviamente, tem uma solução para qualquer f e a
condição inicial h (t = 0, q, q̇) = h0 (q, q̇). Como podemos ver, uma resposta à questão se existe
uma solução do problema inverso do cálculo das variações ou não depende do número de graus
de liberdade n. Para n = 1 a resposta sempre será positiva, e existem tantas Lagrangianas
não-equivalente quanto funções h0 (q, q̇) das duas variáveis. Para n ≥ 2 a resposta pode ser
negativa.

2.1.3 Exemplos

Nesta seção, ilustramos o procedimento acima nos exemplos de sistemas dinâmicos. Primeira-
mente consideramos os sistemas dissipativos. Consideramos um sistema ideal com Lagrangiana

L0 =
q̇2

2
+ V (q), q = {qi}, i = 1...n. (2.26)

Vamos supor que, além da força potencial conservativa F i = ∂V
∂qi existe uma força do atrito

F i
fric = αq̇i, (2.27)

com α é um coeficiente de atrito fenomenológico que, em geral, pode depender do tempo. As
equações de movimento para um sistema deste tipo têm a forma

q̈i =
∂V

∂qi
+ αq̇i. (2.28)

Estas equações são equações não-Lagrangianas, mas para este sistema sempre é posśıvel en-
contrar um multiplicador de integração. No caso mais simples, quando ele não depende das
coordenadas e velocidades, tem a forma

hij = e−2
∫

αdth0
ij, (2.29)

onde h0
ij é uma matriz arbitrária simétrica e não-singular, constante que comute com a matriz

Vij = ∂2V/∂qi∂qj. Usando a declaração da seção anterior, obtemos a seguinte Lagrangiana:

L =
1

2
q̇ihij q̇

j +

1∫

0

qihij
∂V (s~q)

∂qj
ds. (2.30)
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Se escolher h0
ij = δij, Lagrangiana (2.30) pode ser reescrita como

L = e−2
∫

αdtL0. (2.31)

Note que quando o coeficiente de atrito chega a zero, Lagrangiana (2.31) se transforma na
Lagrangiana inicial (2.26).

Agora, consideramos o exemplo de um sistema dinâmico para o qual o multiplicador de
integração e, conseqüentemente, a possibilidade da descrição Lagrangiana não existe. Duglas
[6] mostrou que o sistema de equações de segunda ordem

ẍ + ẏ = 0,

ÿ + y = 0

não admite um multiplicador de integração. Para provar isso, vamos supor o contrário, ou seja,
que haja uma matriz não-singular hij que obedeça as equações (2.9), (2.15), (2.17), (2.18) e
(2.23). Assim, da equação algébrica (2.23) segue-se que hij tem que ser diagonal (h12 = h21 = 0),
já que neste caso

Bi
j =

(
0 0
0 2

)
.

Depois, da condição (2.15) vamos obter imediatamente que h11 = 0, e chegar a uma contradição,
det hij = 0.

Assim, podemos ver que um funcional de ação no formalismo de segunda ordem nem sempre
existe. No entanto, como mostraremos na seção seguinte, sempre é posśıvel construir um
prinćıpio de ação mı́nima para um sistema equivalente de equações de primeira ordem.

2.2 Prinćıpio de ação mı́nima no formalismo de primeira

ordem

Vamos supor que um sistema com n graus de liberdade descrita por um sistema de n equações
diferenciais não-Lagrangianas de segunda ordem. Para construir um prinćıpio de ação minima,
vamos substituir essas equações (que sempre é posśıvel fazer através da introdução n variáveis
adicionais, como por exemplo pi = q̇i) para um sistema equivalente de 2n equações diferenciais
da primeira ordem. Suponhamos que este sistema tem a forma

ẋα = fα(t, x) , (2.32)

xα = (qi, pi) , α = 1, .., 2n ,

onde fα(t, x) são algumas funções dos argumentos indicados. Vamos construir um prinćıpio de
ação para este sistema. Se (2.32) não podem ser diretamente identificados com as equações de
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Euler-Lagrange, é posśıvel encontrar um multiplicador de integração, ou seja, uma matriz não-
singular Ω1 que transforma o sistema inicial de equações diferenciais (2.32) em uma derivada
funcional:

gα [t] = Ωαβ

(
ẋβ − fβ(t, x)

)
=

δS

δxα
= 0 . (2.33)

Como gα [t] é um derivado variacional ele tem que obedecer o criterio de Helmholtz [4]

δgα [t]

δxβ (s)
=

δgβ [s]

δxα (t)
. (2.34)

Vamos usar esta condição para encontrar um multiplicador de integração Ω. No caso geral
pode-se assumir que Ω depende do tempo t, coordenadas xα e derivadas de xα em relação ao
tempo até a ordem m (m é um número natural), ou seja, gα [t] = gα

(
t, x, ..., x(m)

)
. Tendo em

mente essa forma de gα pode-se reescrever (2.34) como

m∑
i=0

∂gα [t]

∂xβ(i)
δ(i) (t− s) =

m∑
j=0

∂gβ [s]

∂xα(j)
δ(j) (s− t) , (2.35)

já que
δ

δxβ (s)
xα(k) (t) =

(
d

dt

)k
δxα (t)

δxβ (s)
= δα

β δ(k) (t− s) , k = 0, 1, ... .

Diferenciando a identidade f (t) δ (t− s) = f (s) δ (s− t) por t encontra-se

f (s) δ(k) (s− t) = (−1)k
k∑

l=0

Ck
l f (l) (t) δ(k−l) (t− s) , Ck

l =
k!

(k − l)!
. (2.36)

Usando (2.36) reescrevemos (2.34) como

m∑
i=0

∂gα [t]

∂xβ(i)
δ(i) (t− s) =

m∑
j=0

(−1)j
j∑

l=0

Cj
l

[(
d

dt

)l
∂gβ [t]

∂xα(j)

]
δ(j−l) (t− s) . (2.37)

Comparando em (2.37) as coeficientes na frente de δ(k) (t− s) obtemos as equações para
gα

(
t, x, ..., x(m)

)
. Quando k = 0 temos

∂gα

∂xβ
−

m∑
j=0

(−1)j

(
d

dt

)l
∂gβ

∂xα(j)
= 0 . (2.38)

Como gα [t] depende somente das derivadas até a ordem m, o coeficiente da derivada mais
alta xα(2m) na equação (2.38) tem que zerar. Este coeficiente é (−1)m ∂2gβ/∂xα(m)∂xγ(m), que
significa que gα [t] deve ser linear pelas derivadas de ordem m, ou seja,

gα [t] = aαβ

(
t, x, ..., x(m−1)

)
xβ(m) + bα

(
t, x, ..., x(m−1)

)
,

1Notamos por Ω um multiplicador de integração para as equações da primeira ordem.
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onde aαβ e bα são algumas funções. Já que Ω é uma matriz não-singular, (2.33) deve ser um
sistema de equações de primeira ordem, ou seja, temos m = 1 e Ω = Ω (t, x).

Agora comparando o coeficiente de δ(1) (t− s) em (2.37), encontramos:

Ωαβ = −Ωβα . (2.39)

Depois da equação (2.38) temos

∂β (Ωαγf
γ)− ∂α (Ωβγf

γ) + ∂tΩαβ + ẋγ (∂βΩαγ − ∂αΩβγ + ∂γΩβα) = 0 .

Como Ω não depende de ẋ encontramos as equações seguintes para Ω:

∂αΩβγ + ∂βΩγα + ∂γΩαβ = 0 (2.40a)

e
∂tΩαβ + £fΩαβ = 0 , (2.41)

com £fΩαβ sendo a derivada de Lie da Ωαβ ao longo do campo vetorial fγe ∂α = ∂/ ∂xα, ∂t =
∂/∂t. Assim, vemos que para um sistema de equações de primeira ordem o multiplicador de
integração é uma matriz não-singular que depende apenas do tempo t e das coordenadas xα, e
obedece as condições (2.39), (2.40a) e (2.41).

Vamos analisar as equações (2.39)–(2.41) para a matriz Ωαβ. Sabe se que a solução geral
Ωαβ da equação (2.41) pode ser construida pela solução do problema de Cauchy de equações
(2.32). Suponha que tal solução é conhecida:

xα = ϕα(t, x(0)) , xα
(0) = ϕα(0, x(0)) (2.42)

é uma solução de equações (2.32) para qualquer x(0) =
(
xα

(0)

)
, e χα(t, x) é a função inversa em

relação à ϕα(t, x(0)), ou seja,

xα = ϕα(t, x(0)) =⇒ xα
(0) = χα(t, x) , xα ≡ ϕα(t, χα) , ∂αχγ|t=0 = δα

γ . (2.43)

Assim
Ωαβ(t, x) = ∂αχγ Ω

(0)
γδ (χ) ∂βχδ , (2.44)

com a matriz Ω
(0)
αβ sendo a condiçãao inicial para Ωαβ,

Ωαβ(t, x)|t=0 = Ω
(0)
αβ(x) .

Podemos ver que ao escolher a matriz Ω
(0)
αβ(x) sendo não-singular e sujeito a identidade de

Jacobi, garantimos o cumprimento das mesmas condições para a matriz completa Ωαβ(t, x), já
que os componentes dela são determinados por uma mudança de variáveis (2.44).
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Assim, vemos que para qualquer um sistema de equações da primeira ordem (2.32), o mul-
tiplicador de integração sempre existe, ou seja, sempre existe uma Lagrangiana L(t, x, ẋ) que
tem o sistema de equações

Ωαβ

(
ẋβ − fβ(t, x)

)
= 0 (2.45)

como suas equações de Euler-Lagrange. É fácil ver que esta Lagrangiana deve ser linear pelos
derivados da primeira ordem ẋα já que as equações (2.45) não contêm derivados de segunda
ordem, ou seja, o termo correspondente ∂2L/∂ẋα∂ẋβ zera. A forma geral desta Lagrangiana é

L = Jαẋα −H , (2.46)

com Jα = Jα(t, x) e H = H(t, x) são algumas funções dos argumentos indicados. As equações
de Euler–Lagrange correspondentes a (2.46) são

δS

δx
=

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0 =⇒ −∂αH − ∂tJα + (∂αJβ − ∂βJα) ẋβ = 0 . (2.47)

Comparando as equações (2.45) e (2.47) encontramos

Ωαβ = ∂αJβ − ∂βJα , (2.48)

e
Ωαβfβ − ∂tJα = ∂αH . (2.49)

As funções Jα e H podem ser encontrados das condições (2.48) e (2.49) se a matriz Ωαβ é con-
hecida. Pode-se ver que as condições de coerência para estas equações nos fornecerá exatamente
as equações (2.39)-(2.41) para o multiplicador de integração Ωαβ. A solução geral Jα(t, x) da
equação (2.48), desde que Ωαβ é uma determinada matriz anti-simétrica que obedece a identi-
dade de Jacobi, é dada por

Jα(t, x) =

∫ 1

0

xβΩβα(t, sx) sds + ∂αϕ(t, x) , (2.50)

com ϕ(x) é uma função arbitrária. Substituindo (2.44) em (2.50), obtemos

Jα(t, y) =

∫ 1

0

yβ
[
∂αχγ Ω

(0)
γδ (χ) ∂βχδ

]∣∣∣
x=sy

sds + ∂αϕ(t, y) . (2.51)

A equação (2.51) descreve todas as ambiguidades (uma arbitrária matriz simpléctica Ω
(0)
γδ e uma

função arbitrária ϕ(t, x)) na construção do termo Jα(t, x) da função de Lagrange (2.46).
Para encontrar o termo H na função de Lagrange (2.46), precisamos resolver a equação

(2.49) em relação a H. Obtemos para H a seguinte representação:

H(t, x) =

∫ 1

0

ds xβ [Ωβα(t, sx)fα(t, sx)− ∂tJβ(t, sx)] + c(t) , (2.52)
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com c(t) sendo uma função arbitrária do tempo, e Ωβα e Jβ são dadas por (2.44) e (2.51)
respectivamente. Todas as arbitrariedades na construção de H são descritas por uma arbitrária
matriz simpléctica Ω

(0)
γδ e as funções arbitrárias ϕ(t, x) e c(t).

Podemos ver que existe uma famı́lia de Lagrangianas (2.46) que levam às mesmas equações

de movimento (2.32). É fácil ver que as acções com a mesma Ω
(0)
γδ mas diferentes funções ϕ(t, x)

e c(t) diferem por uma derivada total (que chamamos de uma diferença trivial). Uma diferença

nas funções de Lagrange relacionadas com a escolha de diferentes matrizes simplécticas Ω
(0)
αβ não

é trivial. As correspondentes Lagrangianas são conhecidas como as Lagrangianas s-equivalentes.
Como exemplo, vamos considerar uma teoria com as equações de movimento de forma2

ẋ = A(t)x + j(t) . (2.53)

Prinćıpio de ação para esta teoria pode ser constrúıdo seguindo a abordagem descrita acima.
A solução do problema de Cauchy (2.53) é

x(t) = Γ(t)x(0) + γ(t) , (2.54)

onde a matriz Γ(t) é uma solução fundamental de (2.53), ou seja,

Γ̇ = AΓ , Γ(0) = 1 , (2.55)

e γ(t) é uma solução parcial de (2.53). Usando (2.44), construimos a matriz Ω3,

Ω = ΛT Ω(0)Λ , Λ = Γ−1 . (2.56)

e encontramos as funções J e H de acordo com (2.51) e (2.52),

J =
1

2
xΩ , H =

1

2
xBx− Cx , (2.57)

onde

B =
1

2

(
ΩA− AT Ω

)
, C = Ωj . (2.58)

Assim, a ação para a teoria geral quadrática é

S[x] =
1

2

∫
dt (xΩẋ− xBx− 2Cx) . (2.59)

Em conclusão, observamos que sempre é posśıvel construir uma ação Lagrangiana para
qualquer sistema de equações não-Lagrangianas, em um espaço de configurações extendido,
seguindo uma ideia simples, proposto pela primeira vez por Bateman [22]. Tal Lagrangiana

2Aqui usamos as notações de matrizes, x = (xα) , A(t) =
(
A(t)α

β

)
, j(t) = (j(t)α) , α, β = 1, .., 2n.

3Para simplicidade vamos escolher a matriz Ω(0) sendo uma matriz constante, não-singular e antisimétrica.
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tem a forma de uma soma de equações de movimento iniciais multiplicados por multiplicadores
de Lagrange correspondentes, que se tratam como as novas variáveis. As equações de Euler-
Lagrange para esse tipo de ação além de conter as equações de movimento iniciais tem ainda
novas equações de movimento para os multiplicadores de Lagrange. O uso desta abordagem
tem algumas dificuldades já no ńıvel clássico, porque precisa se fornecer uma interpretação para
as novas variáveis . Dificuldades adicionais (as métricas indefinidas) podem aparecer após a
quantização [23]-[26].



Caṕıtulo 3

Descrição Lagrangiana da carga
elétrica com radiação

3.1 Introdução

Uma peculiaridade notável da eletrodinâmica clássica de part́ıculas pontuais é a possibilidade
de uma análise coerente de backreaction de radiação em termos da equação de movimento local
que não contêm campos dinâmicos. Esta equação é conhecida como as equação de Lorentz-
Dirac. A diferença entre ela e a equação ordinária de Lorentz consiste em termos adicionais
com a derivada de terceira ordem em relação ao tempo da trajetória [71], [47], [76]. A presença
da derivada de terceira ordem em relação ao tempo implica em duas consequências imediatas.
Primeiro, porque a dinâmica de uma part́ıcula já não é reverśıvel no tempo, e este fato está de
acordo com o conceito intuitivo da irreversibilidade f́ısica de um processo da radiação. Segundo,
os dados iniciais para esta equação tem que incluir não somente a posição e a velocidade iniciais
da part́ıcula, como custuma ser na mecânica clássica ordinária, mas também a aceleração inicial.
A última circunstância leva ao fato de que, juntamente com as soluções f́ısicas, as equações de
Lorentz-Dirac contêm as soluções que não admitem uma interpretação razoável f́ısica (por
exemplo, soluções auto-aceleradas [47], [76]). Além disso, em contraste da equação de Lorentz,
a equação de Lorentz-Dirac é uma equação não-Lagrangiana.

É importante observar que, tanto no ńıvel clássico como no quântico, a eletrodinâmica
de Maxwell é uma teoria essencialmente perturbativa, onde os cálculos são feitos apenas sob
a forma de séries assimtóticas pela constante de acoplamento (a carga elétrica e). No caso
geral, essas séries são divergentes, mas o cálculo dos primeiros termos da série da expansão
normalmente fornece uma boa aproximação dos dados experimentais, tendo em vista o fato
que a constante estrutural é muito pequena. Em ńıvel clássico, uma abordagem coerente
perturbativa da eletrodinâmica leva à seguinte regra da seleção: as soluções f́ısicas da equação
de Lorentz-Dirac são apenas aquelas que tenham um limite suave do desligamento da interação,
ou seja, quando a carga da part́ıcula tende a zero. Acontece que todas soluções f́ısicas podem

31
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ser descritas por uma equação de segunda ordem, que se chama a equação reduzida de Lorentz-
Dirac.

Neste caṕıtulo, vamos investigar a possibilidade de construir uma formulação Lagrangiana
para a equação de Lorentz-Dirac clássica e reduzida.

3.2 Impossibilidade de uma descrição Lagrangiana do

sistema clássico de Lorentz-Dirac

Nesta seção vamos considerar a questão da existência de funcional da ação para a equação
relativ́ıstica de Lorentz - Dirac [47, 76]

gµ = −mẍµ +
e

c
Fµν ẋ

ν +
2e2

3c3

(
...
xµ − 1

c2
ẋµẍν ẍ

ν

)
= 0 , (3.1)

que descreve a dinâmica efetiva da carga pontual com a backreaction da radiação. Aqui, xµ =
(t, x) são as coordenadas da part́ıcula no espaço-tempo quadri-dimensional; Fµν = (E,H) é o
tensor do campo electromagnético; as constantes c e e são a velocidade da luz e a carga elétrica,
respectivamente.

Como já foi mencionado, (3.1) é uma equação não-Lagrangiana. Porém, podemos procurar
o multiplicador da integração. Vamos supor que (3.1) admita a existência do multiplicador da
integração hµ

ν (t, x, ẋ...), det hµ
ν 6= 0, ou seja, que existe uma ação S[x] cuja variação leva ao

sistema
hµ

νgν = 0 (3.2)

Como as equações (3.1) não incluem as derivadas mais altas do que a de terceira ordem, a
Lagrangiana correspondente depende apenas das derivadas de primeira e de segunda ordem
da trajetória, além disso, a dependência das derivadas de segunda ordem deve ser linear. Isto
implica:

L = a(x, ẋ) + bµ(x, ẋ)ẍµ . (3.3)

Comparando as equações de Euler-Lagrange desta Lagrangiana com as equações (3.2), con-
clúımos que

∂bµ

∂ẋν
− ∂bν

∂ẋµ
= γhµν , (3.4)

c2

(
∂2bν

∂ẋµ∂ẋλ
− ∂2bµ

∂ẋν∂ẋλ

)
ẍν ẍλ = −γhµλẋ

λẍν ẍ
ν ,

com γ = 2e2/3c3. Em particular, é óbvio que a matriz hµν = hλ
µηλν (ηµν é o tensor métrico de

Minkowsky) deve ser anti-simétrica. Derivando a primeira das equações (3.4) em relação a ẋλ,
e substituindo o resultado na segunda equação, obtemos

∂hµσ

∂ẋλ
ẍσẍλ = − 1

c2
hµαẋαẍν ẍ

ν . (3.5)
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Como hµν não depende de ẍµ, a equação acima leva a condição

∂hµν

∂ẋλ
= − 1

c2
hµαẋαηνλ . (3.6)

Já que hµν é anti-simétrico, chegamos à relação

hµαẋαηνλ = −hναẋαηµλ ,

cuja contração com ηνλ leva a
hµν ẋ

ν = 0 . (3.7)

Levando em consideração (3.7) obtemos de (3.6) que

∂hµν

∂ẋλ
= 0 .

Isso significa que hµν não depende de ẋλ. Então de (3.7) conclúımos que a matriz hµν é singular.
Assim, chegamos numa contradição, o multiplicador da integração não pode ser singular. A
equação clássice de Lorentz-Dirac (3.1) não admite a existência do multiplicador da integração.

Para a equação não-relativ́ıstica de Lorentz-Dirac

g = −mẍ + eE +
e

c
[ẋ,H] +

2e2

3c3

...
x = 0 . (3.8)

os mesmos argumentos que acima mostram que o multiplicador de integração deverá ser anti-
simétrico, e isto, mais uma vez, entra em contradição com a condição da não-singularidade,
uma vez que (3.8) é um sistema de três equações e, portanto, o multiplicador de integração deve
ser uma matriz de terceira ordem, no entanto, qualquer matriz anti-simétrica de rank ı́mpar é
necessariamente singular.

Além do problema com o prinćıpio variacional a presença do termo adicional com derivada
de terceira ordem leva a algumas dificuldades com a interpretação f́ısica. Em primeiro lugar,
de acordo com os postulados da mecânica clássica, o estado de sistema mecânico deve ser
unicamente determinado pela atribuição de sua posição e velocidade iniciais. Estes dados
iniciais são manifestamente insuficientes para atribuir o estado do sistema descrito por equações
de terceira ordem. Em segundo lugar, como demonstra uma análise simples, as equações (3.1) e
(3.8) junto com as soluções fisicamente razoáveis, admitem as soluções não-f́ısicas (por exemplo,
auto-aceleradas) [47, 76].

Os problemas mencionados são relacionadas e têm uma solução comum. Ou seja, postula-se
que somente aquelas soluções da equação de Lorentz-Dirac são trajetórias f́ısicas, que tenham
um limite suave quando a carga da part́ıcula tende a zero. Essa exigência elimina as soluções
patológicas, além disso, cada trajetória f́ısica pode ser determinada através da atribuição da
posição e a velocidade inicial de uma part́ıcula. O significado da condição imposta torna-se
evidente quando observa-se que a derivada de terceira ordem entra na equação de Lorentz-Dirac
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sendo multiplicado por perturbação e2. Portanto, no limite do desligamento da interação (e →
0) a ordem da equação de Lorentz-Dirac efetivamente reduz a dois, depois, equação descreve o
movimento da part́ıcula livre. Em outras palavras, no âmbito de uma abordagem perturbativa
da interação eletromagnética, quando a constante do acoplamento e é considerada pequena,
a presença de um termo com derivada de terceira ordem é tratada não como o aparecimento
de novos graus de liberdade da part́ıcula (que seria um absurdo do ponto de vista f́ısico), mas
apenas como uma pequena deformação da dinâmica da part́ıcula livre 1.

Em vez de extrair um por um todas as soluções f́ısicas da equação da terceira ordem de
Lorentz-Dirac, podemos impor o problema da busca de tal equação da segunda ordem que
descreve todas essas. As soluções desta equação devem obedecer as equações iniciais de Lorentz-
Dirac e ser automaticamente suave (em e). Esta equação se chama a equação reduzida de
Lorentz-Dirac e o procedimento da construção dela é a perturbativa redução de ordem.

3.3 O sistema das equações fisicamente equivalentes

3.3.1 Perturbativa redução de ordem na equação de Lorentz–Dirac

Vamos supor que existe tal equação de segunda ordem,

ẍi = f i(x, ẋ, e) , i = 1, 2, 3 , (3.9)

que todas as soluções desta equação xi(t, e) (a) são funções suaves em e, e (b) obedecem a
equação de Lorentz–Dirac não-relativ́ıstica (3.8). O cumprimento de condição (a) pode ser
garantido se exigir que o lado direito da equação (3.9) é uma função anaĺıtica da e. Vamos
examinar a condição (b). Derivando a equação (3.9) em relação ao tempo obtemos

...
x

i
=

∂f i

∂xj
ẋj +

∂f i

∂ẋj
ẍj .

Usando a equação (3.9) de novo, temos

...
x

i
=

∂f i

∂xj
ẋj +

∂f i

∂ẋj
f j . (3.10)

Assumindo agora que todas as soluções da (3.9) também obedecem a equação (3.8) e, em

seguida, expressando na última equação
...
x

i
e ẍi através ẋi e xi, com ajuda de (3.9), (3.10),

obtemos uma identidade:

mf i = eEi +
e

c
[ẋ, H]i +

2e2

3c3

(
∂f i

∂xj
ẋj +

∂f i

∂ẋj
f j

)
. (3.11)

1Ao mesmo tempo, o valor da carga e, que faz o papel do parâmetro da deformação, pode ser qualquer.
Tudo que se exige é a existência de um limite suave das soluções quando e → 0.
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Esta identidade é a equação para a definição da função f i(x, ẋ). A solução dela pode ser
encontrada na forma de uma série de potência e:

f i =
∞∑

k=0

ekf i
(k) , (3.12)

onde
f i

(0) = 0 ,

f i
(1) = (m)−1Ei + (mc)−1[ẋ, H]i ,

f i
(k) = 2

3mc3

(
∂f i

(k−2)

∂xj ẋj +
k−2∑
l=0

∂f i
(k−2−l)

∂ẋj f j
(l)

)
, k ≥ 2 .

Assim, obtivemos uma equação de segunda ordem que descreve a dinâmica efetiva da part́ıcula
carregada num campo eletromagnético com uma força backreaction da radiação. Todas as
soluções desta equação também são as soluções da equação de Lorentz–Dirac e, além disso,
estão suaves em e.

Para certas configurações simples dos campos externos, a expressão para a força f i pode ser
encontrado em uma forma simples. Por exemplo, no caso de um campo magnético homogêneo,
H = (0, 0, H),E = 0, a equação de Lorentz-Dirac reduzida tem a forma

ẍ = αẋ− βẏ ,

ÿ = βẋ + αẏ ,

z̈ = 0 ,

(3.13)

onde, no sistema de unidades m = c = 1, temos

α =
6−√6

√
3 +

√
9 + 64e6H2

8e2
≈ −2

3
e4H2 , β =

eH
√

6√
3 +

√
9 + 64e6H2

≈ eH . (3.14)

Caso colocar α = 0 nas equações (3.13), elas se tornam as equações de Lorentz ordinárias de-
screvendo a dinâmica de uma part́ıcula carregada no campo magnético ”efetivo”B = (0, 0, β/e).
Para α 6= 0 as trajetórias da part́ıcula são espirais no plano xy, a part́ıcula cai no centro. Por
este motivo o parâmetro α pode ser identificado com o coeficiente de atrito da radiação.

3.3.2 A construção da Lagrangiana

Agora vamos considerar o problema da construção da função de Lagrange que leva às equações
(3.13). Já que o movimento ao longo do eixo z é livre, é suficiente examinar o sistema de duas
primeiras equações:

ẍ = αẋ− βẏ ,

ÿ = βẋ + αẏ ,
(3.15)
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Neste caso a matriz B definida no primeiro caṕıtulo é:

Bi
k =

1

2

(
α2 − β2 −2αβ

2αβ α2 − β2

)
,

e condição (2.23) implica que
Tr(hij) = h11 + h22 = 0 . (3.16)

Agora, é fácil ver que a solução geral de equações (2.9), (2.15), (2.17), (2.18), e (2.23) é deter-
minada por uma função arbitrária φ(z, w) e tem a forma

hij =

(
F + F̄ i(F − F̄ )

i(F − F̄ ) −(F + F̄ )

)
. (3.17)

Onde, F = φ(ξ̇e−γt, ξ̇−γξ)e−γt, ξ = x+ iy, γ = α+ iβ, e barra significa a conjugação complexa.
Escolhendo φ = 1/z, vamos obter a solução mais simples independente do tempo:

hij =
2

ẋ2 + ẏ2

(
ẋ ẏ
ẏ −ẋ

)
. (3.18)

Usando a formula (2.10), encontramos a seguinte Lagrangeana:

L =
1

2
ẋ ln(ẋ2 + ẏ2) + ẏ arctg

(
ẋ

ẏ

)
+ αx− βy . (3.19)

As equações correspondentes de Euler–Lagrange

ẍẋ + ÿẏ

ẋ2 + ẏ2
= α ,

ẍẏ − ÿẋ

ẋ2 + ẏ2
= β , (3.20)

são, obviamente, equivalente às equações iniciais (3.15) com excepção do ponto ẋ = ẏ = 0.
Assim, podemos ver que formalmente existe a solução do problema da construção de uma

Lagrangiana para a part́ıcula carregada no campo magnético uniforme com backreaction da
radiação. No entanto, temos que notar que de acordo com o tratamento perturbativo da
interação electromagnética, exigimos que no limite e → 0 (ou seja, α → 0, β → 0) a Lagrangiana
L deve se transformar na Lagrangiana de uma part́ıcula livre,

L0 =
1

2
(ẋ2 + ẏ2) , (3.21)

pelo modulo da derivada total. Infelizmente, nem a Lagrangeana (3.19) nem qualquer outra
Lagrangeana constrúıda a partir da matriz (3.17) não têm um correto limite livre. Porque,
de acordo com (3.16), o traço da matriz de Hesse da qualquer Lagrangeana para o sistema
de equações (3.15) deve ser igual a zero, e essa propriedade permanece válida após o limite
considerado. Por outro lado, o traço da matriz de Hesse da Lagrangiana L0 é igual 2. Esta
contradição prova a afirmação.

Contudo, a ausência de uma satisfatória descrição f́ısica de backreaction da radiação no
formalismo de segunda ordem deixa a esperança que tal descrição é posśıvel no formalismo de
primeira ordem.
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3.4 Funcional de ação no formalismo de primeira ordem

Vamos considerar o problema da construção da funcional da ação no formalismo de primeira
ordem para o sistema f́ısico que no formalismo de segunda ordem se descreve por equações de
movimento (3.15). Para isso, elas serãm substituidas por um sistema equivalente de equações
de primeira ordem. Vamos escolher as variáveis auxiliares como

p = ẋ +
β

2
y, q = ẏ − β

2
x.

Como resultado, chegamos ao sistema

ẋ = p− β
2
y ,

ṗ = −β
2
q − β2

4
x + α

(
p− β

2
y
)

,

ẏ = q + β
2
x ,

q̇ = β
2
p− β2

4
y + α

(
q + β

2
x
)
.

(3.22)

A ação quadrática para este sistema tem a forma

S[x] =
∫

dt e−αt

4(α2+β2)
[2a(t)(pẋ− xṗ + qẏ − yq̇)+

+2b(t)(qẋ− xq̇ + yṗ− pẏ) + 2c(t)(pq̇ − qṗ) + 2d(t)(xẏ − yẋ)+

+e(t)(p2 + q2) + f(t)(x2 + y2) + g(t)(px + qy) + j(t)(qx− py)] ,

(3.23)

com

a(t) = α2cos(βt) +
1

2
β2(e−αt + eαt) , b(t) = α2sin(Bt)− αβeαt + αβcos(βt) ,

c(t) = e−αtβ + 2αsin(βt) , d(t) =
1

4
β3(e−αt − eαt)− 1

2
β2αsin(βt) + α2β(cos(βt)− eαt) ,

e(t) = e−αtβ2 + α2cos(βt) + αsin(βt)β ,

f(t) =
1

4
β

(
β3e−αt + βα2cos(βt)− αsin(βt)[β2 + 2α2]

)
,

g(t) = −αcos(βt)β2 − α3cos(βt) , j(t) = −α3sin(βt) + e−αtβ3 + α2βcos(βt) .

No limite do desaparecimento do atrito (α → 0), a ação (3.23) se transforma para a ação
Hamiltoniana canônica da part́ıcula carregada no campo magnético homogêneo. Assim, foi
constrúıda uma ação fisicamente razoável da part́ıcula carregada no campo magnético uni-
forme com backreaction da radiação. A quantização canônica desse modelo será considerada
no caṕıtulo seguinte.



Caṕıtulo 4

Quantização canônica de sistemas
não-Lagrangianos

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo consideramos a abordagem para construir as teorias quânticas que no limite
clássico reproduzem as equações não-Lagrangianas para os valores médios. De fato consid-
eramos a quantização canônica de teorias Lagrangianas com v́ınculos dependentes do tempo
que são relacionados com as teoria não Lagrangianas. Demostramos na seção 2 que a for-
mulação Hamiltoniana de Lagrangianas de primeira ordem que correspondem as teorias não-
Lagrangianas leva a teoria Hamiltoniana com v́ınculos de segunda classe dependentes do tempo.
Assim mostramos que sistemas não-Lagrangianos são de fato equivalentes aos sistemas La-
grangianos no formalismo de primeira ordem, mas com v́ınculos dependentes do tempo na
formulação Hamiltoniana. A quantização canónica de tais teorias é um problema não trivial e
foi considerado no caso geral no livro [49]. Na seção 3 nós descrevemos o procedimento geral
do livro [49] e adotamos ele para nosso caso. Na seção 4 aplicamos a abordagem geral para
construir a quantização de sistemas f́ısicos com as equações arbitrárias lineares de movimento.
Depois consideramos a quantização canônica do oscilador harmônico amortecido (sec. 6) e da
carga elétrica com radiação (sec.7).

4.2 Formulação Hamiltoniana

Nesta seção vamos construir a formulação Hamiltoniana para teoria com Lagrangiana da
primeira ordem (2.46). Para isso, seguimos as considerações gerais do livro [49]. Em primeiro
lugar construimos ação Sv[x, π, v], que, neste caso, tem a forma

Sv[x, π, v] =

∫
[Jα (t, x) vα −H (t, x) + πα (ẋα − vα)] dt , (4.1)

38
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que depende das momentas πα conjugadas para as coordenadas xα, bem como das velocidades
vα. As equações

δSv

δvα
= Φα (t, x, π) = πα − Jα(t, x) = 0 (4.2)

não permitem expressar as velocidades como funções das x e π, que implica a aparência dos
v́ınculos primários Φα (t, x, π), e as velocidades vα se tornam multiplicadores de Lagrange para
estes v́ınculos, assim que a ação (4.1) se torna ação Hamiltoniana da teoria com v́ınculos
primários (4.2),

SH =

∫
dt{παẋα −H(1)} , H(1) = H(t, x) + λαΦα (t, x, π) , (4.3)

com as equações de movimento

η̇ =
{
η,H(1)

}
, Φ = 0 , (4.4)

onde η = (x, π).
Os v́ınculos primários são v́ınculos de segunda classe, porque em virtude da condição que o

multiplicador de integração Ωαβ(t, x) é uma matriz não singular, temos:

{Φα, Φβ} = Ωαβ(t, x) =⇒ det{Φα, Φβ} 6= 0 . (4.5)

Assim, os v́ınculos secundários não aparecem e todos os multiplicadores de Lagrange λ podem
ser determinados da condição da consistência para os v́ınculos primários:

Φ̇α = ∂tΦα + {Φα, H(1)} = 0 =⇒ −∂tJα − ∂αH + λβ{Φα, Φβ} = 0 =⇒
λβ = ωβα (∂tJα + ∂αH) , ωβα = Ω−1

βα . (4.6)

Usando os multiplicadores de Lagrange (4.6) nas equações (4.4), podemos escrever essas
equações na forma

η̇ = {η,H}D(Φ) + {η, Φα}ωαβ∂tJβ , Φ = 0 , (4.7)

onde {·, ·}D(Φ) são parênteses de Dirac em respeito aos v́ınculos da segunda classe Φ. Para as
variáveis canônicas as parênteses de Dirac são

{xα, xβ}D(Φ) = ωαβ ,

{πα, πβ}D(Φ) = ∂αJρω
ργ∂βJγ ,

{xα, πβ}D(Φ) = δα
β + ωαγ∂βJγ . (4.8)

Se formalmente introduzir o momento ε conjugo ao tempo t, e definir os parênteses de Poisson
no espaço extendido das variáveis canônicas (x, π; t, ε) = (η; t, ε), veja [49], podemos reescrever
(4.7) na forma seguinte:

η̇ = {η, H + ε}D(Φ) , Φ = 0 . (4.9)
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As equações (4.9) representem a formulação Hamiltoniana dos sistemas não-Lagrangianos
com as equações de movimento de primeira ordem (2.4). Note que os v́ınculos Hamiltonianos
nesta formulação são de segunda classe e dependem explicitamente do tempo. A quantização
canônica de tais teorias pode ser feita de acordo com as linhas gerais do [49]. Abaixo nós
apresentamos os detalhes desta quantização e depois a aplicamos para o nosso caso.

4.3 Quantização canônica

Para a teoria Hamiltoniana com os v́ınculos de segunda classe Φl(η, t) dependentes do tempo
o procedimento da quantização no quadro de Schrödinger é realizado da seguinte forma. As
variaveis do espaço de fase η são substitúıdos por operadores η̂ (t) sujeitos as relações de com-
mutação e equações dos seguintes v́ınculos:

[η̂A (t) , η̂B (t)] = i{ηA, ηB}D(Φ)|η=η̂ , Φl(η̂ (t) , t) = 0 . (4.10)

A evolução temporal deles é postulada como (aqui não discutimos sobre o ordenamento dos
operadodes, para as detalhes veja [68])

d

dt
η̂ (t) = {η, ε}D(Φ)|η=η̂ = −{η, Φl}{Φ, Φ}−1

ll′ ∂tΦl′|η=η̂ . (4.11)

Para cada grandeza f́ısica F , dada na formulação Hamiltoniana pela função F (t, η), colocamos
em correspondência o operador de Schrödinger F̂ (t) , pela regra F̂ (t) = F (t, η̂ (t)). Para os
dois arbitrários operadores de Schrödinger F̂ (t) e Ĝ (t) , a relação

[F̂ (t) , Ĝ (t)] = i{F,G}D(Φ)|η=η̂ (4.12)

é obedecida como consequênccia da (4.10). Os estados quânticos do sistema são descritos
por vetores Ψ do espaço de Hilbert com o produto escalar (Ψ, Ψ′). A evoluçao do vetor Ψ é
determinada por equação de Schrödinger

i
∂Ψ (t)

∂t
= ĤΨ (t) , (4.13)

onde o Hamiltoniano quântico Ĥ é constrúıdo de acordo com a função clássica H(t, η) como
Ĥ (t) = H(t, η̂ (t)). Os valores médios 〈F 〉t da grandeza f́ısica F são determinados como valores
médios do correspondente operador de Schrödinger F̂ (t) = F (t, η̂ (t)) em respeito ao vetor do
espaço de Hilbert Ψ (t) ,

〈F 〉t =
(
Ψ (t) , F̂ (t) Ψ (t)

)
. (4.14)

Como Ĥ é um operador auto-adjunto, a evolução em tempo dos vetores do estado Ψ (t) é
unitária,

Ψ (t) = U (t) Ψ (0) , U+ (t) = U−1 (t) , (4.15)
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onde U (t) é um operador da evolução.
No quadro de Heisenberg, onde os vetores do estado são “congelados” e a evolução em tempo

é determinada por causa dos operadores de Heisenberg η̌ (t) = U−1 (t) η̂ (t) U (t), pode-se ver
[49] que

d

dt
η̌ = {η, H(t, η) + ε}D(Φ)|η=η̌ ,

[η̌A (t) , η̌B (t)] = i{ηA, ηB}D(Φ)|η=η̌ , Φ(η̌ (t) , t) = 0 , (4.16)

enquanto para operadores de Heisenberg F̌ (t) = U−1 (t) F̂ (t) U (t) = F (t, η̌ (t)), temos

d

dt
F̌ (t) = {F (t, η), H(t, η) + ε}D(Φ)|η=η̌ , (4.17)

ou seja
d

dt
F̌ (t) = −i

[
F̌ (t) , Ȟ (t)

]
+ {F (t, η), ε}D(Φ)|η=η̌ . (4.18)

Os valores médios 〈F 〉t no quadro de Heisenber de acordo com (4.14) e (4.15) são determinados
como

〈F 〉t =
(
Ψ (0) , F̌ (t) Ψ (0)

)
. (4.19)

A quantização descrita obedece o prinćıpio de correspondência já que as equações quânticas
(4.16) têm a mesma forma que as clássicas (4.9).

Note que no caso geral a dependência do tempo dos operadores de Heisenberg nas teorias
consideradas não é unitária. Em outras palavras, não existe nenhum operador “Hamiltoniano”
cujo comutador com o operador de Heisenberg daria a derivada total do tempo deste operador.
Este fato pode ser explicado pela existência de dois fatores que determinam a evolução do
operador de Heisenberg. O primeiro fator é a evolução unitária do vetor do estado no quadro de
Schrödinger, enquanto segundo é a própria dependência do tempo do operador de Schrödinger
η̂, que em geral não tem um caráter unitário. A existência destes dois fatores está relacionada
com a divisão da parte direita de (4.18) em dois termos. F́ısicamente isto pode ser explicado
pelo fato que a dinâmica se desenvolve na superf́ıcie dos v́ınculos que depende do tempo. E
essa dependência em geral não é unitária.

Abaixo nós aplicamos o esquema geral da quantização para sistemas em consideração. Tendo
em conta os parênteses de Dirac (4.8), podemos escrever as relações de comutação (4.10) para
operadores do espaço de fase

[
x̂α, x̂β

]
= iωαβ|x=x̂ ,

[π̂α, π̂β] = i ∂αJρω
ργ∂βJγ|x=x̂ , (4.20)

[x̂α, π̂β] = iδα
β + i ωαγ∂βJγ|x=x̂ .

No caso em consideração o Hamiltoniano clássico H não depende das momentas πα, e por
isso, para determinar o Hamiltoniano quântico Ĥ, precisamos saber a dependência do tempo
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somente dos operadores x̂α. Da equação (4.11) temos

d

dt
x̂α = ωαβ(t, x)∂tJβ(t, x)

∣∣
x=x̂

. (4.21)

4.4 Quantização de teorias quadráticas gerais

A teoria quântica de sistemas quadráticos é um problema amplamente discutido em f́ısica, que
tem uma série de aplicações importantes (veja por exemplo, [78]–[82]). Porém, os artigos men-
cionados consideram apenas casos de sistemas quadráticos “Hamiltonianos” com as equações de
movimento na forma ẋα = {xα, H}can, onde H é uma Hamiltoniana quadrática e {·, ·}can é um
parêntese de Poisson canónica. Nós consideramos as teorias descritas por arbitrárias lineares
equações de movimento na forma (2.53): ẋ = A(t)x+j(t). No segundo caṕıtulo mostrou-se que
tais sistemas também admitem a existênsia da ação quadrática, mas os parênteses de Poisson
já não vão ser mais canônicos e no caso geral podem depender do tempo. Chamaremos tais
sistemas de teorias quadráticas gerais. Nesta seção consideramos a quantização canônica de
teorias quadráticas gerais.

Para teorias quadráticas gerais as condições (4.20), (4.21) se tornam

[
x̂α, x̂β

]
= iωαβ(t) , (4.22)

d

dt
x̂α = −1

2
ωαβ(t)Ω̇βγ(t)x̂

γ. (4.23)

A dependência do tempo dos operadores x̂ pode ser facilmente encontrada:

x̂α(t) = Φαβ(t)x̂β
0 . (4.24)

Aqui a matriz Φ obedece a equação

Φ̇ = −1

2
ωΩ̇Φ , Φ(0) = E , (4.25)

e os operadores x̂0 obedecem as relações de comutação seguintes:

[
x̂α

0 , x̂β
0

]
= i

(
Ω

(0)
αβ

)−1

= i

(
0 I
−I 0

)
, (4.26)

veja caṕıtulo 2. É conveniente dividir os operadores x̂α
0 em operadores das coordenadas próprias

e momentas correspondentes x̂α
0 = (q̂i, p̂i), α = 1, .., 2n, i = 1, .., n. Os operadores q̂ e p̂

obedecem as relações de comutação canônicas

[
q̂i, p̂j

]
= iδi

j,
[
q̂i, q̂j

]
= [p̂i, p̂j] = 0. (4.27)
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O Hamiltoniano quântico em (4.13) se torna

Ĥ =
1

2
x̂0Φ

T BΦx̂0 − CΦx̂0 , (4.28)

onde a matriz B é determinada em (2.58).
A quantização acima é equivalente à quantização em coordenadas de Darboux. A trans-

formação x → Φ(t)x0 é uma passagem para as coordenadas de Darboux x0, porque (4.25)
implica

ΦtΩΦ = Ω0 . (4.29)

Então os parênteses de Poisson entre as coordenadas x0 são canônicas. Portanto, Φ = Γ(t)R(t),
onde Γ(t) é uma solução fundamental do sistema (2.53). Porém, ao contrário da teoria clássica,
agora a matriz R(t) é fixa, obedecendo as seguintes condições

Ṙ = Ω0Γ
tBΓR , R(0) = E . (4.30)

Assim, pode-se também reescrever a Hamiltoniana em (4.28) como:

Ĥ = −1

2
x̂0R

T Ω(0)Ṙx̂0 + CΓRx̂0 . (4.31)

É notável que caso a matriz A que determina as equações (2.53) é uma constante, a matriz que
determina a parte quadrática da Hamiltoniana quântica (4.28) também é constante e é igual

ΦT BΦ = B(0) =
1

2

(
Ω(0)A− AT Ω(0)

)
. (4.32)

Este fato é fácil para ver porque o derivado em relação ao tempo desta matriz é egual a zero,
por causa das equações (4.25), (2.56) e (2.58):

d

dt

(
ΦT BΦ

)
= 0.

Assim, neste caso a matriz Φ pode ser determinada das equações algebráicas (4.29) e (4.32).
Note que se começar com o sistemas quadráticos “Hamiltonianos” com paréntese de Poisson

canônica, a quantização descrita coencide com a quantização canónica usual, porque neste caso
a equação (4.23) se torna dx̂/dt = 0, i.e., x̂(t) = x̂0.

No quadro de Heisenberg as equações (4.16) para os operadores x̌ têm a forma

d

dt
x̌ = A(t)x̌ + j(t), (4.33)

[
x̌α, x̌β

]
= iωαβ(t) . (4.34)
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As equações (4.33) coincidem (o prinćıpio da correspondência) com as equações de movimento
clássicas (2.53); porém, as relações de comutação (4.34) são diferentes do caso canónico. Então
a evolução dos operadores x̌ pode ser escrita como

x̌ (t) = Γ(t)x̌0 + γ(t) , (4.35)

onde os operadores x̌0 bem como x̂0 obedecem as relações de comutação canónicas

[
x̌α

0 , x̌β
0

]
= i

(
Ω

(0)
αβ

)−1

= i

(
0 I
−I 0

)
. (4.36)

Assim, os valores médios 〈F 〉t das grandezas f́ısicas F de acordo com (4.19) são determinadas
como os valores médios dos operadores correspondentes F̌ (t) = F (t, x̌ (t)) com respeito aos
vetores do estado Ψ (0) iniciais, ou seja,

〈F 〉t = (Ψ (0) , F (t, Γ(t)x̌0 + γ(t)) Ψ (0)) . (4.37)

Podemos ver que a evolução quântica das grandezas f́ısicas nos sistemas quadráticos gerais é
completamente determinada pela evolução clássica.

4.5 Quantização do oscilador harmônico amortecido

O método proposto da quantização canônica de sistemas não-Lagrangianos e, em particular, de
teorias quadráticas gerais pode ser ilustrado no exemplo do oscilador harmônico amortecido.
Este problema atrai atenção há mais de 50 anos, existem diferentes abordagens para a sua
solução, mas todas elas apresentam pontos fracos, veja por exemplo [28]-[27], [3].

A equação do movimento clássico do oscilador harmônico amortecido é uma equação não-
Lagrangiana e tem a forma

r̈ + 2αṙ + ω2r = 0 , (4.38)

onde ω é a frequência angular e α ≥ 0 é o coeficiente do atrito. Apresentando uma variável
auxiliar y = ṙ, reduzimos (4.38) para o sistema equivalente de duas equações de primeira ordem:

ṙ = y , ẏ = −ω2r − 2αy . (4.39)

Seguindo o método geral do caṕıtulo 2, construimos a ação S que fornece (4.39) como as
equações de Euler-Lagrange,

S =
1

2

∫
dt

[
yṙ − rẏ − (y2 + 2αry+ω2r2)

]
e2αt . (4.40)

Note que a equação (4.38) pode ser representada como

d

dt

(
e2αtṙ

)
+ e2αtω2r = 0 ,
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ou seja, como a equação Lagrangiana com massa e frequência dependentes do tempo. Neste
caso a massa e2αt é o multiplicador de integração para a equação (4.38); mas, como já foi
mencionado no caṕıtulo 2, no caso geral o multiplicador de integração nem sempre existe.

Agora aplicamos para o modelo constrúıdo a quantização canônica descrita na seção anterior.
As relações de comutação (4.22) e as equações (4.23) que determinam a evolução dos operadores
de “Schrödinger” r̂ e ŷ são

[r̂, ŷ] = ie−2αt, [r̂, r̂] = [ŷ, ŷ] = 0, (4.41)

d

dt
r̂ = −αr̂,

d

dt
ŷ = −αŷ . (4.42)

A solução delas tem a forma
r̂ = e−αtq̂ , ŷ = e−αtp̂ , (4.43)

onde os operadores q̂ e p̂ obedecem as relações de comutação canônicas

[q̂, p̂] = i , [q̂, q̂] = [p̂, p̂] = 0 .

De acordo com (4.28), o Hamiltoniano quântico correspondente é

Ĥ =
1

2

[
p̂2 + α (q̂p̂ + p̂q̂) +ω2q̂2

]
.

E pode ser modificado na forma

Ĥ =
1

2

[
P̂ 2 +

(
ω2 − α2

)
Q̂2

]
(4.44)

com ajuda da transformação canônica (p̂, q̂) → (P̂ , Q̂), onde P̂ = p̂ + αq̂, e Q̂ = q̂. A corre-
spondente função da geração é W = qP − αq2/2.

Como sempre, definimos a energia clássica do sistema na forma

E =
1

2

(
ṙ2 + ω2r2

)
=

1

2

(
y2 + ω2r2

)
.

É facil ver que ela depende do tempo como: E = E0e
−2αt. Usando (4.43), obtemos a expressão

para o operador Ê que corresponde a grandeza clássica E,

Ê =
1

2
e−2αt

[
P̂ 2 − α(P̂ Q̂ + Q̂P̂ ) + (ω2 + α2)Q̂2

]
. (4.45)

Consideramos primeiro o caso, α < ω. Assim (4.44) é o Hamiltoniano do oscilador harmônico
com a frequencia angular ω̃ =

√
ω2 − α2. Os estados estacionares da equação de Schrödinger

correspondente têm a forma

Ψn = e−iEntψn(Q) , En = ω̃

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, ...,

ψn(Q) =
1√
2nn!

(
ω̃

π

)1/4

e−ω̃Q2/2Hn

(
Q
√

ω̃
)

, (4.46)
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Os valores médios da energia (operador (4.45)) em tais estados podem ser facilmente calculados,

〈E〉n =

(
n +

1

2

)
ω2

ω̃
e−2αt . (4.47)

Em cada instante do tempo fixo, o espectro energético é discreto, porém, ele cai com o tempo
exatamente como na teoria clássica. A mesma conclusão foi obtida em [29]-[23] onde como o
ponto inicial foi adotada a ação no formalismo de segunda ordem constrúıda usando o método
do multiplicador de integração.

Os casos quando α ≥ ω correspondem ao movimento aperiódico na teoria clássica [72].
Sua interpretação quântica não é muito clara por causa do caráter cont́ınuo do espectro do
Hamiltoniano.

A generalização não trivial da equação (4.38) podia ser oscilador amortecido n-dimensional1

r̈ + 2aṙ + ωr = 0 , (4.48)

com matrizes a e ω constantes e simétricos. Introduzindo as variáveis auxiliares, y = ṙ, y = (yi),
reduzimos (4.48) para a seguintes equações de primeira ordem:

ẋ = Ax , (x = (xα) = (ri, yi)) , (4.49)

A =

(
0 I
−ω −2a

)
.

Isso é um conjunto de equações lineares com coeficientes constantes. Neste caso, o Hamiltoniano
quântico correspondente pode ser constrúıda, de acordo com a (4.32), como:

Ĥ =
1

2
x̂0B (0) x̂0 , (4.50)

onde

B (0) =

(
ω a
a I

)
,

e os operadores x̂0 são divididos em operadores das coordenadas q̂ próprias e momentas
correspondentes p̂ com as as relações de comutação canônicas (6.50). Depois, para a con-
strução da solução do problema quântico com o Hamiltoniano quadrático (4.50) pode-se seguir
por exemplo, os artigos [78, 79].

4.6 Quantização da carga elétrica com radiação

O sistema das equações de primeira ordem (3.22) que descreve o movimento da part́ıcula car-
regada no campo magnético uniforme com backreaction da radiação, é um sistema linear com

1Usamos as notações de matriz, r =
(
ri

)
, a =

(
ai

j

)
, ω =

(
ωi

j

)
, i, j = 1, .., n.
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coeficientes constantes. Para tal caso, o Hamiltoniano quântico correspondente pode ser con-
strúıdo de acordo com a (4.32) como

Ĥ =
1

2

[
p̂2

1 + p̂2
2 +

α

2
(p̂1q̂1 + q̂1p̂1 + p̂2q̂2 + q̂2p̂2) + β(p̂2q̂1 − p̂1q̂2) +

β2

4

(
q̂2
1 + q̂2

2

)]
(4.51)

com operadores q̂i e p̂j obedecendo as relações de comutação canônicas

[q̂i, p̂j] = i, [q̂i, q̂j] = [p̂i, p̂j] = 0, i, j = 1, 2 .

Com a ajuda da transformação canônica (p̂1, q̂1; p̂2, q̂2) → (p̂, x̂; q̂, ŷ), onde

p̂ = p̂1 +
α

2
q̂1, x̂ = q̂1, q̂ = p̂2 +

α

2
q̂2, ŷ = q̂2 ,

reescrevemos (4.51) na forma

Ĥ =
1

2

[
p̂2 + q̂2 + β(q̂x̂− p̂ŷ) +

β2 − α2

4

(
x̂2 + ŷ2

)]
. (4.52)

Condição que backreaction da radiação é uma deformação pequena da dinâmica da part́ıcula
carregada no caso considerado implica α ¿ β, por isso α2 será omitida em (4.52).

Consideramos estados próprios Ψ para dois operadores que comutam mutuamente Ĥ e
L̂ = p̂ŷ − q̂x̂,

ĤΨ = EΨ , L̂Ψ = MΨ . (4.53)

É conveniente fazer a transformação canónica (p̂, x̂; q̂, ŷ) → (P̂ , X̂; Q̂, Ŷ ),

P̂ = p̂− β

2
ŷ , X̂ =

1

β

(
q̂ +

β

2
x̂

)
,

Q̂ = q̂ − β

2
x̂ , Ŷ =

1

β

(
p̂ +

β

2
ŷ

)
.

É facil ver que

Ĥ =
1

2

(
P̂ 2 + β2X̂2

)
, L̂ = β−1(Ĥ1 − Ĥ) , Ĥ1 =

1

2

(
Q̂2 + β2Ŷ 2

)
.

Operadores Ĥ e Ĥ1 são Hamiltonianas de dois osciladores harmônicos independentes. A solução
do problema de autovalores (4.53) é,

Ψ = Ψn,l (X,Y ) = ψn(X)ψl(Y ) , En = β

(
n +

1

2

)
, Mnl = l − n , n, l = 0, 1, 2, ...

com ψn e ψl são estados próprios das Hamiltonianos Ĥ e Ĥ1 (dados por exemplo por (4.46)).
Enfim, as soluções Ψ(t) da equação de Schrödinger com o Hamiltoniano Ĥ tem a forma

Ψ (X, Y, t) = e−iEntΨn,l (X, Y ) . (4.54)
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Definimos a energia clássica E do sistema em consideração de acordo com [72] como a
energia mecânica do sistema sem atrito,

E =
1

2

[
p2 + q2 + β(qx− py) +

β2

4

(
x2 + y2

)]
.

Pode se ver que ela depende do tempo como: E = E0e
−2αt. O operador Ê que corresponde a

E é:

Ê =
1

2

[
P̂ 2 + β2X̂2 + α

(
X̂Ŷ − P̂ Q̂

)]
e−2αt − 2α

(
α

β

) [
P̂ Ŷ + Q̂X̂

]
e−2αt + o

(
α

β

)
.

Os valores médios deste operador nos estados (4.54) são

〈E〉nl = β

(
n +

1

2

)
e−2αt.

Como no caso do oscilador harmônico amortecido em cada instante do tempo fixo, o espectro
energético é discreto, porém, ele cai com o tempo exatamente como na teoria clássica.

4.7 Conclusão

É importante notar que qualquer sistema não-degenerado das equações diferenciais sendo escrito
na forma equivalente das equações de primeira ordem pode ser obtido a partir de prinćıpio da
ação mı́nima. No caso geral, tal sistema não fornece bastante informação para fixar um classe
das teorias quânticas que no seu limite clássico reproduzem essas equações diferenciais para os
valores médios. Portanto, as considerações f́ısicas adicionais tem que ser usadas para a escolha
da teoria quântica adequada. Em particular, se as equações não-Lagrangeanos descrevem um
sistema dissipativo, em que a dissipação se trata como o resultado da interação do sistema
mecânico com ambiente (reservatório), é razoavel considerar o sistema e o reservatório como
dois subsistemas interagidos de um sistema fechado. Depois a descrição quântica de sistema
dissipativo pode ser obtida da teoria quântica de sistema completo calculando a média (in-
tegração) sobre os estados do reservatório. Esta abordagem foi usada em muitos trabalhos:
[32]-[46]. Porém, ela não pode ser considerada como uma quantização do sistema dissipativo
inicial porque a teoria quântica foi construida para um outro sistema f́ısico – sistema fechado,
composto de reservatório e de sistema mecânico. Nesta tese consideramos uma abordagem,
em que construimos a teoria quântica para o sistema f́ısico com as equações de movimento de-
terminadas. O comportamento “não-Lagrangiano” deste sistema aparece na teoria através do
campo externo dependente do tempo, que entra na teoria atravéz dos v́ınculos na formulação
Hamiltoniana. Isto é uma situação f́ısica principalmente diferente da dissipação do subsistema.
Portanto, as teorias quânticas obtidas do nosso procedimento podem ser úteis para descrever
as propriedades quânticas tanto de sistemas dissipativos, quanto de sistemas não-Lagrangianos
da outra natureza f́ısica, como monopólo magnético.



Caṕıtulo 5

Integral de trajetória na MQNC

5.1 Introdução

Recentemente as teorias quânticas de campo no espaço-tempo não comutativo que recentemente
recebeu bastante atenção, veja por exemplo [50] e outras referências nesses artigos. No caso mais
simples o espaço-tempo não-comutativo d + 1 dimensional pode ser realizado pelos operadores
de coordenada q̂µ, µ = 0, 1, ..., d , que obedecem as seguintes relações de comutação

[q̂µ, q̂ν ] = iθµν , (5.1)

com θµν é uma matriz anti-simétrica constante das valores reais. Obviamente, muitos problemas
principais ligados com não-comutatividade podem ser examinados já em mecânica quântica não-
comutativa (MQNC). Alguns trabalhos nessa direção consideram a generalização dos modelos
quânticos bem conhecidos (oscilador harmônico [55], a part́ıcula carregada no campo magnético
[58], o átomo de Hydrogênio [59], a part́ıcula no campo de Aharonov-Bohm [60, 61] e sistema
no potencial central [62]) para o caso não comutativo, tentando extrair as posśıveis observáveis
diferenças com o caso comutativo. Outros trabalhos consideram adaptações para o caso não
comutativo de abordagens e tecnicas gerais na mecânica quântica. Assim a abordagem da
integral de trajetória na MQNC não-relativ́ıstica foi estudada nos artigos [63]-[67] e considerados
os exemplos mais simples do oscilador harmônico [64] e da part́ıcula livre [67].

Observe que ações clássicas de teorias de campo no espaço-tempo não-comutativo podem
ser escritos como ações clássicas modificadas mas já no espaço-tempo comutativo (introduzindo
o produto estrela). Depois a quantização de tais ações modificadas (chamamos eles de ações
θ-modificados) reproduzirá tanto não-comutatividade do espaço-tempo como caracteŕısticas
quânticas da teoria de campo correspondente. Considerando a mecânica quântica de uma
part́ıcula (ou o sistema de N part́ıculas) com coordenadas não-comutativas, pergunta-se como
construir a ação clássica θ-modificada para este sistema de dimensão finito. Como no caso
da teoria de campo tal ação θ-modificada depois da quantização deve reproduzir como não-
comutatividade de coordenadas tanto caracteŕısticas quânticas do sistema f́ısico correspondente.

49
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Para a mecânica quântica não-relativ́ıstica o problema mencionado foi resolvido em [84]. Neste
caṕıtulo consideramos a questão da construção de ações θ-modificados para MQNC relativ́ıstica.
Serão constrúıdas tais ações para part́ıculas relativ́ısticas com e sem spin. A idéia chave é extrair
ações θ-modificadas de part́ıculas relativisticas da representação via integral de trajetória dos
propagadores da correspondente teoria do campo não-comutativa. Consideramos equações de
Klein-Gordon e de Dirac para propagadores casuais em tais teorias. Depois constrúımos para
estes propagadores a representação via integral de trajetória usando técnicas desenvolvidas em
[74, 83] para o caso comutativo. Nós tratamos as ações efetivas nesta representação como ações
θ-modificadoas de part́ıculas relativ́ısticas. Para confirmar a interpretação nós constrúımos a
quantização canônica de ações obtidas. Assim obtivemos as equações de Klein-Gordon e de
Dirac na teoria de campo não-comutativa. A ação θ-modificada da part́ıcula relativ́ıstica com
spin é uma generalização da ação pseudoclássica da superpart́ıcula de Berezin-Marinov [68]
para caso não-comutativo.

5.2 Representações via integral de trajetória dos propa-

gadores da part́ıcula em teoria quântica de campo

não-comutativa

5.2.1 O caso sem spin

Em teoria de campo os efeitos da não-comutatividade do espaço-tempo podem ser realizados
pela substituição do produto usual das funções pelo produto estrela:

f (x) ? g (x) = f (x) exp

{
i

2

←−
∂ µθ

µν−→∂ν

}
g (x)

= f

(
xµ +

i

2
θµν∂ν

)
g (x) , (5.2)

com f (x) e g (x) são funções arbitrárias das variáveis comutativas xµ.
A ação da teoria não-comutativa do campo escalar Φ que interage com o campo externo

eletromagnético do fundo Aµ (x) é

Sθ
scal−field =

∫
dDx

[
(Pµ ? Φ) ?

(
P µ ? Φ̄

)
+ m2ΦΦ̄

]
, Pµ = i∂µ − gAµ (x) . (5.3)

As equação de Euler-Lagrange correspondente

δSθ
scal−field

δΦ̄
= 0 ⇒ [

Pµ ? P µ −m2
]
? Φ = 0 , (5.4)
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com ajuda de (5.2) pode ser reescrita na forma

(
P̃ 2 −m2

)
Φ = 0 , P̃ 2 = P̃µP̃

µ, (5.5)

P̃µ = i∂µ − gAµ

(
xµ +

i

2
θµν∂ν

)
, (5.6)

e é um análogo da equação de Klein-Gordon no caso não-comutativo. O propagador em teoria
não-comutativa de campo escalar é uma função de Green causal Dc (x, y) da equação (5.5),

(
P̃ 2 −m2

)
Dc (x, y) = −δ (x− y) . (5.7)

Partindo desse ponto vamos seguir o procedimento elaborado em [74] para construir a rep-
resentação via integral de trajetória deste propagador. Consideramos Dc (x, y) o elemento de
matriz do operador D̂c no espaço de Hilbert

Dc (x, y) = 〈x| D̂c |y〉 . (5.8)

Aqui |x〉 são autovetores dos operadores que comutam mutualmente x̂µ,

x̂µ = q̂µ +
1

2~
θµν p̂ν , (5.9)

onde os operadores q̂µ obedecem as relações de comutação (5.1) e p̂µ são operadores da momenta
conjugados aos x̂µ,

[x̂µ, p̂ν ] = i~δµ
ν , [x̂µ, x̂ν ] = [p̂µ, p̂ν ] = 0 ,

x̂µ |x〉 = xµ |x〉 , < x|y >= δD (x− y) ,

∫
|x >< x|dx = I . (5.10)

A equação (5.7) implica D̂c = (m2 − Π2)
−1

, onde1

Π̂µ = −p̂µ − gAµ (q̂) ,
[
Π̂µ, Π̂ν

]
= −igF̂µν ,

F̂µν = ∂µAν (q̂)− ∂νAµ (q̂) + ig [Aµ (q̂) , Aν (q̂)] . (5.11)

Por causa da propriedade do produto estrela f (q̂) g (q̂) = (f ? g) (q̂), podemos representar o
operador F̂µν na forma seguinte

F̂µν = F ?
µν (q̂) , F ?

µν (q) = ∂µAν − ∂νAµ + ig (Aµ ? Aν − Aν ? Aµ) . (5.12)

1Usamos notação Π2 = ΠµΠµ .
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Usando a representação do tempo próprio de Schwinger para o operador inverso, obtemos:

Dc = Dc (xout, xin) = i

∞∫

0

〈xout| exp

[
− i

~
Ĥ (λ)

]
|xin〉 dλ , (5.13)

Ĥ (λ) = λ
(
m2 − Π2

)
.

Daqui por diante o fator infenitesimal −iε será incluso em m2. Fazendo a discretização, da
mesma maneira como em [74], obtemos a representação via integral de trajetória do propagador
(5.13)

Dc = i

∞∫

0

dλ0

xout∫

xin

Dx

∫

λ0

Dλ

∫
DpDπ exp

{
i

~
[
Sθ

scal−part + SGF

]}
, (5.14)

onde

Sθ
scal−part =

1∫

0

[
λ

(P2 −m2
)

+ pµẋ
µ
]
dτ , SGF =

1∫

0

πλ̇dτ ,

Pµ = −pµ − gAµ

(
xµ − 1

2~
θµνpν

)
, ẋ =

dx

dτ
, λ̇ =

dλ

dτ
. (5.15)

A integração funcional em (5.14) vai sobre trajetórias xµ (τ) , pµ (τ) , λ (τ) , e π (τ) ,
parametrizadas por um parâmetro invariante τ ∈ [0, 1] e obedecem as condições de fronteira
x (0) = xin, x (1) = xout, λ (0) = λ0.

Como as momentas entram nos argumentos do potencial eletromagnético Aµ, a integração
sobre as momentas na representação (5.14) é complicado para fazer no caso geral. Por outro
lado, podemos passar das coordenadas x para novas variaveis q,

qµ = xµ − 1

2~
θµνpν , (5.16)

que correspondem de certa forma aos operadores não-comutativos q̂µ (5.1). Então

Dc = i

∞∫

0

dλ0

xout−θp/2~

Dp

∫

xin−θp/2~

Dq

∫

λ0

Dλ

∫
Dπ exp

{
i

~
Sθ

scal−part + SGF

}
,

Sθ
scal−part =

1∫

0

{
λ

[
(pµ + gAµ (q))2 −m2

]
+ pµq̇

µ − 1

2~
ṗµθ

µνpν

}
dτ. (5.17)

Assim fugimos da dificuldade mencionada acima, mas uma outra dificuldade aparece. A ação
Sθ

scal em (5.17) inclui um termo ”inconveniente” ṗµθ
µνpν/2~. Por causa desse termo a possibil-

idade de integrar sobre as momentas é relacionada com a estrutura da matriz θµν e pode ser
realizada passando para as coordenadas de Darboux.
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Podemos tratar a representação (5.17) como integral de trajetória Hamiltoniana para propa-
gador de part́ıcula escalar na teoria de campo não-comutativa. O argumento da exponente na
integral (5.17) pode ser considerado como a ação efetiva Hamiltoniana da part́ıcula escalar no
espaço-tempo não-comutativo. Ele consiste de duas partes: a primeira SGF pode ser tratada
como o termo da fixação de gauge e corresponde, de fato, a condição de gauge λ̇ = 0. A parte
restante da ação efetiva Sθ

scal−part pode ser tratada como θ-modificação da ação Hamiltoniana
usual da part́ıcula sem spin relativ́ıstica no caso comutativo. A diferença entre esta ação e a
ação comutativa correspondente (veja [74]) é no termo adicional ṗµθ

µνpν/2~ .

5.2.2 Part́ıcula spinorial

Consideramos a ação θ-modificada da teoria não-comutativa do campo espinorial Ψ que interage
com o campo externo eletromagnético do fundo Aµ. Sendo escrita no espaço comutativo de
Minkowski D-dimensional com as coordenadas xµ, µ = 0, 1, ..., D − 1, esta ação tem a forma

Sθ
spinor−field =

∫
dxDΨ̄ ? (Pµγ

µ + m) ? Ψ , (5.18)

onde γµ são matrizes gama em D dimenções, [γµ, γν ]+ = 2ηµν . Nós consideramos D sendo
par D = 2d, para simplicedade e como a generalização do 4-dim. espaço de Minkowski, o
caso impar pode ser considerado da mesma maneira, seguindo trabalho [83]. É sabido que [86]
quando o número das dimenções é par, a representação via matrizes da álgebra de Clifford com
dimensionalidade dim γµ = 2d sempre existe. Em outras palavras γµ são matrizes 2d×2d. Nesta
dimenção pode-se introduzir uma outra matriz γD+1 = rγ0γ1 . . . γD−1, com r = 1, se d é par, e
r = i, se d é ı́mpar, que anticomuta com todas γµ (um análogo da γ5 em quatro dimenções),

[γD+1, γµ]+ = 0,
(
γD+1

)2
= −1. As equações de Euler-Lagrange

δSθ
spinor−field

δΨ̄
= 0 ⇒ (Pµγ

µ + m) ? Ψ = 0 , (5.19)

com ajuda de (5.2) podem ser reescritas na forma

(
P̃µγ

µ −m
)

Ψ = 0 , P̃µ = i∂µ − gAµ

(
xµ +

i

2
θµν∂ν

)
, (5.20)

e representam o análogo da equação de Dirac no caso não-comutativo. O propagador em teoria
não-comutativa de campo escalar é uma função de Green causal Gc (x, y) da equação (5.20),

(
P̃µγ

µ −m
)

Gc(x, y) = −δD(x− y) . (5.21)

Seguindo [74, 83], passamos para o operador de Dirac θ-modificado que é homogêneo em
matrizes γ. Na verdade, vamos reescrever a equação (5.21) em termos do propagador G̃c(x, y)
transformado por γD+1,

G̃c(x, y) = Gc(x, y)γD+1,
(
P̃µγ̃

µ −mγD+1
)

G̃c(x, y) = δD(x− y), (5.22)
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onde γ̃µ = γD+1γµ. As matrizes γ̃µ têm as mesmas relações de comutação como as iniciais
sem tilda [γ̃µ, γ̃ν ]+ = 2ηµν , e anticomutam com a matriz γD+1. O conjunto de D + 1 matrizes
gama γ̃ν e γD+1 formam a representação da álgebra de Clifford em 2d + 1 dimenções. Vamos
identificar essas matrizes através de Γn,

Γn =

{
γ̃µ, n = µ = 0, . . . , D − 1
γD+1, n = D

, (5.23)

[Γk, Γn]+ = 2ηkn, ηkn = diag(1,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
D+1

), k, n = 0, . . . , D .

Em termos dessas matrizes a equação (5.22) toma a forma

P̃nΓnG̃c(x, y) = δD(x− y), P̃µ = i∂µ − gAµ

(
xµ +

i

2
θµν∂ν

)
, P̃D = −m . (5.24)

Agora de novo, semelhante ao (5.8), representamos G̃c(x, y) como o elemento de matriz do
operador Ĝc (na representação de coordenadas (5.10)),

G̃c
ab(x, y) =< x|Ĝc

ab|y >, a, b = 1, 2, . . . , 2d , (5.25)

onde, os ı́ndeces spinoriais a, b são escritos aqui para serem melhor explicados e serão omitidos
posteriormente. A equação (5.24) implica Ŝc = (ΠnΓn)−1 , onde Πµ são defenidos em (5.11),
e ΠD = −m. Usando a generalização da representação do tempo próprio de Schwinger [74],
escrevemos a função de Green (5.25) na forma

G̃c = G̃c(xout, xin) =

∫ ∞

0

dλ

∫
〈xout|e−iĤ(λ,χ)|xin〉dχ , (5.26)

Ĥ(λ, χ) = λ

(
m2 − Π2 +

ig

2
FµνΓ

µΓν

)
+ ΠnΓn χ .

Semelhante ao [74], apresentamos o elemento de matriz que entra na expressão (5.26) por
meio do integral de trajetória Hamiltoniano

G̃c = exp

(
iΓn ∂l

∂εn

) ∫ ∞

0

dλ0

∫
dχ0

∫

λ0

Dλ

∫

χ0

Dχ

∫ xout

xin

Dx

∫
Dp

∫
Dπ

∫
Dν (5.27)

×
∫

ψ(0)+ψ(1)=ε

Dψ exp

{
i

∫ 1

0

[
λ

(P2 −m2 + 2igF ?
µνψ

µψν
)

+ 2iPnψnχ

− iψnψ̇n + pµẋ
µ + πλ̇ + νχ̇

]
dτ + ψn(1)ψn(0)}

∣∣∣
ε=0

.

Aqui εn são variaveis impares, que anticomutam com as matrizes Γ,

Pµ = −pµ − gAµ

(
xµ − 1

2~
θµνpν

)
, PD = −m, F ?

µν = F ?
µν

(
xµ − 1

2~
θµνpν

)
,
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a função F ?
µν (q) é definida em (5.12), e a integração vai sobre as trajetórias pares

x (τ) , p (τ) , λ (τ) , π (τ) , e as trajetórias impares ψn(τ), χ(τ), ν(τ), parametrizadas por um
parâmetro invariante τ ∈ [0, 1] e obedecem as condições de fronteira x(0) = xin, x(1) = xout,
λ(0) = λ0, χ(0) = χ0.

Fazendo a troca de variáveis (5.16) em (5.27), obtemos outra representação para G̃c,

G̃c = exp

(
iΓn ∂l

∂εn

) ∫ ∞

0

dλ0

∫
dχ0

∫

λ0

Dλ

∫

χ0

Dχ

∞∫

−∞

Dp

xout−θp/2~∫

xin−θp/2~

Dq

∫
Dπ

∫
Dν (5.28)

×
∫

ψ(0)+ψ(1)=ε

Dψ exp
{
i
[
Sθ

spin−part + SGF

]
+ ψn(1)ψn(0)

}∣∣
ε=0

,

com

Sθ
spin−part =

∫ 1

0

[
λ

(
(pµ + gAµ)2 −m2 + 2igF ?

µνψ
µψν

)
+ 2i (pµ + gAµ (q)) ψµχ

−2imψDχ− iψnψ̇n + pµq̇
µ − 1

2~
ṗµθ

µνpν

]
dτ , (5.29a)

SGF =

∫ 1

0

(
πλ̇ + νχ̇

)
d τ. (5.29b)

5.3 Ação pseudoclássica da part́ıcula spinorial no

espaço-tempo não-comutativo

Semelhante para o caso sem spin, o argumento do exponente na integral (5.28) pode ser consid-
erado como a ação efetiva Hamiltoniana da part́ıcula spinorial no espaço-tempo não-comutativo.
Ele consiste de duas partes. A primeira SGF com os derivados da λ e χ pode ser tratada como
o termo da fixação de gauge e corresponde, de fato, as condições de gauge λ̇ = χ̇ = 0. A parte
restante Sθ

spin−part pode ser tratada como a ação invariante de gauge da part́ıcula spinorial no
espaço-tempo não-comutativo. A ação Sθ

spin−part é uma θ-modificação da forma Hamiltoniana
da ação de Berezin-Marinov [68]. Nós vamos estuda-la e construir a quantização para justificar
esta interpretação.

Pode-se ver facilmente que Sθ
spin−part é invariante sobre a reparametrização. Aqui infeliz-

mente não é fácil derivar a forma expĺıcita das transformações da supersimetria. A presença
da supersimetria será provada de jeito indireto. Mostraremos a existência de dois v́ınculos
primários da primeira classe na formulação Hamiltoniana.

Vamos considerar Sθ
spin−part como a ação Lagrangiana com as coordenadas generalizadas

QA = (qµ, pµ), A = (ζ, µ), ζ = 1, 2, Q1µ = qµ, Q2µ = pµ ; χ, ψ, e λ, e vamos fazer a
Hamiltonização desta ação. Para este fim, introduzimos as momentas canônicas P conjugadas
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às coordenadas generalizadas:

PQA
=

∂L

∂Q̇A
= JA (Q) , J1µ = pµ , J2µ =

1

2~
θµνpν ,

Pλ =
∂L

∂λ̇
= 0, Pχ =

∂rL

∂χ̇
= 0, Pn =

∂rL

∂ψ̇n
= −iψn . (5.30)

É fácil ver das equações (5.30) que existem os v́ınculos primários Φ(1) = 0,

Φ
(1)
l =





Φ
(1)
1A = PA − JA (Q) ,

Φ
(1)
2 = Pλ , Φ

(1)
3 = Pχ ,

Φ
(1)
4n = Pn + iψn .

(5.31)

Os parênteses de Poisson dos v́ınculos primárioas são

{Φ(1)
1A, Φ

(1)
1B} = ΩAB =

(
0 I
−I θ/~

)
,

{
Φ

(1)
4n , Φ

(1)
4m

}
= 2iηnm ,

{Φ(1)
1A, Φ

(1)
4n } = {Φ(1)

1A, Φ
(1)
2,3} = {Φ(1)

4n , Φ
(1)
2,3} = 0 .

onde θ = θµν , I é uma matriz de identidade D×D, e 0 significa D×D matriz zero. Note que
det ΩAB = 1, e

ωAB = Ω−1
AB =

(
θ/~ −I
I 0

)
.

Agora constrúımos o Hamiltoniano completo H(1), de acordo com o procedimento padrão
[49]. Assim, obtemos:

H(1) = H + ΛlΦ
(1)
l ,

H = −λ
[
(pµ + gAµ)2 −m2 + 2igF ?

µν (q) ψµψν
]
+ 2iχ

(
(pµ + gAµ) ψµ −mψD

)
. (5.32)

onde Λl são multiplicadores de Lagrange. As condições da consistência Φ̇
(1)
1A,4n ={

Φ
(1)
1A,4n, H

(1)
}

= 0 para os v́ınculos primários Φ
(1)
1A e Φ

(1)
4n admitem fixar os multiplicadores de

Lagrange λ1A e λ4n. As condições da consistência para os v́ınculos Φ
(1)
2,3 implicam a existência

dos v́ınculos secundários Φ
(2)
1,2 = 0,

Φ
(2)
1 = (pµ + gAµ) ψµ −mψD = 0 , (5.33)

Φ
(2)
2 = (pµ + gAµ)2 −m2 + 2igF ?

µνψ
µψν = 0 . (5.34)

Assim, o Hamiltoniano H é proporcional aos v́ınculos, como sempre no caso da teoria invariante
da reparametrização,

H = 2iχΦ
(2)
1 − λΦ

(2)
2 .
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Nenhum outro v́ınculo aparece do procedimento de Dirac, e os multiplicadores de Lagrange λ2

e λ3 permanecem indeterminados. Isto fica em uma correspondência perfeita com o fato que o
número dos parâmetros das transformações de gauge é igual a dois.

Podemos passar do conjunto inicial dos v́ınculos
(
Φ(1), Φ(2)

)
para um conjunto equivalente(

Φ(1), T
)
, onde:

T = Φ(2) +
∂Φ(2)

∂qA
ωABΦ

(1)
1B +

i

2

∂rΦ

∂ψn

(2)

Φ
(1)
4n . (5.35)

O novo conjunto dos v́ınculos pode ser dividido explicitamente por um conjunto dos v́ınculos

da primeira clásse, que são
(
Φ

(1)
2,3, T

)
e um outro conjunto dos v́ınculos da segunda classe, que

são
(
Φ

(1)
1A, Φ

(1)
4n

)
.

Agora podemos considerar a quantização dos operadores. Para isso fazemos fixação parcial
de gauge, colocando ΦG

1,2 = 0 para os v́ınculos primários da primeira classe Φ
(1)
1,2 ,

ΦG
1 = χ = 0, ΦG

2 = λ = 1/m . (5.36)

Pode-se verificar que as condições da coerência das condições de gauge (5.36) levam à fixação dos
multiplicadores de Lagrange λ2 e λ3. Assim, nesta etapa reduzimos nossa teoria Hamiltoniana
para a teoria com v́ınculos de primeira classe T e os de segunda classe ϕ =

(
Φ(1), ΦG

)
. Depois

aplicamos o método da quantização de Dirac para os sistemas com v́ınculos da primeira classe
[88], que sendo generalizado para o caso da presença dos v́ınculos de segunda classe pode ser
formulado como: as relações de comutação entre os operadores são calculados de acordo com
parênteses de Dirac em respeito aos somente v́ınculos de segunda classe; os v́ınculos de segunda
classe como os operadores são egual a zero; os v́ınculos de primeira classe como os operadores
não são zero, mas são considerados no senso da restrição em vetores do estado. Todas as
equações dos operadores devem ser realizadas no espaço de Hilbert.

O sub-conjunto dos v́ınculos da segunda classe
(
Φ

(1)
2,3, Φ

G
)

tem a forma espećıfica [49],

assim que podem ser usado para a eliminar as variáveis λ, Pλ, χ, Pχ, da consideração, e depois
para às variaveis restantes q, p, ψn, parênteses de Dirac em respeito aos v́ınculos ϕ reduza para
parênteses de Dirac em respeito somente aos v́ınculos Φ

(1)
1A e Φ

(1)
4n e pode ser facilmente calculada,

{
QA, QB

}
D(Φ(1))

= ωAB , {ψn, ψm}D(Φ(1)) =
i

2
ηnm ,

enquanto todos os outros parênteses de Dirac zeram. Assim, as relações de comutação para os
operadores q̂µ, p̂µ, ψ̂

n, que correspondem as variáveis qµ, pµ, ψ
n são

[q̂µ, p̂ν ]− = i~ωµ,D+ν = i~δµ
ν , [q̂µ, q̂ν ] = i~ωµν = iθµν , [p̂µ, p̂ν ] = 0,

[
ψ̂m, ψ̂n

]
+

= i {ψm, ψn}D(Φ(1)) = −1

2
ηmn . (5.37)
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Além disso, existem as seguintes equações de operadores:

Φ̂
(1)
1A = P̂A − JA

(
Q̂

)
, Φ̂

(1)
4n = P̂n + iψ̂n = 0. (5.38)

Levando isso em conta, pode-se construir uma realização das relações de comutação (5.37) no
espaço de Hilbert cujos elementos Ψ são colunas de 2d-componentes e dependem somente de x,
assim que

q̂µ =

(
xµ +

i

2
θµν∂ν

)
I , p̂µ = −i∂µI , ψ̂n =

i

2
Γn , (5.39)

onde I é 2d × 2d matriz de unidade e Γn são matrizes gama (5.23). Os v́ınculos da primeira
classe T̂ como os operadores têm que aniquilar os vetores f́ısicos; em virtude de (5.38) e (5.35)
isso implica as equações:

Φ̂
(2)
1 Ψ = 0 , Φ̂

(2)
2 Ψ = 0 , (5.40)

onde Φ̂
(2)
1,2 são operadores que correspondem aos v́ınculos (5.33), (5.34). Tendo em vista as

realizações das relações de comutação (5.37), pode-se ver facilmente que a primeira equação
(5.40) tem a forma da equação de Dirac θ-modificada,

(
P̃µγ̃

µ −mγD+1
)

Ψ = 0 ⇐⇒ (Pµγ
µ + m) ? Ψ = 0 , (5.41)

Pois Φ̂
(2)
2 =

(
Φ̂

(2)
1

)2

, a segunda equação (5.40) é uma consequencia da primeira.

Assim temos construido a θ-modificação da ação de Berezin-Marinov (5.29a) que após a
quantização leva a teoria quântica baseada na equação de Dirac θ-modificada.

Note que a não-comutatividade do espaço-tempo [q̂0, q̂i] = iθ0i pode ser obtida também da
quantização canônica de uma ação Lagrangiana convencional da part́ıcula relativ́ıstica sem spin
se impor a condição de gauge especial Φgf = x0 + θ0ipi − τ = 0, veja [89].

5.4 Integral de trajetória na mecânica quântica não-

relativ́ıstica no espaço não-comutativo

Nesta seção construimos a representaçã via integral de trajetória para a função da propagação
(o śımbolo do operador da evolução) na mecânica quântica não-relativ́ıstica no espaço não-
comutativo. Comparamos o nosso resultado com algumas construções anteriores e usamos ele
para extrair as ações θ-modificadas para este sistema.

Consideramos a mecânica quântica não-relativ́ıstica d-dimensional com os básicos oper-
adores canônicos das coordenadas q̂k e das momentas p̂j, k, j = 1, ..., d que obedecem as
seguintes relações de comutação

[
q̂k, q̂j

]
= iθkj ,

[
q̂k, p̂j

]
= i~δk

j , [p̂k, p̂j] = 0 . (5.42)
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A evolução do sistema com tempo é governada por um Hamiltoniano auto-adjunto Ĥ. Acredi-
tamos que para tal teoria quântica corresponde uma teoria clássica com ação θ-modificada (que
nós vamos procurar), tal que a quantização dela levaria MQNC descrita acima.

Na mecânica quântica convencional, a integral de trajetória aparece como a representação
dos elementos de matriz (na representação das coordenadas) do operador da evolução Û (t, t′) .
Na MQNC também começamos com este operador. Ele obedece a equação de Schrödinger e se
Ĥ independente do tempo (que nós consideramos para simplificar) tem a forma

Û (t′, t) = exp

{
− i

~
Ĥ (t′ − t)

}
. (5.43)

Já que os operadores de coordenadas q̂ não comutam, eles não têm um comum conjunto
completo dos autovetores. Por isso não existe a representação das coordenadas q e não se fala
sobre os elementos de matriz nesta representação. Consequentemente, não pode-se definir uma
amplitude da probabilidade de uma transição entre os dois pontos no espaço de posição. No
entanto, podemos considerar um outro tipo dos elementos de matriz do operador da evolução
que são amplitudes de probabilidade (funções da evolução) e podem ser representados via
integrais de trajetória. Abaixo, consideramos dois tipos de tais elementos de matriz,

Gp =
〈
pout

∣∣ Û (tout, tin)
∣∣pin

〉
and Gx = 〈xout| Û (tout, tin) |xin〉 . (5.44)

Em (5.44) |p〉 é um conjunto completo de autovetores dos operadores que comutam p̂,

p̂j |p〉 = pj |p〉 , < p|p′ >= δ (p− p′) ,

∫
|p >< p|dp = I , dp =

∏
i

dpi ,

< p|x >=
1

(2π~)d/2
exp

{
− i

~
pix

i

}
, < p|x̂|p′ >= i~

∂

∂p
< p|p′ > , (5.45)

e |x〉 é um conjunto completo de autovetores dos operadores x̂k que comutam mutualmente e
são conjugados aos p̂. Escolhemos estes operadores como:

x̂k = q̂k +
θkj p̂j

2~
,

[
x̂k, x̂j

]
= 0 ,

[
x̂k, p̂j

]
= i~δk

j ,

x̂µ |x〉 = xµ |x〉 , < x|y >= δD (x− y) ,

∫
|x >< x|dx = I , dx =

∏
i

dxi . (5.46)

Primeiramente, vamos construir a integral de trajetória para a função da evolução Gp. Para
este fim, como sempre, dividimos o intervalo do tempo T = tout − tin por N partes eguais
∆t = T/N usando os pontos tk, k = 1...N − 1, tais que tk = tin + k∆t. Usando a propriedade
de grupo do operador da evolução e a relação da completeness (veja (5.45)) para o conjunto
|p〉, podemos escrever

Gp = lim
N→∞

∞∫

−∞

dp(1)...dp(N−1)

N∏

k=1

< p(k)| exp

{
− i

~
Ĥ (tk − tk−1)

}
|p(k−1) > , (5.47)
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onde p(0) = p(in), p(N) = p(out), e p(k) = (p
(k)
i ). Tendo em vista o limite N →∞ ou ∆t → 0 e us-

ando a relação de completeness (5.46) para autovetores |x〉, podemos calcular aproximadamente
o elemento de matriz (5.47),

< p(k)| exp

{
− i

~
Ĥ∆t

}
|p(k−1) >≈

∫
dx(k) < p(k)|1− i

~
Ĥ∆t|x(k) >< x(k)|p(k−1) > , (5.48)

com x(k) =
(
xi

(k)

)
e dx(k) =

∏
i dxi

(k). O resultado deste cálculo pode ser expresso em termos

de um Hamiltoniano clássico H, no entanto, no caso geral, depende da escolha da regra da
correspondência entre a função clássica H e o operador quântico Ĥ. Para nossos cálculos
escolhemos o ordenamento simétrico de Weyl. Neste caso o elemento de matriz (5.48) toma a
forma

∫
dx(k)

(2π~)d
exp

{
i

~

[
−xi

(k)

p
(k)
i − p

(k−1)
i

∆t
−H

(
x(k) − θp(k)′

2~
, p(k)′

)]
∆t + O

(
∆t2

)
}

,

onde p(k)′ = p(k)+p(k−1)

2
, e H

(
x− θp

2~ , p
)

é o śımbolo de Weyl do operador Ĥ. Usando a formula
acima e tomando o limite N →∞ no integral (5.47), obtemos para Gp a seguinte representação
via integral de trajetória:

Gp =

p(out)∫

p(in)

Dp

∫
Dx exp

{
i

~

∫
dt

[
−xj ṗ

j −H

(
x− θp

2~
, p

)]}
. (5.49)

Da mesma forma, podemos construir a representação via integral de trajetória para a função
da evolução Gx, que é

Gx =

∫
Dp

∫ x(out)

x(in)

Dx exp

{
i

~

∫
dt

[
pjẋ

j −H

(
x− θp

2~
, p

)]}
. (5.50)

Vamos passar para a integração sobre as trajetórias q = x − θp
2~ nas integrais de trajetória

(5.49) e (5.50). Assim, temos

Gx =

∫
Dp

∫ x(out)−θp/2~

x(in)−θp/2~
Dq exp

{
i

~
Sθ

nonrel

}
, (5.51)

Gp =

pout∫

pin

Dp

∫
Dq exp

{
i

~
S̃θ

nonrel

}
, (5.52)

onde

Sθ
nonrel =

∫
dt

[
pj q̇

j −H (p, q)− ṗjθ
jipi/2~

]
, (5.53)

S̃θ
nonrel =

∫
dt

[−qj ṗ
j −H (p, q) + pjθ

jiṗi/2~
]
. (5.54)
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Note que as ações Sθ
nonrel e S̃θ

nonrel se diferenciam por uma derivada total.
A integral de trajetória (5.51) é uma generalização do resultado obtido em [64] para o caso do

sistema não-relativ́ıstico arbitrário e sem nenhuma restrição para a matriz θ. Também notamos
que as integrais de trajetórias no plano não-comutativo na representação dos estados coerentes
foram estudados em [66] e [67]. Porém, elas têm uma forma espećıfica que dificilmente pode
ser comparada com nossos resultados.



Caṕıtulo 6

Produto estrela através do
ordenamento simétrico

6.1 Introdução

Neste caṕıtulo desenvolvemos uma abordagem para a construção do produto estrela na var-
iedade de Poisson arbitrária. O método é baseado no ordenamento simétrico dos operadores
x̂i, que representam coordenadas cartesianas deformadas em RN . Primeiro, requeremos que
os x̂i satisfaçam as relações de comutação gerais [x̂i, x̂j] = 2αωij (x̂), onde α é o parâmetro da

deformação e ωij(x) = ωij
0 (x)+

∑
αnωij

n (x), com ωij
0 (x) sendo a estrutura de Poisson arbitrária.

Depois, constrúımos a representação polidiferencial para x̂i = xi + αωij
0 (x) ∂j + .... A maior

vantagem da nossa abordagem é a existência de um procedimento iterativo por ordens do α, tal
que a ordem (n− 1) de ω̂ admite calcular a ordem n de x̂, que em torno define a ordem n de ω̂.
Além disso, operamos com objetos que são conhecidos da mecânica quântica. Alguns elementos
da construção podem ser encontrados na literatura. Behr e Sykora [90] usaram o produto dos
operadores simetricamente ordenados para construir o produto estrela em RN , mas sem o uso
da representação polidiferencial dos operadores x̂. As dificuldade técnicas não os admitiram
em fazer o cálculo do produto estrela acima de segunda ordem da expansão.

Os cálculos do produto estrela de terceira ordem foram feitas em [75] usando as cohomologias
de Hochschild e em [91] trocando as variáveis na fórmula de Moyal. Nosso resultado para esta
ordem esta de perfeito acordo com [75]. As relações exatas entre o nosso produto estrela e o de
[91] são menos claras, mas nós não vemos algumas contradições.

62
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6.2 Ordenamento de Weyl e produto estrela

Consideramos um conjunto dos operadores x̂j, j = 1, . . . , N que não comutam e a função f
definida em RN que pode ser apresentada na forma da série de Taylor,

f(x) =
∞∑

n=0

f
(n)
i1...in

xi1 . . . xin (6.1)

com xi sendo as coordenadas Cartesianas em RN . Associamos a esta função um operador
simétricamente ordenado f̂(x̂) de acordo com a regra

f̂(x̂) =
∞∑

n=0

f
(n)
i1...in

∑
Pn

1

n!
Pn(x̂i1 . . . x̂in), (6.2)

onde Pn são todas permutações dos n elementos. Também usarémos outra notação,

f̂ ≡ W (f). (6.3)

Existe uma outra forma, mais conveniente, do ordenamento de Weyl. Se f̃(p) é a trans-
formação de Fourier da f ,

f̃(p) =

∫
dNx f(x) eipjxj

, (6.4)

então

f̂ (x̂) =

∫
dNp

(2π)N
f̃ (p) e−ipmx̂m

. (6.5)

Consideramos uma matriz anti-simétrica ωij(x) e vamos impor as relações de comutação
dos operadores x̂:

[x̂i, x̂j] = 2αω̂ij(x̂), (6.6)

onde α é um parâmetro da expansão. Na literatura f́ısica geralmente temos α = i~/2. As
relações de comutação (6.6) levam à condição de consistência

[x̂i, ω̂jk(x̂)] + cycl.(ijk) = 0. (6.7)

Vamos procurar a representação polidiferencial dos operadores x̂ na forma da α-expansão:

x̂i = xi +
∞∑

n=1

Γi(n) (α, x) (α∂)n , (6.8)

onde
Γi(n) (α, x) = Γii1...in (α, x) (6.9)
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e cada um coeficiente Γ, é expandido em α

Γi(n) (α, x) =
∞∑

k=0

αkΓ
i(n)
k (x) . (6.10)

A matriz ωij(x) também é expandida na série de potências do α. O termo de ordem α0

desta espansão ωij
0 – é a estrutura de Poisson, ou seja, obedece a identidade de Jacobi

ωkl
0 ∂lω

ij
0 + ωjl

0 ∂lω
ki
0 + ωil

0 ∂lω
kj
0 = 0 . (6.11)

Já que os coeficientes Γi(n) são contráıdos em (2.6) com as derivadas parciais, somente a parte
do Γi(n) que é simétrica em últimos n ı́ndices contribui na expressão (2.6). Por isso assumimos
que Γi(n) é simétrico em últimos n ı́ndices.

Definimos o produto estrela como

W (f ? g) = W (f) ·W (g). (6.12)

Este produto é associativo por causa da associativedade do produto dos operadores. Para uma
matriz ωij constante a fórmula (6.12) é bem conhecida da mecânica quântica [77]. Para as
estruturas de Poisson lineares ela é a essência da construção de Gutt [92, 93]. Para matriz
arbitrária ωij(x) esta definição do produto estrela foi usada em [90].

Também precisamos da seguinte propriedade: f ? 1 = f , ou

W (f) · 1 = f. (6.13)

As equações (6.12) e (6.13) levam a seguinte formula

(f ? g)(x) = W (f) g(x) = f̂ (x̂) g(x) , (6.14)

onde o lado direito significa a ação do operador polidiferencial na função.
Existe uma simetria óbvia dessa construção que troca o sinal do α, α → −α, e reversa a

ordem dos operadores. Esta simetria troca f e g em (6.12). A consequência desta simetria é
seguinte, as ordens pares na α-expansão do produto estrela são simétricas em relação a troca
das f e g, enquanto as ordens ı́mpares são anti-simétricas.

O produto estrela será constrúıdo usando um procedimento iterativo. Começamos com
ordem α0 de ω que pode ser uma estrutura de Poisson arbitrária e resolvemos (6.6) na ordem
α para obter a primeira ordem do coeficiente Γ e dos operadores x̂j. Depois, usando estes
operadores e a defenição do ordenamento de Weyl, constrúımos a primeira ordem do operador
ω̂ij(x̂) em termos de ω0, substitúımos ele na condição de consistência (6.7) e procuramos as
correções para ω0. Estas correções podem significar que a matriz completa ωij(x) = ωij

0 (x) +∑
αnωij

n (x) já não é mais o bivetor de Poisson. (Porém, até a ordem bastante alta em α

a condição (6.7) é obedecida automaticamente e as correções para ω não aparecem). Depois
temos que repetir o procedimento com essa nova ω na próxima ordem em α.
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6.3 Propriedades gerais da expansão

6.3.1 expansão de x̂

Consideramos as restrições para os coeficientes Γ impostos pela condição (6.13). Esta condição
é equivalente ao requerimento

W (xi1 . . . xin) · 1 = xi1 . . . xin (6.15)

para todos monomiais das coordenadas e em todas ordens em α. Note, que a parte direita de
(6.15) não depende de α. Consequêntemente, todas as contribuições na parte esquerda acima
de ordem zero em α têm que zerar. Isto é equivalente a condição de que a simetrização completa
de todos Γ tem que ser igual a zero,

Γ(ii1...ik) = 0 . (6.16)

Ou a contraição de cada um dos Γ(n) com n + 1 vetores pi que comutam tem que zerar,

pipi1 ...pikΓ
ii1...ik = 0 , (6.17)

Chamaremos esta condição de traceless condição.
Agora vamos retornar às consequências das relações de comutação (6.6). Como vamos ver

abaixo, a relação (6.6) admite expressar

Γ
[ii1]i2...ip
k ≡ Γ

ii1i2...ip
k − Γ

i1ii2...ip
k (6.18)

com k + p = n em termos de ordens mais baixas dos coeficientes Γ. É conveniente expandir a
parte direita de (6.6) como

ω̂ij(x̂) = ω̂ij
n + o(αn), (6.19)

onde ω̂n é de ordem αn. Também introduzimos as expansões correspondentes para x̂:

x̂j = x̂j
n + o(αn) , x̂j

n+1 = x̂j
n + αn+1γj

n+1 . (6.20)

Vamos supor, que já foi calculada a expansão do operador x̂ até a ordem αn, ou seja,

[x̂i
n, x̂j

n] = 2αω̂n−1 + o(αn). (6.21)

Depois temos que verificar a condição de consistência (6.7) em ordem αn:

[
x̂k

n, ω̂
ij
n

]
+

[
x̂j

n, ω̂
ki
n

]
+

[
x̂i

n, ω̂
jk
n

]
= o (αn) . (6.22)

Para as ordens baixas esta equação é obedecida automaticamente para qualquer bivetor de Pois-
son ωij. Nas ordens altas não é, e (6.22) tem que ser tratada como a equação para as correções
para ωij. A solução desta equação é um procedimento não trivial. Esta parte será considerada
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separadamente na seção 6.3.2. Por enquanto assumimos que as correções correspondentes são
constrúıdas e (6.22) é obedecida.

Para construir a próxima (n + 1) ordem na decomposição temos que resolver a seguinte
equação [

x̂i
n+1, x̂

j
n+1

]
= 2αω̂ij

n + o
(
αn+1

)
. (6.23)

Ou, [
x̂i

n + αn+1γi
n+1, x̂

j
n + αn+1γj

n+1

]
= 2αω̂ij

n + o
(
αn+1

)

que implica [
x̂i

n, x̂j
n

]
+ αn+1γ

[ij]
n+1 = 2αω̂ij

n + o
(
αn+1

)
, (6.24)

onde
γ

[ij]
n+1 ≡

∑

p+k=n+1

pΓ
[ij]i2...ip
k ∂i2 . . . ∂ip . (6.25)

Por isso, a parte anti-simétrica do Γn+1 é determinada da equação

αn+1γ
[ij]
n+1 = Gij

n+1 + o
(
αn+1

)
, (6.26)

com
Gij

n+1 = 2αω̂ij
n −

[
x̂i

n, x̂j
n

]
+ o

(
αn+1

)
. (6.27)

Usando esta equação podemos definir Gij
n+1 até a ordem o(αn+1). Não inclúımos nenhum

termo de ordem mais álta no Gij
n+1, assim que Gij

n+1 ∼ αn+1. Os operadores Gij
n+1 podem ser

expandidos como

Gij
n+1 =

∑
p

G
iji2...ip
n+1 ∂i2 . . . ∂ip . (6.28)

Os coeficientes nesta expansão são anti-simétricos em i, j e simétricos em i2, . . . , ip pela con-
strução. Além disso eles têm a seguinte propriedade.

Lemma 1 Os coeficientes G
iji2...ip
n+1 obedecem a condição ćıclica

G
iji2...ip
n+1 + cycl.(iji2) = 0. (6.29)

Proof. De (6.22) temos

[
x̂k

n, 2αω̂ij
n

]
+ cycl.(kij) = o

(
αn+1

)
, (6.30)

ou usando (6.27), [
x̂k

n, G
ij
n+1 +

[
x̂i

n, x̂j
n

]]
+ cycl.(kij) = o

(
αn+1

)
. (6.31)

A equação [
x̂k

n,
[
x̂i

n, x̂j
n

]]
+ cycl.(kij) = 0 (6.32)
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permanece válida em todas ordens de α, incluindo a ordem αn+1. Portanto, de (6.31) obtemos

[
xk

n, G
ij
n+1

]
+ cycl = 0 . (6.33)

Depois substitúımos a expressão (6.28) em (6.33), calculamos o comutador, e usamos a simetria
de Gn+1 em últimos p− 1 ı́ndexes para completar a prova.

Por causa da simetria de G
iji2...ip
n+1 em últimos p − 1 ı́ndices, a condição ćıclica permanece

válida para permutações de (i, j, ik) para qualquer k = 2, . . . , p.
Agora podemos construir Γij...k

p bem como o operador x̂ em ordem αn+1 simetrizando os

coeficientes Giji1...ik
n+1 . As equações que têm que ser obedecidas por Γ para resolver as relaçoes

de comutação (6.23) têm a forma

G
ji1...ip
n+1 = αn+1pΓ

[ji1]...ip
k , k + p = n + 1. (6.34)

A solução destas equações é dada pela seguinte Lema.

Lemma 2 Os tensores

Γ
ji1...ip
k =

α−(n+1)

p(p + 1)

(
G

ji1i2...ip
n+1 + G

ji2i1i3...ip
n+1 + · · ·+ G

jipi1i2...ip−1

n+1

)
(6.35)

são simétricos em últimos p indeces, satisfaçam a equação (6.34) e tracelessness condição
(6.16).

Proof. A simétria segue da construção e traceless condição é a consequência da anti-
simetria dos G

ji1i2...ip
n+1 em primeiros dois ı́ndices. Para provar a afirmação restante, consideramos

as combinações anti-simetrizadas em j e i1 dos tensores que entram na parte direita de (6.34):

G
ji1i2...ip
n+1 −G

i1ji2...ip
n+1 = 2G

ji1i2...ip
n+1

por causa da anti-simetria do G em primeiros dois ı́ndeces. Temos

G
ji2i1...ip
n+1 −G

i1i2j...ip
n+1 = G

ji1i2...ip
n+1

por causa da condição ćıclica em j, i1, i2. Se tratar as restantes p − 2 combinações do mesmo
jeito, a afirmação segue imediatamente.

Esta Lema implica que os tensores (6.35) são coeficientes da expansão do operador x̂j que
nós procuramos. Para a conveniência definimos ?k que é uma parte do produto estrela na ordem
αk.

f ? g =
n∑

k=0

f ?k g + O(αn+1). (6.36)
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Para calcular o produto estrela e ω̂(x̂) até a ordem desejada de α precisamos da ferramenta
efetiva para calcular a α-expansão de f̂(x̂) para qualquer f e qualquer expansão de x̂. Para
este fim vamos usar a representação integral (6.5) e a fórmula de Duhamel

eA+B = eA +

1∫

0

e(A+B)sBe(1−s)Ads . (6.37)

Aqui A + B = −ipix̂
i, A = −ipix

i e B = −ipi (x̂
i − xi). Já que, B é de ordem α1, e A é

de ordem α0, mas por causa da propriedade (6.17), cada comutador é no mı́nimo uma ordem
maior, [B, A] = O(α2), [[B, A] , A] = O(α3), [[[B, A] , A] , A] = O(α4). Usando estas regras
achamos,

eA+B = eA

(
1 + B +

1

2
[B, A] +

1

2
B2 (6.38)

+
1

6
[[B,A] , A] +

1

3
[B, A] B +

1

6
B [B, A] +

1

6
B3

+
1

24
[[[B,A] , A] , A] +

1

8
[[B, A] , A] B +

1

8
[B,A]2

+
1

24
B [[B, A] , A] +

1

8
[B,A] B2 +

1

12
B [B,A] B

+
1

24
B2 [B,A] +

1

24
B4

)
+ O

(
α5

)
.

A estratégia geral do cálculo da α-expansão do produto estrela é seguinte: começando com
a ordem n do operador x̂j calculamos o operador ω̂ij(x̂n) e os operadores Gij

n+1 de (6.27). Os
operadores da próxima ordem são constrúıdos usando Lema 2. Depois temos que verificar a
condição de consistência nesta ordem e, se é necessário, calcular as correções para ω. Tirando
as correções para ω, o procedimento proposto é automático e pode ser adaptado até para o
cálculo do computador.

6.3.2 Correções para ω

Aqui apresentamos descrição curta do que acontece caso as correções para ω são necessárias.
A discussão mais detalhada pode ser encintrada em ?? abaixo, onde trabalhamos com o caso
particular do produto estrela de terceira ordem. Vamos supor que nós completamos a nossa
construção até a ordem n, ou seja, temos operadores x̂j

n obedecendo as relações (6.21). Depois
pegamos a função ωn−1 e constrúımos o operador correspondente ω̂ij(x̂n) e o produto estrela
?̃n, onde til significa que ainda precisamos verificar a condição de consistência (6.22) na ordem
n. Vamos assumir para simplicidade que em ordens mais baixas nenhuma correção para ω
apareceu, ou seja, que em ordens mais baixas a condição de consistência foi obedecida para
ωij = ωij

0 . Vamos denotar ?̃ ≡ ?1 + · · ·+ ?n−1 + ?̃n e calcular

xi?̃ωjk − ωjk?̃xi + cycl(ijk) . (6.39)
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Se a expressão (6.39) é o(αn) para ω = ω0, nenhuma correção é necessária nesta ordem também.
Se a expressão (6.39) contem alguns termos de ordem αn (os termos das ordens mais baixas
zeram por causa das condições de consistência nas ordens mais baixas), temos que corregir ω
e, consequentemente, o produto estrela. É fácil ver que nenhuma correção para ω de ordem αn

vai aparecer. Temos que corregir ω em ordem αn−1, assim que ω = ω0 + αn−1ωn−1. Isto parece
muito perigoso para a abordagem completa já que vamos corregir a ordem que já foi constrúıda.
No entanto, isto não é assim. Consideramos com mais cuidado o que está acontecendo. O único
efeito que a correção para ω de ordem αn−1 tem nos operadores x̂n é que agora a parte Γij

n−1

não é igual a zero,
Γij

n−1 = ωij
n−1. (6.40)

O produto estrela se modifica em ordem n somente como, ?̃n → ?n,

f ?n g = f?̃ng + αnωij
n−1∂if∂jg. (6.41)

Esta fórmula está relacionada com a bem conhecida ambiguidade no produto estrela (veja,
por exemplo, [75]). Se o produto estrela ?̃ é associativo até a ordem αn+1, então o produto estrela
? também é associativo até a ordem αn+1 independentemente da escolha do ωij

n−1. Portanto,
os dois produtos são os leǵıtimos produtos estrela. A única diferença é que ?̃ não pode ser
extendido até a próxima ordem com uso do nosso método, enquanto ? pode. Se precisamos
o produto estrela somente até a ordem n, podemos ignorar todas as correções que vêm da
condição de consistência de ordem n e ordens mais altas.

6.4 Calculação do produto estrela

6.4.1 Produto estrela de primeira ordem

Vamos calcular a ordem zero e primeira ordem na α-expansão do produto estrela. Na ordem
zero a condição (6.6) tem a forma [x̂i, x̂j] = 0, assim que nós temos uma álgebra comutativa
não-deformada, x̂j = xj, e como foi esperado,

f ?0 g = f · g. (6.42)

Até a primeira ordem em α a expansão (6.8) tem a forma

x̂i = xi + αΓij
0 (x) ∂j + O

(
α2

)
. (6.43)

Substituindo esta expressão em (6.6) e deixando os termos apenas lineares em α, obtemos

Γ
[ij]
0 = Γij

0 (x)− Γji
0 (x) = 2ωij (x) , (6.44)

que implica
Γij

0 (x) = ωij (x) + Sij
0 (x) . (6.45)
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Note que até esta ordem em α o ordinamento de Weyl é trivial, ω̂(x̂) = ω(x). A parte simétrica
Sij

0 é eliminada pela traceless condição (6.16), Sij
0 = 0, e

Γij
0 (x) = ωij (x) . (6.46)

Da fórmula de Duhamel (6.37) temos

e−ipmx̂m

= eA + eAB + o
(
α1

)
(6.47)

= e−ipmxm − iαe−ipmxm

pjω
jk (x) ∂k + O

(
α2

)
.

Usando a equação (6.14) obtemos

f ?1 g = αωij∂if ∂jg, (6.48)

e a expansão
ω̂ij (x̂) = ωij (x) + α∂lω

ij (x) ωlk (x) ∂k + O
(
α2

)
, (6.49)

que será usada abaixo para o cálculo de próxima ordem do produto estrela.
A condição de consistência (6.7) nesta ordem

(xk ?1 ωij − ωij ?1 xk) + cycl.(kil) = 0 (6.50)

leva a identidade de Jacobi (6.11), ou seja, ω = ω0 é o bivetor de Poisson. Vamos deixar de
escrever o subscripto 0 nas notações abaixo.

6.4.2 Produto estrela de segunda ordem

Como pode-se ver da equação (6.49), o operador ω̂ij de ordem α1 é um operador diferencial de
primeira ordem e não tem a parte sem derivadas. Consequentemente, γi

2 não tem a parte com
derivadas de primeira ordem, e por isso, podemos escrever

x̂i
2 = xi + αωij (x) ∂j + α2Γijk

0 (x) ∂j∂k. (6.51)

As relaçoes de comutação (6.21) com n = 1 levam

2α2Γ
[il]k
0 = Gilk

2 = 2α2

(
ωjk∂jω

il +
1

2
ωlj∂jω

ik − 1

2
ωij∂jω

lk

)
. (6.52)

A condição ćıclica
Gilk

2 + Gkil
2 + Glki

2 = 0 (6.53)

pode ser fácilmente verificada. Ela é equivalente a identidade de Jacobi para ωij. Com ajuda
desta identidade podemos reescrever (6.52) como

Gilk
2 = α2ωjk∂jω

il . (6.54)
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De acordo com a prescrição geral do Lema 2,

α2Γilk
0 =

1

6

(
Gilk

2 + Gikl
2

)
,

ou,

Γilk
0 =

1

6
ωjk∂jω

il +
1

6
ωjl∂jω

ik . (6.55)

Obviamente, Γilk
0 obedece traceless condição (6.16). Eq. (6.52) pode ser verificada direta-

mente usando a identidade de Jacobi.
Agora podemos calcular o produto estrela de segunda ordem usando a formula (6.14).

Primeiro, calculamos

[B, A] = −α2

3
pipkω

ji∂jω
kl∂l + O

(
α3

)
.

A decomposição (6.38) leva

e−ipix̂
i

= e−ipmxm − iαe−ipmxm

piω
ij (x) ∂j

− α2

2
e−ipmxm

pipkω
ijωkl∂j∂l − α2

3
e−ipmxm

pipkω
ij∂jω

kl∂l (6.56)

+
iα2

6
e−ipmxm

pk

(
ωjk∂jω

il + ωjl∂jω
ik

)
∂i∂l + O

(
α3

)
.

Da eq. (6.5), temos

f (x̂) = f(x) + αωij∂if∂j

+
α2

2
ωijωkl∂i∂kf∂j∂l +

α2

3
ωij∂jω

kl∂i∂kf∂l (6.57)

− α2

3

(
ωjk∂jω

il + ωjl∂jω
ik

)
∂kf∂i∂l + O

(
α3

)
.

E depois, de (6.14) obtemos

(f ? g)(x) = f̂ (x̂) g(x) = fg + α∂ifωij∂jg

+
α2

2
ωijωkl∂i∂kf∂j∂lg +

α2

3
ωij∂jω

kl (∂i∂kf∂lg − ∂kf∂i∂lg) + O
(
α3

)
. (6.58)

Esta expressão coincide com a formula de Kontsevich [70]. A mesma expressão foi obtida da
abordagem de Behr e Sykora [90]. Já que o produto (6.58) coincide com os bem conhecidos, não
precisamos verificar (6.7) nesta ordem. A condição de consistência também segue da afirmação
mais forte

f ?2 g − g ?2 f = 0, (6.59)

que é a consequência da simetria descrita na seção 6.2 e pode ser facilmente verificada usando
(6.58). As correções para ω não aparecem, que significa que até esta ordem ωij = ωij

0 é uma
estrutura de Poisson.
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Como a preparação para os cálculo da próxima ordem nós escrevemos a decomposição para
ω̂:

ω̂ij (x̂) = ωij + αωkl∂kω
ij∂l

+
α2

2
ωnkωml∂n∂mωij∂k∂l +

α2

3
ωnk∂kω

ml∂n∂mωij∂l (6.60)

− α2

3

(
ωnk∂nω

lm + ωnl∂nωkm
)
∂mωij∂k∂l + O

(
α3

)
.

6.4.3 Produto estrela de terceira ordem

O operador ω̂ em ordem α2, eq. (6.60), bem como nas ordens anteriores, não contem a parte
sem derivadas. Consequentemente, podemos escrever

x̂i
2 + γi

3 = x̂i
3 = xi + αΓij

0 (x) ∂j + α2Γijk
0 (x) ∂j∂k+

α3
(
Γijk

1 (x) ∂j∂k + Γijkl
0 (x) ∂j∂k∂l

)
+ O

(
α4

)
. (6.61)

O coeficiente Γijk
0 é sabido, enquanto Γijk

1 e Γijkl
0 têm que ser determinados. Comparando (6.60)

com o comutador dos operadores de (6.61) obtemos (cf. (6.27))

Gijk
3 =

α3

3
ωnl

(
2∂lω

mk∂n∂mωij + ∂lω
mj∂n∂mωik + ∂lω

mi∂n∂mωkj
)

(6.62)

e

Gijkl
3 = α3

(
ωnkωml∂n∂mωij +

1

3
ωkn∂nωlm∂mωij

+
1

3
ωln∂nω

km∂mωij + ωjm∂mΓikl
0 − ωim∂mΓjkl

0 (6.63)

+ Γjkm
0 ∂mωil + Γjlm

0 ∂mωik − Γikm
0 ∂mωjl − Γilm

0 ∂mωjk
)

.

As identidades ćıclicas (Lema 1) podem ser verificadas diretamente como as consequências
da identidade de Jacobi. De acordo com Lema 2, temos

Γijk
1 =

1

6
ωnl∂lω

mk∂n∂mωij +
1

6
ωnl∂lω

mj∂n∂mωik. (6.64)

e

α3Γijkl
0 =

1

12

(
Gijkl

3 + Gikjl
3 + Gilkj

3

)
. (6.65)
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Com ajuda dos comutadores (6.85), a fórmula de Duhamel (6.38), e as expressões (6.14),
(6.62) - (6.65) calculamos o produto estrela de terceira ordem:

f?̃3g = α3

[
1

3
ωnl∂lω

mk∂n∂mωij (∂if∂j∂kg − ∂ig∂j∂kf)

+
1

6
ωnk∂nωjm∂mωil (∂i∂jf∂k∂lg − ∂i∂jg∂k∂lf)

+
1

3
ωln∂lω

jmωik (∂i∂jf∂k∂n∂mg − ∂i∂jg∂k∂n∂mf) (6.66)

+
1

6
ωjlωimωkn∂i∂j∂kf∂l∂n∂mg

+
1

6
ωnkωml∂n∂mωij (∂if∂j∂k∂lg − ∂ig∂j∂k∂lf)

]
.

Colocamos til em cima do produto estrela (6.66) para mostrar que ele ainda não inclui as
correções para ω requeridas pela condição de consistência (6.22) em terceira ordem. Porém,
(6.66) é completamente leǵıtimo produto estrela. Ele somente não pode ser extendido até a
quarta ordem no nosso procedimento. Eq. (6.66) fica de acordo com [75] e obedece os requere-
mentos da associativedade [91].

6.4.4 Correções para o produto estrela de terceira ordem

Vamos estudar a condição da consistência em terceira ordem para o produto estrela da seção
anterior. Temos que calcular (6.39) para n = 3 e verificar se os termos de ordem α3 zeram. Isto
implica na condição

xa?̃3ω
bc − ωbc?̃3x

a + cycl(abc) (6.67)

= α3

(
2

3
ωnl∂lω

mk∂n∂mωaj∂j∂kω
bc +

1

3
ωnkωml∂n∂mωaj∂j∂k∂lω

bc

)

+ cycl(abc) = 0 .

A condição (6.67) não é obedecida por qualquer ωbc = ωbc
0 , ou seja, ela não segue da identidade

de Jacobi [75]. Portanto precisamos construir as correções para ω0 e de acordo com seção 6.3.2,
elas têm que ser de ordem α2:

ωbc (x) = ωbc
0 (x) + α2ωbc

2 (x) + ... (6.68)

Isto leva ao fato que Γij
2 não é zero, de acordo com a equação

Γij
2 − Γji

2 = 2ωij
2 , (6.69)

que junto com traceless condição leva

Γij
2 = ωij

2 . (6.70)
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O produto estrela de terceira ordem´se modifica ?̃3 → ?3, como

f?3g = f?̃3g + α3∂ifωij
2 ∂jg . (6.71)

ωij
2 tem que ser determinada da condição de consistência que tem a forma

xa ?3 ωbc
0 − ωbc

0 ?3 xa + α2 xa ?1 ωbc
2 − α2 ωbc

2 ?1 xa + cycl.(abc)

= α3

[
2ωad

0 ∂dω
bc
2 + 2ωad

2 ∂dω
bc
0 +

2

3
ωnl

0 ∂lω
mk
0 ∂n∂mωaj

0 ∂j∂kω
bc
0 (6.72)

+
1

3
ωnk

0 ωml
0 ∂n∂mωaj

0 ∂j∂k∂lω
bc
0

]
+ cycl.(abc) = 0 .

ωjk
2 que resolva esta equação tem que ser a soma dos monomiais que contêm três ω0 e quatro

derivadas. A forma mais geral é:

ωbc
2 = c1∂mωnl

0 ∂nωmk
0 ∂l∂kω

bc
0 + c2∂kω

bm
0 ∂lω

cn
0 ∂n∂mωkl

0 (6.73)

+ c3∂n∂kω
bm
0 ∂m∂lω

cn
0 ωkl

0 .

Depois dos cálculos complicados achamos que c1 = − 1
12

, c2 = 0 e c3 = 1
6
. A mesma solução

da equação (6.72) foi obtida em [75]. Existem pelo menos dois casos quando as correções para
ω não são necessárias. Primeiro é a estrutura de Poisson linear, temos ω2 = 0, como segue de
(6.73). O outro caso é o caso bi-dimencional. De fato, a condição de consistência é trivial em
duas dimensões, e quaisquer ω0 e ω2 a resolvem. Já que ω0 em duas dimenções não é restrita
pela identidade de Jacobi, (ou seja, ela pode ser completamente geral), a escolha mais natural
é ω2 = 0.

Agora podemos construir o operador ω̂ij
3 calculando W (ωij

0 + α2ωij
2 ). A forma expĺıcita é:

α−3ω̂ij
3 =

((
Γijk

1 +
1

2
Γjmn

0 ∂m∂nω
ik
0

)
∂a∂bω

ij
0 +

(
Γijlk

0 +
2

3
Γijm

0 ∂mωlk
0 +

1

3
ωim

0 ∂mΓjlk
0 +

1

6
ωim

0 ∂mωjn
0 ∂nωlk

0 +
1

6
ωim

0 ωjn
0 ∂m∂nω

lk
0

)
∂a∂b∂lω

ij
0

+ωlk
0 ∂lω

ij
2 + ωlk

2 ∂lω
ij
0

)
∂k (6.74)

+

(
Γakl

1 ∂aω
ij
0 +

(
3

2
Γabkl

0 +
1

2
ωam

0 ∂mΓbkl
0 + Γbmk

0 ∂mωal
0

)
∂a∂bω

ij
0

+

(
Γabk

0 ωml
0 +

1

2
ωbn

0 ∂nωak
0 ωml

0

)
∂a∂b∂mωij

0

)
∂k∂l

+

(
Γbml

0 ωak
0 ∂a∂bω

ij
0 +

1

6
ωak

0 ωbl
0 ωnm

0 ∂a∂b∂nω
ij
0

+Γaklm
0 ∂aω

ij
0

)
∂k∂l∂m .
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6.4.5 Produto estrela de quarta ordem

Os termos de ordem α4 em x̂i têm a forma

α4γi
4 = α4

(
Γijk

2 (x) ∂j∂k + Γijkl
1 (x) ∂j∂k∂l + Γijklm

0 (x) ∂j∂k∂l∂m

)
, (6.75)

onde Γijk
2 (x), Γijkl

1 (x) e Γijklm
0 (x) têm que ser determinados. A formula (6.27) para n = 3 leva

α−4Gijklm
4 = 2Γbml

0 ωak
0 ∂a∂bω

ij
0 +

1

3
ωak

0 ωbl
0 ωnm

0 ∂a∂b∂nω
ij
0 + 2Γaklm

0 ∂aω
ij
0 (6.76)

+ 3Γjlmn
0 ∂nωik

0 − 3Γilmn
0 ∂nωjk

0 − 2Γimn
0 ∂nΓjkl

0 + 2Γjmn
0 ∂nΓikl

0

+ ωin
0 ∂nΓjklm

0 − ωjn
0 ∂nΓiklm

0 ,

α−4Gijkl
4 =

(
3Γabkl

0 + 3ωam
0 ∂mΓbkl

0 + 2Γbmk
0 ∂mωal

0

)
∂a∂bω

ij
0 (6.77)

+ 2Γakl
1 ∂aω

ij
0 +

(
2Γabk

0 ωml
0 + ωbn

0 ∂nωak
0 ωml

0

)
∂a∂b∂mωij

0

+ 3Γjlmn
0 ∂m∂nωik

0 − 3Γilmn
0 ∂m∂nωjk

0 − 2Γilm
1 ∂mωjk

0

+ 2Γjlm
1 ∂mωik

0 + ωin
0 ∂nΓjkl

1 − ωjn
0 ∂nΓikl

1

− Γimn
0 ∂m∂nΓjkl

0 + Γjmn
0 ∂m∂nΓikl

0 ,

α−4Gijk
4 =

(
2Γijk

1 + Γjmn
0 ∂m∂nωik

0

)
∂a∂bω

ij
0 +

(
2Γijlk

0 +
4

3
Γijm

0 ∂mωlk
0 (6.78)

+
2

3
ωim

0 ∂mΓjlk
0 +

1

3
ωim

0 ∂mωjn
0 ∂nω

lk
0

+
1

3
ωim

0 ωjn
0 ∂m∂nωlk

0

)
∂a∂b∂lω

ij
0 + 2ωlk

0 ∂lω
ij
2 + 2ωlk

2 ∂lω
ij
0

− ωil
0 ∂lω

jk
2 + ωjl

0 ∂lω
ik
2 − ωil

2 ∂lω
jk
0 + ωjl

2 ∂lω
ik
0

− Γilm
1 ∂l∂mωjk

0 + Γjlm
1 ∂l∂mωik

0 − Γilmn
0 ∂l∂m∂nωjk

0

+ Γjlmn
0 ∂l∂m∂nωik

0

Usando Lema 2, obtemos

α4Γijklm
0 =

1

20

(
Gijklm

4 + Gikjlm
4 + Giljkm

4 + Gimjkl
4

)
, (6.79)

α4Γijkl
1 =

1

12

(
Gijkl

4 + Gikjl
4 + Gilkj

4

)
(6.80)

α4Γijk
2 =

1

6

(
Gijk

4 + Gikj
4

)
. (6.81)
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Depois com ajuda das fórmulas (6.14), (6.5), (6.38) e (6.85) constrúımos o produto estrela da
quarta ordem. Ele pode ser representado como

f ?4 g = α4
∑

Lm,n (f, g) , (6.82)

onde cada termo na soma tem m derivadas atuando na função f e n derivadas atuando na g.
O produto estrela da quarta ordem é simétrico. Portanto,

Lm,n (f, g) = Ln,m (g, f) . (6.83)

Todos Lm,n (f, g) que não são igual a zero com m ≤ n são escritos abaixo.

L1,2 (f, g) = ∂ifΓijk
2 ∂j∂kg ,

L1,3 (f, g) = ∂ifΓijkl
1 ∂j∂k∂lg ,

L1,4 (f, g) = ∂ifΓijklm
0 ∂j∂k∂l∂mg ,

L2,2 (f, g) = ∂i∂mf

(
Γijl

1 ∂jω
mn
0 +

3

2
Γijkl

0 ∂j∂kω
mn
0

+ωij
0 ∂jΓ

mnl
1 +

1

2
Γijk

0 ∂j∂kΓ
mnl
0 +

3

2
Γimnl

1

)
∂l∂ng ,

L2,3 (f, g) = ∂i∂mf

(
1

2
ωij

0 ∂jΓ
mnkl
0 +

1

2
Γilk

1 ωmn
0

+
3

2
Γijkl

0 ∂jω
mn
0 + Γijk

0 ∂jΓ
mnl
0 + 2Γijklm

0

)
∂k∂l∂ng ,

L2,4 (f, g) = ∂i∂mf

(
ωij

0 Γmnkl
0 +

1

2
Γijkl

0 Γmnl
0

)
∂j∂k∂l∂ng ,

L3,3 (f, g) = ∂i∂j∂mf

(
1

2
ωia

0 ∂aω
jk
0 Γmnl

0 +
1

2
ωia

0 ωjk
0 ∂aΓ

mnl
0

+ ωik
0 Γjal

0 ∂aω
mn
0 +

2

3
Γmnl

0 Γijk
0 + ωmn

0 Γijkl
0

)
∂k∂l∂ng ,

L3,4 (f, g) =
1

2
∂i∂j∂mfωia

0 ωjk
0 Γmnl

0 ∂a∂k∂l∂ng ,

L4,4 (f, g) =
1

24
∂i∂j∂m∂nfωik

0 ωjl
0 ωma

0 ωnb
0 ∂k∂l∂a∂bg .

Na quarta ordem, bem como em todas as ordens pares,

f ?4 g − g ?4 f = 0, (6.84)

assim que a condição de consistência é obedecida automaticamente e ω não precisa ser corregida.
A quinta ordem do produto estrela pode ser calculado diretamente usando o procedimento

acima.
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6.5 Conclusão

Gostaŕıamos de notar que em nosso procedimento o cálculo das ordens altas do produto estrela
é feito com facilidade e sem muito esforço intelectual, com excessão da solução da condição de
consistência para a construção das correções ωij

2n (x) para o bi-vetor de Poisson ωij
0 (x), para a

qual não pudemos apresentar um algoritmo geral. Em particular, o cálculo do produto estrela
de quinta ordem pode ser feito diretamente usando o método proposto e os resultados das
ordens anteriores. A condição de consistência na quarta ordem, bem como em todas as ordens
pares, é obedecida automaticamente e nenhuma correção para ω aparece. No entanto, nós não
apresentamos aqui as expressões exatas porque elas são extremamente grandes.

As equações para ωij
2n (x) que aparecem na nossa abordagem são praticamente identicas às

que surgem da abordagem por cohomologias de Hochschild [75]. O estudo das relações entre
a nossa abordagem e a abordagem baseada em cohomologias de Hochschild é um problema
interessante e nós planejamos estudá-la no futuro. Porém, em alguns casos (por exemplo: caso
bi-dimensional ou caso da álgebra de Lie em dimensão arbitrária) a condição de consistência
resolve-se automaticamente, e os cálculos do produto estrela podem ser feitos até a ordem
arbitrária. Podemos, assim, inclusive tentar deduzir uma expressão exata do produto estrela
nestes casos.

6.6 Algumas fórmulas

Para o uso da expansão de Duhamel (6.38) temos que calcular os comutadores dos operadores
A = −ipmxm e B = −ipj(x̂

j − xj). Denotamos Bk = −ipjΓ
ji1...ik∂i1 . . . ∂ik . Assim

[Bk, A] = k(−ipj)(−ipi1)Γ
ji1i2...ik∂i2 . . . ∂ik , k ≥ 2,

[[Bk, A], A] = k(k − 1)(−ipj)(−ipi1)(−ipi2)Γ
ji1i2...ik∂i3 . . . ∂ik , k ≥ 3, (6.85)

[[[Bk, A], A], A]

= k(k − 1)(k − 2)(−ipj)(−ipi1)(−ipi2)(−ipi3)Γ
ji1i2...ik∂i4 . . . ∂ik , k ≥ 4.
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