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RESUMO

Analisamos um modelo de quintesséncia acoplada para a energia escura a luz da
teoria dos sistemas dindmicos lineares, no caso de duas interagoes diferentes: i) pro-
porcional & densidade de energia da energia escura e ii) proporcional & soma das
densidades de energia da matéria escura e da energia escura. Os resultados aqui apre-
sentados ampliam as analises anteriores, onde o termo de interagao era dado por um
termo proporcional apenas & densidade de energia da matéria escura. No primeiro caso
é possivel obter a sequéncia bem conhecida das eras cosmoldgicas. Para a segunda in-
teracao apenas a era da radiacao e a era da energia escura podem ser descritas pelos
pontos fixos. Portanto, do ponto de vista da teoria de sistemas dinamicos, a interagao
proporcional a soma da densidade de energia da matéria escura e energia escura nao
descreve o universo onde vivemos.

Usando um modelo de energia escura metaestavel em que a energia do vacuo obser-
vada é o valor do potencial escalar no vacuo falso, calculou-se o tempo de decaimento
do vacuo metaestavel. Este tempo de decaimento é compativel com a idade do uni-
verso. A energia escura metaestavel também é incorporada a um modelo com simetria
SU(2)gr. O dubleto de energia escura e a matéria escura interagem naturalmente entre
si. Utilizando as equagoes de Boltzmann perturbadas é possivel encontrar a evolugao
de cada particula escura para essa interacao.

Considerando uma combinagao particular de termos na Lagrangeana de Horndeski
sem uma constante cosmologica ou setor de matéria, esperamos obter um fluido cos-
mico unificado efetivo, com uma equacao de estado efetiva. Vamos calcular se a equa-
¢ao de estado reproduz a seqiiéncia das eras cosmoldgicas e comparar os parametros
da teoria com o forecast do radio telescopio BINGO.

Palavras chaves: energia escura; matéria escura; analise dinamica; potencial meta-
estavel; teoria de horndeski.



ABSTRACT

We analyze the coupled quintessence in the light of the linear dynamical systems
theory, with two different interactions: i) proportional to the energy density of the dark
energy and ii) proportional to the sum of the energy densities of the dark matter and
dark energy. The results presented here enlarge the previous analyses in the literature,
wherein the interaction term was proportional to the energy density of the dark matter
only. In the first case it is possible to get the well-known sequence of cosmological eras.
For the second interaction only the radiation and the dark energy era can be described
by the fixed points. Therefore, from the point-of-view of the dynamical system theory,
the interaction proportional to the sum of the energy densities of the dark matter and
dark energy does not describe the universe we live in.

Using a model of metastable dark energy in which the observed vacuum energy is
the value of the scalar potential at the false vacuum, the decay time of the metastable
vacuum was calculated. It is compatible with the age of the universe. The metas-
table dark energy is also embedded into a model with SU(2)r symmetry. The dark
energy doublet and the dark matter doublet naturally interact with each other. Using
the perturbated Boltzmann equation it is possible to find the evolution of each dark
particle for this interaction.

Considering a particular combination of terms in the Horndeski Lagrangian in
which we have not introduced a cosmological constant or a matter sector, we hope
to obtain an effective unified cosmic fluid, with an effective equation of state. We’ll
calculate if the equation of state reproduces the sequence of cosmological eras and
compare the parameters of the theory with the forecast of the BINGO radio telescope.

Keywords: dark energy; dark matter; dynamic analysis; metastable potential;
Horndeski theory.
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Capitulo 1

Estudo bibliografico

Vamos fazer uma revisao bibliogréafica sobre topicos importantes para o estudo de
modelos de energia escura interagindo com a matéria escura. Nesta se¢ao utilizaremos
o Apéndice A para fazer revisao sobre topicos importantes de Cosmologia, introduzire-
mos a necessidade do setor escuro para explicar o nosso universo e faremos um estudo
aprofundado sobre perturbagoes no tensor de Einstein e nas equacoes de Boltzmann,
que sao de grande interesse para a Cosmologia.

Para esta se¢ao foram utilizados [1-5].

1.1 Cosmologia

As dinamicas do universo sao descritas pelas equacoes de Einstein que sao em geral
equacoes nao-lineares complicadas. No entanto elas exibem soluc¢oes analiticas simples
na presenca de simetrias genéricas. A métrica de FLRW é baseada na suposi¢ao de que
0 universo respeita o principio cosmolégico, que ¢ uma boa aproximacao em grandes
escalas. O pequeno desvio da homogeneidade em épocas primordiais faz um papel
muito importante na historia dindmica do nosso universo. Pequenas perturbacoes
na densidade inicial cresceram através da instabiblidade gravitacional em estruturas
que vemos hoje no universo. As anisotropias da temperatura observadas na radiacao
cosmica de fundo (em inglés Cosmic Microwave Background, CMB) acreditam ter sido
originadas de flutuacoes quanticas geradas durante um estagio inflacionario no comeco
do universo. Veja as referéncias [6-12] para detalhes de perturbagoes na densidade
previstas pela cosmologia inflacionéria [5].

1.1.1 Equacoes de evolucao

Por observagoes recentes da Radiagado Cosmica de Fundo (Cosmic Microwave Back-
ground CMB), em escalas suficientemente grandes o universo é isotropico. Supondo
que a nossa galdxia nao tenha uma posicao especial em relagao ao universo e que
qualquer observador que se mova com a velocidade média das galaxias tipicas em sua
vizinhanga deve observar o mesmo universo em todas as diregoes, temos que 0 nosso
universo ¢ homogéneo. Pelas duas propriedades apresentadas acima podemos dizer que
0 N0osso universo respeita o principio cosmolégico, ou seja, ¢ um universo isotrépico
e homogéneo.
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Observagoes experimentais nos dizem que o universo, em grande escala (maior
que 150Mpc), respeita o Principio cosmolégico. Esse principio diz que o universo é
homogéneo e isotropico, isso nao ¢é dificil de ser aceito, se vocé estiver longe de qualquer
concentracao de particulas o universo parece igual em qualquer lugar que vocé esta e
para qualquer lugar que vocé olha.

Considerando um universo esfericamente simétrico e isotréopico a um conjunto de
observadores em queda livre, foi construida uma métrica tnica por Friedmann ' (con-
siderando as Equagoes de Einstein), e depois melhorada por Robertson e Walker, que
respeita o principio cosmologico (ver segao 13.5 de [1]). O elemento de linha da métrica

de FLRW é dado por
dr?

ds? = —dt* + a®(t) | ———
s + a“(t) T

+72(d6* + sen®0de?) | (1.1)
onde a constante xk pode assumir valores iguais a -1, 0 e +1, dependendo da geometria
do espago. A fungao a(t) é o fator de escala do universo.

Tendo agora um universo bem definido por uma métrica, serao apresentadas algu-
mas aplicagoes. Um estudo mais aprofundado dessa métrica pode ser encontrado no
Apéndice B.

As trés opgoes de universo sao representadas por onde k representa a curvatura

(2,1

1!.1'1.

[ o

Figura 1.1: Geometrias possiveis para o universo. Figura retirada do site da Nasa.

do universo, p; a densidade de energia de cada componente e QEO) = pgo) /(3H?).
Se estivermos em um universo fechado, plano ou aberto, x sera igual a 1, 0 ou -1,
respectivamente.

A componente t na métrica é o tempo coésmico, e as coordenadas que estao multi-
plicadas pelo fator de escala serao as coordenadas comoéveis.

As equagoes diferenciais para o fator de escala e a densidade de matéria seguem
as equagoes de Einstein [1]|, que permitem determinar o fator de escala provindo dos
componentes do universo.

1O padre Lemaitre chegou a resultados similares independentemente de Friedmann.
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As equacoes de campo de Einstein

1

T
Mg

1
R#V - éRgW, = E (12)
sao as Egs. de movimento para a Relatividade Geral. R, representa o tensor de
Ricci, R o escalar de Ricci, g,,, o tensor métrico e T},, o tensor energia-momento. O
acoplamento é dado pela massa de Planck reduzida

1
2 _

Mp = S G (1.3)
onde G ¢é a constante gravitacional. Estamos considerando aqui que a velocidade da
luz é igual a unidade ¢ = 1.

Podemos, com grande concordancia, descrever o universo como sendo composto
por fluidos, e cada fluido representa uma componente dele. O tensor energia-momento

para um fluido perfeito ¢ dado por

T = (p+ P)utu, + Po*,, u'=(1,0,0,0). (1.4)

onde u* é a velocidade de um observador em repouso no fluido.
Aplicando a métrica de FLRW e o tensor energia-momento de um fluido perfeito
nas equagoes de Einstein, obtemos as equacgoes de Friedmann para um tnico fluido

N 2
R e
H_(a> ey (1.5)
: (P+p) &
H=———>+—. 1.
2M3 +a2 (1.6)

Elas nos fornecem a equagao da continuidade para esse fluido

p+3H(P+p)=0. (1.7)

Entre as duas equacoes de Friedmann e a equacao da continuidade, apenas duas
sao independentes.

Outra forma de se chegar na equacao da continuidade é pelo fato de que o tensor
energia-momento é conservado em virtude das identidades de Bianchi,

v, T =0, (1.8)

como veremos mais adiante.

Dissemos aqui que as equagoes de Friedmann apresentadas acima sao as equacoes
de movimento para um tnico fluido, pois para o caso de mais de um fluido, devemos
considerar as diferentes densidades de energia e pressao, terfamos entao

onde p; e P; representam, respectivamente, a densidade de energia e pressao para cada
componente do universo.
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1.1.2 Evidéncias observacionais da matéria escura (DM)

Na década de 40 era sabido que o universo era composto por matéria bariénica (bé-
rions e elétrons apesar desse tltimo ser um lépton), e radiagdo, componente composta
por fétons e neutrinos. Veremos alguns problemas que nao podiam ser explicados
por um universo composto apenas por esses componentes?, e que fizeram necessario
considerar um componente novo, a matéria escura.

Clusters de Galaxias

Para que objetos astrofisicos do nosso universo possam girar e orbitar, a forca
gravitacional deve equilibrar a energia que o objeto em movimento possui. Como
sabemos de mecéanica basica, quanto maior a velocidade de rotacao de um objeto,
maior deve ser a forca gravitacional para manté-lo em orbita.

Em 1933, Fritz Zwicky, estudando o aglomerado de galdxias Coma, utilizou o
teorema do virial, que relaciona a energia cinética média de um sistema com sua
energia potencial total, observou que a massa inferida da matéria luminosa nas galéxias
era varias vezes menor que a massa gravitacional calculada pelo teorema. Para que
o sistema estivesse em equilibrio deveria haver um componente com massa que nao
interagisse com os fétons, foi assim que Fritz Zwicky criou o termo “matéria escura”
que seria responsavel por manter o aglomerado de galaxias firmemente unido.

Curvas de rotacao

Na década de 1970, Vera Rubin e Kent Ford estudando a velocidade de rotacao
de estrelas na galaxia de Andromeda observaram que a velocidade dessas estrelas
permaneceu aproximadamente constante independentemente da distancia entre elas e
o centro da galdxia. Segundo a dindmica Newtoniana, esperamos que a velocidade
das estrelas caia a medida que vocé se move do centro de massa de uma galédxia para
suas bordas externas. Muitas outras observagoes de curvas de rotacao de estrelas em
galéxias espirais mostraram o mesmo.

As curvas de rotagao de galédxias podem ser explicadas se assumirmos que as gala-
xias nao sao compostas apenas pela matéria visivel, mas que grande parte da massa
das galaxias esteja em um “halo” de matéria escura difusa que se estende bem além
das bordas da matéria luminosa.

Observacoes de galaxias e suas curvas de rotacao® provindas do campo gravitaci-
onal mostraram, na época, a necessidade de uma forma de matéria nao baridénica no
universo (Fig. (1.2)), a matéria escura (dark matter DM)*.

Considerando a lei da gravitacao de Newton sabemos que a forca exercida pelas
massas de uma galdxia a um ponto de teste distando |r| do centro da mesma é a forga
gravitacional

https://medium.com /starts-with-a-bang /five-reasons-we-think-dark-matter-exists-
al122bd606ba8

3Curva de rotacao: velocidade circular em funcéo da distancia de um ponto qualquer ao centro da
galaxia estudada. Como veremos, ela fornece uma poderosa ferramenta para estudar a distribuicao
de massa de galaxias pois depende apenas do seu potencial gravitacional.

“Hoje sabemos que podemos assumir a existéncia de uma matéria bariénica neutra que permeia
a galaxia e compoe a DM.
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DISTRIBUTION OF DARK MATTER IN NGC 3194

200

150

Var (km/s)
3

Radius (kpe)

Figura 1.2: Contribuicao da matéria escura na galaxia espiral NGC-3198. Figura
retirada de [13]

7P do(r)r  GM(r)r
g dr r r2 r

Vamos analisar do ponto de vista newtoniano a curva de rotacao das galdxias. Para

uma Orbita aproximadamente circular a forga gravitacional, apresentada acima, deve

ser igual & forca radial (F, = —v?/r), para que ndo haja perda de massa ou colapso.

Dessa forma, a velocidade da particula teste para que isso aconteca é

v=1] Gﬂfm. (1.10)

A massa que podemos observar visivelmente se concentra proximo ao centro das
galéxias, é de se esperar que se tomarmos uma distancia muito grande a massa dentro
da circunferéncia formada por essa distancia se aproxima de uma constante, e as
velocidades devem cair com r~'/2. Dados observacionais de galaxias mostram que isso
nao ocorre, a velocidade se mantém constante.

A distribuicao de DM pela distancia radial do centro da galaxia é dada empirica-
mente pelo perfil de Navarro—Frenk—White (NFW)
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onde py, e 1, sao respectivamente a densidade e o raio do halo. Nesse perfil de densidade
pocrtcomr <<y epocr > comr >>r, A massa até um certo raio r ¢ dada
por

M(r) :/0 4 p(r')r"dr’ :47rph7’h/o ( dr’,

1+L’)
Th

fazendo uma mudanga de variavel y' = 1’ /o0 € definindo o parametro de concentragao

¢ = 1900/ Th, temos:
r r
M(r) = dmppry [In 1+ — ) —
=t i (14 2) - (755

Para o caso em que r = 7y,

800

M (rag0) = ?Wpiﬂ“goo ;

200 c \17"
= — In(1 — .
= B [t 0 - ()]

Com essa massa é possivel, utilizando a Eq.(1.10), calcular a contribuigao do halo
na velocidade de rotacao.

CMB

No inicio do universo a matéria exercia uma forga gravitacional com dire¢ao ao
centro da distribui¢ao de matéria enquanto que os fétons realizavam uma pressao para
fora dessa distribuicao. A atuacao dessas duas forcas fazia com que a matéria e os
fotons oscilassem para dentro e para fora dessas regioes densas deixando marcas na
histéria do universo. Uma forma de observar a histéria do universo é olhar para a
Radia¢ao Cosmica de Fundo (em inglés Cosmic Microwave Background, CMB), ela
representa uma “fotografia” do nosso universo no decorrer do tempo. A existéncia da
matéria escura deixaria padroes na CMB pois ela se aglomera em regioes densas e
contribui para o colapso gravitacional da matéria, mas nao é afetada pela pressao dos
fotons.

O espectro de energia da CMB nos mostra essas oscilagoes para diferentes quanti-
dades de fotons e matéria. A sonda Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP)
nos deu a primeira medida do espectro de poténcia da CMB através do primeiro pico
de oscilagoes. O modelo que melhor explica esse espectro é o que assume a existéncia
da matéria escura. Ele tem uma previsao precisa para a equacao de estado da DM.

Bullet Cluster

O Bullet Cluster é na verdade dois clusters de galédxias que passaram por uma coli-
sao em alta velocidade, fazendo com que o contetdo de cada cluster se mesclasse. Em
2006, observagoes do Hubble Space Telescope (HST) e do Chandra X-ray Observatory
permitiram medir a localizagao da massa do aglomerado apds a colisao pelo método
de observacoes oticas de emissao de raios X e lentes gravitacionais.
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E possivel saber que os dois clusters acabaram de colidir pela astronomia de raios-
X, pois um gas extremamente quente de particulas permeia o espago entre cada galéxia
em um cluster.

A lente gravitacional funciona pois sabemos, da Relatividade Geral, que a curvatura
do espago-tempo altera nao s6 a trajetoria de particulas de matéria mas também a
dos fotons. Observando essas imagens alteradas como se fossem por lentes, é possivel
ver onde esta essa lente e sua massa.

Se os aglomerados fossem compostos apenas pelas particulas do Modelo Padrao, a
localizacao da massa calculada por observacoes oticas seria a mesma da calculada a
partir das lentes gravitacionais. Mas isso nao foi observado no Bullet Cluster. Observa-
¢oOes visuais nos dizem que a matéria deveria estar concentrada na regiao em vermelho
da 1.3, enquanto que a distribui¢cao de massa das lentes gravitacionais mostra que ha
muita massa concentrada nas duas regides azuis, que sao distintas da regiao vermelha.

Figura 1.3: Foto de um Bullet Cluster retirada pela NASA.

A matéria escura pode explicar esse fato. Acredita-se que a interacao entre a
matéria escura e o resto das particulas seja menor do que a interacao entre a matéria
comum e as outras particulas, por esse motivo, durante a colisao dos clusters a matéria
escura passou por outras particulas, enquanto que as matérias luminosas acabaram se
chocando entre si, desacelerando, se concentrando no meio da colisao, se aquecendo, e
por fim, se separando da matéria escura.

Formacao em Estruturas em Larga Escala (LSS)

Observagoes de estruturas em larga escala, como por exemplo as obtidas pelo
telescopio Sloan Digital Sky Survey (SDSS), mostram que o universo nao deveria estar
distribuido como esté, pois, como ja discutido, antes da CMB a matéria barionica e os
fotons oscilavam, entao a matéria nao era capaz de se aglomerar em objetos densos, e
depois da CMB nao teriam tempo para formar as estruturas que vemos hoje em larga
escala. Diferente dos foétons e da matéria bariénica, a matéria escura nao participava
da oscilacao, entao, mesmo antes da CMB, ela poderia se aglomerar em alguns pontos
criando regioes de maior densidade em que atrairam a matéria bariénica apés a CMB,
dando origem ao que observamos hoje.
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Além dessas cinco evidéncias da existéncia da matéria escura conhecemos outras
como a Big Bang Nucleosynthesis (BBN) que nos fornece a parcela de Hidrogénio e
Hélio do universo, e diz que a matéria baridnica nao explica o contetido total de matéria
do universo, e que a matéria escura nao pode ser composta por protons e néutrons;
floresta de Lyman-alpha, nos dao informacgoes sobre a localizacao de aglomerados de
matéria escura, bem como quanta energia as particulas de energia escura podem ter.

Passamos entao a considerar mais um componente no universo, que é matéria
escura. Até esse ponto, o universo era constituido por radiagdo, e matéria (matéria
bariénica e matéria escura).

1.1.3 Evolugao do universo de um fluido perfeito

Vamos resolver as equagoes de Einstein com x = 0. A primeira Eq. de Friedmann

pode ser escrita como
1
2

= — 1.11
onde .
Mp=—. 1.12
e a segunda Eq. de Friedmann
e (1+w) (1.13)
I w)p. .
Dividindo a Eq. (1.13) pela Eq. (1.11) temos
3
H*dH = —5(1+w)dt, (1.14)
integrando os dois lados
2
H= . 1.15
Partindo da defini¢ao do pardmetro de Hubble
a
-=H 1.16
“—n (1.16)
podemos utilizar a Eq. (1.15) para obter
a o (t — to) 305w | (1.17)

A evolucao da densidade de energia pode ser obtida a partir da equacao de movi-
mento

p+3H(1+w)p=0. (1.18)
Escrevendo o parametro de Hubble em fungao do fator de escala da métrica, assim

1 1
“dp=—3(1 ~d 1.19
P ( +w)a a, (1.19)
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que implica em

poca 20| (1.20)

Notamos que a gravidade Newtoniana nao consegue explicar a expansao acelerada.
Vamos considerar uma esfera homogénea cujo raio e densidade de energia sao a e p,
respectivamente. A equagao de Newton para o movimento de uma particula pontual
com massa m nessa esfera é dada por

. Gm (47m3p)
mi=—— | —0 | =

a? 3
@_ G (1.21)
a 3

Entao, a gravidade Newtoniana apenas explica uma expansao desacelerada do uni-
Verso.

Veremos adiante que um caso importante para a cosmologia é quando p é constante,
e isso ocorre, segundo a Eq. da continuidade, para w = —1, pois nesse caso d/a < 0
para p > 0, e esperamos que essa condi¢ao da densidade de energia seja sempre valida.
Nesse caso, o parametro de Hubble também é constante pela primeira equacao de
Friedmann, nos fornecendo a evolugao do fator de escala

a

H=- =
a
d
Hit = . (1.22)
a
Para o caso em que H=cte,
Ht xIna (1.23)
a o eflt. (1.24)

Representa um universo de de-Sitter.
Para o caso em que H nao é uma constante o fator de escala do universo evolui
segundo
alt) o ¢ (1.25)

onde a equagao de estado w = P/p é constante no tempo. Essas equagdes nao sao
validas para w = —1. Veremos o que fazer nesse caso.

Utilizando as equacoes acima obtidas podemos ver, para cada componente, como
que a densidade de energia evolui, qual o valor da equacao de estado, e como o fator
de escala evolui para cada era dominada para algum dos componentes do universo.

O universo em que vivemos é composto por trés “grupos” de componentes: o pri-
meiro deles é a matéria nio relativistica, composta por barions® e matéria escura (secao
1.1.2); o segundo é o da radia¢do, ou matéria relativistica; o terceiro e ultimo com-
ponente foi introduzido no nosso universo para que a teoria represente bem o mesmo,
esse componente é a energia escura.

5 Apesar de serem léptons, consideramos aqui os elétrons também.
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A densidade de energia dos dois primeiros grupos pode ser calculada considerando
os seguintes fatos:

e Matéria nao relativistica: quando o fator de escala for pequeno, a densidade é
necessariamente grande. Como a densidade é inversamente proporcional ao volume
para a massa baridnica ela é proporcional a a . Nesse caso w = 0.

¢ Radiagao (matéria relativistica): A densidade de energia da radiac¢do ¢ dada pela
densidade de particulas de radiagao multiplicada pela média de energia por particula.
A densidade é proporcional a a™*. Nesse caso w = 1 /3.

Aplicando as densidades de energia obtidas anteriormente na equacao de Fried-
mann (A.18), é possivel calcular o fator de escala para o nosso universo. Para a
matéria ndo relativistica a(t) oc t*/3. Para a matéria relativistica a(t) oc t'/2. Para a
energia no vacuo a(t) < exp(Ht).

Desde que o universo esteja expandindo ele deve ser menor no passado e mais
denso. De p,, x a2 e p,  a”*, vimos que a radiacdo decai mais rapido que a matéria
para o universo em expansao. Assim sendo, em algum ponto do passado, o universo
era dominado por radiacao. Voltando no tempo, o universo era muito denso e portanto
quente e relativamente pequeno. O inicio do universo é geralmente chamado de “big
bang”, da uma imagem de uma vasta explosao quando a evolugao do universo comegou.

Parece muito provavel que o universo também sofreu um periodo de expansao ace-
lerada no seu inicio, similarmente ao que aconteceu, e acontece, em tempos posteriores
devido ao termo cosmologico. Essa época inicial de expansao acelerada é chamada de
inflacao.

Grosseiramente falando, o modelo standard de cosmologia pode ser resumido numa
sucessao das seguintes dominagoes de eras: radiacao — matéria — termo cosmologico.

Agrupando o que foi visto até agora, temos

e Matéria relativistica (radia¢@o): fétons e neutrinos

— proca?

- w=1/3
— aft) o t'/?

e Matéria nao relativistica (poeira): matéria barionica e matéria escura

- Pm X CL_3

—w=0
— af(t) o t*/3

Que pode ser visto graficamente em Fig. (1.1.3).

O modelo em que se considera a existéncia apenas da radiagao, da matéria bariénica
e da matéria escura nao consegue descrever todas as observacoes. A partir de agora
estudaremos as evidéncias da energia escura e serao apresentados os problemas de se
representar a energia escura pela constante cosmologica.
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Figura 1.4: Evolucao da densidade de energia pelo fator de escala [10].

1.2 Evidéncias observacionais da DE

1.2.1 Energia, redshift e a lei de Hubble

A expansao do universo permite derivar o quadrimomento para definir o redshift.
Vamos comecgar tomando a geodésica de uma particula sem massa, ou seja, um féton

dP*
— 4+ T® P"P° =0
e ’
onde o quadrimomento é dado por P* = (E , ]3) = dz" /d)\. Usando a regra da cadeia

podemos reescrever a geodésica de um féton como

dp+
E— +TL,P'P"=0. (1.26)

Considerando o caso em que pu = 0 e calculando o simbolo de Christoffel temos

dE i
E%—l—(&jaaPPﬂ:O,
onde os indices latinos 2, 7 sao espaciais.
Lembrando que a norma do momento para uma particula ¢ dada por || P ||?=m

para esse caso em que m = 0 temos

2

Y
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H P “2: m? @gHVPHPV —0= E? = (SijPin .
Aplicando esse termo na equacao da geodésica, temos

dE. da
E  a’
cuja solucao é:

E(t) <ca'(t)].

A energia das particulas diminui com a expansao do universo. Com esse resultado
e com o conhecimento de mecanica quantica de que £ = hv = h/\, onde E é a
energia do foton, h é a constante de Plank, v é a frequéncia de onda da radiagao e
A o comprimento de onda, podemos escrever o comprimento de onda em funcao da
expansao do fator de escala do universo,

A(t) = hal(t) .

Em 1998 a expansao acelerada do universo foi observada por dois grupos que
mediram Supernovas do tipo Ia (SN Ia) [14-16|. Geralmente usamos o redshift para
descrever a evolucao do universo, isso se relaciona com o fato da luz emitida por
um objeto estelar se deslocar para o vermelho devido & expansao do universo. Se

. . . . da : .
0 universo estiver em expansao, ou seja, — > 0, o comprimento de onda medido

por um observador parado em um dado referencial nao é o mesmo que o medido por
um observador que vé a fonte de radiacao se afastando. O comprimento de onda A
cresce proporcionalmente com o fator de escala a, seu efeito pode ser quantificado pela

definicao do redshift

Ao o
1 = — = — 1.2
+ z 3 — (1.27)

onde o subescrito zero denota que as quantidades sao obtidas hoje, A, € o comprimento
de luz da radiagao observado, e A o comprimento emitido. No passado o tempo emitido
é menor que ty, onde ¢ty representa o tempo hoje. Como a(ty) = 1, o redshift é dado
por

1
1 = - 1.28
= (1.28)

onde zy = 0. O redshift é utilizado para medir o distanciamento de um objeto em
relacao a nos.

Hoje existem boas evidéncias de que o universo estd em expansao acelerada, ou
seja, nao so distancias entre corpos “estacionados” aumentam conforme o tempo mas
a velocidade desse distanciamento também. Por causa da possibilidade da alteracao
da métrica de um universo é necessario introduzir o fator de escala. A relagao entre a
distancia propria e a distancia comovel z, distancia esta vista por um observador em
queda livre, é dada por

d=a(t)z, (1.29)
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. ~ ~ X .
se o objeto s6 possui velocidade de expansao, entao i 0, e sua velocidade

d
total de afastamento sera de v(t) = E(d) Pela (1.29), temos a lei de Hubble

d d
vo= %(a(t)) cr+d- E(x)
d
= Slat) @
= H(t)d, (1.30)

(T
onde H(t) ¢ o parametro de Hubble, H = ﬂ. Note que o parametro de Hubble

a(t)

depende do tempo, portanto nao é constante no tempo. O que é constante é a
constante de Hubble H (ty) = Hy. Esse valor é estimado em Hy = 73.8 £ 2.4km(s -
Mpc)™t.

1.2.2 Distancias

Chamamos de coordenadas comoéveis da métrica de FLRW, as coordenadas em
que as particulas seguem o movimento dos observadores tipicos da métrica (1.1), ou
seja, em queda livre local. Devido ao simbolo de Christoffel nao ser invariante e mudar
com o observador, para satisfazer a condigdo acima vamos fixar algum(ns) indice(s) e
igualar o simbolo de Christoffel da métrica a zero. Vamos escolher um caso que facilite
as contas, I'fj; = 0.

Pelo fato do intervalo de tempo proéprio ser dado por ds = /g, dz*dz”, para
um reldgio comovel ds nao depende da variagao de espaco, pois esta variacao sera igual
a zero. Portanto, nese caso o intervalo de tempo proéprio é ds = dt, onde o tempo é
medido no referencial em repouso de um relégio comével. Definimos o tempo préprio
onde ds* = —dt? por dr? = dt*.

O fator de escala pode ser utilizado para calcular a distancia comével percorrida
por um raio de luz (féton). Para um féton ds* = 0, o que implica em dl = dr/a = dt/a,
onde dl é a parte espacial de (1.1). A distancia total entre dois instantes t; e ty é escrita

por
tf dt/

= . 1.31

Y / iy (1.31)

Utilizando a distancia comovel (1.31) é possivel calcular uma distancia muito im-
portante chamada de horizonte comoével, ou tempo conforme.® O horizonte como-
vel é calculado para um foton, na auséncia de interagoes, que comecgou a sua trajetoria
no inicio do universo, em t; = 0,

SEm cosmologia padrao, estando o espaco em expansio, a distancia é uma grandeza dinamica
que altera-se no tempo. Para definir a distancia entre pontos distantes arbitrariamente, tem-se que
especificar dois parametros: os pontos e uma curva especifica que os conecte. A distancia entre os
pontos pode ser encontrada pelo comprimento desta curva de conexao. A distancia comovel define esta
curva de conexao como uma curva de tempo cosmologico constante. Operacionalmente, as distancias
comoveis nao podem ser diretamente medidas por um simples observador com as limitagoes da Terra,
pelo fato de existirem interagoes que interferem nas medigoes.
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t /
dt
= —_ 1.32
n /0 0] (1.32)
Essa é uma distancia importante pois nada pode ter percorrido uma distancia
maior que o horizonte comovel.

Para um universo plano, o fluxo observado de apenas uma fonte situada a uma
distancia comovel x(a) (1.31), é dado por (ver segao 1.4 de [2])

La?

PO = ax@p

(1.33)
onde L ¢é a luminosidade da fonte emissora e a® no numerador serve para corrigir a
diferenca entre a luminosidade Ly de hoje e da época da emissao. De acordo com a
(1.28), Ao = A/a(t), e sabendo que a energia de um foéton ¢ inversamente proporcional
ao comprimento de onda, temos que Ey = a(t)E. Por outro lado ds = 0. Pelo fato
de que no passado a(t) era menor do que é hoje, a partir de (1.31) podemos ver que a
distancia comovel percorrida por um féton em um intervalo de tempo fixo era maior no
passado do que hoje. Isso implica que, o nimero de fétons passando por uma esfera
de raio comovel x(a(t)) é menor hoje do que no passado, por um fator de a(t). A
luminosidade para cada comprimento de onda é dada por

L)\ = n)\E,\ R (134)

onde ny é o namero de fé6tons com o comprimento de onda igual a A e F) é a energia
de cada foton com esse comprimento de onda. Integrando a equagao (1.34), temos a

luminosidade total
A
L= / Lyd\ .

Pelas condic¢oes discutidas acima, a luminosidade ¢ menor que a emitida por um
fator a(t)* — Lo = a(t)*L.

Outro conceito importante como ferramenta observacional ¢ a medida de distancia
no background em expansao. Podemos medir a distancia comdvel que nao se altera
com a expansao do universo, e a distancia fisica que varia com o fator de escala.
Outra forma de medir distancia é utilizando a luminosidade de objetos estelares, que é
chamada de distancia de luminosidade, d;, que para um universo plano é definida
como

Generalizando a equagao do fluxo de energia

L

Fla) = drcdp(a)?’

(1.36)

no espaco-tempo de Minkowski, onde Ly é a luminosidade absoluta da fonte e d a
distancia entre a fonte e o observador, para um universo em expansao, a distancia
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dy(a) = ,/M;(a) | (1.37)

Vamos considerar um objeto localizado a uma distancia xs do observador com uma
luminosidade absoluta igual a L,. A energia de luz emitida do objeto em um intervalo
de tempo At; é AF;, e a energia medida pelo observador é AFE,. Essas energias sao
proporcionais as frequéncias da luz no ponto observado, entao, dizemos que AE; o< 14
e AEy < 19, o que implica em

luminosa é definida como

L, = AAil . Ly= Ajoo . (1.38)
A velocidade da luz é constante em qualquer ponto, ¢ = 11 \; = VgAg, portanto
%:%zi_zzigzuz. (1.39)
Combinando as duas equagoes acima obtemos
Ly = Lo(1+2)*. (1.40)
A luz viajando ao longo da direcéo y satisfaz a equacao da geodésica ds? = —dt +

a’(t)dx* = 0. Obtemos assim

XS
. / dy (1.41)
0

o dt

), e
1 *dY

:a0H0/0 h(2)’ (1:49)

a
onde definimos h(z) = H(z)/Ho, e usamos que 1 + z = =2 portanto
a

i=— (1.44)
- —%H (1.45)
— —(142)H (1.46)

Utilizando a métrica geral
ds* = —dt* + a*(t) [d€® + f2(€) (d6* + sen®0db?)]

onde
sen(§), para k= +1;

fi(§) = £, para k = 0;
senh(§), para k= —1,
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a area da esfera em t = ¢y é dada por

S - 47T(a0 fk(Xs))2 ) (147)
portanto I
. 0

7= 4m(ag fr(xs))? . (1.48)

Substituindo as Eqs. (1.43) e (1.48) na Eq. (1.37), obtemos a distancia luminosa em
um universo em expansao

d = ag fr(xs)(1+2) . (1.49)
No background de FLRW com fi(x) = x, utilizando a Eq. (1.43) obtemos
1+2z [* d
dp = . L.
e (1.50)

Portanto, a taxa de Hubble pode ser obtida a partir da distancia de luminosidade

H(z) = [d% (CllLfZ))}l . (1.51)

Dessa forma, se pudermos medir a distincia de luminosidade consequimos saber qual
€ a taxa de expansdo do universo.

A densidade de energia p nas equagoes de Friedmann, para mais de um fluido,
componente, inclui a densidade de energia de cada componente do universo

p=" 0" (a)ag) 3t (1.52)

em funcao do redshift

p=> p"(1+ 2P0t ] (1.53)

onde p; e w; correspondem a densidade de energia e equacao de estado de cada com-
ponente do universo, respectivamente. Utilizamos a Eq. (1.27).

Considerando um universo formado de mais de um componente, o parametro de
Hubble pode ser escrito como

H? = H} Y OO (14 2)205w0 | (1.54)

onde de observacoes do HST Hy = 67.37 £ 0.54kms ' Mpc™' [17], e o parametro de
densidade para cada componente individual para a época presente é definido como

C T TaHE 00
em que
3H?
PO = 87&0: . (1.56)
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Aplicando a Eq. (1.54) na Eq. (1.50), obtemos a distancia de luminosidade em um
universo plano

/

_1+z z

d / i d
-
% b Foaas e

(1.57)

Na Fig. (1.5) plotamos a distancia luminosa Eq. (1.57) para um universo plano
com apenas dois componentes, matéria (w,, = 0) e constante cosmologica (wy = —1),
temos Qgg) + QE\O) = 1. Podemos notar que para valores pequenos de z, a distancia de
luminosidade é aproximadamente d; ~ z/Hy. Quanto maior o valor do parametro de
densidade da constante cosmologica maior é a distancia de luminosidade.
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Figura 1.5: Distancia luminosa d;, em unidades de H;' para um universo plano com
um fluido nao relativistico (w,, = 0) e constante cosmologica (wy = —1). Foi plotado
Hody, para varios valores de QSS) [18].

Vamos definir agora o médulo da distancia, denotada por u, como sendo a
diferenca entre a magnitude aparente m e a absoluta M de uma fonte,

d
1w=m— M = 5log (1Mch) + K, (1.58)
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onde K = 25 é a correcao para o deslocamento do espectro para dentro ou para fora

do intervalo de comprimentos de onda medido. Para escrever d; em Mpc, devemos
1 dz o d

lembrar que a = e —(1 4+ 2)H, entao x(z) = ¢ A e dp(z) =
z !/
c(1+ z)/ dz . Utilizando a Eq. (1.50) podemos escrever
o H(Z)
= 5logy | (1 + 2) / dz"_1 | o5 (1.59)
:uz - glO 0 H(Z/> . .

Da equacao acima vemos que o parametro de Hubble depende do conteudo de
energia do universo. Para um universo plano e composto somente por matéria e por
uma constante cosmologica, energia escura, da (A.18) obtemos que

H(z) = Ho/Qp + Qo(1 4 2)3 (1.60)

onde €2, é a densidade relativa de energia associada a constante cosmologica, e §2,,0 a
densidade relativa de energia atual da matéria. Assim podemos comparar as predigoes
teoricas dadas pela (1.59), com as distancias em modulo de dois objetos luminosos em
diversos redshifts.

A distancia propria s, medida a partir da origem, de um objeto na posi¢ao do
raio comovel r, pela (1.1) é de

arcsen(r) ser =1
a(t) x ¢ arcsenh(r) se k= —1 (1.61)
r se k =10

o [ ==
S=aQa _— =
o VI—m?

Note que o fator de escala a(t) determina a distancia medida por um observador
tipico entre dois objetos comdveis quaisquer cuja separagao em coordenadas comoveis
ér.

1.2.3 Restricoes de SN Ia

Supernovas do tipo Ia (SN Ia) podem ser observadas quando estrelas binarias de
anas brancas excedem a massa limite de Chandrasekhar e explodem. Acreditam que
as SN Ta sao formadas da mesma forma independente de onde estejam no universo, por
essa razao elas possuem a mesma magnitude absoluta M, independente do redshift z, e
isso as transformam em velas padroes do universo. E possivel relacionar a magnitude
absoluta, M, com a magnitude aparente, m, e a distdncia luminosa de uma SN Ia
utilizando a expressao (1.58) [19-21]. Portanto, observando a magnitude aparente m
¢é possivel calcular a distancia de luminosidade dj, e assim conhecer a evolugao da taxa
de expansao do nosso universo.

A Fig. (1.6) e a Fig. (1.7) representam o diagrama de Hubble para distancias de
supernovas Tipo la, as velas padrao (objetos cujo brilho intrinseco é sempre 0 mesmo).

A ideia mais popular é que a matéria escura consiste de particulas elementares
produzidas no primeiro momento do Big Bang.

Nos aglomerados de galaxias, em geral, a matéria escura e a baridnica estao mis-
turadas. As medidas indicam que a matéria escura representa cerca de 75% da massa
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Figura 1.6: Mostra a magnitude aparente pelo redshift (um indicador de distancia)
do diagrama de Hubble para distancias de supernovas Tipo Ia. As linhas mostram
diferentes predigoes para energias dos componentes do universo. A definicao de cada
linha esté explicada na legenda de Fig. (1.7). Figura retirada de [3]
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Figura 1.7: Apresenta os residuos para o diagrama de Hubble para distancias de
supernovas Tipo Ia. E facil ver que os dados sugerem um universo composto por
matéria com apenas aprox. 27% da densidade critica, e com a energia escura sendo
representada pela constante cosmologica, com densidade de aprox. 68% da densidade
critica. Figura retirada de [3]

das galaxias, enquanto que os outros 25% sao representados pela matéria barionica.
Dados observacionais nos mostram que cerca de 90% da massa barionica esta na forma
de gas quente entre as galaxias, e aproximadamente 10% esta dentro das galaxias em
forma de estrelas e gas.

Para entendermos como trabalhar com SN Ia, vamos pegar um exemplo de duas
supernovas [14]

SN Ia  caracteristica do redshift redshift (z) magnitude aparente (m)
1992Pp baixo 0.026 16.08
1997ap alto 0.83 24.32

Como a SN Ia estd em baixo redshift, ja vimos que d(z) ~ z/Hy para z <
1. Substituindo sua magnitude aparente e o redshift na Eq. (1.58), obtemos que a
magnitude absoluta é M = —19.09, onde utilizamos h = 0.72. Vamos agora analisar
a SN Ia 1997ap. Por serem todas SN Ia, a magnitude dessa supernova também é
M = —19.09. Substituindo a magnitude aparente, a magnitude absoluta e o redshift
na Eq. (1.58), obtemos que Hydy ~ 1.16.

Da Eq. (1.57) é possivel calcular, para a SN Ia 1997ap, o valor de Hy dy, em z = 0.83
para dois arranjos de densidade de energia dos componentes do universo, Qgg) =1le
Qﬁg) = 0.3 com QE\O) = 0.7. Obtemos, respectivamente, Hyd; ~ 0.95 e Hyd; ~ 1.23.
Esse resultado é compativel com a Fig. (1.5) e valida o resultado de Hyd ~ 1.16
obtido para a SNIa 1997ap.

Porém dois dados é pouca coisa para validar uma teoria. Em 1998 Perlmuter et al.
| Supernova Cosmology Project (SCP)| descobriram 42 SN Ia com z = 0.16—0.62 [14], e
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fazendo a mesma analise que fizemos aqui, assumindo um universo plano (97(73) +Q§\0) =
1) encontraram Q9 = 0.2870%9 (a barra de erro ¢ 10), ou seja, aproximadamente 70%
da densidade de energia do universo vem da energia escura.

Em 2004 Riess et al. [22] compartilharam dados com o Hubble Space Telescope
(HST), e com a anéalise de 170 SN Ia disseram com um nivel de 99% de certeza que
o universo passou de uma fase de desaceleracao para uma fase de aceleracao com
Q0 = 0.2979% (a barra de erro ¢ 1o).

Em [23] os dados de Tonry et al. [24] e Riess et al. [23| foram tomados para montar
um grafico da distancia de luminosidade em funcao do redshift comparados com curvas
teoricas obtidas da Eq. (1.57). O valor que mais se adequa aos dados experimentais é
ng) = 0.31£0.08, que é compativel com o resultado apresentado anteriormente obtido
por Riess et al. [22].

1.2.4 Problema da coincidéncia

Da Eq. (1.54) o parametro de desaceleragdo, definido como ¢ = —ai/a’, é dado
por
o) = ST AT w)(L+ 2
2 B0 )
Para um universo plano com apenas dois componentes, matéria (w,, = 0) e constante
cosmologica (wpy = —1)

~1. (1.62)

QW (1 + wy) (1 4 2)30Fwm) 1 QP (1 4wy ) (1 4 2)30+wn)
QO (1 + 2)30+wn) 4 QP (1 4 2)30+w)
Q9 (1 4 2)3
001422+ 00

q(2) = —1

3
2
3
— 1.

i (1.63)

O valor critico do redshift serd aquele em que para qualquer valor inferior a ele o
universo esta acelerado, ou seja, para z < z. temos que ¢ < 0. Assim, fazendo
q(z.) = 0, temos

3 OV +z)
20001 + 2.2 + QP
3001+ 2,)? = 2 [Q,gg’)(l +20)? + fo)]

OO(1 4 z.)° = 20, (1.64)
que implica em
1/3
29(0)

Quando Q,Ef{) =03e QSXO) = 0.7, temos z. = 0.67. O problema da expansao acelerada
ocorrer aproximadamente agora ao longo de toda a histéria do universo, quando a
matéria e a constante cosmoldgica evoluiam de maneiras tao diferentes, ¢ chamado de
problema da coincidéncia.
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. Flat Models (i)
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Figura 1.8: A distancia luminosa Hyd; (plot log) pelo redshift z para um modelo
cosmologico plano. Os pontos pretos vem do conjunto de dados de [25], enquanto
que os pontos vermelhos mostram os dados de [26]. As trés curvas mostram valores
tedricos de Hody, para (i) Q2 = 0, Q¥ = 1, (i) Q@ = 031, QY = 0.69, e (iii)
0O =1, 0 =0 [18,23].

Apesar de s6 termos falado da utilizagao de SN Ia para estudar a cosmologia,
existem outros candidatos a vela padrao como Radio Galaxias e Gamma Ray Busters
(GRB), mas entrar em detalhes foge do escopo desse trabalho.

1.2.5 Idade do universo

A necessidade da existéncia da constante cosmologica aparece também quando
comparamos a idade do universo (tg) calculada teoricamente pela primeira equagao
de Friedmann com observagoes da idade de populagdes de estrelas mais velhas ().
Deveriamos ter t, < ty, porém, isso s6 acontece se considerarmos que o universo é hoje
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dominado pela constante cosmologica.

A idade de diferentes objetos estelares antigos foi medida por alguns grupos. Por
exemplo, Jimenez et al. [27] determinou a idade de clusters Globulares da Via Lactea
como t; = 13.5 £ 2Gyr. Richer et al. [28] ¢ Hansen et al. [29], mediram a idade do
cluster globular M4 como sendo t; = 12.7 + 0.7Gyr. Por esses valores precisamos que
a idade do universo seja tg > 11 — 12Gyr. O WMAP, assumindo o modelo ACDM
produziu um valor de t, = 13.737)12Gyr para a idade do universo [30], enquanto que a
medida mais recente foi obtida pelo Planck que obteve um valor de to = 13.801+0.024
Gyr [17].

Aplicando a Eq. (1.53) na primeira equacdo de Friedmann, obtemos

H? = H? [Q,@)(a/aor4 + 0O (a/ag) ™ + Q) — QW (a/ag)?| (1.66)

onde QQ) = K/(aj Hy). Utilizando a Eq. (1.27) podemos expressar H em termos de
z. A idade do universo pode ser escrita como

to
tOZ/ dt
0
_/°° dz
o H(1+2)
B &0 dz

/0 How [ 0020 + Qo + Qf) — 02

(1.67)

/2

onde z(z) = 1+ z. Pelo fato da radia¢do ter sido dominante apenas no inicio do
universo por um periodo curto comparado a idade total dele, e depois disso nao ter
sido muito relevante, podemos ignora-la na Eq. (1.67). Vamos entao calcular a idade
do universo assumindo que €2, = 0 para os casos

e universo plano dominado por matéria: QX’) =0, Q&?) =0e Q,(S) =1;

e universo aberto: QE\O) =0e Q0 <1;

e universo plano com constante cosmologica: Qﬁ” #0, Q(,E) =0e ij? < 1.

Vamos primeiramente estudar os casos em que nao consideramos a constante cos-
mologica, para depois vermos como ela ajuda a explicar a idade do universo. Consi-

derando entao QX) =0, da Eq. (1.66) temos Qgg) = Qfg) — 1, o que implica na idade

do universo, a partir da Eq. (1.67), de

00 d
Hot, :/ : ol (1.68)
0 (14 2)2 [1 + Qﬁﬂ)z}

e Para um universo plano (Qg) =0e QSS) = 1) sem constante cosmologica (Q(AO) =

0), obtemos

9
o = —— 1.69
7 3H, (1.69)
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De observagoes do projeto Planck [17] o valor atual do parametro de Hubble é
Hy = 67.37 £ 0.54kms ' Mpc™ (1.70)

que ¢é consistente com observagoes da CMB [14] e estruturas em larga escala (do
inglés Large-scale Structure, LSS) [31,32]. Substituindo o parametro de Hubble
(1.70) na expressao para idade do universo (1.69), obtemos para esse modelo ty =
8 — 10Gyr. Portanto, a idade de um universo plano sem constante cosmologica
nao esta entre o intervalo aceito pelos dados do Planck de ¢y = 13.801 + 0.024
Gyr [17].

No modelo de universo aberto (2 < 1), e sem constante cosmologica (Qx = 0),
a Eq. (1.68) nos mostra que a idade do universo sera maior que a do caso em que
Qﬁfj) = 1, pois com menos matéria a interagao gravitacional levaria mais tempo
para diminuir a taxa de expansao para seu valor atual. A Eq. (1.68) fornece
para os seguintes valores assintoticos

QY 50 =  Hyty—1, (1.71)
¢ 2
O Hoto = 3 (1.72)

Observagoes da CMB [30] nos dizem que o universo é aproximadamente plano
|Q§8)| = |0 — 1] < 1, mas para esse caso, com Q¥ ~ 1, a Eq. (1.72) nio nos
d& uma idade para o universo no intervalo ty = 13.801 + 0.024 Gyr como visto
na Fig. (1.9).

Vamos agora considerar um universo plano (Ko = 0 e Q% + QE{)) = 1) com a

existéncia da constante cosmologica (QE{)) # 0). Nesse caso a Eq. (1.67) nos
fornece

e dz

Hyty =

00 l (0) s o]
(1+2) [’ (14 2)3 + Q)

1+¢h_
SJ__ = (1.73)

Os valores assintoticos sao

Q9 50 = Hyty— oo, (1.74)
¢ 2
O Hoty = 5. (1.75)

Na Fig. (1.9) foi plotado a idade do universo ty pelo parametro de densidade
Q. Quando QY = 0.3 ¢ QE{)) = 0.7 temos t, = 0.964H; ", que corresponde
a tg = 13.1Gyr. O modelo de universo plano com constante cosmologica sendo
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Figura 1.9: A idade do universo (em unidades de H;') é plotada contra QO para (i)

um modelo plano com Q@ + QS{]) = 1 (curva solida) e (ii) um modelo aberto (curva

tracejada). Também foi mostrado o limite ¢, = 11Gyr vindo do limite de estrelas
velhas. A regiao acima dessa borda é permitida por consisténcia.

Esse condicao
suporta fortemente a evidéncia de energia escura [18].

responsavel por uma idade do universo proxima das observagoes de to = 13.801 +
0.024 Gyr, faz com que o modelo seja mais fortalecido.

Na Fig. (1.9) percebemos que tanto o modelo de universo plano com constante
cosmoldgica quanto o modelo de universo aberto sem constante cosmolégica con-

seguem fornecer uma idade para o universo que fica proxima o valor obtido pelo
Planck de o = 13.801 & 0.024 Gyr [17].

1.2.6 Condicoes de CMB e LSS

Observagoes independentes da CMB [30] e estruturas em larga escala (LSS) [31,
32| apoiam idéias de um universo dominado pela energia escura. Anisotropias da
CMB observadas pelo COBE em 1992 e pelo WMAP em 2003 exibem um espectro
quase invariante em escala das perturbacoes primordiais, que concorda com previsoes
da cosmologia inflacionaria. Weinberg [33] construiu uma expressdo analitica para a

posicao do primeiro pico do espectro de poténcias que depende da distribuicao das

33
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densidades de energia no background entre a matéria e a constante cosmolodgica. O
primeiro pico actustico esté por volta de [ = 200, restringindo a curvatura do universo
em |1 — Quorar] = 0.03079:928 < 1.

Combinando dados da CMB [30], onde foi assumido que wpr = —1, com dados
do Supernova Legacy Survey (SLS), obtemos que Qﬁ? = —0.01570:0%, consistente com

um universo plano. Combinando esses dados com os dados de Hy obtidos no HST,
temos QI = —0.010799% ¢ Q¥ = 0.72 + 0.04.

Dados de SN Ta, CMB (WMPA1) e clusters de galaxias em larga-escala, reforcam
a necessidade de que o universo seja dominado por QSXO) ~0.7e QSP = 0.3. A matéria
barionica é responséavel por apenas 4% de toda a matéria contida no universo. O
resto da matéria (27%) é originado de um componente nao luminoso sem natureza
barionica, mas com equacao de estado w = 0, conhecida como Cold Dark Matter
(CDM). A energia escura é distinguida da matéria escura pelas suas equagoes de
estado, permitindo que o universo esteja em expansao acelerada.

O cenario onde a energia escura é representada pela constante cosmoldgica A e se
supOe que a matéria escura seja fria, portanto, Cold Dark Matter (CDM), é chamado
de modelo ACDM, tem se tornado o modelo padrao da cosmologia moderna. No
entanto, pode ser que a origem da energia escura nao seja a constante cosmologica. Se
a energia escura for representada por um campo escalar, entao sua equacao de estado
serd dinamica. A fim de entender a origem da energia escura, é necessario diferenciar
entre a constante cosmologica e modelos de energia escura dinamica.

Em um universo dominado pela energia escura o potencial gravitacional varia de
forma diferente ao caso em que ele é dominado pela matéria, que leva & uma marca
no espectro de poténcias da CMB [34]. Esse fenomeno, é chamado de efeito Integra-
ted Sachs-Wolfe (ISW) [35], pode também ser importante para ajudar a distinguir a
constante cosmolodgica de modelos de energia escura dinamica, ja que a evolucao do
potencial gravitacional depende fortemente da propriedade dinamica da equagao de
estado da energia escura.

1.3 Constante cosmolbgica

Como mencionado anteriormente, a constante cosmoldgica, A, foi originalmente
introduzida por Einstein em 1917 para alcancar um universo estatico. Depois da
descoberta de Hubble em 1929 de que o universo estd em expansao, ela foi retirada
por Einstein por nao ser mais necessaria. Do ponto de vista da fisica de particulas, no
entanto, a constante cosmolégica naturalmente surge como uma densidade de energia
do vacuo. Além disso, se A se originar da densidade de energia do vacuo, sua escala
de energia precisa ser muito maior do que a constante de Hubble atual. Esse é o
“problema da constante cosmologica” e era bem conhecido por existir muito antes da
descoberta da expansao acelerada do universo em 1998.

Se o tensor energia-momento for nulo, isso é, se estivermos considerando o vacuo,
as equacoes de Einstein se reduzem a uma forma simples

R =0.
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Considerando a constante cosmolégica A sendo nao nula (idéia introduzida por
Einstein), as equagoes de Einstein sdo escritas por

R =Agu

associa A a energia do vacuo. Esse é o motivo pelo qual representaram a energia escura
pela constante cosmolégica. Veremos mais sobre isso em breve.

O tensor de Einstein, G*”, e o tensor energia-momento, T"” satisfazem a identi-
dade de Bianchi, V,G"” = 0, e a conservagao da energia, V, 7" = 0. Desde que a
métrica ¢g"” seja constante com respeito a derivadas covariantes, existe uma liberdade
de adicionar o termo Ag"” nas equacoes de Einstein. As equacoes modificadas de
FEinstein sao dadas por

1
R, — 59“” R+ Ag,, =87G T, . (1.76)

Tomando o trago da equacao acima, ou seja, multiplicando os dois lados por g, é
possivel escrever

1
R, — Agy, = 871G (TW — Eg,w T) , (1.77)

onde T' é o trago do tensor energia-momento.

Vamos tentar entender como a constante cosmologica afeta a gravidade Newtoni-
ana. Considerando a métrica geral g,,, = 1, + h,., onde hy,, ¢ a perturbagao em volta
da métrica de Minkowski 7,,,,, vamos calcular a componente de indice 00 das equacoes
de Einstein. Sabemos que gog = —(1 + 2®). Se desprezarmos a variagao temporal e o
efeito rotacional da métrica, Rgy pode ser escrito como Ry ~ —(1/2)Ahgy = AP,
onde ® é o potencial gravitacional. No limite relativistico com |P| < p, temos
Too ~ —T ~ p. Entao a componente 00 da Eq. (1.77) nos da

A® = 4nGp— A . (1.78)

A equacgao de Poisson é reproduzida na gravidade Newtoniana se A = 0 ou A <
47Gp. Desde que A tenha dimensdo de [Comprimento] 2, a escala que corresponde a
constante cosmologica precisa ser muito maior do que a escala de objetos estelares onde
a gravidade Newtoniana funciona bem, em outras palavras a constante cosmologica se
torna importante em largas escalas.

Considerando o background de FLRW dado por (1.1), as Eqs. de Einstein mo-
dificadas (1.76), considerando a existéncia da constante cosmolégica, se resumem as
Equagoes de Friedmann

1 kA
H?= ")~ 4+ 1.7
s P atg (1.79)
a iy de A
— = (p+3P)+= . 1.80
" 3 (p+3P) + 3 (1.80)

Como o aumento de A faz H e d/a aumentarem, a constante cosmolégica exibe um
efeito repulsivo.

Para entender o motivo de Einstein ter introduzido a constante cosmoldgica em
suas equagoes vamos reproduzir suas contas. Einstein acreditava que o universo era
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estatico, ou seja, que @ = 0, o que implica em H = 0 e d/a = 0. Substituindo esses
valores nas duas Eqs. de Friedmann na auséncia da constante cosmologica, pois ela
ainda nao havia sido necessaria, encontramos

3K

p="3P= G

(1.81)

A Eq. (1.81) mostra que a densidade de energia, p, ou a pressao, P, precisa ser
negativa. Para Einstein essa solucdo nao é fisica’, pois era de se esperar que ambas
fossem positivas. Por esse motivo adicionou a constante cosmologica em suas equagoes
obtendo o que chamamos das Egs. modificadas de Einstein (1.76).

Einstein acreditava que além de estatico, o universo era dominado pela matéria
barionica (poeira), onde P = 0. Nesse caso, a segunda Eq. de Friedmann com
constante cosmologica nos fornece

A

= — . 1.82
4G (1.82)

p
Substituindo esse resultado na primeira equagao de Friedmann com constante cosmo-
logica obtemos

A=D (1.83)

Desde que a densidade de energia seja positiva (p > 0), pela Eq. (1.82) temos que a
constante cosmologica deve ser positiva também (A > 0). Como ja vimos, a curvatura
k pode assumir trés valores k = {—1,0,+1}. Pela Eq. (1.83), se A > 0 entao x > 0,
o unico valor possivel é k = +1. Entao, um universo estatico dominado por matéria
bari6nica deve ser um universo fechado com raio a = 1/ VA.

Para entender essa necessidade da constante cosmologica vamos analisar o caso
em que temos maior intimidade, a gravitacao Newtoniana. Tratando o universo como
uma esfera, a gravidade é uma forga que atrai tudo para seu centro, entao para que o
universo seja estatico é necessario introduzir uma forca repulsiva para fazer com que
o raio a da esfera seja constante. Isso corresponde & adicionar um termo proporcional
a constante cosmologica A/3 no lado direito da Eq. (1.21).

Einstein abandonou a idéia da constante cosmologica pois descobertas de redshifts
de estrelas distantes mostraram que o universo nao era estatico. Mas nos anos 90, com

- ) a
a descoberta da expansao acelerada do universo (— > 0) causada por um componente
a

chamado de energia escura, a constante cosmoldgica foi reinserida nas equagcoes para
explicar essa observagao. Isso nao ¢ uma contradi¢ao pois antes a constante cosmo-
logica servia para explicar um universo estatico dominado por matéria, a implicacao
era a de um universo fechado, agora, a constante cosmologica serve para explicar a
expansao acelerada em um universo plano.

As equacgoes de Friedmann sao praticamente as mesmas incluindo a energia es-
cura representada pela constante cosmoldgica A. Nesse caso, as equagoes de Einstein
ganham um termo a mais,

G+ ANgp = 87GT,,

"Hoje sabemos que o campo escalar tem pressio negativa P = (¢%/2 — V(¢)).
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A componente 00 nos diz agora que

81G A
=" B
3 ('H 87TG>

No entanto, se definirmos a densidade de energia escura como

A

PAIW;

a primeira equacao de Friedmann parece s ter recebido um termo a mais. Noés a
escrevemos como

H? = —=(p+pa)|-
3M2

Considerando novamente o termo a mais nas equagoes de Einstein acrescentado
pela energia escura, se fizermos as contas para a segunda equacao de Friedmann temos

i A
2 pP)=—|.
—+ (p+3P) 5

6M2

Vamos considerar o caso onde p = p = 0 e para simplificar M3 = 1, no entanto,
assumimos que A > 0. Entao, integrando a primeira equagao de Friedmann encontra-

o a(t) o< exp <\/A_/3t> :

Essa solugao é geralmente chamada de solugao de de Sitter e corresponde a um universo
que cresce com expansao acelerada.

Assumindo um universo espacialmente plano K = 1 e k = 0, das equacoes de
Friedmann temos

a 1
S =——(1+3

vemos que a expansao acelerada ocorre para w < —1/3.

1.3.1 Problema da densidade

A partir da definicao do parametro de densidade

Pi
%= oms s (1.84)
3MEH?
temos que
p = 3MEHZQY | (1.85)

Por observacoes sabemos que hoje QE\O) ~ (.7, portanto

pr ~ 10747GeV? . (1.86)
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Enquanto isso, segundo Teoria Quéantica de Campos (QFT, do inglés Quantum
Field Theory), a densidade de energia do vacuo é calculada pela soma das energias do
ponto zero com massa m

— 1/00 dgE w/k2+m2
pvac - 2 0 (27'(')3

1 (o]
— [ dEE*VE2 +m?2 . (1.87)

— 42
4m= Jy

Isso exibe uma divergéncia ultravioleta: pyac < k*. No entanto esperamos que a QFT
seja valida até alguma escala de cut-off kmax em que a integral (1.87) seja finita
k4

vac R 1.88

Para o caso da Relatividade Geral esperamos que isso seja vélido abaixo da escala de
Planck: Mp = 1.22 x 10°GeV. Desde que tomemos kmax = Mp, encontramos uma
energia do vacuo estimada de

Poac = 107 CeV? | (1.89)

que ¢ 10"' da ordem de magnitude maior que o valor observado pela Eq. (1.86).
Mesmo se tomarmos uma escala de energia da QCD (do inglés Quantum Chromody-
namic) para kmax, obtemos pyae ~ 1073GeV*? que ainda é muito maior do que py.

Esse é um problema de fine-tuning, que fez com que muitos autores tentassem
diferentes abordagens para a questao da energia escura. Ao invés de assumir que temos
uma energia negativa pequena, a ignoramos, presumimos que seja nula devido a algum
mecanismo ainda desconhecido, e investigamos a possibilidade de que a energia escura
seja causada pela dinamica de um campo escalar leve. Isso nao resolve o problema da
constante cosmologica, mas abre uma outra forma de atacar o problema.

1.4 Resumo

Faremos um breve resumo do que foi visto.

Energia escura

Evidéncias do distanciamento de supernovas sugerem que ha uma forma de energia,
a energia escura (dark energy DE), além da matéria e da radiagdo. Um candidato
para esse novo componente do universo deve permanecer constante no tempo. A
primeira possibilidade foi introduzida como sendo a constante cosmolégica.

Hé4 dois fatores que sugerem a existéncia da energia escura. O primeiro deles é que
dados de aglomerados de galaxias mostram que o grupo de matéria nao relativistica
(matéria barionica e matéria escura) e o grupo de matéria relativistica (fétons) e os
neutrinos representam aproximadamente apenas 27% da densidade critica do universo.
Observagoes experimentais mostram que o universo em que vivemos ¢ plano, ou seja,
a densidade total é igual a densidade critica. Isso implica na necessidade de mais um
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componente, tal componente com pressao negativa® e densidade aproximadamente
igual a 68% da densidade critica. O segundo fato é o teste observacional do diagrama
da distancia teorica pelo redshift, dada a energia de composicao do universo. Desde
que a energia da particula caia com a enquanto que a matéria nao relativistica
continue constante, a densidade de matéria ultrapassa a densidade de radiacao. Isso
também pode ser notado pela Fig. (1.1.3).

Pode-se notar que recentemente o universo nao ¢ dominado por matéria, e sim por
energia escura. O resultado cléssico e cosmologico pode ser entendido por um universo
“smooth”. A CMB desacopla da matéria a uma temperatura 7' ~ 1/4eV .

Energia escura é uma forma de energia que nao interage eletromagneticamente, de
modo que sua existéncia s6 pode ser verificada indiretamente, via interacao gravita-
cional. O primeiro candidato para a energia escura foi a constante cosmolégica, que
tem uma densidade de energia constante. O modelo de um universo dominado por
energia escura, associada a constante cosmologica, e por matéria escura é denotado
por ACDM, onde A representa a constante cosmoldgica e CDM ¢é abreviagao para
cold dark matter.

Agora que ja sabemos a origem da energia escura vamos entender melhor suas
implicagoes.

Problemas do modelo ACDM e novos candidatos & energia es-
cura

O modelo de universo AC'DM plano, é o mais simples por ter menos parametros,
e por ser capaz de reproduzir os dados observacionais atuais, existem outros modelos
porém mais complicados e nem tanto fiéis a realidade. No entanto, existem alguns
problemas quando tentamos representar a energia escura pela constante cosmologica,
o que faz com que aparecam outros candidatos.

1 - Tentando associar a constante cosmologica com a densidade de energia no vacuo.
Supondo que teorias quanticas de campos sao modelos apropriados para descrever a
fisica de particulas até uma escala minima de 1/A, podemos dizer que A corresponde
a uma escala de energia méaxima, menor que a massa de Planck reduzida. Assim, no
vécuo, a densidade de energia seré pyo. ~ A* ~ Mp ~ 10”(Gev)*. Por outro lado a
densidade de energia escura py = 3M123H§QA ~ 10_47(Gev), ou seja, Pyac ~ 1012OpA.

2 - Considerando a evolugao temporal dos diferentes componentes do universo. Ja
vimos que as densidades de energia da radiacao, e da matéria nao relativistica sao
pr o< a(t)™ e pm oc a(t)™?, respectivamente. Para a energia escura ser representada
pela constante cosmologica temos que py = cte. Hoje as densidade de energia e ma-
téria escura tém a mesma ordem de grandeza, o que significa que no passado elas
diferiam muito. Por que justamente hoje elas tém a mesma ordem de grandeza? Esse
é o problema da coincidéncia.

8Hoje sabemos que 0 nosso universo esta em expansao acelerada, ou seja, & > 0. A partir da acéo
(A.19) temos que p+ 3p < 0 = p < 0, pois por definicdo p > 0. Para este caso deveriamos ter um
universo dominado por uma forma de matéria com pressao negativa.



40 Estudo bibliografico

Por causa destes dois problemas procuramos modelos alternativos de energia es-
cura. Considerando a energia escura como um campo fisico, foram criados alguns
modelos, porém o mais véalido é a interagdo entre a energia escura (DE) e a matéria
escura (DM). A principal motivagao é que, com a interacao, suas densidades de energia
nao evoluirao mais no tempo de modo a amenizar o problema da coincidéncia. Outra
razao ¢ a de que a DE e a DM tém uma origem desconhecida, portanto, é provavel
que exista uma interagao entre elas além da gravitacional. Mais motivos serao vistos
a seguir quando estudarmos as condigoes para que a DE seja interagente, e quando
considerarmos o acoplamento entre a DE e DM.

Se a matéria escura tem uma fragao significante de contribui¢ao dos componentes
do Universo, é natural, no ambito geral da teoria de campos, considerar a interagao
com o renascente campo do Modelo Cosmolégico Padrao. Por falta de evidéncias do
contrario, interacoes entre energia e matéria escura com matéria baridnica e radiagao
devem ser inexistentes ou despreziveis. Portanto, para o Modelo Cosmolédgico Padrao
as observagoes permitem a interagao entre a energia e a matéria escura.

Uma apropriada escolha de acoplamento’, ¢ motivada por argumentos holograficos
que podem conduzir a passagem da barreira fantasma que separa os modelos com
parametro de estado w > —1 dos modelos com w < —1. Além disso, outro motivo que
favorece o acoplamento é que ele pode influenciar nas perturbacoes dinamicas e afetar
o menor nimero de multipolos do espectro da CMB. Recentemente, foi mostrado que a
interagao pode inferir na histéria da expansao do Universo, como mostrado pelos dados
de uma supernova juntamente com a CMB, e estrutura de grande escala. Contudo, a
forga de tal interacao permanece fraca.

Um diferente modo de ver essa interagao é por observacoes em grande escala.
Se a energia escura nao é representada pela constante cosmologica ela flutua pelo
espago-tempo. Nesse caso, a energia escura afeta nao s6 a taxa de expansao como
também o processo de formagao das estruturas, através da flutuagao de densidade. O
crescimento das perturbagoes na energia escura pode ser de fato reforcado devido a
esse acoplamento.

1.5 Modelos de campo escalar para a DE

Observagoes restringem o valor da equagao de estado hoje como sendo préximo
ao da constante cosmologica wpg(t = 0) ~ wy = —1, mas elas falam pouco sobre a
evolucao temporal de wpg, entao podemos ampliar os nossos horizontes e considerar
a situagdo em que wpprp muda com o tempo, tal como na cosmologia inflacionéria.
Até agora uma ampla variedade de modelos de campo escalar para a matéria escura
foram propostos, esses incluem a quintesséncia, phantoms, K-esséncia, tdquions, entre
muitos. Vamos aqui fazer uma breve descri¢ao sobre o modelo de quintesséncia que
sera utilizado nesse trabalho.

9Entre alguns modelos de acoplamento entre energia e matéria escura considerando que a energia
escura seja um campo fisico, temos os modelos de Quintesséncia, Phantom e K-esséncia, onde res-
pectivamente associam a energia escura a um campo escalar candnico, campo escalar com energia
cinética negativa, e campo escalar nao canénico. E importante resaltar que existem outros modelos.
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1.5.1 Quintesséncia

A quintesséncia é descrita por um campo escalar ordinario ¢ minimamente acoplado
a gravidade. Sua acao é

5= [atev=g|-j0000 - via) | (1.90)

onde V(¢) é o potencial do campo. Em um espago-tempo plano de FLRW a variagao
da ac@o (1.90) com respeito a ¢ nos da

av

b+ 3Hp+ — =0. 1.91
b+ 3HO+ o2 (1.91)
O tensor energia-momento do campo é obtido por
2 68
T,, = (1.92)

- V=gog

que, para esse caso, nos fornece

1
T/u/ = au¢au¢ — G égaﬁaaqbaﬁqb + V(¢) : (193)

No background de Friedmann obtemos a densidade de energia e a densidade de pressao
do campo escalar

1. . 1.
p=—Th=3F+V(@), P=T,=38-V(9). (1.94)

Entao, as equacoes de Friedmann nos fornecem

H? = %; (%q’ﬁ + V(¢)) : (1.95)
1. T (R -vie) (1.96)

Da Eq. (1.96) obtemos a condi¢ao de que o universo estad em expansao acelerada
(i/a > 0) quando ¢* < V(¢). Isso significa que necessitamos de um potencial plano
para gerar a expansao acelerada. No contexto da inflacao os pardmetros de slow-roll

_@(mv) MR 1dV (1.97)

T 16 \Vdo 1= 8r Vg
sao geralmente usados para conferir a existéncia de uma solucao inflacionaria para o
modelo (1.90) [6]. A inflagao ocorre se as condigoes de slow-roll,

e<1l, e Injk1, (1.98)

forem satisfeitas. No contexto da energia escura essas condi¢oes de slow-roll nao sao
completamente confiaveis, desde que também exista a matéria escura. No entanto elas
continuam providenciando uma boa forma de conferir a existéncia de uma solugao com
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expansao acelerada. Se definirmos os parametros de slow-roll em termos das derivadas
temporais de H tal como
temos uma boa forma de conferir a existéncia de uma expansao acelerada desde que
implementamos as contribuicoes da energia escura e da matéria escura.

A equacao de estado para um campo ¢ é dada por

P -2
Wy = — = ¢—V(¢) . (1.100)
P P +2V(9)
Nesse caso a equagao da continuidade (A.26) pode ser escrita na forma
da
p = po exp [— /3(1 + w(b);} : (1.101)

onde py é a constante de integragao. Notamos que a equagao de estado para o campo
¢ varia no intervalo —1 < w, < 1. No limite slow-roll

F<V() => wy=—1 = p=0. (1.102)
onde a densidade de energia foi obtida a partir da Eq. (1.101). No outro limite
F>V() = wy=1 = poxa’ (1.103)
Em outros casos a densidade de energia se comporta como
poxa ™, 0<m<6. (1.104)

Desde que wy = —1/3 seja o limite entre a aceleragdo e a desaceleragao, o universo
exibe uma expansao acelerada para 0 < m < 2.
Vamos encontrar uma expressao para o potencial do campo escalar a partir de uma
expansao em série de poténcias
a(t) oct? . (1.105)

A expansao acelerada ocorre para p > 1. Da primeira equacao de Friedmann podemos
escrever

e

2 __
H* = 3 p
_ 8rG $?
_T<7+V> , (1.106)

isolando o potencial podemos escrevé-lo em funcao de H e H como

3H?2 H
— ) 1.1
v G ( + 3H2> (1.107)
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Da segunda equacao de Friedmann obtemos a relagao H= —47TGQ52, que nos permite

escrever ¢ em funcao de H
o\ 1/2
H
= [dt| — 1.108
o= | ( = G) , (1.108)

onde escolhemos o sinal positivo do campo. Lembrando que ¢ = —H JH?, da Eq.
(1.97) & possivel escrever

| o H 0
V=VWexp| - —16Wﬁm ) (1.109)

onde V; é uma constante. Escrevendo o fator de escala como (1.105), temos

167 ¢
V Voexp< ) Mp) : (1.110)
e, segundo a Eq. (1.108), que o campo evolui com ¢ o Int. O resultado acima mostra
que o potencial exponencial pode ser usado pra energia escura desde que p > 1 pois
i~plp—1)>0.

Além do fato dos potenciais exponenciais poderem dar origem & expansao acele-
rada, eles possuem solugoes cosmologicas do tipo scaling em que a densidade de energia
do campo (p,) € proporcional & densidade de energia do fluido (p,).

Potenciais do campo escalar que nao sao ingremes comparados aos potenciais expo-
nenciais podem levar a uma expansao acelerada. De fato os modelos de quintesséncia
originais [36, 37|, sdo descritos por

M4+a
V(g) = , (1.111)
¢a
onde M é uma constante que representa a escala de massa. Vamos analisar os fine
tuning desses modelos. Vamos lembrar que

Py ~ 1077GeV? (1.112)

A massa ao quadrado do campo ¢ é dada por

R VAR
2 _ ~ Fe¢
enquanto que a taxa de expansao de Hubble é
o~ (1.114)

~ ar2
MP

O universo entra em um regime tracker no qual a densidade de energia do campo ¢
alcanca a do fluido do background quando mi diminui & ordem de H? [36,37]. Isso
mostra que o valor do campo no presente é da ordem da massa de Planck (¢ ~ Mp),
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que ¢ tipica da maioria dos modelos de quintesséncia. Desde que pgﬁo) ~ V(¢po), da Eq.
(1.111) obtemos a escala de massa

M = <pf;>Mg>4T“ . (1.115)

Esse resultado é interessante. Essas condi¢oes permitem combinar o e M, por
exemplo, para a = 2 a restrigdo implica em M = 1GeV [38]. Essa densidade de energia
pode ser compativel com uma da fisica de particulas, que significa que o problema de
fine tuning da constante cosmoldgica é aliviado. Mesmo assim sempre vamos ter um
problema geral & atacar que é encontrar quais sao potenciais de quintesséncia na fisica
de particulas. O campo de quintesséncia precisa se acoplar com a matéria barionica,
que mesmo que suprimido pela escala de Planck, levara a forcas de longo alcance e
dependéncia de tempo das constantes da natureza. Existem restrigoes estreitas em
tais forgas e variacoes e qualquer modelo de sucesso deve satisfazé-las.

1.6 Interacao no setor escuro do universo

Pelo fato da DE e da DM nao pertencerem ao MP, ambos componentes serem
desconhecidos e nao interagirem com os fétons, podemos supor que existe uma inte-
ragao entre esses dois componentes [39-45]. Em modelos de interagao entre a DE e
a DM onde as duas componentes sao representadas por campos escalares, supoe-se
que haja uma troca de energia entre elas, ou seja, a DE e a DM nao sao conservadas
separadamente. As novas equagoes de estado sao

ppr = —3H(1 +wpr)ppr + aQpk (1.116)
Ppv = —3H(1+wpm)ppur + aQpar (1.117)
onde a linha, ', representa a derivada em rela¢ao ao tempo conforme e Qpr = —Qpur

é a taxa de transferéncia de energia.
E possivel definir uma equacao de estado efetiva para a energia escura por

_ a@Qpk
3H ppE '

No caso em que héd um decaimento de energia escura em matéria escura, a taxa
de transferéncia de energia é proporcional & densidade de energia escura e a taxa de
decaimento

Wef = W (1.118)

Qpe = —1ppE , (1.119)

e entdo, a solucdo da equagao (1.116) é

PDE = PDEO a_3(1+w) G_F(t_to) . (1120)

Assumindo essa interagao, entre a DE e a DM, muitas observagoes que antes nao
tinham explicagao agora passam a ter, como o caso da evolucao de quasares muito
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antigos [46], de aglomerados de galaxias pelo processo de virializagao [47], e do aumento
do desalinhamento entre a matéria escura e a matéria barionica nos aglomerados de
galaxias previsto pelo Modelo Padrao [48-50].

A interacao também é responsavel por aliviar o problema da coincidéncia, que
justifica a evolugao de cada um dos componentes de forma correlacionada [51].

E possivel reproduzir uma solucdo de escala do tipo [52].

PDE X PDM CL5 s (1121)

onde

Se £ = 0, entao a densidade de DM é proporcional & densidade de DE, ppy x ppE.
Essa relagao representa o nosso universo, entao nao ha problema de coincidéncia [53].
Quanto mais a solugao £ se afastar do zero maior serd o problema. Observando a
equacao de estado efetiva, eq. (1.118), percebe-se que o modelo de interagao alivia o
problema da coincidéncia.

Além dos indicios apresentados aqui que favorecem a existéncia da interacao, outros
foram vistos utilizando dados de WMAP, SNIa, BAO e SDSS [46].

1.7 Gravitacao modificada

Para resolver problemas dentro do contexto da Relatividade Geral, o mais usual a se
fazer é utilizar as equagoes de Einstein onde seu lado esquerdo representa a geometria
do espago e o direito a relacao com a matéria. Costuma-se alterar o tensor energia-
momento, lado direito, dependendo dos componentes assumidos, para ver como a
geometria se altera e como as equagoes evoluem. Apesar desse método fornecer bons
resultados comparados aos experimentos, outra possibilidade afim de explicar o nosso
universo é alterar o lado esquerdo das equacoes de Einstein. Tais alteragoes poderiam
vir de efeitos quanticos, como correcoes a acao de Einstein-Hilbert devido a efeitos de
grandes curvaturas [18].

As equacoes de Einstein, equagoes da Relatividade Geral, sao obtidas, como ja vi-
mos, pelo principio da minima a¢ao de uma densidade Lagrangeana dada por f(R) =
R —2A. Para alterar a Relatividade Geral podemos considerar uma densidade lagran-
geana que seja uma funcao arbitraria de R, por esse motivo essa nova teoria é chamada
de teoria de gravitacao f(R). Para validar a teoria é preciso que ela descreva a atual
aceleracao do universo, nao possua instabilidades e satisfaca os vinculos observacio-
nais, ou seja, que no limite local a teoria recupere a RG. Podemos ver algumas teorias
viaveis desse tipo em [54-57].

As diferengas entre uma teoria de gravitagdo f(R) e a RG comecam a existir a
longas distancias, onde poderiamos observar modificagoes no espectro de aglomerados
de galaxias [58,59|, marcas na CMB [55,60] e efeitos em lentes gravitacionais [61,62].

A acdo em uma teoria f(R) ¢ dada no referencial de Jordan por

S = /d% (*/__gf(R)+£m) : (1.123)

2k2
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onde k? = 877G, com G sendo a constante gravitacional de Newton, R é o escalar de
Ricci, e £,, ¢é a lagrangeana da matéria.
Variando essa agao com respeito a métrica g, obtemos

1
FRMV - Ef Guv — vuvu F+ g/ﬂ/DF = K’ T/g/n) ) (1'124)

of
onde F' = £

Lembrando do tensor de Einstein

1
Guw = Ru — §Rg,w : (1.125)

e definindo o tensor energia-momento efetivo como

1
T =55 (f = RF) g + (VV — gD F (1.126)

podemos reescrever a eq. (1.124) como

2

K
GMV:F

Podemos escrever a gravitagao f(R) no referencial de Einstein usando a transfor-
macao

(T + 1) (1.127)

G = G (1.128)

onde 92 é o fator conforme e o til representa as coordenadas no referencial de Einstein.
O escalar de Ricci nos dois referenciais se relacionam por

R=Q? (R + 600w — 63" 8,w ayw) (1.129)
- ow 1 =
onde w =In ), J,w = Eri Ow = _ga“ (x/—gg al,w).
Definindo
FR—f
= < 1.1
U 5 (1.130)

¢ possivel reescrever a agao (1.123) na forma

S = / d*z l — [—FQ (R+6mw — 63" 0w ayw> -0 U} + Lo (%8, Uar) |
(1.131)
onde utilizamos que v/—¢g = Q*\/—§. Fazendo Q* = F (para F > 0) obtemos a acio

no referencial de Einstein.
Pelo teorema de Gauss, o termo de borda pode ser desprezado na integral, ou

\/_w

seja, o termo proporcional a [w serd nulo. Definindo um campo por ¢ = ——

k
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1
lembrando que w = In €2, no referencial de Einstein temos ¢ = E\/g In F. Portanto,

no referencial de Einstein

1 -1
5= [ae| V7 |5 (R 50000, V@) + Lo (P @00 )| |
(1.132)
U
ﬁ.
Variando a acgao total no referencial de Einstein com relagao ao campo ¢ obtemos
a equagao de movimento

1
onde L, = —§~’“’8M¢ 0,0 — V(¢) é a lagrangeana do campo escalar, e V(¢) =

1 0L, 0
V9o
- 1
onde ¢ = ——0 < —q g"”&,qb). Variando a Lagrangeana da matéria com respeito

Nk

a ¢ obtemos

¢ — Vg + (1.133)

oL,, oL, 0 (F(p)g") —F = ~
_ — —/— =2 p(m) v 1.134
06— (F(o)g™) 9 Yop S .
assim,
O¢p—Ve+kQT =0, (1.135)

F . .
onde ) = —2]{7’(} el = gu,,TMm).

Sendo assim, o modelo de gravitagao f(R) equivale, sob uma transformacao con-
forme, a um modelo de quintesséncia com intera¢do. Para que a a teoria f(R) nao
possua instabilidades no universo primordial e esteja de acordo com as observacoes da
CMB deve haver transferéncia de energia partindo da DE para outros componentes
do universo, o que ajuda no problema da coincidéncia [63].







Capitulo 2

Modelo de quintesséncia

Nesse capitulo sera apresentado o trabalho realizado pelo proprio autor [64] sobre
anélise dinamica para dois tipos de interacao fenomenologicas que sugerem interacao
entre DE e DM. Baseado em [65, 66|, veremos uma breve introdugao sobre analise
dindmica. Usamos unidades de Planck (h = c¢ = Mp = 1) em todo o texto seguinte.

2.1 Dinamicas cosmolégicas do campo escalar na pre-
senca de um fluido perfeito barotrépico

A fim de obter modelos viaveis de energia escura, exigimos que a densidade de ener-
gia do campo escalar continue subdominante durante as eras dominadas pela radiagao
e matéria, emergindo apenas em tempos tardios para dar origem a atual observacgao
do universo acelerado. Vamos estudar a dinamica cosmologica do campo escalar ¢ na
presenga de um fluido barotrépico que tem como equagao de estado w,, = Py,/pm.
Denotamos a pressao e a densidade de energia do campo escalar por Py e pg com uma
equacao de estado wy = P,/py. As equacoes de Friedmann fornecem

8rG
H? =3 (P +pm) , (2.1)
H = —47G(py + Py + pm + Pr) . (2.2)

Aqui as densidades de energia pg4 e p,, satisfazem

P+ 3H(1+wy)py =0, (2.3)
Pm +3H(1 + wy,)pm =0 . (2.4)

Assumiremos que w,, é constante, o que significa que a energia do fluido ¢ dada por
om = poa23Fm) - Enquanto isso a dinamica de wy se altera em geral.

Uma particular importancia na investigacao de cenérios cosmologicos é o grupo
de solugoes em que a densidade de energia do campo escalar imita a densidade de
energia do fluido do background. Solugoes cosmoloégicas que satisfazem essa condigao
sao chamadas de solugdes tipo scaling [67]. Essas solugoes sdo caracterizadas pela
relacao

P
2 _c, 2.5
o (2.5)
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onde v = m + r e C' é uma constante nao nula. Como ja mencionamos, potenciais
exponenciais dao origem a solucoes do tipo scaling e podem fazer um importante papel
em cendarios da quintesséncia, permitindo que a densidade de energia do campo imite
o background sendo subdominante durante as eras da radiacao e da matéria. Nesse
caso, contanto que a solucao do tipo scaling seja um atrator, para quaisquer condigoes
iniciais genéricas, o campo poderia mais cedo ou mais tarde entrar no regime scaling,
assim abrir uma nova linha de ataque no problema de fine tuning da energia escura.
Notamos que o sistema precisa sair do regime scaling caracterizado pela Eq. (2.5) a
fim de originar uma expansao acelerada. Isso é realizado se o declive do potencial do
campo se torna pequeno em tempos tardios comparados com aquele para solugao tipo
scaling [68,69]. Vale a pena mencionar que as solugoes do tipo scaling vivem na borda
entre a aceleracao e a desaceleragao. Consequentemente a densidade de energia do
campo alcanga a do fluido desde que o potencial seja pequeno em relagao ao potencial
das solugoes do tipo scaling.

2.1.1 Sistema autéonomo de modelos de DE representada por
um campo escalar

Um sistema dinamico que desempenha um importante papel na cosmologia per-
tence a classe dos chamados sistemas auténomos [67,70]. Vamos primeiramente apre-
sentar algumas defini¢des basicas de sistemas dinamicos |71, 72].

Um sistema dinamico pode ser pensado como qualquer sistema abstrato consti-
tuido por

1. um espago (espago de estado ou espago de fase);
2. uma regra matematica descrevendo a evolucao de qualquer ponto nesse espago.

Estamos interessados em descrever um sistema por um conjunto de quantidades
importantes para ele, e o espaco de quantidade ¢ um conjunto de todos os possiveis
valores dessas quantidades. Para sistemas como o universo como um todo, a escolha
de boas quantidades nao é tao 6bvia, o que torna necessario a escolha de variaveis
convenientes. E possivel analisar o mesmo sistema dinamico com diferentes conjuntos
de variaveis.

Existem dois tipos principais de sistemas dindmicos. O primeiro sao sistemas diné-
micos continuos onde sua evolucao ¢é definida por um conjunto de equacoes diferenciais
ordinarias (EDOs) e o outro sdo os sistemas dindmicos com tempo discreto que sao de-
finidas por um mapa ou equacoes de diferenca. No contexto de cosmologia as equagoes
de campo de Einstein para um espago homogéneo e isotropico resultam num sistema
de EDOs. Portanto, estamos interessados em estudar o primeiro caso.

Vamos denotar x = (x1, 2, -+ ,x,) € X como sendo um elemento do espago de
estado X C R™. A forma usual de representar o sistema dindmico é [73]

% = f(x) (2.6)
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onde a funcao
f(x) = (fi(x), -+, fulz)). (2.7)

As EDOs (2.6) definem um campo vetorial do sistema. Em qualquer ponto x € X e
qualquer tempo particular ¢, f(x) define um campo vetorial em R". Vamos nos restrin-
gir & sistemas que sejam dimensionalmente finitos e continuos. De fato, vamos exigir
que a funcao f seja ao menos diferenciavel em X.

Vamos considerar as seguintes equagoes diferenciais para duas variaveis x(t) e y(t)

jj:f('rayat) ) y:g(x,y,t) ) (28>

onde f e g sao as fungoes em termos de z, y e t. O sistema (2.8) ¢ dito auténomo se
f e g nao dependem explicitamente do tempo.

Definicao 1 (Ponto critico). O sistema auténomo (2.6) ¢ dito ter um ponto critico
em X = Xy se, e apenas se, f(xq) = 0.

Um ponto (z, y.) é dito ser um ponto fixo ou um ponto critico do sistema auténomo
se

(f; Dl@ewe) =0 - (2.9)

Um ponto critico (z., y.) € chamado de atrator quando satisfaz a condigao
(@0, 5(8) = (rpe)  para £ oo (2.10)

Nao satisfazendo a condicao, ele é apenas um ponto critico.
Para justificar essa definicao vamos utilizar um sistema mecanico unidimensional
com a forca F'. A equacgao de Newton para esse sistema é

mi = F(x).

Introduzindo uma segunda variével p = ma, podemos reescrever a EDO anterior como
um sistema de duas equagoes de primeira ordem

T =p/m (2.11)

p=F(z). (2.12)

De acordo com a Defini¢ao 1, o ponto critico do sistema (2.12) corresponde aos pontos
x onde a for¢a ¢ nula F'(zy) = 0, pois o Jacobiano J = df/0x = Op/dx = &m, nesses
pontos nao héa forca atuando na particula e o sistema poderia, em principio, continuar
nesse estado indefinidamente.

Estabilidade ao redor dos pontos criticos

Um ponto fixo zy no sistema (2.6) ¢ chamado de estéavel se todas as solugoes de
x(t) que comecarem perto de xg continuarem perto desse ponto.
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Podemos ver se o sistema se aproxima de um ponto critico ou nao estudando a
estabilidade em volta dos pontos criticos. Vamos considerar pequenas perturbacgoes
dz e dy em torno do ponto critico (z.,y.), isto é,

T =x.+ 0T, y="1y.+0y . (2.13)

Fazendo essa perturbagao nas Eqs. (2.8), obtemos equagoes diferenciais de primeira

ordem 4
ox ox
dN (53/) -M <5y) ’ —

onde N = In(a). A matriz M depende de z. e y., e é dada por

_ (0f/0x Of/0y
M = (ag e /ay) . (2.15)

Essa matriz possue dois autovalores p; e ps. A solucao geral para a evolugao de
perturbagoes lineares pode ser escrita como

bx = Cp N + Cyer2V | (2.16)
Sy = Cz eV 4 Cy etV | (2.17)
onde C7, Cy, (3, Cy, sao constantes de integragao. Assim a estabilidade em volta

dos pontos criticos depende da natureza dos autovalores. Em geral usamos a seguinte
classificagao |67, 74]

e (i) No estavel: py <0 e pg < 0;
e (ii) No instavel: pu; > 0 e g > 0;
e (iii) Ponto de sela: 3 < 0e ps >0 (ou g >0 e py < 0);

e (iv) Espiral estavel: O determinante da matriz M é negativo (u1 e ps possuem
partes imaginarias) e as partes reais de p; e uy sdo negativas.

Um ponto fixo é um atrator apenas nos casos (i) e (iv).
Vamos ver um pouco mais sobre a estabilidade.

Definicao 2 (Ponto fixo estavel). Vamos assumir que X, seja um ponto fixo do
sistema (2.6). Esse ponto é chamado de estéavel se para todo € > 0 pudermos encontrar
um 9 tal que se ¢(t) for solugao de (2.6) satisfazendo ||1(to) —xo|| < J, entdo a solugao
o(t) existe para todo t > ty e vai satisfazer |[1)(t) — Xo|| < € para todo t > t,.

O ponto é chamado de assintoticamente estavel se ele for estavel e as solucoes
abordarem o ponto critico para todas equacoes iniciais proximas.

Definigao 3 (Ponto fixo assintoticamente estavel). Vamos assumir que Xq seja
um ponto fixo do sistema (2.6). Esse ponto ¢ chamado de assintoticamente esté-
vel se existir um ndimero 6 tal que se () é qualquer solugao de (2.6) satisfazendo
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|9 (to) — Xo|| < 8, entdo lim_etb(t) = Xo.

A principal diferenca é simplesmente que todas as trajetérias proximas de um
ponto fixo assintéticamente estavel vao eventualmente alcangar o ponto enquanto que
trajetorias perto de um ponto estavel podem por exemplo circundar o ponto. Se o
ponto é instavel entao as solugoes irao se afastar dele.

Encontraremos pontos fixos estéveis e nao-assintoticamente estaveis quando estu-
darmos sistemas dindmicos cosmologicos. Discutiremos um método usado para anali-
sar propriedades de pontos fixos.

2.1.2 Teoria de estabilidade linear

A ideia basica de teoria de estabilidade linear pode ser explicada usando um sistema
mecanico em uma dimensao mi = F'(x). Vamos assumir que exista um ponto z, onde
a for¢a se anula F'(zg) = 0. Assumimos também que x(f) é uma variagdo muito
pequena de o, assim z(t) = zq + dz(t) com dz(t) pequeno. Entdo z = dxz(t) e

F(x) = F(xg + 6x) & F(xo) + F'(x)dx + - -

como F(xy) = 0, podemos escrever até a primeira ordem de dz que a equacao de
Newton para um ponto perto do ponto critico é dada por

mox = F'(x0)0x = dx oc e,

onde F'(xy) ¢ uma constante. Esse ¢ um coeficiente constante da EDO linear de
segunda ordem, a equacdo auxiliar é u? = F'(xq)/m. Além do mais, o sinal de F'(x)
determina as propriedades de estabilidade do ponto xq. Se F'(zg) < 0 a solugao envolve
fungoes trigonométricas e podemos dizer que g ¢ um ponto estavel, para F'(xy) > 0
a solugao envolve exponenciais e podemos nos referir a esse ponto como instavel.
Exatamente a mesma ideia pode ser utilizada quando estudamos um sistema dina-
mico arbitrario. Seja x = f(x) um dado sistema dindmico com ponto fixo em xy. Vamos

linearizar o sistema em torno do ponto critico. Escrevendo f(x) = (f1(x), -, fa(X)),
podemos expandir em Taylor cada f;(x1, 29, -+, z,) perto de xg
— 0f; 1~ _0fi

fi(x) = fi(xo) + = oz, (X0)yi + o1 : m(xo)%yk + -

onde o vetor y é definido por y = x — xg. Note que, no nosso caso, estamos interes-
sados nas derivadas parciais de primeira ordem. Para isso, damos uma importancia
particular para o objeto df;/0x; que pode ser interpretado como a matriz Jacobiana

on . Oh

of _ | % o
JZ@ = T :
I KSR

0xy ox,,

Os autovalores da matriz Jacobiana calculada nos pontos criticos xo contém a infor-
macao sobre estabilidade. Como J é uma matriz n X n, ela tem no total n autovalores,
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podendo ser complexos. Lembrando do exemplo do sistema mecanico unidimensional
dado anteriormente, é claro que essa abordagem da problema se pelo menos um auto-
valor for nulo, se 1 = 0 entao F(x) = cte = & = cte = entdo x evolui com a variavel
temporal ao quadrado, = nao oscilara. Isso motiva a proxima defini¢ao |73].

Definigao 4 (Ponto hiperbdlico). Vamos supor que x = xg € X C R" é um ponto
fixo (ponto critico) do sistema x = f(x). O ponto z, ¢ dito ser hiperbolico se nenhum
dos autovalores da matriz Jacobiana J(xg) tiver a parte real nula. Caso contrario o
ponto é chamado de nao-hiperbélico.

A teoria de estabilidade linear falha para pontos nao hiperbélicos e outros métodos
devem ser usados para estudar as propriedades da estabilidade.

Falando grosseiramente estamos distinguindo trés casos amplos: Se todos os auto-
valores tiverem parte real negativa, entao podemos considerar que o ponto é um né
estavel. Se pelo menos um autovalor tiver uma parte real positiva (negativa) e os
outros a tiverem a parte real negativa (positiva), entdo o ponto critico seré instavel
e corresponderda a um ponto de sela que atrai trajetérias em algumas direcoes mas
repele as mesmas em outras. Por ultimo, todos os autovalores podem ter a parte real
positiva, no caso em que todas as trajetorias vao ser repelidas. Esse ¢ um né instavel.

Em mais de 3 dimensoes se torna muito dificil classificar todos os possiveis pontos
criticos baseado em seus autovalores. Agora vamos apresentar todos os possiveis casos
para um sistema auténomo de duas dimensoes.

Vamos considerar o sistema autéonomo bidimensional dado por

j::f(x,y)

v =g(z,y)

onde f e g sao funcoes de = e y. Assumimos que existe um ponto critico hiperbdlico
em (zo,40) tal que f(zo,y0) = 0 e g(xo,y0) = 0. A matriz Jacobiana desse sistema é

dada por
(1)
9z Yy
onde o f, significa diferenciacao de g com respeito a x. Os dois autovalores f; 2 sao
dados por

1 1
,Ul,2 = E(f,x + g,y) :i: 5\/(f,x - g,y>2 + 4f,yg,x (2'18)

e é calculado em qualquer ponto fixo (zg, yo)-
A Tab. (2.1) contém todos os possiveis casos para entender as propriedades de
estabilidade ou instabilidade do ponto critico (xg, yo) baseado em dois autovalores ji; 5.

Como ja foi mencionado existem outros métodos para estudar a estabilidade de
pontos criticos de sistemas autonomos. Um deles é o método de Lyapunov, que é
completamente diferente da estabilidade linear e pode ser aplicado diretamente ao
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] Autovalores

Descricao

:ul<07,u2<0

o ponto fixo é assintéticamente estavel e as trajetorias
comecam proximo ao ponto e vao se aproximando dele

limt—>00<x(t)a y(t)) - (x07 yO)

:u’1>07,u2>0

o ponto fixo é um noé instével e as trajetérias vao sendo
repelidas do ponto lim;_,_(z(t),y(t)) = (zo, Yo)
Podemos dizer que (zg,yo) € o atrator no tempo passado

:u1<07,u2>0

o ponto fixo € um ponto de sela, ele é instavel. Algumas trajetorias
vao ser repelidas outras atraidas

M1:07,u2>0

ponto nao hiperbolico. A teoria de estabilidade linear falha para
determinar a estabilidade. O ponto é nao hiperboélico e outros
métodos sao necessarios para estudar o comportamento

das trajetorias perto do ponto critico

:u1:07,u2<0

ponto nao hiperbolico. A teoria de estabilidade linear falha para
determinar a estabilidade. O ponto é nao hiperbélico e outros
métodos sao necessarios para estudar o comportamento

das trajetorias perto do ponto critico

o =a+if, pp=a—if

com a > 0 e 8 # 0 o ponto fixo é uma espiral instavel

p=a+if, pp=a—if

com a < 0 e B # 0 o ponto fixo é uma espiral estavel

M1 :Zﬁa /*LZZZﬁ

solucoes oscilam e o ponto é chamado de centro.
Note que o ponto critico se tornar um centro nao tem
relagao com o centro da variedade

Tabela 2.1: Propriedades de estabilidade ou instabilidade do ponto critico (zg,yo)
baseadas em dois autovalores f; o.
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sistema em questao. O problema principal com essa abordagem é que precisamos
ser capazes de sugerir uma fun¢ao de Lyapunov boa para o problema, e nao ha um
jeito sistematico de fazer isso, se nao conseguirmos encontrar uma solucao inteligente o
suficiente, precisamos buscar outro método. Uma alternativa para esse caso ¢ o método
“centre manifold” em que nos permite simplificar os sistemas dindmicos reduzindo sua
dimensionalidade perto dos pontos fixos com autovalores nulos da matriz Jacobiana.

A teoria de estabilidade linear nao pode determinar a estabilidade de dois pontos
com a mesma coordenada, onde reduzimos o nimero de pontos criticos. Poderiamos
aplicar o “centre manifold theory”, mas ha um problema pois essa teoria vai utilizar
todo o espaco de fase enquanto que nesse caso os pontos sao limitados pela semi-
circunferéncia positiva de raio igual a 1. Se quiséssemos utilizar apenas essa regiao
terfamos problema no “centre manifold theory”.

Poderiamos entao utilizar o método de Lyapunov proximo a esse ponto “duplo”,
precisariamos apenas escolher uma boa funcao de Lyapunov. Diferentes escolhas po-
dem resultar em diferentes partes da regiao da estabilidade assintotica sendo coberta
e nao existe garantia de que uma regiao inteira possa ser considerada apenas por esse
método.

Para mais detalhes sobre esses métodos procurar por |73, 75].

2.2 Introdugao a sistemas dindmicos na cosmologia

Sessenta e oito por cento do nosso universo |76] consiste de uma ainda misteri-
osa componente chamada “energia escura” (DE), que acreditamos ser responséavel pela
presente aceleragao do universo [25,77]. Além da matéria ordinéria, o restante 27%
do contetdo de energia do universo é uma forma de matéria que interage em principio
apenas gravitacionalmente, conhecida como “matéria escura” (DM). Entre uma ampla
gama de alternativas para a energia escura, que inclui a constante cosmologica, campos
escalares ou vetoriais [78-90|, energia escura holografica [51,91-102], energia escura
metaestavel [103-107|, modificagoes da gravidade e diferentes tipos de fluidos cosmo-
logicos [65,108-113], 0 uso de um campo escalar canoénico , chamado “quintesséncia”,
¢ um candidato viavel [37,114-117].

Além disso, os dois componentes do setor escuro podem interagir um com o outro
[51,74,95-97,111,118-130| e a interagao pode eventualmente aliviar o problema da
coincidéncia [131,132].

Quando um campo escalar esté na presenga de um fluido barotropico (com equagao
de estado w,, = P,/ pm, onde P,, é a pressao e p,, é a densidade de energia do fluido)
as equagoes de evolugao relevantes podem ser convertidas em um sistema autéonomo.
Tal abordagem é uma boa ferramenta para analisar estados assintoticos de modelos
cosmologicos e tem sido feita para a energia escura desacoplada (quintesséncia, campo
de taquion, campo “phantom” e energia escura vetorial, por exemplo [67,133-139]) e
energia escura acoplada [74,119,140-145|. O acoplamento suposto para o campo de
quintesséncia tem sido proporcional a densidade energética da matéria escura p,,. No
entanto, existem outras possibilidades como, por exemplo, o acoplamento proporcional
a densidade de energia da energia escura pg ou a soma das duas densidades de energia
Pm + pe. Grupos similares tém sido amplamente estudados na literatura [39,40,43,45,
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47,146-148]. Em particular, a evolugao da energia escura em altos redshifts medidos
pela Colaboragao BOSS-SDSS [149] mostra um desvio da constante cosmologica que
pode ser explicado assumindo modelos de energia escura interagente [150].

E necessario realizar a analise dinamica para estes dois grupos de interacdo. Neste
trabalho, utilizamos a teoria dos sistemas dinamicos lineares para investigar os pontos
criticos que vém das equagoes de evolucao para a quintesséncia, assumindo a interagao
entre DE e DM proporcional a i) p, e ii) ps + pm. Descobrimos que no caso i) existem
pontos fixos que podem descrever a seqiiéncia de trés eras cosmolédgicas. No segundo
caso, tanto a era da radiagao quanto a era da energia escura podem ser descritas por
pontos fixos, mas o universo dominado pela matéria esta ausente.

Com o intuito de obter modelos de DE viaveis, necessitamos que a densidade de
energia de um campo escalar permaneca subdominante durante a era dominada pela
radiacao e a era dominada pela matéria, e emirja somente em tempos posteriores para
dar origem a atual observada aceleragao do universo.

Vamos construir um modelo cosmolégico genérico para tentar representar a evo-
lucao das eras cosmoldgicas radiagao — matéria — termo cosmologico. Esse modelo
deve comecar em um periodo dominado pela radiacao. Deve ter dois pontos de sela que
correspondem ao universo dominado pela radiacao e pela matéria, respectivamente.
Essas épocas sendo pontos de sela garantem que algumas trajetorias serao atraidas por
esses pontos, no entanto, elas serao eventualmente repelidas. Por ultimo, queremos
que o sistema tenha um atrator para tempos futuros onde o universo esta crescendo
com uma expansao acelerada que corresponde a solucao de de Sitter. Dizemos que o
universo é assintoticamente de Sitter. Por simplicidade desprezamos a possibilidade
de autovalores nulos.

Vamos considerar um sistema dinadmico cosmolégico de um campo escalar ¢ na
presenca de um fluido barotrépico ' que tem como equacio de estado wy, = P,/ pm.

2.2.1 Caso geral

Para introduzir o uso de técnicas de sistemas dinamicos em cosmologia [151,152],
vamos considerar um universo espacialmente plano x = 0 contendo radia¢ao p, com
w = 1/3, e um fluido perfeito representando a matéria p,, com w = 0. As equagoes
que determinam completamente a dinamica do sistema sao as equagoes de Friedmann

3H? — A = k(pm + pr), (2.19)
. ) 1
—2H —3H*+ A = KgPry (2.20)

e a equacgao da continuidade para a radiagao e a matéria respectivamente

pr +4Hp, =0, (2.21)

pm + 3Hpym = 0. (2.22)

LA densidade do fluido s6 depende da pressao, ja que a temperatura é aproximadamente constante.
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Usando os parametros de densidade adimensionais €2,,, €2, e 25, encontramos que as
equagoes acima satisfazem

1=Q,,+Q, +Q4, (2.23)

que nos permite relacionar os trés parametros de densidade, resultando em apenas duas
variaveis independentes, utilizaremos 2, e ), como estas variaveis. Como desejamos
densidades de energia positivas, temos 0 < €2, <1 e 0 <, <1, para que satisfacam
a Eq. (2.23) devemos ter Q2 < 1.

A solugao para o sistema (2.19-2.22) em qualquer tempo dado por ¢ corresponde
a um ponto no plano (£2,,,,). A condi¢ao (2.23) reduz o plano (£2,,,€2,.) permitido
para A = {(2,,,2.)[0<Q, <1N0<Q. <1NQy <1}

Vamos calcular as equagoes dindmicas para as varidveis adimensionais €2,, e €,.
Partimos de

d d (Epm\ K[ Pm  pm2H
_Qm:_(—>:— bm . 2.24
dt dt \3H? 3 <H2 H3 > ( )
De (2.22) temos uma expressao para p,,/H, enquanto que de (2.20) temos outra para
H/H?. Disso
1 d
H dt

Podemos substituir o {2, por (2.23), assim

Qe = =30 + 30, (1= Qa +Q,) . (2.25)

1d
H dt

Podemos notar que se introduzirmos uma variavel independente N = log(a), onde

Qo = U (3, + 40, — 3) . (2.26)

AN = dlog(a) = 2dt = Hat ,
a

¢ possivel reescrever (1/H)(d/dt)S2,, como

Q= O, (3, + 40, — 3) |, (2.27)

onde a linha denota uma derivada com respeito & N. De forma similar ao que foi feito
aqui, podemos calcular (1/H)(d/dt)S,. e obter

O = Q, (3Q, +4Q, — 4) | (2.28)

r

Para qualquer conjunto de condigoes iniciais (£2,,(V;), £2,.(V;)) com “tempo” inicial N
no triangulo A, as equagoes (2.27) e (2.28) vao determinar a trajetoria que descreve o
comportamento dindmico do modelo cosmolégico que estamos estudando. Esse sistema
de equagoes é chamado de auténomo, ou dindmico, pois ele nao depende explicitamente
do parametro de “tempo” N. Equagoes desse tipo podem ser estudadas por métodos
particulares como veremos aqui.
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2.2.2 Quintesséncia na cosmologia

Iremos reproduzir um estudo feito em [65] para depois apresentar o trabalho feito
pelo autor [64].

Vamos considerar um campo escalar ¢ acoplado minimamente com a gravidade
com um campo V(¢) em que a densidade Lagrangeana é dada por

L= %& +V (o), (2.29)

Para a densidade Lagrangeana acima (2.29), as Egs. (2.1), (2.2) e (2.3) se transformam
em

H? = % Eg{? + V() + pm} , (2.30)
H= —% [dﬂ + (14 wm)pm} : (2.31)
bramsr Y —o (2.32)

de

Vamos dividir os dois lados da Eq. (2.30) pelo parametro de Hubble ao quadrado,
para obtermos uma equagao de restricao adimensional

Q.bQ V(¢> Pm
_1 2.33
62 3m2 T 3me (2.33)

Definindo duas quantidades adimensionais

= =Y (2.34)
V6H 3H
a Eq. (2.33) se torna
2 2 Pm

Para escrever as variaveis adimensionais (2.34) na forma auténoma vamos definir mais
duas varidveis adimensionais

Ve V' Vo
A= —— I'= : 2.36
v v 250
assim, temos o sistema
dx V6 9
d_N = —3x + 7)\3} +
3
+ 5 (1= wp)z® + (1 +wn)(1—y)] (2.37)
dy V6
AN~ g T
3
+ Sy [ = wn)a? + (14 wn) (1= 17)] (239)
dA
= V6N ([T = 1)z . (2.39)

dN
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Nome x Y Existéncia Estabilidade Qy Yo
a odos A e 7y onto de sela -
0 0 Todos A P de sel 0
para 0 < vy <2
(b1) 1 0 Todos A e v N6 instavel 1 2
para A < V6
- odos A e vy 6 instave
b2 1 0 Todos A N6 i 1 1 2
para A > —6
(c) A/6 [1—2/6]"" A2 <6 N6 instavel 1| A23
para A < 3y
(d) | (3/2)Y%/) [3(2 = 7)7/2N7] VLA s 3y N6 instavel para 3v/A |y
3y < A2 < 240 /(9y — 2)

Tabela 2.2: Estabilidade de pontos criticos de um modelo de quintesséncia para um
sistema com matéria e campo escalar.

A equagao dI'/dN nao foi escrita pois, como veremos, sera desconsiderada.
A equagao de estado wy e o parametro de densidade de energia 2, para o campo

b6

Wy = — = —— , 2.40
] P 72 +y2 ( )
Qp= L0 =212 (2.41)
3H?
Também definimos

_Py+ P,

weff =

Pe + Pm
=Wy 4 (1 — wp)z? — (1 +wm)y? . (2.42)

Um universo com expansao acelerada ocorre se w.rr < —1/3. Vamos definir as novas
variaveis v, = 1 +wg e v = 1 + wy,.

A constante

Como podemos ver em [64], se A # cte entao teremos p; = 0 e/ou g = 0. Nesse
caso nao podemos utilizar a expansao linear para calcular os pontos criticos.

A partir das Eqgs. (2.34) e (2.36) encontramos que o caso de A constante corresponde
a um potencial exponencial [67,153]

V(p) =Voe . (2.43)

Nesse caso a Eq. (2.39) é sempre nula, portanto I' = 1 para qualquer valor de z, néo
s6 para o x.. Para se obter os pontos criticos vamos fazer dx/dN = 0 e dy/dN = 0
nas Eqgs. (2.37) e (2.38). Podemos resumir os pontos criticos e suas estabilidades na
Tab. (2.1).

Os autovalores da matriz M dados na Eq. (2.18) sdo como segue
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e Ponto (a):
_3n_ _3 (2.44)
M1 = 5 v) M2 = 27 : :
e Ponto (bl):
V6
pa =3 — 7)\ ) pe =3(2—7) . (2.45)
e Ponto (b2):
V6
M1=3+7 : o =3(2—7) . (2.46)
e Ponto (c):
1
= §(A2 —6),  pp=A -3y, (2.47)
e Ponto (d):
3(2-1) 8v(A\* —37)
=— |14/l = | . 2.48
H12 4 \/ )\2(2 _ 7) ( )

No que segue esclarecemos as propriedades dos cinco pontos criticos apresentados
na Tab. (2.2). Basicamente estamos interessados em um fluido com 0 < v < 2, pois
nesse intervalo —1 < w,, < 1.

e O ponto (a) corresponde a uma solucdo dominada por um fluido. E um ponto
de sela desde que p; <0 e g > 0.

e Os pontos (bl) e (b2) sdo nos instaveis ou pontos de sela dependendo do valor
A

e O ponto (c) é um no estavel para A\* < 37, e um ponto de sela para 3y < A\* < 6.
Desde que a equacgao de estado efetiva seja wepr = wy = —1+ A?/3, a partir das
Eqgs. (2.40) e (2.42), o universo acelera para A\* < 2 nesse caso.

e O ponto (d) corresponde a uma solu¢do tipo scaling em que a densidade de
energia do campo ¢ diminui proporcionalmente & do fluido barotrépico (v4 = 7).
Desde que ambos p; e po sejam negativos para A* > 3y da Eq. (2.48), o ponto
(d) é estéavel para a condigao de existéncia apresentada na Tab. (2.2). Enquanto
isso esse ¢ um ponto de sela para A\* < 3v, mas esse caso nao ¢é realistico pois a
condigao Q4 < 1 ndo ¢ satisfeita. Notamos que o ponto (d) se torna uma espiral
estavel para \* > 2477 /(9y — 2).

Na Fig. (2.1) mostramos o plano de fase onde A\ = 2 e v = 1. Notamos que as
trajetorias estao confinadas dentro do circulo dado por 2% +y* = 1 com y > 0. Nesse
caso o ponto (c¢) é um ponto de sela, enquanto que o ponto (d) é uma espiral estavel.
Consequentemente o atrator em tempos tardios é uma solugao do tipo scaling (d) com
r=y=+/3/8.

A anélise acima dos pontos criticos mostra que pode-se obter uma expansao ace-
lerada desde que as solugdes se aproximem do ponto fixo (c¢) com A?, nesse caso o
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Figura 2.1: O plano de fase para A = 2 e v = 1. A solu¢ao dominada por um campo
escalar (c) é um ponto de sela em z = (2/3)% e y = (1/3)"/2. Desde que o ponto (d)
seja uma espiral estével nesse caso, o atrator para tempos tardios é uma solugao tipo
scaling com = =y = (3/8)Y2 [18,67].

estado final do universo ¢ aquele dominado pelo campo escalar (2, = 1). A solugao
tipo scaling (d) nao é viavel para explicar a aceleracao tardia. No entanto, isso pode
ser usado para providenciar a evolugao cosmologica em que a densidade de energia do
campo escalar diminui proporcionalmente a do fluido do background na era dominada
pela radiacao ou matéria. Se o declive do potencial exponencial se tornar pequeno o
suficiente para satisfazer A> < 2 perto do presente, o universo existe para uma regime
tipo scaling e se aproxima do ponto fixo (¢) dando origem a uma expansao acele-
rada [68,69]. Isso, é claro, exige um A efetivo que muda com o tempo, vamos falar
sobre esse caso a seguir. No entanto, antes de fazer isso, mencionamos que em [154], os
autores discutem a possibilidade de que o campo nao tenha ainda alcancado o ponto
fixo, e argumentam que (i) mesmo para 2 < A\ < 3, existe uma regido nao trivial do
espaco dos parametros que pode explicar os valores observados dos parametros cos-
mologicos, tal como a equagao de estado, e (ii) o fine tuning para esses modelos nao
é pior do que em outros cenarios de quintesséncia.

Mudancga dinamica de A

Potenciais exponenciais correspondem a A constante e I' = 1. Vamos considerar
um potencial V' (¢) ao longo do qual o campo decresce em dire¢ao a mais infinito com
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¢ > 0. Isso significa que = > 0 na Eq. (2.39). Entao, se a condigao
r>1, (2.49)

for satisfeita, A diminui para zero. Assim a inclinagao do potencial definido pelas Eqs.
(2.34) e (2.36) se torna plano, dando origem a uma expansao acelerada em tempos
tardios. A condicao (2.49) é considerada como a condic¢ao do tipo tracking na qual a
densidade de energia de ¢ eventualmente alcanca a do fluido [37]. A fim de construir
modelos viaveis de quintesséncia, necessitamos que o potencial satisfaca a condicao
(2.49).

Quando I' < 1 a quantidade A cresce para o infinito. Desde que o potencial seja
mais fngreme do que as solugoes tipo scaling correspondentes, a densidade de energia
do campo escalar torna-se insignificante comparado com a do fluido. Entao nao temos
uma expansao acelerada em tempos tardios.

A fim de obter a evolugao dindmica do sistema precisamos resolver a Eq. (2.39)
junto com as Egs. (2.37) e (2.38). Embora A seja uma quantidade dinamicamente
variavel, pode-se aplicar a discussao de A constante a esse caso bem como considerar
pontos criticos “instantaneos” [153,155]. Por exemplo, o ponto (c) na Tab 2.2 muda
dinamicamente com o tempo, isso é, z(N) = A(N)/V6 e y(N) = [1 — X\3(N)/6]"/2.
Quando I' > 1 esse ponto eventualmente se aproxima de z(N) — 0 e y(N) — 1 com
uma equagao de estado de uma constante cosmologica (74 — 0) como A(N) — 0. Veja
as referéncias [153,155| para mais detalhes.
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2.3 Quintesséncia acoplada e a impossibilidade de
uma interacao

Apresentaremos o estudo realizado em [64] em que o autor participa. Analisamos
a quintesséncia acoplada a teoria dos sistemas dindmicos lineares, com duas interagoes
diferentes: i) proporcional a densidade de energia da energia escura e ii) proporcional
a soma das densidades de energia da matéria escura e da energia escura. Os resultados
aqui apresentados ampliam as anélises anteriores na literatura, onde a interacao foi
apenas proporcional a densidade de energia da matéria escura. No primeiro caso é
possivel obter a sequéncia bem conhecida das eras cosmolégicas. Para a segunda
interagao, apenas a era da radiacao e a era da energia escura podem ser descritas
pelos pontos fixos. Portanto, do ponto de vista da teoria de sistema dindmico, a
interagao proporcional a soma da densidade de energia da matéria escura e energia
escura nao descreve o universo onde vivemos.

2.3.1 Analise dinAmica

Consideramos que a energia escura é descrita por um campo escalar com densidade
de energia py e pressao Py, e com uma equacao de estado dada por wy = Py/py.

Para lidar com a dindmica do sistema, vamos definir variaveis adimensionais. As
novas variaveis vao caracterizar um sistema de equagoes diferenciais na forma

X' = flX], (2.50)

onde X é um vetor coluna de variaveis sem dimensao e a linha é a derivada com
respeito a loga, onde definimos o fator de escala atual ay para ser um. Os pontos
criticos X, sao aqueles que satisfazem X’ = (0. Para estudar a estabilidade dos pontos
fixos consideramos perturbagoes lineares U & sua volta, portanto X = X, + U. No
ponto critico, as perturbacoes U satisfazem a seguinte equacao

U =Ju, (2.51)

onde J é a matriz Jacobiana. A estabilidade em torno dos pontos fixos depende da
natureza dos autovalores (i) de J, de tal forma que eles s@o pontos estéveis se todos
tiverem valores negativos, pontos instaveis se todos tiverem valores positivos e pontos
de sela se pelo menos um autovalor tiver valor positivo (ou negativo), enquanto os
outros tém sinal oposto. Além disso, se qualquer autovalor for um niamero complexo,
o ponto fixo pode ser espiral estavel (Re p < 0) ou espiral instavel (Re p > 0), devido
ao comportamento oscilatorio de sua parte imaginaria.

2.3.2 Dinamica da quintesséncia

O campo escalar ¢ é descrito pela Lagrangeana

L=V (%a“asam ¥ V<¢>) , (2.52)
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onde V(¢) é o potencial escalar dado por V(¢) = Voe™? e 1 e A sdo constantes
positivas. Essa escolha é motivada pelo sistema auténomo, como veremos em breve.
Para um campo homogéneo ¢ = ¢(¢) em um universo em expansdo com métrica de
FLRW com fator de escala a = a(t), em presenga do acoplamento, a equagao de
movimento é

é+3Hd+V@%:§, (2.53)

onde o ponto denota uma derivada com respeito a coordenada temporal ¢, a linha
denota uma derivada com respeito a ¢ e Q é o acoplamento.

Como ja vimos, as equacoes de Einstein para uma métrica de FLRW e um fluido
perfeito nos fornecem as equagoes de Friedmann

N\ 2
a K K
=) 22,5
(a) 3P @

. K K
H=-= -
2(+p)+a2

onde H="2¢o0 parametro de Hubble, p = Z pie P = Z P; denotam a densidade
a i i

de energia total® e a pressao, respectivamente, para todos os componentes do universo
em uma dada época, K = 87G/c* e k é a curvatura espacial. Vamos usar que K = 1.

Para o nosso caso, onde p = p, + py + pg, P = Pr+ Py + Py, Mp =1 e k = 0,
teremos

K
H? = g(ﬂ¢+ﬂm+m),

. K
H:—g(p¢+P¢+pm+Pm+pr+Pr)

Substituindo a densidade de energia e pressao, respectivamente, para um campo
escalar

nas equagoes de Friedmann, temos

= é2+vwo+ 2.54
_g E Pm Tt Pr |, ( )
l?z—%<§”+mn+§m), (2.55)

2Da equacao da continuidade p(t) = pga 31+
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e a equacao de estado se torna

_ Py ¢ —2V(9)
Ps 2+ 2V(9)

Sem considerar o acoplamento, as densidades de energia pg, p, € p, satisfazem

(2.56)

Po + 3H(1 4 ws)py = 0,
P+ 3H (1 + wp)pm =0,

pr +3H(1 4+ w,)p, =0,

Assumimos que o campo escalar é acoplado a matéria escura, de tal forma que o
tensor energia-momento total ainda é conservado. Utilizando a métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) com um fator de escala a, as equagoes de conti-
nuidade para ambos os componentes e para a radia¢ao sao

o+ 3H(py + Py) = =2, (2.57)
P+ 3Hpm = Q | (2.58)
e+ 4Hp, =0, (2.59)

respectivamente. Os indices m e r significam matéria e radiacdo, respectivamente.?> Em
principio, o acoplamento pode depender de muitas variaveis Q = Q(pm, pe, b, H,t,... ),
entdo assumimos que, para a quintesséncia, o acoplamento é i) Q = Qp¢gz3 e ii)
Q = Q(py + pm)d, onde Q é uma constante positiva.

Estamos agora prontos para proceder com a anélise dinamica do sistema.

2.3.3 Sistema autoénomo

As variaveis adimensionais sdo obtidas a partir das Eqgs. de Friedmann (A.18) e
(A.19). Dividindo os dois lados da primeira equacio por H?, obtemos uma equacio
adimensional, e podemos definir as variaveis adimensionais por?

e ¢ y:\/V(@ L VP
- V6HT T V3H T T \BH’
A
A=-yn D= (2.60)

3Poderiamos ter sido mais econdmicos se tivéssemos escrito as equacoes para a matéria e radiacio
juntas, como um fluido barotropico geral com a equagao de estado wp. Os resultados, é claro, ndao
mudariam. Ao invés de escrevermos a equacao de estado para a matéria como P = wp poderiamos
usar uma parametrizacdo um pouco diferente dada por Py = wypy, = (y — 1)p, onde v = 1+ w, é
uma constante e 0 < v < 2. Esse valor é 4/3 quando existe radiagdo, e 1 para matéria barionica e
matéria escura.

4N&o é necesério escrever uma variavel para P, pois podemos escreve-la em funcao de p, dado que
1 P

W, = - = —.
"3 e
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Utilizando a segunda Eq. de Friedmann (A.19) temos mais uma relagao entre os
parametros, pelo universo ser plano a soma dos parametros de energia deve ser igual
a 1, e com isso nao é necessario uma variavel que dependesse explicitamente de p,,.
Escolhemos os novos parametros para que o sistema seja fechado, e possamos escrever
todas as equagoes em funcao deles.

O parametro de densidade da energia escura é escrito em termos dessas novas
variaveis como

_ Pp 2 2

entdo, a primeira Eq. de Friedmann, Eq.(2.54) pode ser escrita como
Qp+Q + 0, =1, (2.62)
onde o parametro de densidade de matéria e de radiacao sao definidos por €2; =
pi/(3H?), com i = m,r. Das Eqs. (2.61) e (2.62) temos que z e y sdo restritos ao
plano de fase pela relagao
0<a2?+y* <1, (2.63)
devido & 0 < Q4 < 1. A equacao de estado wy se torna

22 — 2
= —" 2.64
Wo = a2 (2.64)
e a equacao de estado efetiva total é
P,+ P, 22
Weff = T :xZ—y2+—, (265)
Py + Pm + Pr 3

com uma expansao acelerada w.s; < —1/3 em tempos tardios. Lembrando aqui que
P, =0.

2.3.4 Interacoes

Os pontos fixos dos sistemas dinamicos sao obtidos definindo dz/dN = 0, dy/dN =
0, dz/dN =0 e d\/dN = 0. Quando I" = 1, A é constante, e o potencial é V(¢) =
Voe ™% [67,133]°. Note que y nao pode ser negativo e lembre-se que Q, = 22,

As propriedades do sistema dindmico dependem dos valores das constantes A e Q).
Entre outras, elas vao afetar a existéncia e estabilidade dos pontos fixos do sistema,
veja (1 [67]).

Para analisarmos a estabilidade dos pontos fixos do sistema dindmico precisamos
montar a matriz Jacobiana. Note que por termos fixado I" a matriz Jacobiana s6

depende das varidveis x, y e z

SA equacao para A também é igual a zero quando = 0 ou A = 0, de modo que A nio deve
ser necessariamente constante, para os pontos fixos com este valor de . No entanto, para o caso
de A dindmico, o autovalor correspondente é igual a zero, indicando que os pontos fixos néo sao
hiperbélicos, e como ja vimos nao é uma solucao de perturbagao, a variavel nao oscila, so6 translada,
entdo a andlise linear ndo funciona. Para X ser constante da expressdo d\/dN devemos ter I' = 1,
por esse motivo nao temos uma equagao de movimento de T'.
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d(dx/dN) 8(dz/dN) d(dx/dN)

d(dy/dN) 0(dy/dN) d(dy/dN)
j — )
ox 0 0z
d(dz/dN) 8(dz}/dN) d(dz/dN)
aZL’ ay az (x:wcyy:ywz:zC)

e calcular seus autovalores. Essa Jacobiana possui trés autovalores py, po € pg. A
solucao geral para a evolucao das perturbacoes lineares pode ser escrita como

oz = CreM N 4 Chet?N 4 CyetsN |

Sy = CyerN  Crer2N 4 CyersV |
6z = CreMN  Cger?N 4 CyersV )

onde C1, Cs, C3, Cy, Cs, Cq, Cr, Cy, Cy sao constantes de integracao.

Interacao Qp,

O sistema dinamico para as varidveis z, y, 2 e A com a interagao proporcional a p,

dx V6

o =~ A = Qe + %) —aH T (2.66)
% = —?wy/\ — yH_IZ—ﬁ, (2.67)

j—; =2z — zng—]I{], (2.68)

% = VX2 (T = 1), (2.69)

onde

Como visto anteriormente, os pontos fixos dos sistemas dindmicos sao obtidos definindo
dz/dN =0, dy/dN =0, dz/dN = 0 e d\/dN = 0. Os pontos criticos para a intera¢ao
(Q)ps sado mostrados na Tab. (2.3).

O ponto zy &

_ 3+ QA= N+ /QX (N2 — 12) — 2QA(N2 - 9) + (\2 - 3)?
2v6(Q — ) |

Os autovalores da matriz Jacobiana foram encontrados para cada ponto fixo da
Tab. 2.3. Os resultados estao mostrados na Tab. 2.4, onde os autovalores ji sy sao

Xy (270)
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Ponto x Y z W Qy Weff

(a) 2v/6 212Q + X 4 -4Q) 1 (1 B g) 4 1

3\ 3\ —Q) N2A-Q) 3 ) AMA—Q) 3
(b) 0 0 1 _ 0 %

V6 2 2 1
© 5 0 g ! 30 3
(d) 0 0 0 - 0 0
o 0 0 1

. e . =3+ V6z A 2 2
f T 1422 —V2z,:\ 0 _— 1+2x2—\/:17)\ —1+\/ij
" ! ! ! 3+ 62% — VA Vs 377

Tabela 2.3: Pontos criticos (z, y e z) das equagoes dindmicas (2.66)-(2.69) para o
campo de quintesséncia com interacao ()ps. A tabela mostra a correspondente equagao
de estado para a energia escura (2.64), a equagao efetiva de estado (2.65) e o parametro
de densidade para energia escura (2.61).

Ponto 5 4o 143 Estabilidade
(a) veja o texto principal sela
V6 o
(b) 1 3-6Q 3— 7/\ sela ou instéavel
2 2 A
(c) 1- £ 1+ £ 2— — sela ou instavel
3Q 3 < 1Q
(d) —= = —= sela
1 2 1 2 1 2
(e) 5 24+ Q- Qex) 3 (64 Q- Qex) 5 (64 (Q — X)) Qex) sela ou instavel

3
(f) -2+ \/;xf)\ i s sela

Tabela 2.4: Autovalores e estabilidade dos pontos fixos para o campo de quintesséncia

com Qpy. Definimos Q.+ = (Q + /6 + Q2>.

e i{—m VB (—2Q + 3\)
[48(Q — M\ + 96V623(—Q + \)
6% (—24 + 4Q° + 28Q\ — 31\?)

8V6 (9N + 2X% — 2Q(3 + 12))]V/?} (2.71)

+ o+ K

e O ponto fixo (a) descreve um universo dominado pela radia¢do. Para o ponto
fixo ser real e ()4 satisfazer o limite da nucleossintese Qf BN < 0.045 [156] deveriamos

20v2 92 — 800
ter A > —\/_ e @ < —on Os autovalores foram encontrados numericamente.

Para A\ = 10 e o limite superior da interagao (@ = 10/9) temos os autovalores p; =
—0.74 2.14, pus = —0.7 — 2.172 e u3 = 1, entao esse ponto critico € um ponto de sela.
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Figura 2.2: Plano de fase para o ponto fixo (f) com A =1e Q = 1/4.

Resultados similares sao encontrados para toda a escolha de A\ e () nessa regiao.

e Ambos os pontos (b) e (¢) também descrevem a era da radiagao e sao instaveis ou
pontos de sela. Os autovalores uy e 13 do ponto (b) podem ser tanto positivos quanto
negativos, dependem dos valores de A e (). Por outro lado, o primeiro autovalor
é sempre positivo. O mesmo acontece com os autovalores do ponto (c) e nesse caso
a interagao precisa ser () > V2 para que os pontos fixos sejam reais e > 20/ (3\/3)
para que QfBN < 0.045.

¢ O universo dominado pela matéria ¢ descrito pelo ponto de sela (d) e também pelo
ponto (e), desde que @ seja suficientemente grande para o ultimo caso. Para qualquer
valor da interac¢do os autovalores do ponto (e) ndo podem ser todos simultaneamente
negativos.

e O ultimo ponto (f) é um atrator e descreve o universo dominado pela energia

2\ + M3
escuraseambos)\gx/ﬁeQ<)\ou)\>\/ﬁeT—;QSQ<)\. A parte real dos

autovalores ¢ negativa para esse intervalo de valores, portanto o ponto fixo ¢ estéavel
ou estavel com espiral. Esse comportamento é ilustrado na Fig. (2.2), onde plotamos
o plano de fase com A =1e¢ Q = 1/4.

Notamos que o espaco de fase do sistema é contido em um circulo unitario. Analises
mostram que o sistema é invariante sob a transformagao y — —y e simétrico sobre a
troca do tempo t — —t. Isso implica que podemos restringir a nossa analise a metade
superior do disco com y > 0. A metade inferior do disco do espago de fase corresponde
a um universo contraindo pois H < ( nessa regiao.

Os valores permitidos de A e ), para os pontos fixos (a), (c) e (f), sdo mostrados
na Fig. (2.3). A partir da figura vimos que os pontos fixos (a) e (f) nao tém regioes
em comum.

Assim sendo, a sequéncia das eras cosmologicas (radiacdo — matéria — energia
escura) é alcangada considerando a transigao: (b) ou (c) — (d) ou (e) — (f).
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Figura 2.3: Regibes permitidas de @), para os pontos fixos (a) (amarelo), (c) (azul) e
(f) (vermelho).

Interacao Q(ps + pm)

O sistema dindmico para as variaveis x, y, z € A com a interagao proporcional a
Ps + Pm ¢

T .17 R LY 2.72)
% = —?xy)\ - yng—ﬁ, (2.73)
j—; =22 — zH_lj—Z, (2.74)
% = V6 22 T —1), (2.75)
onde
H‘lj—ﬁ = —g (1+x2—y2+%2) :

Todas as outras equagoes acima a menos da primeira sao iguais as equagoes do
caso anterior.
Como visto anteriormente, os pontos fixos dos sistemas dindmicos sao obtidos definindo
dx/dN =0, dy/dN =0, dz/dN = 0e d\/dN = 0. Os pontos criticos para a interac¢ao
Q(ps + pm) sdo mostrados na Tab. (2.5), onde

A2 ()\2 —3— /127 + (X2 - 3)2>
ey ()\()\ +2Q) +3 - /1207 + (X2 - 3)2) |
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Ponto x y z W Qg Wegg
(@) 2v/6 2/60Q + X AN +3Q) —4 A 4((A+4Q) 1
3\ 320\ 1 3Q) MA+3Q) 33+ 12Q XA +3Q) 3
(b) 0 0 1 - 0 %
© R ' R 2 i
9Q 9Q 27Q 3
(d) 323 - 3di - \/SQ =0 0 0 1 N Q;ﬁ . 22 .
3+ A+ S, ) +20QN+3 - S, -3-5.
Le T e 1 Jpe
(e) W) 22 — (V6/3)x A + 0 W % G

Tabela 2.5: Pontos criticos (x, y e z) das equagbes dinamicas (2.72)-(2.75) para
o campo de quintesséncia com interacdo Q(ps + pm). A tabela mostra a corres-
pondente equagao de estado para a energia escura (2.64), a equagao efetiva de es-
tado (2.65) e o parametro de densidade para energia escura (2.61). Definimos

S. = V1201 + (X2 — 3)2.

Ponto [ [ho 143 Estabilidade
(a) veja o texto principal sela
(b) 2 -1 1 sela
[ 2 [ 2 A
(C) — @—3 w—3 2"’@ sela
(d) veja o texto principal sela ou instéavel
(e) Hel e Me3 sela

Tabela 2.6: Autovalores e estabilidade dos pontos ficos para o campo de quintesséncia
com Q(py + pim)-

Os autovalores da matriz Jacobiana foram encontrados para cada ponto fixo da
Tab. 2.5, os resultados estao apresentados na Tab. 2.6 onde

1
Hel = Z(A2 -5 — \/ﬁ)v

1
fezes — = @(:ﬂ4 +3X(5 — /) (2.76)

£V2(NH(=T2(=3 + /1))
—6QA(TN* — 48 + 8/11)
XN =63 — (3+ M%) /)

p= 120X+ (\? — 3)% (2.77)

e O ponto (a) descreve o universo dominado pela radiagao e pelo ponto fixo ser real

202
<

e Q, satisfaz o limite da nucleossintese Q%" < 0.045 [156] deverfamos ter

40v/6 93 — 800\ 40v/6
V6 u > T\/_ para qualquer valor positivo de Q).

A < A —800A
<5 @S gm0 M 2
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Os autovalores foram encontrados numericamente similarmente ao caso da interagao
considerada anteriormente, o ponto fixo é um ponto de sela para os valores permitidos
de \.

e A era da radiacdo ¢ também descrita pelos pontos (b) e (c). Eles sdo pontos de

sela e para (c) a interagao precisa ser () > o7 para que nao haja conflito com o

limite da nucleossintese.
e O universo dominado pela matéria pode ser descrito pelo ponto (d) mas apenas se
zg = 0 que implica em uma intera¢ao nula. Esse caso ja é conhecido na literatura [67].
e O ponto fixo (e) pode descrever o estagio atual de expanséao acelerada do universo
para alguns valores de ) e A. Os pontos criticos sao reais com 0 < Q4 <1 e wepr <

)\2
—1/3para0<)\§\/§eO<Q§)\oupara)\>\/§e < @ < \. Para esses

intervalos de A\ e Q a parte real dos autovalores é negativa, entao o ponto é estavel ou
estavel com espiral. O ponto atrator tem Q4 = 1 e wy = wepy = —1 para Q = A.

Assim sendo, tanto o universo dominado pela radia¢cao quanto o universo dominado
pela energia escura podem ser descritos pelos pontos fixos, no entanto, nenhum ponto
fixo representa a era da matéria.

2.3.5 Conclusao

A luz da teoria dos sistemas dindmicos lineares, estudamos a quintesséncia aco-
plada & matéria escura com duas interagoes diferentes: i) proporcional & densidade de
energia da energia escura p e, ii) proporcional & soma das duas densidades de energia
Pm + ps. Os resultados aqui apresentados ampliam a anélise anterior na literatura,
onde a interacao tem sido apenas proporcional & densidade de energia da matéria es-
cura. No caso i) a transi¢ao das eras cosmologicas é totalmente alcangada com uma
seqiiéncia adequada de pontos fixos. No segundo caso, ii), tanto a era da radiacao
quanto a era da energia escura podem ser descritas pelos pontos fixos, mas a era da
matéria nao pode. Portanto, a segunda interacao nao fornece a seqiiéncia cosmologica:
radiacao — matéria — energia escura. Esta nao é a primeira vez que uma interagao
proporcional a soma das densidades de energia leva a desastres cosmologicos. Um mo-
delo fenomenologico com esse acoplamento sofre instabilidade no comec¢o do universo
para w > —1, como mostrado em [39,40]. Analises adicionais para altos redshifts e
diferentes acoplamentos sao resumidas em [130].






Capitulo 3

Dark SU(2)

Nesse capitulo sera apresentado um trabalho feito pelo autor [157] onde é estudada
a possibilidade de um decaimento de uma particula de DE em outra particula de DE
mais uma particula de DM e outra de neutrino escuro.

3.1 Modelo para DE

Queremos encontrar um modelo baseado na teoria de campos que descreva um
mecanismo de decaimento de DE em DM, e que ao mesmo tempo se aproxime do
comportamento de uma constante cosmologica. Vamos supor que a DE seja um campo
escalar em um potencial com um minimo metaestéavel.

Consideraremos que o potencial do campo escalar tem um vacuo falso (metaestével)
e um vacuo verdadeiro, com uma diferenca de energia entre os dois de € = 107"GeV* =
PA-

Como o valor de € é muito pequeno é de se esperar que o tempo de decaimento seja
muito grande, maior que a idade do universo. No entanto, & medida que o parametro
massa decresce, a altura e a largura da barreira do seu potencial diminuem, diminuindo
assim o tempo de decaimento.

Até hoje nenhuma particula do setor escuro foi observada em detectores de par-
ticulas, acredita-se que ou elas tenham a massa muito grande ou a interagao com as
particulas do Modelo Padrao seja muito fraca. Um exemplo desse caso sao os axi-
ons [158-160], candidatos & DM, que, caso existam, devem possuir massa na faixa de
1072 a 10~%eV [161]. Além de resolver o problema de CP forte, deu uma boa ideia da
massa necessaria para particulas ultraleves candidatas a DM.

Iremos aqui estudar um decaimento do vacuo metaestavel para o vacuo verdadeiro.
A diferenca de energia entre esses dois minimos é ajustada para que seja igual a
densidade de energia da constante cosmoldgica. Apods esse estudo, serd analisado o
decaimento de uma particula de DE em outra particula de DE mais um dubleto de
DM, e analisada a validade desse modelo.

3.1.1 Decaimento do vacuo falso

Como visto em [162], um estado de vacuo ¢ estavel se os valores esperados do
campo escalar estiverem em um minimo verdadeiro do potencial efetivo. Mas se os

75
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valores esperados do campo escalar estiverem em um minimo local que é mais alto que o
minimo verdadeiro entao esse vacuo sera metaestavel. Um estado de vacuo metaestavel
“falso” corresponde a um minimo local que ird4 decair em um estado “verdadeiro” de
vacuo correspondente ao minimo verdadeiro por um processo de penetracao de barreira
(tunelamento), anélogo ao decaimento do nticleo alpha ou fissao espontanea. Processos
desse tipo nao podem ser observados em laboratério mas como varias simetrias tém
sido quebradas espontaneamente, acreditamos que eles tenham ocorrido varias vezes
na histéria do universo, por isso é tao importante saber calcular a taxa de decaimento
do vacuo falso.

Um exemplo simples de um estado metaestavel é a ebulicao de um liquido muito
quente citado em [163], o vacuo falso corresponde a fase superquente e o vacuo verda-
deiro a fase de vapor, nessa transicao ha criagao de bolhas, elas nao podem ser muito
pequenas pois o ganho em energia volumétrica nao sera suficiente para compensar a
perda de energia superficial, assim, as bolhas fisicas podem ter o tamanho critico ou
um tamanho maior, isso sera melhor explicado no decorrer do texto.

Estamos interessados aqui em calcular a taxa de decaimento de um estado meta-
estavel de energia escura. Supondo que o universo com expansao acelerada possa ser
descrito por um campo escalar canénico ¢, vamos assumir que esse campo escalar é
positivo definido. Por definicao, tomamos a densidade lagrangeana na forma

L= 10,60~ V(). (3.1)

Assumimos que potencial efetivo V' (¢) de menor ordem tem um minimo verdadeiro
em ¢ = (¢) e um minimo local em ¢ = ¢y = 0, e queremos ajustar uma constante
aditiva na densidade lagrangeana de tal forma que V((¢)) = 0, nesse caso V' (¢g) > 0.
Escolheremos o acoplamento de ¢° de tal forma com que seja uma soma de dois termos,
o primeiro deles responsavel por gerar o potencial quadratico e o segundo por criar o
vacuo metaestavel.

m? A q
V(p) = —¢* — Z¢* + =50 + K 3.2
(¢) = ¢ K VAR (3:2)
onde m e A\ sao parametros livres positivos da teoria e K é uma constante. Vamos
entdo patir do potencial quadratico definido por [104]

2

A
V(9) = ¢ - 70"+

2

6 9 6
—32m2¢ +ﬁ%¢ + K, (3.3)

onde acoplamento de ¢° foi escolhido para que o potencial (3.3) seja um quadrado
perfeito,

m. AN g
_ (e 6

O potencial (3.3) tem extremos em ¢g = 0 (V(¢o) = 0), ¢4 =+

m4
e i1 = = (Vo) = 575

desviar levemente do quadrado perfeito. Uma vez que o acoplamento presente na

2m
VA

Para obter a constante cosmologica, o potencial deve

(V(¢+) =0)



3.1 Modelo para DE 7

Relatividade Geral é a massa de Planck Mp, é natural esperar que o desvio do vacuo
de Minkowski seja devido ao termo proporcional a M, 2 que seré o segundo termo que

multiplica ¢°. Assim assumimos que o potencial (3.3) tem um pequeno desvio dado
6

POT 57, VaImos subtrair essa fungao do potencial (3.3) fazendo g — —g.
P
m? A A2 g
V(¢)=—-¢" = 70"+ 50" — =5  + K, (34)
2 19 T2 T M2

Apesar do valor do campo escalar no ponto minimo ¢4 também mudar, a mudanca
é muito pequena e podemos considerar que o campo escalar no vacuo falso ainda é

92 6
il + —iQ Vamos fixar as varidveis para que € seja a diferenca entre o vacuo falso
VA M
e o verdadeiro .
64m
e=V(go) = V(gx) = N (3.5)

Como usual na teoria quantica de campos é esperado que o parametro A seja menor que
um, se assumirmos que A ~ 107!, a equacdo (3.5) é € ~ 10~*" GeV* param ~ O(MeV).
Valores maiores para A implicam em valores menores de m. Portanto, a constante
cosmologica é determinada pelo parametro de massa e o acoplamento da interagao de
ordem quatro.

Definindo K = € para fazer com que o potencial desvie para cima e o vacuo
verdadeiro esteja no eixo, temos o potencial final dado por

2 by /\2
V(9) = 56" - 50" +

32m?

@5 — Aj]%w Ye, (3.6)

mostrado na Fig (3.1)

Figura 3.1: Potencial escalar (3.6) com parametros e valores arbitrarios. A diferenga
entre o vacuo verdadeiro em ¢ ~ 1.2 e o vacuo falsoem ¢g = 0é e = V(o) =V (¢p+) ~
1077 GeV™.
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O processo de tunelamento em que o estado metaestavel do vacuo falso decai para
o vacuo verdadeiro é similar ao antigo cenario inflacionario, e ocorre pela formagao
de bolhas do véacuo verdadeiro no background do vacuo falso. Depois de penetrar
na barreira as bolhas crescem na velocidade da luz e acabam colidindo com outras
bolhas até que todo o espaco esteja no estado de menor energia. A energia liberada
nesse processo pode produzir novas particulas e uma interacdo de Yukawa goi) pode
ser considerada para a producao de um campo fermionico, tal campo pode ser a
matéria escura fermidnica com pressao nula. No entanto, como veremos, o tempo
de decaimento é da ordem da idade do universo, entao é necessario considerar outro
processo dominante para recapturar a cosmologia standard.

Se 0 nosso sistema reside originalmente no vacuo falso e € é pequeno, eventualmente
o vacuo falso ira decair no vacuo verdadeiro onde a energia é nula. Esse valor é ajustado
pela massa do campo escalar e o coeficiente da interacao. A taxa em que o vacuo falso
decai no vacuo verdadeiro seré calculada.

Taxa de decaimento

Vamos seguir os mesmos passos feitos em [163] e partir do ponto de que o sistema
estd no vacuo falso, a qualquer ordem finita da teoria de perturbacao a instabilidade
nao sera notada pois essa teoria descreve pequenas oscilagoes perto do ponto de equi-
librio. Contudo, pode ocorrer grande flutuagao do campo ¢, entao ele é derramado
do vacuo falso. E natural esperar que a acio correspondente a grandes flutuacoes do
campo seja grande, entao o problema sera tratado quase-classicamente.

Vamos realizar as contas por uma perspectiva de tunelamento Euclideano, pode-
rfamos considerar a dinamica de “bolhas de vacuo verdadeiro” no espaco-tempo de
Minkowski, obteriamos o mesmo resultado mas por outra analise, como pode ser visto
em [162]. Basicamente, a diferenca entre esses dois casos ¢ como olhamos para o
tempo. No espago-tempo de Minkowski, se considerarmos um problema em quatro
dimensoes a bolha estard em trés dimensoes enquanto que a sua superficie serd Ss, ja
por outro lado, uma bolha Euclideana em quatro dimensoes tera uma superficie Sj.

Estamos tratando de um processo de tunelamento. Pequenas bolhas sao classica-
mente proibidas como ja foi discutido acima. A partir de (3.1), a a¢do Euclideana

2

(S

1
S = / d*x [5(@@2 + V(¢)} : (3.7)
Para resolver problemas de tunelamento procuramos campos que

(i) representam o vacuo falso ¢y para tempos muito grandes, tanto no passado
quanto no futuro, e representam o vacuo verdadeiro em tempos intermediarios;

(ii) fazem com que a agao seja extrema.
A segunda condigao implica em achar uma solugao da equagao de movimento Eucli-
deana classica,
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0*¢ —V'(¢) = 0. (3.8)

Isso corresponde ao movimento do sistema no potencial —V', comecando de ¢ e se
movendo para ¢4, chegando no seu maximo e voltando para ¢y. Essa solugao é
chamada de bounce e é invariante por transformagao de um gerador do grupo O(4),
ou seja, ¢ O(4) simétrica.

Colocando a origem no centro da solugao de bounce e utilizando o Ansatz

O(Z,t) = ¢(r) com 1 =\/(T—a0)2+ (t —to)?, (3.9)

a acao Euclideana (3.7) para uma solucao invariante por rotagao, simetria O(4), se

torna
> 1 /80\°
_ 2,3 |+
S—/O dr2m“r 5 <8r> + V(o)

onde, em 4 dimensoes, d*z = r3drdQ;, e dQs ¢ o elemento de superficie em 3 dimensoes.
Podemos utilizar a equagao de Euler-Lagrange

, (3.10)

ar oo 06" 34

para calcular a equagdo de movimento da agao (3.7). Obtemos que

d 95 _ d 2300 _ o oo 2dd | sd%¢
%.W_%{Qwr E} =27 [37“ d7‘+r er} ,
e
% = 27‘(‘27‘3% = 212°V(9) .

Assim, substituindo os resultados acima na equagao (3.11), temos a seguinte equagao
de movimento do bounce

& 3 d ,
S50 + S 0(r) = VI(9) (3.12)

onde as condigoes de contorno sao

¢(r — £00) = ¢y , (3.13)
o(r=0) = o+ (3.14)
d¢
— =0. 3.15
dr lr=0 ( )
A equagao (3.12) é analoga & uma particula na posi¢ao ¢ se movendo em um “tempo”
3d
r, sob a influéncia de um poténcial —V(¢) e for¢a de viscosidade ——d—¢.
rdr

E importante enfatizar que a Eq. (3.13) nos diz que ¢ tende a ¢y quando o raio
da bolha tende ao infinito, para ir para o vacuo verdadeiro o raio R tem ¢ ser menor
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que um Rico- Fisicamente isso expressa o fato de que o ponto final da trajetoria de
tunelamento é o vacuo verdadeiro.

A particula que é liberada do repouso de algum lugar perto de ¢4 em um tempo
nulo, deve alcangar ¢y em um tempo infinito, ou seja, se uma particula viaja de um
valor inicial ¢; e r = 0 deve ser encontrada em ¢y para r — 0.

Resumindo, r ~ 0 é o vacuo verdadeiro e r — 00 é o vacuo falso. A particula
comega no vacuo falso, caminha para o vacuo verdadeiro e depois volta para o viacuo
falso. Ela nao encontra o vacuo verdadeiro, chega muito perto. Se e — 0 ela o consegue
alcancgar.

Como a variavel r tem seu centro no vacuo verdadeiro, a bolha é definida por r
e representa uma bolha de vacuo verdadeiro dentro de um mar de vacuo falso. O
tunelamento é a chance de existir uma bolha com r > 0.

Tendo estabelecido a existéncia de uma configuracao do campo, relevante ao tune-
lamento do vacuo falso ao vacuo verdadeiro que extremiza a agao, é possivel verificar
que essa solu¢ao maximiza a agao e nao a minimiza. Isso implica na existéncia de um
modo negativo no background de bounce. O decaimento do vacuo falso se manifesta na
ocorréncia de uma parte imaginaria da energia do vacuo falso, assim, a contribuigao
do bounce a densidade de energia do vacuo deve ser puramente imaginaria. O fator
i surge de Det™/? calculado para pequenas flutuacoes perto da solucdo de bounce
classica, e ele providencia apenas um modo negativo.

Chamaremos de ¢(x) a solugdo do bounce das equagoes classicas (3.12). Conside-
rando uma familia de fungoes ¢(x;v) = ¢p(z/v), onde v é um pardmetro positivo. A
acao para essa familia é

Slp(z;v)] = %VQ/d4x(8u¢b)2 + V4/d4xV(¢b). (3.16)
Desde que ¢y(z) extremiza a agao, temos
oslotwll|
ov v=1

isso implica em

/ d'z(0,p)° = —4 / d*zV (gy). (3.17)

Substituindo a equagao (3.17) na agao (3.16), teremos

Sloain)] = (307 - ') [ atot@00 (3.1)

e podemos entao notar que

PS| _y [ g <0 (319

Isso mostra que inflando ou desinflando o bounce, a acao diminuira.

O decaimento do vacuo metaestével no vacuo verdadeiro é visto como a formacao
de bolhas do vacuo verdadeiro cercado pelo vacuo falso. O termo de friccao de¢/dr é
diferente de zero apenas na parede da bolha, desde que o campo esteja em repouso

v=1
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dentro e fora. Na abordagem semiclassica, a taxa de decaimento por unidade de
volume do véacuo falso é proporcional a energia do estado de vacuo falso [162,164]

r

Volume
onde M é alguma escala de massa. Quando S é grande, a barreira é suprimida, ou

seja, ela é transpassada, podemos entao estimar o valor do decaimento apenas por
r -3
~ erp

~ M ‘texp(—S9), (3.20)

Volume ignorando a escala de massa. Esse é o caso de quando a energia do
olume
vacuo verdadeiro é levemente abaixo da energia do vacuo falso, estamos considerando

aqui um valor baixo para a diferenca dessas energias € ~ 1077"GeV*. Por outro lado,
o potencial V' (¢) ndo é pequeno entre ¢g € ¢.

A solugdo analitica de (3.12) ndo é conhecida. Entretanto, temos uma ideia bas-
tante completa de suas propriedades, e isso permitira que calculemos a taxa de decai-
mento para € pequeno. De fato, a espessura do dominio de transicao onde o campo
¢ vai de ¢ para ¢4 ¢ determinado pela massa da excitagdo elementar, V" (¢4)|s=0
ou V"(¢_)|s=0. No mesmo tempo o raio R da bolha depende de €, quanto menor o €
maior é o raio R. O raio da bolha é inversamente proporcional a €, se ¢ — 0 entao
R — oo e tudo é vacuo falso. Para e suficientemente pequeno o raio R se torna maior
que a espessura da parede da bolha, essa é a chamada aprozimacdo de parede fina,
em inglés thin wall approximation (TWA). Para uma parede fina podemos considerar
r =~ R nessa regiao e desde que R seja grande podemos desprezar o termo de viscosi-
dade, que é proporcional a 3/R na parede. Se R >> m ™' entdo podemos

(i) considerar a parede da bolha como um dominio plano desprezando sua curva-
tura;

(ii) aproximar o campo fora da bolha por ¢ = ¢y e dentro da bolha por ¢ = ¢..

Entao a integral (3.7) pode ser decomposta em trés partes: uma integral fora
da bolha, uma integral no dominio de transi¢ao (parede), e uma integral dentro da
bolha. A integral fora da bolha é nula; a segunda integral, na parede, resulta na area
da superficie da bolha multiplicada pela tensao T' dessa superficie plana; a terceira
integral produz o volume da bolha multiplicado por —e. Dessa forma

1
S=Tx2m°R* — e x §7T2R4, (3.21)

onde a tensao superficial é calculada por [163|

P+
T - /¢> don/2V (3). (3.22)

0

Para encontrar a a¢ao do bounce precisamos do raio critico R, que extremiza (3.21)

s

& _ 2P R2 _ 9.2, B3
0| nen. 0=>[67T R WER}

R=R. =0=

R, =", (3.23)
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Podemos ver que o extremo da acao é de fato um méaximo, e que R, se torna arbi-
trariamente grande para € pequeno, o que justifica o TWA. No extremo a agao tem o
valor de

2
S, = S|p=pr, = ;W2T4/e3. (3.24)

Tempo de decaimento
Usando o potencial (3.6) na integral (3.22) obtemos

3
m
T'=— 2
= (3.25)

aplicando esse resultado na acao Euclideana no ponto estacionério considerando a

TWA,
271 m!?
2)\4e3

Substituindo a acio (3.26) na taxa de decaimento (3.20) com € ~ 107*7 GeV* e a
escala de massa sendo 1 GeV por simplicidade, temos [104]

(3.26)

SDE ~

m

12
A exp [—10143 <—) )\4} GeV* (3.27)

<I

GeV

O tempo de decaimento é obtido invertendo a expressao acima,

1/4
Lgecaimento = 1072 1013 (M) / 3.28
decaimento ™ exp GeV S. ( . )

A expressao para o tempo de decaimento nos fornece o valor de energia mais baixo
para o parametro de massa m no qual (3.28) tem pelo menos a idade do universo
(10'7s). Portanto o parametro de massa deveria ser

m > 1072GeV, (3.29)

para A ~ 107!, Assim, ele estd de acordo com o valor para m no qual o potencial
escalar descreve a energia do vacuo observada, como discutido aqui. A massa do campo
escalar pode ser menor se o acoplamento A também for menor que 107'. A taxa de
decaimento (3.27) é fortemente suprimida por grandes valores de m. O raio da bolha
dado na equagao (3.23) para o parametro de massa m (3.29) é R = 0.03cm.

3.1.2 Matriz de espalhamento de o™ — ¢ + ¢ + 1y

O modelo SU(2)g escuro contém um candidato ¢ & DM, um neutrino escuro vy
(que pode ser mais leve que 1)), e um dubleto de energia escura ¢, que contém ¢° e
", a tltima particula é mais pesada que a primeira.
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O decaimento de trés corpos leva a uma particula de DM cuja massa pode ser
acomodada para dar uma abundancia de reliquia correta; a um neutrino que é uma
particula quente/morna de DM; e a um campo escalar ° [104].

No nosso modelo assumimos que ambos DE e DM sao dubletos sob transformacoes
do grupo SU(2)g e singletos sob qualquer outra simetria. Apos a quebra espontanea
de simetria pelo campo de Higgs escuro ¢, os bosons de gauge W, W e Z; adquirem
a mesma massa dada por my = myz = gv/2, onde v é o VEV do Higgs escuro. Apos
a quebra de simetria ¢° e ¢ tém massas diferentes e ambas tém um potencial dado
pelo (3.6) mais o desvio (ng gp)?’ /M3 As particulas consideradas aqui sdo neutras de
carga. A interagao entre os campos é dada pela lagrangeana [104|

Lo =g (Wi Jih + Wodah + 23,73%) (3.30)
onde as corrente sao
1 ) _ _
i = 7 [Zary" R + i (@0 @t — gT0"")] (3.31)
_ 1 .- . 0 -
I = —= [VrY"var + i (pT0"@" — "0"pT)] | (3.32)

V2

JS; = % [%RW”VdR — YpY YR + i (g0+8“95+ - 95+3“90+) —1 (9008”950 - 9508”900” .
(3.33)

As correntes acima sao parecidas com as correntes da teoria eletrofraca. A principal
diferenga é que nao ha hipercarga devido a U(1).,, e existe um novo dubleto, dado por
ot e .

A lagrangeana (3.30) admite algumas interagoes que ocorrem em alguns decai-
mentos. Estamos interessados em calcular a taxa de decaimento devido ao processo
ot — gpo + 1 4+ v4. Da mesma forma que é feito para interagoes fracas, assumimos
que a energia envolvida no decaimento é muito menor do que a massa dos campos de
gauge, entdo o propagador de W é proporcional & g*/m3, e as correntes interagem em
um ponto. Podemos definir

2
g Gy
=2 (3.34)
8my, V2

onde G4 é o acoplamento escuro.
O diagrama de Feynman é mostrado na Fig (3.2) e a amplitude para o decaimento

g2

4mi,
onde os indices 1, 2 e 3 indicam as particulas ¢°, 1 e v, respectivamente, e P e
M indicam o quadrimomento e a massa, respectivamente, de ¢. A conservacao do
quadri-momento implica que P = p; + ps + ps.
A média do modulo ao quadrado da amplitude de decaimento é

IMP2=16G3{2[(P +p1) - p2] (P +p1) - ps] — (P +p1)?(p2 - ps + mams)} . (3.36)

M:

(P + pl),uﬂ_)(pfi)/yu(l + ’)/5)u<p2) ) (335>
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Figura 3.2: Diagrama de Feymann para o decaimento ¢t — ¢ + 1 + vy [104].

Usando a conservacao da energia-momento e definindo as invariantes s;;, ¢ possivel
escrever [104]

M2 =16 G [ 25, — 2512503 + 2(M? +m7 + m3 + m3)s1y

2
mo +m
—( 2 5 3) 323—2m2m3 (Mz—i—m%) —Zm%MQ
(m2+m3)2

5 , (3.37)

—2m§ (mf + mg) —

onde utilizou-se também que as invariantes nao sao independentes pela conservacao
do quadri-momento e obedecem syo + So3 + S5 = M?2 + mf + m% + m%. Dessa forma
foi possivel eliminar s;3.

3.2 Interacting dark energy in the dark SU(2)r model

Vamos apresentar o trabalho feito em [157] em que o autor participou.

3.2.1 Resumo

Exploramos as implicacoes cosmolégicas das interacoes entre as particulas escuras
no modelo escuro SU(2)g. Acontece que a relevante interagao entre a energia escura e
matéria escura, se da através de um processo de decaimento. Com respeito apenas ao
modelo padrao ACDM, a tinica mudanca ocorre nas equacoes do background. Obser-
vamos que os aspectos observacionais do modelo sao dominados por degenerescéncias
entre os parametros que descrevem o processo. Assim, apenas os parametros usuais
do ACDM, como a taxa de expansao de Hubble e o parametro de densidade da energia
escura (interpretado como a combinagao das densidades do dubleto de energia escura)
poderia ser restringido por observacoes neste momento.
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3.2.2 Introducao

Compreender a natureza da energia escura e da matéria escura é um desafio in-
trigante que tem motivado os fisicos a desenvolver enormes programas observacionais.
Isto é uma das maiores preocupagoes da cosmologia moderna. O candidato mais sim-
ples & energia escura é uma constante cosmologica, de acordo com os resultados do
satélite Planck [165]. Tal tentativa, no entanto, sofre de enorme discrepancia de 120
ordens de magnitude entre uma previsao teorica e os dados observados [166]. A ori-
gem de tal constante ainda é uma questao em aberto que motiva os fisicos a olhar
para modelos mais sofisticados. A abundancia de candidatos & energia escura in-
clui campos escalares [37,78-83,114-117,125|, campos de vetoriais [85-90, 138], ener-
gia escura holografica [51,91,92,94-101, 167-173|, modelos de decaimento de vacuo
falso [103,105-107, 174, 175|, modificagoes da gravidade e diferentes tipos de fluidos
cosmologicos [65,110,111|. Além disso, os dois componentes do setor escuro podem
interagir uns com os outros [51,64,74,95-97,106,111,118-126,148,150,176-183], desde
que suas densidades sejam comparéaveis e a interacao possa eventualmente aliviar o
problema da coincidéncia [131,132].

Muito mais perto do Modelo Padrao (em inglés Standard Model, SM) da fisica de
particulas sao os modelos baseados em grupos de gauge que visam levar a matéria
escura em considera¢do. Aqueles com simetria SU(2)g, por exemplo, sdo conhecidos
na literatura como extensoes do SM, sao chamados de modelos simétricos esquerda-
direita [184-190], onde, recentemente, a matéria escura foi considerada [191-201], mas
sem nenhuma tentativa de inserir energia escura nela.

O modelo escuro SU(2)x foi construido para ter os dois elementos do setor escuro
[104] e é semelhante ao modelo bem conhecido de fracas interagoes. Em principio, o
setor oculto interage com as particulas do SM somente através da gravidade. A energia
escura ¢ interpretada como um campo escalar cujo potencial é uma soma de auto-
interacoes até a sexta ordem. O campo escalar estd no minimo local do potencial, e tal
falso vacuo pode decair no verdadeiro através da penetragao da barreira, tunelamento.
No entanto, a fim de explicar a aceleracao césmica atual, o vacuo falso deve ser de
longa duragao (com um tempo de vida da ordem da idade do universo, como mostrado
em [104] e, portanto, o campo escalar se comporta como uma constante cosmologica.
Por outro lado, difere deste ultimo devido & presenca de interacoes entre as particulas
escuras.

Neste trabalho, exploramos as interagoes entre as particulas escuras do ponto de
vista cosmoldgico. A interacao relevante esté entre a energia escura e a matéria escura,
através do processo de decaimento calculado em [104]. Acontece que o acoplamento
muda apenas as equagoes do background, uma vez que a perturbacao da energia escura
diminui mais rapidamente que a da radiagao. Esse trabalho é organizado da seguinte
maneira. Segao 3.2.3 apresenta o modelo escuro SU(2)g, introduzido em [104]. Na
secao 3.2.4 nds derivamos suas equacoes cosmologicas e discutimos o resultado quando
comparado com dados observacionais das sondas césmicas padroes. A secao 3.2.5 é
reservada para conclusoes.
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3.2.3 O modelo SU(2)p escuro

No modelo SU(2) g escuro [104], a energia escura e matéria escura sdo dubletos sob
SU(2)r e singletos sob qualquer outra simetria. O modelo contém um candidato &
matéria escura v, um candidato ao neutrino escuro vy (que pode ser muito mais leve
do que v), e um dubleto de energia escura ¢, com ¢” e T, o tltimo ¢ a particula mais
pesada por definicao. O potencial escalar para o dubleto de energia escura é

V(@) = olo - A@ie) + L (@lp) (3.38)
2 4 A2 ’ '
onde )\ e ¢’ sao constantes positivas e A ¢ a escala de cutoff. Existem alguns termos
que envolvem acoplamento com o Higgs escuro de tal forma que depois da quebra
espontanea de simetria a massa fisica do dubleto de energia escura nao é mais o
mMesmo, Mas M0 € Myt
O termo da interacao de dimensao seis pode ser dividido em

I (@wteyt = |- 9| @ty (3.39)
A? 32m? A2 ’ '
)\2
onde ¢’ = - A? — g e i representa ¢° ou .

O termo de massa, a interacao quartica e o primeiro termo de dimensao seis do
miSOZ )\(SOZ>3 9

— } , que
V2 o V/32m;

tem um minimo absoluto em V(¢") = 0. O termo extra gA~*(¢")® leva o minimo

operador podem ser agrupados como um quadrado perfeito, [

V(£2m/V/A) para baixo, entdo a diferenca entre o vacuo verdadeiro e o vacuo falso
¢ dada por V(0) — V(£2m;/VA) = 64mSA3gA~2, é a energia do vacuo observada.
A gravidade induz o termo (gM,, 2(")%), que pode parametrizar uma contribuicao de
loop gravitacional [202[, € uma opgao natural desde que estejamos lidando com efeitos
gravitacionais, assim sendo, a massa da Planck reduzida é a escala do cutoff.! A massa
do campo escalar deveria ser, por exemplo, ~ O(GeV) para A ~ g ~ 1 em ordem de
explicar o valor observado de 10747 GeV*. O valor da energia observada do vacuo
restringe um dos trés parametros m;, A, ou g.

A interagao entre os campos é dada pela Lagrangeana (3.30)

O comportamento desse sistema é duplo. Se colocarmos o campo bosbénico no
vacuo (metaestavel) em ' = 0, ele pode decair ou permanecer l4, caso a altura e a
largura da barreira sejam grandes o suficiente. Supomos que seja o caso aqui [104].
Nesse caso, fazendo uma divisao entre o background e a perturbacao dos campos, eles
sao expandidos em torno do vacuo e as perturbagoes atuam como campos quanticos
nas interagoes. O campo bosonico ¢, se preso por uma barreira grande o suficiente,
s6 pode decair pelo significado da Lagrangeana (3.30). Observe que, como o vacuo
falso estd em ¢ = 0, a expansdo da Lagrangeana coincide com o original. Portanto,
no decaimento do campo bosonico ¢t em férmions (¢ + v4) mais ¢” ndo ha barreiras
potenciais, assim a energia escura decai em matéria escura e outras particulas. Este

'E possivel obter o potencial escalar (3.38) da supergravidade minima, por exemplo. No entanto,
como usual nas teorias de supergravidade, acabamos com uma constante cosmologica negativa.
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mecanismo é o responsavel pelo decaimento da energia escura em matéria escura fria
(ou mesmo quente) e é o que vamos buscar agora.

Do ponto de vista cosmologico, as interacdes relevantes® entre as particulas escuras
sdao o decaimento o — ° 4 1) + vy [104] e a aniquilacdo de dois escalares em dois
férmions. O 1ultimo processo, no entanto, da uma secao de choque nula apés expandi-
lo em poténcias pares de p/m para uma matéria escura fria fermidénica, enquanto
o processo anterior (decaimento) ja possui contribuigoes nao relativisticas; de um
modo geral, tem contribui¢coes mais importantes. Os outros processos de aniquilacao
pertencem ao setor escuro e nao desempenham um papel importante nas observagoes
atuais.

3.2.4 Predigoes do modelo
Equacgoes do background

A equagao de Boltzmann para o processo @ — a + b + ¢ é dada por [203]

3
% S— / dIL, dI1, dIT, dIL. (27 x
X 54(pa — Pa — Db — pc)|M|i_>a+b+cfa ) (34())
1 d3pl

onde dlIl; =

= e Bkt = a(t) ¢ o fator de escala. D
(2#)32Eief’ e e o a = a(t) é o fator de escala. Desprezamos

os fatores devido a degenerescéncia do condensado de Bose ou Fermi. O lado direito
da Eq. (3.40) se torna

/ dll,+ dl1,0 ALy dI1, (27")0* (Do — o — Py — pu) X
x |M|Pe Bt FoT — Ty (3.41)

onde I' é a integral da amplitude de espalhamento, que por sua vez nao depende de

d3p+
p [104]. A densidade de ntimero é ng,+ = /e_Eﬁ/kBTﬁ. Egs. (3.40) e (3.41) leva
m

as seguintes equacoes para particulas no processo de decaimento

d(a’ng)

o = —Tan, (3.42)
3
W = Ta’n, . (3.43)

Uma vez que o campo esté em repouso no minimo do potencial, da Eq. (3.42) vemos
que o termo a’n deveria ser constante (na auséncia do decaimento) para descrever a
constante cosmologica, assim sendo a densidade de energia para um fluido com equagao
de estado w = —1 deveria ser p = a®*mn, que é, um fluido nao relativistico que nao se
dilui quando o universo se expande.

2Existem outras.
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A equagao da continuidade para um fluido cosmolégico é obtida da defini¢ao p; =

d>p;
/ —(2:;3 E;f; ~ m;n;, onde a tltima igualdade é valida para fluidos néo relativisticos®.

Consequentemente, a equacao da continuidade para o fluido ¢ é
Pt = —Lpo+ (3.44)

que tem a solugao usual de decaimento exponencial p,+ o e Tt A taxa de decaimento
pode ser vista como parte de uma equacao efetiva de estado para ¢, desde que

Pt +3H(1 + weg) ppr =0, (3.45)

onde weg = —1+1"/3H. O segundo termo dé a contribuigao cinética da energia escura.

Os outros fluidos (¢°, 9, e v4) tém equacdes de continuidade similares, com equa-
¢oes de estado wyo = —1, wy = 0 e também w, = 0 ou w, = 1/3. As duas particulas
candidatas ao dubleto de energia escura e matéria escura sao nao relativisticas, que
implica que as equacoes de continuidade para os fluidos remanescentes sao

Poo = ppol'pgr (3.46)
py+3Hpy = pylper (3.47)
pv+3H(1+w,)p, = (1= pgo —py)Tppr (3.48)

onde na tultima equagao usamos a conservagao de energia [, = mgu+ — Mo — My, que
também ¢é evidente pela conservagao do tensor energia-momento, e fiz0, [l S0 as pro-
porcoes de massa myo /Mm+, My /M+, respectivamente. O lado esquerdo das equacoes
da continuidade acima sao aproximagcoes de primeira ordem desde que consideramos
fluidos néo relativisticos para o™, ¢° e 1.

Perturbagoes cosmologicas

Uma vez que os parametros da equacao de estado w; sao constantes para todos os
fluidos, suas velocidades do som sao cii = 0P;/dp;, onde P; é a pressao do fluido ‘4’.
A velocidade do som para um campo escalar, por sua vez é ci o =1 [204]. Seguindo as
definigoes de [205], no gauge sincrono a conservacao de energia implica nas seguintes
equagoes para os fluidos escuros (E.83a), (E.83b)

(5@- + 6H5¢+ = —F(Sw— , (3.49)
0p0 +6Hd0 = ppoldyr | (3.50)
: h
(5111 + 91/, + 5 = WI(SW 5 (351)
: h
o, + (1 + w,,) <9,, + 5) = (1 — 0 — ;Llp)F(S(er , (3.52)

onde &; = 0p;/p;*. O lado direito das equacdes acima seguem das Eqs. (3.45) e (3.48).
A Eq. (3.49) tem a solucdo d,+ a % T de acordo com o fato de que a energia

3DE e CDM sao nao relativisticos.
4Usamos aqui a notagao do [205]



3.2 Interacting dark energy in the dark SU(2)g model 89

escura nao se torna um aglomerado para escalas abaixo do horizonte [206]. Uma vez
que fluido ™ ¢ diluido no universo mais rapido que a radiacao, os acoplamentos no
lado direito das Egs. (3.50) e (3.52) sdo negligenciados. Como um resultado, d¢° oc a~°
e a perturbacao da equagao da continuidade para a matéria escura é a mesma no caso
nao acoplado.

A fim de obter o termo de interacao nas equagoes de conservagao do momento,
multiplicamos o lado direito da Eq. (3.41) por pu+/Eu+ = py+/m,+ antes de integra-
dgpp—ﬁe’E /

I T, portanto a equagao

-1
la. O campo de velocidade é definido como v* = — /
n

de Navier-Stokes no espaco do momento para ¢+ é
k26,0 =0,T | (3.53)

onde 6 = ik'jvj 5. O campo velocidade para o' ¢ também desprezado porque o lado
esquerdo da Eq. (3.53) vai para zero. Portanto a transferéncia do momento é irrelevante
e a equacao de Navier-Stokes para a matéria escura é a usual do modelo ACDM. Assim
sendo, o processo de decaimento muda apenas as equacoes do background.

Comparacgao com observacgoes

Do ponto de vista observacional, os dois campos escalares ™ e ¢ tém w; = —1
e efetivamente se comportam como um fluido de “energia escura”. O mesmo acontece
com as duas particulas do dubleto de matéria escura no caso em que o neutrino escuro
é nao relativistico (w, = 0). Para esse dubleto, as equagoes do background (3.47) e
(3.48) podem ser combinadas em

pam + 3Hpam = (1= p0)lpp+ (3.54)

onde pgm = py + p,. E entdo simples resolver numericamente a cosmologia do back-
ground em termos do fator de escala,

dpw— r

= —— 3.55
da, aHpSO+ Y ( )
dpo r
@ Pt (599
dpdm 3

= ——Ddm 1-— — , 3.57
T ~pa + ( uw)apr (3.57)

para tras no tempo com as densidades de corrente como condigoes “iniciais”, junto com
as equacoes usuais para um modelo de fluido standard. Reescrevemos as equagoes em
termos do fator de escala para facilitar os valores numéricos. Notamos, no entanto,
que falhamos ao obter restricoes dos pardmetros relevantes do decaimento (I', Q+,
Qdm, pyo, com Quo determinado pela condi¢ao de planitude na soma dos parametros
de densidade) quando comparamos a evolugao prevista com as sondas cosmicas padrao
usando as simulacaoes Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Isto é principalmente
devido a forte degenerescéncia entre a taxa de decaimento e a densidade de pt—mnote

®Usamos aqui a notagao do [205]
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|
P(Qqe | D)

0.67 0.68 0.69
Qde

Figura 3.3: Probabilidade posterior marginalizada p do parametro derivado Q4. =
Qu+ + Qo considerando o conjunto de dados D de sondas cosmicas padrao. As areas
sombreadas sob a curva marcam os niveis 1o e 20 de confianga; a linha fina cinza

marca o valor do parametro no ponto de melhor ajuste (bf), ng) = 0.68313.

como o parametro I' sempre aparece multiplicado por p,+ % Apesar disso, o parametro
derivado Q4e = Qu+ + Qo € verificado imitar a energia escura do modelo padrao com
Qge = 0.67782 + 0.00658 a nivel 1o de confianca (veja Fig.(3.3))

Para essa anélise, n6s empregamos dados observacionais dos priors de distancia
do Planck Cosmic Microwave Background (CMB) [207], o Joint Light-curve Analysis
(JLA) de supernovas do tipo-la [208]|, Baryon Acoustic Oscillation (BAO) de varias
fontes [209-212| H(z) de relogios cosmicos [213], e o valor local da constante de Hubble
[214].

Esta degenerescéncia desencoraja qualquer nova tentativa de restringir os para-
metros deste modelo no caso w, = 1/3, que adiciona dois novos parametros, 2, e
iy (0 dubleto de energia escura nao pode mais ser descrito como um tnico fluido),
potencialmente fazendo a degenerescéncia ter consequéncias mais sérias.

5Uma redefinicio pr = Ip,+ também foi investigada, de tal forma que a Eq. (3.55) se tornou

dpr‘ r . o o~
da = ——pr. O resultado, no entanto, continuou o mesmo, sem restricoes sobre os parametros
a a

acima mencionados.
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3.2.5 Conclusao

Neste trabalho, investigamos as interagoes entre as particulas escuras no modelo
SU(2)g escuro de um ponto de vista cosmologico. A interagdo mais relevante é o
decaimento de uma particula em um dubleto de energia escura para outras trés par-
ticulas, uma de energia escura e as outras duas de dubleto de matéria escura. Este
processo consiste em uma nova forma de interacao de energia escura e muda apenas
as equacoes do background. Embora a comparacao com dados tenha restringido muito
bem o parametro de densidade de energia escura hoje, definido como a soma dos pa-
rametros de densidade de ¢t e ¢°, os outros parametros livres no processo (taxa de
decaimento e massas das particulas) ndo sao limitados devido a forte degenerescéncia
entre a taxa de decaimento e a densidade do progenitor (o).

Utilizamos aqui o vy frio. Se o resultado para a parte perturbativa fosse diferente
estudarfamos o caso em que v, fosse quente.






Capitulo 4

Horndeski

Nesse estudo criaremos um modelo tedrico onde a DE interage com a DM pela
teoria de Horndeski. Apos o estudo teérico sera montado um forecast para analisar
se o telescopio BINGO, que esta sendo construido pelo grupo de pesquisa do Prof.
Dr. Elcio Abdalla, grupo do qual fago parte, valida a teoria. Propomos utilizar
fundamentos matemaéticos a fim de reconstruir a teoria de Horndeski a partir de uma
Lagrangeana mais geral considerando o acoplamento do setor escuro.

Para esse capitulo utilizamos como base [162-164,215-217].

4.1 Introducao

Como feito em [215], temos como objetivo descrever um acoplamento entre a maté-
ria escura e a energia escura no quadro de teorias de Galileons generalizadas simétricas
por translacao. Vamos considerar uma combinagao particular de termos na Lagran-
geana de Horndeski sem introduzir a constante cosmologica ou o setor de matéria, e
calcular a equagao de estado para um fluido césmico unificado efetivo wy. Essa equa-
¢ao de estado deve representar as observagoes e satisfazer o modelo de evolucao do
universo.

Observagoes recentes revelam que o universo tem entrado num periodo de expansao
acelerada [25,77|. Dentro do quadro de Relatividade Geral (RG), a expansao acelerada
pode ser justificada por uma componente de pressao negativa chamada de energia es-
cura (DE) [65], sua natureza é desconhecida apesar da melhor candidata para ela ser
a constante cosmologica A. Por outro lado, a perda de massa em galaxias individuais,
bem como suas distribuigoes de estrutura em larga escala em todo o universo, é atri-
buida a uma nova forma de matéria, chamada de matéria escura fria (CDM), se supoe
nao ter pressao. O modelo ACDM considera esses dois componentes do universo junto
as particulas do modelo padrao e representa, relativamente bem, dados cosmologicos.

Para um modelo mais preciso podemos modificar o ACDM de duas formas, uma
delas é modificando o lado esquerdo das equacoes de Einstein, a parte geométrica, e
outra é modificando o lado direito, a parte da fonte da deformagao do espago-tempo.
A primeira delas é chamada de gravitacao modificada [218], ¢ introduzido um termo
extra da geometria na agao, ou campos escalares extras que sao nao minimamente
acoplados com a gravidade. A segunda modificacao considera o lado direito das equa-
coes de Einstein criadas pela DE e DM, e essa DE é dinamica, com uma nova possivel
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interagdo com a DM. Essa nova interagao do setor escuro (ver [130]) afeta toda a ex-
pansao do universo, o crescimento da DM e perturbagoes da densidade de barions, a
criacao das anisotropias da temperatura na radiagao da CMB e a evolugao do poten-
cial gravitacional em tempos tardios. Essa abordagem pode melhorar ou até resolver
o problema da coincidéncia.

Para descrever a historia térmica do universo de uma maneira unificada pode-se
considerar que a densidade de energia é regulada pela mudanga na equacao de estado
de um fluido exoético no background, o gas de Chaplygin. O objetivo de utilizar o
gas de Chaplygin [219] é introduzir uma equagao de estado que reproduza a equagao
de estado efetiva em todas as eras do universo, o parametro da equagao de estado
imita um fluido sem pressao no comego do universo, no préximo periodo um setor tipo
quintesséncia tendendo assintéticamente para a constante cosmologica. Embora o gas
de Chaplygin seja bom para descrever a evolu¢ao do universo no nivel de background
ele nao é estavel apresentando oscilagoes amortecidas ou crescimento exponencial no
espectro de poténcia da matéria.

Teorias de Horndeski [220] partem da Lagrangeana de Horndeski e resultam em
uma teoria gravitacional. Uma subclasse dessas teorias de gravidade modificada com-
partilham uma simetria galileana classica descoberta independentemente por [221-
224]. Quando a teoria de Galileon generalizada abandona a simetria de translagao,
a teoria de Horndeski é reobtida. A principal caracteristica desta teoria é que as
equagoes de movimento sao de segunda ordem no méximo.

Vamos ver uma descri¢ao unificada de DE e DM na estrutura da teoria de Galileon
generalizada com simetria de translacao®, que é diferente de uma abordagem standard
onde o campo galileano faz apenas o papel da DE [225-228], ou a abordagem em que ele
faz apenas o papel da DM [229]. Considerando uma subclasse da teoria de Horndeski,
sem considerar um setor explicito de matéria e outro da constante cosmolégica, vamos
calcular a equacao de estado efetiva do fluido coésmico e ver se representa a evolugao
das eras do universo, se comporta como matéria sem pressao no comego do universo e
como DE para tempos futuros. Vamos examinar o modelo no nivel perturbativo para
verificar a existéncia de patologias e criar um forecast para o BINGO.

4.1.1 Teoria de (Galileons generalizada para a Cosmologia

A teoria que tem o campo escalar como seu unico grau de liberdade, cuja acao
obedece a simetria translagao

0 — 0,0+ ¢, ¢, = const. , (4.1)

que pode ser vista como uma generalizacao da invariancia de Galileu, é chamada de
Teoria de Galileons. O caso de Minkowski foi estudado em [230]. A Lagrangeana mais
geral que obedece a simetria (4.1) e que resulta em equagoes de movimento de segunda

! As equactes de movimento s6 tém derivadas de primeira e segunda ordem, e nao o préprio campo.
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ordem ¢é a soma das Lagrangeanas

£yt = 500

£4 =~ (001’06

£ = 2 (00 [(06) ~ (3,0,07] (1.2

£yt = —i(8¢)2[(D¢)3 — 306(9,0,0)” + 2(3,0,0)°] -

A Teoria de Horndeski corresponde a teoria escalar-tensorial mais geral possivel
para a qual as equagoes de movimento sao de segunda ordem. Ela é chamada de Te-
oria de Galileon Generalizada, pois generaliza a Teoria de Galileon a transformando
em uma teoria covariante, para isso devemos substituir as derivadas parciais por deri-
vadas covariantes, assumimos que ela nao tenha derivadas da métrica de ordem 2, por
isso adicionamos “contratermos gravitacionais", e por fim, substituimos os coeficientes
(0¢)? por funcdes de ¢ e X, assim obteremos a Lagrangeana de Horndenski [231].

Vamos ver a teoria de Galileons generalizada aplicada & um quadro cosmolégico.
As teorias escalares tensoriais mais gerais em quatro dimensoes que tém equacoes de
campo de segunda ordem (para evitar a instabilidade de Ostrogradsky?® [232]) sdo
descritas pela acao

5= / /gL (4.3)

onde g é o determinante da métrica g,,, e a Lagrangeana [220]

L= L, (4.4)

Ly=K(p,X), (4.5)
£3 = _GS(qbaX)ng ) (46)
Ly =Ga(d, X)R + Gax [(00)* — (V. V,0)(VIV9)] (4.7)

1
Ls = Gs(o, X)GW(V“V”@—EG&X[(D¢)3—3(D¢)(VMVV)(V“V”)+2(V“Va¢)(VO‘VW)(VBVW)] :
(4.8)
onde assumimos que a constante gravitacional é igual a um, K e G; (i = 3,4,5) séo
1
fungoes do campo escalar ¢ e da energia cinética X = —58‘% 0,0, com derivadas

parciais G; x = 0G;/0X, R o escalar de Ricci e G, o tensor de Einstein. A ideia por
tras da Lagrangeana (4.4) é encontrar uma estrutura antissimétrica para os coeficientes
de forma que os termos com derivadas de ordem maior que 2 se cancelem na equacao
de movimento [233|, para que nao haja instabilidade de Ostrogradsky.

2Teorias de segunda ordem ou ordens superiores na acao possuem instabilidades do tipo fantasma,
elas nao possuem um estado de minima energia, podendo decair até estados infinitamente negativos.
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A acd@o (4.3) foi primeiramente encontrada por Horndeski em [220], mas foi in-
dependentemente rederivada da estrutura da teoria de Galileons. Mencionamos aqui
que na versao original da teoria de Galileons, a simetria de translacao faz um papel
crucial, e consequentemente as duas teorias nao coincidem. Mesmo assim, extendendo
a teoria de Galileons para a teoria de Galileons generalizada, ou seja, abandonando a
simetria de translacdo, leva & construcao completa de Horndeski®.

Podemos expressar as Lagrangeanas (4.5) e (4.8) em func@o de variaveis ADM

= Fy(¢, X)), (4.9)

= F3(¢, X)K, (4.10)

= Fy(¢, X)R+ (2X Fyx — Fy)(K* — K" K,,), (4.11)
1

= F5(0, X) G K" — S X Fs x (K P - 3KK,, K" + 2K, K'"KY). (4.12)

As fungoes F; sao relacionadas as funcoes K e GG; por

FQK\/_/\/%dX

- / GsxV—XdX —2V/=XG ,
Fy =G+ V= / \/%dx (4.13)
- / GsxV—XdX .

Por fim, temos a relacdo entre M2, as funcdes a’s, K e G’s obtidas por [234]

M? =2(Gy —2XGyx + XG5 — GHX G5 x) (4.14)
HM?ap = diMf : (4.15)

H>MZax =2X (K x +2XK xx — 2G34 — 2XG34x)+
+ 120X H(Gs.x + XGsxx — 3Gagx — 2X Gy pxx)+
+ 12X H*(Gyx + 8XGyxx +4X2CGyxxx)+
— 12X H*(G5,4 + 5X G5 px + 2X*Gs pxx)+
+ 40X H*(3G5 x + TX G5 xx + 2X%Gs xxx) (4.16)
HM?ap = 20(XGsx — Gug — 2XGupx )+
+8XH(Gyx +2XGyxx — G54 — XG5 4x)+
+ 20X H*(3G5 x +2XG5.xx) , (4.17)
M?ap = 2X (2G4 x — 2Gs5.4 — (0 — H)G5.x) - (4.18)

3Resumindo. A teoria de Horndeski é a teoria mais geral possivel para a qual as equacoes de
movimento sao de segunda ordem e estd livre da instabilidade de Ostrogradsky. Obedecendo a
simetria de translagdo, que é uma generalizagao da invariancia de Galileon, podemos chamar a teoria
de teoria de Galileons. Para generalizar esta teoria, além de passar para equagoes covariantes Oy, u —
V., precisamos adicionar contratermos gravitacionais em L4 e L5 com o intuito de cancelar as
derivadas da métrica com ordem maior que dois. Assim obtemos a teoria de Galileons Generalizada.
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A variacao da massa de Planck pode ser vista por (4.14).
Vamos aplicar a cosmologia impondo a métrica de FLRW para o background

ds® = a(t)*(—dn* + dx?),

onde 1 é o tempo conforme, z' sdo as coordenadas espaciais comoveis, e a(t) o fator
de escala.

4.1.2 Evolucao do background

As equacoes de Friedmann para a teoria de Horndenski podem ser obtidas no for-
malismo ADM utilizando (J.7) e (J.8). Na presenga de matéria (escura e/ou bariénica),
as equagoes de Friedmann ficam dadas por [235,236|

E=D &= —pm, (4.19)
122
P=) Pi=—Pn, (4.20)
=2
em que
& =2XKx - K, (4.21)
E3 = 6XPHGs x —2X G, (4.22)
E4= —6H*Gy+ 24H*X (Gux + XGuxx) — 12HX GGy yx — 6HPGay, — (4.23)
& = 2H3X ¢(5Gs.x + 2XCs.xx) — 6H2X (3G5.4 + 2XG5.6x) , (4.24)
€
P,=K, (4.25)
Py = —2X(Gsg + ¢Gs.x) (4.26)
Py =2(2H + 3H*)Gy — 12H?X Gy x — 4(HX +2HX)Gyx — SHX XG4 xx
+2(¢ + 2H)Ga g+ 4X Gy gy +4X (6 — 2HP) Gy px (4.27)
Ps = —2X(2H?¢ + 2HH$ + 3H?$) G5 x — 4AH*X2$Gs5 xx + AGX (X — HX)G5 4x
+2[2(HX + HX) 4 3H*X|G5,4 + 4HX ¢G5 45 - (4.28)

A variacao da agdo com respeito a ¢ nos da a equagao de movimento para o campo
escalar

1d
em que
J= 0K x + 6HX Gy x — 20Gs4 + 6H*(Gux +2XGyxx) — 12HX Gy gx
+2H3X (3G5 x + 2X G5 xx) — 6H?*$(Cs.6 + XCs54x) (4.30)

Py=K 4 —2X (G346 + 0Gspx) + 6(H + 2H*) Gy + 6H(H + 2HX)Gy 6x
— 6H*X G545 + 2H* X $G5 4x - (4.31)
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Para que o modelo seja livre de instabilidades Laplacianas e fantasmas, e seja
cosmologicamente viavel, duas condigoes precisam ser satisfeitas [237-239|

3(2%11]2]{ — w§w4 + 410111)2’(1)1 - 211)%102)

>0, (4.32)

2
c

S w1 (dwyws + 9w3)
para nao ter wnstabilidades Laplacianas associadas a velocidade da propagacao do
campo escalar, e

w1 (4wiws + 9w3)

Qs = >0 (4.33)

2
3ws

para nao ter fantasmas, onde

wy = 2(Gy — 2XGyx) — 2X (G5 xdH — Gs 4), (4.34)

Wy = — 2G5 x X ¢ + 4G, H — 16X°Gy xx H + 4(¢Gagx — 4HG, x)X + 2G4 40
+8X2HG5 4x + 2HX (6G5,4 — 5G5 x0H) — 4G5 xx 6X*H? | (4.35)

w3 = 3X(K7K + 2XK7xx) + 6X(3X¢HG37XX — G37¢XX — G37¢ -+ 6H¢G37X)
+18H(AHX 3Gy xxx — HGy — 5XGypx — Gagd + THGy x X + 16HX>Gy xx — 2X20G4 pxx)

+6H*X (2HGs xxx X? — 6X %G5 gxx + 13X HoG5 xx — 27G5x X + 15HGG5 x — 18Gs4) |
(4.36)

Wy = 2G4 - 2XG57¢ - 2XG5,X§.Z§ . (437)

Como feito em [234], é possivel escrever as duas equagoes de Friedmann como

3H? = p + & | (4.38)
9H 4+ 3H? = —p,, — P,

em que o til indica a grandeza dividida por M2.

Como resultado de uma absor¢ao de uma potencial massa de Planck na densidade
de matéria e na pressao, apenas a equacao da continuidade total sera conservada, a
equagao da continuidade de cada componente nao se conservaré se a massa de Planck
variar, nesse caso haverd uma troca de energia entre o campo escalar e a matéria

€ +3H(E +P) = anHpm , (4.40)
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4.1.3 Unificacao da DE e DM

Estamos usando os graus de liberdade do campo escalar para a teoria de Galileons
generalizada nao s6 para descrever o setor da DE mas para descrever a unificagao dos
setores da DE e DM. Nao vamos considerar explicitamente o setor de matéria. Pode-se
expressar o fluido unificado efetivo que se comporta como matéria escura no inicio dos
tempos e em tempos intermediarios, e como energia escura em tempos tardios.

Para obter uma descrigao na estrutura de Einstein, precisamos considerar G4(¢, X) =
1/2 na agao (4.3), que faz aparecer o tempo standard da RG. As lagrangeanas que
sobraram sao interpretadas como partes de uma lagrangeana do fluido de unificagao
Ly =Ly+ L3+ Ls.

Dessa forma, as equacoes de Friedmann sao escritas por

3H? = py (4.41)

- (2H + 3H2) — Py, (4.42)

em que

pr =2XKx — K +6X0HGs x —2X G4
+2H3X $ (5G5.x +2X G5 xx) — 6H?X (3Gs4 + 2X G5 4x) (4.43)

Py =K —2X (GM> n g'ziG&X) _ 92X <2H3g{s Y OHHG + 3H2¢> G x
— AH2X%Gs xx + AHX (X - HX) Gisox

+2[2 (X + HX) + 32X | Gy g+ AHX OG5 (4.44)

E possivel escrever a equacao de estado para o fluido unificado como

wy = L : (4.45)
Pu

Queremos obter valores para K (¢, X), G3(¢, X) e G5(¢, X) que facam com que

o comportamento de wy concorde com o observado. Como sabemos, wy deve ser
proximo de zero durante a era da matéria, do redshift z ~ 3000 até z ~ 2 — 3
[240]. Para redshifts menores o wy deve diminuir ficando inferior a wy = —1/3,
representando a expansao acelerada em z ~ 0.4 — 0.6. Para tempos atuais (z ~ 0), a
equacao de estado é dada por wy, = Qpywprr + Qawy >~ —0.7, ja que o parametro de
densidade de energia é €2, = 1 [240]. A equacao de estado deve representar um universo
de-Sitter em um futuro distante. Na comologia padrao, por exemplo no paradigma
ACDM, o comportamento acima é obtido pela consideracao usual de que o fluido
de DM tem pressao nula com equagao de estado w,, =~ 0 e a constante cosmologica
com equacao de estado wy, = —1, com os correspondentes parametros de densidade
Q,, e Q respectivamente. Consequentemente, a equacao de estado total é dada por
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wr = Qwm + Qawa = Qawa, e entao, desde que 2, quase suma na era da matéria,
enquanto ele comeca dominando apenas apos z ~ 2 — 3, adquire o comportamento
acima para a equacao de estado total do universo. Portanto, as outras funcoes da
Lagrangeana de Horndeski foram escolhidas de tal forma que a equagao de estado
satisfaca

wy redshift (z) comportamento

~ 0 altos redshifts matéria escura
<—-1/3 ~04-0.6 energia escura
~—0.7 0 energia escura hoje

Uma consideragao crucial para nossa construcao é a suposic¢ao da simetria de trans-
lacao. Sobre simetria de translacao, a equacao de movimento s6 ira depender de ¢ x X
e <b x X, X, e ndo mais do campo escalar. Isso permite eliminar completamente as
derivadas do campo escalar entre py e Py (calculados pela equagao de Einstein), re-
sultando em uma expressao Py(py).

Levando em conta que as equagoes de movimento sao obtidas a partir da minimi-
zacao da acao que, essa, por sua vez, é escrita como uma integral da Lagrangeana, é
possivel que a Lagrangeana que possui um campo escalar respeite a simetria de trans-
lacao se esse campo desaparecer apds uma integracao por partes. Nesse caso a agao
depende do campo mas a equagao de movimento nao. Um exemplo disso é o termo
oUo.

Tem sido mostrado que fluidos com esse tipo de equagao de estado, por exemplo gas
de Chaplygin e suas extensoes [219], sdo capazes a induzir uma descrigao unificada dos
setores da DE e DM. No entanto, nesses modelos a relagao Py (py) é arbitrariamente
construida & mao enquanto que no nosso modelo vamos mostrar que essa relagao é
obtida da teoria, e todas as fungoes que aparecem nessa relacao sao fungoes acopladas
da Lagrangeana de Horndeski.

4.2 Resultados Horndeski

O modelo de Gas de Chaplygin Generalizado (GCG) nao é estavel nas perturbagoes
lineares, apresentando oscilagoes amortecidas ou crescimento exponencial no espectro
de poténcia da matéria.

No modelo de Horndeski aqui estudado, o campo escalar se comporta como um
fluido que evolui como matéria em altos redshifts e energia escura em baixos redshifts.
Isso ocorre devido a simetria de translacao, onde a equacao de movimento nao depende
do campo, mas apenas da primeira e segunda derivada dele (se fosse derivada de ordem
maior teria problema pela instabilidade de Ostrogradski), permitindo assim escrever
uma equacao de movimento do tipo “Gas de Chaplygin” em que a pressao do fluido
de unificagdo ¢ Py = Py(py).

O estudo [215] escolhe um modelo especifico de Galileons para obter um fluido
unificado que representa adequadamente o nosso universo.

As fungdes da Lagrangeana escolhidas por [215] que satisfizessem a simetria de
translacao foram K (¢, X) = K(X), que ndo depende do campo, e G3(¢, X) = G3(X) e
G5(¢, X) = G5(X), os dois dependem do campo mas, apos uma integragao por partes,
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o termo na Lagrangeana serd dependente apenas de X. O termo de acoplamento nao
minimo entre o campo escalar e o tensor de Einstein pode ser interpretado como uma
friccao atuando em largas escalas durante a evolugao cosmologica. Veremos agora que
a escolha da Lagrangeana faz com que o fluido se comporte como desejado,

K (¢, X) z% (X —nX'?) | (4.46)
Gz (¢, X) = — %XW : (4.47)
Gi (8, X) =5 (4.4
Gs (6,%) =~ 29 (4.49)

Para essa escolha, a acao de Horndeski fica escrita como

S = / d*zv/—¢ { (X —nXx'?) - 3D¢X1/Q+§+%GWW¢V”¢ (4.50)

Escolhendo 1 = 1, as equagoes de movimento (4.41) e (4.42) sao escritas como

1 3
3H? = —+)\9H2>X—)\—HE , 4.51
(2 5 3\/5 PU ( )
< . 9 1 9 . 1 X .
_ (201 +3H > = |5 <3H +2H> X VX + Ny sy~ X (4.52)

Portanto, a equagao de estado do fluido (4.45) ¢

n _[%—)\5<3H2+2H)}X VX + Xz X -2 HX .
- (5 +A9H2) X — Ny 5 H ' '

Das equagoes de Friedmann (4.51) e (4.52), é possivel escrever X e X em termos
de H e H conforme

3H (2H + v/2A
x = 3HQH+V2) (4.54)
1+ 18\, H?

2X [X (4)\5H _ 1) CAH 4+ 6H? (VX — 1) + NY]
V2X3 — 88X\ HX

A equagao de Klein-Gordon é obtida a partir da ac¢ao (4.50), e nesse caso, nos
fornece

X = (4.55)
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(\/ﬁx 4 OAH + 6\/§>\5H2X> X+ 6v2H [1 42 <2H + 3H2>} X2

—6V2HX? — 6 (H + 3H2) X=0, (4.56)

que pode ser reescrita na forma

pu +3H (py + Py) =0, (4.57)

onde foram utilizadas as equagoes de Friedmann (4.51). Como haviamos discutido,
podemos notar que pelo fato da agao (4.50) ter uma simetria de translagao, as equagoes
de movimento nao dependem do campo ¢, mas apenas das suas derivadas em primeira
e segunda ordem, X e X, respectivamente. Podemos ver também que nio estamos
tratando de uma interacao, mas sim de um fluido que representa hora a matéria escura
e hora a energia escura.

Substituindo as Eqgs. (4.54), (4.55) na Eq. acima (4.56), é possivel escrever uma
equagao diferencial para H(t)

1/2

. 1 1 32 /1
- {\/617(3/2 <§ n 9>\5H2) {5 <\/§)\3 n 2H) <§ n 9>\5H2)

2

1 1 1
{A§ (5 - 27A5H2> (5 + 3/\5H2) +6V2\sH (Z + gAsH "+ 3675 H 4)

1 1 1
—V6H [A?, (5 - 3)\5H2) +3V2)\H (5 + A5H2) + 4H? <— + 3A5H2)] }}
2 1 2 1 2 -1
+8H? |2+ OMH? S+ 60H )| 1 (4.58)

Utilizando as equagoes de Friedmann (4.51), (4.52), e a equagdo de movimento
(4.56), é possivel eliminar X e X para escrever a pressao do fluido como fungao da

densidade de energia do fluido, algo similar & equagao de estado do Géas de Chaplygin
Generalizado (GCG),
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Pulpr) = {33 (o) = 20 {=3X {4+ As f (o) 925 (o) — 28]} [VBs + g(pw) | +

+ Flpw) B (o) = 21 {VBAaAs o) [3Asf (prr) — 14] +
—2{2 43X f(pu) s f(pu) = 1} glpo)} 1} x
X {—36@% —18)3 {29(pu) +As.f(pv) [\@As + g(ﬂu)] } +

- %fw(pu) 2 =35 f (pu)]? x

% {=6v82a\s f(pu) — 2v2m [VBXs + g(pu)] + 2/ F(ou) [2V3s + g(pu)] +
P 12(0) [11VBs + 20(00)] } + 33 (o) B F (o) — 2

x {103 + 69(pv) — 122057/ Fpv) [VBXs + glpv)| +

s (ov) [21\@3 + 19g(pU)] }} (4.59)

onde

1/2

(3]
9(pv) = [3X; +2f(pv) = 3f*(pv)] - (4.61)

f(pU) = ) (460>

Observando a forma de Py(py) na Eq. (4.59), podemos ver que existem regides de
parametros onde é possivel obter a pressao para a matéria escura Py = 0, enquanto que
partindo desse valor para tempos tardios é possivel que o fluido represente a energia
escura Py = —py. Podemos entao considerar esse fluido como uma generalizagao
do Gas de Chaplygin (GCG) [219,241], no entanto esse resultado foi obtido de uma
subclasse da teoria de Horndeski.

Finalmente podemos obter a equacao de estado, dependente apenas do parametro
de Hubble, para o fluido substituindo as Eqs. (4.54), (4.55) e (4.58) na Eq. (4.53)

1 1 1 5
wy = {3H {/\§ (5 — 27>\5H2) (5 + 3A5H2> +6V2\3H <— + §>\5H2 + 36>\§H4) +

1
1 1 -t
+8H*> [§+9/\5H2 (§+6)\5H2>] }} X
32 /1 3/2 1
% { /6 (\/§>\3 + 2H) (5 + 9/\5H2> Y 3H {4}[2 <§ n 15)\5H2> n

1 1
+3)2 (Z + 8\ H? — 9/\§H4> +6V2\ H {Z + 3\sH? (g - 6)\5H2)] }} .

(4.62)
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Figura 4.1: O parametro unidimensional no subespago do plano (A3 — A5) que satisfaz
os dois requisitos fenomenolégicos, que sdo H(z = 0) = Hy ~ 6 x 10~%" (em unidades
onde 87G = ¢ = h = 1) e w,(z = 0) & —0.7. A linha vertical tracejada no lado
esquerdo marca a regiao em que duas condigoes de falta de patologia (4.32) e (4.33)
nao sao satisfeitas [215].

Para fixar os melhores valores de A3 e A5, supoe-se que a Eq. (4.62) deva satisfazer
wy(z = 0) = —0.7 com H(z = 0) = H, e encontra-se a dependéncia entre A3 e A,
conforme ilustrado na Fig. (4.1). Apos isso, resolve a equagao diferencial (4.58) para
valores de A3 — A5 que satisfazem a curva da Fig. (4.1) e a condigao inicial H(z = 0).

O estudo feito em [215] trabalha com as unidades de Planck, ¢ = i = 87G = 1,
dessa forma H, é expresso adimensionalmente. Nestas unidades, podemos escrever

2000 8nGh
Hy = 3000 Mpc ' Lp, onde Lp é o comprimento de Planck reduzido, Lp = 7r3 =
c
8.10766 x 10~*°m, h = 0.67, IMpc & 3 x 10*m. Portanto
H, =~ 6.04 x 107° . (4.63)

O lado esquerdo da Fig. (4.2) apresentada a evolucao da taxa de expansao do
universo em func¢ao do redshift para trés valores distintos de A3 em comparagao com
o modelo ACDM. Ela foi calculada numericamente a partir da Eq. (4.58), lembrando
que H = —(1+2)H(2)H'(z), onde  representa uma derivada com respeito ao redshift.
Ja o lado direito da Fig. (4.2) apresentada a evolugao da equagao de estado do fluido
para os mesmos trés valores de A3, calculada a partir da Eq. (4.62), junto com a
evolugao da equacao de estado do modelo ACDM.

E possivel observar que a equacdo de estado para o fluido representa com boa
concordancia as observacdes. E zero durante toda a era da matéria que comeca em
z ~ 3000 e vai até z ~ 2 — 3, quando comeca a decrescer. Em z ~ 0.5 passa por
wy = —1/3, onde comega a expansao acelerada do universo. Nos dias atuais, z = 0,
a equacao de estado para o fluido é de wy = —0.7 e a curva tende para w — —1
quando z — —1 (representa t — o), indicando que no futuro o universo sera do tipo
de Sitter.

Apesar do comportamento desse modelo no background ser consistente, é possivel
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Figura 4.2: Lado esquerdo: A evolucao do parametro de Hubble como uma fungao
do redshift z, para o modelo (4.50), para varios valores de A3 em unidades onde
877G = ¢ = h = 1. Temos um grupo de valores da equagao de estado do universo para
wy(z = 0) ~ —0.7 e o valor atual de H para Hy ~ 6 x 107%" que esta de acordo com
o valor de A5 (4.50). Lado direito: A correspondente evolugao de wy(z). Em ambos
os graficos adicionamos as curvas correspondentes a ACDM [215].

que ele tenha patologias no nivel perturbativo, tais como fantasmas e instabilidades
Laplacianas. Na teoria de Horndeski existem duas condi¢oes que devem ser satisfeitas
para que nao haja patologias, sao elas as Eqs. (4.32) e (4.33), que para o nosso modelo
onde a agao é escrita por (4.50), se tornam

2(AsX — 1) {3A3 4+ 6vV2XA3H (1 — 5AsX) +8X [1 (1 — AsX) + 3X:H2 (14 3X:X)] } -

Q== [V2As + H (4 — 1205 X)]”

(4.64)

1
= {()\5)( —1) {3A§ +6vV2X3H (1 — 50X) + 8X {5 (1= AsX) + 3N H? (1 + 305X 1 }}
x {8 (3AsX — 1) [4/\§H2X2 — (1= A X)? H} + A [Ag (1+ A X) +4V20s (1 — A X X +

—oH {\/§A3 s X (2 4+ TAsX) — 1] — 4ds (AsX — 1) (1 + 30sX) X}} >0, (4.65)

com a condicdo de que ¢ < 1.

A Fig. (4.3) apresenta a evolugdo de @, e ¢ para a evolugao do background com
a escolha de parametros da Fig. (4.2). Observamos que as condigdes para a auséncia
de fantasmas e instabilidades Laplacianas sao sempre satisfeitas e o modelo esta livre
de patologias tanto no background quanto no nivel perturbativo. A escolha de X'/?
em K (¢, X) e G3(¢, X) foi feita para que ¢ fosse positivo para qualquer tempo.

4.3 Modelo desenvolvido

No trabaho realizado foi utilizada a seguinte Lagrangeana de Horndeski (4.50)
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Figura 4.3: Lado esquerdo: A evolugao de Qs (4.64), que caracteriza a auséncia das
instabilidades Laplacianas, como uma func¢ao do redshift z, para o modelo (4.50),
para varios valores de A3 em unidades onde 87G = ¢ = h = 1. Temos um conjunto
de valores presentes para a equagao de estado do universo para wy(z —0) ~ —0.7 e o
presente valor de H para Hy ~ 6 x 107%. Lado direito: A evolucao correspondente a
velocidade do som ao quadrado de perturbagdes escalares c% de (4.65) [215].

1 A R A
L=y—g 5 (X —nx/?) - ?3’[!@5 X2 4 5+ é’GWV%V% (4.66)
onde definimos
Lo =1 (X — gx'2) (4.67)
2 9
Ly=— %Dd) X2 (4.68)
L :g , (4.69)
A
Ly E?BG“VVMvaVQb _ (4.70)

Quando variarmos y/—¢gL4 com respeito & métrica, obteremos o lado esquerdo das
equagoes de Einstein.
Definindo a variacao de uma funcao £ qualquer por

5! 0 0
= () - () o

2 5 ,
V=909 (V=9Ls) =Tty 47

onde T' (’Z ’; representa o tensor energia-momento do fluido unificado

podemos escrever que
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y -2 4§/
T(li) = —_ _(5 [\/ —g (ﬁg -+ £3 -+ ;Cg,)} (473)
909w
Sendo assim, vamos calcular a variacao de cada lagrangeana L£;, com i = 2,...,5,

para depois obtermos o tensor energia-momento para o fluido.

Para validar as componentes do tensor energia-momento calculadas utilizando o
método variacional, utilizou-se um comando do programa computacional Mathematica.
Este comando recebe uma fungao “f” que depende de outra fungao “g”, que por fim,
essa tltima, depende de uma coordenada z®, conforme VariationalD| f | g [27]], g
[x], 2%]. O comando vai calcular a parte esquerda das equagoes de Euler-Lagrange
derivando “£” com respeito a “g” e as derivadas de “g” em funcao das coordenadas x“.
Para simplificar

/
= il f= 2f— aaif ) (4.74)
0g  Og 0 (9ag)

Uma condi¢ao necessaria para que esse comando funcione é que a funcao “g” seja
escrita exatamente dessa forma, g = g(z®), se ndo escrever explicitamente a depen-
déncia de z* o comando nao funciona adequadamente.

A expressao para o tensor energia-momento perturbado é igual a expressao para
o caso nao perturbado, por isso vamos utilizar a métrica do background e calcular as
componentes para o caso nao perturbado.

Quando tentamos calcular o tensor energia-momento utilizando o programa Mathematica
encontramos dois problemas. Estamos tratando de um caso onde g"” e £ s6 dependem
do tempo, ou seja, a tnica componente valida de z% é 2 = 2° = ¢, entdo, quando
formos calcular a variacdo de y/—gL com respeito a métrica ¢"”, temos f= /—gL,
g= g € ” =1.

VariationalD[f[g[z?]], g[z?], 2]

1. O primeiro problema aparece pois o comando VariationalD nao funciona para
essa definicao de fungoes que escolhemos. Como foi dito acima, a fungao “g”
precisa ser uma funcao de primeira ordem em z®, que nao ¢ o caso de g,,.
Esse problema é resolvido considerando que g= ¢(t) e ndo que g= g, entao,

precisamos transformar

5! 0 0
f=-% 9 ) 475
Som .~ B 5 Bogm) (4.75)
que é o que queremos, em
5/ 0 0

= T gy, 4.76
5g  9g 9 (dog) (4.76)

que é o que sabemos calcular. Para isso fazemos

0 _ (dg“”)_l 0 (4.77)

D9 dg ) 9g’
¢ 1
a d (aog;w):| - a
— . 4.78
7 Bogim) { 1) | 9ane) (4.78)
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Como

d<8oguu) _ dg;w
d (0og) dg ’

(4.79)

entao

0 0
f— 0 f
ag;u/ Oa (a()g/w) :|

dgu,,)_l [a )
=/l gy f
( dg g 0 (0ng)

(%)_ VariationalDlf[g[z“]], g[z*], %] . (4.80)

2. O outro problema que existe é que escrevendo a variacao de /—¢gL como o lado
esquerdo da equagao de Fuler-Lagrange,

o 0 0
—f= o f— Gyt 4.81
59 g "9 (dy) (4.81)

ele nao respeita a regra de Leibniz, mas se fizermos a variacao da funcao “f” pelo
método variacional esta regra é valida. Por exemplo se f=f;-f5, entao

5 o’ 5 o’
%f = 5_g(f1 -fy) # %(ﬁ) fy+ 1y 5_g(f2) ; (4.82)
pois
5 0 0
%(fl -1fy) _3_g(f1 fy) — aof)((%g) (fy - o)
0 0
:8_g(fl) fo + 1 - 8_g(f2)+
0 0
-0 [ ) 45 g )]
0 0
:8_g(fl) fo +1; - 6_g(f2)+
0 0
-0 5 )] [ ] @+
— (Oof1) - {0 (gog) (fQ)] —f - {8 (gog) (fz)] : (4.83)
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Reorganizando os termos temos

6/
5g(f1 fQ) 8 f2_ [ :| fo +
(26) 4
0 0
L) =1 -8 &)+
) = o{a(aog)u)]

n
() e (55)-
\—(Ggfl)- { )( )1 { 700 (fl)] - (0o fZ)J ) (4.84)

leerenga

Definimos aqui a “Diferenca” como sendo a diferenca entre a variagao do produto das
funcoes e o que seria a regra de Leibniz aplicada a essa variagao. Podemos escrever
de uma forma simplificada

e |5 G Tl e

g i i

N J/

TV
Diferenca

onde f= Hfi' Assumimos que os f; ndo sao produtos de fungoes e que eles comutam
o
entre sl.
Entao, levando em conta esses dois problemas, queremos calcular

5giylf:(djg”)_l Z(%ﬂ)fj—;({a(%g ]%Hf) . (4.86)

1,J,iF] J#

.

~
Diferenca

Como pudemos ver, a “Diferenca” apenas sera nao nula se a fungao “£” depender da

[qpsvh]

derivada temporal de “g” e da coordenada x°. Temos como exemplo o caso de J¢ em
L3, que depende de g,,,. Vale enfatizar que a “Diferenca” s6 existe quando aplicamos
/

a um produto de fungoes.
OGuw

Calculamos o tensor energia momento a partir da variagdo da agao obtida ana-
liticamente, e utilizamos o programa Mathematica para validar o resultado para o
caso do background. Isso porque queremos obter o tensor-energia perturbado, e o
Mathematica s6 nos fornece as componentes do tensor no background. Entao vamos
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calcular o tensor energia-momento analitico e comparar cada componente com as com-
ponentes do mesmo tensor calculado pelo Mathematica, validando o resultado analitco
para o tensor, o perturbaremos.

4.3.1 Tensor energia-momento de Horndeski

Com o intuito de validar as equagoes obtidas analiticamente em (1.10), (I.34a) e
(I.53a), que nos fornecem o T}, () = T,E§2) + T;Efg) + Téff’), vamos agora apresentar as
contas feitas no Mathematica para o tensor energia-momento do background, que seréa
usada como comparacao.

Estamos supondo um universo que respeite a métrica de FLRW sem perturbacao

G = —N2(t) dt* + a*(t) 6;; dx'da’ | 4.87
o J

onde a fun¢ao lapso N(t) é uma variavel, que serve para podermos calcular derivadas
com respeito a gogo. No final das contas fazemos N(t) — 1 e N'(t) — 0. Para essa
matriz v/—g = N(t) a®(t).

Como goo = —N2(t), g11 = ga2 = g33 = a*(t) e as outras compontes sdo nulas, no
background s6 teremos quatro componentes do tensor energia-momento nao nulas, sao
elas T e T = 7% =T33,

A variagao da Lagrangeana com respeito a métrica é dada por

5L Agw\ ' 0L
— - 4.
O ( dg ) dg (4.88)
Como
TMZ/ :g)\l/Tu)\
. (_ 9 ) 5L
W vV —9 5guA
2 (g, \ " oL
5 (%) 5 (429

Segundo a Eq. (4.89), precisamos calcular o termo

(ddig”) o (4.90)

para os dois casos possiveis. No primeiro caso em que gog = —N 2(t), temos
dgoo \ 1 .
— = —— de defi = N(t) . 4.91
(dN(t) NG onde definimos g (1) (4.91)
No segundo caso em que g1, = gay = g3 = a>(t), temos
d !
<dag(1tl)) = 20(0) onde definimos g = a(t) . (4.92)

Como a métrica é diagonal,



4.3 Modelo desenvolvido

T0 — _ 2 [ 9900 _lg oL
0 V=g \ON(t) SN (t)
2 (9gn\' oL
T, =T%=T%=—- —— —
1 2 3 —g (0a(t)) glléa(t) )
portanto
o 1 oL
07 a3(t)ON(t)
1 oL
T, =T%=T°% = —
! 3 N(t)a2(t) da(t)

111

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

Vamos calcular entao 0L/IN(t), e 6L/da(t), pelo Mathematica para assim obter
T e T% = TH = 7% =T33 ¢ verificar as contas do tensor energia-momento feitas a

mao.
Segundo o Mathematica

% = A3 ag%H ,
% =a*3H?,
% ==X GB§H2¢2 )
(§]
e
% :AgaQ%g ,
% — 423 (3H2 + 2H> ,
% — )\5a2; [(31{2 + 2H> é* + 4H¢<ﬂ :

onde ja consideramos que N (¢) — 1 e N'(t) — 0. Dessa forma

1.
T ) :Z¢2
O 3
Toy = = A 5H
0 2
TO(L4) —_ — 3H

9 .
T o) :)\5§H2gb2 .

(4.97)
(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)
(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)
(4.107)
(4.108)
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Assim

1 3
T | = —+)\9H2)X—)\—H

onde TOO(U) = Too(b) + Too(cg) + TOO(L5), e X = ¢?/2. Para as componentes espaciais

(4.109)

; 3 /. )
Ty = — 1 <¢2 — 2\/§U¢> (4.110)
; 3 ¢
Ty =— )\3Eg (4.111)
Tioy =— 3 (3H2 + 2H> (4.112)
Ti exes [(3H2 4 207 P>+ AHpp| . (4.113)
i(Ls) 9
Assim
; 1 . 1 X .
Ty =3 [—5 + A5 (3H2 1 2H>] X +nVX — Agﬁy + 2>\5HX] . (4.114)

onde 7%y = Tz + Tiiesy + Thienyr € X = 6°/2.

As Egs. (4.109) e (4.114) concordam com o resultado de 7" (u) analitico. Vamos a
expressao de 7" () Para obter oT*" ()

Variando a a¢ao com respeito a N(t) e a(t) respectivamente, e fazendo N(t) — 1,
obtemos

2XKy — K +6X¢HGsx — 2XGsy — GH?Gy + 24H?X (Gyx + XGuxx)
—12HX ¢Gypx — 6HOGyy +2H>X ¢ (5G5 x +2X G5 xx)
— 6H’X (3G54 +2XG54x) =0 (4.115)

K —2X (Gyo+ 6Gax ) +2 (3H? +201) Gy — 12HX G x — AHX Gy x — SHXGx
~ SHXHGxx +2 (6 +2H) Gug + 14X Gy +4X (§ = 2H) Gaox

_2x (2H3¢ Y OHHG + 3H2<5) Gsx — AH?X?$Cs xx + 4HX (X . HX) Gsox
+2[2 (AX + HX) + 3H2X| Gy g+ AHXOCs,50 = 0 (4.116)

Na geometria de FLRW, as equagdes de Einstein (4.119) e (4.120) se reduzem a

3H? = py , (4.117)
- <3H2 + 2H> — Py, (4.118)
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onde

pr =2XKx — K + 6X¢HGs x — 2X G 4+
+2H3X ¢ (5G5.x +2XGs xx) — 6H?X (3Gs.4 + 2X G5 4x) (4.119)

Py =K —2X (GM + éG37X> _2x <2H3d) Y OHHG + 3H2¢3> Gs.x+
— AH2X?3Gs xx + AHX (X — HX) Gs o

+2[2 (X + HX) + 32X | Gy g+ AHX 0G5 g5 (4.120)

As quantidades acima sao utlizadas para definir a equacao de estado total do
universo wy, que é o fluido que incorpora o setor de DE e DM em uma forma unificada,

P
wy =2 . (4.121)
PU

4.3.2 Perturbacao

Na teoria perturbativa o elemento de linha no gauge sincrono pode ser escrito em
primeira ordem como [26]

ds® = a® [—dT2 + <6i]’ + ﬁ2j> dz’ dafj} ) (4.122)
onde no espaco de Fourier
hij (7 %) = kil 46 (kkj - %51-]-) n. (4.123)
Dessa forma, perturbando além da métrica o campo

o(n) — ¢(n) +0¢(n, %) , (4.124)

temos para o tensor energia-momento

A .
6Ty = —\/_—2:(1%5 <—2V25¢ + hgb) : (4.125)
5T, 0y = %i 9, (5(;3 - 3%&;5) , (4.126)
. Ne 1 /o v N
ST oy = \/__225 (5¢ é—d 5¢) 5i . (4.127)
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4.3.3 Teoria de Horndeski apos GW170817

YEm 17 de agosto de 2017, o detector de ondas gravitacionais LIGO (Laser In-
terferometer Gravitational Observatory) junto com o interferometro VIRGO detectou
ondas gravitacionais (do inglés gravitational waves, GWs) advindas da fusdo de um par
de estrelas de néutrons (BNS, do inglés binary neutron star) proximo da galaxia NGC
4993 [243], evento esse chamado de GW170817 [244]. A contraparte eletromagnética
(EM) do evento foi detectada pelo telescopio Fermi na forma de um Gamma-Ray
Burst curto (GRB170817A) (sGRB, do inglés short gamma ray burst) com duragao de
1.74 £ 0.05s depois pelo telescopio Fermi e pelo International Gamma-Ray Astrophy-
sics Laboratory [245]. Observagoes subsequentes em todo o espectro eletromagnético
confirmaram a descoberta [243].

Cada um desses eventos forneceu informagoes complementares sobre a fusao BNS.
O sinal da onda gravitacional serve para obter a massa da estrela de néutrons (NS)
0.86 — 2.26My, e sua distancia luminosa d; = 40%$,Mpc. As contrapartes do EM
identificam a galédxia onde a fusao aconteceu, NGC4993. Tomando o limite inferior da
distancia luminosa d; = 26Mpc e um delay conservativo de 10s entre esses eventos, a
GW e o sGRB, os limites para a velocidade das GWs sao [245|

—3-107" < ¢yfe—1<T7-1071 (4.128)

onde ¢4 indica a velocidade da onda gravitacional e ¢ a velocidade da luz. Vamos supor
que ¢ = 1.

Isso possibilitou estabelecer vinculos muito fortes na teoria de Horndenski [246-
248| limitando bastante o leque de possiveis alternativas a relatividade geral. Como
haviamos visto, o desvio da velocidade das ondas gravitacionais em relagao a velocidade
da luz ¢ dada pela equacdo (J.23), sendo que a funcdo ar representa esse desvio. A
principio, ap pode adotar valores positivos ou negativos. No entanto, valores negativos
de ap foram vinculados em ar > —107% devido a auséncia de radiacao Cherenkov
gravitacional em raios cosmicos [249,250]. Ja os limites positivos disponiveis foram
obtidos pelo tempo de viagem da onda gravitacional entre os dois detectores do LIGO
[251,252], o que dava ar < 0.42 [251,252].

Efeitos na propagagao das GWs sao uma marca das teorias escalar-tensor da gra-
vidade. A evolucao das perturbacgoes lineares, transversas e de trago nulo sobre o
background cosmologico sao representadas por

hij + (3 + OéM) thj + (1 + CYT) k2hij =0 , (4129)

onde sao totalmente caracterizadas pelas duas fungoes do tempo: o excesso da veloci-
dade tensorial, ar, que modifica a velocidade de propagacao das GWs cf] =1+ ap;
e a variagdo da massa de Planck efetiva, ay; = dlog (M?) /dlog(a), que modula o
termo de friccao causado pela expansao do universo.

A generalizagao covariante da teoria Galileana [253,254| pode vir da teoria de

“Para a anilise feita aqui foi utilizado [242]
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Horndeski [255] considerando

GQ(X) —CQX s
C
G3(X) :2M33X ,
_MI% Cy 2
Gl =5+
Gs(X) :%XZ , (4.130)

onde a escala de massa M> = M pHg garante que os coeficientes ¢; sejam adimensionais.
Existem trés modelos que dependem da ordem mais alta do campo ¢ na acao: ctibico
(¢4 = ¢5 = 0), quartico (¢5 = 0) e ordem cinco (todos os termos).

A teoria covariante de Galileon é mais interessante como um modelo cosmoldgico
onde o campo causa ao universo a aceleragao, sem precisar de uma constante cosmolo-
gica no modelo. Como consequéncia da simetria de translagao ¢ — ¢ + C', existe uma
solugao tipo tracker onde a evolugao temporal do campo e o parametro de Hubble
obedecem a relacdo ¢ = H(t)¢(t)/H = constante [247]. Sobre essa solucdo, a Eq.
(4.129) nos fornece

1 H
or :WE“ 204" + ¢5€° <1 + ﬁ>] , (4.131)
H M? -1
54
]\4*2 =1 - E4 (264 + 055) (4133)

onde £ = H(t)/Hy. Modelos de Galileon de auto-expansdo sdo consistentes com
medidas de BAO e CMB.

Como demonstrou [246], quando temos ambos os sinais, gravitacional e eletromag-
nético, das GWs e do sGRB, os vinculos sao muito mais fortes. Seja t; o tempo de
emissao das ondas gravitacionais e eletromagnéticas na fonte, ¢t o tempo de deteccao
da onda gravitacional e t. o tempo mensurado do pico de brilho do sinal eletromagné-
tico. O tempo de transito do sinal gravitacional e eletromagnético sao respectivamente,
cr(ty —ts) = ds e (t. — ts) = ds, sendo ds ~ 40 Mpc a distancia da fonte. A partir
da condigao (4.128), ap6s uma expansao de Taylor é possivel obter que ar ~ 2 At/dj,
onde At ~ 1.7s é a diferenca do tempo de chegada entre os dois sinais. Dessa forma

lar| < 107 Mpc , (4.134)

ou seja, para todos os efeitos, ar =~ 0. Temos uma relagao muito forte entre c4 e cs.
Utilizando as Eqs. (4.131)- (4.132), [256] obteve a relagao

lap| < 1.9-1071 . (4.135)

O modelo de Galileons mais vidvel nesse caso é aquele com um pequeno desvio da
forma cubica de Galileon, que é incompativel com medidas do ISW com mais de 7o.
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Modelos de Galileons de ordem cinco compativeis com GW170817 existem em uma
regiao muito limitada do espago de parametros onde

1 [t
At ~ 5/ ar(t)dt' <1.7s . (4.136)

te

Para descartar essa possilidade seria necessario outra medida.

A limitacao dos possiveis valores da velocidade da onda gravitacional serviu para
excluir algumas teorias alternativas a relatividade geral.

Como vimos, na teoria de Horndenski, a massa de Planck efetiva é dada por (4.14)
e ar é dada por (4.18). Escrevendo as duas fungoes explicitamente

M;O./T = 2X[2G47X — 2G57¢ - (¢ — HQ.S)G&)(} s
M; =2(Gy = 2XGyx + XG5 x — HoX G5 x]

Podemos ver que nao ¢ possivel um cancelamento trivial a menos que G5 x # 0.
Para um cancelamento total, é necessario que

Guix =0, G5 =~ const. , (4.137)

visto que sao os termos de £, e L5 que influenciam no desvio da velocidade de pro-
pagacao das ondas gravitacionais. Somente alguns casos finamente ajustados preveem
ar(z =0) = 0. Como escrito em [248], a Lagrangeana de Horndenski compativel com
o novo vinculo se reduz a

f(9)

bn ==~

R+ K(¢,X)— G(¢, X)06 . (4.138)

4.3.4 Conclusao

A deteccao de ondas gravitacionais advindas da fusao de um par de estrelas de
néutrons [243|, evento esse chamado de GW170817 [244], imp6s vinculos na veloci-
dade da onda gravitacional que limitou a existéncia de alguns modelos de Horndeski
inviabilizando o nosso modelo. Utilizando o estudo feito aqui é possivel estudar outros
casos que ainda nao foram descartados, como por exemplo o modelo de Horndeski
para uma métrica de buraco negro perturbada.



Capitulo 5

Conclusao

Apresentamos nesse estudo trés trabalhos realizados pelo autor em que propoe
modelos de interagao entre a energia escura e a matéria escura como alternativas ao

modelo ACDM.

Analise dinamica

Utilizando a teoria de estabilidade linear para sistemas dinamicos, estudamos a
quintesséncia acoplada & matéria escura com duas interagdes diferentes: i) proporci-
onal & densidade de energia da energia escura py e, ii) proporcional & soma das duas
densidades de energia p,, + ps. No caso i) a transigdo das eras cosmologicas ¢ total-
mente alcangada com uma seqiiéncia adequada de pontos fixos. No segundo caso, ii),
tanto a era da radiacao quanto a era da energia escura podem ser descritas pelos pon-
tos fixos, mas a era da matéria nao pode. Portanto, a segunda interacao nao fornece
a seqiiéncia cosmologica: radiagao — matéria — energia escura.

DSU(2)r

Neste trabalho, investigamos as interagoes entre as particulas escuras no modelo
SU(2)r escuro de um ponto de vista cosmolégico. A interacao mais relevante é o
decaimento de uma particula em um dubleto de energia escura para outras trés par-
ticulas, uma de energia escura e as outras duas de dubleto de matéria escura. Este
processo consiste em uma nova forma de interacao de energia escura e muda apenas
as equacoes do background. Embora a comparagao com dados tenha restringido muito
bem o pardmetro de densidade de energia escura hoje, definido como a soma dos pa-
rametros de densidade de ¢t e ¢°, os outros parametros livres no processo (taxa de
decaimento e massas das particulas) nao sao limitados devido a forte degenerescéncia
entre a taxa de decaimento e a densidade do progenitor (¢1).

Teoria de Horndeski

A deteccao de ondas gravitacionais advindas da fusao de um par de estrelas de
néutrons [243|, evento esse chamado de GW170817 [244], impds vinculos na veloci-
dade da onda gravitacional que limitou a existéncia de alguns modelos de Horndeski
inviabilizando o nosso modelo. Utilizando o estudo feito aqui é possivel estudar outros
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casos que ainda nao foram descartados, como por exemplo o modelo de Horndeski
para uma métrica de buraco negro perturbada.



Apéndice A
Relatividade geral

A teoria da Relatividade Geral, criada por Einstein em 1915, mostra como a geome-
tria se relaciona com o contetdo de matéria e energia para um determinado universo.
Como disse John Wheeler: “A matéria diz para o espago-tempo como se curvar, e o
espaco curvo diz a matéria como se mover”.

Seré assumido um conhecimento de algebra tensorial, o conhecimento necessério
sobre calculo tensorial sera dado. Foram utilizados para essa segao os livros [1,257,258|.

Revisaremos o conteiido de Relatividade Geral necessario para introduzir a pes-
quisa realizada nesse trabalho.

A.1 Transporte paralelo e geodésica

Uma geodésica pode ser definida de varias formas. Serao apresentadas duas formas
para a mesma defini¢do, a primeira fara isso de uma forma mais matemaética (ver [257])
enquanto que a segunda seguird uma forma mais fisica.

Primeira analise

Uma curva privilegiada em que o vetor tangente em todos os pontos é paralelo a
ele mesmo respeita

D [dq Lo 8 (A1)

o [ax | ="y
onde A\ é um parametro de parametrizacao.
Vamos agora definir a derivada covariante de um tensor 77 contraida com X,

VxT7 = X"V, 17,
onde V, é a derivada covariante. Um campo vetorial contravariante dado por z7 =
27 () determina uma congruéncia local de uma curva qualquer em um dado ponto.

O campo vetorial tangente & congruéncia é dado por X7 = dz?/d\. Vamos definir a
derivada absoluta do tensor 777" ao longo da curva de congruéncia C,

D
oy T = VT = XV T
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Transporte paralelo ou propagac¢ao paralela ao longo da curva C' ocorre quando
D/DX [T =
ou seja, se a derivada absoluta do tensor [T: ] for nula. Aplicando a condig¢ao ne-

cessaria para uma propagagao paralela em (A.1) e sabendo que X7 = dz?/d)\, temos
que:

VxX7=kX7.

Utilizando novamente o fato de que X° = dx? /d\ |

VxX° = X'V, X°

— X”&,X"+FZVX”X“
dz¥ 0 dz° dz? dzt
oy T gy
d)\ Oxv d\ B odX\ d

portanto,

VX =t oy T o T oY T o |l ay

Tomando dois pontos P e () na curva C', podemos restringir que eles sejam tao

proximos a ponto de serem representados por z7(A) e x7(A + d\) respectivamente.
g

d:c)\ oA. Vamos

d?x° dx* dx” dx® D D [dx"]

Apos uma expansao, o ponto () pode ser representado por z7(\) +
definir,

dx°
d\
O vetor X?(\) no ponto P é agora o vetor tangente dz’(\)/d\, portanto, um vetor
qualquer no ponto @ que seja paralelo a dz?(\)/d\ é dado por X7 + §X°.
Introduzindo a conexao onde 0X7 = —I7, () X*(x)dx", podemos substituir X" e
dz”, j4 que sabemos que X" = da*/d\ e 0x” = XVO\ = (dz” /dN\)OA,

ox’ = oM.

- dx* dz¥
0X%(x) =17 —
() = —T5, (0 -
portanto, o vetor no ponto () paralelo a X7 é
- dxt dx¥
X +6X°=X-19 —
+6 I —O0\.

Nos sabemos que todo vetor em () é dado por:

dx’ d [ . dx?(\)
d/\()\Jr(S)\) dA[ (A) + 0 5A},

portanto, pelo vetor no ponto () paralelo & X7 ser um vetor em (), temos a igualdade

dz” d*z? de . dztdz”
WA=k < o~ D@y dA) '
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Sem perda de generalidade podemos fazer k = [1 + k(\)dA], pois A — 0= Q — P.
Divindo a equagao por d\ e cancelando o termo dz” /d\ de cada lado, quando fazemos
o limite de 6\ — 0 obtemos a equagao da geodésica:

d*z” s drtdx”  dx?
e ey an N an
Se a curva for parametrizada de um jeito que k desaparega e se existir uma para-
metrizagao privilegiada, chamamos o parametro utilizado de parametro afim, geral-
mente convencionado por s. A equacao da geodésica afim se reduz a Vx X7 = 0.
Um pardmetro afim s é sempre definido por uma transformacao afim, s —

as+ 3, onde « e [ sao constantes. Podemos utilizar esse parametro afim para definir
Py

o comprimento afim da geodésica entre dois pontos P, e P, por / dr. Nao
Py
é possivel comparar o comprimento em diferentes geodésicas sem uma métrica pela

arbitrariedade do parametro s. Geralmente no lugar de s é utilizado o tempo medido
por um observador parado em um sistema de referéncia, o tempo proéprio 7.

Para a existéncia e unicidade do teorema para a equacao diferencial ordinéria, é dito
que cada diregao corresponde a um ponto onde existe uma tnica geodésica passando
por ele. Do mesmo modo, qualquer ponto pode ser ligado a qualquer outro ponto,
independente da distancia existente entre eles, e serem suficientemente “fechados” pela
unicidade da geodésica.

(A.2)

Segunda analise

A lagrangeana de uma particula livre é expressa por:

L= guxra’ |

onde g,,, € o tensor métrico e o ponto denota uma derivada com respeito a A\. Vamos
supor que a velocidade seja independente da posicao e vice-versa, e que o tensor métrico
s6 dependa explicitamente da posicao. A equacao de Euler-Lagrange nos diz:

d 0L oc
d\ox®  Ox°
Vamos calcular cada termo da equacao acima para obter a equacao do movimento.
Primeiro termo:

oL : .
e R
= QQMUI:“,
portanto,
d oL 0o - - .
— = =2 pvgn 4 2g,,aH .
d\oze ~ ~ Ox” 9
Podemos reescrever o primeiro termo do lado direito da equagao acima como:
99, - - 09,6 - -  O0Guy - -
2£x”x“ - ix”x“ + g_quV

ox? ox? dxr ’
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disso segue que:

d 0L  0¢us - - OGus - . .
— = IR pvpn 4 myV 4+ 2q,0H .
dNoge ~ dav U T gt T et
O segundo termo da equagao de Fuler-Lagrange ¢ mais simples,
oL _ 09, gy
dx®  0z°
Substituindo os dois termos na equagao de Euler-Lagrange temos
0Guo - - OGug - - v 0Gu . .
2 pvgh 4+ 2 gkl 4 2g,00H — 2 phgy = () .
oxv * OxH 2 x°

Trocando-se a posi¢ao de dois termos e dividindo tudo por 2,

. 1 (09 00 Ogu\ - -
Y - pyv = (),
G 2 ((’333” ozt 9ze )T

Essa equagao pode ser reescrita como

. 1 agua agya 8g;w N N
o %« — by = 0.
s 29 (8m” * den gz )T

Considerando que o simbolo de Christoffel ¢ definido por

L (0 O "

FU
g oxV Ozt Ox®

Notamos um simbolo de Christoffel no segundo termo, portanto, temos novamente a
equacao de geodésica (A.2).

A.2 Curvatura

Riemann introduziu uma maneira de descrever completamente a curvatura em
qualquer nimero de dimensoes mediante o tensor de Riemann, um tensor que seja
a generalizacao da curvatura de Gauss em quatro dimensoes, ele expressa o quanto
uma variedade é nao plana, ou seja, o quanto uma variedade se curva. O tensor de
Riemann é definido por derivadas covariantes,

R V=V, V,V]|.

oy

Substituindo-se a defini¢ao de derivada covariante na equacao acima podemos escrever
o tensor curvatura de Riemann como

RY,, =000, — 9,10, + 10T, —T0,I. (A.4)

opuy

O tensor de Riemann satisfaz as seguintes propriedades:
e anti-simetria entre o primeiro par de indices,

Rpa;w = _Ro'pw/ . (A5)
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e anti-simetria entre o dltimo par de indices

Rpa/z, = _Rpo "woe (A6)

e invariancia se trocar o primeiro par de indices com o tltimo

Rpw =R 0. (A7)

e identidade envolvendo a soma de permutagoes ciclicas nos trés ultimos indices

Rpﬁ;u/ + Rp;u/(r + Rp//(r,u = 0 . (A8)
A ultima propriedade pode ser vista lembrando-se que
Ripow) = 0, (A.9)
o que implica em:
Rp[auy} =0. (A].O)

Os colchetes representam um tensor anti-simétrico.
Expandindo o lado esquerdo de (A.10) temos (A.8),

Rp[aw} [RPUW — Rppwo + Ropwo — Rpvpo + Rpvop — Rpm/u]

(QRPUIW + 2R 0 + 2Rpww)

=
o0

b
()]
] @IP—‘C«_\HH

(A.11)

Utilizando as quatro propriedade citadas acima, é possivel diminuir o tensor de
Riemann com 256 componentes para apenas 20 componentes. Estamos considerando
o espago-tempo quadridimensional.

e O tensor de Riemann possui uma propriedade de simetria diferencial, ela é cha-
mada de identidade de Bianchi
v)\RpJul/ + vaJ)\uu + VJR/\p;U/ =0. <A12)

O tensor de Ricci é definido por

’ (A13)

uma contragao tensorial do tensor de Riemann. E facil notar por (A.7) que o tensor
de Ricci é um tensor simétrico.
Podemos definir o escalar de Ricci como o trago do tensor de Ricci, isso é

R=R' =g"R,, . (A.14)

Por ultimo definimos o tensor de Einstein

1
GMV = RMV - §Rguu ) <A15)




124 Relatividade geral

que satisfaz

V.G =0,

pois tanto o tensor de Ricci quanto o tensor métrico sao simétricos.

A.3 Equacoes de Einstein

As equacgoes de campo de Einstein, mais conhecidas simplesmente por equagoes
de Einstein, sao escritas como

G,, =8rGT,, |, A.16
I I

onde G ¢ a constante gravitacional de Newton e 7, o tensor energia-momento.
Elevando o indice p e contraindo em v as equagdes de Einstein (A.16), temos

J"G = 8nGy¢"'T,, =
Gt = 87rGT“H.

o
Abrindo o tensor de Einstein (A.15),

1
2

onde T#, = T. Para o espaco-tempo sabemos que 9", =90, =4, portanto o escalar
de Ricci é dado por

R — ;Rg", =8nGT

R = —-8nGT .

Substituindo nas equagoes de Einstein (A.16) o escalar de Ricci, temos que o tensor
de Ricci é escrito por

R,, = 8rG (T;w — %Tg,w) . (A.17)

Essa equacao relaciona a geometria do espago-tempo com a distribuicao de energia
e massa.

A.4 Equacoes de Friedmann

Considerando as equagoes obtidas no Apéndice B, podemos substituir os valores
de 'Y\, e o tensor de energia-momento de um fluido ideal nas equagoes de Einstein
(A.16) e obter as equagoes de Friedmann para um universo curvo. Tomando a evolu-
¢ao da energia nas equacoes de Einstein, indices 00, temos a primeira equagao de
Friedmann

H>=—5p— — (A.18)
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1(t
onde Ht = % é o parametro de Hubble e a(t) é o fator de escala da métrica.
a

Considerando agora apenas os elementos espago-espago das equacgoes de Einstein,
1
Gii = Ry — §Rgii = 8nGT;; .
Como g; = a?, R;; = 24> + ai e Tj; = Pa?, em um universo em expansio, temos

a 1/a\°
-+-(—-) =—-4nGP.

a 2 \a

Aplicando a primeira equagao de Friedmann (A.18) na equagdo acima obtemos a
equacgao de aceleracao de Friedmann ou segunda equagao de Friedmann

a 1
2 __ - P Al
.~ P, (A.19)

onde Mp = é a massa de Planck reduzida, soma da densidade de

1
P = Pi
V881G ; '
cada componente do universo e P = Z P;, soma da pressao de cada componente do

T
universo.

Podemos reescrever as equagoes (A.18) e (A.19) como

H(t)? = ﬁp - % : (A.20)
e
§+—2(p+3P):0 : (A.21)
a 6Mp
Definindo a fragao energética ou densidade relativa de energia do i-ésimo com-
ponente como §2; = BMP—P{H?’ podemos reescrever a (A.18) como
QK:1—Q:1—pﬁ, (A.22)

onde () = Z Q;, e €, representa a densidade de curvatura,

1
K

C H2q2

Q. =
e p. a densidade critica,

per = SMAHG .

Considerando a primeira equagao de Friedmann escrita em funcao das densidades
de energia e da curvatura (A.22), vamos ver os trés tipos de universos possiveis
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e Universo fechado: retas paralelas convergem a um ponto. O espago pode ser
interpretado como uma hipersuperficie esférica, de raio a(t), num espago euclidiano
de quatro dimensoes. Kk =1, Q, <0 e p > per.

e Universo aberto: retas paralelas divergem. O espago pode ser interpretado
como uma hipersuperficie esférica, num espaco pseudo-euclidiano de quatro dimen-
soes. Kk =—1, Qs >0e p < pep.

e Universo plano: retas paralelas continuam sendo paralelas. O espaco é simples-
mente o euclidiano. Kk =0, Q, =0e p = pep.

A distribuicdo de matéria claramente determina a geometria espacial do nosso
universo, agrupando,

2>1 ou p>p.—k=+1, (A.23)
Q=1 ou p=p.— k=0, (A.24)
Q<1 ou p<p.—r=-1, (A.25)

onde € é um parametro de densidade adimensional. Observagoes tém mostrado que
atualmente o universo ¢ muito proximo de uma simetria geometricamente plana (€2 ~
1) [30]. Isso é atualmente um resultado natural da inflacdo do comeco do universo [6].

A.5 Equacao da continuidade

A conservacao das equagoes para um fluido perfeito e homogéneo na relatividade
especial ¢ a equagdo da continuidade dp/0dt = 0 e a equagdo de Euler 0P/0z' = 0.
Podemos juntar essas duas equagoes utilizando o tensor energia-momento

0,T" =0 .

Podemos generalizar esse resultado para a relatividade geral, a diferenca seré que
no lugar da derivada parcial existird uma derivada covariante d, — V,. Em vir-
tude das identidades de Bianchi o tensor energia-momento é conservado. Calculando
essa conservagao com a derivada covariante, utilizando a métrica de FLRW temos a
equacgao da continuidade ou equagao de estado

% +3H(t)- (p+P)=0. (A.26)

Essa equagao relaciona a pressao com a densidade de algum componente do uni-
verso. Vamos definir por w o parametro da equagao da continuidade,

Substituindo o parametro w na equagao de estado (A.26), podemos reescrever essa
equacao como
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i+ 3H() - (1+w)pi =0]. (A.27)

Estas equacgoes s6 sao validas se supusermos que os componentes do Universo ndao
interagem.

E possivel integrar a equagao (A.27) para obter p em fungao de a e w,

DX CL_3(1+UJ).

Outra forma de obter a equagao de estado (A.27) é derivar em rela¢do ao tempo
as equacoes de Friedmann.

Em cosmologia assume-se que cada componente da matéria satisfaz sua propria
equagao de conservagao, o que nao segue diretamente das equacoes do campo, entao
deve ser assumido ou derivado separadamente.

A.5.1 Nosso universo e o tensor energia-momento para fluidos
ideais

Evidéncias observacionais nos mostram que o nosso universo estia em expansao
acelerada, da mesma forma que nos mostram que ele respeita o principio cosmologico,
portanto, podemos representa-lo pela métrica (1.1)'. Iremos agora deixar de lado as
aplicagoes da RG e estudar os componentes que formam o nosso universo.

Pelo fato do universo respeitar o principio cosmolégico, podemos assumir que em
grandes escalas o tensor energia-momento toma a mesma forma que a de um fluido
ideal. Um fluido ideal é definido como tendo cada ponto se movendo com uma veloci-
dade U, e um observador que se encontra entre o fluido viaja com a mesma velocidade.
Tal observador vé o fluido como sendo isotropico. Isso ocorre pois pequenas colisoes
entre as particulas do fluido sao imperceptiveis para o observador. Vamos supor que es-
tamos em um quadro de referéncia no qual o fluido esté4 em repouso para algum tempo
e posicao particular. Em um ponto do espago-tempo, a hipétese de um fluido ideal
nos fornece um tensor energia-momento com as seguintes caracteristicas esfericamente
simétricas

T = P67,
T —T% —
% =p.

'Edwin Hubble demonstrou que todas as galaxias e objetos astronomicos distantes estdo se afas-
tando do nés (lei de Hubble) como previa uma expansdo universal. Utilizando o desvio para o
vermelho de seu espectro eletromagnético para estimar a distancia e a velocidade de objetos remotos
no espago, demostrou que além de todos os objetos estarem se afastando de nos, sua velocidade é
diretamente proporcional a sua distancia, uma caracteristica da métrica de expansao. Estudos pos-
teriores vieram a demonstrar que a expansao era extremamente isotrépica e homogénea, ou seja, nao
parece ter um ponto especial como “centro”, mas parece universal e independente de qualquer ponto
central fixo.
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Os coeficientes P e p sao chamados respectivamente de pressio e densidade de
energia propria. Agora vamos utilizar como referéncia o laboratorio, e supor que o
fluido nesse quadro parece se mover com a velocidade v. O tensor energia-momento se
transforma segundo a transformacéo de coordenadas entre coordenadas coméveis z’?
e as coordenadas do laboratério %, conforme

T = A (D)A° (D)T"7

onde A contém os parametros de transformacao, portanto,

ij ij v’y
T = Po +(P+p)1_62, (A.28)
i0 v’
T = (P+ ) | (A.29)
(P + pi*)

Juntando as equagoes (A.28) - (A.30), temos a seguinte equagdo para o tensor
energia-momento para fluidos ideais

T°% = Pn*P 4+ (P + p)u®u” |
- 200

onde u® é a quadrivelocidade de um fluido, u° = (1 — 172)’1/2, i@ = tu’. E comum

definir um escalar v = u°.

O tensor contravariante acima levando em conta a gravitagao é representado por

T = Pg" + (P + p)u"u"

, (A.31)

onde u* é um valor local para dz*/dr de um elemento de um fluido comovel, fluido
em repouso no referencial. Note que a pressao e a densidade sao sempre medidas por
um observador num local inercial em relacao ao movimento do fluido, e sao sempre
escalares. O tensor energia-momento é conservado covariantemente (V, 7" = 0).



Apéndice B

Escalar de curvatura para a métrica
de FLRW plana e curva

B.1 Componentes das equacoes de Einstein com o
espaco-tempo plano

Vamos utilizar a seguinte métrica para um espago plano:

ds* = dt* — a(t)® [da® + dy* + d=*] | (B.1)

onde a(t) é o fator de escala.

Simbolos de Christoffel

Vamos fixar o indice superior nos simbolos de Christoffel como sendo igual a zero.
Pelo fato do tensor métrico de (B.1) ser diagonal, apenas as componentes ¢° com
o = 0 serao nao nulas. Considerando apenas as componente nao nulas dos simbolos
de Christoffel (A.3), nos restam:

0 _
L=

1 agOz/ ag,uO_agm/
2\ Ox+  Ox¥ 0x0 -

Os coeficientes go, = g.0 sao constantes, portanto apenas as derivadas parciais nos
termos espaciais, g;;, serao diferentes de zero,

0 _ 10 ij
P =T = =3 00
onde ¢é facil perceber que 0g;;/0t = —26;;aa. Obtemos assim:

Agora deixaremos o indice superior de I' variar apenas na parte espacial, ou seja,
FIAW = I',,. Utilizando o fato de que o tensor métrico ¢ diagonal, temos g* = —a®.

Sendo assim,
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i __1 <agw 89#1’ . aguu)
202 \ 9 Oz Oxt )

Nenhum coeficiente do tensor métrico depende da parte espacial, portanto o tltimo
termo, derivada espacial, é nulo. Os simbolos de Christoffel sao agora simétricos, para
que ele nao seja nulo precisamos ter apenas derivadas temporais, ou seja, u = i ou
v = 1. Vamos supor que v = 0,

i —1@9,“‘
HO T 942 90

Novamente utilizando o fato do tensor métrico ser simétrico, temos:

(B.3)

, , a
it St

Tendo todos os simbolos de Christoffel podemos obter a equacao de Einstein, para

isso devemos calcular agora o tensor de Ricci (A.13) e apos isso o escalar de Ricci
(A.14).

Tensor de Ricci

Vamos tomar inicialmente a componente tempo-tempo do tensor de Ricci,

_ary,  ory,
07 9rr  9af
Como os simbolos de Christoffel com indices inferiores iguais a zero sao nulos, o
primeiro e o terceiro termo da equagao acima sao nulos. O segundo termo pode ser
calculado a partir de (B.3):
ory, _ 5 0 ( )
ox0 " 00

a a
- 3(Z-=
(e i)

lembrando que pela convencao de Einstein os indices repetidos indicam uma soma, ou
seja, 0; = 3. Da mesma forma utilizada para calcular o primeiro termo faremos para
calcular o quarto,

+ Fﬁargﬂ - FSO'FKO‘

Q| e

V)

A 10 _ i TV
=I5, % = —Tolh

a. a
= —0ij—0ji—
a a

- a(?) B

Juntando todos os termos calculados na componente tempo-tempo do tensor de
Ricci, obtemos que:
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-
Rog = =3 | (B.5)

Pelo fato de s6 existir dependéncia temporal nas componentes do tensor métrico,
os sibolos de Christoffel com os dois indices inferiores iguais a zero é nulo. Outras
componentes nulas sao as que possuem termos mistos de tempo e espago nos indices
inferiores, isso por (B.2) e (B.3). Vamos calcular agora as componentes espago-espago.

A
Ry — ory; Uy

A To A o
O Oxi +F>\O’ ij_FjU it

Vamos calcular os quatro termos calculando cada um separadamente. A somatoria
do primeiro termo pode ser aberta em parte espacial e temporal,

ore.  ore 0
iJ ij o 3 .
0z ork i oxV (ad)
~——

=0
51']' (CZ2 + ad),

onde o indice k é espacial. O segundo termo do tensor de Ricci é igual a zero, pois

N .
I3\ = F?o + ng =0,

mesmo se I}y # 0, deverfamos ter O}y /07 = 0 pois os termos s6 dependem do tempo.
Para calcular o terceiro termo, vamos lembrar que (B.2) nos diz que as componentes
com ¢ = 0 sao nao-nulas, portanto

A 1o k 10
I\, i FkOFij
a .
= 5kk—5ijaa
a
30,07

O mesmo procedimento sera utilizado para calcular o quarto termo. Vamos
primeiro abrir a somatoria dos simbolos de Christoffel em parte espacial e temporal,

Ao A T°0 Ak
_Fjar)\i = _FjOF)\i - ijF,\m

agora, utilizando (B.3), temos que no primeiro termo do lado direito da equagao acima
devemos trocar A por k, enquanto que no segundo termo, do mesmo lado, devemos
substituir ¢ por 0. Fazendo essas trocas e utilizando (B.2) e (B.3),

_F?U N~ (F?OFQZ- + F?krlgi)
= — (@kgdmaa + @maézkg)
a a

- —25Ua2



132 Escalar de curvatura para a métrica de FLRW plana e curva

Juntando os quatro termos do tensor de Ricci espago-espago, temos:

Rij = 6;; (2a° + ad) | (B.6)

Portanto, o tensor de Ricci é descrito por (B.5) e (B.6).

Escalar de Ricci

Para calcular o escalar de Ricci devemos contrair o tensor de Ricci, calculado acima,
da seguinte forma:

R =g"R,, .

Fazendo esse calculo matricialmente obtemos para o escalar de Ricci,

(B.7)

B.2 Componentes das equacoes de Einstein com o
espaco-tempo curvo

Iremos nessa secao realizar os mesmos passos realizados na se¢ao anterior para um
espago-tempo plano, porém agora, para um espago-tempo curvo. Foi adicionado o
tempo de curvatura s no elemento de linha e as coordenadas esféricas, resultando em
um elemento de linha representado por:

dr?

1 — kr?

ds* = dt* — a*(t) + 72(d6? + sen®0dyp?)| |

Simbolos de Christoffel

Vamos primeiramente fixar o indice superior dos simbolos de Christoffel como sendo
iguais a 0. Nesse caso, devemos ter p, v = ¢, j, pois t = v = 0 = g, independente do
tempo. Devemos nos lembrar novamente que o tensor métrico é simétrico, portanto

N
J 2 020
Para facilitar os calculos vamos definir a;; = —g;;/ a?, sendo assim,
-1 0
0o _ 2
i = 5 gt~
a

Fixando agora o indice superior dos simbolos em 1, e fixando p = 0, de (A.3), os
simbolos de Christoffel sao escritos como:
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i :1 io (09 | Ogoi _ Jgow
o =59 \ 90 T o or )

E facil de notar que se v = 0 = T', = 0, vamos entdo fixar v = j. Temos agora

1 99i;
27 020

i i
a
(A
= ——9 Gij
a”’ 7Y
a .
= =0 (B.9)
a
O 1ltimo caso que devemos calcular é o caso em que o indice superior continua

sendo fixado como 2 mas 1 agora é fixado como j. Novamente devemos ter v como um
indice espacial. Temos entao:

i :1 a (093 n OGr _ 9g;ji
k9 oxk ~ Oxi  Oxt )

Apos algumas contas temos o resto dos simbolos de Christoffel nao nulos:

Il = g i =, [y, = —1(1—kr?), T3 =—rsen®(0)(1 — xr?), (B.10)
— KT
1
i, =03 =~ I3 =—sen(f)cos(d), (B.11)
r
1
[y =15 = Py 93 = I3, = cot(0). (B.12)

Tensor de Ricci

Vamos comegar utilizando y = v = 0 em R,. Conhecendo (A.13), temos:

Roo = 03T — 8T + T2 T30 — T, o

onde 9y = 0/0x>. Para facilitar a visualizacio, essa notacio sera utilizada a partir de
agora.

Assim como no universo plano, os simbolos de Christoffel I'j, = 0, portanto o
primeiro e o terceiro termo de Ry) sao nulos. Para calcular o terceiro termo
vamos utilizar a seguinte relagao:

1
T = —=0,V/19l, (B.13)

Vdl

onde g = det(g,,). Calculando o determinante de g,,,, temos

_a’risen?(0)

1 — kr?

portanto o segundo termo de R, é escrito por:



134 Escalar de curvatura para a métrica de FLRW plana e curva

) - ol ()
= —0 (a*0ya®

. . 2
= 3243 (9) .
a a

O quarto termo de Ry ¢é calculado por (B.9),

A o _ i 7
—15:2% = —Tolo

a\? .

Juntando os termos calculados,

Esse é o mesmo resultado que obtivemos para o espaco-tempo plano. Vamos ver
os termos mistos entre espago e tempo, isto é, Ry;. Vamos escrever o tensor de Ricci
para esse caso em funcao dos simbolos de Christoffel,

Roi = ax\réi - air/x\o + F/A\o—rgz‘ - Fz/'\a x0-
O primeiro termo pode ser aberto (abrir a somatéria) em
a/\réi = aorgi + ajrgm

como I'); = 0 e o tensor métrico ndo tem dependéncia espacial, esse ¢ nulo, 8AFéi =0.
Utilizando (B.13) podemos escrever o segundo termo como:

1

—81F§0 B —87, (\/__gao\/ —g) .

Do mesmo argumento utilizado no primeiro termo, temos que o segundo termo
é nulo. Vamos calcular agora o terceiro termo. Abrindo a somatoéria, podemos
reescrever esse termo como:

Ao _ okl
D10 = Thlo
a

_ Tk gl

= T~

a

a
_ k
a
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Fazendo o mesmo para o quarto termo,

Ao 0 10 k17
_Fio i T _FiOFOO _FiijO
=0
i a
_ k $J
= —I9;0,—
a
a
_ k
a

Juntando os quatro termos calculados aqui vemos que

[Rio =0},

ou seja, nao ha componte misto espaco-tempo. Para finalizar precisamos calcular as
componentes tipo espago-espaco do tensor de Ricci, R;;. Essa parte é a mais traba-
lhosa pois depende de todos os indices espacias, cada componente deve ser separada
e posteriormente calculada, incluindo os simbolos de Christoffel, pelas (B.8)-(B.12),
notamos que varios deles nao sao nulos. Por este motivo, serd apresentado apenas o
que deve ser feito, os resultados serao dados.

Devemos separar os quatro termos do tensor de Ricci (A.13) e abrir as somatorias
em partes espaciais e temporal, utilizando (B.8) e (B.9) é possivel calcular todas as
componentes do tensor. Vamos utilizar como exemplo o primeiro termo de tensor de
Ricci:

Ly = oLy, + 0T
a
. 2 .
a a
[y
a a

Utilizando o mesmo processo nos outros trés termos, podemos escrever as compo-
nentes espaciais do tensor de Ricci por:

a\? @
)
a a

Por g,, ser um tensor diagonal, as tnicas componentes de R;; # 0 sao as que
possuem indices i = j = 1,2,3. Vamos calcular o caso em que ¢ = j7 = 1. Abrindo

(B.15),
a\? i
Ry = gn [2 (—) + -
a a

2
+ Th (Th + T3+ T5) = [(Th)"+ (T3)" + (15)°]

k
gij + Okly;.

Rij = + 0Tk — o,y + TR, — TR, (B.15)

+ory, —on (T}, +15, +T5) +
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Sabendo que g;; depende apenas do tempo, podemos utilizar (B.8) e (B.9) para
simplificar a equacao acima e obter:

Ry = gn [2 (

.\ 2
a
Qi
a

Fazendo o mesmo para os casos em que ¢ = j = 2, 3, temos respectivamente,

i

-

a

2K
a2

(B.16)

L\ 2 . ]
a a 2K

Roy = g2 |2 <—) -+ (B.17)
a a a

e7
[ (a\* @ 2k]

Rs3 = g33 |2 (-) + -4+ - (B.18)

a a a

Temos entao todas as componentes do tensor de Ricci para um espago-tempo curvo.

Escalar de Ricci

Quando calculamos ¢"”R,,,, a parte espacial do tensor métrico incluso em R, se
cancela com g"”, isto é,

R = g“”RW
= 9"Roo + g"' Ri1 + g Ray + g% Rag

. 2 ..
a a 2k
= ¢"Roo + (9" 911 + 972922 + 9% g33) [2 (5) +o+ _a2] )

portanto,

|

a

;

i

+—+
a

K

a?

] |

(B.19)

Utilizando o escalar de Ricci é possivel obter as equagoes de Friedmann para um
espago-tempo curvo (A.20) e (A.21).



Apéndice C

Acao de Einstein-Hilbert

Existe um grande interesse na utilizagao da Lagrangeana dentro da Fisica, a partir
dela, é possivel obter as equagoes de movimento de um dado sistema. A acao de
Einstein-Hilbert é uma forma de obtermos as Eqs. de Einstein a partir do principio
de minima acao. Essa acao pode ser escrita como

1
SEH = ﬁ/\/—ngz{”L’, (Cl)

onde g é o determinante do tensor métrico, R é o escalar de curvatura de Ricci, e
k = 81, onde G ¢ a constante gravitacional de Newton.

Se quisermos adicionar o eletromagnetismo na Relatividade Geral, s6 precisamos
somar a Lagrangeana do eletromagnetismo a Lagrangeana de Einstein-Hilbert.

Assumindo a existéncia da constante cosmologica e de uma componente de matéria
(matéria baridnica e/ou matéria escura), vamos obter as equagoes de movimento e o
tensor energia momento do sistema. Nesse caso, a Lagrangeana pode ser escrita da
forma

S = /\/—_g B(R —2A) + Eml d'z, (C.2)

onde assumimos que Kk = 1 e que a densidade Lagrangeana da matéria depende da
métrica e suas derivadas, e do campo escalar e suas derivadas, ou seja

*Cm =L = *C(guy7 aUguV7 ¢7 aa¢> ’

a derivada covariante da métrica se anula, por isso a Lagrangeana depende explicita-
mente s6 das derivadas parciais.

Vamos, primeiramente, variar a acao com respeito ao campo para obtermos a Eq.
de Euler-Lagrange, e depois com respeito & métrica para definirmos o tensor energia-
momento.

1. Variagao com respeito ao campo

137



138 Acao de FEinstein-Hilbert

55:/{5 [%\/—_g(R—%)] 5 (V=L )}
bl ) o)
it ] g e o)
= 12 (gt b6+ = (\/_ﬁ) 5(050)| d'z. (3)
/15 30,9)
Para 0 caso em que a métrica nio depende do campo escalar e nem da sua
derivada W e
55 0 5aw)

fazendo 0(0,¢) = 05(d¢), podemos escrever

- (S (e .o

lembrando que

(e - (g )o] o (g s

podemos fazer uma integracao por partes e obter

9= [ V=5 { (536n) 89+ 0 | (i) 0¢] =2 (g o) 20} 0"

(C.6)
o que implica em
5= [vaal(Le) o (e . ©n
AT 5(0,0) |
Se quisermos minimizar a variacdo da agao obtemos as equagoes de Euler-
Lagrange
S =0= (C.8)
) )
—Ly | —0, | =———Ln | =0. C.9
(53%) =2 (5507 (©9)

2. Variando agora com respeito ao tensor métrico e suas derivadas
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9= [ s 377902 + 5 w——gcm>} i
*{5@;;9) B“‘_L"(R‘QA)} +5<a gy (VoL >} ( ag“”>} d'z. (C.10)

Vamos utilizar a Eq. (4.71) para escrever

5/ 0 0
W ;Cm - <89W ﬁm) - aa' (a(ﬁag/“/) Em) 9
e dessa forma

552/{55W, [%\/_—g(R—?,A)] S (\/_.c )} 5 e

- [ v e v ¢ e e o
(C.11)

Minimizando a agao, 05 = 0, obtemos

5 ' (R—2A) &' -2 5/
R+ V—g=—= V=9Ln)|. C.12
ogh V=g 0g" V=g og" ( ) (©12)

Baseado nas contas que fizemos para o caso da variacdo do campo escalar, vamos
encobrir a variagao com respeito as derivadas do tensor métrico, §0,¢"", dentro da
variacao do tensor métrico, dg"”. O que temos agora ¢ o termo do lado esquerdo das
equacoes de Euler-Lagrange. Por simplicidade nao utilizaremos mais a linha, ’

A partir da equagao (C.12) definimos o tensor energia momento,

= (VL)

—2 0
- \/—__g Oghv (\/__ﬁm) — O a(a gH) (\/_£ ) (C.13)
E importante deixar claro que a variagio 6/0¢g" continua seguindo o método variacio-
nal, o que fizemos foi escrever esta variagao explicitamente com derivadas de fungoes e
nao variacao de funcgoes, isso para facilitar as contas. Por simplicidade nao utilizaremos
mais a linha ’.
Vamos calcular o lado esquerdo da Eq. (C.12), para isso precisamos da variagao
do escalar de Ricci e da raiz da diagonal da métrica.

e Lembrando que

Rf,, =00, — 0,10, + 0Ty, —T0,T

po

(C.14)
variando a equacao acima temos

0RS,, = 0u(0T0,) = 0,(6T%,) + (AT )Ty, + TpA(T5,) — (6170, — FﬁA(Cz?‘{%)’
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Como

VA(TE,) = 0A(0T%,) + T2y (8T7,) — T, (61%,) — T5,(T%,),  (C.16)

I Vi

podemos notar que
oRy,, = V,.(6T7,) — V,,((SFZU) . (C.17)

O tensor de Ricci é escrito em funcao do tensor de Riemann por

R,, = R’ (C.18)

ppv

assim

OR,, =V, (I7,) — V,(6I7,). (C.19)
Para finalizar, o escalar de Ricci é escrito como
R=g¢"R,,, (C.20)
dessa forma, sua variagao pode ser obtida por

SR = (6¢")R,, + " (6R,.)
= (6¢"") Ry + g [v,,((sr,f;#) — vy(érg#)} , (C.21)

9" [V, (0T%,) = V, (6T )] = V4 [¢"(677 ) — ¢"7(6T0,) — (Veg") [V, (6T%,) — V., (61%,)]]
(C.22)
Ccomo
vaglw = 07
temos
SR = (64" Ry + Vo [¢"(6T5,) — g7 (61%,)] . (C.23)

Quando formos integrar 0 R o segundo termo do lado direito da equacao acima
representa um termo de borda que no infinito é nulo. Assim,

OR
dghv = Ry |-

(C.24)

e Para calcularmos a Eq. (C.11), s6 precisamos de dv/—g/dg"”, para isso vamos
escrever o tensor métrico ¢g"” como uma matriz M. Sabemos que

Tr(In M) = in(det M), (C.25)
portanto,
oM

O(Tr(ln M)) = et il

(C.26)



O lado esquerdo da equacao acima pode ser escrito como

(Tr(In M)) = Tr(é6(In M))

(%)

Assim, a Eq. (C.26) nos fornece a férmula de Jacobi

09 = 99" dgu -
Utilizando a féormula de Jacobi deduzida acima, temos

—— Jg
2\/—yg

1
=5V—9 " 09,

_1 Y
=5 V=99 dgh”,

o que implica em

T

ogH -

Apods uma pequena variagao na métrica da forma

G = G + 09w € g — g™ + 9",

a relagao

g Gop = 5Mp

deve continuar valida. Entao

(9" + 69" )(gup + 0gup) = ", ,
5"+ g 50y + 86" Gup + O(62) = 8",

o que implica em

g;w 590;) = _59!“/ Gup »

Multiplicando os dois lados por g” e lembrando que ¢g7"g,, = ¢7,, temos

g = —g"" 9”95 | -

Assim
gﬂu 59#11 = —Gu 59#1/ ]
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(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.35)

(C.36)

(C.37)

Juntando os resultados da Eq.(C.13), Eq.(C.24) e Eq.(C.30) na variagao da agao
(C.12), obtemos as conhecidas equagoes de Einstein para um universo que aceita a

constante cosmologica

1
R,uu - égm,R-i—AgW = 87TGTW, .

(C.38)






Apéndice D
Campo escalar

Como exemplo do céalculo da variacao de uma Lagrangeana, vamos utilizar a La-
grangeana de um campo escalar com parte imaginaria nao nula

L= —g"0,00,6 — mds, (D.1)

onde m é a massa do campo ¢.
Para calcular as equagoes de movimento desse sistema, precisaremos dos seguintes
termos:

oL -
a_¢ = _m¢7

oL _
79,6,
0o, 900
oL
gt

= ,ué&/(ba

oL
(0, gm) N

A partir da equacao de Euler-Lagrange para o campo temos

oL oL - yy
- _— = — nv
00~ " ag.e) 0T O
= 00— mé + 0u(9")0,0 . (D-2)
Utilizando que
oL’ oL oL
Sgv  Sgm 805(80—9’””) 7 ()
Ly oL oL .
S — W _ aoW + Diferenca, (D.4)
o’ -
sgw — Oub00, (B:5)
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de
T -2 §(/—gL)
V=g g
6(£)
= -2—= m D.6
5g,u1/+g E ( )
temos

T/u/ = 28;1(;_58V¢ - guy(gagﬁaqgaﬂgb + mqf_)gb) (D7)

onde utilizamos a (4.85).
Aqui é importante notar que o primeiro termo de 7}, nao ¢ proporcional ao tensor
métrico, ou seja, & possivel que exista uma componente nao nula de 7, em que a

mesma componente de g, serd nula.
O tensor energia-momento com os indices contravariantes ¢ obtido a partir do 7},
por

T7 = ¢°*g" T, = 29797 0,00,¢ — 77 ¢ 00 dDpp — mg” b (D.8)

Pela propriedade da simetria do tensor energia-momento, podemos escrever

2g°1g" = gog" + g7 g (D.9)
297197 = g7g" + g g7, (D.10)

assim
T = (g"g"" + g"g"" — g" g°%)00dOp — Mg"" 6 |. (D.11)

D.1 Equacao de movimento campo escalar real

A fim de obter as equagoes de movimento do campo escalar em até a primeira
ordem de perturbagdo, na métrica e no campo, a partir de V, 7%, consideramos um
sistema que representa um campo escalar ¢(t) em um potencial V(¢) descrito pela
Lagrangeana

L= 10" (1)0,0(0) + V(0). (D.12)

Vamos utilizar a métrica do background como a métrica de FLRW no gauge sin-
crono
gl(fy) = —dt* + a®0;;dx'dx; . (D.13)

Escrevemos
Guv = gfg) + 6gm/ - gg?) + h;u/ ) (D14)
onde a métrica perturbada é

h(z*)

O = hy = a’(t) T(Sijdxidxj , (D.15)
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temos

h(z*)
3

Expandindo h,, em até a primeira ordem de perturbacao considerando que h << 1,
obtemos a métrica contravariante

Gy = —dt* + a2(t) (1 + ) 5z‘jd$id$j : (D.16)

h(zH)
3

g = —dt? + d*(t) <1 - > 0ijda’da’ (D-17)

O tensor métrico com os indices mistos é calculado por

9", = Gar 9"
= gov 9"° + g1v 9" + 920 ¢ + g3, 9"
= (=)0, (—1)0" + [a® (1 + h/3)] [a® (1 + h/3)] ™" (61, 8" + b2, 6% + 83, 6")

(D.18)
portanto
g, =1, (D.19)
Como ja foi na Eq. (D.7), o tensor energia momento é calculado por
1
Tl = " 0a00, — 9", | 59" a5+ V(9)| (D.20)

Enquanto que o primeiro termo faz com que seja possivel 7%, mesmo com ¢",, a

1
componente g*, faz com que o termo — g’ Oa®03p + V (¢) s0 exista na diagonal.

Podemos agora perturbar os termos da métrica na Eq. acima, mas optei por

~ . . . . 0
escrever a métrica completa em até a primeira ordem g,, = gf“,) + hu, € agrupar os
termos por ordem de perturbacao. Para facilitar as contas na hora de introduzir o

campo perturbado, iremos assumir que

o(t) = o(2") (D.21)

para nao deprezar as derivadas espaciais do campo ¢. Vamos lembrar que a métrica
total é diagonal, dessa forma

g(]a — 9006a0 7 (D22)
e
gia _ gu(s;)c
= g7+ 9705 + 705 (D.23)

como g"' = ¢* = ¢ entéo

g =g (o7 + 05 + 6%)
= gt (D.24)

Dessa forma,
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0
e A componente T7,

1
TOO = goaaa(ba()(b - goo |:§g/ll’8u¢au¢ + V(¢):|
1

Campo escalar

_ 7 (000) — ) {— % (000)* + g (916)?] + V<¢>}

2

T
= 20— 50" (Vo - V(9). (D.25)
onde
Vo = i'0;¢
= 2'01¢ + 2%0s0 + 17050, (D.26)
e portanto
(Vo) = (010)" + (020)" + (D59)" - (D.27)
e A componente T% é escrita como
T =g 0.0 016 — ¢'; Egﬂ”amam + V(aﬁ)}
. . 1 .
= 9" (0:0)" ~ ¢, {5 (9% (B00)" + " (0:0)°] + V<¢>}
¢ 1 )
=3 [9007 +V(o)| - 5911 (Vo)™ . (D.28)

Para o caso em que um indice esta fixo como sendo %, espacial, e outro varia no

espaco-tempo, u = 0,1, 2,3, temos
T, = 9000 0uo .

: i
e Assim, para T,

Ty = "0t Do
= g0+ ¢"0,0 )
= g"67(0;0) b .

e E quando j #1¢

T'; = g 0,00;¢
= ¢80, + g™ 0 p0;¢
= g" 6™ (0r0)(059) -

(D.29)

(D.30)

(D.31)
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e A ultima componente que falta é a

T% = ¢** 00 0;¢)
= 9%000 00 + g" 0 0,
= g% 0,0 . (D.32)

O campo escalar seré perturbado da forma

¢(t) = ¢(t) + oo (a") (D.33)

para d¢(z") < 1. Dessa forma, o campo potencial pode ser escrito como

V() = V(o(t) + o (a"))
S VIO +V(6+09)|5,, + d%V(cﬁ +00) |5, 000 = (D.34)

expansao de Taylor

o que implica em

V() = V(o) +V'(¢) 0, (D.35)

onde a linha indica uma derivada com respeito ao campo ¢.

e Considerando as perturbagoes dos campos e da métrica, temos

T = 2% [0 (6(0) + 56 — 26 [V (8(1) + 0(a) — (V(6) + V!(6) 66)

= S (oo - L)

= 2 [+ 68y +2609)] -

[V (¢4 60)]° = (V + V' 5¢)
(1—h/3)

7 [V (6 =V —=V'66. (D.36)

Reagrupando os termos em ordem zero e ordem um de perturbacgao

12
7% = _ (% + V) : (D.37)
0 = _ (gb 56+ V! 5¢>) . (D.38)

e Para a componente 7%
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= =3 { 30 00 010) + 30 + V() + V()30 | ~ 5" [V (6(0) + 30(a")

B9 (64 s0)F

(1—h/3)

2a?

= —3{—% [0 (6 + 5¢)]° + <V+V’5¢>} -

[V(39)]*
(D.39)

= —3{—% [q'52+ (5¢)Z+2¢}5¢] +V+V’5¢>} -

onde V¢ = 0 pois ¢(t) ndo depende das coordenadas espaciais. Reagrupando os
termos em ordem zero e ordem um de perturbagcao

T =3 (%2 - V) , (D.40)
7' =3 (q’s 56— V' 5¢> . (D.41)
e Para a componente T%,
7, = L2 5, (606) + 0] (00 (610) + 8(a)

a

= LM, () o0 0+ 0)] (D.12)

onde utilizamos que 9;¢(t) = 0. Reagrupando os termos em ordem zero e ordem
um de perturbacao

z[()O) =0, (D.43)
i(1 1 '

5 = —(0:60) 6. (D.44)
e Para a componente Tij com i # j

— h/3)

T = g% [0: (6(1) + 06 (2))] 9 (6(t) + 5 ("))
= 0=h3) 15, 66)) 10, (56)) (D.45)

a

onde utilizamos que 0;¢(t) = 0. Reagrupando os termos em ordem zero e ordem
um de perturbacao

7' =0 (D.46)
' =0. (D.47)
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e Para a componente T

7% = (=1) [0 (6(8) + 56(@*)] [0 (6(t) + 56(a*)]
= — (6+09) [0: (50)] (D.43)

onde utilizamos que 0;¢(t) = 0. Reagrupando os termos em ordem zero e ordem
um de perturbacao

T =0, (D.49)

)

T = —$0,(59) . (D.50)

Juntando os resultados, temos para as componentes do tensor energia-momento
em ordem zero

0(0 ¢2
7% = — SV (D.51a)
0 ¢*
T =3 5V (D.51b)
T =0 (D.51c)
"% =0, (D.51d)
% =0, (D.51e)

e para as componentes em primeira ordem

0 — _ (q’ﬁ 56+ V' 5¢) , (D.52a)
—3 (q's 56—V’ 5¢) : (D.52b)

T = 2 (066)6 (D.520)
=0, (D.52d)
W = —$8,(6¢9) . (D.52e)

E interessante lembrar da definicio do tensor energia-momento para um fluido
perfeito
Para calcular a derivada do tensor energia-momento vamos usar (E.82)

VI = 8,Th + 14,1, -1, T . (D.53)
Fixando v = 0, temos

VTl = 0,T + T\ Ty — Do T, (D.54)
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Apesar de estarmos calculando a derivada covariante da componente 7%, preci-
samos calcular todas as componentes do tensor energia-momento, pela existéncia do
A g
termo I'},7T% na Eq. (D.54).
As componentes do simbolo de Christoffel necessarias aqui considerando a métrica
em até a primeira ordem em perturbacao sao

~ 1 ) 1
Mo=0, T,=0,Yu#tv, Ty=H+ 0k, Tj= 0h, Vitj. (D55)

Dessa forma

[

Ty = [ Ty 415 | T (D.56)
=0
- FﬁoToo + FEjTjo ) (D.57)
~3 [(H + h/6) T° + (8ih/6) T | | (D.58)
(§

[ ]

oo Th = Tgo T + T (D.59)
~~
=0

— (H + h/6) T (D.60)

Vamos separar os termos de ordem zero e os de ordem um de V,T%, assumindo que
assim como o tensor energia-momento pode ser escrito como uma soma de termos em
até a primeira ordem, T# = T‘,‘j(o) + 0T*, os simbolos de Christoffel também podem

1284

ser separados por I'), ) = Fffl(,o) + oT,. Portanto
VHT% = (VuT%)(O) + (VMT%)(U
— 0,7 + THOTH — T 4
+ [0,01% + D08 + DAV T — o, — DT (D.61)

recisamos calcular e e separar os termos em primeira e
P leular 0,T%, Th\T% e Th T", t
segunda ordem de perturbacao.

0, TH =0,T"y + O, T",

=3 {— (%2 - v) ~ [6(56) +V'(09)] } . _af/g > 60:(59)] -
(D.62)

)
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Reagrupando os termos acima

0.1 == (6+V')

O.T%)® = = [6(50) + 6 (36) + 3V (66) + V'(89) — a6 V2(66) | -

(D.63a)

(D.63b)

T =3 [(H + h/6> T° + (8;h/6) TZ’O}

_3 [— <H+h/6> (“52 +v+¢5q's+v'5¢>> + % (0:h/6) (9:60) | .

2
(D.64)
Reagrupando os termos acima
12
) = a (v
oy (D —_ , ) ¢2
(e, )" = -3 |H <¢5¢+V 5¢>) +h/6 (S +V
(D.65a)
(D.65b)
[}
s .2 . .
FﬁoT‘&=3<H+h/6) 5 =V +606-V'ip) . (D.66)

Reagrupando os termos acima
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12
(o T)"” =30 (% - V) ,

(1) =3 [H (q’s 5 — V' 5¢) +h/6 (%2 - v)

(D.67a)
(D.67b)
Portanto, substituindo os resultados acima em
VT = 8, T + T Ty — Tho T (D.68)
temos
(V1) = @19 + (1) = (074)"
Y T 42
——6(6+V') -3H <7+V> _3H (7—v>
:_¢($+3Hg{5+v’> : (D.69)
e
(V1) =@, + (1) = (0 74)"”
—— [3(56) + 6 (09) + 9V"(09) + V/(96) — a"26 V2(d6) | +
[ g 1
_3|H (¢5¢+v’5¢) /6 (5 +V> +
o (e ]
— 3| H (906 —V'60) +h/6 (7 - v)
== [000) + (6+V") (98) + (=a 20 V2 + V") (99) | +
—6 |Hddd+h/6 (%2)
o DU ha?
__ [¢(5¢) + <¢+6H¢+V> (66) + (—a SV2 4 GV ) (66) + =5~
(D.70)

Reagrupando os resultados temos
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(VT =—¢ (&5 +3H + V’) : (D.71)
(V. T =— [é (66) + (g%é +6H b+ V’) (56) + <—a—2¢v2 + gz'sv'f) (60) + %’52
(D.72)
Considerando o caso geral em que
vV, T = Q" + QW | (D.73)

onde Q© e QW representam as interagoes de ordem zero e um, respetivamente. No
espago de Fourier (k-espago), temos

. . (0)

(6+3HO+V") =~ Q7 (D
)

- . . ) : oy . he? )

G(08)+ (3+6H O+ V') (56) + 0 (a2 K2+ V") (00) + 2= == QU . (D.T5)
Se substituirmos a primeira equagao na segunda, obtemos
. (0) . h 1)

(06) + <3H - i)—j) (00) + (a2 K>+ V") (5¢) + h—f = —% : (D.76)







Apéndice E
Perturbacoes

As equagoes de campo de Einstein sao um conjunto de 10 equagoes diferenciais
parciais (EDPs) nao lineares acopladas, ou seja, sao equagoes muito dificeis para serem
resolvidas. No entanto, essas equagoes podem ser simplificadas se assumirmos algumas
condi¢oes. Em cosmologia assumimos o principio cosmologico, um axioma que diz que
o universo é homogéneo e isotrépico visto de uma escala grande. Essas escalas sao
da ordem de 100Mpc—1000Mpc. Lembrando que lpc (parsec) ~ 3.26ly ~ 10'°km,
vemos que 100Mpc ~ 10®km, por isso ndo podemos testar o principio cosmolégico
olhando para quaisquer dois pontos do universo. Portanto, podemos testar o principio
cosmologico de outras formas.

Para explicarmos estruturas em grandes escalas precisamos considerar desvios da
homogeneidade e da isotropia, supostas como validas em escalas maiores que 100Mpc!.
Considerando perturbagoes de primeira ordem na densidade de matéria, ao menos para
escalas maiores que 10Mpc, é possivel fazer predicoes com uma boa concordancia em
relacao aos dados de distribuicoes de aglomerados de galaxias, e também é possivel,
considerando essas perturbagoes na temperatura da Radiagao Cosmica de Fundo (do
ingles Cosmic Microwave Background, CMB), fazer predigoes sobre a temperatura e
a polarizacao da CMB.

A teoria perturbativa nos da uma descri¢ao unificada para qualquer matéria em to-
das as escalas. Infelizmente, as interpretacoes fisicas de perturbagoes na Relatividade
Geral sao menos transparentes comparadas a perturbacoes na teoria Newtoniana. O
problema principal é a liberdade que temos para escolher um sistema de coordenadas
usado para descrevé-las. Ao contrario de um universo homogéneo e isotropico onde
fixamos um sistema de coordenadas segundo propriedades do “background”, nao ha
sistemas de coordenadas Obvios para analisar perturbacoes. A liberdade do sistema
de coordenadas faz com que aparecam modos perturbativos ficticios. Esses mo-
dos nao descrevem qualquer inomogeneidade real, apenas refletem as propriedades do
sistema de coordenadas utilizado.

No universo primordial, as perturbacgoes gravitacionais crescem até comprimentos
de onda além do horizonte no final da época inflacionéria. Flutuacoes de uma dada
escala de comprimento reentram no horizonte em tempos tardios, quando o horizonte
jé& cresceu até o tamanho das flutuagdes. Embora o processo de formacao de galaxias
em épocas recentes seja bem descrito pela gravidade Newtoniana (e outros proces-

Ype = 3.08568 x 10*°m.
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sos fisicos, como hidrodindmica), um tratamento relativistico geral é necessario para
perturbagoes em escalas maiores que o tamanho do horizonte antes do tempo de cru-
zamento do horizonte. O uso da Relatividade Geral trouxe a questao da liberdade
de gauge. Em 1946 Lifshitz adotou o “gauge sincrono” para seu sistema de coorde-
nadas, que tem sido o gauge mais utilizado para teorias de perturbacao cosmolégica.
Contudo, algumas complicacoes associadas a este gauge, como o aparecimento de sin-
gularidades nas coordenadas e modos de gauge espirios sugeridos por Bardeen (1980)
e outros (por exemplo, Kodama e Sasaki, 1984) para formular abordagens alternati-
vas que lidam apenas com quantidades invariantes de gauge. Uma completa revisao
da teoria da perturbacao invariante de gauge e sua aplicacao na estrutura semeada
por modelos de formagao sao apresentados por Durrer (1993). Outra possibilidade é
adotar um gauge diferente.

Para estudar os modos perturbativos vamos considerar um universo homogéneo e
isotropico nao perturbado, onde €(x,t) = €(t). Na Relatividade Geral (RG) qualquer
transformacao entre as coordenadas é permitida, podemos entao usar um novo tempo
coordenada t que se relaciona com o antigo, segundo t = t+6t(x,t). A nova densidade
de energia é definida por &(f,x) = €(t(f,x)) na hipersuperficie # = const. e depende,
em geral, da coordenada espacial x. Assumindo que 6t << t, temos

Oe

st=0 Ot

O primeiro termo do lado direito da equagao acima deve ser interpretado como

a densidade de energia do background no novo sistema de coordenadas, enquanto o

segundo descreve uma perturbacgao linear. Essa perturbagao nao é fisica devido

a escolha do novo tempo perturbado. Nés podemos “produzir” perturbagoes fic-

ticias simplesmente perturbando as coordenadas. Além disso, nés podemos “remover”

uma perturbagao real na densidade de energia, escolhendo a hipersuperficie do tempo

constante igual a hipersuperficie da energia constante: nesse caso de = 0 devido a
presenca da inomogeneidade real.

Para resolver os modos perturbativos reais e ficticios na RG é necessario ter um
conjunto completo de variaveis. Para ser mais preciso, tomamos a perturbagao no
campo da matéria e da métrica.

Nessa secao vamos apresentar a condi¢ao necessaria para assumir uma perturbacao
na RG. Vamos introduzir as varidveis invariantes de gauge e interpretar fisicamente

os resultados, assim como utilizar alguns sistemas de coordenadas mais conhecidos.
Foram utilizados [1-4,259].

e(t) = e(t — 5t(x,t)) =~ €(t) 6t = e(t) + de(x ,1).

6t=0

E.1 Perturbacoes na métrica e variaveis invariantes
de gauge

Inomogeneidades na distribuicao de matéria induzem perturbagoes na métrica que
podem ser decompostas em partes irredutiveis. Em uma aproximacao linear diferentes
tipos de perturbacgoes evoluem de forma independente e, portanto, podem ser anali-
sados separadamente. Nessa subsegao vamos primeiro caracterizar perturbacgoes da
métrica, entao determinar como elas se transformam por transformacoes gerais de
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coordenadas e finalmente as varidveis independentes de gauge. Para isso usaremos a
aproximacao

(1+z)"=~1—-nx, neC,
para |z| << 1. O ponto sobre a letra indica uma derivada em rela¢ao & coordenada
temporal

A relagao entre a coordenada tempo e o tempo conforme é expressa por

d _dn d
dt — dt dn
1 d
=—. E.1
o dn (E.1)

Vamos utilizar também as identidades

HZQ—H%
a

aa = a’H .

Trabalharemos o tempo todo com um universo de FLRW plano.

E.1.1 Classificacao das perturbacoes

A métrica do universo de FLRW plano com pequenas perturbagoes pode ser escrita
como

ds* = [Vg,, + 8g,, (x*)]|dz"dz" |

onde |6g,,| << |g,,|. Usando o tempo conforme, a métrica do background se torna

O, datde” = a*(n)(—dn? + dydx’ da?)

A perturbacao na métrica dg,, pode ser categorizada em trés tipos distintos: es-
calar, vetorial e tensorial. Essa classificagdo é baseada nas propriedades da simetria
do background homogéneo e isotrépico, onde até o dado momento é obviamente inva-
riante com respeito ao grupo de rotagoes e translagoes espaciais. O termo perturbado
dgoo se comporta como um escalar sob estas rotacoes, e portanto,

000 = —2G2¢ )

onde ¥ é um 3-escalar.
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O termo perturbado dgy; do espago-tempo pode ser decomposto em uma soma da
parte espacial do gradiente de um escalar qualquer B e um vetor S; com divergéncia
zero (S*; = 0)

5g0i = a*(Bi + S;)

De forma similar, os termos dg;;, 0s quais se comportam como um tensor sob
3-rotacgoes, pode ser escrito como a soma de irredutiveis partes

‘59@‘ = a’ (2005 + 2B + Fyj + Fj; + hij) ‘ :

Aqui ¢ e E s@o fungoes escalares, o vetor F; tem uma divergéncia nula (F*, =0) e
o 3-tensor h;; é simétrico e satisfaz as quatro condigoes seguintes

isso significa que o trago é nulo e ele é transverso. Contando o nimero de fungoes
independentes usadas para formar g,,, obtemos quatro funcoes para as perturbacoes
escalares, quatro fungoes para as perturbagoes vetoriais (dois 3-vetores com uma con-
digdo cada), e duas fungdes para as perturbagoes tensoriais (um 3-tensor simétrico
tem seis componentes independentes e quatro condigdes). Assim temos dez fungoes
ao todo. Esse ntimero coincide com o nimero de componentes independentes de dg,,,.

Perturbacoes escalares sao caracterizadas por quatro fungoes escalares ¢, 1,
B, E. Elas sao induzidas pela densidade de energia inomogénea. Essas perturbacoes
sao mais importantes porque exibem instabilidade gravitacional e podem nos conduzir
para a formacao da estrutura do universo.

Perturbacoes wvetoriais sao descritas por dois vetores S; e F; e se relacionam
com os movimentos de rotagao do fluido. Elas decaem rapidamente e nao sao muito
interessantes do ponto de vista cosmologico.

Perturbacoes tensoriais h;; descrevem ondas gravitacionais, no qual sao os graus
de liberdade do campo gravitacional. Na aproximagao linear de ondas gravitacionais
nao influenciam qualquer perturbacao no fluido perfeito.

Pelo fato das perturbagoes cosmologicas serem perturbagoes escalares, a partir da-
qui daremos mais importancia a este tipo de perturbacoes. Um estudo mais completo
sobre as perturbagoes vetoriais e tensoriais pode ser encontrado em [259]. Os trés tipos
de perturbacoes sao desacoplados e assim estudaremos cada um deles separadamente.

E.1.2 Transformacoes de gauge e variaveis invariantes de gauge
Vamos considerar a transformacao de coordenadas
=T =2+ £, (E.2)

onde £“ sao fungoes do espago-tempo infinitesimais. Em um ponto dado da variedade
do espaco-tempo o tensor métrico no sistema de coordenadas T pode ser calculado
usando a lei de transformacao usual
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ox7 dx° 0xY 0x?
5o (Py = 2 mey (T s
gaﬁ('x ) 85}0‘ ajﬁg’ﬂs(l‘ ) - (aia aiﬁgvé(x )) .
Ox7 0x° Dg.5 , )
(o ge@)|_ o
oxY 9 (020 -
e (s ) we7)_ 00
0 (0x7\ 020 N
+ ge (55 ) gontn| @
+0(&%)
o que implica em
gaﬁ<jp) ~ (O)gaﬁ)(xp) + 5ga6 - (O)Qaéf% - (0)97651‘4 s (EB)

onde tomamos apenas os termos lineares em dg e £. Nas novas coordenadas & a métrica
pode também ser dividida no background em partes da perturbagao,

.&aﬁ(t%I)) - (0)ga6<jp> + 5ga6 ) (E4>

onde () Jap € a métrica de FLRW, na qual pode ser escrita em funcao de z. Igualando
(E.3) com (E.4) temos

(0) (

gaﬁ(xp> ~ (O)QQB(jp> - O)Qaﬂ,vgv )

usando abaixo,

(O)Qaﬂ(xp) = (O)gaﬂ(xp) _+ (0)59aﬂ(xp) _+ o0&, (E5>

=T =T

podemos inferir a seguinte lei de transformacao de gauge:

(Sgab’ — (Sgaﬁ = 59&[3 - (0)904,8,767 - (O)g’yb’gl - (O)Qaégfﬁ . (E6)

Aqui foi calculada a transformacio de um 4-tensor. E bem mais simples calcular
a transformacao de um 4-escalar ¢ e de um 4-vetor covariante u

0q — 04 = 6q — Vg%, (E.7)

Oy — Oy, — (O)UOW@ — (0)u7§7a : (E.8)

E claro que o valor do 4-escalar ¢ em um dado ponto da variedade ndo muda com
a transformagao das coordenadas, mas a forma como dividimos o valor no background
e a perturbacao dependem das coordenadas usadas.

Vamos escrever as componentes espaciais do vetor infinitesimal £* = (£€2,¢") como

=&+,
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onde ¢ é um 3-vetor com divergéncia nula (511 = 0) e ¢ é uma fungao escalar. Desde
que no universo de FLRW Vggy = —a?(n) e Vg,; = a®(n)d;;, obtemos de (E.6)

dGoo = 0goo — (O)goo,yf7 - 2(0)9005%
= 0900 + 2(ad'€” + a*€Y)
= 6400 + 2a(at®)

= —2a* + 2a(al’)
- 2|y~ 1(ag |
= —2a") ,

0goi = 0goi — (0)902',7 - (0)90652 - (O)Qz‘af,%
= 04oi — (0)90052 - (O)szf,jo
= 6goi +a*( — &%)
= 0goi — GQ[&Z‘ + (¢~ 50),2‘]
=a®[Bi+ 8 =&, — (¢ =€)
= a2(B7i +5) .

6Gi; = 695 — Vgijn8" — Vgl — g;.€0
= 0gij — ©gog” — (O)Qijgj - (O)jSffi
= 0gij — (2aa")€"0;; — a?[(&] + C7)s + (€1 + ()10
a/
= dgy —a’ {255@'50 +2C45 + (i + 5J.j,i)}
a/
a/
= a’ [2 (¢ - Efo) Oij +2(E — Q) + (F = &1)iy + (F —&1)ju + hz’j:|
= a2 <2¢5” + 2E,ij + E,j + Fjﬂ‘ + hl]) s (Eg)
onde ¢,; = ¢, Foi utilizado o fato de (O)Q(w ser diagonal, ou seja (O)gag o 0;;. Nas
contas acima utilizamos uma nova mudanga de coordenadas
- 1 .
¢_>¢:¢__(a50)/a B_>B:B_€,+€Oa
a
/
0> b=0— =& E—E=E-(
a
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Utilizando esse novo sistema de coordenadas, a métrica do universo plano de FLRW
com pequenas perturbacgoes escalares, vetoriais e tensoriais é escrita como

(E.11)
onde, por facilidade, o til foi ignorado.

Perturbagoes escalares Para perturbacgoes escalares a métrica toma a forma
ds® = a*{—(1 + 2¢)dn* + 2B dndz" + [(1 + 2¢)6;; + 2E ;;]dv'dx’}

que é (E.11) com a dependéncia apenas dos quatro escalares ¥, ¢, B e E. As com-
binacoes lineares dessas func¢oes que sao invariantes de gauge e abrangem o espago
bidimensional das perturbacoes fisicas sao

\IJEL/H—é[a(B—E)]', ®E¢+%/(B—E’), (E.12)
isso pois
R
W=¢+E[G(B—E)]/
== (0 + ~{al(B ~C +€) — (B O
=4 = (@) + [a(B ~ B+ &)
:w+%(B—E/)+(B—E/)
=4+ =la(B — B
-
€
~ ~ a’ ~
<I>:<I>+E(B—E)
=2+ L(B-E+¢)
a a
a’ ,
=¢—E(B—E)
D .

Como sao invariantes de gauge, nao mudam sob transformagoes de coordenadas,
se ¥ e ® forem nulos em um sistema de coordenadas particular eles serao nulos em
qualquer outro. Isso significa que podemos distinguir inomogeneidades fisicas de per-
turbagoes ficticias; se ambos ¥ e ® forem nulos, entao as perturbagoes na métrica sao
ficticias e podem ser removidas por uma mudanca de coordenadas.
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E claro que podemos construir um nimero infinito de variaveis invariantes de gauge,
desde que qualquer combinagao de ¥ e ® seja invariante de gauge. Nossa escolha dessas
variaveis sao justificaveis por razoes de conveniéncia. Assim como os campos elétricos
e magnéticos em eletrodinamica, os potenciais ¥ e ® sao as combinagoes mais simples
possiveis e satisfazem equacoes simples do movimento.

Utilizando o fato de que a densidade de energia p é um 4-escalar, segundo (E.7)

op = dp—Dpag”
= p—p¢°
— Sy A(B- ), (£.13)

¢ a variavel invariante de gauge que caracteriza a perturbacao na densidade de energia?.
Tomando uma 4-velocidade Vu, = (a,0,0,0) de um fluido em um universo homo-

géneo, temos que
o = Ot — g, & — Ou,

o )

segundo (E.8), temos que

dug = Oug— (O)Uo,oﬁ0 - (0)u0§,%
= Sug — (a&®)
= dug—[a(B—E"], (E.14)
e
ou; = ou; — Oy, — (O)uofg
= du; — a{ol-
(5ui — G(B — E/),i s (E15)

sao as variaveis independentes de gauge para as componentes covariantes das pertur-
bacoes da velocidade, du,,.
Perturbacgoes vetoriais Para perturbacoes vetoriais a métrica é
ds® = a*{—dn® + 2Sidndx’ + [6;; + F; + Fj;]dz'dx},

ou seja, (E.11) com apenas as fungoes vetoriais S; e F;. Ja vimos como essas variaveis
se transformam, da mesma forma que antes temos que

V;' = Sz - Fila
é invariante de gauge, pois
V=S - F
=8 — & — F{ + &l
=S — F
=V.

*Ver capitulo 1 de [259].
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Apenas duas destas quatro fungoes independentes, S; e F;, caracterizam perturbacoes
fisicas; as outras duas refletem a liberdade de coordenadas. As coordenadas de Vj
abrangem o espaco bidimensional de perturbagoes fisicas e descrevem movimentos ro-
tacionais. A correspondente componente covariante da velocidade rotacional du, ;,
satisfazendo também a condigao (du;)" = 0, é também uma invariante de gauge.

Perturbacoes tensoriais Para perturbacoes tensoriais
d82 = a2[—d7]2 + (51] + ]’Lw)dl’zdl’]] s

e h;; nao ¢ alterado por transformagao de coordenadas. Ele descreve ondas gravitaci-
onais na forma de invariantes de gauge.

E.1.3 Sistema de coordenadas

Liberdade de gauge tem mais importantes manifestacoes em perturbacoes escala-
res que em perturbacoes vetoriais e tensoriais. No6s podemos usa-la para impor duas
condigoes nas funcoes ¢, ¥, B, E, dp e o potencial das perturbac¢oes da velocidades
duy; = @,;. Isso é possivel desde que estejamos livres para escolher as duas funcoes
€% e ¢. Impor as condicoes do gauge é equivalente a fixar o sistema de coordenadas.
Vamos agora considerar varias opcoes de gauge e mostrar como, conhecendo a solugao
para as variaveis invariantes de gauge, podemos calcular a métrica e a perturbacgao da
densidade em qualquer sistema de coordenadas particular de uma forma simples.

Gauge Sincrono As coordenadas sincronas, onde dgo, = 0, tém sido usadas mais
largamente na literatura. Em nossa notagao, elas correspondem a escolha do gauge
s = 0 e By, = 0. Essas condi¢oes nao fixam nenhum sistema de coordenadas tnico;
existe uma classe inteira de sistemas de coordenadas sincronas. De (E.10), segue que
se as condigoes s = 0 e By = 0 forem satisfeitas em algum sistema de coordenadas
% = (n,x), entdo elas também serdo satisfeitas em um outro sistema de coordenadas
7%, relacionado com x® por

5 » . d
n=n+—, $Z:$Z+C1,i/—n+02,i7
a a

onde C; = C(27) e Cy = Cy(2?) sdo funcdes arbitrarias de coordenadas espaciais.
Esta liberdade de coordenadas residual leva ao aparecimento de modos de gauge nao
fisicos, que dificultam a interpretacao dos resultados, especialmente em escalas maiores
do que o raio de Hubble onde C podem ser nao nulos para qualquer valor de x.

Se conhecermos uma solu¢ao para perturbacoes em termos das variaveis invarian-
tes de gauge ou, equivalentemente, no sistema de coordenadas Newtoniano-conforme,
entao o comportamento das perturbagoes no sistema de coordenadas sincrono pode
ser facilmente determinado sem precisar resolver as equagoes de Einstein novamente.
Aplicando as condigbes que definem o gauge em (E.12), temos

—1 /
U= _(aBE), O®=¢,—"E .
a a
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Essas duas equacoes podem facilmente ser resolvidas para expressar ¢, e E, em
termos dos potenciais invariantes de gauge:

1 K a’
Esz—/—</ a\I/dﬁ)dn, <I>8:<I>——/a\11d17.
a a

Similarmente a 6p = dp — pj(B — E') ja calculado, segue que as perturbacdes para
a densidade de energia sao

/
5pS:§p+&/a\I!d77.
a
As constantes de integracao que aparecem nessas formulas correspondem a modos
ficticios nao fisicos.
No apéndice recriamos a métrica para o gauge sincrono para entender melhor as
contas feitas aqui.

Gauge Newtoniano-conforme (Longitudinal) O gauge longitudinal é defi-
nido pelas condigoes B; = E; = 0. De (E.10) vemos que impondo as condigoes acima
teremos fixado um tnico sistema de coordenadas. De fato, a condicao E; = 0 é vio-
lada por qualquer ¢ # 0, e usando esse resultado vemos que qualquer transformagao
temporal com &% # 0 destréi a condicio B; = 0. Portanto nao ha coordenada livre
extra que preserve B; = E; = 0. No correspondente sistema de coordenadas a métrica
toma a forma

ds* = a?[~ (1 + 2¢n)dn® + (1 + 2¢1)dy5] -

Assumimos apenas perturbagoes escalares. Se a parte espacial do tensor energia-
momento for diagonal, isso é, T}; o< d;;, n6s temos 1); = ¢; e resta apenas uma variavel
caracterizando a métrica com perturbagoes escalares. A variavel v, é a generalizagao
do potencial Newtoniano, por esse motivo o nome “Newtoniano-conforme” para esse
sistema de coordenadas. Como visto, U, ®, dp, 1., sdo variaveis invariantes de gauge
e tém uma interpretacao fisica simples: eles sao as amplitudes da métrica, densidade e
perturbagoes da velocidade no sistema Newtoniano-conforme, em particular, ¥ = 1/,

D = ¢

E.2 Perturbacao do tensor de Einstein

Para derivar as equagoes para as perturbacoes temos que linearizar as equagoes de
FEinstein

o — le% 1 « «

para pequenas inomogeneidades no universo de FLRW. O célculo do tensor de Einstein
para a métrica do background dada por

ds* = a*(n)(—dn® + 0;;dx'da’) |
é muito simples e o resultado é

332 o
OG0 — a_}i G =0, OG = (@K +H)



E.2 Perturbacao do tensor de Einstein 165

E claro que para satisfazer as equagoes de Einstein para o background, o tensor energia-
momento para a matéria, (O)Tg, precisa seguir as seguintes propriedades de simetria:

OT1) =0, OTF o noy .

Para uma métrica com pequenas perturbagoes. O tensor de Einstein pode ser escrito
como
— 0 e
Gi ="GE +o0GE + ,
onde 0G denota termos lineares nas flutuagoes da métrica. O tensor energia-momento
pode ser dividido da mesma forma resultando nas equagoes linearizadas para pertur-
bagoes

5GY = 8roT§ . (E.16)

Nem 0G5 nem 014 sao invariantes de gauge. No entanto, combinando-os com as
perturbagoes da métrica podemos construir correspondentes quantidades invariantes
de gauge.

Derivando as leis de transformagao (E.6) para 67§, temos

o % 0 % 0 « 0 «@
6TB - 5T5 ! )Tﬂﬁ@ ! )Tv 575 + )ngﬁ

portanto,
019 = o619 — 019 ¢ —OT¢ + O17¢°

= 0T — ‘”TO & =0T - ¢°)

= OT9 — O 7 — OT0 (&) — g, ©ghre)
——
:_5()&

= 0Ty — 0T & = O + O gPel)

= 0Ty = OT,&" = O (65 + Vg™ %)
——"
—_§80
=0

= 01y =17 &

= 6Té’—< >T£> (B—E) (E.17)

5i0 = 5Tz‘0 _ (0)72(7)757 _ (O)T(?gg + (O)Tiéﬁ%
— §TZO _ (O)Tgé“g + (0)1';557%

1

= 0T - OTPg; + SOTLES
1

= 5Tz’0 _ (O)T(?gg + g(O)Tlfg,Oi
1

= ar - (V- o1 ¢

1
zéﬁ—(@ﬂ—g@ﬁ)w—E%, (E.18)
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[ i 0)ri 0)ri 0 7
0T: = (STj_()ngv_()Twé:‘;,_,_()ijé:7
i 0) i e W

= 0L = 01,0 - VT + VT ¢
~—~—

=)
— i _ (0)pi
= 0T~ ( )ngv
= 07} — OT}¢!
_ i 0) i
= o - (OT)(B-E) (E.19)

é facil perceber que eles sdao invariantes de gauge quando B = E’. Para calcular 5@0
foi utilizado o fato de que

(O)Tf _ 55(0)Tﬁk

= §50) g Ok
= 5P g, 5O gesOTE
= 5,050Tk
= 8167 OTF

=35]OTF =

(2

1 ,
0) ik k(0) i
=>()Tj _§5j()T, _

De forma similar as (E.17)-(E.19), podemos construir

0G) = 6Go — (VG (B — EY),

— 1
0GY = 6GY — (<°>G3 + 5“”@’,:) (B—E'),

0G; = 0G5 — (V) (B~ E')
e reescrever (E.16) como
6Gy = 8mT; .
Portanto, (E.16) é invariante usando as equagoes de Einstein ndo perturbadas. As

componentes de 5T§ também podem ser decompostas em partes escalar, vetorial e
tensorial; cada parte contribui apenas na evolugao da correspondente perturbagao.

Vamos estudar a partir de agora perturbacoes escalares. Um estudo deta-
lhado sobre o lado esquerdo das equacgoes de Einstein assumindo perturbagoes vetoriais
e tensoriais pode ser encontrado em [259].

O tensor de Einstein perturbado, 5@2, é invariante de gauge e depende apenas das
perturbacoes da métrica. No gauge newtoniano, ele pode ser expresso inteiramente
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em termos do potencial Newtoniano, ¥ = W(x,7), e do potencial que representa a
perturbagao na curvatura espacial, ® = ®(x, 7).

Iremos agora relembrar algumas equacoes importantes, mas para isso devemos
deixar claro qual métrica usaremos. Para o estudo de perturbacoes utilizamos até
agora dz® = (dn,dz"), ou seja,

ds* = a2(77) (goo(ﬁ)dn2 + 290@(77)d77d$i + Gij (U)dxidl‘j) (4),

onde 2° = 7, porém, é importante saber transformar os resultados para uma outra
métrica onde dz® = (dt, dz*),

ds® = goo(t)dt* + a*(t) (2g0;(t)dtda’ + g;;(t)dz'dx”) (B) ,

com z° = t. Essa importéncia se deve ao fato de termos agora um estudo mais
abrangente que podera ser utilizado em outros trabalhos. Note que se trocarmos as
coordenadas 1 na métrica (A) pela coordenada t, teremos

ds® = goo(t)dt* + a*(t) <2g(n~(77)—cizfdxZ + gij (t)dacldxj) ,
a

ou seja, a parte que s6 aparece quando assumimos uma perturbacao proporcional
a dz’dz’ da métrica (A) sera proporcional a dndz’ com x° = 5 e proporcional a
(1/a)dtdz" com 2° = t, enquanto na métrica (B) sera proporcional a dtdz’. Percebemos
que nas mesmas coordenadas os resultados s6 serao diferentes nas componentes 07, e
por um fator de a.

Tomando os cuidados mencionados acima, temos que

goo = —a*(n)(1 +2¥(x,n))  para (A) e 2=y
= —(142¥(x,t)) para (B) e 2°=t,

g = 05a°(n)(1 +2®(x,m))  para (A) e 2°=n
= 0,0 (t)(1 + 2®(x, 1)) para (B) 0

Levando em consideracao que a métrica é diagonal, devido a ¥,® << 1, podemos
expandir a métrica inversa em série de Taylor até a primeira ordem em ¥

00 —1+2¥(x,7)
a?(n)
~—1+42V(x,t) para (B) e 2°=t,

para (A) e 2°=7

e
i 1 - 2\II(X7 77) 0
gV para (A) e x° =n
() W
1—2¥(x,t
120 1) para (B) e 2°=t.

a(0)
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Para calcular diretamente o tensor de Einstein perturbado precisamos lembrar que
(6% (6% 1 (6%

onde
o o o o o TA a A

o oy )

Rey = g)\og/\aRaﬁm = %0y = Oal'gy — 0L, + FaAFg'y - FZ‘AFA

a ay )

g - gaaRaﬁ 5
R = RA,\ = g)\)\R/\)\ )

Lo

b = 59" (9pn0 + 9ors — Gson) -
A partir daqui utilizaremos a métrica (B) com 2° = t e depois passar para 1° = 1.
Nas proximas secoes iremos resolver as equacoes de Einstein supondo perturbacoes
cosmologicas, escalares, utilizando a equagao de Boltzmann e perturbagoes hidrodina-

micas. Para isso precisamos dos calculos abaixo.

E.3 Simbolos de Christoffel

Os simbolos de Christoffel nao serao calculados aqui por serem contas cansativas
e mecanicas. Apo6s uma série de calculos obtemos

[ =", (E.20a)

Lo =To =", (E.20Db)

Y = 0ya®[H(1 420 = 20) + @ ], (E.20c)
i \Ij,i

POO = ? 5 (E20d)

Fé’o = Féj = 5§(H +dy), (E.20e)

Ll = 00 ®j + 03Pk — 0P (E.20f)

onde foram ignorados os termos quadraticos em ® e VU, ie., ®* U2 &V, portanto,
também ignorados (I)?o e P& . Vamos entao trabalhar com o espago de Fourier para
facilitar as contas, faremos a transformacao da parte espacial para a sua transformada
no espaco de Fourier, (2',27% %) — (k',k% k*) ou x — k € R®, o tempo pode ser
mantido igual.

Pela teoria das transformadas de Fourier, se f for uma funcao integravel definida
em todo R" onde a transformada de Fourier é bem definida, entao ha uma relacao
simples entre a transformada de Fourier, f (k), com a transformada de Fourier da

derivada com respeito a coordenada z*, F(9;f(x)),

F(0if(x)) = ik F(f(x)) = ik; f(k).
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Isso significa que o operador derivada pode ser simplificado a um mero multiplicador
no espaco de Fourier. Vamos usar essa propriedade nas fungoes ® e W. Temos dessa
forma

T =", (E.21)
T = Lo = ik ¥ (E.22)
I) = 0;0°[H(1+ 2P —20) + @] (E.23)
Lo = %‘If , (E.24)
Iy =T =6:(H+ o), (E.25)
U = i®(0ik; + dijki, — Ojiks) (E.26)

onde os tils foram omitidos nessas fungoes transformadas.

E.4 Tensor de Ricci

E importante lembrar, ja que o tensor de Ricci depende de produtos dos simbolos
de Christoffel, que a transformada de Fourier do produto de duas fungoes ¢ diferente
do produto da transformada de Fourier de cada uma das funcoes, ou seja,

F(f-9)#F() - Flg) -

Portanto, a principio, para utilizar transformagao do tensor de Ricci deveriamos obter
a transformacao dos produtos diretamente, nao funcionaria utilizar simplesmente as
equagoes (E.21) - (E.26). No entanto, ja que estamos lidando com aproximagoes de
primeira ordem, podemos desprezar esta diferenca; simbolos de Christoffel que na
verdade contém produtos de ® e ¥ se anulam, assim os restantes contém termos que
podem ser juntados. Por isso, vamos simplesmente substituir as expressoes para as
transformadas de Fourier dos simbolos de Christoffel na expressao geral para o tensor
de Ricci, no caso da nossa teoria de perturbagao linear.

E.4.1 Componente tempo-tempo

Fixando ambos os indices do tensor de Ricci com 0, temos

Roo = O\Iyy — 0oy + T3, T%, — T, T9,

or? orv RN ” "
= 81?0 + 31F60 - 050 - WOZ + FiUFOO - F(>)\a D)
oIt - "
= O/l _8_1501 S I A ol

@ (1) (1v)

(1)

Vamos calcular os termos acima no espago de Fourier:
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(I) Calculando diretamente

k2

-

onde k% = k'k;.
(IT):

or, a
—— %= 3(-—-H*+ @ .
ot a + %00

(ITI) e (IV) Nesse caso, podemos abrir as somas deixando apenas os termos
temporais. Com isto, apds manipulagoes, temos

Fj\\argo = (F80)2 + Fgmf% + F%orgo + FﬁmFg(‘) )
—I3,T60 = —(T00)* = TomI'6o — Tooltr — Tom Tty -
Juntando estas equacgoes e aplicando os simbolos de Christoffel relevantes, temos
Iy, — 0,00, = —3(H? +2H®) .

Entao, juntando as expressoes (I), (II), (III) e (IV) concluimos que

. k‘2
Rop = =35 — =W — 38 0 + 3H(V g — 20) . (E.27)
a a

E.4.2 Componente espaco-espaco

Para y =i, v = j, a expressao para o tensor de Ricci é
Rij = O\, —0;T3; + T\, TG, =T, TY,
e I S
) (IT) (111) (IV)

Vamos proceder da mesma forma que no caso anterior.

ey

ory,
Iy = 5 Lol
- (i)
(i) :

Temos que tratar cada termo separadamente. Aplicando (E.23), e lembrando da
lei do produto de Leibniz, (i) resulta em

oro,

o5 = i (202H? + a*H)(1 + 2® — 20) 4 26> H(2® 5 — U o) + a’® o0

Por outro lado, (ii) nos fornece

LY = —2kik;® + 6,k
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entdo, (I) é escrita como
T =0y |(2a°H? + ®H)(1 4 2 — 20) + 2a*H (2P g — W o) + kP + a’® o | —2k;k; P .
(IT) Esse caso é bem simples. O resultado é
—9;T%; = kik; (¥ 4 30) .

(ITI) Como de costume, abrimos as duas somas em dois termos dependentes

apenas do tempo e duas somas nos indices espaciais
A 0 10 0 Tk k 10 ki
03,05 = Lool's; + Topl'sy + Dol + Tl

O segundo e o quarto termo sao de segunda ordem, entao, serao desprezados. Os

outros dois termos nos dao um resultado final
T3,07 = 0i [P HY o + 30> H?(1 4 20 — 20) 4 6a°H® ] .

(IV) Novamente, vamos proceder da mesma forma que em (III), expandindo
as somas em partes simples. O primeiro e o quarto termo sao de segunda ordem:;
o segundo termo e o terceiro sao idénticos, podemos entao somé-los. A expressao
resultante é

—I3,T0 = =0 [20°H?(1 4 20 — 20) + 4a°HO ]

Finalmente, substituindo H = (i/a) — H? em (I), podemos juntar esses quatro

termos e obter

Rij = 0y [(2@2}]2 + a%) (1420 —20) + a?H(6Q o — V) + k2P + a’® o | + kik;(® + ) .
(E.28)
E.4.3 Componente espago-tempo
Vamos fixar os indices, u = 0, v = i, e calcular Ry,
Roi = O\, 0l + T3, 15, —TA TS, - (E.29)
—_— N

@ (1) (I11) Iv)

Novamente, vamos abrir e simplicar o méximo possivel cada um dos quatro termos
acima (I), (IT), (IIT) e (IV) separadamente

(I) Vamos dividir a soma em um termo dependente apenas do tempo e outra
dependente dos indices espaciais

O\l = 9oLg; + 0T,
o o .
- Z']{Zi‘;[}’(] + iki(p’o

— Zk’l<\IJ70 —|— @70) .



172 Perturbacgoes

(IT) Vamos fazer aqui o mesmo feito em (I), e aplicar (E.21) e (E.25):

_airio = —0; (Fgo + Fio)
- —iki\IJ70 - 37;]61(1)70
(IIT) Novamente nesse caso, precisamos prestar aten¢ao quando separamos os

termos dependentes do tempo e os dependentes das coordenadas espaciais, porque
temos duas somas, uma sobre \ e a outra sobre . O resultado é

T T8 = ToT0; + T0T6: + Tiolo; + Fllzjrgi :

Se abrirmos o primeiro termo, fica claro que ele é de primeira ordem

T 16 = ikp 08U (H + O ) + 3iky U (H + O ) + 06! ®(H + o) (Orik; + Orikn — Oukn)
= ik; HU + 3ik; HU + 3ik, H®
= ik;H(4T + 3) .

(IV) Vamos proceder exatamente da mesma forma feita no caso anterior. Temos

~TATS, = —ik; H(2U + 30) .

Colocando todos os termos juntos, obtemos

E.5 Escalar de Ricci

Como a métrica é diagonal, é possivel provar que os elementos do tensor de Ricci
que nao estao na diagonal nao sao utilizados quando calculamos o escalar de Ricci.
Essa prova nao sera feita aqui por nao fazer parte do escopo desse trabalho, ela pode
ser encontrada em bons livros de Relatividade Geral. Entao

R ZQOOROO + QHRH + 922322 + 933R33

1-29 .o d*a 9
=(—1+2¥)Ryo + 3 " 2a°H* + Oy (1420 —-2V)+a"H(6Py— V)+
1-29
+ K2 + a2¢’00} + —— k(P4 7).
a

Aplicando (E.27),

a K , ld*a

R =(—1+2V) —35 — ﬁ‘ll — 3P0 +3H(Vy—2Dy) | +3(1 —29) |(2H" + )

k2 E\?
(1420 —20) + H(6®, — W) + ;(I) + @700} + (1 — 20) <5) (®+ ) .
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Expandindo a expressao acima e cancelando os termos de segunda ordem, obtemos

. k2 1d2
R=32 420 13— 3H(W,—2d,) +3 (202 +-22).
a a? ’ ’ ’ a dt?

(1420 — 20) 1 3H(600 — W) + = (40 + ) 1+ 30,00 — 60 L0 _ 6o (22 4+ LLC
0 07T g2 ;00 a dt? adt? )’

e finalmente

.. .. 2k2 4k2
R=6 (9 n H2> — 12w (9 + H2> + W4 6D g — GH (U — 4D ) + — .
a a a a

(E.31)
Notamos, comparando a equacao acima com o escalar de Ricci para um universo
de FLRW sem perturbagoes (universo smooth), que

R = Rsmooth + R )

onde

i L\ 2k 4>
OR = =120 ( = + H?* ) + =50 + 60 gp — 6H (Vg — 4P ) + —5 P . (E.32)
a a a

Entao 0R é o termo de corre¢gao quando introduzimos perturbagoes lineares.

E.6 Tensor de Einstein

Agora com as componentes do tensor de Ricci e com o escalar de Ricci fica fécil
calcularmos as componentes do tensor de Einstein. Por facilidade calcularemos as
componentes “,, e nao as ,,,, ou seja, o tensor com coordenadas mistas e nao covariantes.

Dadas as perturbacoes para o tensor de Einstein, ainda nao podemos obter a
forma completa de suas equagoes pois precisamos das perturbagoes do tensor energia-
momento, e nao somos capazes de calcula-los explicitamente em termos dos compo-
nentes do universo antes de resolver a equacao de Boltzmann, o que veremos adiante.
Portanto, deixaremos as perturbagoes na sua forma fechada, 67°%.

No final dessa se¢ao passaremos os resultados da coordenada temporal para o tempo
conforme, precisaremos saber algumas identidades

!/

d
H(2P — V) = % (20 - 1)

U
d
= aa— (20 — ¥
aadt( )
:aZHi(Q(I)—\I!),

dt
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OH + H? = 2aH + H?

Onde a linha representa uma derivada em relagao ao tempo conforme e o ponto em
relacao ao tempo coordenada. Vamos utilizar também que

G5 =G5 + 0G5 .

E.6.1 Componente tempo-tempo

Pelo fato da métrica ser diagonal, temos que
Goo = QMOGuo = gOOGOO .

Isto pode ser simplificado como

1
Goo = 900 (Roo - 573900)

R

Substituindo o escalar de Ricci na equagao acima e considerando apenas os termos

relevantes, temos
2k?
G’ = —3H? —6HD o+ 6H*V — —& .
a
Sabemos que para a métrica de FLRW (O)GOO = —3H?, portanto, o termo pertur-
bativo pode ser escrito como

2k?
6G°% = —6H® o+ 6H*V — —5®. (E.33)

Em um universo liso, temos 7% = —p, no qual p ¢ a densidade de energia total; apli-
cando esse termo e a componente tempo-tempo do tensor de Einstein nao perturbado
nas equacoes de Einstein, temos a equacao de Friedmann para o background. Agora,
Se escrevermos

TOO =—p+ 5T00 )
juntando a parte perturbada linearmente das equacoes de Einstein temos

/{52
6G°% = =2 |3H(®y— HV) + =P = 86T, .
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Em termos do tempo conforme

E® + 3H (¢ — HVY) = —4ma®5T, | (E.34)

ou, “saindo” do espaco de Fourier

A® — 3H (O — HY) = 47a®5T7, | . (E.35)

E.6.2 Componente espacgo-espaco

Essa componente pode ser calculada da mesma forma que foi calculada a compo-
nente tempo-tempo,

Gij — glka]
i 1
= g* (Rkj - §R>
(120 R
— gk ( ~ ) Rij— 50, (E.36)

aplicando a expressao para a componente Ry; do tensor de Ricci, (E.28), noés obtemos

kik;
CL2

G = Ad + (P4 W), (E.37)

onde definimos

2

A=(1-20) KE+2H2) (1+2<I>—2\I/)+H(6Ci>—\il)+€13+k—2q> _%R,
a a

Podemos calcular essa componente de duas formas: (I) - calcular diretamente,
o resultado é utilizado no estudo sobre perturbacoes hidrodinamicas; (II) - calcular
utilizando um operador de projecao longitudinal, sera utilizada quando juntarmos as
equagoes de Einstein com a equacgao de Boltzmann. Faremos abaixo das duas formas.

(I)  Vamos abrir A em primeira ordem, lembrando que em primeira ordem

;R=—3(Z+H2)+6\D(§+H2) —5-2111—3@—31{(4@—\11)—2:—2@
:—3(%+2H2) (1—2‘1/)+3H2(1—2\I/)—Z—z(\lf+2<1>)—3i>—
. . k2
—3H(40 — V) — 250 .



176 Perturbacgoes

Portanto, em primeira ordem,

. k2 .
A = [(9 n 2H2) (1= 20) + H(6D o — W) + Do + —2\11} ~3 (9 + 2H2) X
a a a

k2 .

x(1—2W¥) +3H?*(1 —2V) — ?(\If +29) — 30 —
. . k2

—3H(4® — V) — 250

= —20— H(6d — 20) + (9 - 2H2) (=2 +40) + 3H?*(1 — 20) —
a

——2(\11 + ). (E.38)

a2
Precisamos agora calcular (O)Gij em primeira ordem,
(O)Gij — (O)Qik(O)ij
_ ik (<o> Ry~ 10 gij)
_ 5ik(0)Rkj _ %5;(0)72
- 5ik5kj%(2a2 + ai) — %5;1 (g + H2)

=5 (2H2+9 ~32 —3H2)
a a

=4 (2—a + H2>
a
1T/ 9;
= —4i= K—GJFH?) +—a+H2} : (E.39)
2 a a

Vamos agora substituir (E.39), (E.38) e (E.37) em (E.36),

; ; 7 2a k'k;j(U + @
OGE. = A—l—l 2—a+H2 +—a+H2 _ J( + )
I 2\ a a

a? '
Considerando que nao estamos mais no espaco de Fourier, ou seja
k= —A, k'k; = —g"0,0;,
vamos também utilizar o fato de que

. 3 1/
S o =224 - (2% 4 B2
a 2 2 a

para calcularmos a componente do tensor de Einstein perturbado
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i i 5 : i 3.0 1 a 2
0G"; =05 ¢ —2® — H(6® — 2V) + §H t3 25+f{ (—2+4¥)+
§H2(2—4\D)+é(\p+®>+l 2—G+H2 +2—a+H2 —g“—(\PJrq))”j
2 a? 2 a a a?

=0 {—2615 —2H(3® — W) 4 % (2(d/a) + H?) (=1 + 40)+

A i H? 2 (U + D)y
Sy /AU ) [ M) B U S /ALY
+a2( + )+a+ 2} g 5

a

9

= — 26! [c’b +H3d - ) - ¥ (2(d/a) + H?) - %(\p " @)] _ g (V4 D)

a?

utilizando o fato de que

d d (dd . .
P'=— =—(—)=d*(d+HD),
dn dn \ dn
para passar a equacao acima de coordenada dependente do tempo para coordenada

dependente do tempo conforme

; o A AT+ D),
5G’j = —2@—”2 {cb” +H2P -0 - (27—[’ + HQ) — E(\If + cb)] _ gll(z—z)vl] ‘

Substituindo o resultado nas equagoes de Einstein, obtemos

) A , )
by [@” +H(29 — V) — U (2H + H?) — 5(\1/ + @)} + 9" (U + @)y = —4ma®0T] |

(E.40)
Em cosmologia temos muito geralmente que as perturbagoes sao pequenas. O uso

de nao linearidade é raro e dificil. Significa gravitagao forte, e apenas é utilizada em
estruturas ja formadas e muito densas.

(IT) Veremos que a equagao nao tem dependéncia em A. Vamos definir o seguinte
operador projecao longitudinal

) P | ;
RN N R < - ) E.41
Pz ? 3 7 ]{52 3 1 ( )

e o aplicando em G*;. Vemos que

o kk? 1 o+

O+ U Ko+ W
a a
2k2
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Portanto o operador projecao simplesmente cancela os termos que dependem de 9;;
(eles estao apenas em A). Podemos reescrever o tensor energia-momento como

TZJ = pdij + 5T;,

lembrando que, no background, as componentes espaciais de 7}, sao as mesmas e
9 9 "
iguais a pressao, entao temos
Jri _ pJ s
pois o termo da pressao se anula. Multiplicando esse resultado por 87 e igualando os
dois lados das equagoes de Einstein resulta que

K (@ + ) = 12rna®(PIoT") . (E.42)

E.6.3 Componente espago-tempo

Assim como a componente tempo-tempo do tensor de Einstein é facil obter a
componente espago-tempo

1
G% — gOMGm. — QOM (R/ﬂ _ §Rg,n)

= (—14+2¥)do, R, — %R\é(ﬁ/
= (=14 2V)Ry; , B
aplicando (E.30) na equacao acima
G% = (—1+2V)2ik;(HV — ®),
e em primeira ordem
GO = 2k, (H\If _ <i>) ,
passando agora para o tempo conforme
 2ik;
a

(2

(HY — @) .

Como (O)Gg = 0, temos que GY = JG%. Vamos novamente “sair” do espaco de
Fourier,

5G° = —% (HY — '), .

Precisamos igualar esta expressdo a 8771". Isto é, como para o background O
0 para p # v, entdo 619 = T". Temos portanto das equacdes de Einstein

(®' — HY) , = 4ral? (E.43)

0

para a métrica (B) com z° = 7, para a métrica (A) com 2° = 1 temos

(' — HY) , = 4ma®T7 | (E.44)
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Como ja visto s6 haveria diferenca entre os resultados para a métrica (B) e para a
métrica (A) com 2° = 7 no caso 4.

Juntando os termos obtidos para o tensor de Einstein

; " ! / ! A ) %
50"+ H(20 — ') — U (2K +H2)—5(\IJ+<I>) + 9" (U + @)y = —4ma®oT,

(E.45)
A® — 3H (O — HY) = 47a®5T7, | . (E.46)
(' —HY), = 4ma®T7 | (E.47)

E.7 Equacoes de Boltzmann

Para obtermos as equacoes de Einstein em uma forma onde o tensor energia-
momento é escrito de forma explicita, precisamos obter as funcoes de distribuigao
para diferentes componentes do Universo. Com esse propoésito, utilizaremos abaixo as
equacgoes de Boltzmann.

Se considerarmos perturbacoes nas densidades de matéria e de radiacao, também
deveremos considera-las na métrica. As componentes do tensor métrico serao agora
dadas por:

goo(x,1) = —(1+2¥(Z,1))
goi(x,t) = 0
Gij(x,t) = 0;5(1+29(Z, 1)), (E.48)

onde W(Z,t) é o potencial Newtoniano, e ®(Z, t) é a perturbagao na curvatura espacial.
Como podemos ver, o tensor métrico acima s6 contém perturbagoes escalares da mé-
trica e esta escrito no gauge Newtoniano conforme - uma das vantagens desse gauge3 é
que o potencial newtoniano ¥ faz o papel do potencial gravitacional no limite newto-
niano e por isso tem uma interpretagao fisica. Esse gauge seréd influente nas operagoes,
como o caso das que serao feitas abaixo, portanto as quantidade observéveis nao serao
alteradas. Também nao serao consideradas perturbacoes vetoriais nem tensoriais.

Vamos revisar alguns conceitos importantes sobre Mecanica Estatistica, as equa-
¢oes abaixo serao tuteis para escrever o lado direito das equacoes de Einstein pertur-
badas.

E.7.1 Calculos de mecanica estatistica

O indice ¢ representard uma certa espécie das particulas, distribuidas pela regiao
2 no espaco. Podemos definir a funcao de distribuicao no espago de fase como uma

3 As equacoes para perturbacoes escalares, vetoriais, e tensoriais, ndo formam um conjunto com-
pleto de equagobes, isso porque ainda existe liberdade para fazer mudangas no sistema de coordenadas,
da mesma ordem que perturbagoes fisicas. O “gauge” é responséavel por remover essa liberdade.
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funcao de valor real que contém quantas particulas de uma dada espécie estao presentes
em volta do ponto x com um momento em volta de p. Portanto, se multiplicarmos essa
fungao (representa um valor), f; = fi(x,p), em um ponto pela energia F(p) = E(p)
de uma tnica particula, e somarmos sobre todas as particulas, teremos entao um valor
total para a energia das espécies. Dividindo por um elemento de volume do espago de
fase, que seu valor é calibrado pelo principio de Heinserberg, nés encontramos que a
densidade da espécie 7 sera

=g, / %fi<x, P)E(p). (E.49)

Na expressao acima g; representa a degenerescéncia da espécie.

O momento p nao é o momento comoével, mas o momento proprio que decresce
com a expansao. Estamos supondo um estado de equilibrio para as particulas, como a
funcao de distribuicao nao tem uma dependéncia explicita no tempo. Se considerarmos
que a nossa distribuigao ¢é isotropica e homogénea no equilibrio, entao ela nao tem
dependéncia com as diregoes e posicoes.

Vamos agora calcular a funcdo de distribuigao de Fermi-Dirac/Bose-Einstein. Pri-
meiramente precisamos determinar a funcao de probabilidade de um sistema tal que
o nimero de particulas nao seja constante. Vamos considerar um sistema em contato
com um reservatorio térmico e com outro sistema com o qual possa trocar particulas.
Consideramos também que a flutuacao do nimero de particulas é pequeno em relacao
ao nimero médio de particulas e que esse sistema esteja em equilibrio termodinamico
com o reservatorio. Nesse caso temos que a probabilidade de encontar o sistema no
estado r com energia F, e n, particulas é dada por

PT — le_B(ET_Nnr)7

—

onde = é uma constante de normalizagao, 5 = 1/T e pu é o potencial quimico. A
constante de normalizacao pode ser calculada lembrando que

ZPT:L

Temos portanto que a constante =, ou funcao de particao grande candnica, € dada por

— 6—5(Er+.“”r) .

[1]

Trabalharemos apenas com particulas idénticas, ou seja, considerando dois elétrons
em posicoes diferentes do espaco, se trocarmos as duas particulas nao notaremos di-
ferenga alguma. Nao temos assim como rotular essas particulas, uma determinada
particao ng,ny,... de n corresponde a apenas um estado do sistema. Utilizando o
ensemble grande canonico em que a temperatura e o potencial quimico sao mantidos
fixos, a probabilidade Ps(ns) de um orbital s estar ocupado por ng particulas é dada

por 4

1
—€
Gs

4 As contas explicitas podem ser encontradas em http://fig.if.usp.br/~oliveira/disc-intmecest.html.

Py(ng) = —e Plesmmns, (E.50)
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em que

(o= e lestmns, (E.51)

Ns

As particulas podem ser classificadas em dois tipos férmions e bosons, depende
apenas do numero de ocupacao de um orbital. Os férmions seguem o principio de
Pauli, um orbital pode ser ocupado por s6 uma particula, portanto ny = 0 e 1. Ja
para os bosons, que nao respeitam o principio de Pauli, é possivel haver mais de
uma particula em um mesmo orbital, n, = 0,1,2,.... Portanto, o nimero médio de
ocupacao, ou, se preferir, a funcao de distribuicao, é dada por

E facil ver que

- Bop
portanto
110 10
= ——=——(s = ——l’n s |- E52
P~ B "™ (52
e Para os férmions (ny; =0,1)
Go=1+ —Bles—n) ¢ % _ﬁe—ﬁ(ss—u)
S au
Temos de (E.52) que
e /8(53 H) 1

f = — (1 + 6_6(55_N)) /86 (es—n)

/B(

e Para os bosons (ns =0,1,2,...) por outro lado,

1 + e—Bles—p) eﬁ(ﬁs*ﬂ) +1°

. 6_/3(68_N)ns> _ hmnsﬁo e_ﬂ(es_ﬂ)ns

B hmn oo (e_ﬁ(es_ﬂ)
C Ze Bles—p)n il

eﬂ(ﬁs_ﬂ) — 1
B 1
- 1 — e Bles—w)’
S_Z - _ (1 — e Bles—p ) ( Be (es—p ) =8 (1 _ e*ﬁ(eru))Q . (efﬁ(ﬁs*u)) )
Substituindo estes resultados em (E.52) temos
1 o (e 2 (e e—Bles—n)
f= 5(1_6 e (1 — e P (o) = S

1
eﬁ(ﬁs*/‘) —1 ’
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Juntando as fungoes de distribuicao de ordem zero de férmions e bosons obtidas
acima em apenas uma equagao obtemos que

1
f= cE@) T 1|

O sinal positivo representa a distribuicao de Fermi-Dirac enquanto o sinal negativo
a distribuicao de Bose-Einstein. Notamos que a temperatura 7' é meramente uma
funcao do tempo para a distribuicao de equilibrio; isso é quase sempre verdade para
o comeco do Universo, quando as interagoes entre particulas eram tao intensas que
tinham um estado de equilibrio préximo.

Uma expressao similar ao da densidade da espécie 2 pode ser encontrada para a
pressao P

d3 2
Pi =g / #fi(xa P)3g(p)- (E.53)

Essas expressoes funcionam extremamente bem com as distribui¢coes de Fermi-
Dirac/Bose-Einstein quando considerado que o Universo respeita o principio cosmold-
gico (homogéneo e isotropico); por exemplo, podemos aplicar a equacao de densidade
(E.49) para obter a quantidade de foétons no Universo quando a radiacdo CMB foi
emitida, podemos mensurar a temperatura precisamente e estender o mecanismo es-
tatistico.

No entanto, para um Universo perturbado, as funcoes de distribuicao de Bose-
Finstein/Fermi-Dirac nao podem ser usadas; precisamos obter as perturbagoes de pri-
meira ordem para elas, e € ai que utilizaremos a equacao de Boltzmann. A equacao
de Boltzmann é utilizada para a analise dos fenémenos de transporte envolvendo gra-
dientes de temperatura e densidade. Ela formaliza a taxa de variacao de existéncia de
uma certa espécie de particula, que deveré ser igual a diferenca entre a produgao e a
eliminacao dessa espécie. A equacao de Boltzmann é dada por:

df
du
onde f é a funcao de distribuicao - em geral depende de u, 7, e do quadrimomento P*
no referencial comoével -, u parametriza a trajetoria da particula e C'[f] é uma fungao
que depende da funcao de distribuicao, ela que contém a relacao entre o que vai ser
criado e aniquilado daquela espécie no processo.
Vamos usar a equacao de Boltzmann para alguns componentes do Universo, para
sabermos como eles interagem entre si. Baseamos as contas a seguir em |[3] e [4].
Para nossas analises futuras vamos lembrar de algumas coisas:

Clfl, (E.54)

e O quadrimomento P* do referencial comovel se relaciona com o quadrimomento
oxt

oxv

v

p" do referencial fisico por P = s

e p' =pp', onde p' é o versor de p';
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d3
e a densidade de niimeros de particulas de uma espécie 2 € dada por n; = g; / (2—2;3 fis
s
e a densidade da velocidade média das particulas num elemento de volume situado
. d3 7
em x é de v; = 9 —% i]i, onde g é o fator de degenerescéncia.
ni ) (2m)°" E

Por estarmos considerando o nosso Universo como sendo homogéneo e isotropico,
poderiamos descrever a evolugao temporal das perturbagcoes utilizando hidrodinamica
relativistica, porém seré utilizada a equagao de Boltzmann, da teoria cinética relativis-
tica, no limite de meios continuos, que é uma equacgao mais geral. No caso da radiacao
eletromagnética, a descrigao é feita em termos de equacgoes para as flutuacoes da tem-
peratura da radiacao. Sendo assim, é mais conveniente derivarmos as equacoes da
evolucao temporal das perturbacoes diretamente da equagao de Boltzmann, por ser
uma equagao mais geral. A perturbacao incluird todos os termos existentes.

E.8 Conservacao do tensor energia-momento e trans-
formacao de gauge

~ Para um universo homogéneo de FLRW com densidade de energia p(T) e pressao
P(7), as equagoes de Einstein ddo as seguintes equagoes de evolu¢ao para o fator de
escala a(T)

&1
2—_
H_3

. 4
1 = —chﬂ(p +3P) . (E.56)

Ga’p — K , (E.55)

onde o ponto “denota derivada com respeito ao tempo conforme e k é positivo, zero ou
negativo para um universo fechado, plano ou aberto, respectivamente. Nao considera-
mos aqui a constante cosmoldgica, para adiciona-la devemos somar p = A/87G = —P
na equacao acima.

As equagoes de Einstein com perturbacao em até a primeira ordem no k-espago no
gauge sincrono é

Ky — %Hﬁ = —47Ga’6TY, (Sin), (E.57)

k*7 = 4nGa®*(p+ P)0 (Sin) , (E.58)

h+ 2Hh — 2k*n = 87Ga®0T", (Sin) , (E.59)

h + 6ii + 2H(h + 67) — 2k*n = —247Ga*(p + P)o  (Sin) . (E.60)

O “(Sin)” serve para diferenciar as componentes no gauge sincrono com a equagao
utilizando as componentes no gauge Newtoniano “(New)”. As variaveis 0 e o sao
definidas como

A 5 n 1 .
(p+P)0=—ik? 6T, (p+ P)o=— (k Tk — g(sij) o, (E.61)
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e, =T, -0,T * /3 denota a componente sem traco de T";. Quando consideradas
diferentes componentes do universo, fazemos

0= Z 0;,, o= Z o; , (E.62)

componentes componentes

onde ¢ percorre todas as espécies de particulas.
No gauge Newtoniano conforme, em primeira ordem de perturbagao as Eqs. de
Finstein sao escritas como

2o + 31 <¢ + H¢> — 4nGa%T° (New),  (E.63)
K (64 Hv) = 4nGa*(p+ P)9 (New) ,  (E.64)
2
é+oH <¢ n 245) n (27'{ v H2) b+ %(¢ — ) = —%”Ga%Tz (New),  (E.65)

= 127Ga*(p+ P)o  (New) . (E.66)

Vamos agora calcular a transformacao da perturbagao do tensor energia-momento
nos dois gauges. Para um fluido perfeito de densidade de energia p e pressao P, o
tensor energia-momento tem a forma (A.31)

T = Pg¢", + (p+ P)u'u, , (E.67)
onde
dzt
/J‘ i —
ut = Ca) (E.68)

é a quadrivelocidade do fluido. A pressao P e a densidade de energia p de um fluido
perfeito em um dado ponto sao definidos como a pressao e a densidade de energia
medidos por um observador comével em repouso no fluido no momento das medidas.
Para um fluido se movendo com uma coordenada de velocidade pequena v’ = dz'/dr,
v" pode ser tratado como uma perturbacio da mesma ordem que 6p = p—p, 6P = P—P
e as perturbagoes da métrica [205]. O tensor energia-momento em ordem linear de
perturbagao é escrito como

T =—(p—dp) . (E.69)
TS = (p+ P)v = —T (E.70)
Ty =(P—0P)§';+X';, com X5 =0, (B.71)

onde permitimos uma perturbacdo de cisalhamento anisotrépica X' jem T ij. Nota-
mos que para um fluido, 6 definido na Eq. (E.61) é simplesmente a divergéncia da
velocidade do fluido

0 = —ikiv; . (E.72)
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O tensor energia-momento 7% (Sin) no gauge sincrono se relaciona com o T# (New)
no gauge Newtoniano conforme
ozt 0zP

T* (Sin) = 5 5331/Tap (New) , (E.73)

onde 7" e 2" denotam as coordenadas do gauge sincrono e Newtoniano conforme,
respectivamente. Em primeira ordem de perturbagao,

T% (Sin) = T% (New) , (E.74)
T% (Stm) = T (New) + i kj a(p + P) | (E.75)
T'; (Sim) = T"; (New) , (E.76)

onde v = 3 — 2% = <h + 67'7) /2k* no espaco k. Definimos aqui que

op 0T,
PP

Calculando as perturbagoes nos mesmos valores para as coordenadas no espago-tempo,
obtemos

b= — (E.77)

d(Sin) =4 (E.78)
0 (Sin) = 0 (New) + a k? | (E.79)
6P (Sin) = 6P (New) + aP (E.80)
o (Sin) = o (New) (E.81)

Esta transformagao também ¢ aplicada aos componentes individuais [205].
A conservagao do tensor energia-momento é uma consequéncia das equagoes de
Einstein. A parte perturbada das equacoes de conservacao do tensor energia-momento

T, = 0,T" + 1" T + T ;T (E.82)

no k-espago implica nas equagdes de perturbagao no dois gauges [205|
Gauge sincrono ®

2 op

b=~ H1— 3wy — —L_gy SP/0P
14+w 1+w

o =(14w) (—9 + ﬁ) —3H (5—P — w) 5, (E.83a)

§+ ko . (E.83b)

Gauge Newtoniano conforme

0 programa CAMB utiliza esse gauge.
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§=—(1+w) <9+3¢)—3H<5—P—w)5,

op
) w dP/bp  , 2 2
0 =—H(1l—-3w)b 1+w0+1+wk5+ka k= .
(E.84a)
(E.84b)

Para perturbacoes primordiais isentropicas consideradas nesse estudo, as equacoes
acima simplificam desde que

SP =cép, (E.85)

onde

2= d—P =w+p d_w
S dp dp
¢é a velocidade do som adiabatica ao quadrado.

No nosso caso estamos considerando trés componentes, a DE, a DM e um neutrino
escuro. Estamos tratando a DE como um campo escalar, nesse caso, como visto em
[204], ci¢ = 1. A DM tém uma equagao de estado ja conhecida onde §P/dp = w = 0.
O neutrino escuro representa uma componente semelhante ao neutrino porém no setor
escuro do universo, a sua equacao de estado sera chamada de w,,. Dessa forma obtemos
as equacoes de perturbacao para os fluidos escuros

(E.86)

C

Opt +6Hyr = — Doy, (E.87)
Og0 + 6Hg0 =p1goT04+ (E.88)
: h
5¢, + 911, + 5 :M¢F5¢+ 5 (E89)
. h

Precisamos primeiro calcular o lado direito das equagoes de Einstein, para isso
utilizaremos os resultados encontrados anteriormente.

Componente tempo-tempo das equagoes de Einstein Considerando a com-
ponente tempo-tempo das equacoes de Einstein perturbadas, e lembrando que o tensor

energia-momento perturbado em até a primeira ordem é T = —p+dp, usando a (E.49)
d*p
= X [ G EAEx)
componentes (27T)

para obter a contribuicao da energia de cada componente do universo separadamente,
ou seja, a soma das densidades de energia de fétons, neutrinos, energia escura, matéria
escura e barions.
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Utilizaremos as equacoes calculadas anteriormente no espago de Fourier, porém,
por facilidade nao colocaremos o til.

Foétons Ja vimos que a funcao de distribuicao perturbada para fétons é dada por

af(o)
fr= 1 —p=g 0.

Como a degenerescéncia do spin para os fétons é 2, a contribuigao é escrita como

03 af(o)
s 22 - )

O primeiro termo é simplesmente a densidade de energia nao perturbada para
fotons. Vamos entao considerar o segundo. A integral pode ser resolvida por partes,
como de costume, permitindo que a funcao de distribuicao desapareca rapidamente,
o suficiente para que quaisquer ordens de p possam impedir a anulagao do segundo
termo, e o resultado final é

(T9)y = PO (1 + 46,).

Lembrando que o fator de degenerescéncia foi absorvido em fv(o).

Neutrinos Para os neutrinos a densidade de energia ¢ idéntica a densidade dos
fotons,

d3p 0 flgo)
1. = [ e (f D gy N | = ) (AN,
onde Ny é a densidade nao perturbada do neutrino.

Energia escura Para a energia escura temos simplesmente p.. = pgg), pois esta-
mos considerando que essa ¢ homogénea.

Matéria escura e barions Para a matéria escura e barions , as densidades de
energias sao definidas por p{9 (14 6,..) e ,01(,0)(1 + dy), respectivamente.

me

Somando as densidades de energia dos componentes do universo e passando para
o espago de Fourier (sem o til), obtemos

T9 = pO (1 + 460) + PO (1 + 4No) + pee + PO+ bme) + i (1 + &)

Substituindo a equagao acima em (E.35) e agrupando os termos de ordem zero e
de ordem um, obtemos, respectivamente

1
B = (P2 + o + pec + oS+ i) (E.91)
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0D k? 1
3H— — 3H*¥ + — & =
a 2/v/8m

ot
A (E.92) ¢ a equagao de Friedmann para um universo plano. Reescrevendo (E.92)
em funcao do tempo conforme 7 temos

(4PSD90+-4PS”PG)+»p$l7ne%-p§”5b). (E.92)

(12

2/V/8m

Componente espago-espago das equacoes de Einstein Vamos considerar a
parte espacial das equacoes de Einstein para obter mais uma equagao. Utilizaremos o
resultado utilizando o operador projegao para isso, (E.42):

3 (P — HY) + k2P = (4pg0>90 +4p0 Ny + p) b + pg0>5b) . (E.93)

i A i
@<V+H@@-@@-@@M+Hﬂ—5mu4ﬂ+w@+®M:—MﬁM}
Vamos encontrar uma forma para o lado direito da equacao acima. Comegaremos

com a definicao geral do tensor energia-momento, escrevendo o mesmo da forma mais
conveniente

(") - / dPidPydP; 1 P'P,
v)componente k — Gk (277')3 \/__g PO

onde k denota o k-ésimo componente do universo, descrito pela funcao de distribuicao
fx(p), e onde g = det(g,u)-

Utilizaremos um tensor métrico FLRW nao perturbado, pois queremos apenas a
parte perturbada do tensor energia momento. Se tivermos uma métrica perturbada
entao o resultado dos termos perturbados serao de segunda ordem, e poderao ser
desprezados. Dessa forma

Je(P), (E.94)

p2 = gijPin
= ¢’ P,P;
1
:?U¥+$+Rﬁ:

b
=pi=—
a

Utilizando p; = pp; na equacao acima temos

P = apﬁ?
dP, = dp = dP,dP,dP; = a*d’p.

Em (E.94) nos temos P com o indice em cima, para obté-lo utilizaremos (F.2) com

pi=t
a
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A componente zero do quadri-momento P para esse caso sera a energia da particula
calculada por (F.1),
P’ = \/p2 +m2 = E(p).

Finalmente, utilizando o tensor métrico FLRW néao perturbado, onde /—g = a® e

juntando todas essas expressoes em (E.94), depois de alguma algebra temos

. d3p p2 .
T componentek — D' D, .
(T";) componentck gk/(%)3 Ek(p)ppjfk(p)

Vamos aplicar agora o operador projecio, P! = fesk? — (1/3)67. Como p'p; = 1, po-

demos reorganizar o operador projecao de tal forma que k;k? — (1/ 3)67 = (2/ 3)Py(k, p),
onde P, é o polindmio de Legendre de ordem 2. Sendo assim

Jri 2 P2 k p) AL
P, =2 Y / By P p) (E.95)

componentes k

Como aparece P, (k . ﬁ) no integrando, a expressao acima sera proporcional aos mo-

mentos de quadrupolos das distribuicoes. As particulas nao relativisticas, como as de
matéria escura e os bdrions, tém momentos de quadrupolo despreziveis, pois quanto
maior o momento angular maior a velocidade. Assim sendo, somente os fotons e
os neutrinos contribuirao para o ultimo membro da igualdade acima. Calculando a
contribuicao dos fétons, temos

dp ,Of" / 2 [ dp ,0f°
il P —9Z e
5 | 12? o d (cos(a)) Py (cos()) 8 (cos(a)) 392 5,27 ap
8
:_gpf(y[))927

onde cos(a) = k - p. O fator 2, em evidéncia no lado esquerdo na igualdade acima, é o
fator de degenerescéncia dos fétons. A contribuicao dos neutrinos terd uma expressao
idéntica. Substituindo estas duas expressoes em (E.95) temos

Yool 8 0 0
PIT; = =3 (P02 + piNa) .

Multiplicando por V87 e igualando a (E.35), obtemos

K (@ —0) = —8v2ma® (p05 + plVNs) | (E.96)

Existe também a possibilidade de perturbagoes vetoriais e tensoriais da métrica.
Nao ha, no entanto, evidéncia em favor de perturbacoes tensoriais. As perturbacoes
escalares sao as tnicas que se acoplam com as perturbacoes na densidade da matéria,
sendo portanto as tnicas associadas com a formagao de estrutura. Sao também as
mais importantes a se acoplarem com as perturbacoes de temperatura dos fétons. Por
outro lado, gracas ao teorema da decomposicio, perturbagoes escalares, vetoriais e
tensoriais nao se acoplam.
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Juntando os resultados

1
[ (<o>+ O 4 g+ p© 4 <0>) , E.97
3/van o F e Pt Pe ko (E.97)

CL2
BH (@ — HO) + k20 = —— (49000 + 490 No + pSome + i"51) |, (E98
( ) 2/\/8_7T P~ Y P 0T P Py b ( )
E(® — U) = —8v2ma? (pgo)ﬁg + p(VO)Ng) . (E.99)

E.9 Perturbacoes hidrodindmicas no tensor energia-
momento

Perturbagoes hidrodindmicas também sao perturbacoes cosmoldgicas. Vamos con-
siderar um fluido perfeito com o tensor energia-momento dado por

T, = Py, + (p + P)u'u, .

Vamos considerar apenas perturbagoes em P e p, nao especificando sobre qual compo-
nente do universo estamos nos referindo. E facilmente verificado que as perturbacgoes
invariantes de gauge, definidas em (E.17)-(E.19), podem ser escritas como

0 -0 1 = i i
onde dp, duy; e 6P sao definidas em (E.13), (E.14) e (E.15). O tnico termo que
contribui para a perturbagao vetorial ¢ proporcional a duy;, todos os outros termos
tém a mesma forma estrutural que as perturbagoes escalares na métrica.

Vamos ver apenas as perturbacgoes escalares. Para ler sobre perturbacoes vetoriais
ver [259].

Desde que 5Tij = 0 para i # j, (E.40) se reduz a

(V+ @) =0 (i # 7).

A tnica solugao consistente para a equagao acima ¢ & = —W. Utilizando essa relagao
e substituindo (E.100) em (E.35), (E.40) e (E.44) obtemos as seguintes equagoes

AV — 3H (V' + HV) = —4dwa’dp|, (E.101)
U+ 3HY + (2H + H?)V = —47a®SP |, (E.102)
(aW); = —4mra®(po + Po)duy; |. (E.103)

Em um universo que nao esta se expandindo H = 0, a primeira equacao coincide
com a equagao de Poisson para o potencial gravitacional. Em um universo em ex-
pansdo, o segundo e o terceiro termo do lado esquerdo de (E.101) é suprimido na sub
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escala de Hubble por um fator da ordem de A\/H ', e entdo ele pode ser desprezado.
Entao (E.101) generaliza a equagao de Poisson e suporta a interpretagao de ¥ como
uma generalizagao relativistica do potencial gravitacional Newtoniano. Note que, em
escalas menores que o raio de Hubble, (E.101) pode ser aplicada mesmo para inomo-
geneidades nao-lineares, porque isso requer apenas |W| << 1 mas nao necessariamente
|6p/po] << 1. Em (E.103) temos que a derivada no tempo conforme de (aW¥)’ é tratada
como o potencial da velocidade.

Dado P(p, S), a flutuacao da pressao 0 P pode ser expressa em termos da densidade
de energia e perturbacoes da entropia’,

6P = c2p+ adS|, (E.104)

onde o = (0P/0S),. Substituindo essa equagao em (E.102),

U+ 3HY + (2H + H*)V = —4ra’5 P
= —4na®(c2op + 00S)

substituindo agora (E.101) na equagado acima, obtemos a forma fechada da equagao
para o potencial gravitacional

U+ 3HY + (2H + HHV = —47a®0dS + 2 [AV — 3H (V' + HT)] =

U+ 3(1+ HY — AV + 27 + (1+3¢2) H?] ¥ = —4na’0sS | (E.105)

E possivel encontrar as solugoes exatas dessa equagao em dois casos particulares: para
a matéria nao relativistica com pressao igual a zero; para fluido relativistico com a
equagao de estado constante P = wp.

SExpressao importante para o calculo de acrecéo.






Apéndice F

Eq. de Boltzmann para os
componentes do universo

F.1 A equacao de Boltzmann para matéria escura

A matéria escura s6 interage com outros componentes do espago gravitacional-
mente, entdo C'[fpy] = 0. Deve ser possivel obter as equagdes que governam seu
comportamento pelas equacoes de um fluido relativistico obtidas pela continuidade do
tensor energia-momento V, 7" = 0. A DM tem sido tratada como fluido classico, se
for apenas um fluido nao ha eq. de Boltzmann associada a ela. A Eq. de Boltzmann é
sempre a equagao de movimento de uma particula quantica enquanto a conservagao da
energia é a equagao de movimento de um fluido, que nesse caso sera da parte escura.
A principio, as equagoes de Euler e da continuidade para a matéria escura deveriam
ser suficientes, e deveriamos esperar obté-las usando qualquer outro formalismo vélido.
Chegaremos nelas utilizando a equagao de Boltzmann.

ds?* = —dr? =

ds\>
— ) =—-1=
(&)
ds\? 2
m— | =-—-m
dr
gMVP#PV = _m2
onde m é a massa da particula de matéria escura. Usando P"P, = p/p, e (E.48),
vamos calcular P° e P*. Abrindo a equacdo acima temos
9oo (P0)2+ goi P°P'+ gio P'P°+ g;;P'P! = —m? =
<~ =~ —_——

=0 =0 =p=|pIP

9oo (P0)2 =—(*+m?) =
T

P’ =\/—gVE =

193
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oLt o
V142U
onde na ultima equacao fizemos uma expansao do denominador em primeira ordem.
Definimos a energia de uma particula de matéria escura como E = /p? + m?. Para
a parte espacial usaremos o fato de que todas as componentes p' estdo normalizadas
e por isso, assumiremos que existe uma constante C' tal que P = C'p'. Pela definicdo
de p

E(1- ), (F.1)

p* = gi; P'P =
p2 = gz’jCQﬁiﬁj
= §;;a*(1 + 20)C?*p'p
= a?C?*(1 4 2®) p'p;,
=1

portanto, tomando a aproximacao

p p
c P-a)

a1 +20

obtemos assim A A
P=La_a)y (F.2)
a

Finalmente obtemos o quadri-momento para a matéria escura

pPH = (E(l — ), M) (F.3)

a

A equagao de Boltzmann (E.54) para o caso da matéria escura sera entao

dfpm
du

:(]7

pois nesse caso ja vimos que C'[fpy] = 0. Lembrando que
df  df dt
du  dt du’
e notando que a fungao de distribui¢ao para a matéria escura, fpys, dependerd de F

e p', além de x e t, ou seja, foym = fou(t, X, E,p"), no equilibrio,

deM _afDM afDM% a.}CDM@ 8fDM@_

= . : =0. F.4
dt ot Ozt dt  OF dt opt dt (F-4)
~ v~ N rm—
(€] (1 (IT1)

i

(I) Vamos primeiramente calcular . Lembrando que, para particulas massi-

vas, o parametro da trajetoria das particulas u é proporcional ao tempo préprio 7 e

usando a defini¢ao
Pt = mdﬂ

dr’
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temos que
g P
d & po
dr

Aplicando esse resultado em (F.3), considerando apenas termos até a primeira ordem
obtemos

da:i N pi

dt — aF

Quando aplicamos esse termo na equagao de Boltzmann, as perturbacoes ® e ¥ de-

saparecerao, isso ocorre pois dz'/dt multiplicado por df/ Jz' nao existe no background
Ofpm dz* _ dfpm p*
oxt dt or' a

dE
(IT)  Calcularemos - Usando novamente a definicdo de P, a equacao da

geodésica pode ser reescrita como

(1—®+ D). (F.5)

e, além disso, é agora um termo linear, portanto

ap+
PO e prpr =),
dt
Considerando inicialmente que p = 0 e utilizando (F.3) e (F.5), apos algumas mani-
pulacoes algébricas teremos para a aproximagao linear

dE P> prod  pt O
—=—|H=4+=—+—— F.6
ar ( EYEw T aor (£6)
0 dp’
(IIT)  Vamos desprezar o ultimo termo da equagdo acima pois g{)M e d_ZZ‘ Sao
pZ

de primeira ordem, isso porque, respectivamente, a direcao de propagacao de uma
particula de matéria escura s6 muda se considerarmos perturbagao da métrica, e dis-
tribuicoes de equilibrio s6 dependem do médulo do momento. Queremos calcular entao
os outros termos que existem na equagao.

Substituindo (F.5) e (F.6) em (F.4) obtemos

(F.7)

_ vp e A e
dt ot or aE 0B \"ETEo T aox

dfpm Ofpm n afDMp_i Ofpm < P> prod P 8\11) 0

Vamos calcular agora os momentos de ordem zero e de ordem um da equacgao (F.7)
para obtermos as equacoes que governam as perturbacgoes. Pelo fato de estarmos tra-
balhando com particulas de matéria escura nao relativistica temos que £ ~ m.

Momento de ordem zero O momento de ordem zero seria obtido multipli-
3

d’p
(27)° E

a zero, podemos calcular o momento de ordem zero de (F.7) integrando simplesmente

cando a (F.7) por e integrando, mas como o segundo membro de (F.7) é igual
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d3p
€1 3
(2)
9 / Ap 1O [ D D
ot ) ry? "M T ada ) (27PN E
@) (1

0P &p dfpup® 10V &*p Ofpm
—(H+Z r_22 =0 F.
( " at)/(zﬁ)?’ JE E a@xz/(er)?’ op V=" (8)

(I11) (1v)

(I), (IT) Utilizando as defini¢oes de densidade de nimero de particulas e veloci-
dade média das particulas apresentadas inicialmente, e absorvendo gp,; numa redefi-
nigdo de fpys, os dois primeiros termos de (F.8) se tornam respectivamente

6nDM

ot '’

1 9(nppvpyy)
a oxt ’

dE
(IIT) Notando que e %, pois E = /p? + m?, a integral resulta em
P

/ d’p Ofpm p* _ / d*p  Ofpm

2n)? 0B E ) 3l ap
o * dp  30fpm
~tn [ G

onde expandimos a integral no volume em coordenadas esféricas. Agora podemos in-
tegrar por partes; o termo p*fpa|5° é nulo. Obviamente é zero para p = 0, mas o
comportamento é desconhecido quando p — oo porque conhecemos pouco sobre a ma-
téria escura. Vamos supor que a func¢ao de distribuicao deva ir assintoticamente para
zero, e que essa forma funcional nao deva diferir muito da distribuicao exponencial
de Mazwell-Boltzmann. Por essa razao, é aceitavel que fpys va para zero mais rapido
que p? divirja, e esse termo nao contribue para a integral. Dentro da integral apenas
p? continua com fpy, entdo, retransformando em coordenadas cartesianas temos

/ d’p 3fDMp_2:_3/ﬂf .
(27)3 OF E (2m)3’PM AL

(IV) A integral do ultimo termo ¢ de primeira ordem, porém ela esta sendo mul-
tiplicada por um termo de primeira ordem, o que faz com que o tltimo termo seja de
segunda ordem, como queremos apenas termos de primeira ordem ele sera desprezado.

Dessa maneira a (F.8) resulta na equacao da continuidade para matéria escura
num espago-tempo com métrica dada por (E.48) e em primeira ordem, em teoria de
perturbagoes,
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(9an i lé)nDMng 3 (

0o

ot

Vamos agora separar o termo homogeéneo de npy; da perturbagao. Seja
_ ) 1446 =
npm = npy [+ 0pm (7, 1)]
onde ngg\/[denota a densidade de equilibrio.

Momento de ordem zero parte homogénea Substituindo essa expansao de
npy em (F.9) o termo de ordem zero nos fornece

871&73\/[ Ry 0 anMa3 _

ot "oM T T

Essa equacao é a equacao para a evolucao da energia dos componentes, no caso em
que P = 0. Concluimos que a matéria escura s6 interage com ela mesma por meio da
gravidade. Essa equagao fornece o classico resultado

(0) -3
Npy o<a ” |

Pelas condigoes da matéria escura descritas inicialmente, para um fluido nao relati-
0ppM

vistico a temperatura zero, E ~ M, ppy =~ Mnpy € Opyr = . Nesse caso a
PDM

equagao acima ¢ equivalente a

ppm + 3Hppar = 0.

O mesmo resultado pode ser encontrado pela equagao de conservagao para a matéria
escura.

Momento de ordem zero parte perturbada O termo de ordem um de (F.9)
resultara em:

St 3 =0} (F.10)

Momento de ordem um Com o intuito de calcular as equagoes que utilizam

as componentes da velocidade, vamos multiplicar a equagao de Boltzmann (F.7) por
d3

(27)* B

0 d3p P d3p Py Ob Bp dfpar PP
8t/( )SfDME (91:1/( )3fDM 2 _(H—FE)/(QW)?’ BYoRoE _

~~ N~ ~~

(1) (I1) (I11)

(S mtegrar para assim encontrar seu prlmelro momento
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10V [ dp Ofpu p°p'p’
_1o¥ —o. F.11
a@xz/(zﬂ)?’ oF FE ( )
(V)

(9 (nDMU{)M)
ot '
(IT) O segundo termo, por ser de ordem dois, <(p/ E)2>, pode ser desprezado.
(IIT) O terceiro termo deve ser calculado, para isso vamos lembrar que (p/E) (0/0F) =

(9/0p)

(I) E facil ver que o primeiro termo ¢ igual a

/ &*p Ofpum PP’ _ d&*p Ofpum p°P
(2r)® OE E? (2r)° Op E

_/ ngpJ/ 4afDM

Na segunda linha, mudamos o sistema de coordenadas para o sistema de coordenadas
esféricas. A integral em p pode ser feita por partes - um termo proporcional a fpap?
sai da integral, e pela mesma razao anterior, supomos que ele ¢ desprezado quando
calculado em p =0 e p — oco. Entao temos

/ d’p 8fDMp3ﬁ7'__/ ast a (p J
(2m)3 OE E? (2m)3 op \ F
e [ |2
B (27)3 PMAE T E3
vy

d®p ,
= —4/ (27’(’) fDMpg] = —4nDMv3.

(IV) Agora s6 falta o quarto termo a ser calculado.

dp afDMp i dp afDM i
| o s = |
R 30f
=/<2 3;0]9]/0 p’ GI;Mdp

)
(porpartes) ds) ~j Ad >
- —3/<2 3pp]/ P foumdp.
0

Vamos utilizar a relagao / dQp'p’ = 647 /3 (esse resultado pode ser verificado escre-

vendo p = sen(f) cos pi + sen()sen(p)j + cos Bk e integrando cada componente no
tempo) e integrar da mesma forma que integramos o terceiro termo,

dgp afDMp ~i 4m ii VDM ii
/(W op E'7 =73 (?)“?:‘”DW-




F.1 A equacao de Boltzmann para matéria escura 199

Juntando todos os termos acima calculados, (F.11) resulta em

8(”DMU%M) j Npm 8\1[ .
T—i-élﬂnDMvDM%—T@—O. (F.12)
Note que
(0) ©) J

npwv? = npn () [L+5pa (T, 6)] vhar = npapas

em primeira ordem. Da mesma forma,

oV () OV
noM 5 S DN

ov
Utilizando essas duas relacdes e lembrando que — o< a®, a (F.12) pode ser reescrita

como O
vl ; 10V
Hvj -— =0/ F.1
ot i UDM+a8:BJ 0 (F.13)

Esta é a equagao de Euler para a mecanica dos fluidos. Na verdade, com a forma

ov 1
E‘FV'VV— —;VP,

com algumas observacoes. Primeiro, o termo v - Vv é de segunda ordem, entao ele
desaparece. Também, como a matéria escura é nao interagentel, P = 0. Os outros
termos sao devido a expansao do Universo e suas perturbagcoes.

As equagdes (F.10) e (F.13) representam as equagoes para perturbagoes na matéria
escura. Estas formam um sistema de equagoes diferenciais acopladas. Vamos primeiro
mudar o parametro de evolugao do tempo coordenada para o tempo conforme,

96 1o 0P :

i 30 o+ 2 s 0
ot a0z’ ot =1 Ozt

Vb 10T (vi)’+a—/vi+aqj—0
ot a adrt a oxt

Se as passarmos para o espacgo de Fourier (utilizaremos o til para indicar esse espago)
podemos transformar esse sistema num sistema de equagoes diferenciais ordinarias,
que é mais facil de resolver

dopyr . dd
3— =20 F.14
i + ikUpy + i , ( )

1Como a energia escura é uma particula bosénica, tal como as particulas mediadoras de forca,
para que haja alguma interacao nao trivial entre a matéria escura e a energia escura estas devem ser
de “tipos” diferentes, portanto consideramos a matéria escura como sendo um férmion.
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dﬁDM 1da . x

fipated U =0 F.15
dn + adn o ( )
onde £ € o k-é¢simo modo de Fourier. Estamos supondo que o campo de velocidades ¢
irrotacional, V x o' =0 =o' = 0 (k'/k).

F.2 A equacao de Boltzmann para barions

Vamos considerar agora a evolucao das variaveis perturbativas de proétons e elé-
trons. Costuma-se agrupar elétrons com prétons chamando-os de bérions, apesar
de elétrons serem léptons. Utilizaremos o espalhamento Coulomb e o espalhamento
Compton.

Protons e elétrons sao acoplados através do espalhamento Coulomb (e™ + p <
e~ + p). Para todas as épocas de interesse a taxa de espalhamento Coulomb é muito
maior que a taxa de expansao do Universo. Devido a isso, os contrastes de densidade
dos protons e dos elétrons se tornam iguais, podemos dizer que iguais aos contrastes
de densidade dos barions

5, = 0o = 0,

o0 mesmo acontece com as suas velocidades vetoriais

No caso dos elétrons devemos também considerar o espalhamento Compton
(e7(q) +7(p) < e (d') +~(p')). Utilizando o mesmo raciocinio utilizado para chegar
na (F.3) e lembrando que df /du = dt/du - df /dt, obtemos

af _ df

du~ dt
tanto para os elétrons quanto para os prétons. Na tltima passagem usamos que
E ~ m, para particulas nao relativisticas, e desprezamos o potencial Newtoniano W,
pois esse levaria a termos de ordem superior na expansao perturbativa. As equagoes
de Boltzmann (E.54) para elétrons e protons sao

dfe(x,q,t
me(T) = (Cep)oarg + (Cey)ppia (F.16)

dfp(x,Q, 1)
my,—=- di = (Cep)ag e (F.17)
onde m, ¢ a massa do elétron e m, ¢ a massa do proton. Vamos utilizar aqui que o
momento do elétron antes e depois do espalhamento é ¢ e ¢/, respectivamente, o do

préoton é Q e Q" e o do féton p e p’. Os termos de colisdao siao escritos como

de de/ d3q/ 4 ¢4 / /
<CEP>QQ/Q/ :/ (271‘)3 / (27’(’)3 / (27_(_)3 X {(27T) 0 (Q+q_Q _Q>><

‘MepP x / n
<o @) - LRI}
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. d3p d?’p/ dgq/ % T 4¢4 I A %
<Ce’Y>PP'Q’_/(27T)3/(27T>3/(27T)3 {(2 )5 (p+q p Q>

x 8E7(p)|ge(vp|/) F(q) [fe(d) 5 (P') — fe(Q)f'y(p)]} :

_ d3q d3q’ dBQ/ _ s o

<C€P>QQ'Q' _/ (271')3/<27T)3/(27T)3 X {(2 ) 0 <Q+Q q Q)X
P

8E(Q)Ee(q) Ee(d)

Nos termos de colisio acima, |M,,|* e |M.,|> sdo as amplitudes para os espa-
lhamentos Coulomb e Compton, respectivamente. Note que em (F.17) nao estamos
considerando o espalhamento de prétons por fétons, pois, sendo a secao de choque
inversamente proporcional ao quadrado da massa, entao a razao entre as secoes de
choque do espalhzzmlento de prétons por fétons e do espalhamento Compton sera da
ordem de m—e ~ 1077, Também deve-se observar que estamos desprezando os

fatores quantic%s 1+ fel—f, que correspondem a emissao estimulada e ao Principio
de Exclusao de Pauli, respectivamente, e deveriam estar multiplicando as fungoes de
distribuicao nos integrandos acima. Em primeira ordem em teoria de perturbagoes,
no entanto, esses fatores podem ser desprezados. Também estamos considerando que
todos os elétrons estejam ionizados, ou seja, estamos desprezando termos de ionizagao
e de recombinagao.

< ) (@) — fe(Q)fp(Q)]} |

Momento de ordem zero Tomando o momento de ordem zero de (F.16),
d3

q
(27)?Ee(q)

ou seja, multiplicando ambos os membros da equagao por e integrando,

obtemos

ane 1 8”6/02 8(1)
En + 5 o7 + 3 (H + E) Ne = <Cep>qQQ’q/ + <C€'Y>pqp/q/’

onde o indice adicional ¢ nos termos de colisdo indica a integracio em d>¢ mencionada
acima. Note que o primeiro membro dessa equacao é igual ao primeiro membro de
(F.9), que representa a equagao obtida tomando o momento de ordem zero da equagao
de Boltzmann para a matéria escura. E 6bvio que naquele caso o segundo membro da
equagao deveria ser nulo (pois dfpy/du = 0) enquanto que o segundo membro dessa
equacao ndo necessariamente, dependendo de quanto vale (Ce,)q00'q' + (Cey)papq- S€
calcularmos ambos os termos do segundo membro da equacao acima veremos que sao
iguais a zero, isso porque a média da integragao em ambos os termos é simétrica
pela troca dos momentos iniciais pelos momentos finais, o integrando é antissimé-
trico devido as funcoes de distribuigao. Isso corresponde a conservacao do ntmero
de elétrons: no caso do espalhamento Coulomb, quando integramos o termo propor-
cional a f.(¢')f,(Q"), obtemos o numero de elétrons apos o espalhamento, que deve
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ser igual ao nimero de elétrons antes do espalhamento, que é obtido ao integrarmos
o termo proporcional a f.(q)f,(Q). O mesmo argumento vale para o espalhamento
Compton. Portanto, agora, sabemos que a equagao acima ¢é idéntica a correspondente
para a matéria escura, desse modo, vamos seguir os mesmos passos feitos para aquele
componente. Separando n, nas partes homogénea e perturbada,

ne = nl” (DL + 8(x, )],

obtemos, assim como no caso da matéria escura, que
Momento de ordem zero termo homogéneo

(0) -3
Npy < a ” |,

enquanto o termo perturbado obedecera a uma equagao idéntica a (F.10). No espago
de Fourier
Momento de ordem zero termo perturbado

doy, dd
— 4 ikty+3— =01 F.18
an + kD + an ( )

Se calculdssemos o momento de ordem zero de (F.17) chegariamos no mesmo resultado.
Para encontrar uma equacao para v, a velocidade dos barions, vamos tomar os
primeiros momentos de (F.16) e (F.17).

’Q
@) E,(Q)
integrando, teremos o primeiro membro idéntico ao de (F.11) (logico que com outras
variaveis) multiplicado pela massa do proton. Diferente daquele caso o segundo termo
nao sera desprezado, pois esse, embora pequeno em geral, serd importante para valores
de k suficientemente grandes. Calculemos entao esse termo, ja que é o inico que ainda
nao foi calculado,

190 [ dQ A 101 [ dQ , @
aaxz/( )prQQQj__ﬁ_[_/( )fp?)EQ}’

onde usamos que QQ” = §Y/3. Utilizando o tensor energia-momento temos que
T;' d3 2 d3 2
= é g/( C)gf @ Q]Q] = /( C)gf ¢ , substituindo 7" na equacao acima
temos que
10 3Q . Q? . 1 0P
v [t @@ = o
adzt | (2m)3°FE mya Oz
A pressao também pode ser dividida em um termo homogéneo e em um termo per-
turbado, e somente a perturbacao dependera de x,

Momento de ordem um de (F.17) Multiplicando (F.17) por

P = PO(t) + 5P(x,t),
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P P
desse modo, % = 625 - ) . Como a velocidade do som ao quadrado é dada por c?
x T
5P 1 5 3p0) oP a0
— = onde R = 9Py _ 20 2 entio — = p0¢? ( b). Assim, obtemos
5p ~ 3(1+R)’ (5p7 4p,(y0) Ori S O’

uma equagao semelhante a (F.12) encontrada para a matéria escura, a diferenca é
que nessa equagao temos a massa do proton multiplicando ambos os lados, o segundo
termo e o termo de colisao sao diferentes de zero

8(nbvj) ( ) 8\11
m, o b _p g -+ 4HP( Jv? + a ax] = <Ceij>QQQ’ql'

N S0 aci ©) ) ©
a equacao aclina usalmos que P~ = MpTy, ~.

Momento de ordem um de (F.16) Calculando o primeiro momento de (F.16),
obtemos uma equagao cujo primeiro membro é idéntico, trocando protons por elétrons,
ao momento de ordem um de (F.17). Ndo esquecendo que m, >> m,, ao somarmos
as duas equacoes obtemos

myy) | 1 ) 20(0) Py OV

0 , , ,
M54 PR Hp ( ) l]?—'_ a 0x9 = (Cep(@ + @"))q0arq + (Cerd”)papr -

O primeiro termo do segundo membro da equagao é igual a zero, pelo mesmo motivo
visto anteriormente, a Conservagao do momento. No primeiro termo do prlmelro mem-
bro podemos substituir nyv) = nl(, J()[1+ 6y (x, t)]vi por nl(, )vb ja que vj é de primeira

ordem. Como n,()o) o a”?, temos algo parecido com (F.13),

18

ol 1.0 (5 ;
Pl()O) [_b +- g ( = <Cevq]>pqp’Q’ . (F.19)

ot

Termo de colisao Para finalizar a equagao de Boltzmann para bérions preci-
samos do termo de colisdo da equagao (F.19). Vamos inicialmente calcular (Ces)gpq,

B dSq d3q/ d3p/ y 7T4 5 o /X
<Cew>qp’q’ _/(271_)3/(271_)3/(277_)3 {(2 )6 (p+q |y CI)

M., o
“REQ) B E () [fe(d) £2(P") — fe(a) £, (P)] X

0[Ey(p) + Eelq) — E5(p') — Ee(d)]}-

A energia dos fotons é simplesmente E.(p) = p e a dos elétrons nao relativisticos,
2

Substituindo na equagao acima e eliminando a integral em ¢

Eq) =~ m. + 2q

através da delta nos momentos (q' = q + p — p’),

*Lembrando que P = P, = p,/3, p= p, + pp, onde p, ~ T * e pp ~ T3
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2

dq d3p' T 1 q , (@+p-p)?
(Cerdara = / (27)3 / @2n) {4m2}_)6 {1” om., Y om,

e

X|Mey|* % [fela+p — D) () = fela) f5(P)]} -

Note que nos denominadores substituimos simplesmente F, ~ m,. Antes de prosse-
guirmos faremos algumas consideragoes. No espalhamento Compton nao relativistico,
p~ ¢, ou seja, o espalhamento é aproximadamente elastico. Desse modo, p’ — p tem
a ordem muito menor que p, que por sua vez é da ordem da temperatura 7. Como a
energia cinética tipica dos elétrons é também da ordem de 7', entao ¢ é muito maior
(a+p—p)°

Me

que p e p’. Assim, na energia cinética no final do elétron, , podemos

desprezar o termo quadratico em (p — p’), de modo que obtemos

2 1\ 2 /
q (@+p-p)° (P -p)-q
Ee(q) — Ela+p—p) = om. 2m = m '

(P'—p)-q
~ . . € . me
¢ao relativa na energia do elétron devido & um espalhamento Compton seré, de fato,

pequena, da ordem de v,. Portanto, podemos expandir a delta de Dirac como

, q ~ . .
Vale observar também que como — ~ v, entao ~ Ty, ou seja, a varia-
m

2 N2
4q - /_(q'l'p_p) ~ o AN
O|pt g —p ——3E:——-J@ P) + (E(a+p—p)— E(q)x
90(p + Ec(q) — 1" — Ee(q))
0. (¢
(@) Be(9)=Ee(d)
—-p. IoLi) (p — p’ )
sty P—P)d
(p p ) + me op/ )
0 — 0 —
onde, na tltima igualdade usamos que w = —M. Usando a expressao
T Y
acima e também fazendo a aproximacao f.(q+p — p’) = f.(q), obtemos

d3 d3/ 1 VAN 98 (p — ,
(Cetue = | ﬁf‘z(cﬁ/ ey i {5(p—p’)+<p o L. “;p,p>

X| My [* % [£,(0') = £ (P)]- (F.20)

Para prossequir no cdlculo, consideremos explicitamente a amplitude do espalhamento
Compton, que é dada por

‘]\4C'ompton|2 = 127TUTm(25<€ : 6/)2, (F21)

onde o é a secao de choque de Thomson, € é o vetor de polarizacao do féton incidente
e € é o vetor de polarizagao do foton espalhado. A amplitude |Mev|2 se refere ao caso de
luz incidente nao polarizada. Nesse caso, sera a média da amplitude do espalhamento
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Compton (F.21) sobre todas as possiveis dire¢oes do vetor de polarizagao incidente
é. Escrevendo é em coordenadas polares como é = cos(p)é; + sen(p)éz, onde €1 e €
sao dois versores ortogonais entre si e o angulo ¢ é o angulo entre ¢ e o plano de
espalhamento, temos

1
|M.,|> = 127rorm? o /dgp[(cos(gp)@l + sen(p)éy) - €12 (F.22)

Para obtermos o termo de colisao correto, deverfamos considerar a amplitude de
espalhamento (F.22), mas na derivagdo abaixo nao consideraremos o estado de po-
larizagao do foton espalhado. Nesse caso, a amplitude (F.22) deve ser substituida
por

o = 2mgni [ o3 (st + sentole) 2.

onde €, formam uma base de estados de polarizacao finais. Efetuando a integra¢ao em
©, obtemos

2
]MGV\Q = 6mopm? Z [(gl &)+ (& - 62)2} .
i=1

Levando em conta que €, é; e p sao ortonormais, o que, naturalmente, também é
verdade para os correspondentes versores do foton espalhado, €, €, e ', obtemos

|M, > = 6morm? [14 (p-p')?] . (F.23)
Substituindo (F.23) em (F.20), temos

(Cer)apar ZBWQUT/(CZ E = fe(q )/%% X L+ (-] x [0(p - p')+
PPl B 11,0 - (o)L

+
Me op’

usando a defini¢ao de n, e de vy, temos

<Oev>qp’q’ o ;Tne / (Z:)/g% X [1 + (15 '13/)2} X [5(]? - p/) + (P - P/).
v%pp)} £ 0) — £, (0] (F.24)

Vamos calcular agora a fun¢ao de distribuicdao dos fotons. A distribuicao de equi-
librio dos fotons é a distribuicao de Bose-Einstein. O fator mais forte que determina
se um sistema esté em equilibrio ou nao é a temperatura. Para o caso de um universo
smooth a temperatura é simplesmente dependente do tempo. Podemos caracterizar a
perturbacgao na funcao de distribuicao através da flutuacao da temperatura 6, definida
por

T(x,p,t) = T(H)[1 + 0(x, p, 1)].
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Note que tomamos a perturbagao da temperatura como independente do médulo do
momento dos fétons p. Isso segue do fato, j& mencionado acima, de que no espalha-
mento Compton nao relativistico a magnitude do momento do féton é pouco alterada.
A funcao de distribuicao dos fétons é dada por

oot = oo ] 1) (2

lembrando que p = pp. Expandindo em primeira ordem a equacao acima temos

(0)
b ) 2 £ lacot (92 )|, 700050 = 200572 (000 o0

aoT
Aqui definimos
Fo (%, P, )o=0 = [exp (p/T) = 1] .

Substituindo a aproximagao acima em (F.24) e retendo somente os termos de pri-
meira ordem, obtemos

320, 3y 1 o ~| 0 (0) )
<Oev>qp’q’ = g / P x [1 + (p‘p)Q] X {5(17—19) [p g; 0(x,p,t)—

2 (2m)p'

5"
oy

_p/ Q(Xaﬁla t)

+(P-p)- vb%p_,p/) FOW) = FO%)] } :

O elemento de volume na integral acima é, em coordenadas esféricas, d°p’ =
2P, (p- ') + 1
p2dp'd* e (p-p)? = %, sendo P, o polindmio de Legendre de ordem
2. Substituindo na expressao acima e integrando por partes obtemos

(0) (0)
(Cor)qpqy =0TMe { 9fy [0(x,p,t) — Oo(x,t)] — p - Vb(?g; }+

P
(0)
+ 7 Lapy [ aorpip-i) x {5@ - ) [p%e<x,ﬁ, -
(0) o
2h o) 2L [p00) o) } ,

—p' ——0 vt
Y5 (x,p,t)

onde definimos )

0(x,t) = ——— [ dYB(p)0(x,p,t),
(x.8) = g [ R0
e usamos integracao por partes para eliminar a derivada da fungao delta de Dirac.
Para efetuar a tltima integral, é util expandirmos P(p - p’) em harmonicos esféricos,

2
o 47 RO
Pyp-p) =+ D Yam(p) Yo (0).

m=—2
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A integral angular dos harmoénicos esféricos é nula, exceto para m = 0. Com isso e
também com

U ) . .
3/20(29)3/20(29/) = EP2(I?)P2(Z7/),
obtemos
8 (0) . X o ne 2 ) a (0)
<C€’Y>qplq/ - O-TnGPQL [9<X7p7 t) - eo(X, t) — D Vb] - b PQ(p) . 02(X7 t)

dp 2 dp
(F.26)

Para obter a expressao acima usamos que

/ 4 Py(p) = 0

/ 4 Py() = 0.

Consideremos que {Cor@”Ypgprqy = —(CenD’ )pgpas de modo que o cdlculo feito aqui

poderd ser aproveitado quando derivarmos a equac¢do de Boltzmann para os fotons.
. :

— e integrando, obtemos

(2m)° p

. &Bp . ofY R .
_<C€’7p]>17l1p"1/ = _UTne/ (27[’)3p]p a; [0(X7p7 t) - QO(Xa t) —p- Vb] .

Multiplicando (Cey)gprqr POT

Passando para o espaco de Fourier e multiplicando por % , teremos

_ dp o R s s o
—(Cerpcos(Q)) pgprg = — oM Yy cos(a) [H(k,p, t) —bOo(k,t) —p- vb]

(2m) op
— g /OO ap. 48f~50) /Tr dasen(a)cos(a)0(k, p, t)—
= UT e 0 47T2p ap 0 7p7

(k. ) /0 " dasen(a)cos(a) — G /0 ’ dasen(a)cosZ(a)l,

onde usamos que p - k= pcos(a), ou seja, definimos o eixo z como sendo paralelo
ao modulo de Fourier k. Além disso, estamos também supondo que a velocidade seja
sempre paralela a k (velocidade irrotacional), ou seja, p - v, = Opcos(ar). No segundo
termo, a integral angular res~ulta em zero, enquanto que no terceiro termo resulta em

2/3. Usando a defini¢ao de 0,

- 1 1 -
0,(k,t) = m/ d(cos(a))P(cos())b (k, cos(a),t),
a integral angular do primeiro termo resulta em —2i6; (k,t). A integral em p pode
ser efetuada usando integracao por partes, e resulta em —4p§0). Portanto, o termo de
colisao sera

0
At

(Cenpcos()) pgprq = OrNE

) [3@9] (k. 1) — o (k, t)]
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Passando agora o primeiro membro de (F.19) para o espaco de Fourier, multipli-
cando por k7 e substituindo o termo de colisao acima, obtemos, finalmente

doy lda_. . 5= | ol .~
d_nb + Ed—nvb + ikc26y, + ikW = T [37,91 - vb} , (F.27)

onde usamos que
Vi, = ki,

d®/dn = —orn.a.
Note também que mudamos da variavel coordenada temporal ¢ para o tempo conforme

1. Devemos observar que a taxa de espalhamento, e foi definida supondo que 100%
n

dos elétrons estao livres. A taxa de espalhamento pode ser escrita de modo mais
realista, levando em conta que somente uma fracao z. dos elétrons esta ionizada,

@ _
i OTTNeA.
A quantidade
0
On) = / dn'orzenea, (F.28)
"

sendo 1y o tempo conforme atual, é a chamada profundidade otica. Antes da recom-
binac¢ao, quando a fragdo de ionizacao z. é alta, temos © >> 1. Em tempos mais
recentes, quando z. é baixa, temos O << 1.

F.3 A equacao de Boltzmann para fétons

Agora derivaremos a equacao de evolucao das flutuagoes de temperatura dos fétons.
A equagao de Boltzmann é dada por

df.
pd_Z = <Cev>qp’q’-

O segundo membro ja foi calculado, sendo dado por (F.26).

Um foton nao tem massa, entao nao podemos definir uma energia E = \/p? + m?,
também nao faz sentido fixar o referencial num fé6ton, por isso nao falamos de tempo
proprio de um féton. Levando em conta esses fatos, para calcular a energia de um
foton devemos fazer algo parecido com o que foi feito para a matéria escura, porém
para esse caso ds” = 0,

ds* =0= P*=g,,P'P'=0=

P? = gy (P°)° + g;; P'PY = 0 =
—(14+20)E* +p* =0



F.3 A equacao de Boltzmann para foétons 209

o que implica em
p ~ J—
E ST ~p(l—V). (F.29)

O resultado acima generaliza o resultado usual da relatividade especial £ = p, na
presenca de campos gravitacionais fracos. Na nossa conveng¢ao de sinal, uma regiao
mais densa ¢ dada por ¥ < 0, enquanto que uma regiao menos densa ¢ dada por
¥ > 0. Com ¥ = 0 temos o limite em que a densidade é uniforme. Podemos entao
obter um resultado astrofisico extremamente importante. Vamos considerar o caso
em que um foton deixa um consideravel potencial negativo em direcao ao espago
interestelar. Nesse processo, o lado direito de (F.29) vai de um valor maior que 1
para essencialmente 1, dado que poderiamos considerar ¥ = 0 quando o féton estéa
longe de qualquer sistema estelar. Além disso, podemos ver diretamente que o féton
perde energia quando deixa o potencial negativo. Em outras palavras, esse é o redshift.
Assim, simplesmente levando em consideragao campos gravitacionais fracos, dada pela
pequena perturbacao ¥, obtemos o resultado ja conhecido do redshift gravitacional.

A equagao (F.29) estabelece as restrigoes dos valores do quadri-momento. Vamos
estudar o lado esquerdo da equagao de Boltzmann para fétons. Explicitamente

df, Of,  0f,dat 0f dp _Of, dp

dt ot  Ox' dt  Opdt Opt dt’

O célculo do segundo e do terceiro termo deve ser feito de forma anéloga ao que
foi feito para o caso da matéria escura. O ultimo termo deve ser desprezado pelos
seguintes motivos: o termo 0f.,/ Jp' ndo existe nas equacoes do background, pois a
distribuicao de Bose-Einstein ¢é isotropica, entao, se o termo é nao nulo agora, ele
precisa ser de primeira ordem, precisa depender de ¥ ou de ®; o mesmo ocorre com
dp'/dt: na auséncia de inomogeneidades no campo gravitacional os fétons ndo mudam
suas direcoes. Entao esse termo precisa ser de primeira ordem também; se os dois
termos sao de primeira ordem entao o produto é de segunda ordem, portanto, o termo
precisa ser desprezado.
Usando o quadrimomento do féton

pr— (p1—w) P2
<p( ); >

a

obtemos

af, _ofy  p'ofy %{H+axp g‘axp]'

dt ot ' aox pap EjL a Ox’

Substituindo a equagao acima e (F.25) na equagao de Boltzmann para f6tons temos
uma equagao com termos de ordem zero e termos de ordem um.

Momento de ordem zero

05" . 0f

ot P~

—0, (F.30)
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onde fv(o)é a distribuicao de Bose-Einstein. Esta equacao pode ser facilmente resolvida
para dar a dependéncia da temperatura em ordem zero. De fato, como

af"  1dr af7

ot Tdt’ ap
(F.30) se torna
1dT oY
(== g2 — F.31
(Tdt+ )pap 0 (F.31)
que sera verdadeira se
dlI'  da N
T
1
T ox — |
a

Momento de ordem um termo homogéneo Vamos calcular o primeiro mo-

mento de (F.30)

9 [ dp O —H/ d’p anfv(O) _
ot ) (2m)3" 7 (2m)3"  Op
Usando que
)R
dp oT

e lembrando que a pressao dos fétons é dada por

1 d®p
Fr= §/ (27r)3pf7 ’

obtemos 9 op,
Opy
SHT—1 =0.
o T ar
Usando a relacao
8P
= P =p(1
Top=r+P=pl+w),
recuperamos a equagao de conservacao de energia para os fétons no caso homogéneo,
%y 3T (1 0 F.32
ot py(1+wy) =0} (F.32)
Comparando a definigdo de P, com a equagao acima fica evidente que w, = 1/3,

portanto, a equacao acima nos fornece que

—4

Py X G

Momento de ordem um termo perturbado

LOfY pos b pov)
3p {8t Taow Tar T aany T Calwa
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Substituindo (F.26) no segundo membro da equagao acima, mudando da variavel ¢
para o tempo conforme 7 e passando para o espaco de Fourier, obtemos

Dot (o) 0+ 92 i (k) &= 0 (-5 (h-5)]

Porém, em (F.26) foi utilizada a amplitude (F.23), que ndo considera o estado de
polarizacao do féton espalhado. Se, ao invés disso usarmos a amplitude mais geral,
dada por (F.22), obtemos outro resultado para o lado direito da equagao acima [4], e
a equacao se torna

d—éﬂk(l%-ﬁ)éer—@ﬂ'k(l%-ﬁ)if:—d—T 90—9+@b(/5'ﬁ)—mﬂ :

(F.33)
onde II = 0y + Opy + Opg, sendo Opy e Opy 0s momentos de monopolo e quadrupolo,
respectivamente, da intensidade da polarizacao no espago de Fourier, p, que por sua
vez é dada por®

9~P (kaﬁ7 77) = Q (kvﬁa 77) 9

onde )
Q (&, pn) = C / W) S (18) - &6 - a) - &)
=1

em que C' ¢ uma constante de normalizagao, f(p') ¢ a intensidade da radia¢ao incidindo
na direcao p’ e d2’ denota integracao sobre todas as direcoes de incidéncia.

Embora essa nao tenha sido derivada aqui, ha também a equacao para a intensidade
da polarizacio p (ver [4]):

PPV PN H |

F.4 A equacao de Boltzmann para neutrinos sem massa

Podemos estender o sistema de equagoes de Boltzmann para incluir neutrinos sem
massa, onde denotamos a flutuacao na sua temperatura no espaco de Fourier por
N (k,p,n), a equagao de evolugao sera identica a dos fotons, sem o termo de colisao,

%—i—zk <k p)N:O. (F.35)

Até o presente momento nao é do nosso interesse calcular a equacgao de Boltzmann
para neutrinos com massa.

3Essa igualdade s6 é valida no nosso caso em que definimos o eixo z como paralelo ao modo de
Fourier k.






Apéndice G
Gauges

O estudo aqui realizado seguiu as notagoes de [205].
O elemento de linha no gauge sincrono é dado por

ds* = a*(1) [—dr® + (6 + hyjda'da’)] (G.1)

onde 7 é o tempo comobvel.
A perturbagao da métrica h;; pode ser decomposta em uma parte com traco h = h;;
e outra de trago nulo, onde essa tltima é constituida por trés pedacos hLIj, hilj e hz;,
de tal forma com que
WO il 1 T
Por definic¢ao h‘ZL tem divergéncia longitudinal, hfj tem divergéncia transversa, e hiTj é
um tensor transverso, satisfazendo

h

Gz‘jkajalhyk =0, aiajhj} =0, &hl;=0. (G-3)

Dessa forma, podemos escrever h'zlj em termos de um campo escalar u, e hiLj em

termos de um campo vetorial A de divergéncia nula

1

O indice 7 repetido na equacao acima representa uma somatoria. Os campos escalares
h e p caracterizam o modo escalar das perturbagoes da métrica, enquanto que A;
representa o modo vetorial e h;fg o modo tensorial.

Introduzindo dois campos h(E, T)e n(E, T) no k-espago é possivel escrever o modo
escalar de h;; como uma integral de Fourier

S IPNEIN ~A A = 1 =
hﬁ(f, T) = /dBk'(flk.m |:]€1]€] + <kll€] h(k,T) — 5(5”) 677(]€, 7'):| y (G6)

onde k = kk.
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Existem algumas dificuldades para usar o gauge sincrono. Desde que a escolha
da hipersuperficie inicial e suas coordenadas sejam arbitrarias, as condi¢oes do gauge
sincrono nao fixam os graus de liberdade do gauge completamente. Outra dificuldade
¢ que desde que as coordenadas sejam definidas para observadores em queda livre, as
singularidades aparecem quando as trajetorias de dois observadores se intersectam,
teremos um ponto do espaco-tempo com dois sistemas de coordenadas. Uma hipersu-
perficie inicial diferente de tempo constante tera que ser utilizada para remover essas
singularidades [205].

No gauge Newtoniano as perturbacoes escalares sao caracterizadas por dois poten-
ciais escalares ¢ e ¢ que aparecem no elemento de linha como

ds* = a®(1) [~ (1 + 2¢)dr* + (1 — 2¢)da’dx’] . (G.7)

Uma vantagem desse gauge é que a métrica é diagonal, facilitando as contas, e que
1 faz o papel do potencial gravitacional no limite Newtoniano.

G.1 Transformacoes de gauge

Vamos derivar a lei de transformacao para dois gauges arbitréarios para depois obter
as relagoes de transformagao entre o gauge sincrono e o gauge Newtoniano.

Uma métrica perturbada plana de FLRW pode ser escrita de uma forma geral
como

goo = —a*(7) [1 + 2¢(%,7)] , (G.8)
goi = a*(T)w(%, ) , (G.9)
Gij = a®(1) {[1 = 2¢(Z, 7)] dij +x(#,7)} , com x; =0, (G.10)

onde as funcoes v, ¢, w; e x;; representam as perturbagoes da métrica e sao conside-
radas muito menores do que a unidade. A parte de traco nao nulo na perturbacao de
gi; fol absorvida em ¢.

Vamos assumir que um sistema geral de coordenadas x" se transforma para outro
sistema 7 segundo (E.2)

ot =t =at +d'(2") . (G.11)

Escrevemos a parte temporal e a espacial separadamente

% =2+ a(Z,7) (G.12)
T=7+VA(E1)+eZ 1), com V-€=0, (G.13)

onde o vetor d tem sido decomposto em uma componente longitudinal V3 (V x VG =
0) e uma componente transversa € (V - € = 0). Para que o elemento de linha seja
invariante por essa transformagao de coordenadas ele deve satisfazer (E.3)

G (@) = g () = 9up(2)0yd” — Gau ()0 d® — d* g (x) + O(d?) . (G.14)
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Os dois lados dessa equacgao sao calculados no mesmo valor da coordenada z,
porém esse valor nao representa, necessariamente, o mesmo ponto no espago-tempo.
Assumindo que du seja da mesma ordem das perturbagoes da métrica, as perturbagoes
da métrica em dois sistemas de coordenadas sao relacionados até a primeira ordem de
perturbagao por

a

&@J):¢@ﬂq—a@ﬂj—amary (G.15)
Wy (Z,7) = wi(Z,7) + 8,8(Z, ) — OB, T) — €T, T) | (G.16)
Qg(f, T) = (&, 7) + %VQﬁ(f, T)+ ga(f, T), (G.17)
Xij (T, 7) = x45(Z,7) — 2 |:(8iaj - %@jVQ) B, ) + % (0,65 +0;€)| . (G.18)

Podemos decompor as transformacgoes w; e x;; acima em partes longitudinais e
transversais

u?l'(f, T) = wy(*, T) + 0%, T) — 5’z‘6(fa ), (G.19)
W, T) = wiH(E,7) — €@, T) , (G.20)
(§]
A — — 1 bvs
(& ) = 1y (& 7) = 2 (aiaj - §5ijv2) BT, T) (G-21)
R 7) = XG(E ) — (08 + 0;€) (G.22)
Xii (T, 1) = x5 (&, 7) (G.23)
onde
w; = wy +wyi | (G.24)
X=X+ (629

e Xl‘j, XZ-L]-, e x;; obedecem (G.3).

Podemos usar as Egs. (G.15)-(G.18) para relacionar as perturbagdes escalares da
métrica (¢, ¥) no gauge Newtoniano com h;; = hd;;/3 + h'l‘j no gauge sincrono. Vamos
denotar as coordenadas do gauge sincrono por z* e do gauge Newtoniano por z*,
com a transformacao de coordenadas z* = z# 4+ d*. A partir das Egs. (G.19)-(G.23)
encontramos

alZ, 1) = p(Z,7)+£&(T) , (G.26)
(F.7) = &() (@27)
l%@myfﬂ(@@—%%VﬁB@m% (G.28)
O + 08 = 0, (G.29)
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onde £(7) é uma fungao arbitraria do tempo, refletindo a liberdade de gauge associada
a transformacao de coordenadas

% =2+ &(7), (G.30)
= (G.31)

Essa transformacao corresponde a redefini¢ao global das unidades do tempo sem sig-
nificado fisico; de agora em diante vamos assumir entao que £ = 0. A partir das Eqgs.
(G.15) e (G.17) obtemos

W(F,7) = BF, )+ gﬁ'(f, s (G.32)

V3B(Z, 1) — SB(:;;’, ), (G.33)

1 1
¢(fa 7—) = —gh(f, 7_) - g

onde 3 ¢ determinado por hll na Eq. (G.28).
Utilizando a Eq. (G.6), é possivel ver que

N £ | . .
Wl (7, 7) = / Bl (kk] - g(sij) [h(lm) +677(l<;,r)] . (G.34)
Comparando h‘l‘j entre a Eq. (G.28) e a Eq. (G.34), podemos obter
=1 - =
ped _ 31. .tk _—
BT, 7) = / A ke [h(k,7)+677(k,7)] . (G.35)

Conforme as Egs. (G.32) e (G.33), os potenciais do gauge Newtonianos ¢ e 1 se
relacionam com os potenciais h e 1 do gauge sincrono por

Y(Z,T) = 2_/12 {h(f, T) + 6ij(T, T) + g [h(:z, T) + 67(, 7)} } : (G.36)
B 7) =0l 7) — 5 [ ) + 60 7)] (G.37)

As outras componentes das perturbacoes da métrica sao nulas em ambos os gauges.



Apéndice H
Tunelamento

Caso a particula esteja no minimo metaestavel, existe uma probabilidade nao nula,
segundo a mecéanica quantica [260], dela tunelar a barreira de potencial e decair para
o minimo estavel.

Pode-se utilizar o método WKB da mecénica quantica para calcular a amplitude
de transi¢ao entre o minimo metaestavel e o minimo estavel. Este método obtém uma
solucao aproximada para a equacao de Schrédinger independente do tempo em uma
dimensao.

A equagao de Schrodinger para uma particula de massa unitaria em 1+1 dimensao,
sujeita a um potencial V' (z) é

2 2V -E)

cuja solugao é de onda plana se V(x) for constante

P o e (H.2)

20 =V
ondekEQ.

Na regido classicamente proibida (E — V') < 0, a solugao sera

o et (H.3)
\20E -V
onde K = Q

Se considerarmos agora que V' (¢) ndo é exatamente uma constante mas que varia

: . : 1 . .
muito lentamente em relagao ao comprimento de onda A = —, entao o comprimento

K
de onda é muito pequeno em comparagao aos parametros do potencial da particula,
ou seja,

1 h
A= = — muito pequeno . (H.4)

k() \/2]E —V(x)]
Esse limite em que 7 — 0 é chamado de limite semiclassico.
Vamos considerar que o potencial varie lentamente com a posigdo V(x) ~ cte,
podemos derivar a expressao (H.3) e obter
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dyp
% = ZFK,(.T)@D ) (H5)

Resolvendo a equagao acima para uma particula que tunela para a direita

P ox e I R@de (H.6)

de modo que a amplitude de uma trajetéria de tunelamento entre os pontos a e b ¢é
dada por

A x e~2an(@)de : (H.7)
Derivando a eq. (H.5) obtemos

d2
dz2"

2(V(z)—E) N V'(z)
h? hin/2 (V(x) — E)

(8 (H.8)

No limite semiclassico, h — 0, podemos desprezar o segundo termo do lado direito
da equagao acima retomando a eq. de Schrédinger original.

No espaco de Minkowski a Lagrangeana é dada por £,; = —p . Assim, o expoente
da amplitude da solugao de Schrodinger em 1+1 dimensao no limite semiclassico pode
ser escrita como

b b
/ V2 (V(x) — E)dx :/ i pdx

tp
:i/ pxdt
ta
tp
:—i/ Ly dt
ta

=—iSy, (H.9)

onde Sy, é a agao no espaco de Minkowski.
Da teoria de campos sabemos que as amplitudes podem ser escritas na formulagao
de integrais de caminho na forma

A=(z=0bl" |z =a)

N [ d(x(t)) e Suteenn (H.10)

onde NV ¢ o fator de normalizacao.
Calcular a probabilidade de transicao para uma particula tunelar através de uma
regiao classicamente proibida pela integral de caminho no espaco de Minkowski cor-

responde a calcular a amplitude para a particula tunelar através de uma regiao clas-
sicamente permitida no espaco euclidiano®. Neste espaco, a integral (H.9) se torna

'Fazendo uma rotacao de Wick t — i7, no espaco euclideano a energia passara a ser negativa, ou
seja, as regides classicamente proibidas passarao a ser permitidas [261]



219

Tb Tb
—/ px’dT:/ Lgdr = Sk, (H.11)

onde Lg é a lagrangeana no espaco euclideano e Sg é a agdo no mesmo espaco.
Da mesma forma que foi feito anteriormente, podemos escrever a amplitude na
formulacao de integrais de caminho,

A=(x=0ble HT/h|x:a>

N / o—iSp@)/h (H.12)

Podemos expandir a matriz acima multiplicando os dois lados da equacao por 1 =

Z In) (n|, assim
n

A=(z=>ble M|z =q)
= (bln) (n|a)y e /" (H.13)

A energia de um estado metaestavel é dada por

Ey=e+il/2 (H.14)

onde I' corresponde a largura de decaimento da particula. Queremos obter I', mas para
isso vamos calcular o caso de uma energia puramente real, com o estado estavel, onde
essa energia é calculada a partir da amplitude de transicao obtida acima. Supomos que
a particula tunele a partir do repouso. Para calcular Ey vamos fazer b = a. Quando
T — 00 o sistema tende ao estado de mais baixa energia, portanto,
A=(ale " a) ~ [{al0)|Pe P/ ... (H.15)
T—r00

A amplitude A também pode ser expressa pela integral de caminho (H.12), com
as condigoes de contorno

2(=T/2) = 2(T/2) = a , (H.16)

onde 1" é o intervalo de tempo, que tenderd ao infinito.

Esta integral de caminho é uma soma sobre todos os caminhos que tém essas
mesmas condi¢oes de contorno. No entanto, como o integrando cai com o crescimento
da ac¢do euclideana, e~ 32@M)/P 5 major contribuicao vira dos caminhos que possuem
a menor acao, que sao os caminhos classicos. Portanto a amplitude ¢ dominada pela
solugao classica. Entao podemos expandir a a¢ao em torno dos caminhos cléssicos, ou
seja, aqueles caminhos cuja agao segue a equacao 0 .S/0 z(7) = 0. Expandindo a agao
em série de Taylor temos

Sg (z(1)) =S (xc(T))—l—%/dT’ dT"% ox(7") dx(7")+- -, (H.17)

z(1)=zc(7)
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onde z,. é o valor classico de x e dz(7) = x(7) — x.(7). A derivada funcional é dada
por

62Sg (z(1)
dx (") Sz (7") o

:5;5@/)153;(7//)52 {( e 2)4 = )) i V}

_ {_ T v (mC(T'))] 5 — 1) | (H.18)

dr'?

)=xc(T)

A acao expandida pode ser escrita como

2

e o) = 8 (0o(r) + 5 [ drde(r) |~ 4 V7wl dalr) oo (@19)

Vamos expandir dz(7) em termos de um conjunto completo de autofungodes orto-
2

d
normais x,(7) do operador [— T T |7 ($C(T,)):| :

= chan(r) (H.20)
n=1
onde
d2
—m TV (ae(r ))} 2a(7) = A tn(7),  n=0,1,2,-, (H.21)
72
que satisfazem as condigoes de contorno
2, (=1/2) =2, (T/2) = a, (H.22)

com a completeza
an () =0(r—7) , (H.23)

e a ortonormalidade

/2
/ A7 20 (7) Ton(7) = Gy - (H.24)

T/2

Apos a expansao de dz(7) a agdo pode ser escrita como
S (z(1)) = Sg (z(r Z A2+ 0 (e (H.25)

e a amplitude
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<(I‘ e—TH/h ‘a> :N/d.CE(T) e—%[SE(zC(T))—l-% S0 L A c%—&—@(cfl)}

:NeéSE(mC(T))/dx(T) e300 A ciro(er)]

~N e S (Ee) /dx(T) He’ﬁ)‘"ci . (H.26)
n=1

Vamos transformar a integral em uma somatoéria fazendo

o

Da(r) =[] \/d;Lh . (H.27)

Dessa forma, a equacao da amplitude pode ser escrita como

(af e/ ay =N = S5O T] G0 =i [3m ()]

™

W ¢ Setoeto) T L o~[av. o)

:N67%SE(IL'C(T)) ﬁ |: 1 (1 + O(ﬁ)):| , <H28)

onde fizemos ¢,, — én\/ﬁ e integramos c¢,. Para isso ¢ interessante lembrar da integral
da gaussiana. Como feito em [262], da Eq. (H.21),

+ Vv’ (mC(T))] } (1+0(h)) , (H.29)

N

2

dr'?

(a e~TH/R la) = N e Se(@() {det [—

O que foi feito até aqui considera a mecénica quantica, vamos utilizar o mesmo
raciocinio para reproduzir as contas para teoria de campos. Na medida de integra-
¢ao nao utilizaremos mais coordenadas, utilizaremos campos, da mesma forma que
as variaveis que representavam as posicoes no espago-tempo agora representam ape-
nas parametros. Agora a varidvel dindmica possui um nimero infinito de graus de
liberdade.

Vamos supor que o campo seja invariante por transformacao do grupo O(4)

¢ (Z,7) = o(p) (H.30)
onde p = (|Z]* + 72)1/2.
Desta forma, a acao euclideana na teoria de campos é

Se(0) =2e* [~ dp/? E (g—ﬁ) +V(9)

0

(H.31)
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Nesse caso nao teremos as mesmas condi¢oes de contorno. Vamos assumir que
inicialmente o campo seja igual ao campo do vacuo metaestavel, ¢(p) = ¢, e futu-
ramente também, ou seja, lirin #(p) = ¢4. Assim, como no caso anterior, vamos

p—rFoo

T T
supor um intervalo de tempo —5 8 +§. Temos duas solugoes para essas condi¢oes de

contorno. A primeira delas é aquela em que o campo nao sai de ¢, solugao estatica,

a segunda é a solucao em que o campo sai de ¢, oscila, e volta para ¢, nesse caso
do
= 0.

d_,O ‘p:O
Como feito para chegarmos em (H.29), podemos expandir a amplitude para a teoria

de campos como

(Oile ™M) = N e #SE@WD) {det [~0,0, + V" (0(p))]} * (H.32)

onde (¢g(p)) corresponde a solugao nao estatica. Podemos definir uma nova fungao de
normalizacao

o = 146t (0,0, + V" (60(p)]) > )
[det (—0,0, + w?)] "2
onde w? = V"(¢,) corresponde & solugdo estética, de tal forma que
N {det [-8,0, + V" (do(p))]} 7 — K [det (8,0, + w?)] 2 (H.34)

Minimizando a acao obtemos a equacao de movimento classica do campo ¢, no
espago euclideano, com potencial V' (¢)

05 (¢(x))
0¢
Com um pouco de algebra é possivel ver que a equagao de movimento do campo escalar
¢ |263|

—0, = 3.0.0(0) = V' (6(p) = 0. (H.35)

d*¢  3do
R + —_—
dp* ~ pdp
Essa equacao pode ser interpretada como a equagao de uma particula na posicao ¢
movendo-se no tempo p, sujeita & uma forga de atrito —V’. Para as nossas condi¢oes
de contorno é como se a particula estivesse viajando em um potencial —V, ela parte
de ¢, potencial metaestavel, em sentido ao ¢_, potencial estavel, quando ela chega
no ponto mais proximo a ele possivel ela volta invertendo o sinal do segundo termo da
equagao de movimento.
O potencial invertido pode ser visto na Fig. (H.1) abaixo
Vamos supor que a particula esteja inicialmente em um ponto ¢; muito préoximo
de ¢_, vacuo estavel, com velocidade nula no instante inicial 7 = 0. O ponto ¢; fica
entre os dois vacuos e entre o vacuo estavel e o ponto ¢; que é o ponto em que V' = 0,
ou seja p_ < ¢; < ¢1 < ¢po. A particula que parte de ¢; saird da posicao proxima ao
méaximo e a sua velocidade demorara muito para aumentar pois o coeficiente de atrito
¢é proporcional a p_l, e como p inicialmente é muito pequeno o atrito ¢ inicialmente
muito grande. Entao, o tempo para que a particula cruze o eixo V = 0 pode ser

V'($) =0 (H.36)
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Figura H.1: O potencial invertido [261].

tao longo que o coeficiente de atrito passa a ser desprezivel e o sistema passa a se
comportar como um sistema conservativo. Como a particula fica um longo tempo
proxima a posigao inicial e entao rapidamente cruza o potencial no instante préximo
de T' = 0, chamamos esta solu¢ao de instaton [261]. Revertendo o movimento temos
outra solugao que inicia em ¢, e chega em ¢_. Esta solugao tem a mesma agao que a
anterior e ¢ chamada de anti-instaton.

Como estamos tratando do caso em que o tempo vai para o infinito, teremos outras
solugoes com a mesma agao da solucao classica descrita acima, a tnica diferenca é o
momento em que a particula cruza o eixo pois existe uma simetria temporal. A
degenerescéncia da solucao é entad T', faremos 7 = T'. Nestes casos S & 0, portanto
a translacio temporal representada por ¢ satisfaz

(040, = V" (d0(p))] & =0 (H.37)
Isto implica em um modo nulo no determinante de (H.32). Vamos sumir com esse
problema integrando a solucao sob as posigoes da oscilacao, ela ficara multiplicada pelo

Sk (¢o(p))
21h

pela transformagao de coordenadas na integral, onde D é a dimensao do espago-tempo
[264]. Estamos aqui considerando que o tempo nao vai para o infinito, pois zeraria a
nossa amplitude, mas sim que o tempo vai para um valor muito grande, nesse caso,
o modo nulo nao é nulo mas tende & zero. Excluindo o modo nulo escrevemos a
amplitude como [264]

tempo, T', e pelo volume, V', e a integral do Jacobiano, , responsavel

2 1
—[SE(gﬁOh()/;»] TV 6_% SE(¢o(p)) [det (_auau + w2)} T2y

y {det’ [=0u0 + V" (¢0(p))] }/
[det (—0,0,, + w?)] ’

<¢+|6_Tﬁ/h|¢+> =

(H.38)

onde 'det indica que o modo nulo foi excluido do determinante.
Estamos aqui assumindo apenas a solugao de uma oscilagao, instanton e anti-
instanton, mas ela nao é tnica, uma solucao formada por varias oscilacoes bem se-
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paradas dentro de um intervalo de tempo 7' também é valida. Nesse caso teremos n

pares de instantons - anti-instantons [261|. Para T muito grande a agdo para n pares
T’VZ
serd n.Sg (¢o(p)), e a degenerescéncia —

n
O determinante das n oscilagoes é obtido pela transformagao

det’ [9,0, + V" (¢o(p)]\"? [ det’ [~0,0, + V" (¢o(p))] "
{ det (=0,0, + w?) } - { det (0,0, + w?) } - (H39)

e a amplitude

TRy 2y1-3 X 198 (Go())]" [(TV)"
(pile”THM by ) = [det (0,0, + w?)] nz; (rh)2 [ o }

o~ setontoy {4 20,0+ V" (Gn(p)] (H.40)
det (—0,0, + w?) : :

Essa expressao nos fornece

[SE (60(p))]
(27h)? v

1 Suoatey J 468 (20,0, + V" (do(p)] | (H.41)
det (—8,0, + w?) )

(Dle T g,) = [det (~0,0, + w?)]

A partir da amplitude (H.15) escrevemos
A= (oale™™Mor) x [(g4]0) e+ (H.42)
Da equagao acima ¢é possivel notar que a energia Ey corresponde ao termo no

_1
expoente multiplicado por f/7. A expressao do determinante [det (—@L@u + w2)] 2
corresponde & expressao de um oscilador harménico livre,

[det (0,0, +?)] 7 = (=) e (H.43)

Desse modo

b 1Se (S0 1 spietn S et [F0:0u + V" (do(p)] T
Eo==5-+n (27h)? Ve v { det (N—guaﬁw?) } (H.44)

Como ja vimos, a largura [' de decaimento de uma particula em um estado meta-
estavel se relaciona com a energia por

Ey=e¢+il)2, (H.45)

entao



225

\

Figura H.2: Esquerda: o = 0. Central: « critico. Direita: a =1 [261].

I'=2ImE, . (H.46)

A equagao (H.44) representa uma energia com parte real. Porém, como o autovalor
do modo nulo é dado pela funcao qB, ele tem um sinal negativo na ida e positivo na
volta, ou seja, a fungao possui um zero. No entando, o estado de autovalor nao deveria
possuir um zero. Portanto, deve existir um autovalor negativo [262].

A raiz do determinante acima nos fornece a raiz do produto dos autovalores, que
sdo negativos, entdo o determinante sera imaginario. Dessa forma [262]

9

_ o 1S5 (600D 1 s spney S et (20,0, + V" (0(p))] | T
F=2ImEy=2—n oy Ve { det (~0,0, + w?) }
(H.47)
se

A= (e HTMGL) = (e + z§> (e + igw e ()T (H48)

Mas esta expressao nao é bem definida. A Hamiltoniana é um operador hermiteano
com todos os autovalores reais, entao nao ha nenhum estado que corresponda a um
estado metaestavel, com autovalor imaginario. A integral de caminho que calculamos
nao é bem definida. Vamos obter entao o estado metaestavel através da continuacao
analitica de um outro caso.

Vamos partir de um potencial com um minimo estavel que é fungao de um pa-
rametro «. Para potenciais desse tipo a integral de caminho que calculamos esta
correta. Vamos agora fazer uma continuacao analitica no parametro « e alterar o
potencial de tal forma a obter o potencial que queremos, com o minimo metaestavel.
A transformagao ¢ apresentada na figura abaixo H.2 [261]

Apos fazer a continuacao analitica, recuperando o potencial metaestavel, esperamos
obter uma energia com parte imaginaria. As contas da continuag@o analitica envolvem
calculos que nio sdo do nosso interesse. E possivel ver em [265]|, que a largura de
decaimento é dada por

T Se(60(0)’ tspwoiy L f et [20,0u+ V" (do(p))] |~
V_h (27h)? ‘ \/)\_{ det(u—g,ﬁujLw?) } (H.49)

Essa expressao para o I' ganhou um fator de 1/2 em relagao a expressao calculada
anteriormente (H.47). O simbolo ' no determinante que antes indicava a exclusao do
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modo nulo agora indica a exclusao do modo nulo e dos modos negativos. Esse tltimo
foi considerado em \_.

Em todo o nosso célculo consideramos que o potencial é nulo no minimo metaestéavel
V(¢ps) = 0. Calculamos entédo a diferenga entre a acdo da solugdo oscilatoria e a agao
da solugao estatica no vacuo metaestavel. Deste modo, o mais correto é escrever [265]

L _,Se (do(p))* JESTEREN {det’ [—0,0, + V" (¢0(p))] }_1/2 (H.50)
% (2mh)? det (—0,0, + w?) ’

onde Sy corresponde & acao da solucao estacionaria no vacuo falso, e ’, nesse caso,
volta a indicar a exclusao do autovalor nulo no determinante.

No sistema de unidades em que estamos trabalhando, 7~ = ¢ = 1, a expressao
da taxa de decaimento por unidade de volume tera dimensdo de massa®, que equi-
vale ao inverso da unidade de volume pelo inverso do tempo. No caso em que esta-
mos trabalhando temos uma simetria espago-temporal euclideana com a dimensao do
espago-tempo igual a quatro. Neste caso

v\ 1
tdecaimento - (F) (H51)



Apéndice 1

Calculo do tensor energia-momento

para o modelo Horndeski

Calcularemos a variacao da Lagrangeana 4.66 que constitue T(“u g .

L2
_ 1 1/2
ﬁg:\/—g§<X—T]X )
Vamos considerar uma pequena variagao na métrica da forma

glﬂ’ — g,lw + 59#” e g#l/ N g,Ud/ + 5gul/ )

Entao, a variagao da Lagrangeana pode ser escrita conforme

6Ly = %5(\/_—g) (X —nX'?) + %\/_—gé (X —nXx'?) .

J/

-~ -~

51 62

A partir da férmula de Jacobi

1 v
0V=9=5V=99" 09 .
portanto
1
0= V=99 (X =nX"%) 0gy -

Para calcular o d; devemos perturbar o X

09 E%\/—gé (X — 77X1/2)
1

:5\/—_9 [6X —ne (X'?)]

1
—5V=9 (1 - gX—W) X

onde usamos a expansao em série de Taylor
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1 €
Vitex Vot o—5+-,
2 x1/2

1
comzxr — X ee— 5 0 0" 90" .

Como
1 "
X =— §V AV
1
— = SOV (L7)
entao
Lo
Dessa forma
1
g = VA <1 B gX_1/2> MDD oG - (L9)

Utilizamos aqui que V#¢ = 0*¢ pelo fato do campo ser escalar.
Substituindo a Eq. (I.5) e a Eq. (1.9) na Eq. (1.3), temos

1
0Ly = =7V =g |(=g" X + 0"¢0"¢) — gX TP (2g" X + 090" ¢)| Ogu | (1.10)
L3
Definimos

A
Ls=— 73\/_—9 O X ~1/2 (I.11)
A
= — V=G 9 VIO S XV (112)
A . B
== V9" V0,0 X (1.13)
A 1
= 73\/__99'[“/ Vuau(b 1 . (1'14)
\/ _§guua’u¢ay¢
Agora vamos considerar uma pequena variagao na métrica da forma
G = G + 09 € " = g" + 09" . (I.15)

A variagdo da métrica escrita como a Eq. (I.13), pode ser escrita como
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A
0L =— ?3 §(\/—_g) Oo X_l/i%—\\/—_gé (¢")V 0,0 X_l/i
o1 5
+v/=99"6 (V,u0,0) X2+ y/=g0p6 (X?) |, (1.16)
5 > ~

onde utilizamos o fato de que

006 = V=96 (9") V0, X 1° + /=g 9" 6 (V,.0,0) X/

J/

b2 53
= Y790 (gw) V'O X"+ /g 9ud (V'0"0) X2

Aqui calcularemos 0ld¢ = d5 + 3. Apesar de nao ser apresentado o calculo por
0d¢p = 05 + &6, o resultado é o mesmo, como deveria ser.
Para calcular

6y = 0(y/—g) X 1/2 (1.17)
utilizamos a identidade .
o/—g = 5\/—_gg’“’ 89w (1.18)
tal que
= (V730" D0X ) b . (1.19)
Para calcular
6y = /—go(X/?) (1.20)
partimos de 1 o
X2 = <—§vu¢vy¢ g“”) . (1.21)

Quando ¢"” — g™ + 6¢g", entdo X V% — X124+ 6XY2 onde

1 —1/2
X {—ﬁmvm (" + 69’”)} . (122)

Utilizando a expansao de Taylor

1 1 1 €

~N— — e ..

Vzte r 2232 ’

1
comzr — Xee— —0X = §VM¢VV¢ dg"”, temos
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OX V=~ %X‘?’/Q 6X

1. 1 Y
= — §X 3/2 <—§V“¢vu¢) 59”
T )
=5 3 WOV 0 | (—9"9""6gagp)
1 — oV
= - ZX 3/2 vu(bvu(bgu g 5690{5 .

Substituindo a Eq. (1.23) no d, obtemos

1 _ o v
b1 = = V=900 X2 VooV 9" 09, |

Vamos agora calcular 6lJ¢ = d5 + 63. Primeiramente calculemos

09 = +/—gd (gaﬁ) Va(9,3¢X’1/2 .
Utilizando a Eq. (C.36) temos

0o = <_ V=g gaugﬁu vaaﬁ¢X_1/2) 5g;w .

Deixamos o célculo de

03 = /—99" (V,.0,0) X1/,

por tltimo por ser o mais trabalhoso. Queremos calcular

0 (V,u,au¢) )

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

Para isso precisamos de algumas defini¢goes. A primeira delas é a definicao da derivada

covariante

Vuau¢ = auau¢ - F)\uya)\¢ ’

o que implica em

5 (V,0,8) =5(0,0,0) — 5(T%,,000)
= - 5(FANV)8/\¢ )

A segunda é a definicao do I':

1
FA}LV = 59)\0 (augucf + al/gua - 8oguu> .

Temos entao

B} A

puv

N | —

(1.29)

[(69™7) (Ouvo + Buguo = Do) + 9™ (0u09uo + 0u0guo — Ds0gu)] -
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O primeiro termo da equacao acima é bem conhecido. A principal questao aqui é o
segundo termo. Ele envolve derivada das variagoes do tensor métrico o indice embaixo.
Para resolver esse problema devemos nos lembrar que estamos trabalhando no contexto
do principio variacional, o que nos permite fazer uma integragao por partes, e quando
feita. podemos desconsiderar o termo de borda. Substituindo o que foi visto aqui em
03, temos

0y =v/=9 96 (V,u0,0) X'/
Y _gX_1/2 g,ul/ 5(F>\uu)a>\¢
1 -
= — 5\/__9X_1/2 g/.Ll/ [OgAU (2allg1/{7 - a{rgllu) _gAO-aO'(Sg.“V} a>‘¢ ’ <I30)

onde consideramos estar tratando de uma métrica simétrica. Fazendo a integracao
por partes no segundo e no terceiro termo (verde e azul respectivamente) da equagao
acima, escrevemos

1 ‘
55 :_5 /7_9 X—]/quu(sg)\a (28#91/0 _ 009#”) 0)\(7

0, (%\/—9 Xl/Qg"”gA"axd)) SGu -
(131)

Vamos agora fazer duas trocas de indices, ;1 — a e v — [3, no primeiro termo (verme-
lho), e uma troca, , no segundo termo (verde)

1 —1/2 of o
53 :_5 V _gX 1/29 3(59)\ (20(1980 - 009&8) a/\(/6

1
—0, <§v—g X‘l/zg“”g”@cb) 5 -
(1.32)

Para finalizar, vamos abaixar os indices da variacao da métrica no primeiro termo
(vermelho), lembrando que g™ = —¢™ ¢ §g,.,

]' — af L OV
b3 = {Qv—gX Y2698 A7V (200980 — OoGap) Ord

1
+0, {5\/—9 X’l/z( - g“”g”’)awﬁ} } SGu -

Juntando d5 e 03, temos
006 = [—V=9 99" V0,6 X1/?
1 — (0% ov
+ V=g XTGP g™ (200950 — Oogap) Or0

1
_I_aa |:§ /__g X—l/Q (2gu>\gua . g“”g)“’>8,\gb” 69;111 )
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Lembrando que L3 = 01 + 03 + 03 + d4, obtemos

)\ 1 v — 1 o 1 av -
§L3 = —53 [5\/—99” O X172 — 3V—9(g hgP g™ gV 0p0 X /2
1 — (07 oV vV O
+ V=9 X V2608 (g7 + g™ g7) (200980 — OrGap) 02O
1 — Vo 14 g v (o2
+ 0, [5\/—9)( 1/2 (9‘“9 + ¢ g" — ¢ g )8@]

1
_Z V—4g D¢X_3/2 VQ¢VB¢ gyagy6:| 5g;w .

(I.34a)

Levamos em conta que o tensor energia-momento é um tensor simétrico.

L4

Variando o tensor de Ricci R com respeito a métrica, obtemos o tensor de Einstein
G- A variagao do terceiro termo de (4.66) nos fornece

5 (V=9Ls) = 6(V=gR/2)
Hewagw . (I.35a)

:T

L5

O termo de acoplamento nao minimo é

%\/—_gc:www”qs : (1.36)



Variando com respeito a métrica (ndo vamos carregar as constantes), temos

6(\/__9levu¢vu 925) :5(\/__gg#RgAme)\ v,u ¢vu¢)
=(0V=9)9"" 9" GV, 9V, 6 +

.

=61
+V=909"" 9" GiaV 9V, 6 +

=09

+V=99""09" GaV,u 0V, 0

5(53

+ V99" 9" 6G V.0V, 0 .

=04

O primeiro termo é

1
E(S\/ —Q)Gwvufﬁvuﬂé = _ég/w V _gGaﬂvaqbvﬁqbégw/ .

-~

=5

O segundo termo é

V=909 G ViV, = V/=g0g" GV 19V o

62

= V=9gG V¢V rpd g™
= VTGV, 6V 00" |

onde )
GV = §(vay¢ + GOV ,.0) .
O terceiro termo ¢é idéntico ao segundo.
No ultimo termo, temos que variar o tensor de Einstein e lembrar que
1

Gl“’ = R/U/ — §g/WR .

Assim

V—=90G V'OV "¢ =/—gdR,, V'OV P +

=d41

1
- 5 \/__g(sg/wgaﬁ Raﬁ VM¢VV¢ +

(.

vV
=042

1
_5 V _gguuégaﬁRaﬁvu¢vV¢ +

[

vV
=043

1
_5 V _gguugaﬁdRaﬁvu¢vV¢ .

N

TV
=044
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(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)
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Vamos calcular cada um desses termos. Variando o tensor de Ricci obtemos

V=GR,V V" 6 =/ =g[VA0T), — V600V 6V "¢

=641

=/ —gVAOTA, VEGV 6 — =gV, 00\ VEGV" ¢

= — /=g, VA(VHOV"§) + /—gol, V, (VI 6V )

= VI (Y 800 + Vb — Vo35 )VA(VH6V0)
+ @g’\”(vuéga,\ + Va09ou — Voo gr) V. (VHOV )

V00 TATOT0) + LI, 9, (69
+ Y0 ,50009,(V46740)

V59700V, 95 (V6970) — YL g, (V67 0)
_ @gwaggwﬂvy(vwvw)

VGGV, Vo (VH0V,0) + 6DV 670)
+ 009" VLTV 6V 9)]

=V=9[~V,V( VIV, 6 + %D(Wwyfb)

1
+ §ngav)\(vf’¢v)‘¢)]5g“” : (1‘41)

As variagoes da métrica dao

1 1
- [V _g(aguugaﬁRaﬁ + guuégaﬁRaﬁ)vu¢vy¢ = 3V _g(Rvuqbvuqb_Ruuva(bvagb)égm/ .
2 2

=042+643

(1.42)
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Variando R, de novo

1 1
—§x/—gguyg°‘5 ORagV' V") = = 5v/=99" 6 R V6V a0

.

vV
044

— —\/Z_QQMV[VA(SF;, — V0T V0V a0

:—V;g HST), VAV GV a0 — Y5 9 g1 STA NV, V6V o6

Y T (G804 V0 — Vo) ATV 0

_ 299#1’9 (V dgor + Vr0gou — Vodgw>vvva¢v&¢

:—V;g AV A vl L2t v —Vzg“”v(,angavagbvm
VT Ve
2 2

=+ Y I 54V, V, VOV uh — V;Q G g™ (VY 00

2
—V9 |5V (V000) ~ 50DV 6V00) | 69
(1.43)

9"095,V VIV OV 0 +

"9, (VPV 10)

Juntando todos os termos obtemos

N

1
5( \% _gGuvv#¢vV¢) =Vv—yg _§gul/Gaﬁva¢vﬂ¢+ 2Gi\uvl/)¢v)\¢ +
—_——

-

81 O((52+53)

1 1
_vav(uva¢vu)¢ + §D(VM¢VV¢) + éguuvav)\(vagbv)\qb) +

N J/
-~

xd41

+ RVM¢VZ,¢ RWVO‘¢VQ¢ +

\

O<(542+543)

IV, (VOVag) - 19,“, OV oV.0) | 59

TV
o044

(DO | —

(1.44)

Vamos tomar termos de derivadas de ordem superior. A partir do terceiro termo
de d41 e do segundo termo de dyy

1 1
59WVUVA(V"¢VA¢) — 59w (ViOVad) (1.45)
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enquanto que do primeiro e segundo termo de d4; € do primeiro termo de dy4 obtemos
1 1
_vav(uva¢vu)¢ + ED(VMQSVVQS) + §V(MVV)(VQ¢VO¢¢) <I46)
Abrindo as derivadas da Eq. (1.45), obtemos

1 1
S0 VaVa(V56V70) 200V 6V.0)
=l VaVs(V9770) — VU,V (V67 00)

1
=5 9w [VoVsVeVPh + V3V 0V, Vb + Op0¢ + VoV, 06
— OV*V 0 — VIV OV 5V 000 — VsV*GVV 1 — V6OV 0]

:%gw[(ng)2 — VoVspVoVP0h + VG (V, Vs — VsV, V9]

1
=50 [(00)* = VaVoV*oV 6 — RasVogV7g] (1.47)
onde usamos
VaVsVPh — VsV VP = —R,5V7¢ . (1.48)
Abrindo as derivadas da Eq. (1.46), obtemos

1 1
—VUV(MVU(ﬁvy)(b + §D(vu¢vu¢) + Ev(uvu)(va¢va¢)

= SVLVUVIEVL0) — SVaVLVOV,0) + SV V(V,07,0)
+ iv#wvawm) + ivuwvawa@

VL VY, Va6 — DOV, V,6 4 5V, V006 + SV, Y,V 07,00
B AAA T A RN

=V, VeV, Vo — 0oV, V,0 + %V%(Vﬂa —VaVu)Vié
+ %v%(vyva — VY,V

1 1
=V,V*V, V¢ -0V, V, 0 + §Ryau5VQ¢V’B¢ + ERW,,5VO‘¢V6¢

=V, VOV, Vet — 00V, V.0 + R0 sV OV 6 . (1.49)
Substituindo as Eqgs. (1.47) e (1.49) na Eq. (I.44), finalmente obtemos
1
(V=9GN "oV ) =\/—g —§gw,G°"8Va¢Vg¢ + ZGE\#VU)d)VAd)
1 1
+ §Rvu¢vu¢ - §Ruuva¢va¢

¥ 500 [(00)? ~ VaVsdV V26 — Rog V697

+ VYV, Vad — 06V, V0 + Ruans V6V 0] 59 .
(1.50)
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Podemos reagrupar os termos

2 Cas VOV 0 — L Rup GV — L R V6V
= —guRapV OV O+ XGpy (1.51)
e obter
%55 (V=9L5) =6(v=9Gu V" V" 9)
—/—g < ViV 9R + 2V0dV (0G5 + VOOV O Rap
+ XGp + V. VOV, Va0 — V,V,0(00)

+ G (——V“V%V Vo + 3 (ch) a¢vﬁ¢Ra6)> , (1.52)

que implica em

1
T =) [——vmvygm — 2VapV (,0Go) — X Gy — VOV GR s — V.V OV, Va6 +

+ v V ¢(D¢> _g;w (__vavﬁ¢v v5¢+ ( ¢) a¢vﬁ¢Raﬂ>:| .

(L.53a)






Apéndice J
HiClass

A teoria de campos efetiva (EFT, do inglés Effective Field Theory) é um formalismo
que foi desenvolvido originalmente para teorias de inflagao com rolamento lento, mas
posteriormente, foi utilizada para descrever a maioria dos modelos de energia escura
ou gravitagao modificada que contenham um tnico grau de liberdade escalar.

E possivel escrever a teoria de Horndeski em termos das variaveis ADM, de forma
que a agao de Horndeski se torna uma subclasse da acao da EFT.

A EFT é baseada na escolha de um gauge unitario para o qual uma hipersuperficie
de tempo constante coincide com a hipersuperficie em que o campo escalar é uniforme,
hipersuperficie do tipo espacgo. Nesse gauge o campo escalar é absorvido pela métrica
de forma que a Lagrangeana depende apenas de quantidades geométricas.

J.1 Perturbacoes lineares em Cosmologia

Vamos utilizar o sistema de coordenadas ADM por ser um sistema apropriado
para descrever o fatiamento do espaco-tempo em hipersuperficies de campo escalar
uniforme. A acao gravitacional geral é dada por

Sg = /d4$\/ —QE(N7 Kij7Rij7hij7Di;t) s (Jl)

onde g é o determinante da métrica, N a funcao lapso, K;; a curvatura extrinseca,
R;; a curvatura intrinseca, D; a derivada covariante associada a métrica espacial tri
dimensional h;;. A métrica de FLRW em coordenadas ADM ¢ escrita na forma

ds® = —N?(t) dt* + a®(t) 6;; da'da? . (J.2)
A acado de Einstein-Hilbert é dada por

M2
Spn = /d4:1:\/_—gTP @R, (J.3)

onde a massa de Planck é Mp = 1/vV8rG. A variacao da agao de Einstein-Hilbert
(J.3) nos da a variacao da ac¢do geométrica

68, = /d% {a?’(ﬁ_ + NLy —3HF)SN + 3a*N (Z —3HF — %) 5a} , o (J.4)
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com

oL . oL
= Fa 26" Ly =—. J.5
(aKi) ¢ PN TON (3:5)
Na presenga de matéria, no background de FLRW, a variacao da acao nos da
_ _ ON da
6Sm = [ d*zNa* [ —pm— +3pm— | . J.6
/ zNa ( P T 30m ) (J.6)

A agdo total ¢ S = S, + S,,. Combinando (J.4) e (J.6), obtemos a primeira e a
segunda equacao de Friedmann

L+ NLy —3HF = p,, (J.7)
. F
L-3HF - ==-F, . J.8
- (138)
onde £ ¢ a Lagrangeana £ quando a curvatura extrinseca é K; = ié}.
a

Vamos expandir a agdo (J.1) até a segunda ordem em torno do background de
FLRW, com a finalidade de estudar as perturbacgoes lineares. Para isso, vamos intro-
duzir as quantidades perturbativas de segunda ordem

SN=N-N, O0K,=K;—-¢;. (J.9)
A expansao da Lagrangeana até a segunda ordem nos fornece
o _ oL , oc _ .
iR = = K i 2) 4 ...
LIN,K';,R';,..) =L+ LyON + 6Kij5KJ + aRij(SR] + L9 4 (J.10)
com
1 1 0L 4 1 9L :
@ == ON? + - —— K" 6K" + —————_6R' 6RF
B =y e ONT S o i R T S e g OO
0*L - 0L - 0*L .
——— K" 0R", + ————6NSK", —SNO6R' + - - J.11
T aror, it g VRS g N0 e ()
onde 02
O segundo termo de £ deve ter a forma
DL I8+ A(316] + G J.13
KT ORY, ~ EOOT (00 + 90" (J.13)

em que Ag e Ag sio, a priori, dependentes do tempo. Analogamente se define

L o : :
——— = Apd!5, + ARr(6L5], + p67) (J.14)
OR' ,0R", g g
(&
PL s i il
——— = C&6} + C(616], + d0™") . (J.15)

OK R,
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Os coeficientes que aparecem na segunda linha de (J.11) sdo proporcionais a 0; €
podem ser escritos como

0*L . 2L 4
— = — B& ——— = BrdH . J.16
ONOK'; ~~ 7'  ONOR, (J.16)
Definindo novos coeficientes como
g =g+ < + HC
N 2N ’
. A~ 1
Cr=Gg+ §C ,
» C
onde ar
_ = G§i 1
i =9 (1.15)

apos algumas manipulagdes a Lagrangeana quadrética (J.11) fica reescrita como

£? =NG*6,R6Vh + a® <EN + %N »CNN> SN+

_ 1 . ‘
+ Nd? [g* 6o R + 5AK SK? 4+ BOK 6N +C* 0K 0R+ Ag 0K'; 6K’ +
% J L 2 g* *
+AR(5Rj(5Ri+§AR5R + ﬁ_‘_BR ONOR| +--- (J.lg)

onde d; R e 93 R sao, respectivamente, os termos de primeira e segunda ordem do escalar
de curvatura R em termos das perturbacoes da métrica.

J.1.1 Modos tensoriais

Em primeira ordem de perturbacao, os modos tensoriais correspondem a pertur-
bacao da métrica espacial

hij = a* () (65 + 7i5) (J.20)

sendo 7y;; um tensor de ordem 2 com trago e divergéncia nula, 7, =0,e 0 =0,
respectivamente. ApoOs perturbar a curvatura extrinseca e a curvatura intrinseca,
obtemos
Axk g
2 4, 3 2 2
Sfy) = /d xra {T%j - 4—(12(@;%]‘) ) (J.21)
em que fizemos N = 1. A relatividade geral é recuperada quando fazemos Ax = G* =
M3, /2. Dessa forma, para teorias mais gerais definimos a massa de Planck efetiva
como
M?=2Axk . (J.22)
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A velocidade ao quadrado da propagacao das ondas gravitacionais é definida como

g*
A

G =1+ar= (J.23)

em que ag representa o desvio da velocidade das ondas gravitacionais com relagao
a velocidade da luz. Outra importante fungao que serd definida é a funcao oy, que
descreve a taxa de variacao da massa de Planck efetiva, dada por

Ld e
= —— : 24

Com essas trés definigoes, é possivel reescrever a agao (J.21) como
M2 2
Sg) /d4xa 3 [%j €<ak7ij)2} : (J.25)

J.1.2 Modos escalares

Os modos escalares podem ser descritos pelas perturbagoes da métrica
N=1 + ON s NZ = 5”8]17D s hij = Cl2(t)€2€5ij . (J26)

A Lagrangeana (J.19) pode ser expressa em termos das novas variaveis

£® = %[mv + Lyn — 6BH + 3H*(3Ax + 2Ak)|6N”
2 2
V2 _Vﬂ SN

a

+a® {(B — (3Ax +2AK)H) (3g - ) +4(2HC* — G* — Bg)

2 2 9
ta { (?»4K+2AK)QE—12(3*gvC (g/lKHAK)C +2g*(v )’
2 2 2 9
%(AK + QAK) (V 1/}) + 40*% + 2(4AR + 3AR) (Vaf) :| . (J_Q?)

Impondo condigoes para evitar equacoes com derivadas espaciais de ordem maior
que dois nesses vinculos, e introduzindo a funcao kinetic brainding,

B

que descreve a contribuicao que o acoplamento do campo escalar com a gravitacao faz
para a energia cinética do campo escalar, obtemos a relacao

_ Ak

SN ¢

B 4AK

- B+4HAg

_ ¢
H(l—i—aB) ’

¢

(J.29)
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que nos permite escrever a acao de ordem 2 para os modos escalares como

50— [rawos |- So?] (130
em que
IM?2D 3 2Ly + LN
= . D = — 2 = . 1
QS (2 _ O{B)2 9 (07:¢ + 2aB ) 077¢ 2H2AK 9 (J 3 )

e a velocidade do som ao quadrado é definida como

C

9 (2—043)[H—%H2CYB(1+O(T)—H2(OJM—05T)]—HdB
— e . (J.32)

A partir da Lagrangeana (J.30), é possivel escrever a a¢do de ordem quadréatica
mais geral para as EFT’s em termo das funcoes a’s

2 .
S@ — /dﬂmff% léK;(SKg —0K*+ (1 +ar) <R%ﬁ - 52R>

+ axH*SN? + 4apd KON + RON| . (J.33)

A tabela seguinte foi construida a fim de facilitar a relagdo entre as fungoes o’ de
(J.33) e os coeficientes da Lagrangeana quadratica (J.19).

Equacdo (J.33) M? o oK ap ar
~ 1d 2LN + Lyn B g*
E 1 2 ——1 -1
quagio (J.19) 2Ax  mor Ak =t ™ AL AR

Para evoluir as equacoes de movimento da EFT, além das quatro fungoes «, é necessa-
rio fornecer a fungao de Hubble H(a), que é tratada nessa parametriza¢do como uma
funcao independente.

J.1.3 Condigoes de estabilidade

Vamos obter as condi¢oes de estabilidade para o nosso caso de teorias de campos
escalares mais gerais de segunda ordem

cz - &
S@) — /d4xa3 {Qs (62 _ a_éz’(aig)) +Qr (h?j — a—:g((()khij)Q)] . (J.34)

Para isso, vamos estudar a estabilidade, as condig¢oes para evitar a instabilidade La-
placiana e a instabilidade fantasma, para o caso de um campo escalar descrito pela
Lagrangeana

1
£ = 5[~ B@w)]. (1.35)
O momento canénicamente conjugado é

== —
%

Ap (J.36)
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e a densidade Hamiltoniana é

M= %[A‘IHQ + B(oip)?] . (7.37)

Essa Hamiltoniana possui um limite inferior se A > 0 e B > 0, possui um limite
superior se A <0 e B <0 e ¢é indefinida se A e B possuirem sinais diferentes.
No espaco de Fourier o campo escalar obedece a equagao de movimento

¢+ k%o =0, i =— (J.38)

que pode ser obtido aplicando a equacao de Euler-Lagrange a Lagrangeana do campo
escalar. Essa equacao de movimento nos fornece

@ o< eTioskt (J.39)

Existem essencialmente trés tipos de instabilidade que podem desqualificar a esco-
lha do background [234]

e [nstabilidades Laplicianas ocorrem quando a velocidade do som é negativa. Isso
leva a instabilidades exponenciais com uma taxa correspondente ao modo mais
curto permitido pela teoria efetiva. E importante ressaltar que tais instabilidades
podem nao ser visiveis até que modos muito curtos e/ou ordem mais alta (inte-
ragao) sejam incluidos na evolugao e, portanto, uma evolugao sem perturbagoes
lineares nao seja suficiente para que as previsoes sejam corretas, necessitando da
estabilidade teste.

e [nstabilidades fantasmas ocorrem quando o sinal do termo cinético de um grau de
liberdade esté errado, dando um modo de energia negativa e violando a evolucao
unitaria. Se as massas desses fantasmas forem menores do que o cutoff da teoria,
isso poderia levar a uma rapida producao de pares em modos de energia negativa,
destruindo o background.

e Instabilidades taquionicas ocorrem quando a massa ao quadrado para as pertur-
bacoes é negativa. Isso leva a uma instabilidade na lei das poténcias no grau
de liberdade escalar em grandes escalas, que fica sob controle quando o modo
entra no horizonte sonoro. Uma vez que o impacto do tdquion nos observaveis
nao diverge em nenhum limite fisico, nés escolhemos deixar os dados excluirem
tais casos, ao invés de criar um teste de estabilidade, assumindo que eles sejam
suprimidos no momento em que hi-class inicia a evolucao dos modos.

A instabilidade Laplaciana aparece no caso em que a solugao cresce exponencial-
mente. Isso ocorre quando a Hamiltoniana é indefinida, ci < 0. Para evitar essas
instabilidades, impomos ¢ > 0. As instabilidades fantasmas ocorrem quando E, <0.
Analisando a Hamiltoniana (J.37), isso ocorrera quando A < 0e B < 0.

Para evitar tanto as instabilidades fantasmas quanto as instabilidades Laplacianas,
devemos ter A > 0 e B > 0. Impondo as condigoes para os modos escalares

2M2D 3
02 o _(2 — OéB)[H — %H2OJB(1 —|-04T) — H2<CYM — OéT)] — HOJB <0

? H2D
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e para os modos tensoriais

r="—"*>0, (J.41)

G=1l+ar>0.

J.1.4 Perturbacgoes lineares

O valor do campo escalar nao ¢ um observavel. Podemos reparar o campo definindo
UIm novo campo ¢ = $(¢) em que todos os observaveis devem permanecer inalterados.
Isso significa que concentrar-se no valor do escalar introduz um inobservavel redun-
dante na descricao. Em vez disso, pode-se notar que o gradiente do campo escalar
forma uma quadrivelocidade natural

(3.42)

que define um referencial comével e providencia que d, seja tipo-tempo, X > 0. O
significado do gradiente de ¢ é a dire¢ao temporal para um observador em repouso nesse
referencial, ou seja, esta relacionado ao versor da hipersuperficie. A perturbacao do
escalar, quando apropriadamente normalizada, pode ser interpretada como potencial
escalar para um campo de velocidade peculiar

vx = —— . (J.43)

Esse potencial de velocidade é entao invariante sob as reparametrizagoes de ¢ e
nos permite escrever um conjunto muito mais simples de equacoes de perturbacoes.
Modelos oscilatorios, onde o campo de velocidade no background ¢ cruza o eixo, nao
pode ser descrito diretamente usando a nossa formulacao, uma vez que singularidades
em (J.42) teriam que ser devidamente consideradas.

O efeito da presenca do escalar de Horndeski é introduzir o potencial de veloci-
dade dindmica vy, descrevendo a perturbacao do campo escalar através da Eq. (J.42).
Mantemos estes termos no lado esquerdo das equacoes de Einstein perturbadas para
enfatizar a natureza do tipo-gravidade deste grau de liberdade resultante da univer-
salidade de seu acoplamento. Além do mais, a configuragao do background do escalar
altera os coeficientes dos potenciais gravitacionais para valores muito distintos de seus
valores padrao decorrentes do tensor de Einstein. No lado direito das equacoes de
Einstein estao apresentadas as contribuicoes padroes de todas as fontes de matéria da
cosmologia [234].

Vamos apresentar as equagoes de Einstein perturbadas em primeira ordem no gauge
Newtoniano [234]. A componente (00) das equagoes de Einstein é representada por

2Kk%®
a2

32— apg)H® + (6 — ax — 6ap)H*T + +

2
—(ax + 3ap)H*x — ap— = SHap + 3(2H + ppm + Pm) | Hux = —pmbm , (J.44)
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A componente (0i) das equagoes de Einstein é
20 + (2 — ap)HY — agHix — (2H + pm + pm)Vx = —(Pm + Dm)om ,  (J.45)
A componente (ij) tem a forma
UV—(1+ar)®— (ay —ar)Hux = pmTm , (J.46)
e a equagao da pressao (ii) é

20 — apHix + 234 ay)HY + (2 — ap) HU+
+[H?(2 — ap)(3+ an) — apH +4H — (2H + pr + p)] U+
~[(2H + pm + Pm) + apH + H*ap(3 + ay)]ix+
—[2H + 2HH (3 + apg) + pm + anHpplvx = 6pp/M? . (J.47)

Por fim, temos a equacao de movimento do potencial de velocidades vy:

3Hap® + H?axix — 3[(2H + pm + Pm) — Hap(3 + ay) — agH]d+
- k? k2
+(OéK + SCYB)HZ\I] — 2(0{M — CYT)H—Q(I) — OéBH—2\I’+
a a
—[3(2H + pm + Bm) — H*(3+ cr) (i + 3aug) +
+2Hak + axH + H*ax (34 ay)|Hox + H*M?vx+

. ) k2
+H[—(2H + p + Pm) + 2H?* (apr — ag) + H2ap(1 4+ ay) + aBH]EUX =0, (J.48)

com
H?M? = 3H[H(2 — ap) + pm + pm — Hag) —3Hag[H + HH(3+ apr)] . (1.49)

A evolucao das equagoes lineares é feita usando codigos de Boltzmann apropriados
como o EFTCAMB [266] ou o hi-class [267].

J.1.5 Descricao do hi-class

O CLASS (Cosmic Linear Anisotropy Solving System) [268] ¢ um codigo de Einstein-
Boltzmann desenvolvido para calcular perturbagoes cosmologicas no regime linear. O
hi-class incorpora ao codigo CLASS teorias de Horndenski de gravidade modificada.

Em [234] ¢ desenvolvida uma implementacao da dindmica de Horndeski de descre-
ver as perturbagoes lineares em termos das quatro fungoes o’s referidas (ag, ag, ay
e ar) segundo a parametrizagao

a; = Qpe(t)a; , &; = const. , (J.50)

para as fungoes a’s. Essa parametrizacao se baseia no fato de que os valores das fungoes
a’s sao descritos pelo campo escalar dinadmico, assim como a densidade de energia es-
cura. A proposta assume também que a evolucao da expansao cosmica do background
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Figura J.1: A esturtura do hi-class. E necessario especificar uma parametrizacio para o back-
ground e para as fungbes «, computando a fungdo de Hubble e as func¢oes a. O restante do codigo
nao é modificado em relagido ao CLASS original. Extraido de [267].

segue a prevista pelo modelo ACDM. Os inputs do hi-class sao a evolugao da den-

sidade de energia escura no background e as fungoes a’s como esquematizado na Fig.
(J.1.5).

Na primeira versao do hi-class estao disponiveis duas escolhas de parametrizacao
do background:

1. lcdm: A energia escura tem densidade de energia constante;

2. wowa: A equagao de estado evolui com os parametros (4e.0,wo, Wa)-

J& para as fungoes «, estao disponiveis quatro parametrizagoes:

1. propto-omega: As fungdes a sdo proporcionais a Qge, i.e, a; = &;Qge(7);

2. propto-scale: As fungoes o sdo proporcionais ao fator de escala, i.e, a; =
G a(T);

3. planck-linear: k-esséncia acoplada com a gravidade estudado pela colaboracao
Planck [269];
4. planck-exponential: k-esséncia alternativa acoplada com a gravidade estudado

pela colaboragao Planck [269].

Os dois tltimos modelos planck-linear e planck-exponential seguem a parame-
trizacao

B(pde + pde) 3Q<pm + pm) _ Q" —2aHY

=T H2(1+9Q) @H1+Q)’
Q/

W= HI Q)

ap = —Qypf ,

aT:O>
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sendo que para planck-linear {) = Qpa(7) e para planck-exponential temos ) =
e}
exp[%aﬁ(ﬂ] — 1.



Apéndice K
BAO

Oscilagoes acusticas de barions (BAO) sao flutuagoes regulares e periodicas da
densidade de matéria baridnica no universo. Vamos falar brevemente de onde essas
flutuagoes vieram.

O universo primordial consistia de um plasma quente e denso de elétrons (léptons)
e barions (protons e neutrons), chamaremos a combinagao de todos eles de matéria ba-
rionica. Nessa época, os fétons tinham um caminho livre muito pequeno, eles viajavam
pequenas distancias até se chocarem com esse plasma pelo espalhamento Thomson [3].
Com a expansao do universo o plasma esfriou a uma temperatura abaixo de 3000K,
temperatura baixa o suficiente para que os elétrons e préotons do plasma se juntassem
formando atomos de hidrogénio. Essa é a chamada era da recombinagao, aconteceu
por volta dos 379000 anos de idade do universo, em z = 1089. Os fétons interagem
em menor quantidade com matéria neutra e assim sendo, depois da recombinagao, era
como se os fotons estivessem livres no universo. A radiacao da CMB é a luz emitida
depois da recombinacao, assim, quando olhamos para os dados do Planck, estamos
olhando para a imagem que o universo tinha em z = 1089.

O Planck [17] indica um universo smooth e homogéneo com anisotropias na den-
sidade de 10 partes por milhao [3], no entanto, quando observamos o universo hoje
encontramos largas estruturas e flutuagoes da densidade. Acredita-se que pequenas
anisotropias no inicio do universo, como a gravidade, criaram o universo de hoje, lo-
cais de muita densidade atraem mais massa enquanto que locais de menos densidade
atraem menos.

Imagine uma regiao de muita densidade no plasma primordial. Enquanto essa
regiao de alta densidade atrai matéria em sua dire¢ao gravitacionalmente, o calor
das interacoes foton-matéria faz uma grande pressao para fora do centro de massa.
Essas forcas de mesma direcao mas sentido oposto criam oscilagoes, analogas as ondas
sonoras criadas no ar devido as diferencas de pressao.

Considere uma onda que originou dessa regiao de muita densidade no centro do
plasma. Essa regiao contém DM, bérions e foétons. A pressao resultante é uma onda
de som esférica causada pelos barions e pelos fétons se movendo juntamente com uma
velocidade um pouco acima da metade da velocidade da luz [270,271| pra fora da
regiao. A DM interage apenas gravitacionalmente, entao ela ficara no centro da onda
sonora, regiao de alta densidade. Antes do desacoplamento, os fétons e barions se
movem para fora juntos, depois do desacoplamento, os fétons ja nao interagem da
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mesma forma com a matéria baridnica e se espalham. Isso alivia a pressao sobre o
sistema deixando para tras uma concha de matéria baridénica em um raio fixo, em
um referencial comoével, de 150 Mpc. Esse raio pode ser referido como o horizonte
sonoro. Sem a pressao da interacao féton-barion empurrando as coisas para fora, a
unica forca restante que atua nos barions é a forca gravitacional. Assim, os barions e
a DM formam uma configuragao que inclui alta densidade de matéria tanto no local
original da anisotropia quanto na casca do horizonte sonoro para essa anisotropia [272].

Muitas dessas anisotropias criaram as ondulagoes do espago que atraiu a matéria e
eventualmente formaram as galaxias em um padrao similar. Portanto, é de se esperar
ver um maior nimero de galdxias separadas pelo horizonte sonoro de 150 Mpc do
que em outras escalas de comprimento [272]. Essa configuracao particular de matéria
ocorreu em cada anisotropia do inicio do universo, e portanto o universo nao é com-
posto por uma onda sonora, mas por muitas. Nao é possivel observar essa separagao
privilegiada no olho, mas tratamentos estatisticos, como a analise da func¢ao de corre-
lacao de dois pontos, podem observar essa separacao para um numero muito grande
de galaxias.

Comparando observagoes do horizonte sonoro medido hoje por clusters de galé-
xias com o horizonte sonoro da época da recombinacao visto no CMB, podemos ter
uma melhor compreensao da expansao do universo utilizando BAO, do que pode ser
explicado por técnicas de supernovas.



Apéndice L

BINGO

Em 1998 dois grupos independentes utilizando a medi¢ao de supernovas do tipo
Ia |25, 77| inferiram, inevocadamente, a acelera¢ao cosmica. Ela pode ser explicada
pelo postulado de uma pressao negativa gerada a partir de um novo componente do
universo, conhecido como energia escura. Em combinagao com outras observagoes,
como a radiagao cosmica de fundo (CMB), ha pouca davida sobre a existéncia de tal
componente, por esse motivo tem-se tentado determinar suas propriedades detalhadas.

O BINGO (BAO from Integrated Neutral Gas Observations) ¢ um radiotelescopio
criado para fazer a primeira detecgao de oscilagoes actsticas de barions (BAO) (Apén-
dice K) em frequéncia de radio, através da medicao da distribuigao de gas hidrogénio
neutro a distancias cosmologicas. Junto com a CMB, a escala de BAO é uma das son-
das mais poderosas dos parametros cosmologicos, incluindo a energia escura [216,217].

Por ser de grande importancia para a cosmologia e astrofisica, existem muitos pro-
gramas observacionais em andamento que visam elucidar o setor escuro do universo
envolvendo varias abordagens diferentes. Entre estes, encontramos lentes gravitacio-
nais, contagens de fragmentacao e busca de supernovas, porém uma das sondas mais
poderosas das propriedades da energia escura é o estudo de BAO. Até o momento
BAO foram observados através da realizagao de pesquisas de redhift de galédxias na
banda 6ptica. No entanto, dadas as implicacoes destas medidas, é importante que elas
sejam confirmadas em outras bandas. A janela de observagao critica é o espectro de
radio que pode dar contribuigoes importantes para o entendimento da energia escura
usando a linha de emissao de 21cm (estrutura hiperfina) do hidrogénio neutro de ga-
laxias distantes. BINGO seré o primeiro telescopio do mundo operando nesta faixa de
frequéncia com o objetivo de estudar BAO com mapeamento da linha de 21 cm.

O BAO é uma assinatura na distribuicdo da matéria a partir da época de recom-
binagao. Note que o BAO ocorre na distribuicao de galédxias em redshifts menores
do que aqueles da época de reionizagao. No contexto do modelo cosmolégico padrao
(ACDM), o BAO manifesta-se como um excesso pequeno mas detectavel, de galaxias
com separacoes da ordem de 150Mpc. Esse excesso é a marca das oscilacoes actisticas
que ocorreram antes da recombinac¢ao. Por conseguinte, uma medida da sua escala
angular pode ser usada para determinar a distancia até um determinado desvio para
o vermelho. As mesmas oscilagdes produzem as caracteristicas familiares dominantes
vistas no espectro de energia da CMB.

O BINGO é um novo instrumento proposto projetado especificamente para a obser-
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vagao de tal sinal, fornecendo uma visao profunda e detalhada sobre o universo. Estas
observagoes nos darao a primeira medi¢gao de BAO por este método e trardao uma
contribui¢ao fundamental para o estudo da energia escura. Comparado com outros
radiotelescopios que estao sendo montados com o intuito de estudar BAO na frequén-
cia de radio, o BINGO ¢é de facil construcao, assim pretendemos ser os primeiros a
detectar BAO nesse dominio e mapear a distribui¢ao tridimensional de hidrogénio, o
elemento mais abundante do universo [216,217].

A abordagem padrao para se sondar a estrutura em larga escala (LSS) ¢ realizando
um grande mapa de redshifts. Isto produz as posicoes e redshifts de muitas galaxias e
estas podem ser utilizadas para se inferir o contraste de densidade para as galéxias e a
funcao de correlacao de dois pontos. Diferente do que tem sido feito na banda 6ptica, a
caracteristica natural na banda de radio ¢ a linha de 21 centimetros do hidrogénio neu-
tro, mas a emissividade dessa linha é baixa, o que significa que a deteccao de galéxias
individuais em z ~ 1 requer uma area de coleta muito grande. Uma ideia inovadora é
a utilizacao da temperatura integrada como marcador de LSS, em oposicao a detectar
as galaxias individuais, explorando os telescopios de radio de baixa frequéncia, o que
é conhecido como técnica de mapeamento de intensidade. Felizmente, a emissao de
21 cm integrados devera ter variacoes caracteristicas com a frequéncia onde a emissao
continua tem um espectro muito liso, permitindo assim que os dois sinais sejam sepa-
rados. Contudo, o instrumento utilizado para fazer isso terd de ser cuidadosamente
projetado para evitar os efeitos sisteméaticos, que podem resultar em vazamento do
fundo continuo.
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