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RESUMO

Analisamos um modelo de quintessência acoplada para a energia escura à luz da
teoria dos sistemas dinâmicos lineares, no caso de duas interações diferentes: i) pro-
porcional à densidade de energia da energia escura e ii) proporcional à soma das
densidades de energia da matéria escura e da energia escura. Os resultados aqui apre-
sentados ampliam as análises anteriores, onde o termo de interação era dado por um
termo proporcional apenas à densidade de energia da matéria escura. No primeiro caso
é possível obter a sequência bem conhecida das eras cosmológicas. Para a segunda in-
teração apenas a era da radiação e a era da energia escura podem ser descritas pelos
pontos fixos. Portanto, do ponto de vista da teoria de sistemas dinâmicos, a interação
proporcional à soma da densidade de energia da matéria escura e energia escura não
descreve o universo onde vivemos.

Usando um modelo de energia escura metaestável em que a energia do vácuo obser-
vada é o valor do potencial escalar no vácuo falso, calculou-se o tempo de decaimento
do vácuo metaestável. Este tempo de decaimento é compatível com a idade do uni-
verso. A energia escura metaestável também é incorporada a um modelo com simetria
SU(2)R. O dubleto de energia escura e a matéria escura interagem naturalmente entre
si. Utilizando as equações de Boltzmann perturbadas é possível encontrar a evolução
de cada partícula escura para essa interação.

Considerando uma combinação particular de termos na Lagrangeana de Horndeski
sem uma constante cosmológica ou setor de matéria, esperamos obter um fluido cós-
mico unificado efetivo, com uma equação de estado efetiva. Vamos calcular se a equa-
ção de estado reproduz a seqüência das eras cosmológicas e comparar os parâmetros
da teoria com o forecast do radio telescópio BINGO.

Palavras chaves: energia escura; matéria escura; análise dinâmica; potencial meta-
estável; teoria de horndeski.



ABSTRACT

We analyze the coupled quintessence in the light of the linear dynamical systems
theory, with two different interactions: i) proportional to the energy density of the dark
energy and ii) proportional to the sum of the energy densities of the dark matter and
dark energy. The results presented here enlarge the previous analyses in the literature,
wherein the interaction term was proportional to the energy density of the dark matter
only. In the first case it is possible to get the well-known sequence of cosmological eras.
For the second interaction only the radiation and the dark energy era can be described
by the fixed points. Therefore, from the point-of-view of the dynamical system theory,
the interaction proportional to the sum of the energy densities of the dark matter and
dark energy does not describe the universe we live in.

Using a model of metastable dark energy in which the observed vacuum energy is
the value of the scalar potential at the false vacuum, the decay time of the metastable
vacuum was calculated. It is compatible with the age of the universe. The metas-
table dark energy is also embedded into a model with SU(2)R symmetry. The dark
energy doublet and the dark matter doublet naturally interact with each other. Using
the perturbated Boltzmann equation it is possible to find the evolution of each dark
particle for this interaction.

Considering a particular combination of terms in the Horndeski Lagrangian in
which we have not introduced a cosmological constant or a matter sector, we hope
to obtain an effective unified cosmic fluid, with an effective equation of state. We’ll
calculate if the equation of state reproduces the sequence of cosmological eras and
compare the parameters of the theory with the forecast of the BINGO radio telescope.

Keywords: dark energy; dark matter; dynamic analysis; metastable potential;
Horndeski theory.
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Capítulo 1

Estudo bibliográfico

Vamos fazer uma revisão bibliográfica sobre tópicos importantes para o estudo de
modelos de energia escura interagindo com a matéria escura. Nesta seção utilizaremos
o Apêndice A para fazer revisão sobre tópicos importantes de Cosmologia, introduzire-
mos a necessidade do setor escuro para explicar o nosso universo e faremos um estudo
aprofundado sobre perturbações no tensor de Einstein e nas equações de Boltzmann,
que são de grande interesse para a Cosmologia.

Para esta seção foram utilizados [1–5].

1.1 Cosmologia
As dinâmicas do universo são descritas pelas equações de Einstein que são em geral

equações não-lineares complicadas. No entanto elas exibem soluções analíticas simples
na presença de simetrias genéricas. A métrica de FLRW é baseada na suposição de que
o universo respeita o princípio cosmológico, que é uma boa aproximação em grandes
escalas. O pequeno desvio da homogeneidade em épocas primordiais faz um papel
muito importante na história dinâmica do nosso universo. Pequenas perturbações
na densidade inicial cresceram através da instabiblidade gravitacional em estruturas
que vemos hoje no universo. As anisotropias da temperatura observadas na radiação
cósmica de fundo (em inglês Cosmic Microwave Background, CMB) acreditam ter sido
originadas de flutuações quânticas geradas durante um estágio inflacionário no começo
do universo. Veja as referências [6–12] para detalhes de perturbações na densidade
previstas pela cosmologia inflacionária [5].

1.1.1 Equações de evolução

Por observações recentes da Radiação Cósmica de Fundo (Cosmic Microwave Back-
ground CMB), em escalas suficientemente grandes o universo é isotrópico. Supondo
que a nossa galáxia não tenha uma posição especial em relação ao universo e que
qualquer observador que se mova com a velocidade média das galáxias típicas em sua
vizinhança deve observar o mesmo universo em todas as direções, temos que o nosso
universo é homogêneo. Pelas duas propriedades apresentadas acima podemos dizer que
o nosso universo respeita o princípio cosmológico, ou seja, é um universo isotrópico
e homogêneo.

9



10 Estudo bibliográfico

Observações experimentais nos dizem que o universo, em grande escala (maior
que 150Mpc), respeita o Princípio cosmológico. Esse princípio diz que o universo é
homogêneo e isotrópico, isso não é difícil de ser aceito, se você estiver longe de qualquer
concentração de partículas o universo parece igual em qualquer lugar que você está e
para qualquer lugar que você olha.

Considerando um universo esfericamente simétrico e isotrópico a um conjunto de
observadores em queda livre, foi construída uma métrica única por Friedmann 1 (con-
siderando as Equações de Einstein), e depois melhorada por Robertson e Walker, que
respeita o princípio cosmológico (ver seção 13.5 de [1]). O elemento de linha da métrica
de FLRW é dado por

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− κr2
+ r2(dθ2 + sen2θdϕ2)

]
, (1.1)

onde a constante κ pode assumir valores iguais a -1, 0 e +1, dependendo da geometria
do espaço. A função a(t) é o fator de escala do universo.

Tendo agora um universo bem definido por uma métrica, serão apresentadas algu-
mas aplicações. Um estudo mais aprofundado dessa métrica pode ser encontrado no
Apêndice B.

As três opções de universo são representadas por onde κ representa a curvatura

Figura 1.1: Geometrias possíveis para o universo. Figura retirada do site da Nasa.

do universo, ρi a densidade de energia de cada componente e Ω
(0)
i ≡ ρ

(0)
i /(3H2).

Se estivermos em um universo fechado, plano ou aberto, κ será igual à 1, 0 ou -1,
respectivamente.

A componente t na métrica é o tempo cósmico, e as coordenadas que estão multi-
plicadas pelo fator de escala serão as coordenadas comóveis.

As equações diferenciais para o fator de escala e a densidade de matéria seguem
as equações de Einstein [1], que permitem determinar o fator de escala provindo dos
componentes do universo.

1O padre Lemaître chegou a resultados similares independentemente de Friedmann.
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As equações de campo de Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν =

1

M2
P

Tµν , (1.2)

são as Eqs. de movimento para a Relatividade Geral. Rµν representa o tensor de
Ricci, R o escalar de Ricci, gµν o tensor métrico e Tµν o tensor energia-momento. O
acoplamento é dado pela massa de Planck reduzida

M2
P ≡

1

8πG
, (1.3)

onde G é a constante gravitacional. Estamos considerando aqui que a velocidade da
luz é igual à unidade c = 1.

Podemos, com grande concordância, descrever o universo como sendo composto
por fluidos, e cada fluido representa uma componente dele. O tensor energia-momento
para um fluido perfeito é dado por

T µν = (ρ+ P)uµuν + Pδµν , uµ = (1, 0, 0, 0) . (1.4)

onde uµ é a velocidade de um observador em repouso no fluido.
Aplicando a métrica de FLRW e o tensor energia-momento de um fluido perfeito

nas equações de Einstein, obtemos as equações de Friedmann para um único fluido

H2 ≡
(
ȧ

a

)2

=
ρ

3M2
P

− κ

a2
, (1.5)

Ḣ = −(P + ρ)

2M2
P

+
κ

a2
. (1.6)

Elas nos fornecem a equação da continuidade para esse fluido

ρ̇+ 3H(P + ρ) = 0 . (1.7)

Entre as duas equações de Friedmann e a equação da continuidade, apenas duas
são independentes.

Outra forma de se chegar na equação da continuidade é pelo fato de que o tensor
energia-momento é conservado em virtude das identidades de Bianchi,

∇µT
µν = 0 , (1.8)

como veremos mais adiante.
Dissemos aqui que as equações de Friedmann apresentadas acima são as equações

de movimento para um único fluido, pois para o caso de mais de um fluido, devemos
considerar as diferentes densidades de energia e pressão, teríamos então

ρ =
∑
i

ρi , P =
∑
i

Pi , (1.9)

onde ρi e Pi representam, respectivamente, a densidade de energia e pressão para cada
componente do universo.
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1.1.2 Evidências observacionais da matéria escura (DM)

Na década de 40 era sabido que o universo era composto por matéria bariônica (bá-
rions e elétrons apesar desse último ser um lépton), e radiação, componente composta
por fótons e neutrinos. Veremos alguns problemas que não podiam ser explicados
por um universo composto apenas por esses componentes2, e que fizeram necessário
considerar um componente novo, a matéria escura.

Clusters de Galáxias

Para que objetos astrofísicos do nosso universo possam girar e orbitar, a força
gravitacional deve equilibrar a energia que o objeto em movimento possui. Como
sabemos de mecânica básica, quanto maior a velocidade de rotação de um objeto,
maior deve ser a força gravitacional para mantê-lo em órbita.

Em 1933, Fritz Zwicky, estudando o aglomerado de galáxias Coma, utilizou o
teorema do virial, que relaciona a energia cinética média de um sistema com sua
energia potencial total, observou que a massa inferida da matéria luminosa nas galáxias
era várias vezes menor que a massa gravitacional calculada pelo teorema. Para que
o sistema estivesse em equilíbrio deveria haver um componente com massa que não
interagisse com os fótons, foi assim que Fritz Zwicky criou o termo “matéria escura”
que seria responsável por manter o aglomerado de galáxias firmemente unido.

Curvas de rotação

Na década de 1970, Vera Rubin e Kent Ford estudando a velocidade de rotação
de estrelas na galáxia de Andrômeda observaram que a velocidade dessas estrelas
permaneceu aproximadamente constante independentemente da distância entre elas e
o centro da galáxia. Segundo a dinâmica Newtoniana, esperamos que a velocidade
das estrelas caia a medida que você se move do centro de massa de uma galáxia para
suas bordas externas. Muitas outras observações de curvas de rotação de estrelas em
galáxias espirais mostraram o mesmo.

As curvas de rotação de galáxias podem ser explicadas se assumirmos que as galá-
xias não são compostas apenas pela matéria visível, mas que grande parte da massa
das galáxias esteja em um “halo” de matéria escura difusa que se estende bem além
das bordas da matéria luminosa.

Observações de galáxias e suas curvas de rotação3 provindas do campo gravitaci-
onal mostraram, na época, a necessidade de uma forma de matéria não bariônica no
universo (Fig. (1.2)), a matéria escura (dark matter DM)4.

Considerando a lei da gravitação de Newton sabemos que a força exercida pelas
massas de uma galáxia a um ponto de teste distando |r| do centro da mesma é a força
gravitacional

2https://medium.com/starts-with-a-bang/five-reasons-we-think-dark-matter-exists-
a122bd606ba8

3Curva de rotação: velocidade circular em função da distância de um ponto qualquer ao centro da
galáxia estudada. Como veremos, ela fornece uma poderosa ferramenta para estudar a distribuição
de massa de galáxias pois depende apenas do seu potencial gravitacional.

4Hoje sabemos que podemos assumir a existência de uma matéria bariônica neutra que permeia
a galáxia e compõe a DM.
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Figura 1.2: Contribuição da matéria escura na galáxia espiral NGC-3198. Figura
retirada de [13]

~Fg = −dφ(r)

dr

~r

r
= −GM(r)

r2

~r

r
.

Vamos analisar do ponto de vista newtoniano a curva de rotação das galáxias. Para
uma órbita aproximadamente circular a força gravitacional, apresentada acima, deve
ser igual à força radial (Fr = −v2/r), para que não haja perda de massa ou colapso.
Dessa forma, a velocidade da partícula teste para que isso aconteça é

v =

√
GM(r)

r
. (1.10)

A massa que podemos observar visivelmente se concentra próximo ao centro das
galáxias, é de se esperar que se tomarmos uma distância muito grande a massa dentro
da circunferência formada por essa distância se aproxima de uma constante, e as
velocidades devem cair com r−1/2. Dados observacionais de galáxias mostram que isso
não ocorre, a velocidade se mantém constante.

A distribuição de DM pela distância radial do centro da galáxia é dada empirica-
mente pelo perfil de Navarro–Frenk–White (NFW)

ρ(r) =
ρh

r
rh

(
1 + r

rh

)2 ,
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onde ρh e rh são respectivamente a densidade e o raio do halo. Nesse perfil de densidade
ρ ∝ r−1 com r << rh, e ρ ∝ r−3 com r >> rh. A massa até um certo raio r é dada
por

M(r) =

∫ r

0

4πρ(r′)r′2dr′ = 4πρhrh

∫ r

0

r′(
1 + r′

rh

)dr′ ,
fazendo uma mudança de variável y′ = r′/r200 e definindo o parâmetro de concentração
c ≡ r200/rh, temos:

M(r) = 4πρhr
3
h

[
ln

(
1 +

r

rh

)
−
(

r

rh + r

)]
,

Para o caso em que r = r200,

M(r200) =
800

3
πρhr

3
200 ,

ρh =
200

3
ρcc

3

[
ln (1 + c)−

(
c

1 + c

)]−1

.

Com essa massa é possível, utilizando a Eq.(1.10), calcular a contribuição do halo
na velocidade de rotação.

CMB

No início do universo a matéria exercia uma força gravitacional com direção ao
centro da distribuição de matéria enquanto que os fótons realizavam uma pressão para
fora dessa distribuição. A atuação dessas duas forças fazia com que a matéria e os
fótons oscilassem para dentro e para fora dessas regiões densas deixando marcas na
história do universo. Uma forma de observar a história do universo é olhar para a
Radiação Cósmica de Fundo (em inglês Cosmic Microwave Background, CMB), ela
representa uma “fotografia” do nosso universo no decorrer do tempo. A existência da
matéria escura deixaria padrões na CMB pois ela se aglomera em regiões densas e
contribui para o colapso gravitacional da matéria, mas não é afetada pela pressão dos
fótons.

O espectro de energia da CMB nos mostra essas oscilações para diferentes quanti-
dades de fótons e matéria. A sonda Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP)
nos deu a primeira medida do espectro de potência da CMB através do primeiro pico
de oscilações. O modelo que melhor explica esse espectro é o que assume a existência
da matéria escura. Ele tem uma previsão precisa para a equação de estado da DM.

Bullet Cluster

O Bullet Cluster é na verdade dois clusters de galáxias que passaram por uma coli-
são em alta velocidade, fazendo com que o conteúdo de cada cluster se mesclasse. Em
2006, observações do Hubble Space Telescope (HST) e do Chandra X-ray Observatory
permitiram medir a localização da massa do aglomerado após a colisão pelo método
de observações óticas de emissão de raios X e lentes gravitacionais.
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É possível saber que os dois clusters acabaram de colidir pela astronomia de raios-
X, pois um gás extremamente quente de partículas permeia o espaço entre cada galáxia
em um cluster.

A lente gravitacional funciona pois sabemos, da Relatividade Geral, que a curvatura
do espaço-tempo altera não só a trajetória de partículas de matéria mas também a
dos fótons. Observando essas imagens alteradas como se fossem por lentes, é possível
ver onde está essa lente e sua massa.

Se os aglomerados fossem compostos apenas pelas partículas do Modelo Padrão, a
localização da massa calculada por observações óticas seria a mesma da calculada a
partir das lentes gravitacionais. Mas isso não foi observado no Bullet Cluster. Observa-
ções visuais nos dizem que a matéria deveria estar concentrada na região em vermelho
da 1.3, enquanto que a distribuição de massa das lentes gravitacionais mostra que há
muita massa concentrada nas duas regiões azuis, que são distintas da região vermelha.

Figura 1.3: Foto de um Bullet Cluster retirada pela NASA.

A matéria escura pode explicar esse fato. Acredita-se que a interação entre a
matéria escura e o resto das partículas seja menor do que a interação entre a matéria
comum e as outras partículas, por esse motivo, durante a colisão dos clusters a matéria
escura passou por outras partículas, enquanto que as matérias luminosas acabaram se
chocando entre si, desacelerando, se concentrando no meio da colisão, se aquecendo, e
por fim, se separando da matéria escura.

Formação em Estruturas em Larga Escala (LSS)

Observações de estruturas em larga escala, como por exemplo as obtidas pelo
telescópio Sloan Digital Sky Survey (SDSS), mostram que o universo não deveria estar
distribuído como está, pois, como já discutido, antes da CMB a matéria bariônica e os
fótons oscilavam, então a matéria não era capaz de se aglomerar em objetos densos, e
depois da CMB não teriam tempo para formar as estruturas que vemos hoje em larga
escala. Diferente dos fótons e da matéria bariônica, a matéria escura não participava
da oscilação, então, mesmo antes da CMB, ela poderia se aglomerar em alguns pontos
criando regiões de maior densidade em que atraíram a matéria bariônica após a CMB,
dando origem ao que observamos hoje.
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Além dessas cinco evidências da existência da matéria escura conhecemos outras
como a Big Bang Nucleosynthesis (BBN) que nos fornece a parcela de Hidrogênio e
Hélio do universo, e diz que a matéria bariônica não explica o conteúdo total de matéria
do universo, e que a matéria escura não pode ser composta por prótons e nêutrons;
floresta de Lyman-alpha, nos dão informações sobre a localização de aglomerados de
matéria escura, bem como quanta energia as partículas de energia escura podem ter.

Passamos então a considerar mais um componente no universo, que é matéria
escura. Até esse ponto, o universo era constituído por radiação, e matéria (matéria
bariônica e matéria escura).

1.1.3 Evolução do universo de um fluido perfeito

Vamos resolver as equações de Einstein com κ = 0. A primeira Eq. de Friedmann
pode ser escrita como

H2 =
1

3M2
P

ρ , (1.11)

onde
M2

P =
1

8πG
. (1.12)

e a segunda Eq. de Friedmann

Ḣ = − 1

2M2
P

(1 + w)ρ . (1.13)

Dividindo a Eq. (1.13) pela Eq. (1.11) temos

H−2 dH = −3

2
(1 + w)dt , (1.14)

integrando os dois lados

H =
2

3(1 + w)(t− t0)
. (1.15)

Partindo da definição do parâmetro de Hubble

ȧ

a
= H , (1.16)

podemos utilizar a Eq. (1.15) para obter

a ∝ (t− t0)
2

3(1+w) , (1.17)

A evolução da densidade de energia pode ser obtida a partir da equação de movi-
mento

ρ̇+ 3H(1 + w)ρ = 0 . (1.18)

Escrevendo o parâmetro de Hubble em função do fator de escala da métrica, assim

1

ρ
dρ = −3(1 + w)

1

a
da , (1.19)
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que implica em
ρ ∝ a−3(1+w) , (1.20)

Notamos que a gravidade Newtoniana não consegue explicar a expansão acelerada.
Vamos considerar uma esfera homogênea cujo raio e densidade de energia são a e ρ,
respectivamente. A equação de Newton para o movimento de uma partícula pontual
com massa m nessa esfera é dada por

mä = −Gm
a2

(
4πa3ρ

3

)
⇒

ä

a
= −4πG

3
ρ . (1.21)

Então, a gravidade Newtoniana apenas explica uma expansão desacelerada do uni-
verso.

Veremos adiante que um caso importante para a cosmologia é quando ρ é constante,
e isso ocorre, segundo a Eq. da continuidade, para w = −1, pois nesse caso ä/a < 0
para ρ > 0, e esperamos que essa condição da densidade de energia seja sempre válida.
Nesse caso, o parâmetro de Hubble também é constante pela primeira equação de
Friedmann, nos fornecendo a evolução do fator de escala

H ≡ ȧ

a
⇒

Hdt =
da

a
. (1.22)

Para o caso em que H=cte,

Ht ∝ ln a (1.23)
a ∝ eHt . (1.24)

Representa um universo de de-Sitter.
Para o caso em que H não é uma constante o fator de escala do universo evolui

segundo
a(t) ∝ t

2
3(1+ω) , (1.25)

onde a equação de estado ω ≡ P/ρ é constante no tempo. Essas equações não são
válidas para ω = −1. Veremos o que fazer nesse caso.

Utilizando as equações acima obtidas podemos ver, para cada componente, como
que a densidade de energia evolui, qual o valor da equação de estado, e como o fator
de escala evolui para cada era dominada para algum dos componentes do universo.

O universo em que vivemos é composto por três “grupos” de componentes: o pri-
meiro deles é a matéria não relativística, composta por bárions5 e matéria escura (seção
1.1.2); o segundo é o da radiação, ou matéria relativística; o terceiro e último com-
ponente foi introduzido no nosso universo para que a teoria represente bem o mesmo,
esse componente é a energia escura.

5Apesar de serem léptons, consideramos aqui os elétrons também.
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A densidade de energia dos dois primeiros grupos pode ser calculada considerando
os seguintes fatos:

• Matéria não relativística: quando o fator de escala for pequeno, a densidade é
necessariamente grande. Como a densidade é inversamente proporcional ao volume
para a massa bariônica ela é proporcional a a−3. Nesse caso ω = 0.

• Radiação (matéria relativística): A densidade de energia da radiação é dada pela
densidade de partículas de radiação multiplicada pela média de energia por partícula.
A densidade é proporcional a a−4. Nesse caso ω = 1/3.

Aplicando as densidades de energia obtidas anteriormente na equação de Fried-
mann (A.18), é possível calcular o fator de escala para o nosso universo. Para a
matéria não relativística a(t) ∝ t2/3. Para a matéria relativística a(t) ∝ t1/2. Para a
energia no vácuo a(t) ∝ exp(Ht).

Desde que o universo esteja expandindo ele deve ser menor no passado e mais
denso. De ρm ∝ a−3 e ρr ∝ a−4, vimos que a radiação decai mais rápido que a matéria
para o universo em expansão. Assim sendo, em algum ponto do passado, o universo
era dominado por radiação. Voltando no tempo, o universo era muito denso e portanto
quente e relativamente pequeno. O início do universo é geralmente chamado de “big
bang”, dá uma imagem de uma vasta explosão quando a evolução do universo começou.

Parece muito provável que o universo também sofreu um período de expansão ace-
lerada no seu início, similarmente ao que aconteceu, e acontece, em tempos posteriores
devido ao termo cosmológico. Essa época inicial de expansão acelerada é chamada de
inflação.

Grosseiramente falando, o modelo standard de cosmologia pode ser resumido numa
sucessão das seguintes dominações de eras: radiação→ matéria→ termo cosmológico.

Agrupando o que foi visto até agora, temos

• Matéria relativística (radiação): fótons e neutrinos

– ρr ∝ a−4

– ω = 1/3

– a(t) ∝ t1/2

• Matéria não relativística (poeira): matéria bariônica e matéria escura

– ρm ∝ a−3

– ω = 0

– a(t) ∝ t2/3

Que pode ser visto graficamente em Fig. (1.1.3).
O modelo em que se considera a existência apenas da radiação, da matéria bariônica

e da matéria escura não consegue descrever todas as observações. A partir de agora
estudaremos as evidências da energia escura e serão apresentados os problemas de se
representar a energia escura pela constante cosmológica.
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Figura 1.4: Evolução da densidade de energia pelo fator de escala [10].

1.2 Evidências observacionais da DE

1.2.1 Energia, redshift e a lei de Hubble

A expansão do universo permite derivar o quadrimomento para definir o redshift.
Vamos começar tomando a geodésica de uma partícula sem massa, ou seja, um fóton

dP µ

dλ
+ ΓµνσP

νP σ = 0 ,

onde o quadrimomento é dado por P µ =
(
E, ~P

)
= dxµ/dλ. Usando a regra da cadeia

podemos reescrever a geodésica de um fóton como

E
dP µ

dt
+ ΓµνσP

νP σ = 0 . (1.26)

Considerando o caso em que µ = 0 e calculando o símbolo de Christoffel temos

E
dE

dt
+ δij a ȧ P

iP j = 0 ,

onde os índices latinos ı,  são espaciais.
Lembrando que a norma do momento para uma partícula é dada por ‖ P ‖2= m2,

para esse caso em que m = 0 temos
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‖ P ‖2= m2 ⇒ gµνP
µP ν = 0⇒ E2 = δijP

iP j .

Aplicando esse termo na equação da geodésica, temos

dE

E
= −da

a
,

cuja solução é:

E(t) ∝ a−1(t) .

A energia das partículas diminui com a expansão do universo. Com esse resultado
e com o conhecimento de mecânica quântica de que E = hν = h/λ, onde E é a
energia do fóton, h é a constante de Plank, ν é a frequência de onda da radiação e
λ o comprimento de onda, podemos escrever o comprimento de onda em função da
expansão do fator de escala do universo,

λ(t) = ha(t) .

Em 1998 a expansão acelerada do universo foi observada por dois grupos que
mediram Supernovas do tipo Ia (SN Ia) [14–16]. Geralmente usamos o redshift para
descrever a evolução do universo, isso se relaciona com o fato da luz emitida por
um objeto estelar se deslocar para o vermelho devido à expansão do universo. Se

o universo estiver em expansão, ou seja,
da

dt
> 0, o comprimento de onda medido

por um observador parado em um dado referencial não é o mesmo que o medido por
um observador que vê a fonte de radiação se afastando. O comprimento de onda λ
cresce proporcionalmente com o fator de escala a, seu efeito pode ser quantificado pela
definição do redshift

1 + z =
λ0

λ
=
a0

a
, (1.27)

onde o subescrito zero denota que as quantidades são obtidas hoje, λo é o comprimento
de luz da radiação observado, e λ o comprimento emitido. No passado o tempo emitido
é menor que t0, onde t0 representa o tempo hoje. Como a(t0) = 1, o redshift é dado
por

1 + z =
1

a
, (1.28)

onde z0 = 0. O redshift é utilizado para medir o distanciamento de um objeto em
relação a nós.

Hoje existem boas evidências de que o universo está em expansão acelerada, ou
seja, não só distâncias entre corpos “estacionados” aumentam conforme o tempo mas
a velocidade desse distanciamento também. Por causa da possibilidade da alteração
da métrica de um universo é necessário introduzir o fator de escala. A relação entre a
distância própria e a distância comóvel x, distância esta vista por um observador em
queda livre, é dada por

d = a(t)x , (1.29)
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se o objeto só possui velocidade de expansão, então
dx

dt
= 0, e sua velocidade

total de afastamento será de v(t) =
d

dt
(d). Pela (1.29), temos a lei de Hubble

v =
d

dt
(a(t)) · x+ d · d

dt
(x)

=
d

dt
(a(t)) · x

≡ H(t)d , (1.30)

onde H(t) é o parâmetro de Hubble, H ≡ ȧ(t)

a(t)
. Note que o parâmetro de Hubble

depende do tempo, portanto não é constante no tempo. O que é constante é a
constante de Hubble H(t0) = H0. Esse valor é estimado em H0 = 73.8± 2.4km(s ·
Mpc)−1.

1.2.2 Distâncias

Chamamos de coordenadas comóveis da métrica de FLRW, as coordenadas em
que as partículas seguem o movimento dos observadores típicos da métrica (1.1), ou
seja, em queda livre local. Devido ao símbolo de Christoffel não ser invariante e mudar
com o observador, para satisfazer a condição acima vamos fixar algum(ns) índice(s) e
igualar o símbolo de Christoffel da métrica à zero. Vamos escolher um caso que facilite
as contas, Γµ00 = 0.

Pelo fato do intervalo de tempo próprio ser dado por ds =
√
gµνdxµdxν , para

um relógio comóvel ds não depende da variação de espaço, pois esta variação será igual
a zero. Portanto, nese caso o intervalo de tempo próprio é ds = dt, onde o tempo é
medido no referencial em repouso de um relógio comóvel. Definimos o tempo próprio
onde ds2 = −dt2 por dτ 2 = dt2.

O fator de escala pode ser utilizado para calcular a distância comóvel percorrida
por um raio de luz (fóton). Para um fóton ds2 = 0, o que implica em dl = dτ/a = dt/a,
onde dl é a parte espacial de (1.1). A distância total entre dois instantes ti e tf é escrita
por

χ =

∫ tf

ti

dt′

a(t′)
. (1.31)

Utilizando a distância comóvel (1.31) é possível calcular uma distância muito im-
portante chamada de horizonte comóvel, ou tempo conforme.6 O horizonte comó-
vel é calculado para um fóton, na ausência de interações, que começou a sua trajetória
no início do universo, em ti = 0,

6Em cosmologia padrão, estando o espaço em expansão, a distância é uma grandeza dinâmica
que altera-se no tempo. Para definir a distância entre pontos distantes arbitrariamente, tem-se que
especificar dois parâmetros: os pontos e uma curva específica que os conecte. A distância entre os
pontos pode ser encontrada pelo comprimento desta curva de conexão. A distância comóvel define esta
curva de conexão como uma curva de tempo cosmológico constante. Operacionalmente, as distâncias
comóveis não podem ser diretamente medidas por um simples observador com as limitações da Terra,
pelo fato de existirem interações que interferem nas medições.
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η ≡
∫ t

0

dt′

a(t′)
, (1.32)

Essa é uma distância importante pois nada pode ter percorrido uma distância
maior que o horizonte comóvel.

Para um universo plano, o fluxo observado de apenas uma fonte situada a uma
distância comóvel χ(a) (1.31), é dado por (ver seção 1.4 de [2])

F (a) =
La2

4π χ(a)2
(1.33)

onde L é a luminosidade da fonte emissora e a2 no numerador serve para corrigir a
diferença entre a luminosidade L0 de hoje e da época da emissão. De acordo com a
(1.28), λ0 = λ/a(t), e sabendo que a energia de um fóton é inversamente proporcional
ao comprimento de onda, temos que E0 = a(t)E. Por outro lado ds = 0. Pelo fato
de que no passado a(t) era menor do que é hoje, a partir de (1.31) podemos ver que a
distância comóvel percorrida por um fóton em um intervalo de tempo fixo era maior no
passado do que hoje. Isso implica que, o número de fótons passando por uma esfera
de raio comóvel χ(a(t)) é menor hoje do que no passado, por um fator de a(t). A
luminosidade para cada comprimento de onda é dada por

Lλ = nλEλ , (1.34)

onde nλ é o número de fótons com o comprimento de onda igual a λ e Eλ é a energia
de cada fóton com esse comprimento de onda. Integrando a equação (1.34), temos a
luminosidade total

L =

∫ λ

Lλ′dλ
′ .

Pelas condições discutidas acima, a luminosidade é menor que a emitida por um
fator a(t)2 → L0 = a(t)2L.

Outro conceito importante como ferramenta observacional é a medida de distância
no background em expansão. Podemos medir a distância comóvel que não se altera
com a expansão do universo, e a distância física que varia com o fator de escala.
Outra forma de medir distância é utilizando a luminosidade de objetos estelares, que é
chamada de distância de luminosidade, dL, que para um universo plano é definida
como

dL(a) ≡ χ(a)

a
. (1.35)

Generalizando a equação do fluxo de energia

F (a) =
L

4πdL(a)2
, (1.36)

no espaço-tempo de Minkowski, onde Ls é a luminosidade absoluta da fonte e d a
distância entre a fonte e o observador, para um universo em expansão, a distância



1.2 Evidências observacionais da DE 23

luminosa é definida como

dL(a) =

√
L

4πF (a)
. (1.37)

Vamos considerar um objeto localizado a uma distância χs do observador com uma
luminosidade absoluta igual a Ls. A energia de luz emitida do objeto em um intervalo
de tempo ∆t1 é ∆E1, e a energia medida pelo observador é ∆E0. Essas energias são
proporcionais às frequências da luz no ponto observado, então, dizemos que ∆E1 ∝ ν1

e ∆E0 ∝ ν0, o que implica em

Ls =
∆E1

∆t1
, L0 =

∆E0

∆t0
. (1.38)

A velocidade da luz é constante em qualquer ponto, c = ν1λ1 = ν0λ0, portanto

λ0

λ1

=
ν1

ν0

=
∆t0
∆t1

=
∆E1

∆E0

= 1 + z . (1.39)

Combinando as duas equações acima obtemos

Ls = L0(1 + z)2 . (1.40)

A luz viajando ao longo da direção χ satisfaz a equação da geodésica ds2 = −dt2 +
a2(t)dχ2 = 0. Obtemos assim

χs =

∫ χs

0

dχ (1.41)

=

∫ t0

t1

dt

a(t)
(1.42)

=
1

a0H0

∫ z

0

dz′

h(z′)
, (1.43)

onde definimos h(z) ≡ H(z)/H0, e usamos que 1 + z =
a0

a
, portanto

ż = −a0

a2
ȧ (1.44)

= −a0

a
H (1.45)

= −(1 + z)H (1.46)

Utilizando a métrica geral

ds2 = −dt2 + a2(t)
[
dξ2 + f 2

k (ξ)
(
dθ2 + sen2θdθ2

)]
,

onde

fk(ξ) =


sen(ξ), para k = +1;
ξ, para k = 0;
senh(ξ), para k = −1,
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a área da esfera em t = t0 é dada por

S = 4π(a0 fk(χs))
2 , (1.47)

portanto

F =
L0

4π(a0 fk(χs))2
. (1.48)

Substituindo as Eqs. (1.43) e (1.48) na Eq. (1.37), obtemos a distância luminosa em
um universo em expansão

dL = a0 fk(χs)(1 + z) . (1.49)

No background de FLRW com fk(χ) = χ, utilizando a Eq. (1.43) obtemos

dL =
1 + z

H0

∫ z

0

dz′

h(z′)
. (1.50)

Portanto, a taxa de Hubble pode ser obtida a partir da distância de luminosidade

H(z) =

[
d

dz

(
dL(z)

1 + z

)]−1

. (1.51)

Dessa forma, se pudermos medir a distância de luminosidade conseguimos saber qual
é a taxa de expansão do universo.

A densidade de energia ρ nas equações de Friedmann, para mais de um fluido,
componente, inclui a densidade de energia de cada componente do universo

ρ =
∑
i

ρ
(0)
i (a/a0)−3(1+wi) , (1.52)

em função do redshift

ρ =
∑
i

ρ
(0)
i (1 + z)3(1+wi) , (1.53)

onde ρi e wi correspondem a densidade de energia e equação de estado de cada com-
ponente do universo, respectivamente. Utilizamos a Eq. (1.27).

Considerando um universo formado de mais de um componente, o parâmetro de
Hubble pode ser escrito como

H2 = H2
0

∑
i

Ω
(0)
i (1 + z)3(1+wi) , (1.54)

onde de observações do HST H0 = 67.37 ± 0.54 km s−1 Mpc−1 [17], e o parâmetro de
densidade para cada componente individual para a época presente é definido como

Ω
(0)
i ≡

8πGρ
(0)
i

3H2
0

=
ρ

(0)
i

ρ
(0)
c

, (1.55)

em que

ρ(0)
c ≡

3H2
0

8πG
. (1.56)
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Aplicando a Eq. (1.54) na Eq. (1.50), obtemos a distância de luminosidade em um
universo plano

dL =
1 + z

H0

∫ z

0

dz′√∑
i Ω

(0)
i (1 + z′)3(1+wi)

. (1.57)

Na Fig. (1.5) plotamos a distância luminosa Eq. (1.57) para um universo plano
com apenas dois componentes, matéria (wm = 0) e constante cosmológica (wΛ = −1),
temos Ω(0)

m + Ω
(0)
Λ = 1. Podemos notar que para valores pequenos de z, a distância de

luminosidade é aproximadamente dL ' z/H0. Quanto maior o valor do parâmetro de
densidade da constante cosmológica maior é a distância de luminosidade.

Figura 1.5: Distância luminosa dL em unidades de H−1
0 para um universo plano com

um fluido não relativístico (wm = 0) e constante cosmológica (wΛ = −1). Foi plotado
H0dL para vários valores de Ω

(0)
Λ [18].

Vamos definir agora o módulo da distância, denotada por µ, como sendo a
diferença entre a magnitude aparente m e a absoluta M de uma fonte,

µ ≡ m−M = 5log10

(
dL

1Mpc

)
+K , (1.58)
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onde K ≡ 25 é a correção para o deslocamento do espectro para dentro ou para fora
do intervalo de comprimentos de onda medido. Para escrever dL em Mpc, devemos

lembrar que a =
1

1 + z
e
dz

dt
= −(1 + z)H, então χ(z) = c

∫ z

0

dz′

H(z′)
e dL(z) =

c(1 + z)

∫ z

0

dz′

H(z′)
. Utilizando a Eq. (1.50) podemos escrever

µz = 5log10

[
c(1 + z)

∫ z

0

dz′

H(z′)

]
+ 25 . (1.59)

Da equação acima vemos que o parâmetro de Hubble depende do conteúdo de
energia do universo. Para um universo plano e composto somente por matéria e por
uma constante cosmológica, energia escura, da (A.18) obtemos que

H(z) = H0

√
ΩΛ + Ωm0(1 + z)3 , (1.60)

onde Ωλ é a densidade relativa de energia associada a constante cosmológica, e Ωm0 a
densidade relativa de energia atual da matéria. Assim podemos comparar as predições
teóricas dadas pela (1.59), com as distâncias em módulo de dois objetos luminosos em
diversos redshifts.

A distância própria s, medida a partir da origem, de um objeto na posição do
raio comóvel r, pela (1.1) é de

s = a(t)

∫ r

0

dr′√
1− κr′2

= a(t)×


arcsen(r) se κ = 1
arcsenh(r) se κ = −1
r se κ = 0

(1.61)

Note que o fator de escala a(t) determina a distância medida por um observador
típico entre dois objetos comóveis quaisquer cuja separação em coordenadas comóveis
é r.

1.2.3 Restrições de SN Ia

Supernovas do tipo Ia (SN Ia) podem ser observadas quando estrelas binárias de
anãs brancas excedem a massa limite de Chandrasekhar e explodem. Acreditam que
as SN Ia são formadas da mesma forma independente de onde estejam no universo, por
essa razão elas possuem a mesma magnitude absolutaM , independente do redshift z, e
isso as transformam em velas padrões do universo. É possível relacionar a magnitude
absoluta, M , com a magnitude aparente, m, e a distância luminosa de uma SN Ia
utilizando a expressão (1.58) [19–21]. Portanto, observando a magnitude aparente m
é possível calcular a distância de luminosidade dL e assim conhecer a evolução da taxa
de expansão do nosso universo.

A Fig. (1.6) e a Fig. (1.7) representam o diagrama de Hubble para distâncias de
supernovas Tipo Ia, as velas padrão (objetos cujo brilho intrínseco é sempre o mesmo).

A ideia mais popular é que a matéria escura consiste de partículas elementares
produzidas no primeiro momento do Big Bang.

Nos aglomerados de galáxias, em geral, a matéria escura e a bariônica estão mis-
turadas. As medidas indicam que a matéria escura representa cerca de 75% da massa
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Figura 1.6: Mostra a magnitude aparente pelo redshift (um indicador de distância)
do diagrama de Hubble para distâncias de supernovas Tipo Ia. As linhas mostram
diferentes predições para energias dos componentes do universo. A definição de cada
linha está explicada na legenda de Fig. (1.7). Figura retirada de [3]
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Figura 1.7: Apresenta os resíduos para o diagrama de Hubble para distâncias de
supernovas Tipo Ia. É fácil ver que os dados sugerem um universo composto por
matéria com apenas aprox. 27% da densidade crítica, e com a energia escura sendo
representada pela constante cosmológica, com densidade de aprox. 68% da densidade
crítica. Figura retirada de [3]

das galáxias, enquanto que os outros 25% são representados pela matéria bariônica.
Dados observacionais nos mostram que cerca de 90% da massa bariônica esta na forma
de gás quente entre as galáxias, e aproximadamente 10% está dentro das galáxias em
forma de estrelas e gás.

Para entendermos como trabalhar com SN Ia, vamos pegar um exemplo de duas
supernovas [14]

SN Ia característica do redshift redshift (z) magnitude aparente (m)
1992P baixo 0.026 16.08
1997ap alto 0.83 24.32

Como a SN Ia está em baixo redshift, já vimos que dL(z) ' z/H0 para z �
1. Substituindo sua magnitude aparente e o redshift na Eq. (1.58), obtemos que a
magnitude absoluta é M = −19.09, onde utilizamos h = 0.72. Vamos agora analisar
a SN Ia 1997ap. Por serem todas SN Ia, a magnitude dessa supernova também é
M = −19.09. Substituindo a magnitude aparente, a magnitude absoluta e o redshift
na Eq. (1.58), obtemos que H0 dL ' 1.16.

Da Eq. (1.57) é possível calcular, para a SN Ia 1997ap, o valor deH0 dL em z = 0.83
para dois arranjos de densidade de energia dos componentes do universo, Ω(0)

m = 1 e
Ω(0)
m = 0.3 com Ω

(0)
Λ = 0.7. Obtemos, respectivamente, H0 dL ' 0.95 e H0 dL ' 1.23.

Esse resultado é compatível com a Fig. (1.5) e valida o resultado de H0 dL ' 1.16
obtido para a SNIa 1997ap.

Porém dois dados é pouca coisa para validar uma teoria. Em 1998 Perlmuter et al.
[Supernova Cosmology Project (SCP)] descobriram 42 SN Ia com z = 0.16−0.62 [14], e
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fazendo a mesma análise que fizemos aqui, assumindo um universo plano (Ω(0)
m +Ω

(0)
Λ =

1) encontraram Ω(0)
m = 0.28+0.09

−0.08 (a barra de erro é 1σ), ou seja, aproximadamente 70%
da densidade de energia do universo vem da energia escura.

Em 2004 Riess et al. [22] compartilharam dados com o Hubble Space Telescope
(HST), e com a análise de 170 SN Ia disseram com um nível de 99% de certeza que
o universo passou de uma fase de desaceleração para uma fase de aceleração com
Ω(0)
m = 0.29+0.05

−0.03 (a barra de erro é 1σ).
Em [23] os dados de Tonry et al. [24] e Riess et al. [23] foram tomados para montar

um gráfico da distância de luminosidade em função do redshift comparados com curvas
teóricas obtidas da Eq. (1.57). O valor que mais se adequa aos dados experimentais é
Ω(0)
m = 0.31±0.08, que é compatível com o resultado apresentado anteriormente obtido

por Riess et al. [22].

1.2.4 Problema da coincidência

Da Eq. (1.54) o parâmetro de desaceleração, definido como q ≡ −aä/a2, é dado
por

q(z) =
3

2

∑
i Ω

(0)
i (1 + wi)(1 + z)3(1+wi)∑
i Ω

(0)
i (1 + z)3(1+wi)

− 1 . (1.62)

Para um universo plano com apenas dois componentes, matéria (wm = 0) e constante
cosmológica (wΛ = −1)

q(z) =
3

2

Ω
(0)
m (1 + wm)(1 + z)3(1+wm) + Ω

(0)
Λ (1 + wΛ)(1 + z)3(1+wΛ)

Ω
(0)
m (1 + z)3(1+wm) + Ω

(0)
Λ (1 + z)3(1+wΛ)

− 1

=
3

2

Ω
(0)
m (1 + z)3

Ω
(0)
m (1 + z)3 + Ω

(0)
Λ

− 1 . (1.63)

O valor crítico do redshift será aquele em que para qualquer valor inferior a ele o
universo está acelerado, ou seja, para z < zc temos que q < 0. Assim, fazendo
q(zc) = 0, temos

3

2

Ω
(0)
m (1 + zc)

3

Ω
(0)
m (1 + zc)3 + Ω

(0)
Λ

− 1 = 0

3Ω(0)
m (1 + zc)

3 = 2
[
Ω(0)
m (1 + zc)

3 + Ω
(0)
Λ

]
Ω(0)
m (1 + zc)

3 = 2Ω
(0)
Λ , (1.64)

que implica em

zc =

(
2Ω

(0)
Λ

Ω
(0)
m

)1/3

− 1 . (1.65)

Quando Ω(0)
m = 0.3 e Ω

(0)
Λ = 0.7, temos zc = 0.67. O problema da expansão acelerada

ocorrer aproximadamente agora ao longo de toda a história do universo, quando a
matéria e a constante cosmológica evoluíam de maneiras tão diferentes, é chamado de
problema da coincidência.
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Figura 1.8: A distância luminosa H0dL (plot log) pelo redshift z para um modelo
cosmológico plano. Os pontos pretos vem do conjunto de dados de [25], enquanto
que os pontos vermelhos mostram os dados de [26]. As três curvas mostram valores
teóricos de H0dL para (i) Ω(0)

m = 0, Ω
(0)
Λ = 1, (ii) Ω(0)

m = 0.31, Ω
(0)
Λ = 0.69, e (iii)

Ω(0)
m = 1, Ω

(0)
Λ = 0 [18, 23].

Apesar de só termos falado da utilização de SN Ia para estudar a cosmologia,
existem outros candidatos a vela padrão como Radio Galáxias e Gamma Ray Busters
(GRB), mas entrar em detalhes foge do escopo desse trabalho.

1.2.5 Idade do universo

A necessidade da existência da constante cosmológica aparece também quando
comparamos a idade do universo (t0) calculada teoricamente pela primeira equação
de Friedmann com observações da idade de populações de estrelas mais velhas (ts).
Deveríamos ter ts < t0, porém, isso só acontece se considerarmos que o universo é hoje
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dominado pela constante cosmológica.
A idade de diferentes objetos estelares antigos foi medida por alguns grupos. Por

exemplo, Jimenez et al. [27] determinou a idade de clusters Globulares da Via Láctea
como t1 = 13.5 ± 2Gyr. Richer et al. [28] e Hansen et al. [29], mediram a idade do
cluster globular M4 como sendo t1 = 12.7± 0.7Gyr. Por esses valores precisamos que
a idade do universo seja t0 > 11 − 12Gyr. O WMAP, assumindo o modelo ΛCDM
produziu um valor de t0 = 13.73+0.13

−0.17Gyr para a idade do universo [30], enquanto que a
medida mais recente foi obtida pelo Planck que obteve um valor de t0 = 13.801±0.024
Gyr [17].

Aplicando a Eq. (1.53) na primeira equação de Friedmann, obtemos

H2 = H2
0

[
Ω(0)
r (a/a0)−4 + Ω(0)

m (a/a0)−3 + Ω
(0)
Λ − Ω

(0)
K (a/a0)−2

]
, (1.66)

onde Ω
(0)
K ≡ K/(a2

0H
2
0 ). Utilizando a Eq. (1.27) podemos expressar H em termos de

z. A idade do universo pode ser escrita como

t0 =

∫ t0

0

dt

=

∫ ∞
0

dz

H(1 + z)

=

∫ ∞
0

dz

H0x
[
Ω

(0)
r x4 + Ω

(0)
m x3 + Ω

(0)
Λ − Ω

(0)
K x2

]1/2
, (1.67)

onde x(z) ≡ 1 + z. Pelo fato da radiação ter sido dominante apenas no início do
universo por um período curto comparado à idade total dele, e depois disso não ter
sido muito relevante, podemos ignorá-la na Eq. (1.67). Vamos então calcular a idade
do universo assumindo que Ωr = 0 para os casos

• universo plano dominado por matéria: Ω
(0)
Λ = 0, Ω

(0)
K = 0 e Ω(0)

m = 1;

• universo aberto: Ω
(0)
Λ = 0 e Ω(0)

m < 1;

• universo plano com constante cosmológica: Ω
(0)
Λ 6= 0, Ω

(0)
K = 0 e Ω(0)

m < 1.

Vamos primeiramente estudar os casos em que não consideramos a constante cos-
mológica, para depois vermos como ela ajuda a explicar a idade do universo. Consi-
derando então Ω

(0)
Λ = 0, da Eq. (1.66) temos Ω

(0)
K = Ω(0)

m − 1, o que implica na idade
do universo, a partir da Eq. (1.67), de

H0t0 =

∫ ∞
0

dz

(1 + z)2
[
1 + Ω

(0)
m z
]1/2

. (1.68)

• Para um universo plano (Ω(0)
K = 0 e Ω(0)

m = 1) sem constante cosmológica (Ω(0)
Λ =

0), obtemos

t0 =
2

3H0

. (1.69)
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De observações do projeto Planck [17] o valor atual do parâmetro de Hubble é

H0 = 67.37± 0.54 km s−1 Mpc−1 , (1.70)

que é consistente com observações da CMB [14] e estruturas em larga escala (do
inglês Large-scale Structure, LSS) [31, 32]. Substituindo o parâmetro de Hubble
(1.70) na expressão para idade do universo (1.69), obtemos para esse modelo t0 =
8 − 10Gyr. Portanto, a idade de um universo plano sem constante cosmológica
não está entre o intervalo aceito pelos dados do Planck de t0 = 13.801 ± 0.024
Gyr [17].

• No modelo de universo aberto (Ω(0)
m < 1), e sem constante cosmológica (ΩΛ = 0),

a Eq. (1.68) nos mostra que a idade do universo será maior que a do caso em que
Ω(0)
m = 1, pois com menos matéria a interação gravitacional levaria mais tempo

para diminuir a taxa de expansão para seu valor atual. A Eq. (1.68) fornece
para os seguintes valores assintóticos

Ω(0)
m → 0 ⇒ H0t0 → 1 , (1.71)

e
Ω(0)
m → 1 ⇒ H0t0 →

2

3
(1.72)

Observações da CMB [30] nos dizem que o universo é aproximadamente plano
|Ω(0)

K | = |Ω
(0)
m − 1| � 1, mas para esse caso, com Ω(0)

m ' 1, a Eq. (1.72) não nos
dá uma idade para o universo no intervalo t0 = 13.801 ± 0.024 Gyr como visto
na Fig. (1.9).

• Vamos agora considerar um universo plano (K0 = 0 e Ω(0)
m + Ω

(0)
Λ = 1) com a

existência da constante cosmológica (Ω(0)
Λ 6= 0). Nesse caso a Eq. (1.67) nos

fornece

H0t0 =

∫ ∞
0

dz

(1 + z)
[
Ω

(0)
m (1 + z)3 + Ω

(0)
Λ

]1/2

=
2

3

√
Ω

(0)
Λ

ln

1 +

√
Ω

(0)
Λ√

Ω
(0)
m

 . (1.73)

Os valores assintóticos são

Ω(0)
m → 0 ⇒ H0t0 →∞ , (1.74)

e
Ω(0)
m → 1 ⇒ H0t0 →

2

3
. (1.75)

Na Fig. (1.9) foi plotado a idade do universo t0 pelo parâmetro de densidade
Ω(0)
m . Quando Ω(0)

m = 0.3 e Ω
(0)
Λ = 0.7 temos t0 = 0.964H−1

0 , que corresponde
a t0 = 13.1Gyr. O modelo de universo plano com constante cosmológica sendo
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Figura 1.9: A idade do universo (em unidades de H−1
0 ) é plotada contra Ω(0)

m para (i)
um modelo plano com Ω(0)

m + Ω
(0)
Λ = 1 (curva sólida) e (ii) um modelo aberto (curva

tracejada). Também foi mostrado o limite t0 = 11Gyr vindo do limite de estrelas
velhas. A região acima dessa borda é permitida por consistência. Esse condição
suporta fortemente a evidência de energia escura [18].

responsável por uma idade do universo próxima das observações de t0 = 13.801±
0.024 Gyr, faz com que o modelo seja mais fortalecido.

Na Fig. (1.9) percebemos que tanto o modelo de universo plano com constante
cosmológica quanto o modelo de universo aberto sem constante cosmológica con-
seguem fornecer uma idade para o universo que fica próxima o valor obtido pelo
Planck de t0 = 13.801± 0.024 Gyr [17].

1.2.6 Condições de CMB e LSS

Observações independentes da CMB [30] e estruturas em larga escala (LSS) [31,
32] apoiam idéias de um universo dominado pela energia escura. Anisotropias da
CMB observadas pelo COBE em 1992 e pelo WMAP em 2003 exibem um espectro
quase invariante em escala das perturbações primordiais, que concorda com previsões
da cosmologia inflacionária. Weinberg [33] construiu uma expressão analítica para a
posição do primeiro pico do espectro de potências que depende da distribuição das
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densidades de energia no background entre a matéria e a constante cosmológica. O
primeiro pico acústico está por volta de l = 200, restringindo a curvatura do universo
em |1− Ωtotal| = 0.030+0.026

−0.025 � 1.
Combinando dados da CMB [30], onde foi assumido que wDE = −1, com dados

do Supernova Legacy Survey (SLS), obtemos que Ω
(0)
K = −0.015+0.02

−0.016, consistente com
um universo plano. Combinando esses dados com os dados de H0 obtidos no HST,
temos Ω

(0)
K = −0.010+0.016

−0.009 e Ω
(0)
Λ = 0.72± 0.04.

Dados de SN Ia, CMB (WMPA1) e clusters de galáxias em larga-escala, reforçam
a necessidade de que o universo seja dominado por Ω

(0)
Λ ' 0.7 e Ω(0)

m = 0.3. A matéria
bariônica é responsável por apenas 4% de toda a matéria contida no universo. O
resto da matéria (27%) é originado de um componente não luminoso sem natureza
bariônica, mas com equação de estado w = 0, conhecida como Cold Dark Matter
(CDM). A energia escura é distinguida da matéria escura pelas suas equações de
estado, permitindo que o universo esteja em expansão acelerada.

O cenário onde a energia escura é representada pela constante cosmológica Λ e se
supõe que a matéria escura seja fria, portanto, Cold Dark Matter (CDM), é chamado
de modelo ΛCDM, tem se tornado o modelo padrão da cosmologia moderna. No
entanto, pode ser que a origem da energia escura não seja a constante cosmológica. Se
a energia escura for representada por um campo escalar, então sua equação de estado
será dinâmica. A fim de entender a origem da energia escura, é necessário diferenciar
entre a constante cosmológica e modelos de energia escura dinâmica.

Em um universo dominado pela energia escura o potencial gravitacional varia de
forma diferente ao caso em que ele é dominado pela matéria, que leva à uma marca
no espectro de potências da CMB [34]. Esse fenômeno, é chamado de efeito Integra-
ted Sachs-Wolfe (ISW) [35], pode também ser importante para ajudar a distinguir a
constante cosmológica de modelos de energia escura dinâmica, já que a evolução do
potencial gravitacional depende fortemente da propriedade dinâmica da equação de
estado da energia escura.

1.3 Constante cosmológica

Como mencionado anteriormente, a constante cosmológica, Λ, foi originalmente
introduzida por Einstein em 1917 para alcançar um universo estático. Depois da
descoberta de Hubble em 1929 de que o universo está em expansão, ela foi retirada
por Einstein por não ser mais necessária. Do ponto de vista da física de partículas, no
entanto, a constante cosmológica naturalmente surge como uma densidade de energia
do vácuo. Além disso, se Λ se originar da densidade de energia do vácuo, sua escala
de energia precisa ser muito maior do que a constante de Hubble atual. Esse é o
“problema da constante cosmológica” e era bem conhecido por existir muito antes da
descoberta da expansão acelerada do universo em 1998.

Se o tensor energia-momento for nulo, isso é, se estivermos considerando o vácuo,
as equações de Einstein se reduzem a uma forma simples

Rµν = 0 .
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Considerando a constante cosmológica Λ sendo não nula (idéia introduzida por
Einstein), as equações de Einstein são escritas por

Rµν = Λgµν ,

associa Λ à energia do vácuo. Esse é o motivo pelo qual representaram a energia escura
pela constante cosmológica. Veremos mais sobre isso em breve.

O tensor de Einstein, Gµν , e o tensor energia-momento, T µν , satisfazem a identi-
dade de Bianchi, ∇νG

µν = 0, e a conservação da energia, ∇νT
µν = 0. Desde que a

métrica gµν seja constante com respeito a derivadas covariantes, existe uma liberdade
de adicionar o termo Λgµν nas equações de Einstein. As equações modificadas de
Einstein são dadas por

Rµν −
1

2
gµν R + Λgµν = 8πGTµν . (1.76)

Tomando o traço da equação acima, ou seja, multiplicando os dois lados por gµν , é
possível escrever

Rµν − Λgµν = 8πG

(
Tµν −

1

2
gµν T

)
, (1.77)

onde T é o traço do tensor energia-momento.
Vamos tentar entender como a constante cosmológica afeta a gravidade Newtoni-

ana. Considerando a métrica geral gµν = ηµν +hµν , onde hµν é a perturbação em volta
da métrica de Minkowski ηµν , vamos calcular a componente de índice 00 das equações
de Einstein. Sabemos que g00 = −(1 + 2Φ). Se desprezarmos a variação temporal e o
efeito rotacional da métrica, R00 pode ser escrito como R00 ' −(1/2)∆h00 = ∆Φ,
onde Φ é o potencial gravitacional. No limite relativístico com |P | � ρ, temos
T00 ' −T ' ρ. Então a componente 00 da Eq. (1.77) nos dá

∆Φ = 4πGρ− Λ . (1.78)

A equação de Poisson é reproduzida na gravidade Newtoniana se Λ = 0 ou Λ �
4πGρ. Desde que Λ tenha dimensão de [Comprimento]−2, a escala que corresponde à
constante cosmológica precisa ser muito maior do que a escala de objetos estelares onde
a gravidade Newtoniana funciona bem, em outras palavras a constante cosmológica se
torna importante em largas escalas.

Considerando o background de FLRW dado por (1.1), as Eqs. de Einstein mo-
dificadas (1.76), considerando a existência da constante cosmológica, se resumem as
Equações de Friedmann

H2 =
8πG

3
ρ− κ

a2
+

Λ

3
, (1.79)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ) +

Λ

3
. (1.80)

Como o aumento de Λ faz H e ä/a aumentarem, a constante cosmológica exibe um
efeito repulsivo.

Para entender o motivo de Einstein ter introduzido a constante cosmológica em
suas equações vamos reproduzir suas contas. Einstein acreditava que o universo era
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estático, ou seja, que ȧ = 0, o que implica em H = 0 e ä/a = 0. Substituindo esses
valores nas duas Eqs. de Friedmann na ausência da constante cosmológica, pois ela
ainda não havia sido necessária, encontramos

ρ = −3P =
3κ

8πGa2
. (1.81)

A Eq. (1.81) mostra que a densidade de energia, ρ, ou a pressão, P , precisa ser
negativa. Para Einstein essa solução não é física7, pois era de se esperar que ambas
fossem positivas. Por esse motivo adicionou a constante cosmológica em suas equações
obtendo o que chamamos das Eqs. modificadas de Einstein (1.76).

Einstein acreditava que além de estático, o universo era dominado pela matéria
bariônica (poeira), onde P = 0. Nesse caso, a segunda Eq. de Friedmann com
constante cosmológica nos fornece

ρ =
Λ

4πG
. (1.82)

Substituindo esse resultado na primeira equação de Friedmann com constante cosmo-
lógica obtemos

Λ =
κ

a2
. (1.83)

Desde que a densidade de energia seja positiva (ρ > 0), pela Eq. (1.82) temos que a
constante cosmológica deve ser positiva também (Λ > 0). Como já vimos, a curvatura
κ pode assumir três valores κ = {−1, 0,+1}. Pela Eq. (1.83), se Λ > 0 então κ > 0,
o único valor possível é κ = +1. Então, um universo estático dominado por matéria
bariônica deve ser um universo fechado com raio a = 1/

√
Λ.

Para entender essa necessidade da constante cosmológica vamos analisar o caso
em que temos maior intimidade, a gravitação Newtoniana. Tratando o universo como
uma esfera, a gravidade é uma força que atrai tudo para seu centro, então para que o
universo seja estático é necessário introduzir uma força repulsiva para fazer com que
o raio a da esfera seja constante. Isso corresponde à adicionar um termo proporcional
à constante cosmológica Λ/3 no lado direito da Eq. (1.21).

Einstein abandonou a idéia da constante cosmológica pois descobertas de redshifts
de estrelas distantes mostraram que o universo não era estático. Mas nos anos 90, com

a descoberta da expansão acelerada do universo (
ä

a
> 0) causada por um componente

chamado de energia escura, a constante cosmológica foi reinserida nas equações para
explicar essa observação. Isso não é uma contradição pois antes a constante cosmo-
lógica servia para explicar um universo estático dominado por matéria, a implicação
era a de um universo fechado, agora, a constante cosmológica serve para explicar a
expansão acelerada em um universo plano.

As equações de Friedmann são praticamente as mesmas incluindo a energia es-
cura representada pela constante cosmológica Λ. Nesse caso, as equações de Einstein
ganham um termo a mais,

Gµν + Λgµν = 8πGTµν .

7Hoje sabemos que o campo escalar tem pressão negativa P = (φ2/2− V (φ)).
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A componente 00 nos diz agora que

H2 =
8πG

3

(
ρ+

Λ

8πG

)
.

No entanto, se definirmos a densidade de energia escura como

ρΛ ≡
Λ

M2
P

,

a primeira equação de Friedmann parece só ter recebido um termo a mais. Nós a
escrevemos como

H2 =
1

3M2
P

(ρ+ ρΛ) .

Considerando novamente o termo a mais nas equações de Einstein acrescentado
pela energia escura, se fizermos as contas para a segunda equação de Friedmann temos

ä

a
+

1

6M2
P

(ρ+ 3P ) =
Λ

3
.

Vamos considerar o caso onde ρ = p = 0 e para simplificar M2
P = 1, no entanto,

assumimos que Λ > 0. Então, integrando a primeira equação de Friedmann encontra-
mos

a(t) ∝ exp
(√

Λ/3t
)
.

Essa solução é geralmente chamada de solução de de Sitter e corresponde a um universo
que cresce com expansão acelerada.

Assumindo um universo espacialmente plano K = 1 e κ = 0, das equações de
Friedmann temos

ä

a
= −1

6
(1 + 3ω)ρ,

vemos que a expansão acelerada ocorre para ω < −1/3.

1.3.1 Problema da densidade

A partir da definição do parâmetro de densidade

Ωi ≡
ρi

3M2
PH

2
0

, (1.84)

temos que
ρΛ = 3M2

PH
2
0 Ω

(0)
Λ . (1.85)

Por observações sabemos que hoje Ω
(0)
Λ ' 0.7, portanto

ρΛ ≈ 10−47GeV4 . (1.86)
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Enquanto isso, segundo Teoria Quântica de Campos (QFT, do inglês Quantum
Field Theory), a densidade de energia do vácuo é calculada pela soma das energias do
ponto zero com massa m

ρvac =
1

2

∫ ∞
0

d3~k

(2π)3

√
k2 +m2

=
1

4π2

∫ ∞
0

dk k2
√
k2 +m2 . (1.87)

Isso exibe uma divergência ultravioleta: ρvac ∝ k4. No entanto esperamos que a QFT
seja válida até alguma escala de cut-off kmax em que a integral (1.87) seja finita

ρvac ≈
k4

max

16π2
. (1.88)

Para o caso da Relatividade Geral esperamos que isso seja válido abaixo da escala de
Planck: MP = 1.22 × 1019GeV. Desde que tomemos kmax = MP , encontramos uma
energia do vácuo estimada de

ρvac ≈ 1074GeV4 , (1.89)

que é 10121 da ordem de magnitude maior que o valor observado pela Eq. (1.86).
Mesmo se tomarmos uma escala de energia da QCD (do inglês Quantum Chromody-
namic) para kmax, obtemos ρvac ≈ 10−3GeV4 que ainda é muito maior do que ρΛ.

Esse é um problema de fine-tuning, que fez com que muitos autores tentassem
diferentes abordagens para a questão da energia escura. Ao invés de assumir que temos
uma energia negativa pequena, a ignoramos, presumimos que seja nula devido à algum
mecanismo ainda desconhecido, e investigamos a possibilidade de que a energia escura
seja causada pela dinâmica de um campo escalar leve. Isso não resolve o problema da
constante cosmológica, mas abre uma outra forma de atacar o problema.

1.4 Resumo
Faremos um breve resumo do que foi visto.

Energia escura

Evidências do distanciamento de supernovas sugerem que há uma forma de energia,
a energia escura (dark energy DE), além da matéria e da radiação. Um candidato
para esse novo componente do universo deve permanecer constante no tempo. A
primeira possibilidade foi introduzida como sendo a constante cosmológica.

Há dois fatores que sugerem a existência da energia escura. O primeiro deles é que
dados de aglomerados de galáxias mostram que o grupo de matéria não relativística
(matéria bariônica e matéria escura) e o grupo de matéria relativística (fótons) e os
neutrinos representam aproximadamente apenas 27% da densidade crítica do universo.
Observações experimentais mostram que o universo em que vivemos é plano, ou seja,
a densidade total é igual a densidade crítica. Isso implica na necessidade de mais um
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componente, tal componente com pressão negativa8 e densidade aproximadamente
igual a 68% da densidade crítica. O segundo fato é o teste observacional do diagrama
da distância teórica pelo redshift, dada a energia de composição do universo. Desde
que a energia da partícula caia com a−1, enquanto que a matéria não relativística
continue constante, a densidade de matéria ultrapassa a densidade de radiação. Isso
também pode ser notado pela Fig. (1.1.3).

Pode-se notar que recentemente o universo não é dominado por matéria, e sim por
energia escura. O resultado clássico e cosmológico pode ser entendido por um universo
“smooth”. A CMB desacopla da matéria a uma temperatura T ∼ 1/4eV .

Energia escura é uma forma de energia que não interage eletromagneticamente, de
modo que sua existência só pode ser verificada indiretamente, via interação gravita-
cional. O primeiro candidato para a energia escura foi a constante cosmológica, que
tem uma densidade de energia constante. O modelo de um universo dominado por
energia escura, associada à constante cosmológica, e por matéria escura é denotado
por ΛCDM , onde Λ representa a constante cosmológica e CDM é abreviação para
cold dark matter.

Agora que já sabemos a origem da energia escura vamos entender melhor suas
implicações.

Problemas do modelo ΛCDM e novos candidatos à energia es-
cura

O modelo de universo ΛCDM plano, é o mais simples por ter menos parâmetros,
e por ser capaz de reproduzir os dados observacionais atuais, existem outros modelos
porém mais complicados e nem tanto fiéis à realidade. No entanto, existem alguns
problemas quando tentamos representar a energia escura pela constante cosmológica,
o que faz com que apareçam outros candidatos.

1 - Tentando associar a constante cosmológica com a densidade de energia no vácuo.
Supondo que teorias quânticas de campos são modelos apropriados para descrever a
física de particulas até uma escala mínima de 1/Λ, podemos dizer que Λ corresponde
a uma escala de energia máxima, menor que a massa de Planck reduzida. Assim, no
vácuo, a densidade de energia será ρvac ∼ Λ4 ∼ M4

P ∼ 1073(Gev)4. Por outro lado a
densidade de energia escura ρΛ = 3M2

PH
2
0 ΩΛ ∼ 10−47(Gev), ou seja, ρvac ∼ 10120ρΛ.

2 - Considerando a evolução temporal dos diferentes componentes do universo. Já
vimos que as densidades de energia da radiação, e da matéria não relativística são
ρr ∝ a(t)−4 e ρm ∝ a(t)−3, respectivamente. Para a energia escura ser representada
pela constante cosmológica temos que ρΛ = cte. Hoje as densidade de energia e ma-
téria escura têm a mesma ordem de grandeza, o que significa que no passado elas
diferiam muito. Por que justamente hoje elas têm a mesma ordem de grandeza? Esse
é o problema da coincidência.

8Hoje sabemos que o nosso universo está em expansão acelerada, ou seja, ä > 0. A partir da ação
(A.19) temos que ρ + 3p < 0 ⇒ p < 0, pois por definição ρ > 0. Para este caso deveríamos ter um
universo dominado por uma forma de matéria com pressão negativa.
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Por causa destes dois problemas procuramos modelos alternativos de energia es-
cura. Considerando a energia escura como um campo físico, foram criados alguns
modelos, porém o mais válido é a interação entre a energia escura (DE) e a matéria
escura (DM). A principal motivação é que, com a interação, suas densidades de energia
não evoluirão mais no tempo de modo a amenizar o problema da coincidência. Outra
razão é a de que a DE e a DM têm uma origem desconhecida, portanto, é provável
que exista uma interação entre elas além da gravitacional. Mais motivos serão vistos
a seguir quando estudarmos as condições para que a DE seja interagente, e quando
considerarmos o acoplamento entre a DE e DM.

Se a matéria escura tem uma fração significante de contribuição dos componentes
do Universo, é natural, no âmbito geral da teoria de campos, considerar a interação
com o renascente campo do Modelo Cosmológico Padrão. Por falta de evidências do
contrário, interações entre energia e matéria escura com matéria bariônica e radiação
devem ser inexistentes ou desprezíveis. Portanto, para o Modelo Cosmológico Padrão
as observações permitem a interação entre a energia e a matéria escura.

Uma apropriada escolha de acoplamento9, é motivada por argumentos holográficos
que podem conduzir a passagem da barreira fantasma que separa os modelos com
parâmetro de estado ω > −1 dos modelos com ω < −1. Além disso, outro motivo que
favorece o acoplamento é que ele pode influenciar nas perturbações dinâmicas e afetar
o menor número de multipolos do espectro da CMB. Recentemente, foi mostrado que a
interação pode inferir na história da expansão do Universo, como mostrado pelos dados
de uma supernova juntamente com a CMB, e estrutura de grande escala. Contudo, a
força de tal interação permanece fraca.

Um diferente modo de ver essa interação é por observações em grande escala.
Se a energia escura não é representada pela constante cosmológica ela flutua pelo
espaço-tempo. Nesse caso, a energia escura afeta não só a taxa de expansão como
também o processo de formação das estruturas, através da flutuação de densidade. O
crescimento das perturbações na energia escura pode ser de fato reforçado devido a
esse acoplamento.

1.5 Modelos de campo escalar para a DE

Observações restringem o valor da equação de estado hoje como sendo próximo
ao da constante cosmológica wDE(t = 0) ' wΛ = −1, mas elas falam pouco sobre a
evolução temporal de wDE, então podemos ampliar os nossos horizontes e considerar
a situação em que wDE muda com o tempo, tal como na cosmologia inflacionária.
Até agora uma ampla variedade de modelos de campo escalar para a matéria escura
foram propostos, esses incluem a quintessência, phantoms, K-essência, táquions, entre
muitos. Vamos aqui fazer uma breve descrição sobre o modelo de quintessência que
será utilizado nesse trabalho.

9Entre alguns modelos de acoplamento entre energia e matéria escura considerando que a energia
escura seja um campo físico, temos os modelos de Quintessência, Phantom e K-essência, onde res-
pectivamente associam a energia escura a um campo escalar canônico, campo escalar com energia
cinética negativa, e campo escalar não canônico. É importante resaltar que existem outros modelos.
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1.5.1 Quintessência

A quintessência é descrita por um campo escalar ordinário φminimamente acoplado
à gravidade. Sua ação é

S =

∫
d4x
√
−g
[
−1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ)

]
, (1.90)

onde V (φ) é o potencial do campo. Em um espaço-tempo plano de FLRW a variação
da ação (1.90) com respeito a φ nos dá

φ̈+ 3Hφ̇+
dV

dφ
= 0 . (1.91)

O tensor energia-momento do campo é obtido por

Tµν = − 2√
−g

δS

δgµν
, (1.92)

que, para esse caso, nos fornece

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν
[

1

2
gαβ∂αφ∂βφ+ V (φ)

]
. (1.93)

No background de Friedmann obtemos a densidade de energia e a densidade de pressão
do campo escalar

ρ = −T 0
0 =

1

2
φ̇2 + V (φ) , P = T ii =

1

2
φ̇2 − V (φ) . (1.94)

Então, as equações de Friedmann nos fornecem

H2 =
8πG

3

(
1

2
φ̇2 + V (φ)

)
, (1.95)

ä

a
=− 8πG

3

(
φ̇2 − V (φ)

)
, (1.96)

Da Eq. (1.96) obtemos a condição de que o universo está em expansão acelerada
(ä/a > 0) quando φ̇2 < V (φ). Isso significa que necessitamos de um potencial plano
para gerar a expansão acelerada. No contexto da inflação os parâmetros de slow-roll

ε =
M2

P

16π

(
1

V

dV

dφ

)
, η =

M2
P

8π

1

V

d2V

dφ2
, (1.97)

são geralmente usados para conferir a existência de uma solução inflacionária para o
modelo (1.90) [6]. A inflação ocorre se as condições de slow-roll,

ε� 1 , e |η| � 1 , (1.98)

forem satisfeitas. No contexto da energia escura essas condições de slow-roll não são
completamente confiáveis, desde que também exista a matéria escura. No entanto elas
continuam providenciando uma boa forma de conferir a existência de uma solução com
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expansão acelerada. Se definirmos os parâmetros de slow-roll em termos das derivadas
temporais de H tal como

ε =
Ḣ

H2
, (1.99)

temos uma boa forma de conferir a existência de uma expansão acelerada desde que
implementamos as contribuições da energia escura e da matéria escura.

A equação de estado para um campo φ é dada por

wφ =
P

ρ
=
φ̇2 − 2V (φ)

φ̇2 + 2V (φ)
. (1.100)

Nesse caso a equação da continuidade (A.26) pode ser escrita na forma

ρ = ρ0 exp

[
−
∫

3(1 + wφ)
da

a

]
, (1.101)

onde ρ0 é a constante de integração. Notamos que a equação de estado para o campo
φ varia no intervalo −1 ≤ wφ ≤ 1. No limite slow-roll

φ̇2 � V (φ) ⇒ wφ = −1 ⇒ ρ̇ = 0 . (1.102)

onde a densidade de energia foi obtida a partir da Eq. (1.101). No outro limite

φ̇2 � V (φ) ⇒ wφ = 1 ⇒ ρ ∝ a−6. (1.103)

Em outros casos a densidade de energia se comporta como

ρ ∝ a−m , 0 < m < 6 . (1.104)

Desde que wφ = −1/3 seja o limite entre a aceleração e a desaceleração, o universo
exibe uma expansão acelerada para 0 ≤ m < 2.

Vamos encontrar uma expressão para o potencial do campo escalar a partir de uma
expansão em série de potências

a(t) ∝ tp . (1.105)

A expansão acelerada ocorre para p > 1. Da primeira equação de Friedmann podemos
escrever

H2 =
8πG

3
ρ

=
8πG

3

(
φ̇2

2
+ V

)
, (1.106)

isolando o potencial podemos escrevê-lo em função de H e Ḣ como

V =
3H2

8πG

(
1 +

Ḣ

3H2

)
. (1.107)



1.5 Modelos de campo escalar para a DE 43

Da segunda equação de Friedmann obtemos a relação Ḣ = −4πGφ̇2, que nos permite
escrever φ em função de H

φ =

∫
dt

(
− Ḣ

4πG

)1/2

, (1.108)

onde escolhemos o sinal positivo do campo. Lembrando que ε = −Ḣ/H2, da Eq.
(1.97) é possível escrever

V = V0 exp

−
√
−16π

Ḣ

H2

φ

MP

 , (1.109)

onde V0 é uma constante. Escrevendo o fator de escala como (1.105), temos

V = V0 exp

(
−
√

16π

p

φ

MP

)
, (1.110)

e, segundo a Eq. (1.108), que o campo evolui com φ ∝ ln t. O resultado acima mostra
que o potencial exponencial pode ser usado pra energia escura desde que p > 1 pois
ä ∼ p(p− 1) > 0.

Além do fato dos potenciais exponenciais poderem dar origem à expansão acele-
rada, eles possuem soluções cosmológicas do tipo scaling em que a densidade de energia
do campo (ρφ) é proporcional à densidade de energia do fluido (ρm).

Potenciais do campo escalar que não são íngremes comparados aos potenciais expo-
nenciais podem levar a uma expansão acelerada. De fato os modelos de quintessência
originais [36, 37], são descritos por

V (φ) =
M4+α

φα
, (1.111)

onde M é uma constante que representa a escala de massa. Vamos analisar os fine
tuning desses modelos. Vamos lembrar que

ρ
(0)
φ ≈ 10−47GeV4 . (1.112)

A massa ao quadrado do campo φ é dada por

m2
φ =

d2V

dφ2
≈ ρφ
φ2

, (1.113)

enquanto que a taxa de expansão de Hubble é

H2 ≈ ρφ
M2

P

. (1.114)

O universo entra em um regime tracker no qual a densidade de energia do campo φ
alcança a do fluido do background quando m2

φ diminui à ordem de H2 [36, 37]. Isso
mostra que o valor do campo no presente é da ordem da massa de Planck (φ ∼ MP ),
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que é típica da maioria dos modelos de quintessência. Desde que ρ(0)
φ ≈ V (φ0), da Eq.

(1.111) obtemos a escala de massa

M =
(
ρ

(0)
φ Mα

P

) 1
4+α

. (1.115)

Esse resultado é interessante. Essas condições permitem combinar α e M , por
exemplo, para α = 2 a restrição implica emM = 1GeV [38]. Essa densidade de energia
pode ser compatível com uma da física de partículas, que significa que o problema de
fine tuning da constante cosmológica é aliviado. Mesmo assim sempre vamos ter um
problema geral à atacar que é encontrar quais são potenciais de quintessência na física
de partículas. O campo de quintessência precisa se acoplar com a matéria bariônica,
que mesmo que suprimido pela escala de Planck, levará a forças de longo alcance e
dependência de tempo das constantes da natureza. Existem restrições estreitas em
tais forças e variações e qualquer modelo de sucesso deve satisfazê-las.

1.6 Interação no setor escuro do universo

Pelo fato da DE e da DM não pertencerem ao MP, ambos componentes serem
desconhecidos e não interagirem com os fótons, podemos supor que existe uma inte-
ração entre esses dois componentes [39–45]. Em modelos de interação entre a DE e
a DM onde as duas componentes são representadas por campos escalares, supôe-se
que haja uma troca de energia entre elas, ou seja, a DE e a DM não são conservadas
separadamente. As novas equações de estado são

ρ′DE = −3H(1 + wDE)ρDE + aQDE , (1.116)

ρ′DM = −3H(1 + wDM)ρDM + aQDM , (1.117)

onde a linha, ′, representa a derivada em relação ao tempo conforme e QDE = −QDM

é a taxa de transferência de energia.
É possível definir uma equação de estado efetiva para a energia escura por

wef = w − aQDE

3H ρDE
. (1.118)

No caso em que há um decaimento de energia escura em matéria escura, a taxa
de transferência de energia é proporcional à densidade de energia escura e à taxa de
decaimento

QDE = −Γ ρDE , (1.119)

e então, a solução da equação (1.116) é

ρDE = ρDE0 a
−3(1+w) e−Γ(t−t0) . (1.120)

Assumindo essa interação, entre a DE e a DM, muitas observações que antes não
tinham explicação agora passam a ter, como o caso da evolução de quasares muito



1.7 Gravitação modificada 45

antigos [46], de aglomerados de galáxias pelo processo de virialização [47], e do aumento
do desalinhamento entre a matéria escura e a matéria bariônica nos aglomerados de
galáxias previsto pelo Modelo Padrão [48–50].

A interação também é responsável por aliviar o problema da coincidência, que
justifica a evolução de cada um dos componentes de forma correlacionada [51].

É possível reproduzir uma solução de escala do tipo [52].

ρDE ∝ ρDM aξ , (1.121)

onde

ξ = −3wDE . (1.122)

Se ξ = 0, então a densidade de DM é proporcional à densidade de DE, ρDM ∝ ρDE.
Essa relação representa o nosso universo, então não há problema de coincidência [53].
Quanto mais a solução ξ se afastar do zero maior será o problema. Observando a
equação de estado efetiva, eq. (1.118), percebe-se que o modelo de interação alivia o
problema da coincidência.

Além dos indícios apresentados aqui que favorecem a existência da interação, outros
foram vistos utilizando dados de WMAP, SNIa, BAO e SDSS [46].

1.7 Gravitação modificada
Para resolver problemas dentro do contexto da Relatividade Geral, o mais usual a se

fazer é utilizar as equações de Einstein onde seu lado esquerdo representa a geometria
do espaço e o direito a relação com a matéria. Costuma-se alterar o tensor energia-
momento, lado direito, dependendo dos componentes assumidos, para ver como a
geometria se altera e como as equações evoluem. Apesar desse método fornecer bons
resultados comparados aos experimentos, outra possibilidade afim de explicar o nosso
universo é alterar o lado esquerdo das equações de Einstein. Tais alterações poderiam
vir de efeitos quânticos, como correções à ação de Einstein-Hilbert devido a efeitos de
grandes curvaturas [18].

As equações de Einstein, equações da Relatividade Geral, são obtidas, como já vi-
mos, pelo princípio da mínima ação de uma densidade Lagrangeana dada por f(R) =
R−2Λ. Para alterar a Relatividade Geral podemos considerar uma densidade lagran-
geana que seja uma função arbitrária de R, por esse motivo essa nova teoria é chamada
de teoria de gravitação f(R). Para validar a teoria é preciso que ela descreva a atual
aceleração do universo, não possua instabilidades e satisfaça os vínculos observacio-
nais, ou seja, que no limite local a teoria recupere a RG. Podemos ver algumas teorias
viáveis desse tipo em [54–57].

As diferenças entre uma teoria de gravitação f(R) e a RG começam a existir a
longas distâncias, onde poderíamos observar modificações no espectro de aglomerados
de galáxias [58,59], marcas na CMB [55,60] e efeitos em lentes gravitacionais [61,62].

A ação em uma teoria f(R) é dada no referencial de Jordan por

S =

∫
d4x

(√
−g

2κ2
f(R) + Lm

)
, (1.123)
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onde κ2 = 8πG, com G sendo a constante gravitacional de Newton, R é o escalar de
Ricci, e Lm é a lagrangeana da matéria.

Variando essa ação com respeito à métrica gµν , obtemos

F Rµν −
1

2
f gµν −∇µ∇ν F + gµν�F = κ2 T (m)

µν , (1.124)

onde F ≡ ∂f

∂R
.

Lembrando do tensor de Einstein

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν , (1.125)

e definindo o tensor energia-momento efetivo como

T (e)
µν ≡

1

2κ2
(f −RF ) gµν +

1

κ2
(∇µ∇ν − gµν�)F , (1.126)

podemos reescrever a eq. (1.124) como

Gµν =
κ2

F

(
T (e)
µν + T (m)

µν

)
. (1.127)

Podemos escrever a gravitação f(R) no referencial de Einstein usando a transfor-
mação

g̃µν = Ω2 gµν , (1.128)

onde Ω2 é o fator conforme e o til representa as coordenadas no referencial de Einstein.
O escalar de Ricci nos dois referenciais se relacionam por

R = Ω−2
(
R̃ + 6�̃w − 6g̃µν∂µw ∂νw

)
(1.129)

onde w ≡ lnΩ, ∂µw ≡
∂w

∂x̃µ
, e �̃w ≡ 1√

−g
∂µ

(√
−g̃ g̃µν ∂νw

)
.

Definindo

U =
F R− f

2κ2
, (1.130)

é possível reescrever a ação (1.123) na forma

S =

∫
d4x

[√
−g̃

[
1

2κ2
FΩ−2

(
R̃ + 6�̃w − 6g̃µν∂µw ∂νw

)
− Ω−4 U

]
+ Lm

(
Ω−2g̃µν ,ΨM

)]
,

(1.131)
onde utilizamos que

√
−g = Ω−4

√
−g̃. Fazendo Ω2 = F (para F > 0) obtemos a ação

no referencial de Einstein.
Pelo teorema de Gauss, o termo de borda pode ser desprezado na integral, ou

seja, o termo proporcional a �̃w será nulo. Definindo um campo por φ ≡
√

6w

k
,
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lembrando que w = ln Ω, no referencial de Einstein temos φ =
1

k

√
3

2
lnF . Portanto,

no referencial de Einstein

S =

∫
d4x

[√
−g̃

[
1

2κ2

(
R̃− 1

2
g̃µν∂µφ ∂νφ− V (φ)

)]
+ Lm

(
F−1(φ)g̃µν ,ΨM

)]
,

(1.132)

onde Lm ≡ −
1

2
g̃µν∂µφ ∂νφ− V (φ) é a lagrangeana do campo escalar, e V (φ) =

U

F 2
.

Variando a ação total no referencial de Einstein com relação ao campo φ obtemos
a equação de movimento

�̃φ− V,φ +
1√
−g

∂Lm
∂φ

= 0 , (1.133)

onde �̃φ =
1√
−g

∂µ

(√
−g̃ g̃µν∂νφ

)
. Variando a Lagrangeana da matéria com respeito

a φ obtemos

∂Lm
∂φ

=
∂Lm

∂ (F (φ)g̃µν)

∂ (F (φ)g̃µν)

∂φ
= −

√
−g̃ F,φ

2F
T̃ (m)
µν g̃µν , (1.134)

assim,

�̃φ− V,φ + k Q T̃ = 0 , (1.135)

onde Q = − F,φ
2 k F

e T̃ = g̃µνT̃
µν(m).

Sendo assim, o modelo de gravitação f(R) equivale, sob uma transformação con-
forme, a um modelo de quintessência com interação. Para que a a teoria f(R) não
possua instabilidades no universo primordial e esteja de acordo com as observações da
CMB deve haver transferência de energia partindo da DE para outros componentes
do universo, o que ajuda no problema da coincidência [63].





Capítulo 2

Modelo de quintessência

Nesse capítulo será apresentado o trabalho realizado pelo próprio autor [64] sobre
análise dinâmica para dois tipos de interação fenomenológicas que sugerem interação
entre DE e DM. Baseado em [65, 66], veremos uma breve introdução sobre análise
dinâmica. Usamos unidades de Planck (~ = c = MP = 1) em todo o texto seguinte.

2.1 Dinâmicas cosmológicas do campo escalar na pre-
sença de um fluido perfeito barotrópico

A fim de obter modelos viáveis de energia escura, exigimos que a densidade de ener-
gia do campo escalar continue subdominante durante as eras dominadas pela radiação
e matéria, emergindo apenas em tempos tardios para dar origem à atual observação
do universo acelerado. Vamos estudar a dinâmica cosmológica do campo escalar φ na
presença de um fluido barotrópico que tem como equação de estado wm = Pm/ρm.
Denotamos a pressão e a densidade de energia do campo escalar por Pφ e ρφ com uma
equação de estado wφ = Pφ/ρφ. As equações de Friedmann fornecem

H2 =
8πG

3
(ρφ + ρm) , (2.1)

Ḣ = −4πG(ρφ + Pφ + ρm + Pm) . (2.2)

Aqui as densidades de energia ρφ e ρm satisfazem

ρ̇φ + 3H(1 + wφ)ρφ = 0 , (2.3)
ρ̇m + 3H(1 + wm)ρm = 0 . (2.4)

Assumiremos que wm é constante, o que significa que a energia do fluido é dada por
ρm = ρ0 a

−3(1+wm). Enquanto isso a dinâmica de wφ se altera em geral.
Uma particular importância na investigação de cenários cosmológicos é o grupo

de soluções em que a densidade de energia do campo escalar imita a densidade de
energia do fluido do background. Soluções cosmológicas que satisfazem essa condição
são chamadas de soluções tipo scaling [67]. Essas soluções são caracterizadas pela
relação

ρφ
ργ

= C , (2.5)

49
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onde γ = m + r e C é uma constante não nula. Como já mencionamos, potenciais
exponenciais dão origem a soluções do tipo scaling e podem fazer um importante papel
em cenários da quintessência, permitindo que a densidade de energia do campo imite
o background sendo subdominante durante as eras da radiação e da matéria. Nesse
caso, contanto que a solução do tipo scaling seja um atrator, para quaisquer condições
iniciais genéricas, o campo poderia mais cedo ou mais tarde entrar no regime scaling,
assim abrir uma nova linha de ataque no problema de fine tuning da energia escura.
Notamos que o sistema precisa sair do regime scaling caracterizado pela Eq. (2.5) a
fim de originar uma expansão acelerada. Isso é realizado se o declive do potencial do
campo se torna pequeno em tempos tardios comparados com aquele para solução tipo
scaling [68,69]. Vale a pena mencionar que as soluções do tipo scaling vivem na borda
entre a aceleração e a desaceleração. Consequentemente a densidade de energia do
campo alcança a do fluido desde que o potencial seja pequeno em relação ao potencial
das soluções do tipo scaling.

2.1.1 Sistema autônomo de modelos de DE representada por
um campo escalar

Um sistema dinâmico que desempenha um importante papel na cosmologia per-
tence à classe dos chamados sistemas autônomos [67,70]. Vamos primeiramente apre-
sentar algumas definições básicas de sistemas dinâmicos [71, 72].

Um sistema dinâmico pode ser pensado como qualquer sistema abstrato consti-
tuído por

1. um espaço (espaço de estado ou espaço de fase);

2. uma regra matemática descrevendo a evolução de qualquer ponto nesse espaço.

Estamos interessados em descrever um sistema por um conjunto de quantidades
importantes para ele, e o espaço de quantidade é um conjunto de todos os possíveis
valores dessas quantidades. Para sistemas como o universo como um todo, a escolha
de boas quantidades não é tão óbvia, o que torna necessário a escolha de variáveis
convenientes. É possível analisar o mesmo sistema dinâmico com diferentes conjuntos
de variáveis.

Existem dois tipos principais de sistemas dinâmicos. O primeiro são sistemas dinâ-
micos contínuos onde sua evolução é definida por um conjunto de equações diferenciais
ordinárias (EDOs) e o outro são os sistemas dinâmicos com tempo discreto que são de-
finidas por um mapa ou equações de diferença. No contexto de cosmologia as equações
de campo de Einstein para um espaço homogêneo e isotrópico resultam num sistema
de EDOs. Portanto, estamos interessados em estudar o primeiro caso.

Vamos denotar x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ X como sendo um elemento do espaço de
estado X ⊆ Rn. A forma usual de representar o sistema dinâmico é [73]

ẋ = f(x) (2.6)
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onde a função
f(x) = (f1(x), · · · , fn(x)). (2.7)

As EDOs (2.6) definem um campo vetorial do sistema. Em qualquer ponto x ∈ X e
qualquer tempo particular t, f(x) define um campo vetorial em Rn. Vamos nos restrin-
gir à sistemas que sejam dimensionalmente finitos e contínuos. De fato, vamos exigir
que a função f seja ao menos diferenciável em X.

Vamos considerar as seguintes equações diferenciais para duas variáveis x(t) e y(t)

ẋ = f(x, y, t) , ẏ = g(x, y, t) , (2.8)

onde f e g são as funções em termos de x, y e t. O sistema (2.8) é dito autônomo se
f e g não dependem explicitamente do tempo.

Definição 1 (Ponto crítico). O sistema autônomo (2.6) é dito ter um ponto crítico
em x = x0 se, e apenas se, f(x0) = 0.

Um ponto (xc, yc) é dito ser um ponto fixo ou um ponto crítico do sistema autônomo
se

(f, g)|(xc,yc) = 0 . (2.9)

Um ponto crítico (xc, yc) é chamado de atrator quando satisfaz a condição

(x(t), y(t))→ (xc, yc) para t→∞ . (2.10)

Não satisfazendo a condição, ele é apenas um ponto crítico.
Para justificar essa definição vamos utilizar um sistema mecânico unidimensional

com a força F . A equação de Newton para esse sistema é

mẍ = F (x).

Introduzindo uma segunda variável p = mẋ, podemos reescrever a EDO anterior como
um sistema de duas equações de primeira ordem

ẋ = p/m (2.11)

ṗ = F (x). (2.12)

De acordo com a Definição 1, o ponto crítico do sistema (2.12) corresponde aos pontos
x onde a força é nula F (x0) = 0, pois o Jacobiano J = ∂f/∂x = ∂p/∂x = ẍm, nesses
pontos não há força atuando na partícula e o sistema poderia, em princípio, continuar
nesse estado indefinidamente.

Estabilidade ao redor dos pontos críticos

Um ponto fixo x0 no sistema (2.6) é chamado de estável se todas as soluções de
x(t) que comecarem perto de x0 continuarem perto desse ponto.
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Podemos ver se o sistema se aproxima de um ponto crítico ou não estudando a
estabilidade em volta dos pontos críticos. Vamos considerar pequenas perturbações
δx e δy em torno do ponto crítico (xc, yc), isto é,

x = xc + δx , y = yc + δy . (2.13)

Fazendo essa perturbação nas Eqs. (2.8), obtemos equações diferenciais de primeira
ordem

d
dN

(
δx
δy

)
=M

(
δx
δy

)
, (2.14)

onde N = ln(a). A matrizM depende de xc e yc, e é dada por

M =

(
∂f/∂x ∂f/∂y
∂g/∂x ∂g/∂y

)
(x=xc,y=yc)

. (2.15)

Essa matriz possue dois autovalores µ1 e µ2. A solução geral para a evolução de
perturbações lineares pode ser escrita como

δx = C1 e
µ1N + C2 e

µ2N , (2.16)
δy = C3 e

µ1N + C4 e
µ2N , (2.17)

onde C1, C2, C3, C4, são constantes de integração. Assim a estabilidade em volta
dos pontos críticos depende da natureza dos autovalores. Em geral usamos a seguinte
classificação [67,74]

• (i) Nó estável: µ1 < 0 e µ2 < 0;

• (ii) Nó instável: µ1 > 0 e µ2 > 0;

• (iii) Ponto de sela: µ1 < 0 e µ2 > 0 (ou µ1 > 0 e µ2 < 0);

• (iv) Espiral estável: O determinante da matrizM é negativo (µ1 e µ2 possuem
partes imaginárias) e as partes reais de µ1 e µ2 são negativas.

Um ponto fixo é um atrator apenas nos casos (i) e (iv).
Vamos ver um pouco mais sobre a estabilidade.

Definição 2 (Ponto fixo estável). Vamos assumir que x0 seja um ponto fixo do
sistema (2.6). Esse ponto é chamado de estável se para todo ε > 0 pudermos encontrar
um δ tal que se φ(t) for solução de (2.6) satisfazendo ||ψ(t0)−x0|| < δ, então a solução
φ(t) existe para todo t ≥ t0 e vai satisfazer ||ψ(t)− x0|| < ε para todo t ≥ t0.

O ponto é chamado de assintóticamente estável se ele for estável e as soluções
abordarem o ponto crítico para todas equações iniciais próximas.

Definição 3 (Ponto fixo assintóticamente estável). Vamos assumir que x0 seja
um ponto fixo do sistema (2.6). Esse ponto é chamado de assintóticamente está-
vel se existir um número δ tal que se ψ(t) é qualquer solução de (2.6) satisfazendo
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||ψ(t0)− x0|| < δ, então limt→∞ψ(t) = x0.

A principal diferença é simplesmente que todas as trajetórias próximas de um
ponto fixo assintóticamente estável vão eventualmente alcançar o ponto enquanto que
trajetórias perto de um ponto estável podem por exemplo circundar o ponto. Se o
ponto é instável então as soluções irão se afastar dele.

Encontraremos pontos fixos estáveis e não-assintóticamente estáveis quando estu-
darmos sistemas dinâmicos cosmológicos. Discutiremos um método usado para anali-
sar propriedades de pontos fixos.

2.1.2 Teoria de estabilidade linear

A ideia básica de teoria de estabilidade linear pode ser explicada usando um sistema
mecânico em uma dimensão mẍ = F (x). Vamos assumir que exista um ponto x0 onde
a força se anula F (x0) = 0. Assumimos também que x(t) é uma variação muito
pequena de x0, assim x(t) = x0 + δx(t) com δx(t) pequeno. Então ẍ = δ̈x(t) e

F (x) = F (x0 + δx) ≈ F (x0) + F ′(x0)δx+ · · ·
como F (x0) = 0, podemos escrever até a primeira ordem de δx que a equação de
Newton para um ponto perto do ponto crítico é dada por

mδ̈x = F ′(x0)δx⇒ δ̈x ∝ eµt,

onde F ′(x0) é uma constante. Esse é um coeficiente constante da EDO linear de
segunda ordem, a equação auxiliar é µ2 = F ′(x0)/m. Além do mais, o sinal de F ′(x0)
determina as propriedades de estabilidade do ponto x0. Se F ′(x0) < 0 a solução envolve
funções trigonométricas e podemos dizer que x0 é um ponto estável, para F ′(x0) > 0
a solução envolve exponenciais e podemos nos referir a esse ponto como instável.

Exatamente a mesma ideia pode ser utilizada quando estudamos um sistema dinâ-
mico arbitrário. Seja ẋ = f(x) um dado sistema dinâmico com ponto fixo em x0. Vamos
linearizar o sistema em torno do ponto crítico. Escrevendo f(x) = (f1(x), · · · , fn(x)),
podemos expandir em Taylor cada fi(x1, x2, · · · , xn) perto de x0

fi(x) = fi(x0) +
n∑
j=1

∂fi
∂xj

(x0)yi +
1

2!

n∑
j,k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(x0)yjyk + · · ·

onde o vetor y é definido por y = x − x0. Note que, no nosso caso, estamos interes-
sados nas derivadas parciais de primeira ordem. Para isso, damos uma importância
particular para o objeto ∂fi/∂xj que pode ser interpretado como a matriz Jacobiana

J =
∂fi
∂xj

=


∂f1

∂x1

· · · ∂f1

∂xn... . . . ...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xn


Os autovalores da matriz Jacobiana calculada nos pontos críticos x0 contém a infor-
mação sobre estabilidade. Como J é uma matriz n×n, ela tem no total n autovalores,
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podendo ser complexos. Lembrando do exemplo do sistema mecânico unidimensional
dado anteriormente, é claro que essa abordagem dá problema se pelo menos um auto-
valor for nulo, se µ = 0 entao F (x) = cte⇒ ẍ = cte⇒ então x evolui com a variável
temporal ao quadrado, x não oscilará. Isso motiva a próxima definição [73].

Definição 4 (Ponto hiperbólico). Vamos supor que x = x0 ∈ X ⊂ Rn é um ponto
fixo (ponto crítico) do sistema ẋ = f(x). O ponto x0 é dito ser hiperbólico se nenhum
dos autovalores da matriz Jacobiana J(x0) tiver a parte real nula. Caso contrário o
ponto é chamado de não-hiperbólico.

A teoria de estabilidade linear falha para pontos não hiperbólicos e outros métodos
devem ser usados para estudar as propriedades da estabilidade.

Falando grosseiramente estamos distinguindo três casos amplos: Se todos os auto-
valores tiverem parte real negativa, então podemos considerar que o ponto é um nó
estável. Se pelo menos um autovalor tiver uma parte real positiva (negativa) e os
outros a tiverem a parte real negativa (positiva), então o ponto crítico será instável
e corresponderá à um ponto de sela que atrai trajetórias em algumas direções mas
repele as mesmas em outras. Por último, todos os autovalores podem ter a parte real
positiva, no caso em que todas as trajetórias vão ser repelidas. Esse é um nó instável.

Em mais de 3 dimensões se torna muito difícil classificar todos os possíveis pontos
críticos baseado em seus autovalores. Agora vamos apresentar todos os possíveis casos
para um sistema autônomo de duas dimensões.

Vamos considerar o sistema autônomo bidimensional dado por

ẋ = f(x, y)

ẏ = g(x, y)

onde f e g são funções de x e y. Assumimos que existe um ponto crítico hiperbólico
em (x0, y0) tal que f(x0, y0) = 0 e g(x0, y0) = 0. A matriz Jacobiana desse sistema é
dada por

J =

(
f,x f,y
g,x g,y

)
onde o f,x significa diferenciação de g com respeito a x. Os dois autovalores µ1,2 são
dados por

µ1,2 =
1

2
(f,x + g,y)±

1

2

√
(f,x − g,y)2 + 4f,yg,x (2.18)

e é calculado em qualquer ponto fixo (x0, y0).
A Tab. (2.1) contém todos os possíveis casos para entender as propriedades de

estabilidade ou instabilidade do ponto crítico (x0, y0) baseado em dois autovalores µ1,2.

Como já foi mencionado existem outros métodos para estudar a estabilidade de
pontos críticos de sistemas autônomos. Um deles é o método de Lyapunov, que é
completamente diferente da estabilidade linear e pode ser aplicado diretamente ao
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Autovalores Descrição
µ1 < 0, µ2 < 0 o ponto fixo é assintóticamente estável e as trajetórias

começam próximo ao ponto e vão se aproximando dele
limt→∞(x(t), y(t)) = (x0, y0)

µ1 > 0, µ2 > 0 o ponto fixo é um nó instável e as trajetórias vão sendo
repelidas do ponto limt→−∞(x(t), y(t)) = (x0, y0)
Podemos dizer que (x0, y0) é o atrator no tempo passado

µ1 < 0, µ2 > 0 o ponto fixo é um ponto de sela, ele é instável. Algumas trajetórias
vão ser repelidas outras atraídas

µ1 = 0, µ2 > 0 ponto não hiperbólico. A teoria de estabilidade linear falha para
determinar a estabilidade. O ponto é não hiperbólico e outros
métodos são necessários para estudar o comportamento
das trajetórias perto do ponto crítico

µ1 = 0, µ2 < 0 ponto não hiperbólico. A teoria de estabilidade linear falha para
determinar a estabilidade. O ponto é não hiperbólico e outros
métodos são necessários para estudar o comportamento
das trajetórias perto do ponto crítico

µ1 = α + iβ, µ2 = α− iβ com α > 0 e β 6= 0 o ponto fixo é uma espiral instável
µ1 = α + iβ, µ2 = α− iβ com α < 0 e β 6= 0 o ponto fixo é uma espiral estável
µ1 = iβ, µ2 = iβ soluções oscilam e o ponto é chamado de centro.

Note que o ponto crítico se tornar um centro não tem
relação com o centro da variedade

Tabela 2.1: Propriedades de estabilidade ou instabilidade do ponto crítico (x0, y0)
baseadas em dois autovalores µ1,2.
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sistema em questão. O problema principal com essa abordagem é que precisamos
ser capazes de sugerir uma função de Lyapunov boa para o problema, e não há um
jeito sistemático de fazer isso, se não conseguirmos encontrar uma solução inteligente o
suficiente, precisamos buscar outro método. Uma alternativa para esse caso é o método
“centre manifold ” em que nos permite simplificar os sistemas dinâmicos reduzindo sua
dimensionalidade perto dos pontos fixos com autovalores nulos da matriz Jacobiana.

A teoria de estabilidade linear não pode determinar a estabilidade de dois pontos
com a mesma coordenada, onde reduzimos o número de pontos críticos. Poderíamos
aplicar o “centre manifold theory”, mas há um problema pois essa teoria vai utilizar
todo o espaço de fase enquanto que nesse caso os pontos são limitados pela semi-
circunferência positiva de raio igual a 1. Se quiséssemos utilizar apenas essa região
teríamos problema no “centre manifold theory”.

Poderíamos então utilizar o método de Lyapunov próximo à esse ponto “duplo”,
precisaríamos apenas escolher uma boa função de Lyapunov. Diferentes escolhas po-
dem resultar em diferentes partes da região da estabilidade assintótica sendo coberta
e não existe garantia de que uma região inteira possa ser considerada apenas por esse
método.

Para mais detalhes sobre esses métodos procurar por [73,75].

2.2 Introdução a sistemas dinâmicos na cosmologia

Sessenta e oito por cento do nosso universo [76] consiste de uma ainda misteri-
osa componente chamada “energia escura” (DE), que acreditamos ser responsável pela
presente aceleração do universo [25, 77]. Além da matéria ordinária, o restante 27%
do conteúdo de energia do universo é uma forma de matéria que interage em princípio
apenas gravitacionalmente, conhecida como “matéria escura” (DM). Entre uma ampla
gama de alternativas para a energia escura, que inclui a constante cosmológica, campos
escalares ou vetoriais [78–90], energia escura holográfica [51, 91–102], energia escura
metaestável [103–107], modificações da gravidade e diferentes tipos de fluidos cosmo-
lógicos [65, 108–113], o uso de um campo escalar canônico , chamado “quintessência”,
é um candidato viável [37,114–117].

Além disso, os dois componentes do setor escuro podem interagir um com o outro
[51, 74, 95–97, 111, 118–130] e a interação pode eventualmente aliviar o problema da
coincidência [131,132].

Quando um campo escalar está na presença de um fluido barotrópico (com equação
de estado wm = Pm/ρm, onde Pm é a pressão e ρm é a densidade de energia do fluido)
as equações de evolução relevantes podem ser convertidas em um sistema autônomo.
Tal abordagem é uma boa ferramenta para analisar estados assintóticos de modelos
cosmológicos e tem sido feita para a energia escura desacoplada (quintessência, campo
de táquion, campo “phantom” e energia escura vetorial, por exemplo [67, 133–139]) e
energia escura acoplada [74, 119, 140–145]. O acoplamento suposto para o campo de
quintessência tem sido proporcional à densidade energética da matéria escura ρm. No
entanto, existem outras possibilidades como, por exemplo, o acoplamento proporcional
à densidade de energia da energia escura ρφ ou a soma das duas densidades de energia
ρm + ρφ. Grupos similares têm sido amplamente estudados na literatura [39,40,43,45,
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47, 146–148]. Em particular, a evolução da energia escura em altos redshifts medidos
pela Colaboração BOSS-SDSS [149] mostra um desvio da constante cosmológica que
pode ser explicado assumindo modelos de energia escura interagente [150].

É necessário realizar a análise dinâmica para estes dois grupos de interação. Neste
trabalho, utilizamos a teoria dos sistemas dinâmicos lineares para investigar os pontos
críticos que vêm das equações de evolução para a quintessência, assumindo a interação
entre DE e DM proporcional a i) ρφ e ii) ρφ + ρm. Descobrimos que no caso i) existem
pontos fixos que podem descrever a seqüência de três eras cosmológicas. No segundo
caso, tanto a era da radiação quanto a era da energia escura podem ser descritas por
pontos fixos, mas o universo dominado pela matéria está ausente.

Com o intuito de obter modelos de DE viáveis, necessitamos que a densidade de
energia de um campo escalar permaneça subdominante durante a era dominada pela
radiação e a era dominada pela matéria, e emirja somente em tempos posteriores para
dar origem à atual observada aceleração do universo.

Vamos construir um modelo cosmológico genérico para tentar representar a evo-
lução das eras cosmológicas radiação → matéria → termo cosmológico. Esse modelo
deve começar em um período dominado pela radiação. Deve ter dois pontos de sela que
correspondem ao universo dominado pela radiação e pela matéria, respectivamente.
Essas épocas sendo pontos de sela garantem que algumas trajetórias serão atraídas por
esses pontos, no entanto, elas serão eventualmente repelidas. Por último, queremos
que o sistema tenha um atrator para tempos futuros onde o universo está crescendo
com uma expansão acelerada que corresponde à solução de de Sitter. Dizemos que o
universo é assintóticamente de Sitter. Por simplicidade desprezamos a possibilidade
de autovalores nulos.

Vamos considerar um sistema dinâmico cosmológico de um campo escalar φ na
presença de um fluido barotrópico 1 que tem como equação de estado ωm = Pm/ρm.

2.2.1 Caso geral

Para introduzir o uso de técnicas de sistemas dinâmicos em cosmologia [151, 152],
vamos considerar um universo espacialmente plano κ = 0 contendo radiação ρr com
ω = 1/3, e um fluido perfeito representando a matéria ρm com ω = 0. As equações
que determinam completamente a dinâmica do sistema são as equações de Friedmann

3H2 − Λ = κ(ρm + ρr), (2.19)

−2Ḣ − 3H2 + Λ = κ
1

3
ρr, (2.20)

e a equação da continuidade para a radiação e a matéria respectivamente

ρ̇r + 4Hρr = 0, (2.21)

ρ̇m + 3Hρm = 0. (2.22)

1A densidade do fluido só depende da pressão, já que a temperatura é aproximadamente constante.
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Usando os parâmetros de densidade adimensionais Ωm, Ωr e ΩΛ, encontramos que as
equações acima satisfazem

1 = Ωm + Ωr + ΩΛ, (2.23)

que nos permite relacionar os três parâmetros de densidade, resultando em apenas duas
variáveis independentes, utilizaremos Ωm e Ωr como estas variáveis. Como desejamos
densidades de energia positivas, temos 0 ≤ Ωm ≤ 1 e 0 ≤ Ωr ≤ 1, para que satisfaçam
a Eq. (2.23) devemos ter ΩΛ ≤ 1.

A solução para o sistema (2.19-2.22) em qualquer tempo dado por t corresponde
à um ponto no plano (Ωm,Ωr). A condição (2.23) reduz o plano (Ωm,Ωr) permitido
para 4 = {(Ωm,Ωr)|0 ≤ Ωm ≤ 1 ∩ 0 ≤ Ωr ≤ 1 ∩ ΩΛ ≤ 1}.

Vamos calcular as equações dinâmicas para as variáveis adimensionais Ωm e Ωr.
Partimos de

d

dt
Ωm =

d

dt

(κρm
3H2

)
=
κ

3

(
ρ̇m
H2
− ρm2Ḣ

H3

)
. (2.24)

De (2.22) temos uma expressão para ρ̇m/H, enquanto que de (2.20) temos outra para
Ḣ/H2. Disso

1

H

d

dt
Ωm = −3Ωm + 3Ωm (1− ΩΛ + Ωr) . (2.25)

Podemos substituir o ΩΛ por (2.23), assim

1

H

d

dt
Ωm = Ωm (3Ωm + 4Ωr − 3) . (2.26)

Podemos notar que se introduzirmos uma variável independente N = log(a), onde

dN = dlog(a) =
ȧ

a
dt = Hdt ,

é possível reescrever (1/H)(d/dt)Ωm como

Ω′m = Ωm (3Ωm + 4Ωr − 3) , (2.27)

onde a linha denota uma derivada com respeito à N . De forma similar ao que foi feito
aqui, podemos calcular (1/H)(d/dt)Ωr e obter

Ω′r = Ωr (3Ωm + 4Ωr − 4) . (2.28)

Para qualquer conjunto de condições iniciais (Ωm(Ni),Ωr(Ni)) com “tempo” inicial N
no triângulo 4, as equações (2.27) e (2.28) vão determinar a trajetória que descreve o
comportamento dinâmico do modelo cosmológico que estamos estudando. Esse sistema
de equações é chamado de autônomo, ou dinâmico, pois ele não depende explicitamente
do parâmetro de “tempo” N . Equações desse tipo podem ser estudadas por métodos
particulares como veremos aqui.
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2.2.2 Quintessência na cosmologia

Iremos reproduzir um estudo feito em [65] para depois apresentar o trabalho feito
pelo autor [64].

Vamos considerar um campo escalar φ acoplado minimamente com a gravidade
com um campo V (φ) em que a densidade Lagrangeana é dada por

L =
1

2
φ̇2 + V (φ) , (2.29)

Para a densidade Lagrangeana acima (2.29), as Eqs. (2.1), (2.2) e (2.3) se transformam
em

H2 =
1

3

[
1

2
φ̇2 + V (φ) + ρm

]
, (2.30)

Ḣ = −1

2

[
φ̇2 + (1 + wm)ρm

]
, (2.31)

φ̈+ 3Hφ̇+
dV

dφ
= 0 (2.32)

Vamos dividir os dois lados da Eq. (2.30) pelo parâmetro de Hubble ao quadrado,
para obtermos uma equação de restrição adimensional

φ̇2

6H2
+
V (φ)

3H2
+

ρm
3H2

= 1 . (2.33)

Definindo duas quantidades adimensionais

x ≡ φ̇√
6H

, y ≡
√
V√

3H
, (2.34)

a Eq. (2.33) se torna
x2 + y2 +

ρm
3H2

= 1 . (2.35)

Para escrever as variáveis adimensionais (2.34) na forma autônoma vamos definir mais
duas variáveis adimensionais

λ ≡ −V,φ
V

, Γ ≡ V V,φφ
V 2
,φ

, (2.36)

assim, temos o sistema

dx

dN
=− 3x+

√
6

2
λy2+

+
3

2
x
[
(1− wm)x2 + (1 + wm)(1− y2)

]
, (2.37)

dy

dN
=−

√
6

2
λxy+

+
3

2
y
[
(1− wm)x2 + (1 + wm)(1− y2)

]
, (2.38)

dλ

dN
=−
√

6λ2(Γ− 1)x . (2.39)
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Nome x y Existência Estabilidade Ωφ γφ
(a) 0 0 Todos λ e γ Ponto de sela 0 -

para 0 < γ < 2
(b1) 1 0 Todos λ e γ Nó instável 1 2

para λ <
√

6
(b2) -1 0 Todos λ e γ Nó instável 1 2

para λ > −
√

6

(c) λ/6
[
1− λ2/6

]1/2
λ2 < 6 Nó instável 1 λ2/3

para λ2 < 3γ

(d) (3/2)1/2γ/λ
[
3(2− γ)γ/2λ2

]1/2
λ2 > 3γ Nó instável para 3γ/λ2 γ

3γ < λ2 < 24λ2/(9γ − 2)

Tabela 2.2: Estabilidade de pontos críticos de um modelo de quintessência para um
sistema com matéria e campo escalar.

A equação dΓ/dN não foi escrita pois, como veremos, será desconsiderada.
A equação de estado wφ e o parâmetro de densidade de energia Ωφ para o campo

φ é

wφ ≡
Pφ
ρφ

=
x2 − y2

x2 + y2
, (2.40)

Ωφ ≡
ρφ

3H2
= x2 + y2 . (2.41)

Também definimos

weff ≡
Pφ + Pm
ρφ + ρm

=wm + (1− wm)x2 − (1 + wm)y2 . (2.42)

Um universo com expansão acelerada ocorre se weff < −1/3. Vamos definir as novas
variáveis γφ ≡ 1 + wφ e γ ≡ 1 + wm.

λ constante

Como podemos ver em [64], se λ 6= cte então teremos µ1 = 0 e/ou µ2 = 0. Nesse
caso não podemos utilizar a expansão linear para calcular os pontos críticos.

A partir das Eqs. (2.34) e (2.36) encontramos que o caso de λ constante corresponde
a um potencial exponencial [67,153]

V (φ) = V0 e
−λφ . (2.43)

Nesse caso a Eq. (2.39) é sempre nula, portanto Γ = 1 para qualquer valor de x, não
só para o xc. Para se obter os pontos críticos vamos fazer dx/dN = 0 e dy/dN = 0
nas Eqs. (2.37) e (2.38). Podemos resumir os pontos críticos e suas estabilidades na
Tab. (2.1).

Os autovalores da matrizM dados na Eq. (2.18) são como segue



2.2 Introdução a sistemas dinâmicos na cosmologia 61

• Ponto (a):

µ1 = −3

2
(2− γ) , µ2 =

3

2
γ . (2.44)

• Ponto (b1):

µ1 = 3−
√

6

2
λ , µ2 = 3(2− γ) . (2.45)

• Ponto (b2):

µ1 = 3 +

√
6

2
λ , µ2 = 3(2− γ) . (2.46)

• Ponto (c):

µ1 =
1

2
(λ2 − 6) , µ2 = λ2 − 3γ . (2.47)

• Ponto (d):

µ1,2 = −3(2− γ)

4

[
1±

√
1− 8γ(λ2 − 3γ)

λ2(2− γ)

]
. (2.48)

No que segue esclarecemos as propriedades dos cinco pontos críticos apresentados
na Tab. (2.2). Basicamente estamos interessados em um fluido com 0 < γ < 2, pois
nesse intervalo −1 < wm < 1.

• O ponto (a) corresponde a uma solução dominada por um fluido. É um ponto
de sela desde que µ1 < 0 e µ2 > 0.

• Os pontos (b1) e (b2) são nós instáveis ou pontos de sela dependendo do valor
λ.

• O ponto (c) é um nó estável para λ2 < 3γ, e um ponto de sela para 3γ < λ2 < 6.
Desde que a equação de estado efetiva seja weff = wφ = −1 + λ2/3, a partir das
Eqs. (2.40) e (2.42), o universo acelera para λ2 < 2 nesse caso.

• O ponto (d) corresponde a uma solução tipo scaling em que a densidade de
energia do campo φ diminui proporcionalmente à do fluido barotrópico (γφ = γ).
Desde que ambos µ1 e µ2 sejam negativos para λ2 > 3γ da Eq. (2.48), o ponto
(d) é estável para a condição de existência apresentada na Tab. (2.2). Enquanto
isso esse é um ponto de sela para λ2 < 3γ, mas esse caso não é realístico pois a
condição Ωφ ≤ 1 não é satisfeita. Notamos que o ponto (d) se torna uma espiral
estável para λ2 > 24γ2/(9γ − 2).

Na Fig. (2.1) mostramos o plano de fase onde λ = 2 e γ = 1. Notamos que as
trajetórias estão confinadas dentro do círculo dado por x2 + y2 = 1 com y ≥ 0. Nesse
caso o ponto (c) é um ponto de sela, enquanto que o ponto (d) é uma espiral estável.
Consequentemente o atrator em tempos tardios é uma solução do tipo scaling (d) com
x = y =

√
3/8.

A análise acima dos pontos críticos mostra que pode-se obter uma expansão ace-
lerada desde que as soluções se aproximem do ponto fixo (c) com λ2, nesse caso o
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Figura 2.1: O plano de fase para λ = 2 e γ = 1. A solução dominada por um campo
escalar (c) é um ponto de sela em x = (2/3)1/2 e y = (1/3)1/2. Desde que o ponto (d)
seja uma espiral estável nesse caso, o atrator para tempos tardios é uma solução tipo
scaling com x = y = (3/8)1/2 [18, 67].

estado final do universo é aquele dominado pelo campo escalar (Ωφ = 1). A solução
tipo scaling (d) não é viável para explicar a aceleração tardia. No entanto, isso pode
ser usado para providenciar a evolução cosmológica em que a densidade de energia do
campo escalar diminui proporcionalmente a do fluido do background na era dominada
pela radiação ou matéria. Se o declive do potencial exponencial se tornar pequeno o
suficiente para satisfazer λ2 < 2 perto do presente, o universo existe para uma regime
tipo scaling e se aproxima do ponto fixo (c) dando origem a uma expansão acele-
rada [68, 69]. Isso, é claro, exige um λ efetivo que muda com o tempo, vamos falar
sobre esse caso a seguir. No entanto, antes de fazer isso, mencionamos que em [154], os
autores discutem a possibilidade de que o campo não tenha ainda alcançado o ponto
fixo, e argumentam que (i) mesmo para 2 < λ2 < 3, existe uma região não trivial do
espaço dos parâmetros que pode explicar os valores observados dos parâmetros cos-
mológicos, tal como a equação de estado, e (ii) o fine tuning para esses modelos não
é pior do que em outros cenários de quintessência.

Mudança dinâmica de λ

Potenciais exponenciais correspondem à λ constante e Γ = 1. Vamos considerar
um potencial V (φ) ao longo do qual o campo decresce em direção a mais infinito com
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φ̇ > 0. Isso significa que x > 0 na Eq. (2.39). Então, se a condição

Γ > 1 , (2.49)

for satisfeita, λ diminui para zero. Assim a inclinação do potencial definido pelas Eqs.
(2.34) e (2.36) se torna plano, dando origem a uma expansão acelerada em tempos
tardios. A condição (2.49) é considerada como a condição do tipo tracking na qual a
densidade de energia de φ eventualmente alcança a do fluido [37]. A fim de construir
modelos viáveis de quintessência, necessitamos que o potencial satisfaça a condição
(2.49).

Quando Γ < 1 a quantidade λ cresce para o infinito. Desde que o potencial seja
mais íngreme do que as soluções tipo scaling correspondentes, a densidade de energia
do campo escalar torna-se insignificante comparado com a do fluido. Então não temos
uma expansão acelerada em tempos tardios.

A fim de obter a evolução dinâmica do sistema precisamos resolver a Eq. (2.39)
junto com as Eqs. (2.37) e (2.38). Embora λ seja uma quantidade dinamicamente
variável, pode-se aplicar a discussão de λ constante a esse caso bem como considerar
pontos críticos “instantâneos” [153, 155]. Por exemplo, o ponto (c) na Tab 2.2 muda
dinamicamente com o tempo, isso é, x(N) = λ(N)/

√
6 e y(N) = [1 − λ2(N)/6]1/2.

Quando Γ > 1 esse ponto eventualmente se aproxima de x(N) → 0 e y(N) → 1 com
uma equação de estado de uma constante cosmológica (γφ → 0) como λ(N)→ 0. Veja
as referências [153,155] para mais detalhes.
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2.3 Quintessência acoplada e a impossibilidade de
uma interação

Apresentaremos o estudo realizado em [64] em que o autor participa. Analisamos
a quintessência acoplada à teoria dos sistemas dinâmicos lineares, com duas interações
diferentes: i) proporcional à densidade de energia da energia escura e ii) proporcional
à soma das densidades de energia da matéria escura e da energia escura. Os resultados
aqui apresentados ampliam as análises anteriores na literatura, onde a interação foi
apenas proporcional à densidade de energia da matéria escura. No primeiro caso é
possível obter a sequência bem conhecida das eras cosmológicas. Para a segunda
interação, apenas a era da radiação e a era da energia escura podem ser descritas
pelos pontos fixos. Portanto, do ponto de vista da teoria de sistema dinâmico, a
interação proporcional à soma da densidade de energia da matéria escura e energia
escura não descreve o universo onde vivemos.

2.3.1 Análise dinâmica

Consideramos que a energia escura é descrita por um campo escalar com densidade
de energia ρφ e pressão Pφ, e com uma equação de estado dada por wφ = Pφ/ρφ.

Para lidar com a dinâmica do sistema, vamos definir variáveis adimensionais. As
novas variáveis vão caracterizar um sistema de equações diferenciais na forma

X ′ = f [X], (2.50)

onde X é um vetor coluna de variáveis sem dimensão e a linha é a derivada com
respeito a log a, onde definimos o fator de escala atual a0 para ser um. Os pontos
críticos Xc são aqueles que satisfazem X ′ = 0. Para estudar a estabilidade dos pontos
fixos consideramos perturbações lineares U à sua volta, portanto X = Xc + U . No
ponto crítico, as perturbações U satisfazem a seguinte equação

U ′ = JU, (2.51)

onde J é a matriz Jacobiana. A estabilidade em torno dos pontos fixos depende da
natureza dos autovalores (µ) de J , de tal forma que eles são pontos estáveis se todos
tiverem valores negativos, pontos instáveis se todos tiverem valores positivos e pontos
de sela se pelo menos um autovalor tiver valor positivo (ou negativo), enquanto os
outros têm sinal oposto. Além disso, se qualquer autovalor for um número complexo,
o ponto fixo pode ser espiral estável (Re µ < 0) ou espiral instável (Re µ > 0), devido
ao comportamento oscilatório de sua parte imaginária.

2.3.2 Dinâmica da quintessência

O campo escalar φ é descrito pela Lagrangeana

L = −
√
−g
(

1

2
∂µφ∂µφ+ V (φ)

)
, (2.52)
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onde V (φ) é o potencial escalar dado por V (φ) = V0e
−λφ e V0 e λ são constantes

positivas. Essa escolha é motivada pelo sistema autônomo, como veremos em breve.
Para um campo homogêneo φ ≡ φ(t) em um universo em expansão com métrica de
FLRW com fator de escala a ≡ a(t), em presença do acoplamento, a equação de
movimento é

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′(φ) =
Q
φ̇
, (2.53)

onde o ponto denota uma derivada com respeito a coordenada temporal t, a linha
denota uma derivada com respeito à φ e Q é o acoplamento.

Como já vimos, as equações de Einstein para uma métrica de FLRW e um fluido
perfeito nos fornecem as equações de Friedmann

H2 ≡
(
ȧ

a

)2

=
K

3
ρ− κ

a2
,

Ḣ = −K
2

(P + ρ) +
κ

a2

onde H =
ȧ

a
é o parâmetro de Hubble, ρ =

∑
i

ρi e P =
∑
i

Pi denotam a densidade

de energia total2 e a pressão, respectivamente, para todos os componentes do universo
em uma dada época, K ≡ 8πG/c4 e κ é a curvatura espacial. Vamos usar que K = 1.

Para o nosso caso, onde ρ = ρr + ρm + ρφ, P = Pr + Pm + Pφ, M2
P = 1 e κ = 0,

teremos

H2 =
K

3
(ρφ + ρm + ρr),

e
Ḣ = −K

2
(ρφ + Pφ + ρm + Pm + ρr + Pr)

Substituindo a densidade de energia e pressão, respectivamente, para um campo
escalar

ρφ =
φ̇2

2
+ V (φ),

e

Pφ =
φ̇2

2
− V (φ),

nas equações de Friedmann, temos

H2 =
1

3

(
φ̇2

2
+ V (φ) + ρm + ρr

)
, (2.54)

Ḣ = −1

2

(
φ̇2 + ρm +

4

3
ρr

)
, (2.55)

2Da equação da continuidade ρ(t) = ρ0a
−3(1+ω)
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e a equação de estado se torna

wφ =
Pφ
ρφ

=
φ̇2 − 2V (φ)

φ̇2 + 2V (φ)
. (2.56)

Sem considerar o acoplamento, as densidades de energia ρφ, ρm e ρr satisfazem

ρ̇φ + 3H(1 + ωφ)ρφ = 0,

ρ̇m + 3H(1 + ωm)ρm = 0,

ρ̇r + 3H(1 + ωr)ρr = 0,

Assumimos que o campo escalar é acoplado à matéria escura, de tal forma que o
tensor energia-momento total ainda é conservado. Utilizando a métrica de Friedmann-
Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) com um fator de escala a, as equações de conti-
nuidade para ambos os componentes e para a radiação são

ρ̇φ + 3H(ρφ + Pφ) = −Q , (2.57)

ρ̇m + 3Hρm = Q , (2.58)

ρ̇r + 4Hρr = 0 , (2.59)

respectivamente. Os índicesm e r significammatéria e radiação, respectivamente.3 Em
princípio, o acoplamento pode depender de muitas variáveisQ = Q(ρm, ρφ, φ̇, H, t, . . . ),
então assumimos que, para a quintessência, o acoplamento é i) Q = Qρφφ̇ e ii)
Q = Q(ρφ + ρm)φ̇, onde Q é uma constante positiva.

Estamos agora prontos para proceder com a análise dinâmica do sistema.

2.3.3 Sistema autônomo

As variáveis adimensionais são obtidas a partir das Eqs. de Friedmann (A.18) e
(A.19). Dividindo os dois lados da primeira equação por H2, obtemos uma equação
adimensional, e podemos definir as variáveis adimensionais por4

x ≡ φ̇√
6H

, y ≡
√
V (φ)√
3H

, z ≡
√
ρr√
3H

,

λ ≡ −V
′

V
, Γ ≡ V V ′′

V ′2
. (2.60)

3Poderíamos ter sido mais econômicos se tivéssemos escrito as equações para a matéria e radiação
juntas, como um fluido barotrópico geral com a equação de estado wb. Os resultados, é claro, não
mudariam. Ao invés de escrevermos a equação de estado para a matéria como P = ωρ poderíamos
usar uma parametrização um pouco diferente dada por Pγ = ωγργ = (γ − 1)ργ onde γ = 1 + ωγ é
uma constante e 0 ≤ γ ≤ 2. Esse valor é 4/3 quando existe radiação, e 1 para matéria bariônica e
matéria escura.

4Não é necesário escrever uma variável para Pr pois podemos escreve-lá em função de ρr dado que

wr =
1

3
=
Pr
ρr

.
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Utilizando a segunda Eq. de Friedmann (A.19) temos mais uma relação entre os
parâmetros, pelo universo ser plano a soma dos parâmetros de energia deve ser igual
a 1, e com isso não é necessário uma variável que dependesse explicitamente de ρm.
Escolhemos os novos parâmetros para que o sistema seja fechado, e possamos escrever
todas as equações em função deles.

O parâmetro de densidade da energia escura é escrito em termos dessas novas
variáveis como

Ωφ ≡
ρφ

3H2
= x2 + y2, (2.61)

então, a primeira Eq. de Friedmann, Eq.(2.54) pode ser escrita como

Ωφ + Ωm + Ωr = 1, (2.62)

onde o parâmetro de densidade de matéria e de radiação são definidos por Ωi =
ρi/(3H

2), com i = m, r. Das Eqs. (2.61) e (2.62) temos que x e y são restritos ao
plano de fase pela relação

0 ≤ x2 + y2 ≤ 1, (2.63)

devido à 0 ≤ Ωφ ≤ 1. A equação de estado wφ se torna

wφ =
x2 − y2

x2 + y2
, (2.64)

e a equação de estado efetiva total é

weff =
Pφ + Pr

ρφ + ρm + ρr
= x2 − y2 +

z2

3
, (2.65)

com uma expansão acelerada weff < −1/3 em tempos tardios. Lembrando aqui que
Pm = 0.

2.3.4 Interações

Os pontos fixos dos sistemas dinâmicos são obtidos definindo dx/dN = 0, dy/dN =
0, dz/dN = 0 e dλ/dN = 0. Quando Γ = 1, λ é constante, e o potencial é V (φ) =
V0e

−λφ [67, 133]5. Note que y não pode ser negativo e lembre-se que Ωr = z2.
As propriedades do sistema dinâmico dependem dos valores das constantes λ e Q.

Entre outras, elas vão afetar a existência e estabilidade dos pontos fixos do sistema,
veja ( [67]).

Para analisarmos a estabilidade dos pontos fixos do sistema dinâmico precisamos
montar a matriz Jacobiana. Note que por termos fixado Γ a matriz Jacobiana só
depende das variáveis x, y e z

5A equação para λ também é igual a zero quando x = 0 ou λ = 0, de modo que λ não deve
ser necessariamente constante, para os pontos fixos com este valor de x. No entanto, para o caso
de λ dinâmico, o autovalor correspondente é igual a zero, indicando que os pontos fixos não são
hiperbólicos, e como já vimos não é uma solução de perturbação, a variável não oscila, só translada,
então a análise linear não funciona. Para λ ser constante da expressão dλ/dN devemos ter Γ = 1,
por esse motivo não temos uma equação de movimento de Γ.
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J =


∂(dx/dN)

∂x

∂(dx/dN)

∂y

∂(dx/dN)

∂z
∂(dy/dN)

∂x

∂(dy/dN)

∂y

∂(dy/dN)

∂z
∂(dz/dN)

∂x

∂(dz/dN)

∂y

∂(dz/dN)

∂z


(x=xc,y=yc,z=zc)

,

e calcular seus autovalores. Essa Jacobiana possui três autovalores µ1, µ2 e µ3. A
solução geral para a evolução das perturbações lineares pode ser escrita como

δx = C1e
µ1N + C2e

µ2N + C3e
µ3N ,

δy = C4e
µ1N + C5e

µ2N + C6e
µ3N ,

δz = C7e
µ1N + C8e

µ2N + C9e
µ3N ,

onde C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8, C9 são constantes de integração.

Interação Qρφ

O sistema dinâmico para as variáveis x, y, z e λ com a interação proporcional à ρφ
é

dx

dN
= −3x+

√
6

2
y2λ−

√
6

2
Q(x2 + y2)− xH−1dH

dN
, (2.66)

dy

dN
= −
√

6

2
xyλ− yH−1dH

dN
, (2.67)

dz

dN
= −2z − zH−1dH

dN
, (2.68)

dλ

dN
= −
√

6λ2x (Γ− 1) , (2.69)

onde

H−1dH

dN
= −3

2

(
1 + x2 − y2 +

z2

3

)
.

Como visto anteriormente, os pontos fixos dos sistemas dinâmicos são obtidos definindo
dx/dN = 0, dy/dN = 0, dz/dN = 0 e dλ/dN = 0. Os pontos críticos para a interação
Qρφ são mostrados na Tab. (2.3).

O ponto xf é

xf =
−3 +Qλ− λ2 +

√
Q2(λ2 − 12)− 2Qλ(λ2 − 9) + (λ2 − 3)2

2
√

6(Q− λ)
. (2.70)

Os autovalores da matriz Jacobiana foram encontrados para cada ponto fixo da
Tab. 2.3. Os resultados estão mostrados na Tab. 2.4, onde os autovalores µf± são
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Ponto x y z wφ Ωφ weff

(a)
2
√

6

3λ

2
√

2Q+ λ√
3λ2(λ−Q)

√
1− 4(λ− 4Q)

λ2(λ−Q)

1

3

(
1− 4Q

λ

)
4

λ(λ−Q)

1

3

(b) 0 0 1 − 0
1

3

(c) −
√

6

3Q
0

√
1− 2

Q2
1

2

3Q2

1

3
(d) 0 0 0 − 0 0

(e)
Q±

√
Q2 + 6√
6

0 0 1 x2
e x2

e

(f) xf

√
1 + x2

f −
√

2xfλ 0
−3 +

√
6xfλ

3 + 6x2
f −
√

6xfλ
1 + 2x2

f −
√

2

3
xfλ −1 +

√
2

3
xfλ

Tabela 2.3: Pontos críticos (x, y e z) das equações dinâmicas (2.66)-(2.69) para o
campo de quintessência com interação Qρφ. A tabela mostra a correspondente equação
de estado para a energia escura (2.64), a equação efetiva de estado (2.65) e o parâmetro
de densidade para energia escura (2.61).

Ponto µ1 µ2 µ3 Estabilidade

(a) veja o texto principal sela

(b) 1 3−
√

6Q 3−
√

6

2
λ sela ou instável

(c) 1−
√

2

Q
1 +

√
2

Q
2− λ

Q
sela ou instável

(d) −3

2

3

2
−1

2
sela

(e)
1

2
(2 +Q ·Qe±)

1

2
(6 +Q ·Qe±)

1

2
(6 + (Q− λ)Qe±) sela ou instável

(f) −2 +

√
3

2
xfλ µf+ µf− sela

Tabela 2.4: Autovalores e estabilidade dos pontos fixos para o campo de quintessência
com Qρφ. Definimos Qe± ≡

(
Q±

√
6 +Q2

)
.

µf± =
1

4
{−12 +

√
6xf (−2Q+ 3λ)

± [48(Q− λ)λ+ 96
√

6x3
f (−Q+ λ)

+ 6x2
f (−24 + 4Q2 + 28Qλ− 31λ2)

+ 8
√

6xf (9λ+ 2λ3 − 2Q(3 + λ2))]1/2} (2.71)

• O ponto fixo (a) descreve um universo dominado pela radiação. Para o ponto
fixo ser real e Ωφ satisfazer o limite da nucleossíntese ΩBBN

φ < 0.045 [156] deveríamos

ter λ >
20
√

2

3
e Q ≤ 9λ2 − 800

9λ
. Os autovalores foram encontrados numericamente.

Para λ = 10 e o limite superior da interação (Q = 10/9) temos os autovalores µ1 =
−0.7 + 2.1i, µ2 = −0.7 − 2.1i e µ3 = 1, então esse ponto crítico é um ponto de sela.
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Figura 2.2: Plano de fase para o ponto fixo (f) com λ = 1 e Q = 1/4.

Resultados similares são encontrados para toda a escolha de λ e Q nessa regiao.

• Ambos os pontos (b) e (c) também descrevem a era da radiação e são instáveis ou
pontos de sela. Os autovalores µ2 e µ3 do ponto (b) podem ser tanto positivos quanto
negativos, dependem dos valores de λ e Q. Por outro lado, o primeiro autovalor µ1

é sempre positivo. O mesmo acontece com os autovalores do ponto (c) e nesse caso
a interação precisa ser Q >

√
2 para que os pontos fixos sejam reais e Q > 20/(3

√
3)

para que ΩBBN
φ < 0.045.

• O universo dominado pela matéria é descrito pelo ponto de sela (d) e também pelo
ponto (e), desde que Q seja suficientemente grande para o último caso. Para qualquer
valor da interação os autovalores do ponto (e) não podem ser todos simultaneamente
negativos.

• O último ponto (f) é um atrator e descreve o universo dominado pela energia

escura se ambos λ ≤
√

2 e Q < λ ou λ >
√

2 e
−2λ+ λ3

4 + λ2
≤ Q < λ. A parte real dos

autovalores é negativa para esse intervalo de valores, portanto o ponto fixo é estável
ou estável com espiral. Esse comportamento é ilustrado na Fig. (2.2), onde plotamos
o plano de fase com λ = 1 e Q = 1/4.

Notamos que o espaço de fase do sistema é contido em um círculo unitário. Análises
mostram que o sistema é invariante sob a transformação y 7→ −y e simétrico sobre a
troca do tempo t 7→ −t. Isso implica que podemos restringir a nossa análise à metade
superior do disco com y > 0. A metade inferior do disco do espaço de fase corresponde
a um universo contraindo pois H < 0 nessa região.

Os valores permitidos de λ e Q, para os pontos fixos (a), (c) e (f), são mostrados
na Fig. (2.3). A partir da figura vimos que os pontos fixos (a) e (f) não têm regiões
em comum.

Assim sendo, a sequência das eras cosmológicas (radiação → matéria → energia
escura) é alcançada considerando a transição: (b) ou (c) → (d) ou (e) → (f).
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Figura 2.3: Regiões permitidas de Q, para os pontos fixos (a) (amarelo), (c) (azul) e
(f) (vermelho).

Interação Q(ρφ + ρm)

O sistema dinâmico para as variáveis x, y, z e λ com a interação proporcional à
ρφ + ρm é

dx

dN
= −3x+

√
6

2
y2λ−

√
6

2
Q(1− z2)− xH−1dH

dN
, (2.72)

dy

dN
= −
√

6

2
xyλ− yH−1dH

dN
, (2.73)

dz

dN
= −2z − zH−1dH

dN
, (2.74)

dλ

dN
= −
√

6λ2x (Γ− 1) , (2.75)

onde

H−1dH

dN
= −3

2

(
1 + x2 − y2 +

z2

3

)
.

Todas as outras equações acima a menos da primeira são iguais às equações do
caso anterior.
Como visto anteriormente, os pontos fixos dos sistemas dinâmicos são obtidos definindo
dx/dN = 0, dy/dN = 0, dz/dN = 0 e dλ/dN = 0. Os pontos críticos para a interação
Q(ρφ + ρm) são mostrados na Tab. (2.5), onde

wφe =

λ2

(
λ2 − 3−

√
12Qλ+ (λ2 − 3)2

)
3

(
λ(λ+ 2Q) + 3−

√
12Qλ+ (λ2 − 3)2

) .
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Ponto x y z wφ Ωφ weff

(a)
2
√

6

3λ

2
√

6Q+ λ√
3λ2(λ+ 3Q)

√
λ(λ+ 3Q)− 4

λ(λ+ 3Q)

λ

3λ+ 12Q

4((λ+ 4Q)

λ2(λ+ 3Q)

1

3

(b) 0 0 1 − 0
1

3

(c) −
√

6

9Q
0

√
1− 2

9Q2
1

2

27Q2

1

3
(d) 3x3

d − 3xd −
√

6Q = 0 0 0 1 x2
d x2

d

(e)
3 + λ2 ± Se

2
√

6λ

√
x2
e − (
√

6/3)xeλ+ 1 0 wφe
λ2 + 2Qλ+ 3− Se

2λ2

λ2 − 3− Se
6

Tabela 2.5: Pontos críticos (x, y e z) das equações dinâmicas (2.72)-(2.75) para
o campo de quintessência com interação Q(ρφ + ρm). A tabela mostra a corres-
pondente equação de estado para a energia escura (2.64), a equação efetiva de es-
tado (2.65) e o parâmetro de densidade para energia escura (2.61). Definimos
Se ≡

√
12Qλ+ (λ2 − 3)2.

Ponto µ1 µ2 µ3 Estabilidade

(a) veja o texto principal sela
(b) 2 −1 1 sela

(c) −
√

2

9Q2
− 3

√
2

9Q2
− 3 2 +

λ

3Q
sela

(d) veja o texto principal sela ou instável
(e) µe1 µe2 µe3 sela

Tabela 2.6: Autovalores e estabilidade dos pontos ficos para o campo de quintessência
com Q(ρφ + ρm).

Os autovalores da matriz Jacobiana foram encontrados para cada ponto fixo da
Tab. 2.5, os resultados estão apresentados na Tab. 2.6 onde

µe1 =
1

4
(λ2 − 5−√µ),

µe2,e3 =
1

8λ2
(3λ4 + 3λ2(5−√µ) (2.76)

±
√

2(λ2(−72(−3 +
√
µ))

−6Qλ(7λ2 − 48 + 8
√
µ)

+λ2(λ4 − 63− (3 + λ2)
√
µ))1/2)

e

µ = 12Qλ+ (λ2 − 3)2. (2.77)

• O ponto (a) descreve o universo dominado pela radiação e pelo ponto fixo ser real

e Ωφ satisfaz o limite da nucleossíntese ΩBBN
φ < 0.045 [156] deveríamos ter

20
√

2

3
<

λ <
40
√

6

9
e Q ≤ 9λ3 − 800λ

27λ2 − 3200
ou λ ≥ 40

√
6

9
para qualquer valor positivo de Q.
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Os autovalores foram encontrados numericamente similarmente ao caso da interação
considerada anteriormente, o ponto fixo é um ponto de sela para os valores permitidos
de λ.
• A era da radiação é também descrita pelos pontos (b) e (c). Eles são pontos de

sela e para (c) a interação precisa ser Q ≥ 20
√

3

27
para que não haja conflito com o

limite da nucleossíntese.
• O universo dominado pela matéria pode ser descrito pelo ponto (d) mas apenas se

xd = 0 que implica em uma interação nula. Esse caso já é conhecido na literatura [67].
• O ponto fixo (e) pode descrever o estágio atual de expansão acelerada do universo

para alguns valores de Q e λ. Os pontos críticos são reais com 0 ≤ Ωφ ≤ 1 e weff <

−1/3 para 0 < λ ≤
√

2 e 0 < Q ≤ λ ou para λ >
√

2 e
λ2 − 2

3λ
< Q ≤ λ. Para esses

intervalos de λ e Q a parte real dos autovalores é negativa, então o ponto é estável ou
estável com espiral. O ponto atrator tem Ωφ = 1 e wφ = weff = −1 para Q = λ.

Assim sendo, tanto o universo dominado pela radiação quanto o universo dominado
pela energia escura podem ser descritos pelos pontos fixos, no entanto, nenhum ponto
fixo representa a era da matéria.

2.3.5 Conclusão

À luz da teoria dos sistemas dinâmicos lineares, estudamos a quintessência aco-
plada à matéria escura com duas interações diferentes: i) proporcional à densidade de
energia da energia escura ρφ e, ii) proporcional à soma das duas densidades de energia
ρm + ρφ. Os resultados aqui apresentados ampliam a análise anterior na literatura,
onde a interação tem sido apenas proporcional à densidade de energia da matéria es-
cura. No caso i) a transição das eras cosmológicas é totalmente alcançada com uma
seqüência adequada de pontos fixos. No segundo caso, ii), tanto a era da radiação
quanto a era da energia escura podem ser descritas pelos pontos fixos, mas a era da
matéria não pode. Portanto, a segunda interação não fornece a seqüência cosmológica:
radiação → matéria → energia escura. Esta não é a primeira vez que uma interação
proporcional à soma das densidades de energia leva a desastres cosmológicos. Um mo-
delo fenomenológico com esse acoplamento sofre instabilidade no começo do universo
para w > −1, como mostrado em [39, 40]. Análises adicionais para altos redshifts e
diferentes acoplamentos são resumidas em [130].





Capítulo 3

Dark SU(2)

Nesse capítulo será apresentado um trabalho feito pelo autor [157] onde é estudada
a possibilidade de um decaimento de uma partícula de DE em outra partícula de DE
mais uma partícula de DM e outra de neutrino escuro.

3.1 Modelo para DE
Queremos encontrar um modelo baseado na teoria de campos que descreva um

mecanismo de decaimento de DE em DM, e que ao mesmo tempo se aproxime do
comportamento de uma constante cosmológica. Vamos supor que a DE seja um campo
escalar em um potencial com um mínimo metaestável.

Consideraremos que o potencial do campo escalar tem um vácuo falso (metaestável)
e um vácuo verdadeiro, com uma diferença de energia entre os dois de ε ≡ 10−47GeV4 =
ρΛ.

Como o valor de ε é muito pequeno é de se esperar que o tempo de decaimento seja
muito grande, maior que a idade do universo. No entanto, à medida que o parâmetro
massa decresce, a altura e a largura da barreira do seu potencial diminuem, diminuindo
assim o tempo de decaimento.

Até hoje nenhuma partícula do setor escuro foi observada em detectores de par-
tículas, acredita-se que ou elas tenham a massa muito grande ou a interação com as
partículas do Modelo Padrão seja muito fraca. Um exemplo desse caso são os áxi-
ons [158–160], candidatos à DM, que, caso existam, devem possuir massa na faixa de
10−2 a 10−5eV [161]. Além de resolver o problema de CP forte, deu uma boa ideia da
massa necessária para partículas ultraleves candidatas a DM.

Iremos aqui estudar um decaimento do vácuo metaestável para o vácuo verdadeiro.
A diferença de energia entre esses dois mínimos é ajustada para que seja igual a
densidade de energia da constante cosmológica. Após esse estudo, será analisado o
decaimento de uma partícula de DE em outra partícula de DE mais um dubleto de
DM, e analisada a validade desse modelo.

3.1.1 Decaimento do vácuo falso

Como visto em [162], um estado de vácuo é estável se os valores esperados do
campo escalar estiverem em um mínimo verdadeiro do potencial efetivo. Mas se os
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valores esperados do campo escalar estiverem em ummínimo local que é mais alto que o
mínimo verdadeiro então esse vácuo será metaestável. Um estado de vácuo metaestável
“falso” corresponde à um mínimo local que irá decair em um estado “verdadeiro” de
vácuo correspondente ao mínimo verdadeiro por um processo de penetração de barreira
(tunelamento), análogo ao decaimento do núcleo alpha ou fissão espontânea. Processos
desse tipo não podem ser observados em laboratório mas como várias simetrias têm
sido quebradas espontaneamente, acreditamos que eles tenham ocorrido várias vezes
na história do universo, por isso é tão importante saber calcular a taxa de decaimento
do vácuo falso.

Um exemplo simples de um estado metaestável é a ebulição de um líquido muito
quente citado em [163], o vácuo falso corresponde à fase superquente e o vácuo verda-
deiro à fase de vapor, nessa transição há criação de bolhas, elas não podem ser muito
pequenas pois o ganho em energia volumétrica não será suficiente para compensar a
perda de energia superficial, assim, as bolhas físicas podem ter o tamanho crítico ou
um tamanho maior, isso será melhor explicado no decorrer do texto.

Estamos interessados aqui em calcular a taxa de decaimento de um estado meta-
estável de energia escura. Supondo que o universo com expansão acelerada possa ser
descrito por um campo escalar canônico φ, vamos assumir que esse campo escalar é
positivo definido. Por definição, tomamos a densidade lagrangeana na forma

L = −1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ), (3.1)

Assumimos que potencial efetivo V (φ) de menor ordem tem um mínimo verdadeiro
em φ = 〈φ〉 e um mínimo local em φ = φ0 = 0, e queremos ajustar uma constante
aditiva na densidade lagrangeana de tal forma que V (〈φ〉) = 0, nesse caso V (φ0) > 0.
Escolheremos o acoplamento de φ6 de tal forma com que seja uma soma de dois termos,
o primeiro deles responsável por gerar o potencial quadrático e o segundo por criar o
vácuo metaestável.

V (φ) =
m2

2
φ2 − λ

4
φ4 +

g′

M2
P

φ6 +K , (3.2)

onde m e λ são parâmetros livres positivos da teoria e K é uma constante. Vamos
então patir do potencial quadrático definido por [104]

V (φ) =
m2

2
φ2 − λ

4
φ4 +

λ2

32m2
φ6 +

g

M2
P

φ6 +K , (3.3)

onde acoplamento de φ6 foi escolhido para que o potencial (3.3) seja um quadrado
perfeito,

V (φ) =

(
m√

2
φ− λφ3

4
√

2m

)2

+
g

M2
P

φ6 +K.

O potencial (3.3) tem extremos em φ0 = 0 (V (φ0) = 0), φ± = ±2m√
λ

(V (φ±) = 0)

e φ1 =
φ±√

3
(V (φ1) =

8m4

27λ
). Para obter a constante cosmológica, o potencial deve

desviar levemente do quadrado perfeito. Uma vez que o acoplamento presente na



3.1 Modelo para DE 77

Relatividade Geral é a massa de Planck MP , é natural esperar que o desvio do vácuo
de Minkowski seja devido ao termo proporcional àM−2

P , que será o segundo termo que
multiplica φ6. Assim assumimos que o potencial (3.3) tem um pequeno desvio dado

por
φ6

M2
P

, vamos subtrair essa função do potencial (3.3) fazendo g → −g.

V (φ) =
m2

2
φ2 − λ

4
φ4 +

λ2

32m2
φ6 − g

M2
P

φ6 +K , (3.4)

Apesar do valor do campo escalar no ponto mínimo φ± também mudar, a mudança
é muito pequena e podemos considerar que o campo escalar no vácuo falso ainda é

±2m√
λ

+
φ6
±

M2
P

. Vamos fixar as variáveis para que ε seja a diferença entre o vácuo falso

e o verdadeiro

ε ≡ V (φ0)− V (φ±) ≈ 64m6

λ3M2
P

. (3.5)

Como usual na teoria quântica de campos é esperado que o parâmetro λ seja menor que
um, se assumirmos que λ ∼ 10−1, a equação (3.5) é ε ∼ 10−47 GeV4 param ∼ O(MeV).
Valores maiores para λ implicam em valores menores de m. Portanto, a constante
cosmológica é determinada pelo parâmetro de massa e o acoplamento da interação de
ordem quatro.

Definindo K ≡ ε para fazer com que o potencial desvie para cima e o vácuo
verdadeiro esteja no eixo, temos o potencial final dado por

V (φ) =
m2

2
φ2 − λ

4
φ4 +

λ2

32m2
φ6 − g

M2
P

φ6 + ε , (3.6)

mostrado na Fig (3.1)

Figura 3.1: Potencial escalar (3.6) com parâmetros e valores arbitrários. A diferença
entre o vácuo verdadeiro em φ± ≈ 1.2 e o vácuo falso em φ0 = 0 é ε ≡ V (φ0)−V (φ±) ≈
10−47GeV 4.
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O processo de tunelamento em que o estado metaestável do vácuo falso decai para
o vácuo verdadeiro é similar ao antigo cenário inflacionário, e ocorre pela formação
de bolhas do vácuo verdadeiro no background do vácuo falso. Depois de penetrar
na barreira as bolhas crescem na velocidade da luz e acabam colidindo com outras
bolhas até que todo o espaço esteja no estado de menor energia. A energia liberada
nesse processo pode produzir novas partículas e uma interação de Yukawa gφψ̄ψ pode
ser considerada para a produção de um campo fermiônico, tal campo pode ser a
matéria escura fermiônica com pressão nula. No entanto, como veremos, o tempo
de decaimento é da ordem da idade do universo, então é necessário considerar outro
processo dominante para recapturar a cosmologia standard.

Se o nosso sistema reside originalmente no vácuo falso e ε é pequeno, eventualmente
o vácuo falso irá decair no vácuo verdadeiro onde a energia é nula. Esse valor é ajustado
pela massa do campo escalar e o coeficiente da interação. A taxa em que o vácuo falso
decai no vácuo verdadeiro será calculada.

Taxa de decaimento

Vamos seguir os mesmos passos feitos em [163] e partir do ponto de que o sistema
está no vácuo falso, a qualquer ordem finita da teoria de perturbação a instabilidade
não será notada pois essa teoria descreve pequenas oscilações perto do ponto de equi-
líbrio. Contudo, pode ocorrer grande flutuação do campo φ, então ele é derramado
do vácuo falso. É natural esperar que a ação correspondente a grandes flutuações do
campo seja grande, então o problema será tratado quase-classicamente.

Vamos realizar as contas por uma perspectiva de tunelamento Euclideano, pode-
ríamos considerar a dinâmica de “bolhas de vácuo verdadeiro” no espaço-tempo de
Minkowski, obteríamos o mesmo resultado mas por outra análise, como pode ser visto
em [162]. Basicamente, a diferença entre esses dois casos é como olhamos para o
tempo. No espaço-tempo de Minkowski, se considerarmos um problema em quatro
dimensões a bolha estará em três dimensões enquanto que a sua superfície será S2, já
por outro lado, uma bolha Euclideana em quatro dimensões terá uma superfície S3.

Estamos tratando de um processo de tunelamento. Pequenas bolhas são classica-
mente proibidas como já foi discutido acima. A partir de (3.1), a ação Euclideana
é

S =

∫
d4x

[
1

2
(∂µφ)2 + V (φ)

]
. (3.7)

Para resolver problemas de tunelamento procuramos campos que

(i) representam o vácuo falso φ0 para tempos muito grandes, tanto no passado
quanto no futuro, e representam o vácuo verdadeiro em tempos intermediários;

(ii) fazem com que a ação seja extrema.
A segunda condição implica em achar uma solução da equação de movimento Eucli-
deana clássica,
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∂2φ− V ′(φ) = 0. (3.8)

Isso corresponde ao movimento do sistema no potencial −V , começando de φ0 e se
movendo para φ±, chegando no seu máximo e voltando para φ0. Essa solução é
chamada de bounce e é invariante por transformação de um gerador do grupo O(4),
ou seja, é O(4) simétrica.

Colocando a origem no centro da solução de bounce e utilizando o Ansatz

φ(~x, t) = φ(r) com r ≡
√

(~x− ~x0)2 + (t− t0)2, (3.9)

a ação Euclideana (3.7) para uma solução invariante por rotação, simetria O(4), se
torna

S =

∫ ∞
0

dr2π2r3

[
1

2

(
∂φ

∂r

)2

+ V (φ)

]
, (3.10)

onde, em 4 dimensões, d4x = r3drdΩ3, e dΩ3 é o elemento de superfície em 3 dimensões.
Podemos utilizar a equação de Euler-Lagrange

d

dr
· ∂S

(∂φ/∂r)
− ∂S

∂φ
= 0 (3.11)

para calcular a equação de movimento da ação (3.7). Obtemos que

d

dr
· ∂S

(∂φ/∂r)
=

d

dr

[
2π2r3∂φ

∂r

]
= 2π2

[
3r2dφ

dr
+ r3d

2φ

dr2

]
,

e
∂S

∂φ
= 2π2r3V (φ)

dφ
≡ 2π2r3V ′(φ) .

Assim, substituindo os resultados acima na equação (3.11), temos a seguinte equação
de movimento do bounce

d2

dr2
φ(r) +

3

r

d

dr
φ(r) = V ′(φ) , (3.12)

onde as condições de contorno são

φ(r → ±∞) = φ0 , (3.13)

φ(r = 0) ≈ φ± , (3.14)

dφ

dr

∣∣∣
r=0

= 0 . (3.15)

A equação (3.12) é análoga à uma partícula na posição φ se movendo em um “tempo”

r, sob a influência de um potêncial −V (φ) e força de viscosidade −3

r

dφ

dr
.

É importante enfatizar que a Eq. (3.13) nos diz que φ tende a φ0 quando o raio
da bolha tende ao infinito, para ir para o vacuo verdadeiro o raio R tem q ser menor
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que um Rcritico. Fisicamente isso expressa o fato de que o ponto final da trajetória de
tunelamento é o vácuo verdadeiro.

A partícula que é liberada do repouso de algum lugar perto de φ± em um tempo
nulo, deve alcançar φ0 em um tempo infinito, ou seja, se uma partícula viaja de um
valor inicial φi e r = 0 deve ser encontrada em φ0 para r →∞.

Resumindo, r ∼ 0 é o vácuo verdadeiro e r → ±∞ é o vácuo falso. A partícula
começa no vácuo falso, caminha para o vácuo verdadeiro e depois volta para o vácuo
falso. Ela não encontra o vácuo verdadeiro, chega muito perto. Se ε→ 0 ela o consegue
alcançar.

Como a variável r tem seu centro no vácuo verdadeiro, a bolha é definida por r
e representa uma bolha de vácuo verdadeiro dentro de um mar de vácuo falso. O
tunelamento é a chance de existir uma bolha com r > 0.

Tendo estabelecido a existência de uma configuração do campo, relevante ao tune-
lamento do vácuo falso ao vácuo verdadeiro que extremiza a ação, é possível verificar
que essa solução maximiza a ação e não a minimiza. Isso implica na existência de um
modo negativo no background de bounce. O decaimento do vácuo falso se manifesta na
ocorrência de uma parte imaginária da energia do vácuo falso, assim, a contribuição
do bounce à densidade de energia do vácuo deve ser puramente imaginária. O fator
i surge de Det−1/2 calculado para pequenas flutuações perto da solução de bounce
clássica, e ele providencia apenas um modo negativo.

Chamaremos de φb(x) a solução do bounce das equações clássicas (3.12). Conside-
rando uma família de funções φ(x; ν) ≡ φb(x/ν), onde ν é um parâmetro positivo. A
ação para essa família é

S[φ(x; ν)] =
1

2
ν2

∫
d4x(∂µφb)

2 + ν4

∫
d4xV (φb). (3.16)

Desde que φb(x) extremiza a ação, temos

∂S[φ(x; ν)]

∂ν

∣∣∣
ν=1

= 0,

isso implica em ∫
d4x(∂µφb)

2 = −4

∫
d4xV (φb). (3.17)

Substituindo a equação (3.17) na ação (3.16), teremos

S[φ(x; ν)] =

(
1

2
ν2 − 1

4
ν4

)∫
d4x(∂µφb)

2, (3.18)

e podemos então notar que

∂2S[φ(x; ν)]

∂ν2

∣∣∣
ν=1

= −2

∫
d4x(∂µφb)

2 < 0. (3.19)

Isso mostra que inflando ou desinflando o bounce, a ação diminuirá.
O decaimento do vácuo metaestável no vácuo verdadeiro é visto como a formação

de bolhas do vácuo verdadeiro cercado pelo vácuo falso. O termo de fricção dφ/dr é
diferente de zero apenas na parede da bolha, desde que o campo esteja em repouso
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dentro e fora. Na abordagem semiclássica, a taxa de decaimento por unidade de
volume do vácuo falso é proporcional à energia do estado de vácuo falso [162,164]

Γ

V olume
≈M−4exp(−S), (3.20)

onde M é alguma escala de massa. Quando S é grande, a barreira é suprimida, ou
seja, ela é transpassada, podemos então estimar o valor do decaimento apenas por

Γ

V olume
≈ exp−S ignorando a escala de massa. Esse é o caso de quando a energia do

vácuo verdadeiro é levemente abaixo da energia do vácuo falso, estamos considerando
aqui um valor baixo para a diferença dessas energias ε ∼ 10−47GeV 4. Por outro lado,
o potencial V (φ) não é pequeno entre φ0 e φ±.

A solução analítica de (3.12) não é conhecida. Entretanto, temos uma ideia bas-
tante completa de suas propriedades, e isso permitirá que calculemos a taxa de decai-
mento para ε pequeno. De fato, a espessura do domínio de transição onde o campo
φ vai de φ0 para φ± é determinado pela massa da excitação elementar, V ′′(φ+)|φ=0

ou V ′′(φ−)|φ=0. No mesmo tempo o raio R da bolha depende de ε, quanto menor o ε
maior é o raio R. O raio da bolha é inversamente proporcional a ε, se ε → 0 então
R→∞ e tudo é vácuo falso. Para ε suficientemente pequeno o raio R se torna maior
que a espessura da parede da bolha, essa é a chamada aproximação de parede fina,
em inglês thin wall approximation (TWA). Para uma parede fina podemos considerar
r ≈ R nessa região e desde que R seja grande podemos desprezar o termo de viscosi-
dade, que é proporcional a 3/R na parede. Se R >> m−1 então podemos

(i) considerar a parede da bolha como um domínio plano desprezando sua curva-
tura;

(ii) aproximar o campo fora da bolha por φ = φ0 e dentro da bolha por φ = φ±.

Então a integral (3.7) pode ser decomposta em três partes: uma integral fora
da bolha, uma integral no domínio de transição (parede), e uma integral dentro da
bolha. A integral fora da bolha é nula; a segunda integral, na parede, resulta na área
da superfície da bolha multiplicada pela tensão T dessa superfície plana; a terceira
integral produz o volume da bolha multiplicado por −ε. Dessa forma

S = T × 2π2R3 − ε× 1

2
π2R4, (3.21)

onde a tensão superficial é calculada por [163]

T =

∫ φ+

φ0

dφ
√

2V (φ). (3.22)

Para encontrar a ação do bounce precisamos do raio crítico R∗ que extremiza (3.21)

dS

dR

∣∣∣
R=R∗

= 0⇒
[
6π2TR2 − 2π2εR3

]
R=R∗

= 0⇒

R∗ =
3T

ε
. (3.23)
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Podemos ver que o extremo da ação é de fato um máximo, e que R∗ se torna arbi-
trariamente grande para ε pequeno, o que justifica o TWA. No extremo a ação tem o
valor de

S∗ = S|R=R∗ =
27

2
π2T 4/ε3. (3.24)

Tempo de decaimento

Usando o potencial (3.6) na integral (3.22) obtemos

T =
m3

λ
, (3.25)

aplicando esse resultado na ação Euclideana no ponto estacionário considerando a
TWA,

SDE '
27π2m12

2λ4ε3
. (3.26)

Substituindo a ação (3.26) na taxa de decaimento (3.20) com ε ∼ 10−47 GeV4 e a
escala de massa sendo 1 GeV por simplicidade, temos [104]

Γ

V
≈ exp

[
−10143

( m

GeV

)12

λ−4

]
GeV 4 (3.27)

.
O tempo de decaimento é obtido invertendo a expressão acima,

tdecaimento ≈ 10−25

{
exp

[
10143

( m

GeV

)12

λ−4

]}1/4

s. (3.28)

A expressão para o tempo de decaimento nos fornece o valor de energia mais baixo
para o parâmetro de massa m no qual (3.28) tem pelo menos a idade do universo
(1017s). Portanto o parâmetro de massa deveria ser

m & 10−12GeV, (3.29)

para λ ∼ 10−1. Assim, ele está de acordo com o valor para m no qual o potencial
escalar descreve a energia do vácuo observada, como discutido aqui. A massa do campo
escalar pode ser menor se o acoplamento λ também for menor que 10−1. A taxa de
decaimento (3.27) é fortemente suprimida por grandes valores de m. O raio da bolha
dado na equação (3.23) para o parâmetro de massa m (3.29) é R & 0.03cm.

3.1.2 Matriz de espalhamento de ϕ+ → ϕ0 + ψ + νd

O modelo SU(2)R escuro contém um candidato ψ à DM, um neutrino escuro νd
(que pode ser mais leve que ψ), e um dubleto de energia escura ϕ, que contém ϕ0 e
ϕ+, a última partícula é mais pesada que a primeira.
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O decaimento de três corpos leva a uma partícula de DM cuja massa pode ser
acomodada para dar uma abundância de relíquia correta; a um neutrino que é uma
partícula quente/morna de DM; e a um campo escalar ϕ0 [104].

No nosso modelo assumimos que ambos DE e DM são dubletos sob transformações
do grupo SU(2)R e singletos sob qualquer outra simetria. Após a quebra espontânea
de simetria pelo campo de Higgs escuro φ, os bósons de gaugeW+

d , W−
d e Zd adquirem

a mesma massa dada por mW = mZ = gv/2, onde v é o VEV do Higgs escuro. Após
a quebra de simetria ϕ0 e ϕ+ têm massas diferentes e ambas têm um potencial dado
pelo (3.6) mais o desvio

(
ϕ† ϕ

)3
/M2

P . As partículas consideradas aqui são neutras de
carga. A interação entre os campos é dada pela lagrangeana [104]

Lint = g
(
W+
dµJ

+µ
dW +W−

dµJ
−µ
dW + Z0

dµJ
0µ
dZ

)
, (3.30)

onde as corrente são

J+µ
dW =

1√
2

[
ν̄dRγ

µψR + i
(
ϕ0∂µϕ̄+ − ϕ̄+∂µϕ0

)]
, (3.31)

J−µdW =
1√
2

[
ψ̄Rγ

µνdR + i
(
ϕ+∂µϕ̄0 − ϕ̄0∂µϕ+

)]
, (3.32)

J0µ
dZ =

1

2

[
ν̄dRγ

µνdR − ψ̄RγµψR + i
(
ϕ+∂µϕ̄+ − ϕ̄+∂µϕ+

)
− i
(
ϕ0∂µϕ̄0 − ϕ̄0∂µϕ0

)]
.

(3.33)
As correntes acima são parecidas com as correntes da teoria eletrofraca. A principal

diferença é que não há hipercarga devido à U(1)γ e existe um novo dubleto, dado por
ϕ+ e ϕ0.

A lagrangeana (3.30) admite algumas interações que ocorrem em alguns decai-
mentos. Estamos interessados em calcular a taxa de decaimento devido ao processo
ϕ+ → ϕ0 + ψ + νd. Da mesma forma que é feito para interações fracas, assumimos
que a energia envolvida no decaimento é muito menor do que a massa dos campos de
gauge, então o propagador de W é proporcional à g2/m2

W e as correntes interagem em
um ponto. Podemos definir

g2

8m2
W

≡ Gd√
2
, (3.34)

onde Gd é o acoplamento escuro.
O diagrama de Feynman é mostrado na Fig (3.2) e a amplitude para o decaimento

é

M =
g2

4m2
W

(P + p1)µv̄(p3)γµ(1 + γ5)u(p2) , (3.35)

onde os índices 1, 2 e 3 indicam as partículas ϕ0, ψ e νd respectivamente, e P e
M indicam o quadrimomento e a massa, respectivamente, de ϕ+. A conservação do
quadri-momento implica que P = p1 + p2 + p3.

A média do módulo ao quadrado da amplitude de decaimento é

¯|M|2 = 16G2
d

{
2 [(P + p1) · p2] [(P + p1) · p3]− (P + p1)2(p2 · p3 +m2m3)

}
. (3.36)
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Figura 3.2: Diagrama de Feymann para o decaimento ϕ+ → ϕ0 + ψ + νd [104].

Usando a conservação da energia-momento e definindo as invariantes sij, é possível
escrever [104]

¯|M|2 =16G2
d

[
−2s2

12 − 2s12s23 + 2(M2 +m2
1 +m2

2 +m2
3)s12

+
(m2 +m3)2

2
s23 − 2m2m3

(
M2 +m2

1

)
− 2m2

1M
2

−2m2
2

(
m2

1 +m2
2

)
− (m2 +m3)2

2

]
, (3.37)

onde utilizou-se também que as invariantes não são independentes pela conservação
do quadri-momento e obedecem s12 + s23 + s13 = M2 + m2

1 + m2
2 + m2

3. Dessa forma
foi possível eliminar s13.

3.2 Interacting dark energy in the dark SU(2)R model

Vamos apresentar o trabalho feito em [157] em que o autor participou.

3.2.1 Resumo

Exploramos as implicações cosmológicas das interações entre as partículas escuras
no modelo escuro SU(2)R. Acontece que a relevante interação entre a energia escura e
matéria escura, se dá através de um processo de decaimento. Com respeito apenas ao
modelo padrão ΛCDM, a única mudança ocorre nas equações do background. Obser-
vamos que os aspectos observacionais do modelo são dominados por degenerescências
entre os parâmetros que descrevem o processo. Assim, apenas os parâmetros usuais
do ΛCDM, como a taxa de expansão de Hubble e o parâmetro de densidade da energia
escura (interpretado como a combinação das densidades do dubleto de energia escura)
poderia ser restringido por observações neste momento.
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3.2.2 Introdução

Compreender a natureza da energia escura e da matéria escura é um desafio in-
trigante que tem motivado os físicos a desenvolver enormes programas observacionais.
Isto é uma das maiores preocupações da cosmologia moderna. O candidato mais sim-
ples à energia escura é uma constante cosmológica, de acordo com os resultados do
satélite Planck [165]. Tal tentativa, no entanto, sofre de enorme discrepância de 120
ordens de magnitude entre uma previsão teórica e os dados observados [166]. A ori-
gem de tal constante ainda é uma questão em aberto que motiva os físicos a olhar
para modelos mais sofisticados. A abundância de candidatos à energia escura in-
clui campos escalares [37, 78–83, 114–117, 125], campos de vetoriais [85–90, 138], ener-
gia escura holográfica [51, 91, 92, 94–101, 167–173], modelos de decaimento de vácuo
falso [103, 105–107, 174, 175], modificações da gravidade e diferentes tipos de fluidos
cosmológicos [65, 110, 111]. Além disso, os dois componentes do setor escuro podem
interagir uns com os outros [51,64,74,95–97,106,111,118–126,148,150,176–183], desde
que suas densidades sejam comparáveis e a interação possa eventualmente aliviar o
problema da coincidência [131,132].

Muito mais perto do Modelo Padrão (em inglês Standard Model, SM) da física de
partículas são os modelos baseados em grupos de gauge que visam levar a matéria
escura em consideração. Aqueles com simetria SU(2)R, por exemplo, são conhecidos
na literatura como extensões do SM, são chamados de modelos simétricos esquerda-
direita [184–190], onde, recentemente, a matéria escura foi considerada [191–201], mas
sem nenhuma tentativa de inserir energia escura nela.

O modelo escuro SU(2)R foi construído para ter os dois elementos do setor escuro
[104] e é semelhante ao modelo bem conhecido de fracas interações. Em princípio, o
setor oculto interage com as partículas do SM somente através da gravidade. A energia
escura é interpretada como um campo escalar cujo potencial é uma soma de auto-
interações até a sexta ordem. O campo escalar está no mínimo local do potencial, e tal
falso vácuo pode decair no verdadeiro através da penetração da barreira, tunelamento.
No entanto, a fim de explicar a aceleração cósmica atual, o vácuo falso deve ser de
longa duração (com um tempo de vida da ordem da idade do universo, como mostrado
em [104] e, portanto, o campo escalar se comporta como uma constante cosmológica.
Por outro lado, difere deste último devido à presença de interações entre as partículas
escuras.

Neste trabalho, exploramos as interações entre as partículas escuras do ponto de
vista cosmológico. A interação relevante está entre a energia escura e a matéria escura,
através do processo de decaimento calculado em [104]. Acontece que o acoplamento
muda apenas as equações do background, uma vez que a perturbação da energia escura
diminui mais rapidamente que a da radiação. Esse trabalho é organizado da seguinte
maneira. Seção 3.2.3 apresenta o modelo escuro SU(2)R, introduzido em [104]. Na
seção 3.2.4 nós derivamos suas equações cosmológicas e discutimos o resultado quando
comparado com dados observacionais das sondas cósmicas padrões. A seção 3.2.5 é
reservada para conclusões.
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3.2.3 O modelo SU(2)R escuro

No modelo SU(2)R escuro [104], a energia escura e matéria escura são dubletos sob
SU(2)R e singletos sob qualquer outra simetria. O modelo contém um candidato à
matéria escura ψ, um candidato ao neutrino escuro νd (que pode ser muito mais leve
do que ψ), e um dubleto de energia escura ϕ, com ϕ0 e ϕ+, o último é a partícula mais
pesada por definição. O potencial escalar para o dubleto de energia escura é

V (Φ) =
m2

2
Φ†Φ− λ

4
(Φ†Φ)2 +

g′

Λ2
(Φ†Φ)3 , (3.38)

onde λ e g′ são constantes positivas e Λ é a escala de cutoff. Existem alguns termos
que envolvem acoplamento com o Higgs escuro de tal forma que depois da quebra
espontânea de simetria a massa física do dubleto de energia escura não é mais o
mesmo, mas mϕ0 e mϕ+ .

O termo da interação de dimensão seis pode ser dividido em

g′

Λ2
(Φ†Φ)3 =

[
λ

32m2
i

+
g

Λ2

]
(Φ†Φ)3 , (3.39)

onde g′ =
λ2

32m2
i

Λ2 − g e i representa ϕ0 ou ϕ+.

O termo de massa, a interação quártica e o primeiro termo de dimensão seis do

operador podem ser agrupados como um quadrado perfeito,
[miϕ

i

√
2
− λ(ϕi)3

√
32mi

]2, que
tem um mínimo absoluto em V (ϕi) = 0. O termo extra gΛ−2(ϕi)6 leva o mínimo
V (±2m/

√
λ) para baixo, então a diferença entre o vácuo verdadeiro e o vácuo falso

é dada por V (0) − V (±2mi/
√
λ) = 64m6

iλ
−3gΛ−2, é a energia do vácuo observada.

A gravidade induz o termo (gM−2
pl (ϕi)6), que pode parametrizar uma contribuição de

loop gravitacional [202], é uma opção natural desde que estejamos lidando com efeitos
gravitacionais, assim sendo, a massa da Planck reduzida é a escala do cutoff.1 A massa
do campo escalar deveria ser, por exemplo, ∼ O(GeV) para λ ∼ g ∼ 1 em ordem de
explicar o valor observado de 10−47 GeV4. O valor da energia observada do vácuo
restringe um dos três parâmetros mi, λ, ou g.

A interação entre os campos é dada pela Lagrangeana (3.30)
O comportamento desse sistema é duplo. Se colocarmos o campo bosônico no

vácuo (metaestável) em ϕi = 0, ele pode decair ou permanecer lá, caso a altura e a
largura da barreira sejam grandes o suficiente. Supomos que seja o caso aqui [104].
Nesse caso, fazendo uma divisão entre o background e a perturbação dos campos, eles
são expandidos em torno do vácuo e as perturbações atuam como campos quânticos
nas interações. O campo bosônico ϕ+, se preso por uma barreira grande o suficiente,
só pode decair pelo significado da Lagrangeana (3.30). Observe que, como o vácuo
falso está em ϕ+ = 0, a expansão da Lagrangeana coincide com o original. Portanto,
no decaimento do campo bosônico ϕ+ em férmions (ψ + νd) mais ϕ0 não há barreiras
potenciais, assim a energia escura decai em matéria escura e outras partículas. Este

1É possível obter o potencial escalar (3.38) da supergravidade mínima, por exemplo. No entanto,
como usual nas teorias de supergravidade, acabamos com uma constante cosmológica negativa.



3.2 Interacting dark energy in the dark SU(2)R model 87

mecanismo é o responsável pelo decaimento da energia escura em matéria escura fria
(ou mesmo quente) e é o que vamos buscar agora.

Do ponto de vista cosmológico, as interações relevantes2 entre as partículas escuras
são o decaimento ϕ+ → ϕ0 + ψ + νd [104] e a aniquilação de dois escalares em dois
férmions. O último processo, no entanto, dá uma seção de choque nula após expandi-
lo em potências pares de p/m para uma matéria escura fria fermiônica, enquanto
o processo anterior (decaimento) já possui contribuições não relativísticas; de um
modo geral, tem contribuições mais importantes. Os outros processos de aniquilação
pertencem ao setor escuro e não desempenham um papel importante nas observações
atuais.

3.2.4 Predições do modelo

Equações do background

A equação de Boltzmann para o processo α→ a+ b+ c é dada por [203]

∂(a3nα)

∂t
= −a3

∫
dΠα dΠa dΠb dΠc (2π4)×

× δ4(pα − pa − pb − pc)|M|2α→a+b+cfα , (3.40)

onde dΠi ≡
1

(2π)3

d3pi
2Ei

e fi = e−Ei/kBT e o a = a(t) é o fator de escala. Desprezamos

os fatores devido à degenerescência do condensado de Bose ou Fermi. O lado direito
da Eq. (3.40) se torna∫

dΠϕ+ dΠϕ0 dΠψ dΠν (2π4)δ4(pϕ+ − pϕ0 − pψ − pν)×

× |M|2e−Eϕ+/kBT = −Γnϕ+ , (3.41)

onde Γ é a integral da amplitude de espalhamento, que por sua vez não depende de

p [104]. A densidade de número é nϕ+ =

∫
e−Eϕ+/kBT

d3pϕ+

(2π)3
. Eqs. (3.40) e (3.41) leva

às seguintes equações para partículas no processo de decaimento

∂(a3nα)

∂t
= −Γa3nα , (3.42)

∂(a3na,b,c)

∂t
= Γa3nα . (3.43)

Uma vez que o campo está em repouso no mínimo do potencial, da Eq. (3.42) vemos
que o termo a3n deveria ser constante (na ausência do decaimento) para descrever a
constante cosmológica, assim sendo a densidade de energia para um fluido com equação
de estado w = −1 deveria ser ρ = a3mn, que é, um fluido não relativístico que não se
dilui quando o universo se expande.

2Existem outras.
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A equação da continuidade para um fluido cosmológico é obtida da definição ρi ≡∫
d3pi

(2π)3
Eifi ≈ mini, onde a última igualdade é válida para fluidos não relativísticos3.

Consequentemente, a equação da continuidade para o fluido ϕ+ é

ρ̇ϕ+ = −Γρϕ+ , (3.44)

que tem a solução usual de decaimento exponencial ρϕ+ ∝ e−Γt. A taxa de decaimento
pode ser vista como parte de uma equação efetiva de estado para ϕ+, desde que

ρ̇ϕ+ + 3H(1 + weff)ρϕ+ = 0 , (3.45)

onde weff = −1+Γ/3H. O segundo termo dá a contribuição cinética da energia escura.
Os outros fluidos (ϕ0, ψ, e νd) têm equações de continuidade similares, com equa-

ções de estado wϕ0 = −1, wψ = 0 e também wν = 0 ou wν = 1/3. As duas partículas
candidatas ao dubleto de energia escura e matéria escura são não relativísticas, que
implica que as equações de continuidade para os fluidos remanescentes são

ρ̇ϕ0 = µϕ0Γρϕ+ , (3.46)
ρ̇ψ + 3Hρψ = µψΓρϕ+ , (3.47)

ρ̇ν + 3H(1 + wν)ρν =
(
1− µϕ0 − µψ

)
Γρϕ+ , (3.48)

onde na última equação usamos a conservação de energia Eν = mϕ+ −mϕ0 −mψ, que
também é evidente pela conservação do tensor energia-momento, e µϕ0 , µψ são as pro-
porções de massa mϕ0/mϕ+ , mψ/mϕ+ , respectivamente. O lado esquerdo das equações
da continuidade acima são aproximações de primeira ordem desde que consideramos
fluidos não relativísticos para ϕ+, ϕ0 e ψ.

Perturbações cosmológicas

Uma vez que os parâmetros da equação de estado wi são constantes para todos os
fluidos, suas velocidades do som são c2

s, i = δPi/δρi, onde Pi é a pressão do fluido ‘i’.
A velocidade do som para um campo escalar, por sua vez é c2

s, ϕ = 1 [204]. Seguindo as
definições de [205], no gauge síncrono a conservação de energia implica nas seguintes
equações para os fluidos escuros (E.83a), (E.83b)

δ̇ϕ+ + 6Hδϕ+ = −Γδϕ+ , (3.49)
δ̇ϕ0 + 6Hδϕ0 = µϕ0Γδϕ+ , (3.50)

δ̇ψ + θψ +
ḣ

2
= µψΓδϕ+ , (3.51)

δ̇ν + (1 + wν)

(
θν +

ḣ

2

)
=

(
1− µϕ0 − µψ

)
Γδϕ+ , (3.52)

onde δi ≡ δρi/ρ̄i
4. O lado direito das equações acima seguem das Eqs. (3.45) e (3.48).

A Eq. (3.49) tem a solução δϕ+ ∝ a−6e−Γt, de acordo com o fato de que a energia
3DE e CDM são não relativísticos.
4Usamos aqui a notação do [205]
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escura não se torna um aglomerado para escalas abaixo do horizonte [206]. Uma vez
que fluido ϕ+ é diluído no universo mais rápido que a radiação, os acoplamentos no
lado direito das Eqs. (3.50) e (3.52) são negligenciados. Como um resultado, δϕ0 ∝ a−6

e a perturbação da equação da continuidade para a matéria escura é a mesma no caso
não acoplado.

A fim de obter o termo de interação nas equações de conservação do momento,
multiplicamos o lado direito da Eq. (3.41) por pϕ+/Eϕ+ = pϕ+/mϕ+ antes de integrá-

la. O campo de velocidade é definido como vi ≡ 1

n

∫
d3p

pp̂i

E
e−E/T , portanto a equação

de Navier-Stokes no espaço do momento para ϕ+ é

k2δϕ+ = θϕ+Γ , (3.53)

onde θ ≡ ikjv
j5. O campo velocidade para ϕ+ é também desprezado porque o lado

esquerdo da Eq. (3.53) vai para zero. Portanto a transferência do momento é irrelevante
e a equação de Navier-Stokes para a matéria escura é a usual do modelo ΛCDM. Assim
sendo, o processo de decaimento muda apenas as equações do background.

Comparação com observações

Do ponto de vista observacional, os dois campos escalares ϕ+ e ϕ0 têm wi = −1
e efetivamente se comportam como um fluido de “energia escura”. O mesmo acontece
com as duas partículas do dubleto de matéria escura no caso em que o neutrino escuro
é não relativístico (wν = 0). Para esse dubleto, as equações do background (3.47) e
(3.48) podem ser combinadas em

ρ̇dm + 3Hρdm =
(
1− µϕ0

)
Γρϕ+ , (3.54)

onde ρdm = ρψ + ρν . É então simples resolver numericamente a cosmologia do back-
ground em termos do fator de escala,

dρϕ+

da
= − Γ

aH
ρϕ+ , (3.55)

dρϕ0

da
= µϕ0

Γ

aH
ρϕ+ , (3.56)

dρdm

da
= −3

a
ρdm +

(
1− µϕ0

) Γ

aH
ρϕ+ , (3.57)

para trás no tempo com as densidades de corrente como condições “iniciais”, junto com
as equações usuais para um modelo de fluido standard. Reescrevemos as equações em
termos do fator de escala para facilitar os valores numéricos. Notamos, no entanto,
que falhamos ao obter restrições dos parâmetros relevantes do decaimento (Γ, Ωϕ+ ,
Ωdm, µϕ0 , com Ωϕ0 determinado pela condição de planitude na soma dos parâmetros
de densidade) quando comparamos a evolução prevista com as sondas cósmicas padrão
usando as simulaçãoes Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Isto é principalmente
devido à forte degenerescência entre a taxa de decaimento e a densidade de ϕ+—note

5Usamos aqui a notação do [205]
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Figura 3.3: Probabilidade posterior marginalizada p do parâmetro derivado Ωde ≡
Ωϕ+ + Ωϕ0 considerando o conjunto de dados D de sondas cósmicas padrão. As áreas
sombreadas sob a curva marcam os níveis 1σ e 2σ de confiança; a linha fina cinza
marca o valor do parâmetro no ponto de melhor ajuste (bf), Ω

(bf)
de = 0.68313.

como o parâmetro Γ sempre aparece multiplicado por ρϕ+ .6 Apesar disso, o parâmetro
derivado Ωde ≡ Ωϕ+ + Ωϕ0 é verificado imitar a energia escura do modelo padrão com
Ωde = 0.67782± 0.00658 a nível 1σ de confiança (veja Fig.(3.3))

Para essa análise, nós empregamos dados observacionais dos priors de distância
do Planck Cosmic Microwave Background (CMB) [207], o Joint Light-curve Analysis
(JLA) de supernovas do tipo-Ia [208], Baryon Acoustic Oscillation (BAO) de várias
fontes [209–212] H(z) de relógios cósmicos [213], e o valor local da constante de Hubble
[214].

Esta degenerescência desencoraja qualquer nova tentativa de restringir os parâ-
metros deste modelo no caso wν = 1/3, que adiciona dois novos parâmetros, Ων e
µψ (o dubleto de energia escura não pode mais ser descrito como um único fluido),
potencialmente fazendo a degenerescência ter consequências mais sérias.

6Uma redefinição ρΓ ≡ Γρϕ+ também foi investigada, de tal forma que a Eq. (3.55) se tornou
dρΓ

da
= − Γ

aH
ρΓ. O resultado, no entanto, continuou o mesmo, sem restrições sobre os parâmetros

acima mencionados.
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3.2.5 Conclusão

Neste trabalho, investigamos as interações entre as partículas escuras no modelo
SU(2)R escuro de um ponto de vista cosmológico. A interação mais relevante é o
decaimento de uma partícula em um dubleto de energia escura para outras três par-
tículas, uma de energia escura e as outras duas de dubleto de matéria escura. Este
processo consiste em uma nova forma de interação de energia escura e muda apenas
as equações do background. Embora a comparação com dados tenha restringido muito
bem o parâmetro de densidade de energia escura hoje, definido como a soma dos pa-
râmetros de densidade de ϕ+ e ϕ0, os outros parâmetros livres no processo (taxa de
decaimento e massas das partículas) não são limitados devido à forte degenerescência
entre a taxa de decaimento e a densidade do progenitor (ϕ+).

Utilizamos aqui o νd frio. Se o resultado para a parte perturbativa fosse diferente
estudaríamos o caso em que νd fosse quente.





Capítulo 4

Horndeski

Nesse estudo criaremos um modelo teórico onde a DE interage com a DM pela
teoria de Horndeski. Após o estudo teórico será montado um forecast para analisar
se o telescópio BINGO, que está sendo construído pelo grupo de pesquisa do Prof.
Dr. Elcio Abdalla, grupo do qual faço parte, valida a teoria. Propomos utilizar
fundamentos matemáticos a fim de reconstruir a teoria de Horndeski a partir de uma
Lagrangeana mais geral considerando o acoplamento do setor escuro.

Para esse capítulo utilizamos como base [162–164,215–217].

4.1 Introdução
Como feito em [215], temos como objetivo descrever um acoplamento entre a maté-

ria escura e a energia escura no quadro de teorias de Galileons generalizadas simétricas
por translação. Vamos considerar uma combinação particular de termos na Lagran-
geana de Horndeski sem introduzir a constante cosmológica ou o setor de matéria, e
calcular a equação de estado para um fluido cósmico unificado efetivo ωU . Essa equa-
ção de estado deve representar as observações e satisfazer o modelo de evolução do
universo.

Observações recentes revelam que o universo tem entrado num período de expansão
acelerada [25,77]. Dentro do quadro de Relatividade Geral (RG), a expansão acelerada
pode ser justificada por uma componente de pressão negativa chamada de energia es-
cura (DE) [65], sua natureza é desconhecida apesar da melhor candidata para ela ser
a constante cosmológica Λ. Por outro lado, a perda de massa em galáxias individuais,
bem como suas distribuições de estrutura em larga escala em todo o universo, é atri-
buída a uma nova forma de matéria, chamada de matéria escura fria (CDM), se supõe
não ter pressão. O modelo ΛCDM considera esses dois componentes do universo junto
às partículas do modelo padrão e representa, relativamente bem, dados cosmológicos.

Para um modelo mais preciso podemos modificar o ΛCDM de duas formas, uma
delas é modificando o lado esquerdo das equações de Einstein, a parte geométrica, e
outra é modificando o lado direito, a parte da fonte da deformação do espaço-tempo.
A primeira delas é chamada de gravitação modificada [218], é introduzido um termo
extra da geometria na ação, ou campos escalares extras que são não minimamente
acoplados com a gravidade. A segunda modificação considera o lado direito das equa-
ções de Einstein criadas pela DE e DM, e essa DE é dinâmica, com uma nova possível
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interação com a DM. Essa nova interação do setor escuro (ver [130]) afeta toda a ex-
pansão do universo, o crescimento da DM e perturbações da densidade de bárions, a
criação das anisotropias da temperatura na radiação da CMB e a evolução do poten-
cial gravitacional em tempos tardios. Essa abordagem pode melhorar ou até resolver
o problema da coincidência.

Para descrever a história térmica do universo de uma maneira unificada pode-se
considerar que a densidade de energia é regulada pela mudança na equação de estado
de um fluido exótico no background, o gás de Chaplygin. O objetivo de utilizar o
gás de Chaplygin [219] é introduzir uma equação de estado que reproduza a equação
de estado efetiva em todas as eras do universo, o parâmetro da equação de estado
imita um fluido sem pressão no começo do universo, no próximo período um setor tipo
quintessência tendendo assintóticamente para a constante cosmológica. Embora o gás
de Chaplygin seja bom para descrever a evolução do universo no nível de background
ele não é estável apresentando oscilações amortecidas ou crescimento exponencial no
espectro de potência da matéria.

Teorias de Horndeski [220] partem da Lagrangeana de Horndeski e resultam em
uma teoria gravitacional. Uma subclasse dessas teorias de gravidade modificada com-
partilham uma simetria galileana clássica descoberta independentemente por [221–
224]. Quando a teoria de Galileon generalizada abandona a simetria de translação,
a teoria de Horndeski é reobtida. A principal característica desta teoria é que as
equações de movimento são de segunda ordem no máximo.

Vamos ver uma descrição unificada de DE e DM na estrutura da teoria de Galileon
generalizada com simetria de translação1, que é diferente de uma abordagem standard
onde o campo galileano faz apenas o papel da DE [225–228], ou a abordagem em que ele
faz apenas o papel da DM [229]. Considerando uma subclasse da teoria de Horndeski,
sem considerar um setor explícito de matéria e outro da constante cosmológica, vamos
calcular a equação de estado efetiva do fluido cósmico e ver se representa a evolução
das eras do universo, se comporta como matéria sem pressão no começo do universo e
como DE para tempos futuros. Vamos examinar o modelo no nível perturbativo para
verificar a existência de patologias e criar um forecast para o BINGO.

4.1.1 Teoria de Galileons generalizada para a Cosmologia

A teoria que tem o campo escalar como seu único grau de liberdade, cuja ação
obedece a simetria translação

∂µφ→ ∂µφ+ cµ , cµ = const. , (4.1)

que pode ser vista como uma generalização da invariância de Galileu, é chamada de
Teoria de Galileons. O caso de Minkowski foi estudado em [230]. A Lagrangeana mais
geral que obedece a simetria (4.1) e que resulta em equações de movimento de segunda

1As equações de movimento só têm derivadas de primeira e segunda ordem, e não o próprio campo.
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ordem é a soma das Lagrangeanas

Lgal2 = −1

2
(∂φ)2 ,

Lgal3 = −1

2
(∂φ)2�φ ,

Lgal4 = −1

2
(∂φ)2[(�φ)2 − (∂µ∂νφ)2] , (4.2)

Lgal5 = −1

4
(∂φ)2[(�φ)3 − 3�φ(∂µ∂νφ)2 + 2(∂µ∂νφ)3] .

A Teoria de Horndeski corresponde a teoria escalar-tensorial mais geral possível
para a qual as equações de movimento são de segunda ordem. Ela é chamada de Te-
oria de Galileon Generalizada, pois generaliza a Teoria de Galileon a transformando
em uma teoria covariante, para isso devemos substituir as derivadas parciais por deri-
vadas covariantes, assumimos que ela não tenha derivadas da métrica de ordem 2, por
isso adicionamos “contratermos gravitacionais", e por fim, substituimos os coeficientes
(∂φ)2 por funções de φ e X, assim obteremos a Lagrangeana de Horndenski [231].

Vamos ver a teoria de Galileons generalizada aplicada à um quadro cosmológico.
As teorias escalares tensoriais mais gerais em quatro dimensões que têm equações de
campo de segunda ordem (para evitar a instabilidade de Ostrogradsky2 [232]) são
descritas pela ação

S =

∫
d4x
√
−gL, (4.3)

onde g é o determinante da métrica gµν , e a Lagrangeana [220]

L =
5∑
i=2

Li , (4.4)

com
L2 = K(φ,X) , (4.5)

L3 = −G3(φ,X)�φ , (4.6)

L4 = G4(φ,X)R +G4,X

[
(�φ)2 − (∇µ∇νφ)(∇µ∇νφ)

]
, (4.7)

L5 = G5(φ,X)Gµν(∇µ∇νφ)−1

6
G5,X [(�φ)3−3(�φ)(∇µ∇ν)(∇µ∇ν)+2(∇µ∇αφ)(∇α∇βφ)(∇β∇µφ)] ,

(4.8)
onde assumimos que a constante gravitacional é igual a um, K e Gi (i = 3, 4, 5) são

funções do campo escalar φ e da energia cinética X = −1

2
∂µφ ∂µφ, com derivadas

parciais Gi,X ≡ ∂Gi/∂X, R o escalar de Ricci e Gµν o tensor de Einstein. A ideia por
trás da Lagrangeana (4.4) é encontrar uma estrutura antissimétrica para os coeficientes
de forma que os termos com derivadas de ordem maior que 2 se cancelem na equação
de movimento [233], para que não haja instabilidade de Ostrogradsky.

2Teorias de segunda ordem ou ordens superiores na ação possuem instabilidades do tipo fantasma,
elas não possuem um estado de mínima energia, podendo decair até estados infinitamente negativos.



96 Horndeski

A ação (4.3) foi primeiramente encontrada por Horndeski em [220], mas foi in-
dependentemente rederivada da estrutura da teoria de Galileons. Mencionamos aqui
que na versão original da teoria de Galileons, a simetria de translação faz um papel
crucial, e consequentemente as duas teorias não coincidem. Mesmo assim, extendendo
a teoria de Galileons para a teoria de Galileons generalizada, ou seja, abandonando a
simetria de translação, leva à construção completa de Horndeski3.

Podemos expressar as Lagrangeanas (4.5) e (4.8) em função de variáveis ADM

L2 = F2(φ,X) , (4.9)
L3 = F3(φ,X)K , (4.10)
L4 = F4(φ,X)R + (2XF4,X − F4)(K2 −KµνKµν) , (4.11)

L5 = F5(φ,X)GµνK
µν − 1

3
XF5,X(K3 − 3KKµνK

µν + 2KµνK
µαKν

α) . (4.12)

As funções Fi são relacionadas às funções K e Gi por

F2 = K −
√
−X

∫
G3,φ√
−X

dX ,

F3 = −
∫
G3,X

√
−XdX − 2

√
−XG4,φ ,

F4 = G4 +
√
−X

∫
G5,φ

4
√
−X

dX , (4.13)

F5 = −
∫
G5,X

√
−XdX .

Por fim, temos a relação entre M2
∗ , as funções α’s, K e G’s obtidas por [234]

M2
∗ ≡ 2(G4 − 2XG4,X +XG5,φ − φ̇HXG5,X) , (4.14)

HM2
∗αM ≡

d

dt
M2
∗ , (4.15)

H2M2
∗αK ≡ 2X(K,X + 2XK,XX − 2G3,φ − 2XG3,φX)+

+ 12φ̇XH(G3,X +XG3,XX − 3G4,φX − 2XG4,φXX)+

+ 12XH2(G4,X + 8XG4,XX + 4X2G4,XXX)+

− 12XH2(G5,φ + 5XG5,φX + 2X2G5,φXX)+

+ 4φ̇XH3(3G5,X + 7XG5,XX + 2X2G5,XXX) , (4.16)

HM2
∗αB ≡ 2φ̇(XG3,X −G4,φ − 2XG4,φX)+

+ 8XH(G4,X + 2XG4,XX −G5,φ −XG5,φX)+

+ 2φ̇XH2(3G5,X + 2XG5,XX) , (4.17)

M2
∗αT ≡ 2X(2G4,X − 2G5,φ − (φ̈−Hφ̇)G5,X) . (4.18)

3Resumindo. A teoria de Horndeski é a teoria mais geral possível para a qual as equações de
movimento são de segunda ordem e está livre da instabilidade de Ostrogradsky. Obedecendo a
simetria de translação, que é uma generalização da invariância de Galileon, podemos chamar a teoria
de teoria de Galileons. Para generalizar esta teoria, além de passar para equações covariantes ∂mu→
∇µ, precisamos adicionar contratermos gravitacionais em L4 e L5 com o intuito de cancelar as
derivadas da métrica com ordem maior que dois. Assim obtemos a teoria de Galileons Generalizada.
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A variação da massa de Planck pode ser vista por (4.14).
Vamos aplicar à cosmologia impondo a métrica de FLRW para o background

ds2 = a(t)2(−dη2 + dx2),

onde η é o tempo conforme, xi são as coordenadas espaciais comóveis, e a(t) o fator
de escala.

4.1.2 Evolução do background

As equações de Friedmann para a teoria de Horndenski podem ser obtidas no for-
malismo ADM utilizando (J.7) e (J.8). Na presença de matéria (escura e/ou bariônica),
as equações de Friedmann ficam dadas por [235,236]

E ≡
5∑
i=2

Ei = −ρm , (4.19)

P ≡
5∑
i=2

Pi = −Pm , (4.20)

em que

E2 ≡ 2XK,X −K , (4.21)

E3 ≡ 6Xφ̇HG3,X − 2XG3,φ , (4.22)

E4 ≡ −6H2G4 + 24H2X(G4,X +XG4,XX)− 12HXφ̇G4,φX − 6Hφ̇G4,φ , (4.23)

E5 ≡ 2H3Xφ̇(5G5,X + 2XG5,XX)− 6H2X(3G5,φ + 2XG5,φX) , (4.24)

e

P2 ≡ K , (4.25)

P3 ≡ −2X(G3,φ + φ̈G3,X) , (4.26)

P4 ≡ 2(2Ḣ + 3H2)G4 − 12H2XG4,X − 4(HẊ + 2ḢX)G4,X − 8HXẊG4,XX

+ 2(φ̈+ 2Hφ̇)G4,φ + 4XG4,φφ + 4X(φ̈− 2Hφ̇)G4,φX , (4.27)

P5 ≡ −2X(2H3φ̇+ 2HḢφ̇+ 3H2φ̈)G5,X − 4H2X2φ̈G5,XX + 4GX(Ẋ −HX)G5,φX

+ 2[2(ḢX +HẊ) + 3H2X]G5,φ + 4HXφ̇G5,φφ . (4.28)

A variação da ação com respeito a φ nos dá a equação de movimento para o campo
escalar

1

a3

d

dt
(a3J) = Pφ , (4.29)

em que

J ≡ φ̇K,X + 6HXG3,X − 2φ̇G3,φ + 6H2φ̇(G4,X + 2XG4,XX)− 12HXG4,φX

+ 2H3X(3G5,X + 2XG5,XX)− 6H2φ̇(G5,φ +XG5,φX) , (4.30)

Pφ ≡ K,φ − 2X(G3,φφ + φ̈G3,φX) + 6(Ḣ + 2H2)G4,φ + 6H(Ḣ + 2HX)G4,φX

− 6H2XG5,φφ + 2H3Xφ̇G5,φX . (4.31)
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Para que o modelo seja livre de instabilidades Laplacianas e fantasmas, e seja
cosmologicamente viável, duas condições precisam ser satisfeitas [237–239]

c2
S ≡

3(22
1w2H − w2

2w4 + 4w1w2ẇ1 − 2w2
1ẇ2)

w1(4w1w3 + 9w2
2)

≥ 0 , (4.32)

para nao ter instabilidades Laplacianas associadas à velocidade da propagação do
campo escalar, e

QS ≡
w1(4w1w3 + 9w2

2)

3w2
2

> 0 (4.33)

para nao ter fantasmas, onde

w1 ≡ 2(G4 − 2XG4,X)− 2X(G5,X φ̇H −G5,φ), (4.34)

w2 ≡− 2G3,XXφ̇+ 4G4H − 16X2G4,XXH + 4(φ̇G4,φX − 4HG4,X)X + 2G4,φφ̇

+ 8X2HG5,φX + 2HX(6G5,φ − 5G5,X φ̇H)− 4G5,XX φ̇X
2H2 , (4.35)

w3 ≡ 3X(K,K + 2XK,XX) + 6X(3Xφ̇HG3,XX −G3,φXX −G3,φ + 6Hφ̇G3,X)

+ 18H(4HX3G4,XXX −HG4 − 5Xφ̇G4,φX −G4,φφ̇+ 7HG4,XX + 16HX2G4,XX − 2X2φ̇G4,φXX)

+ 6H2X(2Hφ̇G5,XXXX
2 − 6X2G5,φXX + 13XHφ̇G5,XX − 27G5,φXX + 15Hφ̇G5,X − 18G5,φ) ,

(4.36)

w4 ≡ 2G4 − 2XG5,φ − 2XG5,X φ̈ . (4.37)

Como feito em [234], é possível escrever as duas equações de Friedmann como

3H2 = ρ̃m + Ẽ , (4.38)

2Ḣ + 3H2 = −p̃m − P̃ ,

em que o til indica a grandeza dividida por M2
∗ .

Como resultado de uma absorção de uma potencial massa de Planck na densidade
de matéria e na pressão, apenas a equação da continuidade total será conservada, a
equação da continuidade de cada componente não se conservará se a massa de Planck
variar, nesse caso haverá uma troca de energia entre o campo escalar e a matéria

˙̃ρm + 3H(ρ̃m + p̃m) = −αMHρ̃m , (4.39)
˙̃E + 3H(Ẽ + P̃) = αMHρ̃m , (4.40)
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4.1.3 Unificação da DE e DM

Estamos usando os graus de liberdade do campo escalar para a teoria de Galileons
generalizada não só para descrever o setor da DE mas para descrever a unificação dos
setores da DE e DM. Não vamos considerar explicitamente o setor de matéria. Pode-se
expressar o fluido unificado efetivo que se comporta como matéria escura no início dos
tempos e em tempos intermediários, e como energia escura em tempos tardios.

Para obter uma descrição na estrutura de Einstein, precisamos considerarG4(φ,X) =
1/2 na ação (4.3), que faz aparecer o tempo standard da RG. As lagrangeanas que
sobraram são interpretadas como partes de uma lagrangeana do fluido de unificação
LU = L2 + L3 + L5.

Dessa forma, as equações de Friedmann são escritas por

3H2 = ρU , (4.41)

−
(

2Ḣ + 3H2
)

= PU , (4.42)

em que

ρU =2XKX −K + 6Xφ̇HG3,X − 2XG3,φ

+ 2H3Xφ̇ (5G5,X + 2XG5,XX)− 6H2X (3G5,φ + 2XG5,φX) , (4.43)

PU =K − 2X
(
G3,φ + φ̈G3,X

)
− 2X

(
2H3φ̇+ 2HḢφ̇+ 3H2φ̈

)
G5,X

− 4H2X2φ̈G5,XX + 4HX
(
Ẋ −HX

)
G5,φX

+ 2
[
2
(
ḢX +HẊ

)
+ 3H2X

]
G5,φ + 4HXφ̇G5,φφ . (4.44)

É possível escrever a equação de estado para o fluido unificado como

wU ≡
PU
ρU

. (4.45)

Queremos obter valores para K(φ,X), G3(φ,X) e G5(φ,X) que façam com que
o comportamento de ωU concorde com o observado. Como sabemos, ωU deve ser
próximo de zero durante a era da matéria, do redshift z ∼ 3000 até z ∼ 2 − 3
[240]. Para redshifts menores o ωU deve diminuir ficando inferior a ωU = −1/3,
representando a expansão acelerada em z ∼ 0.4− 0.6. Para tempos atuais (z ' 0), a
equação de estado é dada por wh = ΩDMwDM + ΩΛwΛ ' −0.7, já que o parâmetro de
densidade de energia é Ωh = 1 [240]. A equação de estado deve representar um universo
de-Sitter em um futuro distante. Na comologia padrão, por exemplo no paradigma
ΛCDM, o comportamento acima é obtido pela consideração usual de que o fluido
de DM tem pressão nula com equação de estado ωm ≈ 0 e a constante cosmológica
com equação de estado ωΛ = −1, com os correspondentes parâmetros de densidade
Ωm e ΩΛ respectivamente. Consequentemente, a equação de estado total é dada por
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ωt = Ωmωm + ΩΛωΛ ≈ ΩΛωΛ, e então, desde que Ωm quase suma na era da matéria,
enquanto ele começa dominando apenas após z ∼ 2 − 3, adquire o comportamento
acima para a equação de estado total do universo. Portanto, as outras funções da
Lagrangeana de Horndeski foram escolhidas de tal forma que a equação de estado
satisfaça

wU redshift (z) comportamento
' 0 altos redshifts matéria escura
< −1/3 ∼ 0.4− 0.6 energia escura
' −0.7 0 energia escura hoje

Uma consideração crucial para nossa construção é a suposição da simetria de trans-
lação. Sobre simetria de translação, a equação de movimento só irá depender de φ̇ ∝ X
e φ̈ ∝ X, Ẋ, e não mais do campo escalar. Isso permite eliminar completamente as
derivadas do campo escalar entre ρU e PU (calculados pela equação de Einstein), re-
sultando em uma expressão PU(ρU).

Levando em conta que as equações de movimento são obtidas a partir da minimi-
zação da ação que, essa, por sua vez, é escrita como uma integral da Lagrangeana, é
possível que a Lagrangeana que possui um campo escalar respeite a simetria de trans-
lação se esse campo desaparecer após uma integração por partes. Nesse caso a ação
depende do campo mas a equação de movimento não. Um exemplo disso é o termo
φ�φ.

Tem sido mostrado que fluidos com esse tipo de equação de estado, por exemplo gás
de Chaplygin e suas extensões [219], são capazes a induzir uma descrição unificada dos
setores da DE e DM. No entanto, nesses modelos a relação PU(ρU) é arbitrariamente
construída à mão enquanto que no nosso modelo vamos mostrar que essa relação é
obtida da teoria, e todas as funções que aparecem nessa relação são funções acopladas
da Lagrangeana de Horndeski.

4.2 Resultados Horndeski

O modelo de Gás de Chaplygin Generalizado (GCG) não é estável nas perturbações
lineares, apresentando oscilações amortecidas ou crescimento exponencial no espectro
de potência da matéria.

No modelo de Horndeski aqui estudado, o campo escalar se comporta como um
fluido que evolui como matéria em altos redshifts e energia escura em baixos redshifts.
Isso ocorre devido à simetria de translação, onde a equação de movimento não depende
do campo, mas apenas da primeira e segunda derivada dele (se fosse derivada de ordem
maior teria problema pela instabilidade de Ostrogradski), permitindo assim escrever
uma equação de movimento do tipo “Gás de Chaplygin” em que a pressão do fluido
de unificação é PU = PU(ρU).

O estudo [215] escolhe um modelo especifico de Galileons para obter um fluido
unificado que representa adequadamente o nosso universo.

As funções da Lagrangeana escolhidas por [215] que satisfizessem a simetria de
translação foramK(φ,X) = K(X), que não depende do campo, e G3(φ,X) = G3(X) e
G5(φ,X) = G5(X), os dois dependem do campo mas, após uma integração por partes,
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o termo na Lagrangeana será dependente apenas de X. O termo de acoplamento não
mínimo entre o campo escalar e o tensor de Einstein pode ser interpretado como uma
fricção atuando em largas escalas durante a evolução cosmológica. Veremos agora que
a escolha da Lagrangeana faz com que o fluido se comporte como desejado,

K (φ,X) ≡1

2

(
X − ηX1/2

)
, (4.46)

G3 (φ,X) ≡− λ3

2
X−1/2 , (4.47)

G4 (φ,X) ≡1

2
, (4.48)

G5 (φ,X) ≡− λ5

2
φ . (4.49)

Para essa escolha, a ação de Horndeski fica escrita como

S =

∫
d4x
√
−g
[

1

2

(
X − ηX1/2

)
− λ3

2
�φX−1/2 +

R

2
+
λ5

2
Gµν∇µφ∇νφ

]
(4.50)

Escolhendo η = 1, as equações de movimento (4.41) e (4.42) são escritas como

3H2 =

(
1

2
+ λ59H2

)
X − λ3

3√
2
H ≡ ρU , (4.51)

−
(

2Ḣ + 3H2
)

=

[
1

2
− λ5

(
3H2 + 2Ḣ

)]
X −

√
X + λ3

1

2
√

2

Ẋ

X
− 2λ5HẊ . (4.52)

Portanto, a equação de estado do fluido (4.45) é

ωU ≡
PU
ρU

=

[
1
2
− λ5

(
3H2 + 2Ḣ

)]
X −

√
X + λ3

1
2
√

2
Ẋ
X
− 2λ5HẊ(

1
2

+ λ59H2
)
X − λ3

3√
2
H

. (4.53)

Das equações de Friedmann (4.51) e (4.52), é possível escrever X e Ẋ em termos
de H e Ḣ conforme

X =
3H
(
2H +

√
2λ3

)
1 + 18λ5H2

, (4.54)

Ẋ =
2X
[
X
(

4λ5Ḣ − 1
)
− 4Ḣ + 6H2 (λ5X − 1) + 2

√
X
]

√
2λ3 − 8λ5HX

. (4.55)

A equação de Klein-Gordon é obtida a partir da ação (4.50), e nesse caso, nos
fornece
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(√
2X + λ3H + 6

√
2λ5H

2X
)
Ẋ + 6

√
2H
[
1 + 2λ5

(
2Ḣ + 3H2

)]
X2

− 6
√

2HX3/2 − 6λ3

(
Ḣ + 3H2

)
X = 0 , (4.56)

que pode ser reescrita na forma

ρ̇U + 3H (ρU + PU) = 0 , (4.57)

onde foram utilizadas as equações de Friedmann (4.51). Como havíamos discutido,
podemos notar que pelo fato da ação (4.50) ter uma simetria de translação, as equações
de movimento não dependem do campo φ, mas apenas das suas derivadas em primeira
e segunda ordem, X e Ẋ, respectivamente. Podemos ver também que não estamos
tratando de uma interação, mas sim de um fluido que representa hora a matéria escura
e hora a energia escura.

Substituindo as Eqs. (4.54), (4.55) na Eq. acima (4.56), é possível escrever uma
equação diferencial para H(t)

Ḣ =

{
√

6H3/2

(
1

2
+ 9λ5H

2

){
1

2

(√
2λ3 + 2H

)3/2
(

1

2
+ 9λ5H

2

)1/2

−
√

6H

[
λ2

3

(
1

2
− 3λ5H

2

)
+ 3
√

2λ3H

(
1

2
+ λ5H

2

)
+ 4H2

(
1

2
+ 3λ5H

2

)]}}
{
λ2

3

(
1

2
− 27λ5H

2

)(
1

2
+ 3λ5H

2

)
+ 6
√

2λ3H

(
1

4
+

5

2
λ5H

2 + 36λ2
5H

4

)
+ 8H2

[
1

4
+ 9λ5H

2

(
1

2
+ 6λ5H

2

)]
}−1 . (4.58)

Utilizando as equações de Friedmann (4.51), (4.52), e a equação de movimento
(4.56), é possível eliminar X e Ẋ para escrever a pressão do fluido como função da
densidade de energia do fluido, algo similar à equação de estado do Gás de Chaplygin
Generalizado (GCG),
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PU(ρU) =
{

[3λ5f(ρU)− 2]
{
−3λ2

3 {4 + λ5f(ρU) [9λ5f(ρU)− 28]}
[√

3λ3 + g(ρU)
]

+

+ f(ρU) [3λ5f(ρU)− 2]
{√

3λ3λ5f(ρU) [3λ5f(ρU)− 14] +

−2 {2 + 3λ5f(ρU) [λ5f(ρU)− 1]} g(ρU)}}}−1×

×
{
−36
√

3λ5
3 − 18λ4

3

{
2g(ρU) + λ5f(ρU)

[√
3λ3 + g(ρU)

]}
+

− 1

2
f 3/2(ρU) [2− 3λ5f(ρU)]2×

×
{
−6
√

6λ3λ5f(ρU)− 2
√

2m
[√

3λ3 + g(ρU)
]

+ 2
√
f(ρU)

[
2
√

3λ3 + g(ρU)
]

+

+λ5f
3/2(ρU)

[
11
√

3λ3 + 2g(ρU)
]}

+
3

2
λ2

3f(ρU) [3λ5f(ρU)− 2]×

×
{

10
√

3λ3 + 6g(ρU)− 12
√

2λ5

√
f(ρU)

[√
3λ3 + g(ρU)

]
+

+λ5f(ρU)
[
21
√

3λ3 + 19g(ρU)
]}}

(4.59)

onde

f(ρU) ≡
ρU + 6λ5ρ

2
U +

[
6λ2

3ρU
(

1
2

+ 3λ5ρU
)2
]1/2

(
1
2

+ 3λ5ρU
)2 , (4.60)

g(ρU) ≡
[
3λ2

3 + 2f(ρU)− 3f 2(ρU)
]
. (4.61)

Observando a forma de PU(ρU) na Eq. (4.59), podemos ver que existem regiões de
parâmetros onde é possível obter a pressão para a matéria escura PU = 0, enquanto que
partindo desse valor para tempos tardios é possível que o fluido represente a energia
escura PU = −ρU . Podemos então considerar esse fluido como uma generalização
do Gás de Chaplygin (GCG) [219, 241], no entanto esse resultado foi obtido de uma
subclasse da teoria de Horndeski.

Finalmente podemos obter a equação de estado, dependente apenas do parâmetro
de Hubble, para o fluido substituindo as Eqs. (4.54), (4.55) e (4.58) na Eq. (4.53)

wU =

{
3H

{
λ2

3

(
1

2
− 27λ5H

2

)(
1

2
+ 3λ5H

2

)
+ 6
√

2λ3H

(
1

4
+

5

2
λ5H

2 + 36λ2
5H

4

)
+

+8H2

[
1

2
+ 9λ5H

2

(
1

2
+ 6λ5H

2

)]}}−1

×

×

{
−
√

6
(√

2λ3 + 2H
)3/2

(
1

2
+ 9λ5H

2

)3/2

+ 3H

{
4H2

(
1

2
+ 15λ5H

2

)
+

+3λ2
3

(
1

4
+ 8λ5H

2 − 9λ2
5H

4

)
+ 6
√

2λ3H

[
1

4
+ 3λ5H

2

(
5

2
− 6λ5H

2

)]}}
.

(4.62)
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Figura 4.1: O parâmetro unidimensional no subespaço do plano (λ3−λ5) que satisfaz
os dois requisitos fenomenológicos, que são H(z = 0) ≡ H0 ≈ 6× 10−61 (em unidades
onde 8πG = c = ~ = 1) e wu(z = 0) ≈ −0.7. A linha vertical tracejada no lado
esquerdo marca a região em que duas condições de falta de patologia (4.32) e (4.33)
não são satisfeitas [215].

Para fixar os melhores valores de λ3 e λ5, supõe-se que a Eq. (4.62) deva satisfazer
wU(z = 0) = −0.7 com H(z = 0) = H0 e encontra-se a dependência entre λ3 e λ5,
conforme ilustrado na Fig. (4.1). Após isso, resolve a equação diferencial (4.58) para
valores de λ3 − λ5 que satisfazem a curva da Fig. (4.1) e a condição inicial H(z = 0).

O estudo feito em [215] trabalha com as unidades de Planck, c = ~ = 8πG = 1,
dessa forma H0 é expresso adimensionalmente. Nestas unidades, podemos escrever

H0 =
h

3000
Mpc−1LP , onde LP é o comprimento de Planck reduzido, LP =

√
8πG~
c3

=

8.10766× 10−35m, h = 0.67, 1Mpc ≈ 3× 1022m. Portanto

Ho ≈ 6.04× 10−61 . (4.63)

O lado esquerdo da Fig. (4.2) apresentada a evolução da taxa de expansão do
universo em função do redshift para três valores distintos de λ3 em comparação com
o modelo ΛCDM. Ela foi calculada numericamente a partir da Eq. (4.58), lembrando
que Ḣ = −(1+z)H(z)H ′(z), onde ′ representa uma derivada com respeito ao redshift.
Já o lado direito da Fig. (4.2) apresentada a evolução da equação de estado do fluido
para os mesmos três valores de λ3, calculada a partir da Eq. (4.62), junto com a
evolução da equação de estado do modelo ΛCDM.

É possível observar que a equação de estado para o fluido representa com boa
concordância as observações. É zero durante toda a era da matéria que começa em
z ∼ 3000 e vai até z ∼ 2 − 3, quando começa a decrescer. Em z ∼ 0.5 passa por
wU = −1/3, onde começa a expansão acelerada do universo. Nos dias atuais, z = 0,
a equação de estado para o fluido é de wU = −0.7 e a curva tende para w → −1
quando z → −1 (representa t→∞), indicando que no futuro o universo será do tipo
de Sitter.

Apesar do comportamento desse modelo no background ser consistente, é possível
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Figura 4.2: Lado esquerdo: A evolução do parâmetro de Hubble como uma função
do redshift z, para o modelo (4.50), para vários valores de λ3 em unidades onde
8πG = c = ~ = 1. Temos um grupo de valores da equação de estado do universo para
wU(z = 0) ∼ −0.7 e o valor atual de H para H0 ≈ 6× 10−61 que está de acordo com
o valor de λ5 (4.50). Lado direito: A correspondente evolução de wU(z). Em ambos
os gráficos adicionamos as curvas correspondentes a ΛCDM [215].

que ele tenha patologias no nível perturbativo, tais como fantasmas e instabilidades
Laplacianas. Na teoria de Horndeski existem duas condições que devem ser satisfeitas
para que não haja patologias, são elas as Eqs. (4.32) e (4.33), que para o nosso modelo
onde a ação é escrita por (4.50), se tornam

Qs = −
2 (λ5X − 1)

{
3λ2

3 + 6
√

2λ3H (1− 5λ5X) + 8X
[

1
2

(1− λ5X) + 3λ5H
2 (1 + 3λ5X)

]}[√
2λ3 +H (4− 12λ5X)

]2 > 0 ,

(4.64)

c2
s =

{
(λ5X − 1)

{
3λ2

3 + 6
√

2λ3H(1− 5λ5X) + 8X

[
1

2
(1− λ5X) + 3λ5H

2 (1 + 3λ5X)

]}}−1

×

×
{

8 (3λ5X − 1)
[
4λ2

5H
2X2 − (1− λ5X)2 Ḣ

]
+ λ3

[
λ3 (1 + λ5X) + 4

√
2λ5 (1− λ5X) Ẋ

]
+

−2H
{√

2λ3 [λ5X (2 + 7λ5X)− 1]− 4λ5 (λ5X − 1) (1 + 3λ5X) Ẋ
}}
≥ 0 , (4.65)

com a condição de que c2
s ≤ 1.

A Fig. (4.3) apresenta a evolução de Qs e c2
s para a evolução do background com

a escolha de parâmetros da Fig. (4.2). Observamos que as condições para a ausência
de fantasmas e instabilidades Laplacianas são sempre satisfeitas e o modelo esta livre
de patologias tanto no background quanto no nível perturbativo. A escolha de X1/2

em K(φ,X) e G3(φ,X) foi feita para que c2
s fosse positivo para qualquer tempo.

4.3 Modelo desenvolvido
No trabaho realizado foi utilizada a seguinte Lagrangeana de Horndeski (4.50)
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Figura 4.3: Lado esquerdo: A evolução de QS (4.64), que caracteriza a ausência das
instabilidades Laplacianas, como uma função do redshift z, para o modelo (4.50),
para vários valores de λ3 em unidades onde 8πG = c = ~ = 1. Temos um conjunto
de valores presentes para a equação de estado do universo para wU(z − 0) ∼ −0.7 e o
presente valor de H para H0 ≈ 6× 10−61. Lado direito: A evolução correspondente a
velocidade do som ao quadrado de perturbações escalares c2

S de (4.65) [215].

L =
√
−g
[

1

2

(
X − ηX1/2

)
− λ3

2
�φX−1/2 +

R

2
+
λ5

2
Gµν∇µφ∇νφ

]
(4.66)

onde definimos

L2 ≡
1

2

(
X − ηX1/2

)
, (4.67)

L3 ≡−
λ3

2
�φX−1/2 , (4.68)

L4 ≡
R

2
, (4.69)

L5 ≡
λ5

2
Gµν∇µφ∇νφ . (4.70)

Quando variarmos
√
−gL4 com respeito à métrica, obteremos o lado esquerdo das

equações de Einstein.
Definindo a variação de uma função f qualquer por

δ

δgµν

′
f ≡

(
∂

∂gµν
f
)
− ∂σ

(
∂

∂(∂σgµν)
f
)
, (4.71)

podemos escrever que

−2√
−g

δ

δgµν

′ (√
−gL4

)
= T µν(u) , (4.72)

onde T µν(u) representa o tensor energia-momento do fluido unificado
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T µν(u) =
−2√
−g

δ

δgµν

′ [√
−g (L2 + L3 + L5)

]
(4.73)

Sendo assim, vamos calcular a variação de cada lagrangeana Li, com i = 2, . . . , 5,
para depois obtermos o tensor energia-momento para o fluido.

Para validar as componentes do tensor energia-momento calculadas utilizando o
método variacional, utilizou-se um comando do programa computacional Mathematica.
Este comando recebe uma função “f” que depende de outra função “g”, que por fim,
essa última, depende de uma coordenada xα, conforme VariationalD[ f [ g [xα]], g
[xα], xα]. O comando vai calcular a parte esquerda das equações de Euler-Lagrange
derivando “f” com respeito à “g” e às derivadas de “g” em função das coordenadas xα.
Para simplificar

VariationalD[ f [ g [xα ]], g [xα], xα] =
δ

δg

′
f =

∂

∂g
f− ∂α

∂

∂ (∂αg)
f . (4.74)

Uma condição necessária para que esse comando funcione é que a função “g” seja
escrita exatamente dessa forma, g = g(xα), se não escrever explicitamente a depen-
dência de xα o comando não funciona adequadamente.

A expressão para o tensor energia-momento perturbado é igual à expressão para
o caso não perturbado, por isso vamos utilizar a métrica do background e calcular as
componentes para o caso não perturbado.

Quando tentamos calcular o tensor energia-momento utilizando o programa Mathematica
encontramos dois problemas. Estamos tratando de um caso onde gµν e L só dependem
do tempo, ou seja, a única componente válida de xα é xα = x0 = t, então, quando
formos calcular a variação de

√
−gL com respeito à métrica gµν , temos f=

√
−gL,

g= gµν e xα = t.

1. O primeiro problema aparece pois o comando VariationalD não funciona para
essa definição de funções que escolhemos. Como foi dito acima, a função “g”
precisa ser uma função de primeira ordem em xα, que não é o caso de gµν .
Esse problema é resolvido considerando que g= g(t) e não que g= gµν , então,
precisamos transformar

δ

δgµν

′
f =

∂

∂gµν
f− ∂0

∂

∂ (∂0gµν)
f , (4.75)

que é o que queremos, em

δ

δg

′
=

∂

∂g
f− ∂0

∂

∂ (∂0g)
f , (4.76)

que é o que sabemos calcular. Para isso fazemos

∂

∂gµν
=

(
d gµν
d g

)−1
∂

∂g
, (4.77)

e
∂

∂ (∂0gµν)
=

[
d (∂0gµν)

d (∂0g)

]−1
∂

∂(∂0g)
. (4.78)
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Como

d (∂0gµν)

d (∂0g)
=
d gµν
d g

, (4.79)

então

[
∂

∂gµν
f− ∂0

∂

∂ (∂0gµν)
f
]

=

(
d gµν
d g

)−1 [
∂

∂g
f− ∂α

∂

∂ (∂αg)
f
]

=

(
d gµν
d g

)−1

VariationalD[f[g[xα]], g[xα], xα] . (4.80)

2. O outro problema que existe é que escrevendo a variação de
√
−gL como o lado

esquerdo da equação de Euler-Lagrange,

δ′

δg
f =

∂

∂g
f− ∂0

∂

∂ (∂0g)
f , (4.81)

ele não respeita a regra de Leibniz, mas se fizermos a variação da função “f” pelo
método variacional esta regra é válida. Por exemplo se f=f1·f2, então

δ′

δg
f =

δ′

δg
(f1 · f2) 6= δ′

δg
(f1) · f2 + f1 ·

δ′

δg
(f2) , (4.82)

pois

δ′

δg
(f1 · f2) =

∂

∂g
(f1 · f2)− ∂0

∂

∂ (∂0g)
(f1 · f2)

=
∂

∂g
(f1) · f2 + f1 ·

∂

∂g
(f2)+

− ∂0

[
∂

∂ (∂0g)
(f1) · f2 + f1 ·

∂

∂ (∂0g)
(f2)

]
=
∂

∂g
(f1) · f2 + f1 ·

∂

∂g
(f2)+

− ∂0

[
∂

∂ (∂0g)
(f1)

]
· f2 −

[
∂

∂ (∂0g)
(f1)

]
· (∂0 f2) +

− (∂0f1) ·
[

∂

∂ (∂0g)
(f2)

]
− f1 · ∂0

[
∂

∂ (∂0g)
(f2)

]
. (4.83)
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Reorganizando os termos temos

δ′

δg
(f1 · f2) =

∂

∂g
(f1) · f2 − ∂0

[
∂

∂ (∂0g)
(f1)

]
· f2︸ ︷︷ ︸

( δ′δg f1)·f2

+

+ f1 ·
∂

∂g
(f2)− f1 · ∂0

[
∂

∂ (∂0g)
(f2)

]
︸ ︷︷ ︸

f1·( δ
′
δg f2)

+

− (∂0f1) ·
[

∂

∂ (∂0g)
(f2)

]
−
[

∂

∂ (∂0g)
(f1)

]
· (∂0 f2)

=

(
δ′

δg
f1
)
· f2 + f1 ·

(
δ′

δg
f2
)

+

− (∂0f1) ·
[

∂

∂ (∂0g)
(f2)

]
−
[

∂

∂ (∂0g)
(f1)

]
· (∂0 f2)︸ ︷︷ ︸

Diferença

. (4.84)

Definimos aqui a “Diferença” como sendo a diferença entre a variação do produto das
funções e o que seria a regra de Leibniz aplicada a essa variação. Podemos escrever
de uma forma simplificada

δ

δg

′
f =


∑
i,j,i6=j

(
δ′

δg
fi
)
· fj −

∑
i

([
∂

∂(∂0 g)
(fi)
]
· ∂0

∏
j 6=i

fj

)
︸ ︷︷ ︸

Diferença

 , (4.85)

onde f=
∏
i

fi. Assumimos que os fi não são produtos de funções e que eles comutam

entre si.
Então, levando em conta esses dois problemas, queremos calcular

δ

δgµν

′
f =

(
d gµν
d g

)−1


∑
i,j,i6=j

(
δ′

δg
fi
)
· fj −

∑
i

([
∂

∂(∂0 g)
(fi)
]
· ∂0

∏
j 6=i

fj

)
︸ ︷︷ ︸

Diferença

 . (4.86)

Como pudemos ver, a “Diferença” apenas será não nula se a função “f” depender da
derivada temporal de “g” e da coordenada x0. Temos como exemplo o caso de �φ em
L3, que depende de ġµν . Vale enfatizar que a “Diferença” só existe quando aplicamos
δ

δgµν

′
a um produto de funções.

Calculamos o tensor energia momento a partir da variação da ação obtida ana-
liticamente, e utilizamos o programa Mathematica para validar o resultado para o
caso do background. Isso porque queremos obter o tensor-energia perturbado, e o
Mathematica só nos fornece as componentes do tensor no background. Então vamos
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calcular o tensor energia-momento analítico e comparar cada componente com as com-
ponentes do mesmo tensor calculado pelo Mathematica, validando o resultado analítco
para o tensor, o perturbaremos.

4.3.1 Tensor energia-momento de Horndeski

Com o intuito de validar as equações obtidas analiticamente em (I.10), (I.34a) e
(I.53a), que nos fornecem o Tµν(u) = T (L2)

µν + T (L3)
µν + T (L5)

µν , vamos agora apresentar as
contas feitas no Mathematica para o tensor energia-momento do background, que será
usada como comparação.

Estamos supondo um universo que respeite a métrica de FLRW sem perturbação

gµν = −N2(t) dt2 + a2(t) δij dx
idxj , (4.87)

onde a função lapso N(t) é uma variável, que serve para podermos calcular derivadas
com respeito à g00. No final das contas fazemos N(t) → 1 e N ′(t) → 0. Para essa
matriz

√
−g = N(t) a3(t).

Como g00 = −N2(t), g11 = g22 = g33 = a2(t) e as outras compontes são nulas, no
background só teremos quatro componentes do tensor energia-momento não nulas, são
elas T 00 e T 11 = T 22 = T 33.

A variação da Lagrangeana com respeito à métrica é dada por

δL
δgµν

=

(
∂gµν
∂g

)−1
δL
δg

. (4.88)

Como

T µν =gλνT
µλ

=gλν

(
− 2√
−g

)
δL
δgµλ

=− 2√
−g

(
∂gµν
∂g

)−1

gλν
δL
δg

(4.89)

Segundo a Eq. (4.89), precisamos calcular o termo(
d gµν
d g

)−1

, (4.90)

para os dois casos possíveis. No primeiro caso em que g00 = −N2(t), temos(
d g00

dN(t)

)−1

= − 1

2N(t)
, onde definimos g = N(t) . (4.91)

No segundo caso em que g11 = g22 = g33 = a2(t), temos(
d g11

d a(t)

)−1

=
1

2a(t)
, onde definimos g = a(t) . (4.92)

Como a métrica é diagonal,
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T 0
0 =− 2√

−g

(
∂g00

∂N(t)

)−1

g00
δL

δN(t)
(4.93)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 =− 2√

−g

(
∂g11

∂a(t)

)−1

g11
δL
δa(t)

, (4.94)

portanto

T 0
0 =− 1

a3(t)

δL
δN(t)

(4.95)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 =− 1

N(t)a2(t)

δL
δa(t)

(4.96)

Vamos calcular então δL/δN(t), e δL/δa(t), pelo Mathematica para assim obter
T 00 e T ii = T 11 = T 22 = T 33, e verificar as contas do tensor energia-momento feitas a
mão.

Segundo o Mathematica

δL2

δN
= − a3 1

4
φ̇2 , (4.97)

δL3

δN
=λ3 a

3 3√
2
H , (4.98)

δL4

δN
= a3 3H2 , (4.99)

δL5

δN
=− λ5 a

3 9

2
H2φ̇2 , (4.100)

e

δL2

δa
= a2 3

4

(
φ̇2 − 2

√
2ηφ̇

)
, (4.101)

δL3

δa
=λ3a

2 3√
2

φ̈

φ̇
, (4.102)

δL4

δa
= a23

(
3H2 + 2Ḣ

)
, (4.103)

δL5

δa
=− λ5a

2 3

2

[(
3H2 + 2Ḣ

)
φ̇2 + 4Hφ̇φ̈

]
, (4.104)

onde já consideramos que N(t)→ 1 e N ′(t)→ 0. Dessa forma

T 0
0(L2) =

1

4
φ̇2 (4.105)

T 0
0(L3) = − λ3

3√
2
H (4.106)

T 0
0(L4) = − 3H2 (4.107)

T 0
0(L5) =λ5

9

2
H2φ̇2 . (4.108)
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Assim

T 0
0(u) =

(
1

2
+ λ59H2

)
X − λ3

3√
2
H , (4.109)

onde T 0
0(u) = T 0

0(L2) + T 0
0(L3) + T 0

0(L5), e X = φ̇2/2. Para as componentes espaciais

T ii(L2) =− 3

4

(
φ̇2 − 2

√
2ηφ̇

)
(4.110)

T ii(L3) =− λ3
3√
2

φ̈

φ̇
(4.111)

T ii(L4) =− 3
(

3H2 + 2Ḣ
)

(4.112)

T ii(L5) =λ5
3

2

[(
3H2 + 2Ḣ

)
φ̇2 + 4Hφ̇φ̈

]
. (4.113)

Assim

T ii(u) = 3

[[
−1

2
+ λ5

(
3H2 + 2Ḣ

)]
X + η

√
X − λ3

1

2
√

2

Ẋ

X
+ 2λ5HẊ

]
, (4.114)

onde T ii(u) = T ii(L2) + T ii(L3) + T ii(L5), e X = φ̇2/2.
As Eqs. (4.109) e (4.114) concordam com o resultado de T µν(u) analítico. Vamos a

expressão de T µν(u) para obter δT µν(u).
Variando a ação com respeito à N(t) e a(t) respectivamente, e fazendo N(t)→ 1,

obtemos

2XKX −K + 6Xφ̇HG3,X − 2XG3,φ −GH2G4 + 24H2X (G4,X +XG4,XX)

− 12HXφ̇G4,φX − 6Hφ̇G4,φ + 2H3Xφ̇ (5G5,X + 2XG5,XX)

− 6H2X (3G5,φ + 2XG5,φX) = 0 (4.115)

K − 2X
(
G3,φ + φ̈G3,X

)
+ 2

(
3H2 + 2Ḣ

)
G4 − 12H2XG4,X − 4HẊG4,X − 8ḢXG4,X

− 8HXḢG4,XX + 2
(
φ̈+ 2Hφ̇

)
G4,φ + 4XG4,φφ + 4X

(
φ̈− 2Hφ̇

)
G4,φX

− 2X
(

2H3φ̇+ 2HḢφ̇+ 3H2φ̈
)
G5,X − 4H2X2φ̈G5,XX + 4HX

(
Ẋ −HX

)
G5,φX

+ 2
[
2
(
ḢX +HẊ

)
+ 3H2X

]
G5,φ + 4HXφ̇G5,φφ = 0 (4.116)

Na geometria de FLRW, as equações de Einstein (4.119) e (4.120) se reduzem à

3H2 = ρU , (4.117)

−
(

3H2 + 2Ḣ
)

= PU , (4.118)
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onde

ρU =2XKX −K + 6Xφ̇HG3,X − 2XG3,φ+

+ 2H3Xφ̇ (5G5,X + 2XG5,XX)− 6H2X (3G5,φ + 2XG5,φX) , (4.119)

PU =K − 2X
(
G3,φ + φ̈G3,X

)
− 2X

(
2H3φ̇+ 2HḢφ̇+ 3H2φ̈

)
G5,X+

− 4H2X2φ̈G5,XX + 4HX
(
Ẋ −HX

)
G5,φX

+ 2
[
2
(
ḢX +HẊ

)
+ 3H2X

]
G5,φ + 4HXφ̇G5,φφ . (4.120)

As quantidades acima são utlizadas para definir a equação de estado total do
universo ωU , que é o fluido que incorpora o setor de DE e DM em uma forma unificada,

ωU ≡
PU
ρU

. (4.121)

4.3.2 Perturbação

Na teoria perturbativa o elemento de linha no gauge síncrono pode ser escrito em
primeira ordem como [26]

ds2 = a2
[
−dτ 2 +

(
δij + h̃ij

)
dxi dxj

]
, (4.122)

onde no espaço de Fourier

h̃ij

(
τ,~k
)

= k̂ik̂j h+ 6

(
k̂ik̂j −

1

3
δij

)
η . (4.123)

Dessa forma, perturbando além da métrica o campo

φ(η)→ φ(η) + δφ(η, ~x) , (4.124)

temos para o tensor energia-momento

δT 0
0(u) = − λ3√

2a

1

aφ̇

(
−2∇2δφ+ ḣφ̇

)
, (4.125)

δT 0
j(u) =

λ3√
2a

1

φ̇
∂j

(
δφ̇− 3Hδφ

)
, (4.126)

δT ij(u) =
λ3√
2a

1

φ̇2

(
δφ̇ φ̈− φ̇ δφ̈

)
δij . (4.127)
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4.3.3 Teoria de Horndeski após GW170817
4Em 17 de agosto de 2017, o detector de ondas gravitacionais LIGO (Laser In-

terferometer Gravitational Observatory) junto com o interferômetro VIRGO detectou
ondas gravitacionais (do inglês gravitational waves, GWs) advindas da fusão de um par
de estrelas de nêutrons (BNS, do inglês binary neutron star) próximo da galáxia NGC
4993 [243], evento esse chamado de GW170817 [244]. A contraparte eletromagnética
(EM) do evento foi detectada pelo telescópio Fermi na forma de um Gamma-Ray
Burst curto (GRB170817A) (sGRB, do inglês short gamma ray burst) com duração de
1.74± 0.05s depois pelo telescópio Fermi e pelo International Gamma-Ray Astrophy-
sics Laboratory [245]. Observações subsequentes em todo o espectro eletromagnético
confirmaram a descoberta [243].

Cada um desses eventos forneceu informações complementares sobre a fusão BNS.
O sinal da onda gravitacional serve para obter a massa da estrela de nêutrons (NS)
0.86 − 2.26M�, e sua distância luminosa dL = 40+8

−14Mpc. As contrapartes do EM
identificam a galáxia onde a fusão aconteceu, NGC4993. Tomando o limite inferior da
distância luminosa dL = 26Mpc e um delay conservativo de 10s entre esses eventos, a
GW e o sGRB, os limites para a velocidade das GWs são [245]

−3 · 10−15 ≤ cg/c− 1 ≤ 7 · 10−16 , (4.128)

onde cg indica a velocidade da onda gravitacional e c a velocidade da luz. Vamos supor
que c = 1.

Isso possibilitou estabelecer vínculos muito fortes na teoria de Horndenski [246–
248] limitando bastante o leque de possíveis alternativas à relatividade geral. Como
havíamos visto, o desvio da velocidade das ondas gravitacionais em relação à velocidade
da luz é dada pela equação (J.23), sendo que a função αT representa esse desvio. À
princípio, αT pode adotar valores positivos ou negativos. No entanto, valores negativos
de αT foram vinculados em αT > −10−15 devido a ausência de radiação Cherenkov
gravitacional em raios cósmicos [249, 250]. Já os limites positivos disponíveis foram
obtidos pelo tempo de viagem da onda gravitacional entre os dois detectores do LIGO
[251,252], o que dava αT < 0.42 [251,252].

Efeitos na propagação das GWs são uma marca das teorias escalar-tensor da gra-
vidade. A evolução das perturbações lineares, transversas e de traço nulo sobre o
background cosmológico são representadas por

ḧij + (3 + αM)Hḣij + (1 + αT ) k2hij = 0 , (4.129)

onde são totalmente caracterizadas pelas duas funções do tempo: o excesso da veloci-
dade tensorial, αT , que modifica a velocidade de propagação das GWs c2

g = 1 + αT ;
e a variação da massa de Planck efetiva, αM ≡ d log

(
M2
∗
)
/d log(a), que modula o

termo de fricção causado pela expansão do universo.
A generalização covariante da teoria Galileana [253, 254] pode vir da teoria de

4Para a análise feita aqui foi utilizado [242]



4.3 Modelo desenvolvido 115

Horndeski [255] considerando

G2(X) =c2X ,

G3(X) =2
c3

M3
X ,

G4(X) =
M2

P

2
+

c4

M6
X2 ,

G5(X) =
c5

M9
X2 , (4.130)

onde a escala de massaM3 ≡MPH
2
0 garante que os coeficientes ci sejam adimensionais.

Existem três modelos que dependem da ordem mais alta do campo φ na ação: cúbico
(c4 = c5 = 0), quártico (c5 = 0) e ordem cinco (todos os termos).

A teoria covariante de Galileon é mais interessante como um modelo cosmológico
onde o campo causa ao universo a aceleração, sem precisar de uma constante cosmoló-
gica no modelo. Como consequência da simetria de translação φ→ φ+C, existe uma
solução tipo tracker onde a evolução temporal do campo e o parâmetro de Hubble
obedecem a relação ξ ≡ H(t)φ̇(t)/H2

0 = constante [247]. Sobre essa solução, a Eq.
(4.129) nos fornece

αT =
1

M2
∗
E4

[
2c4ξ

4 + c5ξ
5

(
1 +

Ḣ

H2

)]
, (4.131)

αM =− 4
Ḣ

H2

M2
∗ − 1

M2
∗

, (4.132)

M2
∗ =1− ξ4

E4

(
3

2
c4 + c5ξ

)
, (4.133)

onde E = H(t)/H0. Modelos de Galileon de auto-expansão são consistentes com
medidas de BAO e CMB.

Como demonstrou [246], quando temos ambos os sinais, gravitacional e eletromag-
nético, das GWs e do sGRB, os vínculos são muito mais fortes. Seja ts o tempo de
emissão das ondas gravitacionais e eletromagnéticas na fonte, tT o tempo de detecção
da onda gravitacional e tc o tempo mensurado do pico de brilho do sinal eletromagné-
tico. O tempo de trânsito do sinal gravitacional e eletromagnético são respectivamente,
cT (tT − ts) = ds e (tc − ts) = ds, sendo ds ' 40 Mpc a distância da fonte. A partir
da condição (4.128), após uma expansão de Taylor é possível obter que αT ' 2 ∆t/ds,
onde ∆t ' 1.7s é a diferença do tempo de chegada entre os dois sinais. Dessa forma

|αT | < 10−15Mpc , (4.134)

ou seja, para todos os efeitos, αT ≈ 0. Temos uma relação muito forte entre c4 e c5.
Utilizando as Eqs. (4.131)-(4.132), [256] obteve a relação

|αM | < 1.9 · 10−15 . (4.135)

O modelo de Galileons mais viável nesse caso é aquele com um pequeno desvio da
forma cúbica de Galileon, que é incompatível com medidas do ISW com mais de 7σ.
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Modelos de Galileons de ordem cinco compatíveis com GW170817 existem em uma
região muito limitada do espaço de parâmetros onde

∆t ' 1

2

∫ tO

tE

αT (t′)dt′ ≤ 1.7s . (4.136)

Para descartar essa possilidade seria necessário outra medida.
A limitação dos possíveis valores da velocidade da onda gravitacional serviu para

excluir algumas teorias alternativas à relatividade geral.
Como vimos, na teoria de Horndenski, a massa de Planck efetiva é dada por (4.14)

e αT é dada por (4.18). Escrevendo as duas funções explicitamente

M∗
2αT = 2X[2G4,X − 2G5,φ − (φ̈−Hφ̇)G5,X ] ,

M∗
2 = 2(G4 − 2XG4,X +XG5,X −Hφ̇XG5,X ] ,

Podemos ver que não é possível um cancelamento trivial a menos que G5,X 6= 0.
Para um cancelamento total, é necessário que

G4,X ≈ 0 , G5 ≈ const. , (4.137)

visto que são os termos de L4 e L5 que influenciam no desvio da velocidade de pro-
pagação das ondas gravitacionais. Somente alguns casos finamente ajustados preveem
αT (z = 0) = 0. Como escrito em [248], a Lagrangeana de Horndenski compatível com
o novo vínculo se reduz a

LH =
f(φ)

2
R +K(φ,X)−G(φ,X)�φ . (4.138)

4.3.4 Conclusão

A detecção de ondas gravitacionais advindas da fusão de um par de estrelas de
nêutrons [243], evento esse chamado de GW170817 [244], impôs vínculos na veloci-
dade da onda gravitacional que limitou a existência de alguns modelos de Horndeski
inviabilizando o nosso modelo. Utilizando o estudo feito aqui é possível estudar outros
casos que ainda não foram descartados, como por exemplo o modelo de Horndeski
para uma métrica de buraco negro perturbada.
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Conclusão

Apresentamos nesse estudo três trabalhos realizados pelo autor em que propõe
modelos de interação entre a energia escura e a matéria escura como alternativas ao
modelo ΛCDM.

Análise dinâmica

Utilizando a teoria de estabilidade linear para sistemas dinâmicos, estudamos a
quintessência acoplada à matéria escura com duas interações diferentes: i) proporci-
onal à densidade de energia da energia escura ρφ e, ii) proporcional à soma das duas
densidades de energia ρm + ρφ. No caso i) a transição das eras cosmológicas é total-
mente alcançada com uma seqüência adequada de pontos fixos. No segundo caso, ii),
tanto a era da radiação quanto a era da energia escura podem ser descritas pelos pon-
tos fixos, mas a era da matéria não pode. Portanto, a segunda interação não fornece
a seqüência cosmológica: radiação → matéria → energia escura.

DSU(2)R

Neste trabalho, investigamos as interações entre as partículas escuras no modelo
SU(2)R escuro de um ponto de vista cosmológico. A interação mais relevante é o
decaimento de uma partícula em um dubleto de energia escura para outras três par-
tículas, uma de energia escura e as outras duas de dubleto de matéria escura. Este
processo consiste em uma nova forma de interação de energia escura e muda apenas
as equações do background. Embora a comparação com dados tenha restringido muito
bem o parâmetro de densidade de energia escura hoje, definido como a soma dos pa-
râmetros de densidade de ϕ+ e ϕ0, os outros parâmetros livres no processo (taxa de
decaimento e massas das partículas) não são limitados devido à forte degenerescência
entre a taxa de decaimento e a densidade do progenitor (ϕ+).

Teoria de Horndeski

A detecção de ondas gravitacionais advindas da fusão de um par de estrelas de
nêutrons [243], evento esse chamado de GW170817 [244], impôs vínculos na veloci-
dade da onda gravitacional que limitou a existência de alguns modelos de Horndeski
inviabilizando o nosso modelo. Utilizando o estudo feito aqui é possível estudar outros
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casos que ainda não foram descartados, como por exemplo o modelo de Horndeski
para uma métrica de buraco negro perturbada.



Apêndice A

Relatividade geral

A teoria da Relatividade Geral, criada por Einstein em 1915, mostra como a geome-
tria se relaciona com o conteúdo de matéria e energia para um determinado universo.
Como disse John Wheeler: “A matéria diz para o espaço-tempo como se curvar, e o
espaço curvo diz à matéria como se mover”.

Será assumido um conhecimento de álgebra tensorial, o conhecimento necessário
sobre cálculo tensorial será dado. Foram utilizados para essa seção os livros [1,257,258].

Revisaremos o conteúdo de Relatividade Geral necessário para introduzir a pes-
quisa realizada nesse trabalho.

A.1 Transporte paralelo e geodésica
Uma geodésica pode ser definida de várias formas. Serão apresentadas duas formas

para a mesma definição, a primeira fará isso de uma forma mais matemática (ver [257])
enquanto que a segunda seguirá uma forma mais física.

Primeira análise

Uma curva privilegiada em que o vetor tangente em todos os pontos é paralelo a
ele mesmo respeita

D

Dλ

[
dxσ

dλ

]
= k(λ)

dxσ

dλ
, (A.1)

onde λ é um parâmetro de parametrização.
Vamos agora definir a derivada covariante de um tensor T σ...µ... contraída com X,

∇XT
σ...
µ... ≡ Xν∇νT

σ...
µ... ,

onde ∇ν é a derivada covariante. Um campo vetorial contravariante dado por xσ =
xσ(λ) determina uma congruência local de uma curva qualquer em um dado ponto.
O campo vetorial tangente à congruência é dado por Xσ = dxσ/dλ. Vamos definir a
derivada absoluta do tensor T σ...µ... ao longo da curva de congruência C,

D

Dλ

[
T σ...µ...

]
= ∇XT

σ...
µ... ≡ Xν∇νT

σ...
µ... .
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Transporte paralelo ou propagação paralela ao longo da curva C ocorre quando

D/Dλ
[
T σ...µ...

]
= 0,

ou seja, se a derivada absoluta do tensor
[
T σ...µ...

]
for nula. Aplicando a condição ne-

cessária para uma propagação paralela em (A.1) e sabendo que Xσ = dxσ/dλ, temos
que:

∇XX
σ = kXσ .

Utilizando novamente o fato de que Xσ = dxσ/dλ ,

∇XX
σ = Xν∇νX

σ

= Xν∂νX
σ + ΓσµνX

νXµ

=
dxν

dλ

∂

∂xν
dxσ

dλ
+ Γσµν

dxν

dλ

dxµ

dλ
,

portanto,

∇νX
σ =

d2xσ

dλ2
+ Γσµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
= k

dxσ

dλ
=

D

Dλ
Xσ =

D

Dλ

[
dxσ

dλ

]
.

Tomando dois pontos P e Q na curva C, podemos restringir que eles sejam tão
próximos a ponto de serem representados por xσ(λ) e xσ(λ + δλ) respectivamente.

Após uma expansão, o ponto Q pode ser representado por xσ(λ) +
dxσ

dλ
δλ. Vamos

definir,

δxσ ≡ dxσ

dλ
δλ.

O vetor Xσ(λ) no ponto P é agora o vetor tangente dxσ(λ)/dλ, portanto, um vetor
qualquer no ponto Q que seja paralelo a dxσ(λ)/dλ é dado por Xσ + δ̄Xσ.

Introduzindo a conexão onde δ̄Xσ = −Γσµν(x)Xµ(x)δxν , podemos substituir Xµ e
δxν , já que sabemos que Xµ = dxµ/dλ e δxν = Xνδλ = (dxν/dλ)δλ,

δ̄Xσ(x) = −Γσµν(x)
dxµ

dλ

dxν

dλ
δλ,

portanto, o vetor no ponto Q paralelo à Xσ é:

Xσ + δ̄Xσ = Xσ − Γσµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
δλ.

Nós sabemos que todo vetor em Q é dado por:

dxσ

dλ
(λ+ δλ) =

d

dλ

[
xσ(λ) +

dxσ(λ)

dλ
δλ

]
,

portanto, pelo vetor no ponto Q paralelo à Xσ ser um vetor em Q, temos a igualdade

dxσ

dλ
(λ) +

d2xσ

dλ2
δλ = k

(
dxσ

dλ
− Γσµν(x)

dxµ

dλ

dxν

dλ

)
.
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Sem perda de generalidade podemos fazer k = [1 + k(λ)δλ], pois δλ → 0 ⇒ Q → P .
Divindo a equação por δλ e cancelando o termo dxσ/dλ de cada lado, quando fazemos
o limite de δλ→ 0 obtemos a equação da geodésica:

d2xσ

dλ2
+ Γσµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
= k

dxσ

dλ
. (A.2)

Se a curva for parametrizada de um jeito que k desapareça e se existir uma para-
metrização privilegiada, chamamos o parâmetro utilizado de parâmetro afim, geral-
mente convencionado por s. A equação da geodésica afim se reduz a ∇XX

σ = 0.
Um parâmetro afim s é sempre definido por uma transformação afim, s →

αs+ β, onde α e β são constantes. Podemos utilizar esse parâmetro afim para definir

o comprimento afim da geodésica entre dois pontos P1 e P2 por
∫ P2

P1

dτ . Não

é possível comparar o comprimento em diferentes geodésicas sem uma métrica pela
arbitrariedade do parâmetro s. Geralmente no lugar de s é utilizado o tempo medido
por um observador parado em um sistema de referência, o tempo próprio τ .

Para a existência e unicidade do teorema para a equação diferencial ordinária, é dito
que cada direção corresponde a um ponto onde existe uma única geodésica passando
por ele. Do mesmo modo, qualquer ponto pode ser ligado a qualquer outro ponto,
independente da distância existente entre eles, e serem suficientemente “fechados” pela
unicidade da geodésica.

Segunda análise

A lagrangeana de uma partícula livre é expressa por:

L = gµν ẋµẋν ,

onde gµν é o tensor métrico e o ponto denota uma derivada com respeito a λ. Vamos
supor que a velocidade seja independente da posição e vice-versa, e que o tensor métrico
só dependa explicitamente da posição. A equação de Euler-Lagrange nos diz:

d

dλ

∂L
∂ẋσ
− ∂L
∂xσ

= 0 .

Vamos calcular cada termo da equação acima para obter a equação do movimento.
Primeiro termo:

∂L
∂ẋσ

= gµνδ
µ
σ ẋ

ν + gµν ẋµδ
ν
σ

= 2gµσẋµ ,

portanto,
d

dλ

∂L
∂ẋσ

= 2
∂gµσ
∂xν

ẋν ẋµ + 2gµσẍµ .

Podemos reescrever o primeiro termo do lado direito da equação acima como:

2
∂gµσ
∂xν

ẋν ẋµ =
∂gµσ
∂xν

ẋν ẋµ +
∂gνσ
dxµ

ẋµẋν ,
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disso segue que:
d

dλ

∂L
∂ẋσ

=
∂gµσ
∂xν

ẋν ẋµ +
∂gνσ
∂xµ

ẋµẋν + 2gµσẍµ .

O segundo termo da equação de Euler-Lagrange é mais simples,

∂L
∂xσ

=
∂gµν
∂xσ

ẋµẋν .

Substituindo os dois termos na equação de Euler-Lagrange temos

∂gµσ
∂xν

ẋν ẋµ +
∂gνσ
∂xµ

ẋµẋν + 2gµσẍµ −
∂gµν
∂xσ

ẋµẋν = 0 .

Trocando-se a posição de dois termos e dividindo tudo por 2,

gµσẍµ +
1

2

(
∂gµσ
∂xν

+
∂gνσ
∂xµ

− ∂gµν
∂xσ

)
ẋµẋν = 0,

Essa equação pode ser reescrita como

ẍσ +
1

2
gσα

(
∂gµα
∂xν

+
∂gνα
∂xµ

− ∂gµν
∂xα

)
ẋµẋν = 0.

Considerando que o símbolo de Christoffel é definido por

Γσµν ≡
1

2
gσα

(
∂gµα
∂xν

+
∂gνα
∂xµ

− ∂gµν
∂xα

)
. (A.3)

Notamos um símbolo de Christoffel no segundo termo, portanto, temos novamente a
equação de geodésica (A.2).

A.2 Curvatura
Riemann introduziu uma maneira de descrever completamente a curvatura em

qualquer número de dimensões mediante o tensor de Riemann, um tensor que seja
a generalização da curvatura de Gauss em quatro dimensões, ele expressa o quanto
uma variedade é não plana, ou seja, o quanto uma variedade se curva. O tensor de
Riemann é definido por derivadas covariantes,

Rρ
σµνV

σ ≡ [∇µ,∇νV
ρ] .

Substituindo-se a definição de derivada covariante na equação acima podemos escrever
o tensor curvatura de Riemann como

Rρ
σµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ. (A.4)

O tensor de Riemann satisfaz as seguintes propriedades:
• anti-simetria entre o primeiro par de índices,

Rρσµν = −Rσρµν . (A.5)
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• anti-simetria entre o último par de índices

Rρσµν = −Rρσνµ . (A.6)

• invariância se trocar o primeiro par de índices com o último

Rρσµν = Rµνρσ . (A.7)

• identidade envolvendo a soma de permutações cíclicas nos três últimos índices

Rρσµν +Rρµνσ +Rρνσµ = 0 . (A.8)

A última propriedade pode ser vista lembrando-se que

R[ρσµν] = 0, (A.9)

o que implica em:

Rρ[σµν] = 0. (A.10)

Os colchetes representam um tensor anti-simétrico.
Expandindo o lado esquerdo de (A.10) temos (A.8),

Rρ[σµν] =
1

3!
[Rρσµν −Rρµνσ +Rρµνσ −Rρνµσ +Rρνσµ −Rρσνµ]

A.6
=

1

6
(2Rρσµν + 2Rρµνσ + 2Rρνσµ)

A.8
= 0 . (A.11)

Utilizando as quatro propriedade citadas acima, é possível diminuir o tensor de
Riemann com 256 componentes para apenas 20 componentes. Estamos considerando
o espaço-tempo quadridimensional.

• O tensor de Riemann possui uma propriedade de simetria diferencial, ela é cha-
mada de identidade de Bianchi

∇λRρσµν +∇ρRσλµν +∇σRλρµν = 0. (A.12)

O tensor de Ricci é definido por

Rµν ≡ Rλ
µλν , (A.13)

uma contração tensorial do tensor de Riemann. É fácil notar por (A.7) que o tensor
de Ricci é um tensor simétrico.

Podemos definir o escalar de Ricci como o traço do tensor de Ricci, isso é

R = Rµ
µ = gµνRµν . (A.14)

Por último definimos o tensor de Einstein

Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν , (A.15)
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que satisfaz

∇µG
µν = 0 ,

pois tanto o tensor de Ricci quanto o tensor métrico são simétricos.

A.3 Equações de Einstein
As equações de campo de Einstein, mais conhecidas simplesmente por equações

de Einstein, são escritas como

Gµν = 8πGTµν , (A.16)

ondeG é a constante gravitacional de Newton e Tµν o tensor energia-momento.
Elevando o índice µ e contraindo em ν as equações de Einstein (A.16), temos

gµνGµν = 8πGgµνTµν ⇒
Gµ

µ = 8πGT µµ .

Abrindo o tensor de Einstein (A.15),

R− 1

2
Rgµµ = 8πGT ,

onde T µµ ≡ T . Para o espaço-tempo sabemos que gµµ = δµµ = 4 , portanto o escalar
de Ricci é dado por

R = −8πGT .

Substituindo nas equações de Einstein (A.16) o escalar de Ricci, temos que o tensor
de Ricci é escrito por

Rµν = 8πG

(
Tµν −

1

2
T gµν

)
. (A.17)

Essa equação relaciona a geometria do espaço-tempo com a distribuição de energia
e massa.

A.4 Equações de Friedmann
Considerando as equações obtidas no Apêndice B, podemos substituir os valores

de Γµνλ, e o tensor de energia-momento de um fluido ideal nas equações de Einstein
(A.16) e obter as equações de Friedmann para um universo curvo. Tomando a evolu-
ção da energia nas equações de Einstein, índices 00, temos a primeira equação de
Friedmann

H2 =
1

3M2
P

ρ− κ

a2
, (A.18)
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onde Ht ≡ ȧ(t)

a(t)
é o parâmetro de Hubble e a(t) é o fator de escala da métrica.

Considerando agora apenas os elementos espaço-espaço das equações de Einstein,

Gii = Rii −
1

2
Rgii = 8πGTii .

Como gii = a2, Rii = 2ȧ2 + aä e Tii = Pa2, em um universo em expansão, temos

ä

a
+

1

2

(
ȧ

a

)2

= −4πGP .

Aplicando a primeira equação de Friedmann (A.18) na equação acima obtemos a
equação de aceleração de Friedmann ou segunda equação de Friedmann

ä

a
= − 1

6M2
P

(ρ+ 3P ) , (A.19)

onde MP ≡
1√
8πG

, ρ =
∑
i

ρi é a massa de Planck reduzida, soma da densidade de

cada componente do universo e P =
∑
i

Pi, soma da pressão de cada componente do

universo.
Podemos reescrever as equações (A.18) e (A.19) como

H(t)2 =
1

3M2
P

ρ− κ

a2
, (A.20)

e

ä

a
+

1

6M2
P

(ρ+ 3P ) = 0 . (A.21)

Definindo a fração energética ou densidade relativa de energia do i-ésimo com-
ponente como Ωi ≡

ρi
3M2

PH
2
, podemos reescrever a (A.18) como

Ωκ = 1− Ω = 1− ρ

ρcr
, (A.22)

onde Ω ≡
∑
i

Ωi, e Ωκ representa a densidade de curvatura,

Ωκ ≡ −
κ

H2a2
,

e ρcr a densidade crítica,

ρcr ≡ 3M2
PH

2
0 .

Considerando a primeira equação de Friedmann escrita em função das densidades
de energia e da curvatura (A.22), vamos ver os três tipos de universos possíveis
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• Universo fechado: retas paralelas convergem a um ponto. O espaço pode ser
interpretado como uma hipersuperfície esférica, de raio a(t), num espaço euclidiano
de quatro dimensões. κ = 1, Ωκ < 0 e ρ > ρcr.

• Universo aberto: retas paralelas divergem. O espaço pode ser interpretado
como uma hipersuperfície esférica, num espaço pseudo-euclidiano de quatro dimen-
sões. κ = −1, Ωκ > 0 e ρ < ρcr.

• Universo plano: retas paralelas continuam sendo paralelas. O espaço é simples-
mente o euclidiano. κ = 0, Ωκ = 0 e ρ = ρcr.

A distribuição de matéria claramente determina a geometria espacial do nosso
universo, agrupando,

Ω > 1 ou ρ > ρc → κ = +1 , (A.23)
Ω = 1 ou ρ = ρc → κ = 0 , (A.24)
Ω < 1 ou ρ < ρc → κ = −1 , (A.25)

onde Ω é um parâmetro de densidade adimensional. Observações têm mostrado que
atualmente o universo é muito próximo de uma simetria geometricamente plana (Ω '
1) [30]. Isso é atualmente um resultado natural da inflação do começo do universo [6].

A.5 Equação da continuidade

A conservação das equações para um fluido perfeito e homogêneo na relatividade
especial é a equação da continuidade ∂ρ/∂t = 0 e a equação de Euler ∂P/∂xi = 0.
Podemos juntar essas duas equações utilizando o tensor energia-momento

∂µT
µ
ν = 0 .

Podemos generalizar esse resultado para a relatividade geral, a diferença será que
no lugar da derivada parcial existirá uma derivada covariante ∂µ → ∇µ. Em vir-
tude das identidades de Bianchi o tensor energia-momento é conservado. Calculando
essa conservação com a derivada covariante, utilizando a métrica de FLRW temos a
equação da continuidade ou equação de estado

∂ρ

∂t
+ 3H(t) · (ρ+ P ) = 0 . (A.26)

Essa equação relaciona a pressão com a densidade de algum componente do uni-
verso. Vamos definir por w o parâmetro da equação da continuidade,

w =
P

ρ
.

Substituindo o parâmetro w na equação de estado (A.26), podemos reescrever essa
equação como
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ρ̇i + 3H(t) · (1 + wi)ρi = 0 . (A.27)

Estas equações só são válidas se supusermos que os componentes do Universo não
interagem.

É possível integrar a equação (A.27) para obter ρ em função de a e ω,

ρ ∝ a−3(1+ω).

Outra forma de obter a equação de estado (A.27) é derivar em relação ao tempo
as equações de Friedmann.

Em cosmologia assume-se que cada componente da matéria satisfaz sua própria
equação de conservação, o que não segue diretamente das equações do campo, então
deve ser assumido ou derivado separadamente.

A.5.1 Nosso universo e o tensor energia-momento para fluidos
ideais

Evidências observacionais nos mostram que o nosso universo está em expansão
acelerada, da mesma forma que nos mostram que ele respeita o princípio cosmológico,
portanto, podemos representá-lo pela métrica (1.1)1. Iremos agora deixar de lado as
aplicações da RG e estudar os componentes que formam o nosso universo.

Pelo fato do universo respeitar o princípio cosmológico, podemos assumir que em
grandes escalas o tensor energia-momento toma a mesma forma que a de um fluido
ideal. Um fluido ideal é definido como tendo cada ponto se movendo com uma veloci-
dade ~v, e um observador que se encontra entre o fluido viaja com a mesma velocidade.
Tal observador vê o fluido como sendo isotrópico. Isso ocorre pois pequenas colisões
entre as partículas do fluido são imperceptíveis para o observador. Vamos supor que es-
tamos em um quadro de referência no qual o fluido está em repouso para algum tempo
e posição particular. Em um ponto do espaço-tempo, a hipótese de um fluido ideal
nos fornece um tensor energia-momento com as seguintes características esfericamente
simétricas

T ′ij = Pδij ,

T ′i0 = T 0i = 0 ,

T ′00 = ρ .

1Edwin Hubble demonstrou que todas as galáxias e objetos astronômicos distantes estão se afas-
tando do nós (lei de Hubble) como previa uma expansão universal. Utilizando o desvio para o
vermelho de seu espectro eletromagnético para estimar a distância e a velocidade de objetos remotos
no espaço, demostrou que além de todos os objetos estarem se afastando de nós, sua velocidade é
diretamente proporcional a sua distância, uma característica da métrica de expansão. Estudos pos-
teriores vieram a demonstrar que a expansão era extremamente isotrópica e homogênea, ou seja, não
parece ter um ponto especial como “centro”, mas parece universal e independente de qualquer ponto
central fixo.
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Os coeficientes P e ρ são chamados respectivamente de pressão e densidade de
energia própria. Agora vamos utilizar como referência o laboratório, e supor que o
fluido nesse quadro parece se mover com a velocidade ~v. O tensor energia-momento se
transforma segundo a transformação de coordenadas entre coordenadas comóveis x′β

e as coordenadas do laboratório xα, conforme

Tαβ = Λα
γ(~v)Λβ

σ(~v)T ′γσ ,

onde Λ contém os parâmetros de transformação, portanto,

T ij = Pσij + (P + ρ)
vivj

1− ~v2
, (A.28)

T i0 = (P + ρ)
vi

1− ~v2
, (A.29)

T 00 =
(P + ρ~v2)

1− ~v2
. (A.30)

Juntando as equações (A.28) - (A.30), temos a seguinte equação para o tensor
energia-momento para fluidos ideais

Tαβ = Pηαβ + (P + ρ)uαuβ ,

onde uα é a quadrivelocidade de um fluido, u0 = (1 − ~v2)−1/2, ~u = ~vu0. É comum
definir um escalar γ ≡ u0.

O tensor contravariante acima levando em conta a gravitação é representado por

T µν = Pgµν + (P + ρ)uµuν , (A.31)

onde uµ é um valor local para dxµ/dτ de um elemento de um fluido comóvel, fluido
em repouso no referencial. Note que a pressão e a densidade são sempre medidas por
um observador num local inercial em relação ao movimento do fluido, e são sempre
escalares. O tensor energia-momento é conservado covariantemente (∇νT

µν = 0).



Apêndice B

Escalar de curvatura para a métrica
de FLRW plana e curva

B.1 Componentes das equações de Einstein com o
espaço-tempo plano

Vamos utilizar a seguinte métrica para um espaço plano:

ds2 = dt2 − a(t)2
[
dx2 + dy2 + dz2

]
, (B.1)

onde a(t) é o fator de escala.

Símbolos de Christoffel

Vamos fixar o índice superior nos símbolos de Christoffel como sendo igual a zero.
Pelo fato do tensor métrico de (B.1) ser diagonal, apenas as componentes g0σ com
σ = 0 serão não nulas. Considerando apenas as componente não nulas dos símbolos
de Christoffel (A.3), nos restam:

Γ0
µν =

1

2

(
∂g0ν

∂xµ
+
∂gµ0

∂xν
− ∂gµν

∂x0

)
.

Os coeficientes g0µ = gµ0 são constantes, portanto apenas as derivadas parciais nos
termos espaciais, gij, serão diferentes de zero,

Γ0
µν = Γ0

ij = −1

2

∂gij
∂x0

,

onde é fácil perceber que ∂gij/∂t = −2δijaȧ. Obtemos assim:

Γ0
ij = δijaȧ. (B.2)

Agora deixaremos o índice superior de Γ variar apenas na parte espacial, ou seja,
Γλµν = Γiµν . Utilizando o fato de que o tensor métrico é diagonal, temos gii = −a2.
Sendo assim,

129
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Γiµν =
−1

2a2

(
∂giν
∂xµ

+
∂gµi
∂xν
− ∂gµν

∂xi

)
.

Nenhum coeficiente do tensor métrico depende da parte espacial, portanto o último
termo, derivada espacial, é nulo. Os símbolos de Christoffel são agora simétricos, para
que ele não seja nulo precisamos ter apenas derivadas temporais, ou seja, µ = i ou
ν = i. Vamos supor que ν = 0,

Γiµ0 =
−1

2a2

∂gµi
∂x0

. (B.3)

Novamente utilizando o fato do tensor métrico ser simétrico, temos:

Γij0 = Γi0j = δij
ȧ

a
.

Tendo todos os símbolos de Christoffel podemos obter a equação de Einstein, para
isso devemos calcular agora o tensor de Ricci (A.13) e após isso o escalar de Ricci
(A.14).

Tensor de Ricci

Vamos tomar inicialmente a componente tempo-tempo do tensor de Ricci,

R00 =
∂Γλ00

∂xλ
− ∂Γλλ0

∂x0
+ ΓλλσΓσ00 − Γλ0σΓσλ0.

Como os símbolos de Christoffel com índices inferiores iguais a zero são nulos, o
primeiro e o terceiro termo da equação acima são nulos. O segundo termo pode ser
calculado a partir de (B.3):

∂Γλλ0

∂x0
= −δii

∂

∂x0

(
ȧ

a

)
= −3

(
ä

a
− ȧ2

a2

)
,

lembrando que pela convenção de Einstein os índices repetidos indicam uma soma, ou
seja, δii = 3. Da mesma forma utilizada para calcular o primeiro termo faremos para
calcular o quarto,

−Γλ0σΓσλ0 = −Γi0jΓ
j
i0

= −δij
ȧ

a
δji
ȧ

a

= −3

(
ȧ

a

)2

. (B.4)

Juntando todos os termos calculados na componente tempo-tempo do tensor de
Ricci, obtemos que:
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R00 = −3
ä

a
. (B.5)

Pelo fato de só existir dependência temporal nas componentes do tensor métrico,
os síbolos de Christoffel com os dois índices inferiores iguais a zero é nulo. Outras
componentes nulas são as que possuem termos mistos de tempo e espaço nos índices
inferiores, isso por (B.2) e (B.3). Vamos calcular agora as componentes espaço-espaço.

Rij =
∂Γλij
∂xλ

− ∂Γλiλ
∂xj

+ ΓλλσΓσij − ΓλjσΓσλi.

Vamos calcular os quatro termos calculando cada um separadamente. A somatória
do primeiro termo pode ser aberta em parte espacial e temporal,

∂Γ0
ij

∂x0
+
∂Γkij
∂xk︸︷︷︸
=0

= δij
∂

∂x0
(aȧ)

= δij(ȧ
2 + aä),

onde o índice k é espacial. O segundo termo do tensor de Ricci é igual a zero, pois

Γλiλ = Γ0
i0︸︷︷︸

=0

+ Γjij︸︷︷︸
=0

= 0,

mesmo se Γλiλ 6= 0, deveríamos ter ∂Γλiλ/∂x
j = 0 pois os termos só dependem do tempo.

Para calcular o terceiro termo, vamos lembrar que (B.2) nos diz que as componentes
com σ = 0 são não-nulas, portanto

ΓλλσΓσij = Γkk0Γ0
ij

= δkk
ȧ

a
δijaȧ

= 3δij ȧ
2.

O mesmo procedimento será utilizado para calcular o quarto termo. Vamos
primeiro abrir a somatória dos símbolos de Christoffel em parte espacial e temporal,

−ΓλjσΓσλi = −Γλj0Γ0
λi − ΓλjkΓ

k
λi,

agora, utilizando (B.3), temos que no primeiro termo do lado direito da equação acima
devemos trocar λ por k, enquanto que no segundo termo, do mesmo lado, devemos
substituir i por 0. Fazendo essas trocas e utilizando (B.2) e (B.3),

−ΓλjσΓσλi = −
(
Γkj0Γ0

ki + Γ0
jkΓ

k
0i

)
= −

(
δjk

ȧ

a
δikȧa+ δjkȧaδik

ȧ

a

)
= −2δij ȧ

2.



132 Escalar de curvatura para a métrica de FLRW plana e curva

Juntando os quatro termos do tensor de Ricci espaço-espaço, temos:

Rij = δij
(
2ȧ2 + aä

)
. (B.6)

Portanto, o tensor de Ricci é descrito por (B.5) e (B.6).

Escalar de Ricci

Para calcular o escalar de Ricci devemos contrair o tensor de Ricci, calculado acima,
da seguinte forma:

R = gµνRµν .

Fazendo esse cálculo matricialmente obtemos para o escalar de Ricci,

R = 6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2
]
. (B.7)

B.2 Componentes das equações de Einstein com o
espaço-tempo curvo

Iremos nessa seção realizar os mesmos passos realizados na seção anterior para um
espaço-tempo plano, porém agora, para um espaço-tempo curvo. Foi adicionado o
tempo de curvatura κ no elemento de linha e as coordenadas esféricas, resultando em
um elemento de linha representado por:

ds2 = dt2 − a2(t)

[
dr2

1− κr2
+ r2(dθ2 + sen2θdϕ2)

]
,

Símbolos de Christoffel

Vamos primeiramente fixar o índice superior dos símbolos de Christoffel como sendo
iguais a 0. Nesse caso, devemos ter µ, ν = i, j, pois µ = ν = 0⇒ gµν independente do
tempo. Devemos nos lembrar novamente que o tensor métrico é simétrico, portanto

Γ0
ij =

−1

2

∂gij
∂x0

.

Para facilitar os cálculos vamos definir αij ≡ −gij/a2, sendo assim,

Γ0
ij =

−1

2

∂

∂x0
(−αija2)

= gij
ȧ

a
, (B.8)

Fixando agora o índice superior dos símbolos em ı, e fixando µ = 0, de (A.3), os
símbolos de Christoffel são escritos como:
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Γi0ν =
1

2
giσ
(
∂giν
∂x0

+
∂g0i

∂xν
− ∂g0ν

∂xi

)
.

É fácil de notar que se ν = 0⇒ Γi00 = 0, vamos então fixar ν = j. Temos agora

Γi0j = Γij0 =
1

2
gij
∂gij
∂x0

= − ȧ
a
giigij

=
ȧ

a
δij. (B.9)

O último caso que devemos calcular é o caso em que o índice superior continua
sendo fixado como ı mas µ agora é fixado como . Novamente devemos ter ν como um
índice espacial. Temos então:

Γijk =
1

2
gil
(
∂gij
∂xk

+
∂gki
∂xj
− ∂gjk

∂xi

)
.

Após algumas contas temos o resto dos símbolos de Christoffel não nulos:

Γ1
11 =

κr

1− κr2
, Γ1

22 = −r(1− κr2), Γ1
33 = −rsen2(θ)(1− κr2), (B.10)

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
, Γ2

33 = −sen(θ)cos(θ), (B.11)

Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
, Γ3

23 = Γ3
32 = cot(θ). (B.12)

Tensor de Ricci

Vamos começar utilizando µ = ν = 0 em Rµν . Conhecendo (A.13), temos:

R00 = ∂λΓ
λ
00 − ∂0Γλλ0 + ΓλλσΓσ00 − Γλ0σΓσλ0,

onde ∂λ ≡ ∂/∂xλ. Para facilitar a visualização, essa notação será utilizada a partir de
agora.

Assim como no universo plano, os símbolos de Christoffel Γσ00 = 0, portanto o
primeiro e o terceiro termo de R00 são nulos. Para calcular o terceiro termo
vamos utilizar a seguinte relação:

Γµµν =
1√
|g|
∂ν
√
|g|, (B.13)

onde g ≡ det(gµν). Calculando o determinante de gµν , temos

g = −a
6r4sen2(θ)

1− κr2
,

portanto o segundo termo de R00 é escrito por:
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−∂0

(√
−g
∂ 0

√
−g
)

= −∂0

[ √
1− κr2

a3r2sem(θ)
∂0

(
a3r2sen(θ)√

1− κr2

)]
= −∂0

(
a−3∂0a

3
)

= −3
ä

a
+ 3

(
ȧ

a

)2

.

O quarto termo de R00 é calculado por (B.9),

−Γλ0σλ
σ
λ0 = −Γi0jΓ

j
0i

= −
(
ȧ

a

)2

δijδ
j
i

= −3

(
ȧ

a

)2

.

Juntando os termos calculados,

R00 = −3
ä

a
. (B.14)

Esse é o mesmo resultado que obtivemos para o espaço-tempo plano. Vamos ver
os termos mistos entre espaço e tempo, isto é, R0i. Vamos escrever o tensor de Ricci
para esse caso em função dos símbolos de Christoffel,

R0i = ∂λΓ
λ
0i − ∂iΓλλ0 + ΓλλσΓσ0i − ΓλiσΓσλ0.

O primeiro termo pode ser aberto (abrir a somatória) em

∂λΓ
λ
0i = ∂0Γ0

0i + ∂jΓ
j
0i,

como Γ0
0i = 0 e o tensor métrico não tem dependência espacial, esse é nulo, ∂λΓλ0i = 0.

Utilizando (B.13) podemos escrever o segundo termo como:

−∂iΓλλ0 = −∂i
(

1√
−g

∂0

√
−g
)
.

Do mesmo argumento utilizado no primeiro termo, temos que o segundo termo
é nulo. Vamos calcular agora o terceiro termo. Abrindo a somatória, podemos
reescrever esse termo como:

ΓλλσΓσ0i = ΓkklΓ
l
0i

= Γkklδ
l
i

ȧ

a

= Γkki
ȧ

a
.
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Fazendo o mesmo para o quarto termo,

−ΓλiσΓσλi = −Γ0
i0Γ0

00︸ ︷︷ ︸
=0

−ΓkijΓ
j
k0

= −Γkijδ
j
k

ȧ

a

= −Γkki
ȧ

a
.

Juntando os quatro termos calculados aqui vemos que

Ri0 = 0 ,

ou seja, não há componte misto espaço-tempo. Para finalizar precisamos calcular as
componentes tipo espaço-espaço do tensor de Ricci, Rij. Essa parte é a mais traba-
lhosa pois depende de todos os índices espacias, cada componente deve ser separada
e posteriormente calculada, incluindo os símbolos de Christoffel, pelas (B.8)-(B.12),
notamos que vários deles não são nulos. Por este motivo, será apresentado apenas o
que deve ser feito, os resultados serão dados.

Devemos separar os quatro termos do tensor de Ricci (A.13) e abrir as somatórias
em partes espaciais e temporal, utilizando (B.8) e (B.9) é possível calcular todas as
componentes do tensor. Vamos utilizar como exemplo o primeiro termo de tensor de
Ricci:

∂λΓ
λ
ij = ∂0Γ0

ij + ∂kΓ
k
ij

= ∂0

(
ȧ

a
gij

)
+ ∂kΓ

k
ij

=

[(
ȧ

a

)2

+
ä

a

]
gij + ∂kΓ

k
ij.

Utilizando o mesmo processo nos outros três termos, podemos escrever as compo-
nentes espaciais do tensor de Ricci por:

Rij =

[
2

(
ȧ

a

)2

+
ä

a

]
+ ∂kΓ

k
ij − ∂jΓkki + ΓkklΓ

l
ij − ΓkjlΓ

l
jk. (B.15)

Por gµν ser um tensor diagonal, as únicas componentes de Rij 6= 0 são as que
possuem índices i = j = 1, 2, 3. Vamos calcular o caso em que i = j = 1. Abrindo
(B.15),

R11 = g11

[
2

(
ȧ

a

)2

+
ä

a

]
+ ∂1Γ1

11 − ∂1

(
Γ1

11 + Γ2
21 + Γ3

31

)
+

+ Γ1
11

(
Γ1

11 + Γ2
21 + Γ3

31

)
−
[(

Γ1
11

)2
+
(
Γ2

21

)2
+
(
Γ3

31

)2
]2

.
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Sabendo que gij depende apenas do tempo, podemos utilizar (B.8) e (B.9) para
simplificar a equação acima e obter:

R11 = g11

[
2

(
ȧ

a

)2

+
ä

a
+

2κ

a2

]
. (B.16)

Fazendo o mesmo para os casos em que i = j = 2, 3, temos respectivamente,

R22 = g22

[
2

(
ȧ

a

)2

+
ä

a
+

2κ

a2

]
, (B.17)

e,

R33 = g33

[
2

(
ȧ

a

)2

+
ä

a
+

2κ

a2

]
. (B.18)

Temos então todas as componentes do tensor de Ricci para um espaço-tempo curvo.

Escalar de Ricci

Quando calculamos gµνRµν , a parte espacial do tensor métrico incluso em Rµν se
cancela com gµν , isto é,

R = gµνRµν

= g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33

= g00R00 +
(
g11g11 + g22g22 + g33g33

) [
2

(
ȧ

a

)2

+
ä

a
+

2κ

a2

]
,

portanto,

R = 6

[(
ȧ

a

)2

+
ä

a
+
κ

a2

]
. (B.19)

Utilizando o escalar de Ricci é possível obter as equações de Friedmann para um
espaço-tempo curvo (A.20) e (A.21).



Apêndice C

Ação de Einstein-Hilbert

Existe um grande interesse na utilização da Lagrangeana dentro da Física, a partir
dela, é possível obter as equações de movimento de um dado sistema. A ação de
Einstein-Hilbert é uma forma de obtermos as Eqs. de Einstein a partir do princípio
de mínima ação. Essa ação pode ser escrita como

SEH =
1

2κ

∫ √
−gR d4x , (C.1)

onde g é o determinante do tensor métrico, R é o escalar de curvatura de Ricci, e
κ = 8πG, onde G é a constante gravitacional de Newton.

Se quisermos adicionar o eletromagnetismo na Relatividade Geral, só precisamos
somar a Lagrangeana do eletromagnetismo a Lagrangeana de Einstein-Hilbert.

Assumindo a existência da constante cosmológica e de uma componente de matéria
(matéria bariônica e/ou matéria escura), vamos obter as equações de movimento e o
tensor energia momento do sistema. Nesse caso, a Lagrangeana pode ser escrita da
forma

S =

∫ √
−g
[

1

2
(R− 2Λ) + Lm

]
d4x , (C.2)

onde assumimos que κ = 1 e que a densidade Lagrangeana da matéria depende da
métrica e suas derivadas, e do campo escalar e suas derivadas, ou seja

Lm ≡ L = L(gµν , ∂σg
µν , φ, ∂σφ) ,

a derivada covariante da métrica se anula, por isso a Lagrangeana depende explicita-
mente só das derivadas parciais.

Vamos, primeiramente, variar a acão com respeito ao campo para obtermos a Eq.
de Euler-Lagrange, e depois com respeito à métrica para definirmos o tensor energia-
momento.

1. Variação com respeito ao campo
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δS =

∫ {
δ

[
1

2

√
−g(R− 2Λ)

]
+ δ

(√
−gLm

)}
d4x

=

∫ {{
δ

δφ

[
−1

2

√
−g(R− 2Λ)

]
+

δ

δφ

(√
−gLm

)}
δφ

+

{
δ

δ(∂σφ)

[
−1

2

√
−g(R− 2Λ)

]
+

δ

δ(∂σφ)

(√
−gLm

)}
(∂σφ)

}
d4x

=

∫ [
δ

δφ

(√
−gLm

)
δφ+

δ

δ(∂σφ)

(√
−gLm

)
δ(∂σφ)

]
d4x . (C.3)

Para o caso em que a métrica não depende do campo escalar e nem da sua
derivada

δ
√
−g
δφ

= 0 ,
δ
√
−g

δ(∂σφ)
= 0 ,

fazendo δ(∂σφ) = ∂σ(δφ), podemos escrever

δS =

∫ √
−g
[(

δ

δφ
Lm
)
δφ+

(
δ

δ(∂σφ)
Lm
)
∂σ(δφ)

]
d4x , (C.4)

lembrando que

(
δ

δ(∂σφ)
Lm
)
∂σ(δφ) = ∂σ

[(
δ

δ(∂σφ)
Lm
)
δφ

]
− ∂σ

(
δ

δ(∂σφ)
Lm
)
δφ , (C.5)

podemos fazer uma integração por partes e obter

δS =

∫ √
−g
{(

δ

δφ
Lm
)
δφ+ ∂σ

[(
δ

δ(∂σφ)
Lm
)
δφ

]
− ∂σ

(
δ

δ(∂σφ)
Lm
)
δφ

}
d4x ,

(C.6)
o que implica em

δS =

∫ √
−g
[(

δ

δφ
Lm
)
− ∂σ

(
δ

δ(∂σφ)
Lm
)]

δφ d4x . (C.7)

Se quisermos minimizar a variação da ação obtemos as equações de Euler-
Lagrange

δS = 0⇒ (C.8)

(
δ

δφ
Lm
)
− ∂σ

(
δ

δ(∂σφ)
Lm
)

= 0 . (C.9)

2. Variando agora com respeito ao tensor métrico e suas derivadas
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δS =

∫ {{
δ

δgµν

[
1

2

√
−g(R− 2Λ)

]
+

δ

δgµν
(√
−gLm

)}
δgµν

+

{
δ

δ(∂σgµν)

[
1

2

√
−g(R− 2Λ)

]
+

δ

δ(∂σgµν)

(√
−gLm

)}
(∂σg

µν)

}
d4x . (C.10)

Vamos utilizar a Eq. (4.71) para escrever

δ

δgµν

′
Lm =

(
∂

∂gµν
Lm
)
− ∂σ

(
∂

∂(∂σgµν)
Lm
)
,

e dessa forma

δS =

∫ {
δ

δgµν

′ [1

2

√
−g(R− 2Λ)

]
+

δ

δgµν

′ (√
−gLm

)}
δgµν d4x

=

∫ √
−g
{

1

2

[
δ

δgµν

′
R +

(R− 2Λ)√
−g

δ

δgµν

′√
−g
]

+
1√
−g

δ

δgµν

′ (√
−gLm

)}
δgµν d4x ,

(C.11)

Minimizando a ação, δS = 0, obtemos

δ

δgµν

′
R +

(R− 2Λ)√
−g

δ

δgµν

′√
−g =

−2√
−g

δ

δgµν

′ (√
−gLm

)
. (C.12)

Baseado nas contas que fizemos para o caso da variação do campo escalar, vamos
encobrir a variação com respeito às derivadas do tensor métrico, δ∂σgµν , dentro da
variação do tensor métrico, δgµν . O que temos agora é o termo do lado esquerdo das
equações de Euler-Lagrange. Por simplicidade não utilizaremos mais a linha, ′.

A partir da equação (C.12) definimos o tensor energia momento,

Tµν ≡
−2√
−g

δ

δgµν

′ (√
−gLm

)
=
−2√
−g

[
∂

∂gµν
(√
−gLm

)
− ∂σ

∂

∂ (∂σgµν)

(√
−gLm

)]
. (C.13)

É importante deixar claro que a variação δ/δgµν continua seguindo o método variacio-
nal, o que fizemos foi escrever esta variação explicitamente com derivadas de funções e
não variação de funções, isso para facilitar as contas. Por simplicidade não utilizaremos
mais a linha ′.

Vamos calcular o lado esquerdo da Eq. (C.12), para isso precisamos da variação
do escalar de Ricci e da raiz da diagonal da métrica.

• Lembrando que

Rρ
σµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ , (C.14)

variando a equação acima temos

δRρ
σµν = ∂µ(δΓρνσ)− ∂ν(δΓρµσ) + (δΓρµλ)Γ

λ
νσ + Γρµλ(δΓ

λ
νσ)− (δΓρνλ)Γ

λ
µσ −Γρνλ(δΓ

λ
µσ) ,

(C.15)
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Como

∇λ(δΓ
ρ
νµ) = ∂λ(δΓ

ρ
νµ) + Γρσλ(δΓ

σ
νµ)− Γσνλ(δΓ

ρ
σµ)− Γσµλ(δΓ

ρ
νσ) , (C.16)

podemos notar que
δRρ

σµν = ∇µ(δΓρνσ)−∇ν(δΓ
ρ
µσ) . (C.17)

O tensor de Ricci é escrito em função do tensor de Riemann por

Rµν = Rρ
µρν , (C.18)

assim
δRµν = ∇ρ(δΓ

ρ
νµ)−∇ν(δΓ

ρ
ρµ) . (C.19)

Para finalizar, o escalar de Ricci é escrito como

R = gµνRµν , (C.20)

dessa forma, sua variação pode ser obtida por

δR = (δgµν)Rµν + gµν(δRµν)

= (δgµν)Rµν + gµν
[
∇ρ(δΓ

ρ
νµ)−∇ν(δΓ

ρ
ρµ)
]
, (C.21)

gµν
[
∇ρ(δΓ

ρ
νµ)−∇ν(δΓ

ρ
ρµ)
]

= ∇σ

[
gµν(δΓσνµ)− gµσ(δΓρρµ)− (∇σg

µν)
[
∇ρ(δΓ

ρ
νµ)−∇ν(δΓ

ρ
ρµ)
]]
,

(C.22)
como

∇σg
µν = 0,

temos

δR = (δgµν)Rµν +∇σ

[
gµν(δΓσνµ)− gµσ(δΓρρµ)

]
. (C.23)

Quando formos integrar δR o segundo termo do lado direito da equação acima
representa um termo de borda que no infinito é nulo. Assim,

δR

δgµν
= Rµν . (C.24)

• Para calcularmos a Eq. (C.11), só precisamos de δ
√
−g/δgµν , para isso vamos

escrever o tensor métrico gµν como uma matriz M . Sabemos que

Tr(ln M) = ln(detM), (C.25)

portanto,

δ(Tr(ln M)) =
δM

detM
. (C.26)
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O lado esquerdo da equação acima pode ser escrito como

δ(Tr(ln M)) = Tr(δ(ln M))

= Tr
(
δM

M

)
. (C.27)

Assim, a Eq. (C.26) nos fornece a fórmula de Jacobi

δg = g gµν δgµν . (C.28)
Utilizando a fórmula de Jacobi deduzida acima, temos

δ(
√
−g) =

−1

2
√
−g

δg

=
1

2

√
−g gµν δgµν

=
−1

2

√
−g gµν δgµν , (C.29)

o que implica em
δ(
√
−g)

δgµν
=
−1

2

√
−g gµν . (C.30)

Após uma pequena variação na métrica da forma

gµν → gµν + δgµν e gµν → gµν + δgµν , (C.31)
a relação

gµνgνρ = δµρ (C.32)
deve continuar válida. Então

(gµν + δgµν)(gνρ + δgνρ) = δµρ , (C.33)
δµρ + gµν δgνρ + δgµν gνρ +O(δ2) = δµρ , (C.34)

o que implica em

gµσ δgσρ = −δgµν gνρ , (C.35)
Multiplicando os dois lados por gγν e lembrando que gγνgνρ = δγρ, temos

δgµν = −gµσgρνδgσρ . (C.36)

Assim
gµν δgµν = −gµν δgµν . (C.37)

Juntando os resultados da Eq.(C.13), Eq.(C.24) e Eq.(C.30) na variação da ação
(C.12), obtemos as conhecidas equações de Einstein para um universo que aceita a
constante cosmológica

Rµν −
1

2
gµν R + Λ gµν = 8πGTµν . (C.38)





Apêndice D

Campo escalar

Como exemplo do cálculo da variação de uma Lagrangeana, vamos utilizar a La-
grangeana de um campo escalar com parte imaginária não nula

L = −gµν∂µφ̄∂νφ−mφ̄φ , (D.1)

onde m é a massa do campo φ.
Para calcular as equações de movimento desse sistema, precisaremos dos seguintes

termos:
∂L
∂φ

= −mφ̄ ,

∂L
∂(∂µφ)

= −gµν∂νφ̄ ,

∂L
∂gµν

= −∂µφ̄∂νφ ,

∂L
∂(∂σgµν)

= 0 .

A partir da equação de Euler-Lagrange para o campo temos

∂L
∂φ
− ∂µ

∂L
∂(∂µφ)

= −mφ̄+ ∂µ(gµν∂νφ̄)

= ∂µ∂µφ̄−mφ̄+ ∂µ(gµν)∂νφ̄ . (D.2)

Utilizando que
δL
δgµν

′
=

δL
δgµν

− ∂σ
δL

δ(∂σgµν)
, (D.3)

δL
δgµν

′
=

∂L
∂gµν

− ∂σ
∂L

∂(∂σgµν)
+ Diferença , (D.4)

δL
δgµν

′
= −∂µφ̄∂νφ , (D.5)
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de

Tµν =
−2√
−g

δ(
√
−gL)

δgµν

= −2
δ(L)

δgµν
+ gµνL (D.6)

temos
Tµν = 2∂µφ̄∂νφ− gµν(gαβ∂αφ̄∂βφ+mφ̄φ) , (D.7)

onde utilizamos a (4.85).
Aqui é importante notar que o primeiro termo de Tµν não é proporcional ao tensor

métrico, ou seja, é possível que exista uma componente não nula de Tµν em que a
mesma componente de gµν será nula.

O tensor energia-momento com os índices contravariantes é obtido a partir do Tµν
por

T σγ = gσµgγνTµν = 2gσµgγν∂µφ̄∂νφ− gσγgαβ∂αφ̄∂βφ−mgσγφ̄φ (D.8)

Pela propriedade da simetria do tensor energia-momento, podemos escrever

2gσµgγν = gσµgγν + gσµgγν (D.9)

2gσµgγν = gσµgγν + gγµgσν , (D.10)

assim

T µν = (gµαgνβ + gναgµβ − gµνgαβ)∂αφ̄∂βφ−mgµνφ̄φ . (D.11)

D.1 Equação de movimento campo escalar real

A fim de obter as equações de movimento do campo escalar em até a primeira
ordem de perturbação, na métrica e no campo, a partir de ∇µT

µ
0, consideramos um

sistema que representa um campo escalar φ(t) em um potencial V (φ) descrito pela
Lagrangeana

L =
−1

2
∂µφ(t)∂µφ(t) + V (φ) . (D.12)

Vamos utilizar a métrica do background como a métrica de FLRW no gauge sín-
crono

g(0)
µν = −dt2 + a2δijdx

idxj . (D.13)

Escrevemos
gµν = g(0)

µν + δgµν = g(0)
µν + hµν , (D.14)

onde a métrica perturbada é

δgµν = hµν = a2(t)
h(xµ)

3
δijdx

idxj , (D.15)
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temos
gµν = −dt2 + a2(t)

(
1 +

h(xµ)

3

)
δijdx

idxj . (D.16)

Expandindo hµν em até a primeira ordem de perturbação considerando que h << 1,
obtemos a métrica contravariante

gµν = −dt2 + a2(t)

(
1− h(xµ)

3

)
δijdx

idxj . (D.17)

O tensor métrico com os índices mistos é calculado por

gµν = gαν g
µα

= g0ν g
µ0 + g1ν g

µ1 + g2ν g
µ2 + g3ν g

µ3

= (−1)δ0ν(−1)δµ0 +
[
a2 (1 + h/3)

] [
a2 (1 + h/3)

]−1 (
δ1ν δ

µ1 + δ2ν δ
µ2 + δ3ν δ

µ3
)
,

(D.18)

portanto
gµν = 1µν (D.19)

Como já foi na Eq. (D.7), o tensor energia momento é calculado por

T µν = gµα∂αφ ∂ν − gµν
[

1

2
gαβ∂αφ∂βφ+ V (φ)

]
. (D.20)

Enquanto que o primeiro termo faz com que seja possível T µν mesmo com gµν , a

componente gµν faz com que o termo
1

2
gαβ∂αφ∂βφ+ V (φ) só exista na diagonal.

Podemos agora perturbar os termos da métrica na Eq. acima, mas optei por
escrever a métrica completa em até a primeira ordem gµν = g(0)

µν + hµν , e agrupar os
termos por ordem de perturbação. Para facilitar as contas na hora de introduzir o
campo perturbado, iremos assumir que

φ(t)→ φ(xµ) , (D.21)

para não deprezar as derivadas espaciais do campo φ. Vamos lembrar que a métrica
total é diagonal, dessa forma

g0α = g00δα0 , (D.22)

e

giα = giiδαi
= g11δα1 + g22δα2 + g33δα3 , (D.23)

como g11 = g22 = g33 então

giα = g11(δα1 + δα2 + δα3 )

= g11δiα . (D.24)

Dessa forma,
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• A componente T 0
0

T 0
0 = g0α∂αφ ∂0φ− g0

0

[
1

2
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ)

]
= g00 (∂0φ)2 − g0

0

{
1

2

[
g00 (∂0φ)2 + gii (∂iφ)2]+ V (φ)

}
=

1

2
g00φ̇2 − 1

2
g11 (∇φ)2 − V (φ) . (D.25)

onde

∇φ = x̂i∂iφ

= x̂1∂1φ+ x̂2∂2φ+ x̂3∂3φ , (D.26)

e portanto
(∇φ)2 = (∂1φ)2 + (∂2φ)2 + (∂3φ)2 . (D.27)

• A componente T ii é escrita como

T ii = giα∂αφ ∂iφ− gii
[

1

2
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ)

]
= gii (∂iφ)2 − gii

{
1

2

[
g00 (∂0φ)2 + gii (∂iφ)2]+ V (φ)

}
= −3

[
g00 φ̇

2

2
+ V (φ)

]
− 1

2
g11 (∇φ)2 . (D.28)

Para o caso em que um índice está fixo como sendo i, espacial, e outro varia no
espaço-tempo, µ = 0, 1, 2, 3, temos

T iµ = giα∂αφ ∂µφ . (D.29)

• Assim, para T i0

T i0 = giα∂αφ ∂0φ

= gi0∂0φ φ̇+ gij∂jφ φ̇

= g11δij(∂jφ) φ̇ . (D.30)

• E quando j 6= i

T ij = giα∂αφ∂jφ

= gi0∂0φ∂jφ+ gik∂kφ∂jφ

= g11δik(∂kφ)(∂jφ) . (D.31)
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• A última componente que falta é a

T 0
i = g0α∂αφ ∂iφ

= g00∂0φ ∂iφ+ g0i∂iφ ∂iφ

= g00φ̇ ∂iφ . (D.32)

O campo escalar será perturbado da forma

φ(t)→ φ(t) + δφ(xµ) (D.33)

para δφ(xµ)� 1. Dessa forma, o campo potencial pode ser escrito como

V (φ)→ V (φ(t) + δφ(xµ))︸ ︷︷ ︸
V+δV

'︸︷︷︸
expansão de Taylor

V (φ) + V (φ+ δφ)
∣∣
δφ=0

+
d

dφ
V (φ+ δφ)

∣∣
δφ=0

δφ⇒ (D.34)

o que implica em
V (φ)→ V (φ) + V ′(φ) δφ , (D.35)

onde a linha indica uma derivada com respeito ao campo φ.

• Considerando as perturbações dos campos e da métrica, temos

T 0
0 =

1

2
g00 [∂0 (φ(t) + δφ(xµ))]2 − 1

2
g11 [∇ (φ(t) + δφ(xµ))]2 − (V (φ) + V ′(φ) δφ)

= −1

2
[∂0 (φ+ δφ)]2 − (1− h/3)

2a2
[∇ (φ+ δφ)]2 − (V + V ′ δφ)

= −1

2

[
φ̇2 + (δφ̇)2 + 2φ̇ δφ̇

]
− (1− h/3)

2a2
[∇ (δφ)]2 − V − V ′ δφ . (D.36)

Reagrupando os termos em ordem zero e ordem um de perturbação

T
0(0)
0 = −

(
φ̇2

2
+ V

)
, (D.37)

T
0(1)
0 = −

(
φ̇ δφ̇+ V ′ δφ

)
. (D.38)

• Para a componente T ii
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T ii = −3

{
1

2
g00 [∂0 (φ(t) + δφ(xµ))]2 + (V (φ) + V ′(φ) δφ)

}
− 1

2
g11 [∇ (φ(t) + δφ(xµ))]2

= −3

{
−1

2
[∂0 (φ+ δφ)]2 + (V + V ′ δφ)

}
− (1− h/3)

2a2
[∇ (φ+ δφ)]2

= −3

{
−1

2

[
φ̇2 + (δφ̇)2 + 2φ̇ δφ̇

]
+ V + V ′ δφ

}
− (1− h/3)

2a2
[∇(δφ)]2 ,

(D.39)

onde ∇φ = 0 pois φ(t) não depende das coordenadas espaciais. Reagrupando os
termos em ordem zero e ordem um de perturbação

T
i(0)
i = 3

(
φ̇2

2
− V

)
, (D.40)

T
i(1)
i = 3

(
φ̇ δφ̇− V ′ δφ

)
. (D.41)

• Para a componente T i0

T i0 =
(1− h/3)

a2
[∂i (φ(t) + δφ(xµ))] [∂0 (φ(t) + δφ(xµ))]

=
(1− h/3)

a2
[∂i (δφ)] [∂0 (φ+ δφ)] , (D.42)

onde utilizamos que ∂iφ(t) = 0. Reagrupando os termos em ordem zero e ordem
um de perturbação

T
i(0)
0 = 0 , (D.43)

T
i(1)
0 =

1

a2
(∂iδφ) φ̇ . (D.44)

• Para a componente T ij com i 6= j

T ij = gii [∂i (φ(t) + δφ(xµ))] [∂j (φ(t) + δφ(xµ))]

=
(1− h/3)

a2
[∂i (δφ)] [∂j (δφ)] , (D.45)

onde utilizamos que ∂iφ(t) = 0. Reagrupando os termos em ordem zero e ordem
um de perturbação

T
i(0)
j = 0 (D.46)

T
i(1)
j = 0 . (D.47)
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• Para a componente T 0
i

T 0
i = (−1) [∂0 (φ(t) + δφ(xµ))] [∂i (φ(t) + δφ(xµ))]

= −
(
φ̇+ δφ̇

)
[∂i (δφ)] , (D.48)

onde utilizamos que ∂iφ(t) = 0. Reagrupando os termos em ordem zero e ordem
um de perturbação

T
0(0)
i = 0 , (D.49)

T
0(1)
i = −φ̇ ∂i(δφ) . (D.50)

Juntando os resultados, temos para as componentes do tensor energia-momento
em ordem zero

T
0(0)
0 = −

(
φ̇2

2
+ V

)
,

T
i(0)
i = 3

(
φ̇2

2
− V

)
,

T
i(0)
0 = 0 ,

T
i(0)
j = 0 ,

T
0(0)
i = 0 ,

(D.51a)

(D.51b)

(D.51c)

(D.51d)

(D.51e)

e para as componentes em primeira ordem

T
0(1)
0 = −

(
φ̇ δφ̇+ V ′ δφ

)
,

T
i(1)
i = 3

(
φ̇ δφ̇− V ′ δφ

)
,

T
i(1)
0 =

1

a2
(∂iδφ) φ̇ ,

T
i(1)
j = 0 ,

T
0(1)
i = −φ̇ ∂i(δφ) .

(D.52a)

(D.52b)

(D.52c)

(D.52d)

(D.52e)

É interessante lembrar da definição do tensor energia-momento para um fluido
perfeito

Para calcular a derivada do tensor energia-momento vamos usar (E.82)

∇µT
µ
ν = ∂µT

µ
ν + ΓµµλT

λ
ν − ΓλµνT

µ
λ . (D.53)

Fixando ν = 0, temos

∇µT
µ
0 = ∂µT

µ
0 + ΓµµλT

λ
0 − Γλµ0T

µ
λ . (D.54)
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Apesar de estarmos calculando a derivada covariante da componente T µν , preci-
samos calcular todas as componentes do tensor energia-momento, pela existência do
termo Γλµ0T

µ
λ na Eq. (D.54).

As componentes do símbolo de Christoffel necessárias aqui considerando a métrica
em até a primeira ordem em perturbação são

Γ0
00 = 0 , Γµ0ν = 0 , ∀µ 6= ν , Γii0 = H +

1

6
∂µh , Γiij =

1

6
∂jh , ∀i 6= j . (D.55)

Dessa forma

•

Γµµλ T
λ
0 =

 Γ0
0λ︸︷︷︸

=0

+Γiiλ

T λ0 , (D.56)

= Γii0T
0
0 + ΓiijT

j
0 , (D.57)

= 3
[(
H + ḣ/6

)
T 0

0 + (∂ih/6)T i0

]
, (D.58)

e

•

Γλµ0 T
µ
λ = Γλ00︸︷︷︸

=0

T 0
λ + Γλi0T

i
λ , (D.59)

=
(
H + ḣ/6

)
T ii . (D.60)

Vamos separar os termos de ordem zero e os de ordem um de ∇µT
µ
0 assumindo que

assim como o tensor energia-momento pode ser escrito como uma soma de termos em
até a primeira ordem, T µν = T µ(0)

ν + δT µν , os símbolos de Christoffel também podem
ser separados por Γµνρ = Γµ(0)

νρ + δΓµνρ. Portanto

∇µT
µ
0 = (∇µT

µ
0)(0) + (∇µT

µ
0)(1)

=
[
∂µT

µ(0)
0 + Γ

µ(0)
µλ T

λ(0)
0 − Γ

λ(0)
µ0 T

µ(0)
λ

]
+

+
[
∂µδT

µ
0 + Γ

µ(0)
µλ δT λ0 + Γ

µ(1)
µλ T

λ(0)
0 − Γ

λ(0)
µ0 δT µλ − Γ

λ(1)
µ0 T

µ(0)
λ

]
(D.61)

Precisamos calcular ∂µT µ0, ΓµµλT
λ
0 e Γλµ0T

µ
λ e separar os termos em primeira e

segunda ordem de perturbação.

•

∂µT
µ
0 =∂0T

i
0 + ∂iT

i
0

=∂0

{
−

(
φ̇2

2
+ V

)
−
[
φ̇ (δφ̇) + V ′(δφ)

]}
+

1− h/3
a2

∑
i

[
φ̇ ∂i(δφ)

]
.

(D.62)
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Reagrupando os termos acima

(∂µT
µ
0)(0) =− φ̇

(
φ̈+ V ′

)
,

(∂µT
µ
0)(1) =−

[
φ̈ (δφ̇) + φ̇ (δφ̈) + φ̇V ′′(δφ) + V ′(δφ̇)− a−2φ̇∇2(δφ)

]
.

(D.63a)

(D.63b)

•

Γµµλ T
λ
0 = 3

[(
H + ḣ/6

)
T 0

0 + (∂ih/6)T i0

]
= 3

[
−
(
H + ḣ/6

)( φ̇2

2
+ V + φ̇ δφ̇+ V ′ δφ

)
+

1

a2
(∂ih/6) (∂iδφ) φ̇

]
.

(D.64)

Reagrupando os termos acima

(
Γµµλ T

λ
0

)(0)
= −3H

(
φ̇2

2
+ V

)
,

(
Γµµλ T

λ
0

)(1)
= −3

[
H
(
φ̇ δφ̇+ V ′ δφ

)
+ ḣ/6

(
φ̇2

2
+ V

)]
.

(D.65a)

(D.65b)

•

Γλµ0 T
µ
λ = 3

(
H + ḣ/6

)( φ̇2

2
− V + φ̇ δφ̇− V ′ δφ

)
. (D.66)

Reagrupando os termos acima
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(
Γλµ0 T

µ
λ

)(0)
= 3H

(
φ̇2

2
− V

)
,

(
Γλµ0 T

µ
λ

)(1)
= 3

[
H
(
φ̇ δφ̇− V ′ δφ

)
+ ḣ/6

(
φ̇2

2
− V

)]
.

(D.67a)

(D.67b)

Portanto, substituindo os resultados acima em

∇µT
µ
0 = ∂µT

µ
0 + ΓµµλT

λ
0 − Γλµ0T

µ
λ , (D.68)

temos

(∇µT
µ
0)(0) = (∂µT

µ
0)(0) +

(
ΓµµλT

λ
0

)(0) −
(
Γλµ0T

µ
λ

)(0)

=− φ̇
(
φ̈+ V ′

)
− 3H

(
φ̇2

2
+ V

)
− 3H

(
φ̇2

2
− V

)
=− φ̇

(
φ̈+ 3Hφ̇+ V ′

)
, (D.69)

e

(∇µT
µ
0)(1) = (∂µT

µ
0)(1) +

(
ΓµµλT

λ
0

)(1) −
(
Γλµ0T

µ
λ

)(1)

=−
[
φ̈ (δφ̇) + φ̇ (δφ̈) + φ̇V ′′(δφ) + V ′(δφ̇)− a−2φ̇∇2(δφ)

]
+

− 3

[
H
(
φ̇ δφ̇+ V ′ δφ

)
+ ḣ/6

(
φ̇2

2
+ V

)]
+

− 3

[
H
(
φ̇ δφ̇− V ′ δφ

)
+ ḣ/6

(
φ̇2

2
− V

)]
=−

[
φ̇ (δφ̈) +

(
φ̈+ V ′

)
(δφ̇) +

(
−a−2φ̇∇2 + φ̇V ′′

)
(δφ)

]
+

− 6

[
H φ̇ δφ̇+ ḣ/6

(
φ̇2

2

)]

=−

[
φ̇ (δφ̈) +

(
φ̈+ 6H φ̇+ V ′

)
(δφ̇) +

(
−a−2φ̇∇2 + φ̇V ′′

)
(δφ) +

ḣφ̇2

2

]
.

(D.70)

Reagrupando os resultados temos
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(∇µT
µ
0)(0) =− φ̇

(
φ̈+ 3Hφ̇+ V ′

)
, (D.71)

(∇µT
µ
0)(1) =−

[
φ̇ (δφ̈) +

(
φ̈+ 6H φ̇+ V ′

)
(δφ̇) +

(
−a−2φ̇∇2 + φ̇V ′′

)
(δφ) +

ḣφ̇2

2

]
.

(D.72)

Considerando o caso geral em que

∇µT
µ
0 = Q(0) +Q(1) , (D.73)

onde Q(0) e Q(1), representam as interações de ordem zero e um, respetivamente. No
espaço de Fourier (k-espaço), temos

(
φ̈+ 3Hφ̇+ V ′

)
=− Q(0)

φ̇
, (D.74)

φ̇ (δφ̈) +
(
φ̈+ 6H φ̇+ V ′

)
(δφ̇) + φ̇

(
a−2 k2 + V ′′

)
(δφ) +

ḣφ̇2

2
=−Q(1) . (D.75)

Se substituirmos a primeira equação na segunda, obtemos

(δφ̈) +

(
3H − Q(0)

φ̇2

)
(δφ̇) +

(
a−2 k2 + V ′′

)
(δφ) +

ḣφ̇

2
= −Q

(1)

φ̇
. (D.76)





Apêndice E

Perturbações

As equações de campo de Einstein são um conjunto de 10 equações diferenciais
parciais (EDPs) não lineares acopladas, ou seja, são equações muito difíceis para serem
resolvidas. No entanto, essas equações podem ser simplificadas se assumirmos algumas
condições. Em cosmologia assumimos o princípio cosmológico, um axioma que diz que
o universo é homogêneo e isotrópico visto de uma escala grande. Essas escalas são
da ordem de 100Mpc−1000Mpc. Lembrando que 1pc (parsec) ≈ 3.26ly ≈ 1013km,
vemos que 100Mpc ≈ 1018km, por isso não podemos testar o princípio cosmológico
olhando para quaisquer dois pontos do universo. Portanto, podemos testar o princípio
cosmológico de outras formas.

Para explicarmos estruturas em grandes escalas precisamos considerar desvios da
homogeneidade e da isotropia, supostas como válidas em escalas maiores que 100Mpc1.
Considerando perturbações de primeira ordem na densidade de matéria, ao menos para
escalas maiores que 10Mpc, é possível fazer predições com uma boa concordância em
relação aos dados de distribuições de aglomerados de galáxias, e também é possível,
considerando essas perturbações na temperatura da Radiação Cósmica de Fundo (do
inglês Cosmic Microwave Background, CMB), fazer predições sobre a temperatura e
a polarização da CMB.

A teoria perturbativa nos dá uma descrição unificada para qualquer matéria em to-
das as escalas. Infelizmente, as interpretações físicas de perturbações na Relatividade
Geral são menos transparentes comparadas a perturbações na teoria Newtoniana. O
problema principal é a liberdade que temos para escolher um sistema de coordenadas
usado para descrevê-las. Ao contrário de um universo homogêneo e isotrópico onde
fixamos um sistema de coordenadas segundo propriedades do “background”, não há
sistemas de coordenadas óbvios para analisar perturbações. A liberdade do sistema
de coordenadas faz com que apareçam modos perturbativos fictícios. Esses mo-
dos não descrevem qualquer inomogeneidade real, apenas refletem as propriedades do
sistema de coordenadas utilizado.

No universo primordial, as perturbações gravitacionais crescem até comprimentos
de onda além do horizonte no final da época inflacionária. Flutuações de uma dada
escala de comprimento reentram no horizonte em tempos tardios, quando o horizonte
já cresceu até o tamanho das flutuações. Embora o processo de formação de galáxias
em épocas recentes seja bem descrito pela gravidade Newtoniana (e outros proces-

11pc = 3.08568× 1016m.
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sos físicos, como hidrodinâmica), um tratamento relativístico geral é necessário para
perturbações em escalas maiores que o tamanho do horizonte antes do tempo de cru-
zamento do horizonte. O uso da Relatividade Geral trouxe a questão da liberdade
de gauge. Em 1946 Lifshitz adotou o “gauge síncrono” para seu sistema de coorde-
nadas, que tem sido o gauge mais utilizado para teorias de perturbação cosmológica.
Contudo, algumas complicações associadas a este gauge, como o aparecimento de sin-
gularidades nas coordenadas e modos de gauge espúrios sugeridos por Bardeen (1980)
e outros (por exemplo, Kodama e Sasaki, 1984) para formular abordagens alternati-
vas que lidam apenas com quantidades invariantes de gauge. Uma completa revisão
da teoria da perturbação invariante de gauge e sua aplicação na estrutura semeada
por modelos de formação são apresentados por Durrer (1993). Outra possibilidade é
adotar um gauge diferente.

Para estudar os modos perturbativos vamos considerar um universo homogêneo e
isotrópico não perturbado, onde ε(x, t) = ε(t). Na Relatividade Geral (RG) qualquer
transformação entre as coordenadas é permitida, podemos então usar um novo tempo
coordenada t̃ que se relaciona com o antigo, segundo t̃ = t+δt(x, t). A nova densidade
de energia é definida por ε̃(t̃,x) ≡ ε(t(t̃,x)) na hipersuperfície t̃ = const. e depende,
em geral, da coordenada espacial x. Assumindo que δt << t, temos

ε(t) = ε(t̃− δt(x, t)) ' ε(t)
∣∣∣
δt=0
− ∂ε

∂t

∣∣∣
δt=0

δt ≡ ε(t̃) + δε(x , t̃).

O primeiro termo do lado direito da equação acima deve ser interpretado como
a densidade de energia do background no novo sistema de coordenadas, enquanto o
segundo descreve uma perturbação linear. Essa perturbação não é física devido
à escolha do novo tempo perturbado. Nós podemos “produzir” perturbações fic-
tícias simplesmente perturbando as coordenadas. Além disso, nós podemos “remover”
uma perturbação real na densidade de energia, escolhendo a hipersuperfície do tempo
constante igual a hipersuperfície da energia constante: nesse caso δε = 0 devido à
presença da inomogeneidade real.

Para resolver os modos perturbativos reais e fictícios na RG é necessário ter um
conjunto completo de variáveis. Para ser mais preciso, tomamos a perturbação no
campo da matéria e da métrica.

Nessa seção vamos apresentar a condição necessária para assumir uma perturbação
na RG. Vamos introduzir as variáveis invariantes de gauge e interpretar fisicamente
os resultados, assim como utilizar alguns sistemas de coordenadas mais conhecidos.
Foram utilizados [1–4,259].

E.1 Perturbações na métrica e variáveis invariantes
de gauge

Inomogeneidades na distribuição de matéria induzem perturbações na métrica que
podem ser decompostas em partes irredutíveis. Em uma aproximação linear diferentes
tipos de perturbações evoluem de forma independente e, portanto, podem ser anali-
sados separadamente. Nessa subseção vamos primeiro caracterizar perturbações da
métrica, então determinar como elas se transformam por transformações gerais de
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coordenadas e finalmente as variáveis independentes de gauge. Para isso usaremos a
aproximação

(1 + x)−n ≈ 1− nx, n ∈ C,

para |x| << 1. O ponto sobre a letra indica uma derivada em relação â coordenada
temporal

ẋ ≡ dx

dt
= x,0 ,

enquanto que a linha indica uma derivada em relação ao tempo conforme

x′ ≡ dx

dη
.

A relação entre a coordenada tempo e o tempo conforme é expressa por

d

dt
=
dη

dt
· d
dη

=
1

a
· d
dη

. (E.1)

Vamos utilizar também as identidades

Ḣ =
ä

a
−H2,

aȧ = a2H .

Trabalharemos o tempo todo com um universo de FLRW plano.

E.1.1 Classificação das perturbações

A métrica do universo de FLRW plano com pequenas perturbações pode ser escrita
como

ds2 = [(0)gµν + δgµν(x
α)]dxµdxν ,

onde |δgµν | << |(0)gµν |. Usando o tempo conforme, a métrica do background se torna

(0)gµνdx
µdxν = a2(η)(−dη2 + δijdx

idxj) .

A perturbação na métrica δgµν pode ser categorizada em três tipos distintos: es-
calar, vetorial e tensorial. Essa classificação é baseada nas propriedades da simetria
do background homogêneo e isotrópico, onde até o dado momento é obviamente inva-
riante com respeito ao grupo de rotações e translações espaciais. O termo perturbado
δg00 se comporta como um escalar sob estas rotações, e portanto,

δg00 ≡ −2a2ψ ,

onde ψ é um 3-escalar.
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O termo perturbado δg0i do espaço-tempo pode ser decomposto em uma soma da
parte espacial do gradiente de um escalar qualquer B e um vetor Si com divergência
zero (Si,i = 0)

δg0i ≡ a2(B,i + Si) .

De forma similar, os termos δgij, os quais se comportam como um tensor sob
3-rotações, pode ser escrito como a soma de irredutíveis partes

δgij ≡ a2(2φδij + 2E,ij + Fi,j + Fj,i + hij) .

Aqui φ e E são funções escalares, o vetor Fi tem uma divergência nula (F i
,i = 0) e

o 3-tensor hij é simétrico e satisfaz as quatro condições seguintes

hi i = h = 0 , hij,i = 0 ,

isso significa que o traço é nulo e ele é transverso. Contando o número de funções
independentes usadas para formar gµν , obtemos quatro funções para as perturbações
escalares, quatro funções para as perturbações vetoriais (dois 3-vetores com uma con-
dição cada), e duas funções para as perturbações tensoriais (um 3-tensor simétrico
tem seis componentes independentes e quatro condições). Assim temos dez funções
ao todo. Esse número coincide com o número de componentes independentes de δgµν .

Perturbações escalares são caracterizadas por quatro funções escalares φ, ψ,
B, E. Elas são induzidas pela densidade de energia inomogênea. Essas perturbações
são mais importantes porque exibem instabilidade gravitacional e podem nos conduzir
para a formação da estrutura do universo.

Perturbações vetoriais são descritas por dois vetores Si e Fi e se relacionam
com os movimentos de rotação do fluido. Elas decaem rapidamente e não são muito
interessantes do ponto de vista cosmológico.

Perturbações tensoriais hij descrevem ondas gravitacionais, no qual são os graus
de liberdade do campo gravitacional. Na aproximação linear de ondas gravitacionais
não influenciam qualquer perturbação no fluido perfeito.

Pelo fato das perturbações cosmológicas serem perturbações escalares, a partir da-
qui daremos mais importância a este tipo de perturbações. Um estudo mais completo
sobre as perturbações vetoriais e tensoriais pode ser encontrado em [259]. Os três tipos
de perturbações são desacoplados e assim estudaremos cada um deles separadamente.

E.1.2 Transformações de gauge e variáveis invariantes de gauge

Vamos considerar a transformação de coordenadas

xα → x̃α = xα + ξα , (E.2)

onde ξα são funções do espaço-tempo infinitesimais. Em um ponto dado da variedade
do espaço-tempo o tensor métrico no sistema de coordenadas x̃ pode ser calculado
usando a lei de transformação usual
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g̃αβ(x̃ρ) =
∂xγ

∂x̃α
∂xδ

∂x̃β
gγδ(x̃

ρ) '
(
∂xγ

∂x̃α
∂xδ

∂x̃β
gγδ(x̃

ρ)

) ∣∣∣∣
x̃=x

+

(
∂xγ

∂x̃α
∂xδ

∂x̃β
∂gγδ
∂ξ

(x̃ρ)

) ∣∣∣∣
x̃=x

· (ξ)

+

[
∂xγ

∂x̃α
∂

∂ξ

(
∂xδ

∂x̃β

)
gγδ(x̃

ρ)

]
x̃=x

· (ξ)

+

[
∂

∂ξ

(
∂xγ

∂x̃α

)
∂xδ

∂x̃β
gγδ(x̃

ρ)

]
x̃=x

· (ξ)

+O(ξ2) ,

o que implica em

g̃αβ(x̃ρ) ≈ (0)gαβ(xρ) + δgαβ − (0)gαδξ
δ
,β − (0)gγβξ

γ
,α , (E.3)

onde tomamos apenas os termos lineares em δg e ξ. Nas novas coordenadas x̃ a métrica
pode também ser dividida no background em partes da perturbação,

g̃αβ(x̃ρ) = (0)gαβ(x̃ρ) + δg̃αβ , (E.4)

onde (0)gαβ é a métrica de FLRW, na qual pode ser escrita em função de x̃. Igualando
(E.3) com (E.4) temos

(0)gαβ(xρ) ≈ (0)gαβ(x̃ρ)− (0)gαβ,γξ
γ ,

usando abaixo,

(0)gαβ(xρ) = (0)gαβ(xρ)
∣∣∣
x=x̃

+ (0)δgαβ(xρ)
∣∣∣
x=x̃

+ δξ , (E.5)

podemos inferir a seguinte lei de transformação de gauge:

δgαβ → δg̃αβ = δgαβ − (0)gαβ,γξ
γ − (0)gγβξ

γ
,α − (0)gαδξ

δ
,β . (E.6)

Aqui foi calculada a transformação de um 4-tensor. É bem mais simples calcular
a transformação de um 4-escalar q e de um 4-vetor covariante u

δq → δq̃ = δq − (0)q,αξ
α , (E.7)

δuα → δũα − (0)uα,γξ
γ − (0)uγξ

γ
,α . (E.8)

É claro que o valor do 4-escalar q em um dado ponto da variedade não muda com
a transformação das coordenadas, mas a forma como dividimos o valor no background
e a perturbação dependem das coordenadas usadas.

Vamos escrever as componentes espaciais do vetor infinitesimal ξα ≡ (ξ0, ξi) como

ξi = ξi⊥ + ζ ,i ,
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onde ξi⊥ é um 3-vetor com divergência nula (ξi⊥,i = 0) e ζ é uma função escalar. Desde
que no universo de FLRW (0)g00 = −a2(η) e (0)gij = a2(η)δij, obtemos de (E.6)

δg̃00 = δg00 − (0)g00,γξ
γ − 2(0)g00ξ

0
,0

= δg00 + 2(aa′ξ0 + a2ξ0
,0)

= δg00 + 2a(aξ0)′

= −2a2ψ + 2a(aξ0)′

= −2a2

[
ψ − 1

a
(aξ0)′

]
= −2a2ψ̃ ,

δg̃0i = δg0i − (0)g0i,γ − (0)g0δξ
δ
,i − (0)giδξ

δ
,0

= δg0i − (0)g00ξ
0
,i − (0)gijξ

j
,0

= δg0i + a2(ξ0
,i − ξi,0)

= δg0i − a2[ξ′⊥i + (ζ ′ − ξ0),i]

= a2[B,i + Si − ξ′⊥i − (ζ ′ − ξ0),i]

= a2(B̃,i + S̃i) ,

δg̃ij = δgij − (0)gij,γξ
γ − (0)giγξ

γ
,j − (0)gjγξ

γ
,i

= δgij − (0)g0ξ
0 − (0)gijξ

j
,j − (0)gjiξ

i
,i

= δgij − (2aa′)ξ0δij − a2[(ξj⊥ + ζ ,j)i + (ξi⊥ + ζ ,i)j]δij

= δgij − a2

[
2
a′

a
δijξ

0 + 2ζ,ij + (ξ⊥i,j + ξ⊥j,i)

]
= a2

(
2φδij + 2E,ij + Fi,j + Fj,i + hij − 2

a′

a
δijξ

0 − 2ζ,ij − (ξ⊥i,j − ξ⊥j,i)
)

= a2

[
2

(
φ− a′

a
ξ0

)
δij + 2(E − ζ),ij + (F − ξ⊥)i,j + (F − ξ⊥)j,i + hij

]
= a2

(
2φ̃δij + 2Ẽ,ij + F̃i,j + F̃j,i + hij

)
, (E.9)

onde ξ⊥i ≡ ξi⊥. Foi utilizado o fato de (0)gαβ ser diagonal, ou seja (0)gαβ ∝ δij. Nas
contas acima utilizamos uma nova mudança de coordenadas

ψ → ψ̃ = ψ − 1

a
(aξ0)′, B → B̃ = B − ζ ′ + ξ0,

φ→ φ̃ = φ− a′

a
ξ0, E → Ẽ = E − ζ,

Si → S̃i = Si − ξ′⊥i, Fi → F̃i − ξ′⊥i . (E.10)
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Utilizando esse novo sistema de coordenadas, a métrica do universo plano de FLRW
com pequenas perturbações escalares, vetoriais e tensoriais é escrita como

ds2 = a2{−(1 + 2ψ)dη2 + 2(B,i + Si)dηdx
i + [(1 + 2φ)δij + 2E,ij + Fi,j + Fj,i + hij]dx

idxj} ,
(E.11)

onde, por facilidade, o til foi ignorado.

Perturbações escalares Para perturbações escalares a métrica toma a forma

ds2 = a2{−(1 + 2ψ)dη2 + 2B,idηdx
i + [(1 + 2φ)δij + 2E,ij]dx

idxj} ,

que é (E.11) com a dependência apenas dos quatro escalares ψ, φ, B e E. As com-
binações lineares dessas funções que são invariantes de gauge e abrangem o espaço
bidimensional das perturbações físicas são

Ψ ≡ ψ +
1

a
[a(B − E)]′ , Φ ≡ φ+

a′

a
(B − E ′) , (E.12)

isso pois

Ψ̃ = ψ̃ +
1

a
[a(B̃ − Ẽ)]′

= ψ − 1

a
(aξ0)′ +

1

a
{a[(B − ζ ′ + ξ0)− (E − ζ)′]}′

= ψ − 1

a
(aξ0)′ +

1

a
[a(B − E ′ + ξ0)]′

= ψ +
a′

a
(B − E ′) + (B − E ′)

= ψ +
1

a
[a(B − E ′)]′

= Ψ ,

e

Φ̃ = Φ̃ +
a′

a
(B̃ − Ẽ ′)

= φ− a′

a
ξ0 +

a′

a
(B − E ′ + ξ0)

= φ− a′

a
(B − E ′)

= Φ .

Como são invariantes de gauge, não mudam sob transformações de coordenadas,
se Ψ e Φ forem nulos em um sistema de coordenadas particular eles serão nulos em
qualquer outro. Isso significa que podemos distinguir inomogeneidades físicas de per-
turbações fictícias; se ambos Ψ e Φ forem nulos, então as perturbações na métrica são
fictícias e podem ser removidas por uma mudança de coordenadas.
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É claro que podemos construir um número infinito de variáveis invariantes de gauge,
desde que qualquer combinação de Ψ e Φ seja invariante de gauge. Nossa escolha dessas
variáveis são justificáveis por razões de conveniência. Assim como os campos elétricos
e magnéticos em eletrodinâmica, os potenciais Ψ e Φ são as combinações mais simples
possíveis e satisfazem equações simples do movimento.

Utilizando o fato de que a densidade de energia ρ é um 4-escalar, segundo (E.7)

δ̄ρ = δρ− (0)ρ,αξ
α

= δρ− (0)ρ′ξ0

= δρ− ρ′0(B − E ′) , (E.13)

é a variável invariante de gauge que caracteriza a perturbação na densidade de energia2.
Tomando uma 4-velocidade (0)uα = (a, 0, 0, 0) de um fluido em um universo homo-

gêneo, temos que
¯δuα = δuα − (0)uα,γξ

γ − (0)uγξ
γ
,α ,

segundo (E.8), temos que

¯δu0 = δu0 − (0)u0,0ξ
0 − (0)u0ξ

0
,0

= δu0 − (aξ0)′

= δu0 − [a(B − E ′)] , (E.14)

e
¯δui = δui − (0)ui − (0)u0ξ

0
,i

= δui − aξ0
,i

= δui − a(B − E ′),i , (E.15)

são as variáveis independentes de gauge para as componentes covariantes das pertur-
bações da velocidade, δuα.

Perturbações vetoriais Para perturbações vetoriais a métrica é

ds2 = a2{−dη2 + 2Sidηdx
i + [δij + Fi,j + Fj,i]dx

idxj},

ou seja, (E.11) com apenas as funções vetoriais Si e Fi. Já vimos como essas variáveis
se transformam, da mesma forma que antes temos que

Vi = Si − F ′i ,

é invariante de gauge, pois

Ṽi = S̃i − F̃ ′i
= Si − ξ′⊥i − F ′i + ξ′⊥i
= Si − F ′i
= Vi .

2Ver capítulo 1 de [259].
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Apenas duas destas quatro funções independentes, Si e Fi, caracterizam perturbações
físicas; as outras duas refletem a liberdade de coordenadas. As coordenadas de Vi
abrangem o espaço bidimensional de perturbações físicas e descrevem movimentos ro-
tacionais. A correspondente componente covariante da velocidade rotacional δu⊥i,
satisfazendo também a condição (δu⊥i)

,i = 0, é também uma invariante de gauge.

Perturbações tensoriais Para perturbações tensoriais

ds2 = a2[−dη2 + (δij + hij)dx
idxj] ,

e hij não é alterado por transformação de coordenadas. Ele descreve ondas gravitaci-
onais na forma de invariantes de gauge.

E.1.3 Sistema de coordenadas

Liberdade de gauge tem mais importantes manifestações em perturbações escala-
res que em perturbações vetoriais e tensoriais. Nós podemos usá-la para impor duas
condições nas funções φ, ψ, B, E, δρ e o potencial das perturbações da velocidades
δu‖i = ϕ,i. Isso é possível desde que estejamos livres para escolher as duas funções
ξ0 e ζ. Impor as condições do gauge é equivalente a fixar o sistema de coordenadas.
Vamos agora considerar várias opções de gauge e mostrar como, conhecendo a solução
para as variáveis invariantes de gauge, podemos calcular a métrica e a perturbação da
densidade em qualquer sistema de coordenadas particular de uma forma simples.

Gauge Síncrono As coordenadas síncronas, onde δg0α = 0, têm sido usadas mais
largamente na literatura. Em nossa notação, elas correspondem à escolha do gauge
ψs = 0 e Bs = 0. Essas condições não fixam nenhum sistema de coordenadas único;
existe uma classe inteira de sistemas de coordenadas síncronas. De (E.10), segue que
se as condições ψs = 0 e Bs = 0 forem satisfeitas em algum sistema de coordenadas
xα ≡ (η,x), então elas também serão satisfeitas em um outro sistema de coordenadas
x̃α, relacionado com xα por

η̃ = η +
C1

a
, x̃i = xi + C1,i

∫
dη

a
+ C2,i ,

onde C1 ≡ C1(xj) e C2 ≡ C2(xj) são funções arbitrárias de coordenadas espaciais.
Esta liberdade de coordenadas residual leva ao aparecimento de modos de gauge não
físicos, que dificultam a interpretação dos resultados, especialmente em escalas maiores
do que o raio de Hubble onde C podem ser não nulos para qualquer valor de x.

Se conhecermos uma solução para perturbações em termos das variáveis invarian-
tes de gauge ou, equivalentemente, no sistema de coordenadas Newtoniano-conforme,
então o comportamento das perturbações no sistema de coordenadas síncrono pode
ser facilmente determinado sem precisar resolver as equações de Einstein novamente.
Aplicando as condições que definem o gauge em (E.12), temos

Ψ =
−1

a
(aE ′s)

′ , Φ = φs −
a′

a
E ′s .
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Essas duas equações podem facilmente ser resolvidas para expressar φs e Es em
termos dos potenciais invariantes de gauge:

Es = −
∫

1

a

(∫ η

aΨdη̃

)
dη , Φs = Φ− a′

a

∫
aΨdη .

Similarmente a δ̄ρ = δρ− ρ′0(B−E ′) já calculado, segue que as perturbações para
a densidade de energia são

δρs = δρ+
ρ′0
a

∫
a Ψ dη .

As constantes de integração que aparecem nessas fórmulas correspondem a modos
fictícios não físicos.

No apêndice recriamos a métrica para o gauge síncrono para entender melhor as
contas feitas aqui.

Gauge Newtoniano-conforme (Longitudinal) O gauge longitudinal é defi-
nido pelas condições Bl = El = 0. De (E.10) vemos que impondo as condições acima
teremos fixado um único sistema de coordenadas. De fato, a condição El = 0 é vio-
lada por qualquer ζ 6= 0, e usando esse resultado vemos que qualquer transformação
temporal com ξ0 6= 0 destrói a condição Bl = 0. Portanto não há coordenada livre
extra que preserve Bl = El = 0. No correspondente sistema de coordenadas a métrica
toma a forma

ds2 = a2[−(1 + 2ψl)dη
2 + (1 + 2φl)δij] .

Assumimos apenas perturbações escalares. Se a parte espacial do tensor energia-
momento for diagonal, isso é, Tij ∝ δij, nós temos ψl = φl e resta apenas uma variável
caracterizando a métrica com perturbações escalares. A variável ψl é a generalização
do potencial Newtoniano, por esse motivo o nome “Newtoniano-conforme” para esse
sistema de coordenadas. Como visto, Ψ, Φ, δ̄ρ, ūα, são variáveis invariantes de gauge
e têm uma interpretação física simples: eles são as amplitudes da métrica, densidade e
perturbações da velocidade no sistema Newtoniano-conforme, em particular, Ψ = ψl,
Φ = φl.

E.2 Perturbação do tensor de Einstein
Para derivar as equações para as perturbações temos que linearizar as equações de

Einstein
Gα
β ≡ Rα

β −
1

2
gαβR = 8πTαβ ,

para pequenas inomogeneidades no universo de FLRW. O cálculo do tensor de Einstein
para a métrica do background dada por

ds2 = a2(η)(−dη2 + δijdx
idxj) ,

é muito simples e o resultado é

(0)G0
0 =

3H2

a2
, (0)G0

i = 0, (0)Gi
j =

1

a2
(2H′ +H2)δij .
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É claro que para satisfazer as equações de Einstein para o background, o tensor energia-
momento para a matéria, (0)Tαβ , precisa seguir as seguintes propriedades de simetria:

(0)T 0
i = 0, (0)Tαβ ∝ ηδαβ .

Para uma métrica com pequenas perturbações. O tensor de Einstein pode ser escrito
como

Gα
β = (0)Gα

β + δGα
β + · · · ,

onde δGα
β denota termos lineares nas flutuações da métrica. O tensor energia-momento

pode ser dividido da mesma forma resultando nas equações linearizadas para pertur-
bações

δGα
β = 8πδTαβ . (E.16)

Nem δGα
β nem δTαβ são invariantes de gauge. No entanto, combinando-os com as

perturbações da métrica podemos construir correspondentes quantidades invariantes
de gauge.

Derivando as leis de transformação (E.6) para δTαβ , temos

¯δTαβ = δTαβ − (0)Tαβ,γξ
γ − (0)Tαγ ξ

γ
,β + (0)T γβ ξ

α
,γ ,

portanto,

¯δT 0
0 = δT 0

0 − (0)T 0
0,γξ

γ − (0)T 0
γ ξ

γ
,0 + (0)T γ0 ξ

0
,γ

= δT 0
0 − (0)T 0

0,γξ
γ − (0)T 0

γ (ξγ,0 − ξ0
,γ)

= δT 0
0 − (0)T 0

0,γξ
γ − (0)T 0

γ (ξγ,0 − (0)g0α︸ ︷︷ ︸
=−δ0α

(0)gβγξα,β)

= δT 0
0 − (0)T 0

0,γξ
γ − (0)T 0

γ (ξγ,0 + (0)gβγξ0
,β)

= δT 0
0 − (0)T 0

0,γξ
γ − (0)T 0

0 (ξ0
,0 + (0)gβ0︸ ︷︷ ︸

=−δβ0

ξ0
,β)

︸ ︷︷ ︸
=0

= δT 0
0 − (0)T 0

0,γξ
γ

= δT 0
0 − ((0)T 0

0 )′(B − E ′) , (E.17)

¯δT 0
i = δT 0

i − (0)T 0
i,γξ

γ − (0)T 0
δ ξ

δ
,i + (0)T δi ξ

0
,δ

= δT 0
i − (0)T 0

0 ξ
0
,i + (0)T δi ξ

0
,δ

= δT 0
i − (0)T 0

0 ξ
0
,i +

1

3
(0)T kk δ

δ
i ξ

0
,δ

= δT 0
i − (0)T 0

0 ξ
0
,i +

1

3
(0)T kk ξ

0
,i

= δT 0
i −

(
(0)T 0

0 −
1

3
(0)T kk

)
ξ0
,i

= δT 0
i −

(
(0)T 0

0 −
1

3
(0)T kk

)
(B − E ′),i , (E.18)
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e

¯δT ij = δT ij − (0)T ij,γξ
γ − (0)T iγξ

γ
,j + (0)T γj ξ

i
,γ

= δT ij − (0)T ij,γξ
γ − (0)T ii ξ

i
,j + (0)T jj︸︷︷︸

=(0)T ii

ξi,j

= δT ij − (0)T ij,γξ
γ

= δT ij − (0)T ij,0ξ
0

= δT ij − ((0)T ij )
′(B − E ′) , (E.19)

é fácil perceber que eles são invariantes de gauge quando B = E ′. Para calcular ¯δT 0
i

foi utilizado o fato de que

(0)T ii = δβk
(0)T kβ

= δβk
(0)gαβ

(0)Tαk

= δβk
(0)gαβ

(0)gαβ(0)T kβ

= δβk δ
β
β

(0)T kβ

= δjjδ
j
k

(0)T kj

= 3δjk
(0)T kj ⇒

⇒ (0)T kj =
1

3
δkj

(0)T ii .

De forma similar às (E.17)-(E.19), podemos construir

¯δG0
0 = δG0

0 − ((0)G0
0)′(B − E ′),

¯δG0
i = δG0

i −
(

(0)G0
0 +

1

3
(0)Gk

k

)
(B − E ′),i

e
¯δGi
j = δGi

j − ((0)Gi
j)
′(B − E ′) ,

e reescrever (E.16) como
¯δG
α
β = 8πδ̄T

α
β .

Portanto, (E.16) é invariante usando as equações de Einstein não perturbadas. As
componentes de δ̄Tαβ também podem ser decompostas em partes escalar, vetorial e
tensorial; cada parte contribui apenas na evolução da correspondente perturbação.

Vamos estudar a partir de agora perturbações escalares. Um estudo deta-
lhado sobre o lado esquerdo das equações de Einstein assumindo perturbações vetoriais
e tensoriais pode ser encontrado em [259].

O tensor de Einstein perturbado, ¯δG
α
β , é invariante de gauge e depende apenas das

perturbações da métrica. No gauge newtoniano, ele pode ser expresso inteiramente
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em termos do potencial Newtoniano, Ψ = Ψ(x, η), e do potencial que representa a
perturbação na curvatura espacial, Φ = Φ(x, η).

Iremos agora relembrar algumas equações importantes, mas para isso devemos
deixar claro qual métrica usaremos. Para o estudo de perturbações utilizamos até
agora dxα = (dη, dxi), ou seja,

ds2 = a2(η)
(
g00(η)dη2 + 2g0i(η)dηdxi + gij(η)dxidxj

)
(A) ,

onde x0 = η, porém, é importante saber transformar os resultados para uma outra
métrica onde dxα = (dt, dxi),

ds2 = g00(t)dt2 + a2(t)
(
2g0i(t)dtdx

i + gij(t)dx
idxj

)
(B) ,

com x0 = t. Essa importância se deve ao fato de termos agora um estudo mais
abrangente que poderá ser utilizado em outros trabalhos. Note que se trocarmos as
coordenadas η na métrica (A) pela coordenada t, teremos

ds2 = g00(t)dt2 + a2(t)

(
2g0i(η)

1

a
dtdxi + gij(t)dx

idxj
)
,

ou seja, a parte que só aparece quando assumimos uma perturbação proporcional
a dx0dxi da métrica (A) será proporcional a dηdxi com x0 = η e proporcional a
(1/a)dtdxi com x0 = t, enquanto na métrica (B) será proporcional a dtdxi. Percebemos
que nas mesmas coordenadas os resultados só serão diferentes nas componentes 0i, e
por um fator de a.

Tomando os cuidados mencionados acima, temos que

g00 = −a2(η)(1 + 2Ψ(x, η)) para (A) e x0 = η

= −(1 + 2Ψ(x, t)) para (B) e x0 = t ,

e

gij = δija
2(η)(1 + 2Φ(x, η)) para (A) e x0 = η

= δija
2(t)(1 + 2Φ(x, t)) para (B) e x0 = t .

Levando em consideração que a métrica é diagonal, devido à Ψ,Φ << 1, podemos
expandir a métrica inversa em série de Taylor até a primeira ordem em Ψ

g00 ≈ −1 + 2Ψ(x, η)

a2(η)
para (A) e x0 = η

≈ −1 + 2Ψ(x, t) para (B) e x0 = t ,

e

gij ≈ 1− 2Ψ(x, η)

a2(η)
para (A) e x0 = η

≈ 1− 2Ψ(x, t)

a2(t)
para (B) e x0 = t .
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Para calcular diretamente o tensor de Einstein perturbado precisamos lembrar que

δGα
β = δRα

β −
1

2
δRgαβ ,

onde
Rα

βσγ = ∂σΓαβγ − ∂βΓασγ + ΓασλΓ
λ
βγ − ΓαβλΓ

λ
σγ ,

Rβγ = gλσgλαR
α
βσγ = Rα

βαγ = ∂αΓαβγ − ∂βΓααγ + ΓααλΓ
λ
βγ − ΓαβλΓ

λ
αγ ,

Rα
β = gσαRσβ ,

R = Rλ
λ = gλλRλλ ,

Γαβσ =
1

2
gαλ(gβλ,σ + gσλ,β − gβσ,λ) .

A partir daqui utilizaremos a métrica (B) com x0 = t e depois passar para x0 = η.
Nas próximas seções iremos resolver as equações de Einstein supondo perturbações

cosmológicas, escalares, utilizando a equação de Boltzmann e perturbações hidrodinâ-
micas. Para isso precisamos dos cálculos abaixo.

E.3 Símbolos de Christoffel

Os símbolos de Christoffel não serão calculados aqui por serem contas cansativas
e mecânicas. Após uma série de cálculos obtemos

Γ0
00 = Ψ,0 , (E.20a)

Γ0
i0 = Γ0

0i = Ψ,i , (E.20b)
Γ0
ij = δija

2[H(1 + 2Φ− 2Ψ) + Φ,0] , (E.20c)

Γi00 =
Ψ,i

a2
, (E.20d)

Γij0 = Γi0j = δij(H + Φ,0) , (E.20e)
Γijk = δikΦ,j + δijΦ,k − δjkΦ,i , (E.20f)

onde foram ignorados os termos quadráticos em Φ e Ψ, i.e., Φ2, Ψ2, ΦΨ, portanto,
também ignorados Φ2

,0 e ΦΦ,0. Vamos então trabalhar com o espaço de Fourier para
facilitar as contas, faremos a transformação da parte espacial para a sua transformada
no espaço de Fourier, (x1, x2, x3) 7→ (k1, k2, k3) ou x 7→ k ∈ R3, o tempo pode ser
mantido igual.

Pela teoria das transformadas de Fourier, se f for uma função integrável definida
em todo Rn onde a transformada de Fourier é bem definida, então há uma relação
simples entre a transformada de Fourier, f̃(k), com a transformada de Fourier da
derivada com respeito a coordenada xi, F(∂if(x)),

F(∂if(x)) = ikiF(f(x)) = iki f̃(k).
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Isso significa que o operador derivada pode ser simplificado a um mero multiplicador
no espaço de Fourier. Vamos usar essa propriedade nas funções Φ e Ψ. Temos dessa
forma

Γ0
00 = Ψ,0 , (E.21)

Γ0
i0 = Γ0

0i = ikiΨ , (E.22)
Γ0
ij = δija

2[H(1 + 2Φ− 2Ψ) + Φ,0] , (E.23)

Γi00 =
iki

a2
Ψ , (E.24)

Γij0 = Γi0j = δij(H + Φ,0) , (E.25)
Γijk = iΦ(δikkj + δijkk − δjkki) , (E.26)

onde os tils foram omitidos nessas funções transformadas.

E.4 Tensor de Ricci
É importante lembrar, já que o tensor de Ricci depende de produtos dos símbolos

de Christoffel, que a transformada de Fourier do produto de duas funções é diferente
do produto da transformada de Fourier de cada uma das funções, ou seja,

F(f · g) 6= F(f) · F(g) .

Portanto, a princípio, para utilizar transformação do tensor de Ricci deveríamos obter
a transformação dos produtos diretamente, não funcionaria utilizar simplesmente as
equações (E.21) - (E.26). No entanto, já que estamos lidando com aproximações de
primeira ordem, podemos desprezar esta diferença; símbolos de Christoffel que na
verdade contêm produtos de Φ e Ψ se anulam, assim os restantes contêm termos que
podem ser juntados. Por isso, vamos simplesmente substituir as expressões para as
transformadas de Fourier dos símbolos de Christoffel na expressão geral para o tensor
de Ricci, no caso da nossa teoria de perturbação linear.

E.4.1 Componente tempo-tempo

Fixando ambos os índices do tensor de Ricci com 0, temos

R00 = ∂λΓ
λ
00 − ∂0Γλλ0 + ΓλλσΓσ00 − Γλ0σΓσ0λ

=
∂Γ0

00

∂t
+ ∂lΓ

l
00 −

∂Γ0
00

∂t
− ∂Γl0l

∂t
+ ΓλλσΓσ00 − Γλ0σΓσ0λ

= ∂lΓ
l
00︸ ︷︷ ︸

(I)

−∂Γl0l
∂t︸ ︷︷ ︸

(II)

+ ΓλλσΓσ00︸ ︷︷ ︸
(III)

−Γλ0σΓσ0λ︸ ︷︷ ︸
(IV)

.

Vamos calcular os termos acima no espaço de Fourier:
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(I) Calculando diretamente

∂lΓ
l
00 = −k

2

a2
Ψ ,

onde k2 = klkl.
(II):

−∂Γl0l
∂t

= −3

(
ä

a
−H2 + Φ,00

)
.

(III) e (IV) Nesse caso, podemos abrir as somas deixando apenas os termos
temporais. Com isto, após manipulações, temos

ΓλλσΓσ00 = (Γ0
00)2 + Γ0

0mΓm00 + Γll0Γ0
00 + ΓllmΓm00 ;

−Γλ0σΓσ0λ = −(Γ0
00)2 − Γ0

0mΓm00 − Γl00Γ0
0l − Γl0mΓm0l .

Juntando estas equações e aplicando os símbolos de Christoffel relevantes, temos

ΓλλσΓσ00 − Γλ0σΓσ0λ = −3(H2 + 2HΦ,0) .

Então, juntando as expressões (I), (II), (III) e (IV) concluimos que

R00 = −3
ä

a
− k2

a2
Ψ− 3Φ,00 + 3H(Ψ,0 − 2Φ,0) . (E.27)

E.4.2 Componente espaço-espaço

Para µ = i, ν = j, a expressão para o tensor de Ricci é

Rij = ∂λΓ
λ
ij︸ ︷︷ ︸

(I)

−∂jΓλλi︸ ︷︷ ︸
(II)

+ ΓλλσΓσij︸ ︷︷ ︸
(III)

−ΓλjσΓσiλ︸ ︷︷ ︸
(IV)

.

Vamos proceder da mesma forma que no caso anterior.

(I)

∂λΓ
λ
ij =

∂Γ0
ij

∂t︸︷︷︸
(i)

+ ∂kΓ
k
ij︸ ︷︷ ︸

(ii)

.

Temos que tratar cada termo separadamente. Aplicando (E.23), e lembrando da
lei do produto de Leibniz, (i) resulta em

∂Γ0
ij

∂t
= δij

[
(2a2H2 + a2Ḣ)(1 + 2Φ− 2Ψ) + 2a2H(2Φ,0 −Ψ,0) + a2Φ,00

]
.

Por outro lado, (ii) nos fornece

∂kΓ
k
ij = −2kikjΦ + δijk

2Φ ,
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então, (I) é escrita como

∂λΓ
λ
ij = δij

[
(2a2H2 + a2Ḣ)(1 + 2Φ− 2Ψ) + 2a2H(2Φ,0 −Ψ,0) + k2Φ + a2Φ,00

]
−2kikjΦ .

(II) Esse caso é bem simples. O resultado é

−∂jΓλλi = kikj(Ψ + 3Φ) .

(III) Como de costume, abrimos as duas somas em dois termos dependentes
apenas do tempo e duas somas nos índices espaciais

ΓλλσΓσij = Γ0
00Γ0

ij + Γ0
0kΓ

k
ij + Γkk0Γ0

ij + ΓkklΓ
l
ij .

O segundo e o quarto termo são de segunda ordem, então, serão desprezados. Os
outros dois termos nos dão um resultado final

ΓλλσΓσij = δij
[
a2HΨ,0 + 3a2H2(1 + 2Φ− 2Ψ) + 6a2HΦ,0

]
.

(IV) Novamente, vamos proceder da mesma forma que em (III), expandindo
as somas em partes simples. O primeiro e o quarto termo são de segunda ordem;
o segundo termo e o terceiro são idênticos, podemos então somá-los. A expressão
resultante é

−ΓλjσΓσiλ = −δij
[
2a2H2(1 + 2Φ− 2Ψ) + 4a2HΦ,0

]
.

Finalmente, substituindo Ḣ = (ä/a) − H2 em (I), podemos juntar esses quatro
termos e obter

Rij = δij

[(
2a2H2 + a

d2a

dt2

)
(1 + 2Φ− 2Ψ) + a2H(6Φ,0 −Ψ,0) + k2Φ + a2Φ,00

]
+ kikj(Φ + Ψ) .

(E.28)

E.4.3 Componente espaço-tempo

Vamos fixar os índices, µ = 0, ν = i, e calcular R0i

R0i = ∂λΓ
λ
0i︸ ︷︷ ︸

(I)

−∂iΓλλ0︸ ︷︷ ︸
(II)

+ ΓλλσΓσ0i︸ ︷︷ ︸
(III)

−ΓλiσΓσλ0︸ ︷︷ ︸
(IV)

. (E.29)

Novamente, vamos abrir e simplicar o máximo possível cada um dos quatro termos
acima (I), (II), (III) e (IV) separadamente

(I) Vamos dividir a soma em um termo dependente apenas do tempo e outra
dependente dos índices espaciais

∂λΓ
λ
0i = ∂0Γ0

0i + ∂kΓ
k
0i

=
∂

∂t
(ikiΨ) +

∂

∂xk
[
δki (H + Φ,0)

]
= ikiΨ,0 + ikiΦ,0

= iki(Ψ,0 + Φ,0) .
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(II) Vamos fazer aqui o mesmo feito em (I), e aplicar (E.21) e (E.25):

−∂iΓλλ0 = −∂i
(
Γ0

00 + Γkk0

)
= −∂iΨ,0 − ∂i (3(H + Φ,0))

= −ikiΨ,0 − 3ikiΦ,0

= −iki(Ψ,0 + 3Φ,0) .

(III) Novamente nesse caso, precisamos prestar atenção quando separamos os
termos dependentes do tempo e os dependentes das coordenadas espaciais, porque
temos duas somas, uma sobre λ e a outra sobre σ. O resultado é

ΓλλσΓσ0i = Γ0
00Γ0

0i + Γ0
0kΓ

k
0i + Γkk0Γ0

0i + ΓkkjΓ
j
0i .

Se abrirmos o primeiro termo, fica claro que ele é de primeira ordem

ΓλλσΓσ0i = ikkδ
k
i Ψ(H + Φ,0) + 3ikiΨ(H + Φ,0) + iδjiΦ(H + Φ,0)(δkkkj + δkjkk − δjkkk)

= ikiHΨ + 3ikiHΨ + 3ikiHΦ

= ikiH(4Ψ + 3Φ) .

(IV) Vamos proceder exatamente da mesma forma feita no caso anterior. Temos

−ΓλiσΓσλ0 = −ikiH(2Ψ + 3Φ) .

Colocando todos os termos juntos, obtemos

R0i = 2iki(HΨ− Φ,0) . (E.30)

E.5 Escalar de Ricci
Como a métrica é diagonal, é possível provar que os elementos do tensor de Ricci

que não estão na diagonal não são utilizados quando calculamos o escalar de Ricci.
Essa prova não será feita aqui por não fazer parte do escopo desse trabalho, ela pode
ser encontrada em bons livros de Relatividade Geral. Então

R =g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33

=(−1 + 2Ψ)R00 + 3
1− 2Φ

a2

[(
2a2H2 + a

d2a

dt2

)
(1 + 2Φ− 2Ψ) + a2H(6Φ,0 −Ψ,0)+

+ k2Φ + a2Φ,00

]
+

1− 2Φ

a2
k2(Φ + Ψ) .

Aplicando (E.27),

R =(−1 + 2Ψ)

(
−3

ä

a
− k2

a2
Ψ− 3Φ,00 + 3H(Ψ,0 − 2Φ,0)

)
+ 3(1− 2Φ)

[(
2H2 +

1

a

d2a

dt2

)
·

· (1 + 2Φ− 2Ψ) +H(6Φ,0 −Ψ,0) +
k2

a2
Φ + Φ,00

]
+ (1− 2Φ)

(
k

a

)2

(Φ + Ψ) .
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Expandindo a expressão acima e cancelando os termos de segunda ordem, obtemos

R = 3
ä

a
+
k2

a2
Ψ + 3Φ,00 − 3H(Ψ,0 − 2Φ,0) + 3

(
2H2 +

1

a

d2a

dt2

)
·

· (1 + 2Φ− 2Ψ) + 3H(6Φ,0 −Ψ,0) +
k2

a2
(4Φ + Ψ) + 3Φ,00 − 6Ψ

1

a

d2a

dt2
− 6Φ

(
2H2 +

1

a

d2a

dt2

)
,

e finalmente

R = 6

(
ä

a
+H2

)
− 12Ψ

(
ä

a
+H2

)
+

2k2

a2
Ψ + 6Φ,00 − 6H(Ψ,0 − 4Φ,0) +

4k2

a2
Φ .

(E.31)
Notamos, comparando a equação acima com o escalar de Ricci para um universo

de FLRW sem perturbações (universo smooth), que

R = Rsmooth + δR ,

onde

δR = −12Ψ

(
ä

a
+H2

)
+

2k2

a2
Ψ + 6Φ,00 − 6H(Ψ,0 − 4Φ,0) +

4k2

a2
Φ . (E.32)

Então δR é o termo de correção quando introduzimos perturbações lineares.

E.6 Tensor de Einstein

Agora com as componentes do tensor de Ricci e com o escalar de Ricci fica fácil
calcularmos as componentes do tensor de Einstein. Por facilidade calcularemos as
componentes µν e não as µν , ou seja, o tensor com coordenadas mistas e não covariantes.

Dadas as perturbações para o tensor de Einstein, ainda não podemos obter a
forma completa de suas equações pois precisamos das perturbações do tensor energia-
momento, e não somos capazes de calculá-los explicitamente em termos dos compo-
nentes do universo antes de resolver a equação de Boltzmann, o que veremos adiante.
Portanto, deixaremos as perturbações na sua forma fechada, δTαβ.

No final dessa seção passaremos os resultados da coordenada temporal para o tempo
conforme, precisaremos saber algumas identidades

H(2Φ−Ψ)′ =
a′

a
· d
dη

(2Φ−Ψ)

= aȧ
d

dt
(2Φ−Ψ)

= a2H
d

dt
(2Φ−Ψ) ,
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e

2H′ +H2 = 2aḢ +H2

= 2a
d

dt

(
a′

a

)
+

(
a′

a

)2

= 2a
d

dt
(ȧ) + (ȧ)2

= a2

(
2
ä

a
+H2

)
.

Onde a linha representa uma derivada em relação ao tempo conforme e o ponto em
relação ao tempo coordenada. Vamos utilizar também que

Gα
β = (0)Gα

β + δGα
β .

E.6.1 Componente tempo-tempo

Pelo fato da métrica ser diagonal, temos que

G0
0 = gµ0Gµ0 = g00G00 .

Isto pode ser simplificado como

G0
0 = g00

(
R00 −

1

2
Rg00

)
= (−1 + 2Ψ)R00 −

R
2
.

Substituindo o escalar de Ricci na equação acima e considerando apenas os termos
relevantes, temos

G0
0 = −3H2 − 6HΦ,0 + 6H2Ψ− 2k2

a2
Φ .

Sabemos que para a métrica de FLRW (0)G0
0 = −3H2, portanto, o termo pertur-

bativo pode ser escrito como

δG0
0 = −6HΦ,0 + 6H2Ψ− 2k2

a2
Φ . (E.33)

Em um universo liso, temos T 0
0 = −ρ, no qual ρ é a densidade de energia total; apli-

cando esse termo e a componente tempo-tempo do tensor de Einstein não perturbado
nas equações de Einstein, temos a equação de Friedmann para o background. Agora,
se escrevermos

T 0
0 = −ρ+ δT 0

0 ,

juntando a parte perturbada linearmente das equações de Einstein temos

δG0
0 = −2

[
3H(Φ,0 −HΨ) +

k2

a2
Φ

]
= 8πδT 0

0 .
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Em termos do tempo conforme

k2Φ + 3H (Φ′ −HΨ) = −4πa2δT 0
0 , (E.34)

ou, “saindo” do espaço de Fourier

∆Φ− 3H (Φ′ −HΨ) = 4πa2δT 0
0 . (E.35)

E.6.2 Componente espaço-espaço

Essa componente pode ser calculada da mesma forma que foi calculada a compo-
nente tempo-tempo,

Gi
j = gikGkj

= gik
(
Rkj −

1

2
R
)

= δik
(

1− 2Φ

a2

)
Rkj −

R
2
δij , (E.36)

aplicando a expressão para a componente Rkj do tensor de Ricci, (E.28), nós obtemos

Gi
j = Aδij +

kikj
a2

(Φ + Ψ) , (E.37)

onde definimos

A ≡ (1− 2Φ)

[(
ä

a
+ 2H2

)
(1 + 2Φ− 2Ψ) +H(6Φ̇− Ψ̇) + Φ̈ +

k2

a2
Φ

]
− 1

2
R .

Podemos calcular essa componente de duas formas: (I) - calcular diretamente,
o resultado é utilizado no estudo sobre perturbações hidrodinâmicas; (II) - calcular
utilizando um operador de projeção longitudinal, será utilizada quando juntarmos as
equações de Einstein com a equação de Boltzmann. Faremos abaixo das duas formas.

(I) Vamos abrir A em primeira ordem, lembrando que em primeira ordem

−1

2
R =− 3

(
ä

a
+H2

)
+ 6Ψ

(
ä

a
+H2

)
− k2

a2
Ψ− 3Φ̈− 3H(4Φ̇− Ψ̇)− 2

k2

a2
Φ

=− 3

(
ä

a
+ 2H2

)
(1− 2Ψ) + 3H2(1− 2Ψ)− k2

a2
(Ψ + 2Φ)− 3Φ̈−

− 3H(4Φ̇− Ψ̇)− 2
k2

a2
Φ .
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Portanto, em primeira ordem,

A =

[(
ä

a
+ 2H2

)
(1− 2Ψ) +H(6Φ,0 −Ψ,0) + Φ,00 +

k2

a2
Ψ

]
− 3

(
ä

a
+ 2H2

)
×

×(1− 2Ψ) + 3H2(1− 2Ψ)− k2

a2
(Ψ + 2Φ)− 3Φ̈−

−3H(4Φ̇− Ψ̇)− 2
k2

a2
Ψ

= −2Φ̈−H(6Φ̇− 2Ψ̇) +

(
ä

a
+ 2H2

)
(−2 + 4Ψ) + 3H2(1− 2Ψ)−

−k
2

a2
(Ψ + Φ) . (E.38)

Precisamos agora calcular (0)Gi
j em primeira ordem,

(0)Gi
j = (0)gik(0)Gkj

= (0)gik
(

(0)Rkj −
1

2
(0)gkjR

)
= δik(0)Rkj −

1

2
δij

(0)R

= δikδkj
1

a2
(2ȧ2 + aä)− 1

2
δij

(
ä

a
+H2

)
= δij

(
2H2 +

ä

a
− 3

ä

a
− 3H2

)
= −δij

(
2ä

a
+H2

)
= −δij

1

2

[(
2ä

a
+H2

)
+

2ä

a
+H2

]
. (E.39)

Vamos agora substituir (E.39), (E.38) e (E.37) em (E.36),

δGi
j = δij

{
A+

1

2

[(
2ä

a
+H2

)
+

2ä

a
+H2

]}
− kikj(Ψ + Φ)

a2
.

Considerando que não estamos mais no espaço de Fourier, ou seja

k2 = −∆, kikj = −gil∂l∂j,

vamos também utilizar o fato de que

ä

a
+ 2H2 =

3

2
H2 +

1

2

(
2
ä

a
+H2

)
para calcularmos a componente do tensor de Einstein perturbado
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δGi
j =δij

{
−2Φ̈−H(6Φ̇− 2Ψ̇) +

[
3

2
H2 +

1

2

(
2
ä

a
+H2

)]
(−2 + 4Ψ)+

3

2
H2(2− 4Ψ) +

∆

a2
(Ψ + Φ) +

1

2

[(
2ä

a
+H2

)
+

2ä

a
+H2

]}
− gil (Ψ + Φ),lj

a2

=δij

[
−2Φ̈− 2H(3Φ̇− Ψ̇) +

1

2

(
2(ä/a) +H2

)
(−1 + 4Ψ)+

+
∆

a2
(Ψ + Φ) +

ä

a
+
H2

2

]
− gil (Ψ + Φ),lj

a2

=− 2δij

[
Φ̈ +H(3Φ̇− Ψ̇)−Ψ

(
2(ä/a) +H2

)
− ∆

2a2
(Ψ + Φ)

]
− gil (Ψ + Φ),lj

a2
,

utilizando o fato de que

Φ′′ =
d

dη
Φ′ =

d

dη

(
dΦ

dη

)
= a2(Φ̈ +HΦ̇) ,

para passar a equação acima de coordenada dependente do tempo para coordenada
dependente do tempo conforme

δGi
j = −2

δij
a2

[
Φ′′ +H(2Φ′ −Ψ′)−Ψ

(
2H′ +H2

)
− ∆

2
(Ψ + Φ)

]
− gil (Ψ + Φ),lj

a2
.

Substituindo o resultado nas equações de Einstein, obtemos

δij

[
Φ′′ +H(2Φ′ −Ψ′)−Ψ

(
2H′ +H2

)
− ∆

2
(Ψ + Φ)

]
+ gil(Ψ + Φ),lj = −4πa2δT ij .

(E.40)
Em cosmologia temos muito geralmente que as perturbações são pequenas. O uso

de não linearidade é raro e difícil. Significa gravitação forte, e apenas é utilizada em
estruturas já formadas e muito densas.

(II) Veremos que a equação não tem dependência em A. Vamos definir o seguinte
operador projeção longitudinal

Pji = k̂ik̂
j − 1

3
δji =

kik
j

k2
− 1

3
δji , (E.41)

e o aplicando em Gi
j. Vemos que

PjiGi
j =

(
kik

j

k2
− 1

3
δji

)(
Aδij +

Φ + Ψ

a2
kikj

)
= A+

Φ + Ψ

a2
k2 − A− k2

3

Φ + Ψ

a2

=
2k2

3a2
(Φ + Ψ) .
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Portanto o operador projeção simplesmente cancela os termos que dependem de δij
(eles estão apenas em A). Podemos reescrever o tensor energia-momento como

T ij = pδij + δT ij,

lembrando que, no background, as componentes espaciais de Tµν são as mesmas e
iguais a pressão, então temos

Pji T ij = Pji δT ij ,
pois o termo da pressão se anula. Multiplicando esse resultado por 8π e igualando os
dois lados das equações de Einstein resulta que

k2(Φ + Ψ) = 12πa2(Pji δT ij) . (E.42)

E.6.3 Componente espaço-tempo

Assim como a componente tempo-tempo do tensor de Einstein é fácil obter a
componente espaço-tempo

G0
i = g0µGµi = g0µ

(
Rµi −

1

2
Rgµi

)
= (−1 + 2Ψ)δ0µRµi −

1

2
R δ0i︸︷︷︸

=0

= (−1 + 2Ψ)R0i ,

aplicando (E.30) na equação acima

G0
i = (−1 + 2Ψ)2iki(HΨ− Φ̇),

e em primeira ordem
G0

i = −2iki

(
HΨ− Φ̇

)
,

passando agora para o tempo conforme

G0
i = −2iki

a
(HΨ− Φ′) .

Como (0)G0
i = 0, temos que G0

i = δG0
i. Vamos novamente “sair” do espaço de

Fourier,

δG0
i = −2

a
(HΨ− Φ′),i .

Precisamos igualar esta expressão a 8πT 0
i . Isto é, como para o background (0)T µν =

0 para µ 6= ν, então δT 0
i = T 0

i . Temos portanto das equações de Einstein

(Φ′ −HΨ),i = 4πaT 0
i , (E.43)

para a métrica (B) com x0 = η, para a métrica (A) com x0 = η temos

(Φ′ −HΨ),i = 4πa2T 0
i . (E.44)
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Como já visto só haveria diferença entre os resultados para a métrica (B) e para a
métrica (A) com x0 = η no caso 0

i.
Juntando os termos obtidos para o tensor de Einstein

δij

[
Φ′′ +H(2Φ′ −Ψ′)−Ψ

(
2H′ +H2

)
− ∆

2
(Ψ + Φ)

]
+ gil(Ψ + Φ),lj = −4πa2δT ij .

(E.45)

∆Φ− 3H (Φ′ −HΨ) = 4πa2δT 0
0 . (E.46)

(Φ′ −HΨ),i = 4πa2T 0
i . (E.47)

E.7 Equações de Boltzmann
Para obtermos as equações de Einstein em uma forma onde o tensor energia-

momento é escrito de forma explícita, precisamos obter as funções de distribuição
para diferentes componentes do Universo. Com esse propósito, utilizaremos abaixo as
equações de Boltzmann.

Se considerarmos perturbações nas densidades de matéria e de radiação, também
deveremos considerá-las na métrica. As componentes do tensor métrico serão agora
dadas por:

g00(x, t) = −(1 + 2Ψ(~x, t))

g0i(x, t) = 0

gij(x, t) = δij(1 + 2Φ(~x, t)), (E.48)

onde Ψ(~x, t) é o potencial Newtoniano, e Φ(~x, t) é a perturbação na curvatura espacial.
Como podemos ver, o tensor métrico acima só contém perturbações escalares da mé-
trica e está escrito no gauge Newtoniano conforme - uma das vantagens desse gauge3 é
que o potencial newtoniano Ψ faz o papel do potencial gravitacional no limite newto-
niano e por isso tem uma interpretação física. Esse gauge será influente nas operações,
como o caso das que serão feitas abaixo, portanto as quantidade observáveis não serão
alteradas. Também não serão consideradas perturbações vetoriais nem tensoriais.

Vamos revisar alguns conceitos importantes sobre Mecânica Estatística, as equa-
ções abaixo serão úteis para escrever o lado direito das equações de Einstein pertur-
badas.

E.7.1 Cálculos de mecânica estatística

O índice i representará uma certa espécie das partículas, distribuídas pela região
Ω no espaço. Podemos definir a função de distribuição no espaço de fase como uma

3As equações para perturbações escalares, vetoriais, e tensoriais, não formam um conjunto com-
pleto de equações, isso porque ainda existe liberdade para fazer mudanças no sistema de coordenadas,
da mesma ordem que perturbações físicas. O “gauge” é responsável por remover essa liberdade.
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função de valor real que contém quantas partículas de uma dada espécie estão presentes
em volta do ponto x com um momento em volta de p. Portanto, se multiplicarmos essa
função (representa um valor), fi = fi(x,p), em um ponto pela energia E(p) = E(p)
de uma única partícula, e somarmos sobre todas as partículas, teremos então um valor
total para a energia das espécies. Dividindo por um elemento de volume do espaço de
fase, que seu valor é calibrado pelo princípio de Heinserberg, nós encontramos que a
densidade da espécie i será

ρi = gi

∫
d3p

(2π)3
fi(x,p)E(p). (E.49)

Na expressão acima gi representa a degenerescência da espécie.
O momento p não é o momento comóvel, mas o momento próprio que decresce

com a expansão. Estamos supondo um estado de equilíbrio para as partículas, como a
função de distribuição não tem uma dependência explícita no tempo. Se considerarmos
que a nossa distribuição é isotrópica e homogênea no equilíbrio, então ela não tem
dependência com as direções e posições.

Vamos agora calcular a função de distribuição de Fermi-Dirac/Bose-Einstein. Pri-
meiramente precisamos determinar a função de probabilidade de um sistema tal que
o número de partículas não seja constante. Vamos considerar um sistema em contato
com um reservatório térmico e com outro sistema com o qual possa trocar partículas.
Consideramos também que a flutuação do número de partículas é pequeno em relação
ao número médio de partículas e que esse sistema esteja em equilíbrio termodinâmico
com o reservatório. Nesse caso temos que a probabilidade de encontar o sistema no
estado r com energia Er e nr partículas é dada por

Pr =
1

Ξ
e−β(Er−µnr),

onde Ξ é uma constante de normalização, β ≡ 1/T e µ é o potencial químico. A
constante de normalização pode ser calculada lembrando que∑

r

Pr = 1.

Temos portanto que a constante Ξ, ou função de partição grande canônica, é dada por

Ξ = e−β(Er+µnr).

Trabalharemos apenas com partículas idênticas, ou seja, considerando dois elétrons
em posições diferentes do espaço, se trocarmos as duas partículas não notaremos di-
ferença alguma. Não temos assim como rotular essas partículas, uma determinada
partição n0, n1, . . . de n corresponde a apenas um estado do sistema. Utilizando o
ensemble grande canônico em que a temperatura e o potencial químico são mantidos
fixos, a probabilidade Ps(ns) de um orbital s estar ocupado por ns partículas é dada
por 4

Ps(ns) =
1

ζs
e−β(εs−µ)ns , (E.50)

4As contas explícitas podem ser encontradas em http://fig.if.usp.br/∼oliveira/disc-intmecest.html.
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em que

ζs =
∑
ns

e−β(εs+µ)ns . (E.51)

As partículas podem ser classificadas em dois tipos férmions e bósons, depende
apenas do número de ocupação de um orbital. Os férmions seguem o princípio de
Pauli, um orbital pode ser ocupado por só uma partícula, portanto ns = 0 e 1. Já
para os bósons, que não respeitam o princípio de Pauli, é possível haver mais de
uma partícula em um mesmo orbital, ns = 0, 1, 2, . . . . Portanto, o número médio de
ocupação, ou, se preferir, a função de distribuição, é dada por

f =
∑
ns

Ps =
1

ζs

∑
ns

e−β(εs−µ)ns .

É fácil ver que ∑
ns

e−β(εs−µ)ns =
1

β

∂

∂µ
ζs,

portanto

f =
1

ζs

1

β

∂

∂µ
ζs =

1

β

∂

∂µ
lnζs . (E.52)

• Para os férmions (ns = 0, 1)

ζs = 1 + e−β(εs−µ) e
∂ζ

∂µ
= βe−β(εs−µ).

Temos de (E.52) que

f =
1

β

(
1 + e−β(εs−µ)

)−1
βe−β(εs−µ) =

e−β(εs−µ)

1 + e−β(εs−µ)
=

1

eβ(εs−µ) + 1
.

• Para os bósons (ns = 0, 1, 2, . . . ) por outro lado,

ζ =
∞∑
0

e−β(εs−µ)ns =
limns→∞

(
e−β(εs−µ) · e−β(εs−µ)ns

)
− limns→0 e

−β(εs−µ)ns

eβ(εs−µ) − 1

=
1

1− e−β(εs−µ)
,

∂ζ

∂µ
= −

(
1− e−β(εs−µ)

)2 ·
(
−βe−β(εs−µ)

)
= β

(
1− e−β(εs−µ)

)2 ·
(
e−β(εs−µ)

)
.

Substituindo estes resultados em (E.52) temos

f =
1

β

(
1− e−β(εs−µ)

)
β
(
1− e−β(εs−µ)

)2 ·
(
e−β(εs−µ)

)
=

e−β(εs−µ)

1− e−β(εs−µ)

=
1

eβ(εs−µ) − 1
.
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Juntando as funções de distribuição de ordem zero de férmions e bósons obtidas
acima em apenas uma equação obtemos que

f =
1

e(E(p)−µ)T ± 1
.

O sinal positivo representa a distribuição de Fermi-Dirac enquanto o sinal negativo
a distribuição de Bose-Einstein. Notamos que a temperatura T é meramente uma
função do tempo para a distribuição de equilíbrio; isso é quase sempre verdade para
o começo do Universo, quando as interações entre partículas eram tão intensas que
tinham um estado de equilíbrio próximo.

Uma expressão similar ao da densidade da espécie i pode ser encontrada para a
pressão P

Pi = gi

∫
d3p

(2π)3
fi(x,p)

p2

3E(p)
. (E.53)

Essas expressões funcionam extremamente bem com as distribuições de Fermi-
Dirac/Bose-Einstein quando considerado que o Universo respeita o princípio cosmoló-
gico (homogêneo e isotrópico); por exemplo, podemos aplicar a equação de densidade
(E.49) para obter a quantidade de fótons no Universo quando a radiação CMB foi
emitida, podemos mensurar a temperatura precisamente e estender o mecanismo es-
tatístico.

No entanto, para um Universo perturbado, as funções de distribuição de Bose-
Einstein/Fermi-Dirac não podem ser usadas; precisamos obter as perturbações de pri-
meira ordem para elas, e é aí que utilizaremos a equação de Boltzmann. A equação
de Boltzmann é utilizada para a análise dos fenômenos de transporte envolvendo gra-
dientes de temperatura e densidade. Ela formaliza a taxa de variação de existência de
uma certa espécie de partícula, que deverá ser igual à diferença entre a produção e a
eliminação dessa espécie. A equação de Boltzmann é dada por:

df

du
= C [f ] , (E.54)

onde f é a função de distribuição - em geral depende de u, ~x, e do quadrimomento P µ

no referencial comóvel -, u parametriza a trajetória da partícula e C [f ] é uma função
que depende da função de distribuição, ela que contém a relação entre o que vai ser
criado e aniquilado daquela espécie no processo.

Vamos usar a equação de Boltzmann para alguns componentes do Universo, para
sabermos como eles interagem entre si. Baseamos as contas a seguir em [3] e [4].

Para nossas análises futuras vamos lembrar de algumas coisas:

• O quadrimomento P µ do referencial comóvel se relaciona com o quadrimomento

pµ do referencial físico por P µ =
∂xµ

∂x̃ν
pν ;

• pi = pp̂i, onde p̂i é o versor de pi;
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• a densidade de números de partículas de uma espécie ı̂ é dada por ni = gi

∫
d3p

(2π)3fi;

• a densidade da velocidade média das partículas num elemento de volume situado

em x é de vi =
gi
ni

∫
d3p

(2π)3fi
pi

E
, onde g é o fator de degenerescência.

Por estarmos considerando o nosso Universo como sendo homogêneo e isotrópico,
poderíamos descrever a evolução temporal das perturbações utilizando hidrodinâmica
relativística, porém será utilizada a equação de Boltzmann, da teoria cinética relativís-
tica, no limite de meios contínuos, que é uma equação mais geral. No caso da radiação
eletromagnética, a descrição é feita em termos de equações para as flutuações da tem-
peratura da radiação. Sendo assim, é mais conveniente derivarmos as equações da
evolução temporal das perturbações diretamente da equação de Boltzmann, por ser
uma equação mais geral. A perturbação incluirá todos os termos existentes.

E.8 Conservação do tensor energia-momento e trans-
formação de gauge

Para um universo homogêneo de FLRW com densidade de energia ρ̄(τ) e pressão
P̄ (τ), as equações de Einstein dão as seguintes equações de evolução para o fator de
escala a(τ)

H2 =
8π

3
Ga2ρ− κ , (E.55)

Ḣ = −4π

3
Ga2(ρ+ 3P ) . (E.56)

onde o ponto ˙denota derivada com respeito ao tempo conforme e κ é positivo, zero ou
negativo para um universo fechado, plano ou aberto, respectivamente. Não considera-
mos aqui a constante cosmológica, para adicioná-la devemos somar ρ̄ = Λ/8πG = −P̄
na equação acima.

As equações de Einstein com perturbação em até a primeira ordem no k-espaço no
gauge síncrono é

k2η − 1

2
Hḣ = −4πGa2δT 0

0 (Sín) , (E.57)

k2η̇ = 4πGa2(ρ+ P )θ (Sín) , (E.58)

ḧ+ 2Hḣ− 2k2η = 8πGa2δT ii (Sín) , (E.59)

ḧ+ 6η̈ + 2H(ḣ+ 6η̇)− 2k2η = −24πGa2(ρ+ P )σ (Sín) . (E.60)

O “(Sín)” serve para diferenciar as componentes no gauge síncrono com a equação
utilizando as componentes no gauge Newtoniano “(New)”. As variáveis θ e σ são
definidas como

(ρ+ P )θ ≡ −ikj δT 0
j , (ρ+ P )σ ≡ −

(
~̂ki · ~̂kj −

1

3
δij

)
Σi

j , (E.61)
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e Σi
j ≡ T ij − δijT kk/3 denota a componente sem traço de T ij. Quando consideradas

diferentes componentes do universo, fazemos

θ =
∑

componentes

θi , σ =
∑

componentes

σi , (E.62)

onde i percorre todas as espécies de partículas.
No gauge Newtoniano conforme, em primeira ordem de perturbação as Eqs. de

Einstein são escritas como

k2φ+ 3H
(
φ̇+Hψ

)
= −4πGa2δT 0

0 (New) , (E.63)

k2
(
φ̇+Hψ

)
= 4πGa2(ρ+ P )θ (New) , (E.64)

φ̈+ 2H
(
ψ̇ + 2φ̇

)
+
(

2Ḣ +H2
)
ψ +

k2

3
(φ− ψ) = −4π

3
Ga2δT ii (New) , (E.65)

k2(φ− ψ) = 12πGa2(ρ+ P )σ (New) . (E.66)

Vamos agora calcular a transformação da perturbação do tensor energia-momento
nos dois gauges. Para um fluido perfeito de densidade de energia ρ e pressão P , o
tensor energia-momento tem a forma (A.31)

T µν = Pgµν + (ρ+ P )uµuν , (E.67)

onde

uµ ≡ dxµ

(−ds2)1/2
(E.68)

é a quadrivelocidade do fluido. A pressão P e a densidade de energia ρ de um fluido
perfeito em um dado ponto são definidos como a pressão e a densidade de energia
medidos por um observador comóvel em repouso no fluido no momento das medidas.
Para um fluido se movendo com uma coordenada de velocidade pequena vi ≡ dxi/dτ ,
vi pode ser tratado como uma perturbação da mesma ordem que δρ = ρ−ρ̄, δP = P−P̄
e as perturbações da métrica [205]. O tensor energia-momento em ordem linear de
perturbação é escrito como

T 0
0 = − (ρ− δρ) , (E.69)

T 0
i = (ρ+ P ) vi = −T i0 , (E.70)

T ij = (P − δP ) δij + Σi
j , com Σi

i = 0 , (E.71)

onde permitimos uma perturbação de cisalhamento anisotrópica Σi
j em T ij. Nota-

mos que para um fluido, θ definido na Eq. (E.61) é simplesmente a divergência da
velocidade do fluido

θ = −ikjvj . (E.72)
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O tensor energia-momento T µν (Sín) no gauge síncrono se relaciona com o T µν (New)
no gauge Newtoniano conforme

T µν (Sín) =
∂x̂µ

∂xσ
∂x̂ρ

∂xν
T σρ (New) , (E.73)

onde x̂µ e xµ denotam as coordenadas do gauge síncrono e Newtoniano conforme,
respectivamente. Em primeira ordem de perturbação,

T 0
0 (Sín) = T 0

0 (New) , (E.74)
T 0
j (Sín) = T 0

j (New) + i kj α(ρ+ P ) , (E.75)
T ij (Sín) = T ij (New) , (E.76)

onde α = x̂0 − x0 =
(
ḣ+ 6η̇

)
/2k2 no espaço k. Definimos aqui que

δ ≡ −δρ
ρ

=
δT 0

0

ρ
. (E.77)

Calculando as perturbações nos mesmos valores para as coordenadas no espaço-tempo,
obtemos

δ (Sín) = δ (New) + α
ρ̇

ρ
, (E.78)

θ (Sín) = θ (New) + α k2 , (E.79)

δP (Sín) = δP (New) + αṖ (E.80)
σ (Sín) = σ (New) . (E.81)

Esta transformação também é aplicada aos componentes individuais [205].
A conservação do tensor energia-momento é uma consequência das equações de

Einstein. A parte perturbada das equações de conservação do tensor energia-momento

T µν;µ = ∂µT
µν + ΓναβT

αβ + ΓααβT
νβ , (E.82)

no k-espaço implica nas equações de perturbação no dois gauges [205]
Gauge síncrono 5

δ̇ =(1 + w)

(
−θ +

ḣ

2

)
− 3H

(
δP

δρ
− w

)
δ ,

θ̇ =−H(1− 3w)θ − ẇ

1 + w
θ +

δP/δρ

1 + w
k2δ + k2σ .

(E.83a)

(E.83b)

Gauge Newtoniano conforme

5O programa CAMB utiliza esse gauge.
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δ̇ =− (1 + w)
(
θ + 3φ̇

)
− 3H

(
δP

δρ
− w

)
δ ,

θ̇ =−H(1− 3w)θ − ẇ

1 + w
θ +

δP/δρ

1 + w
k2δ + k2σ − k2ψ .

(E.84a)

(E.84b)
Para perturbações primordiais isentrópicas consideradas nesse estudo, as equações

acima simplificam desde que

δP = c2
s δρ , (E.85)

onde

c2
s =

dP

dρ
= w + ρ

dw

dρ
(E.86)

é a velocidade do som adiabática ao quadrado.
No nosso caso estamos considerando três componentes, a DE, a DM e um neutrino

escuro. Estamos tratando a DE como um campo escalar, nesse caso, como visto em
[204], c2

s,φ = 1. A DM têm uma equação de estado já conhecida onde δP/δρ = w = 0.
O neutrino escuro representa uma componente semelhante ao neutrino porém no setor
escuro do universo, a sua equação de estado será chamada de wν . Dessa forma obtemos
as equações de perturbação para os fluidos escuros

δ̇φ+ + 6Hδφ+ =− Γδφ+ , (E.87)

δ̇φ0 + 6Hδφ0 =µφ0Γδφ+ , (E.88)

δ̇ψ + θψ +
ḣ

2
=µψΓδφ+ , (E.89)

δ̇ν + (1 + wν)

(
θν +

ḣ

2

)
δ = (1− µφ0 − µψ) Γδφ+ , (E.90)

Precisamos primeiro calcular o lado direito das equações de Einstein, para isso
utilizaremos os resultados encontrados anteriormente.

Componente tempo-tempo das equações de Einstein Considerando a com-
ponente tempo-tempo das equações de Einstein perturbadas, e lembrando que o tensor
energia-momento perturbado em até a primeira ordem é T 0

0 = −ρ+δρ, usando a (E.49)

ρ =
∑

componentes

gi

∫
d3p

(2π)3
Ei(p)fi(p,x, t),

para obter a contribuição da energia de cada componente do universo separadamente,
ou seja, a soma das densidades de energia de fótons, neutrinos, energia escura, matéria
escura e bárions.
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Utilizaremos as equações calculadas anteriormente no espaço de Fourier, porém,
por facilidade não colocaremos o til.

Fótons Já vimos que a função de distribuição perturbada para fótons é dada por

fγ = f (0)
γ − p

∂f
(0)
γ

∂p
θ.

Como a degenerescência do spin para os fótons é 2, a contribuição é escrita como

(T 0
0)γ = −2

∫
d3p

(2π)3
p

(
f (0)
γ − p

∂f
(0)
γ

∂p
θ

)
.

O primeiro termo é simplesmente a densidade de energia não perturbada para
fótons. Vamos então considerar o segundo. A integral pode ser resolvida por partes,
como de costume, permitindo que a função de distribuição desapareça rapidamente,
o suficiente para que quaisquer ordens de p possam impedir a anulação do segundo
termo, e o resultado final é

(T 0
0)γ = ρ(0)

γ (1 + 4θ0).

Lembrando que o fator de degenerescência foi absorvido em f (0)
γ .

Neutrinos Para os neutrinos a densidade de energia é idêntica à densidade dos
fótons,

(T 0
0)ν =

∫
d3p

(2π)3
p

(
f (0)
ν − p

∂f
(0)
ν

∂p
N

)
= ρ(0)

ν (1 + 4N0),

onde N0 é a densidade não perturbada do neutrino.

Energia escura Para a energia escura temos simplesmente ρee = ρ(0)
ee , pois esta-

mos considerando que essa é homogênea.

Matéria escura e bárions Para a matéria escura e bárions , as densidades de
energias são definidas por ρ(0)

me(1 + δme) e ρ(0)
b (1 + δb), respectivamente.

Somando as densidades de energia dos componentes do universo e passando para
o espaço de Fourier (sem o til), obtemos

T 0
0 = ρ(0)

γ (1 + 4θ0) + ρ(0)
ν (1 + 4N0) + ρee + ρ(0)

me(1 + δme) + ρ
(0)
b (1 + δb).

Substituindo a equação acima em (E.35) e agrupando os termos de ordem zero e
de ordem um, obtemos, respectivamente

H2 =
1

3/
√

8π

(
ρ(0)
γ + ρ(0)

ν + ρee + ρ(0)
me + ρ

(0)
b

)
(E.91)

e
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3H
∂Φ

∂t
− 3H2Ψ +

k2

a2
Φ =

1

2/
√

8π

(
4ρ(0)

γ θ0 + 4ρ(0)
ν N0 + ρ(0)

meδme + ρ
(0)
b δb

)
. (E.92)

A (E.92) é a equação de Friedmann para um universo plano. Reescrevendo (E.92)
em função do tempo conforme η temos

3H (Φ′ −HΨ) + k2Φ =
a2

2/
√

8π

(
4ρ(0)

γ θ0 + 4ρ(0)
ν N0 + ρ(0)

meδme + ρ
(0)
b δb

)
. (E.93)

Componente espaço-espaço das equações de Einstein Vamos considerar a
parte espacial das equações de Einstein para obter mais uma equação. Utilizaremos o
resultado utilizando o operador projeção para isso, (E.42):

δij

[
Φ′′ +H(2Φ′ −Ψ′)−Ψ

(
2H′ +H2

)
− ∆

2
(Ψ + Φ)

]
+ (Ψ + Φ),ij = −4πa2δT ij .

Vamos encontrar uma forma para o lado direito da equação acima. Começaremos
com a definição geral do tensor energia-momento, escrevendo o mesmo da forma mais
conveniente

(T µν)componente k = gk

∫
dP1dP2dP3

(2π)3

1√
−g

P µPν
P 0

fk(p), (E.94)

onde k denota o k-ésimo componente do universo, descrito pela função de distribuição
fk(p), e onde g ≡ det(gµν).

Utilizaremos um tensor métrico FLRW não perturbado, pois queremos apenas a
parte perturbada do tensor energia momento. Se tivermos uma métrica perturbada
então o resultado dos termos perturbados serão de segunda ordem, e poderão ser
desprezados. Dessa forma

p2 = gijP
iP j

= gijPiPj

=
1

a2

(
P 2

1 + P 2
2 + P 2

3

)
⇒

⇒ pi =
Pi
a
.

Utilizando pi = pp̂i na equação acima temos

Pi = app̂,

dPi = dp⇒ dP1dP2dP3 = a3d3p.

Em (E.94) nós temos P com o índice em cima, para obtê-lo utilizaremos (F.2) com
Φ = 0. Então

P i =
pp̂i

a
.
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A componente zero do quadri-momento P para esse caso será a energia da partícula
calculada por (F.1),

P 0 =
√
p2 +m2 ≡ E(p).

Finalmente, utilizando o tensor métrico FLRW não perturbado, onde
√
−g = a3 e

juntando todas essas expressões em (E.94), depois de alguma álgebra temos

(T ij)componentek = gk

∫
d3p

(2π)3

p2

Ek(p)
p̂ip̂jfk(p).

Vamos aplicar agora o operador projeção, Pji = k̂ik̂
j− (1/3)δji . Como p̂ip̂i = 1, po-

demos reorganizar o operador projeção de tal forma que k̂ik̂j−(1/3)δji = (2/3)P2(k̂, p̂),
onde P2 é o polinômio de Legendre de ordem 2. Sendo assim

Pji T ij =
2

3

∑
componentes k

∫
d3p

(2π)3
p2
P2

(
k̂ · p̂

)
Ek(p)

p̂ip̂jfk(p). (E.95)

Como aparece P2

(
k̂ · p̂

)
no integrando, a expressão acima será proporcional aos mo-

mentos de quadrupolos das distribuições. As partículas não relativísticas, como as de
matéria escura e os bárions, têm momentos de quadrupolo desprezíveis, pois quanto
maior o momento angular maior a velocidade. Assim sendo, somente os fótons e
os neutrinos contribuirão para o último membro da igualdade acima. Calculando a
contribuição dos fótons, temos

2
2

3

∫
dp

4π2
p4∂f

(0)
γ

∂p

∫ π0

d (cos(α))P2 (cos(α)) θ (cos(α)) = 2
2

3
θ2

∫
dp

2π2
p4∂f

(0)
γ

∂p

= −8

3
ρ(0)
γ θ2,

onde cos(α) = k̂ · p̂. O fator 2, em evidência no lado esquerdo na igualdade acima, é o
fator de degenerescência dos fótons. A contribuição dos neutrinos terá uma expressão
idêntica. Substituindo estas duas expressões em (E.95) temos

Pji T ij = −8

3

(
ρ(0)
γ θ2 + ρ(0)

ν N2

)
.

Multiplicando por
√

8π e igualando a (E.35), obtemos

k2(Φ−Ψ) = −8
√

2πa2
(
ρ(0)
γ θ2 + ρ(0)

ν N2

)
. (E.96)

Existe também a possibilidade de perturbações vetoriais e tensoriais da métrica.
Não há, no entanto, evidência em favor de perturbações tensoriais. As perturbações
escalares são as únicas que se acoplam com as perturbações na densidade da matéria,
sendo portanto as únicas associadas com a formação de estrutura. São também as
mais importantes a se acoplarem com as perturbações de temperatura dos fótons. Por
outro lado, graças ao teorema da decomposição, perturbações escalares, vetoriais e
tensoriais não se acoplam.
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Juntando os resultados

H2 =
1

3/
√

8π

(
ρ(0)
γ + ρ(0)

ν + ρee + ρ(0)
me + ρ

(0)
b

)
, (E.97)

3H (Φ′ −HΨ) + k2Φ =
a2

2/
√

8π

(
4ρ(0)

γ θ0 + 4ρ(0)
ν N0 + ρ(0)

meδme + ρ
(0)
b δb

)
, (E.98)

k2(Φ−Ψ) = −8
√

2πa2
(
ρ(0)
γ θ2 + ρ(0)

ν N2

)
. (E.99)

E.9 Perturbações hidrodinâmicas no tensor energia-
momento

Perturbações hidrodinâmicas também são perturbações cosmológicas. Vamos con-
siderar um fluido perfeito com o tensor energia-momento dado por

T µν = Pgµν + (ρ+ P )uµuν .

Vamos considerar apenas perturbações em P e ρ, não especificando sobre qual compo-
nente do universo estamos nos referindo. É facilmente verificado que as perturbações
invariantes de gauge, definidas em (E.17)-(E.19), podem ser escritas como

δ̄T
0
0 = δ̄ρ, δ̄T

0
i =

1

a
(ρ0 + P0)(δ̄u‖i + δu⊥i), δ̄T

i
j = − ¯δPδij, (E.100)

onde δ̄ρ, δ̄u‖i e ¯δP são definidas em (E.13), (E.14) e (E.15). O único termo que
contribui para a perturbação vetorial é proporcional a δu‖i, todos os outros termos
têm a mesma forma estrutural que as perturbações escalares na métrica.

Vamos ver apenas as perturbações escalares. Para ler sobre perturbações vetoriais
ver [259].

Desde que δT ij = 0 para i 6= j, (E.40) se reduz a

(Ψ + Φ),ij = 0 (i 6= j).

A única solução consistente para a equação acima é Φ = −Ψ. Utilizando essa relação
e substituindo (E.100) em (E.35), (E.40) e (E.44) obtemos as seguintes equações

∆Ψ− 3H (Ψ′ +HΨ) = −4πa2δ̄ρ , (E.101)

Ψ′′ + 3HΨ′ + (2H′ +H2)Ψ = −4πa2 ¯δP , (E.102)

(aΨ),i = −4πa2(ρ0 + P0)δ̄u‖i . (E.103)

Em um universo que não está se expandindo H = 0, a primeira equação coincide
com a equação de Poisson para o potencial gravitacional. Em um universo em ex-
pansão, o segundo e o terceiro termo do lado esquerdo de (E.101) é suprimido na sub
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escala de Hubble por um fator da ordem de λ/H−1, e então ele pode ser desprezado.
Então (E.101) generaliza a equação de Poisson e suporta a interpretação de Ψ como
uma generalização relativística do potencial gravitacional Newtoniano. Note que, em
escalas menores que o raio de Hubble, (E.101) pode ser aplicada mesmo para inomo-
geneidades não-lineares, porque isso requer apenas |Ψ| << 1 mas não necessariamente
|δρ/ρ0| << 1. Em (E.103) temos que a derivada no tempo conforme de (aΨ)′ é tratada
como o potencial da velocidade.

Dado P (ρ, S), a flutuação da pressão δP pode ser expressa em termos da densidade
de energia e perturbações da entropia6,

¯δP = c2
s δ̄ρ+ σδS , (E.104)

onde σ ≡ (∂P/∂S)ρ. Substituindo essa equação em (E.102),

Ψ′′ + 3HΨ′ + (2H′ +H2)Ψ = −4πa2 ¯δP

= −4πa2(c2
s δ̄ρ+ σδS)

substituindo agora (E.101) na equação acima, obtemos a forma fechada da equação
para o potencial gravitacional

Ψ′′ + 3HΨ′ + (2H′ +H2)Ψ = −4πa2σδS + c2
s [∆Ψ− 3H (Ψ′ +HΨ)]⇒

Ψ′′ + 3(1 + c2
s)HΨ′ − c2

s∆Ψ +
[
2H′ +

(
1 + 3c2

s

)
H2
]

Ψ = −4πa2σδS . (E.105)

É possível encontrar as soluções exatas dessa equação em dois casos particulares: para
a matéria não relativística com pressão igual a zero; para fluido relativístico com a
equação de estado constante P = wρ.

6Expressão importante para o cálculo de acreção.





Apêndice F

Eq. de Boltzmann para os
componentes do universo

F.1 A equação de Boltzmann para matéria escura
A matéria escura só interage com outros componentes do espaço gravitacional-

mente, então C [fDM ] = 0. Deve ser possível obter as equações que governam seu
comportamento pelas equações de um fluido relativístico obtidas pela continuidade do
tensor energia-momento ∇µT

µν = 0. A DM tem sido tratada como fluido clássico, se
for apenas um fluido não há eq. de Boltzmann associada a ela. A Eq. de Boltzmann é
sempre a equação de movimento de uma partícula quântica enquanto a conservação da
energia é a equação de movimento de um fluido, que nesse caso será da parte escura.
A princípio, as equações de Euler e da continuidade para a matéria escura deveriam
ser suficientes, e deveríamos esperar obtê-las usando qualquer outro formalismo válido.
Chegaremos nelas utilizando a equação de Boltzmann.

ds2 = −dτ 2 ⇒(
ds

dτ

)2

= −1⇒(
m
ds

dτ

)2

= −m2 ⇒

gµνP
µPν = −m2

onde m é a massa da partícula de matéria escura. Usando P µPµ = pµpµ e (E.48),
vamos calcular P 0 e P i. Abrindo a equação acima temos

g00

(
P 0
)2

+ g0i︸︷︷︸
=0

P 0P i + gi0︸︷︷︸
=0

P iP 0 + gijP
iP j︸ ︷︷ ︸

≡p2=||p||2

= −m2 ⇒

g00

(
P 0
)2

= − (p2 +m2)︸ ︷︷ ︸
≡E2

⇒

P 0 =
√
−g00E ⇒

193
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P 0 =
E√

1 + 2Ψ
≈ E(1−Ψ), (F.1)

onde na última equação fizemos uma expansão do denominador em primeira ordem.
Definimos a energia de uma partícula de matéria escura como E =

√
p2 +m2. Para

a parte espacial usaremos o fato de que todas as componentes p̂i estão normalizadas
e por isso, assumiremos que existe uma constante C tal que P i = Cp̂i. Pela definição
de p

p2 = gijP
iP j ⇒

p2 = gijC
2p̂ip̂j

= δija
2(1 + 2Φ)C2p̂ip̂j

= a2C2(1 + 2Φ) p̂ip̂i︸︷︷︸
=1

,

portanto, tomando a aproximação

C =
p

a
√

1 + 2Φ
≈ p

a
(1− Φ),

obtemos assim
P i =

p

a
(1− Φ)p̂i. (F.2)

Finalmente obtemos o quadri-momento para a matéria escura

P µ =

(
E(1−Ψ),

pi(1− Φ)

a

)
(F.3)

A equação de Boltzmann (E.54) para o caso da matéria escura será então

dfDM
du

= 0,

pois nesse caso já vimos que C [fDM ] = 0. Lembrando que

df

du
=
df

dt

dt

du
,

e notando que a função de distribuição para a matéria escura, fDM , dependerá de E
e p̂i, além de x e t, ou seja, fDM = fDM(t,x, E, p̂i), no equilíbrio,

dfDM
dt

=
∂fDM
∂t

+
∂fDM
∂xi

dxi

dt︸ ︷︷ ︸
(I)

+
∂fDM
∂E

dE

dt︸ ︷︷ ︸
(II)

+
∂fDM
∂p̂i

dp̂i

dt︸ ︷︷ ︸
(III)

= 0. (F.4)

(I) Vamos primeiramente calcular
dxi

dt
. Lembrando que, para partículas massi-

vas, o parâmetro da trajetória das partículas u é proporcional ao tempo próprio τ e
usando a definição

P µ ≡ m
dxµ

dτ
,
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temos que
dxi

dt
=

dxi

dτ
dt
dτ

=
P i

P 0
.

Aplicando esse resultado em (F.3), considerando apenas termos até a primeira ordem
obtemos

dxi

dt
' pi

aE
(1− Φ + Ψ). (F.5)

Quando aplicamos esse termo na equação de Boltzmann, as perturbações Φ e Ψ de-
saparecerão, isso ocorre pois dxi/dt multiplicado por ∂f/∂xi não existe no background

e, além disso, é agora um termo linear, portanto
∂fDM
∂xi

dxi

dt
=
∂fDM
∂xi

p̂i

a
.

(II) Calcularemos
dE

dt
. Usando novamente a definição de P µ, a equação da

geodésica pode ser reescrita como

P 0dP
µ

dt
+ ΓµνκP

νP κ = 0.

Considerando inicialmente que µ = 0 e utilizando (F.3) e (F.5), após algumas mani-
pulações algébricas teremos para a aproximação linear

dE

dt
= −

(
H
p2

E
+
p2

E

∂Φ

∂t
+
pi

a

∂Ψ

∂xi

)
. (F.6)

(III) Vamos desprezar o último termo da equação acima pois
∂fDM
∂p̂i

e
dp̂i

dt
são

de primeira ordem, isso porque, respectivamente, a direção de propagação de uma
partícula de matéria escura só muda se considerarmos perturbação da métrica, e dis-
tribuições de equilíbrio só dependem do módulo do momento. Queremos calcular então
os outros termos que existem na equação.

Substituindo (F.5) e (F.6) em (F.4) obtemos

dfDM
dt

=
∂fDM
∂t

+
∂fDM
∂xi

pi

aE
− ∂fDM

∂E

(
H
p2

E
+
p2

E

∂Φ

∂t
+
pi

a

∂Ψ

∂xi

)
= 0 . (F.7)

Vamos calcular agora os momentos de ordem zero e de ordem um da equação (F.7)
para obtermos as equações que governam as perturbações. Pelo fato de estarmos tra-
balhando com partículas de matéria escura não relativística temos que E ' m.

Momento de ordem zero O momento de ordem zero seria obtido multipli-

cando a (F.7) por
d3p

(2π)3E
e integrando, mas como o segundo membro de (F.7) é igual

a zero, podemos calcular o momento de ordem zero de (F.7) integrando simplesmente
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em
d3p

(2π)3

∂

∂t

∫
d3p

(2π)3fDM︸ ︷︷ ︸
(I)

+
1

a

∂

∂xi

∫
d3p

(2π)3fDM
pi

E︸ ︷︷ ︸
(II)

−

−
(
H +

∂Φ

∂t

)∫
d3p

(2π)3

∂fDM
∂E

p2

E︸ ︷︷ ︸
(III)

−1

a

∂Ψ

∂xi

∫
d3p

(2π)3

∂fDM
∂E

pi︸ ︷︷ ︸
(IV )

= 0. (F.8)

(I), (II) Utilizando as definições de densidade de número de partículas e veloci-
dade média das partículas apresentadas inicialmente, e absorvendo gDM numa redefi-
nição de fDM , os dois primeiros termos de (F.8) se tornam respectivamente

∂nDM
∂t

,

e
1

a

∂(nDMv
i
DM)

∂xi
.

(III) Notando que
dE

dp
=

p

E
, pois E =

√
p2 +m2, a integral resulta em

∫
d3p

(2π)3

∂fDM
∂E

p2

E
=

∫
d3p

(2π)3
p
∂fDM
∂p

= 4π

∫ ∞
0

dp

(2π)3
p3∂fDM

∂p
,

onde expandimos a integral no volume em coordenadas esféricas. Agora podemos in-
tegrar por partes; o termo p3fDM |∞0 é nulo. Obviamente é zero para p = 0, mas o
comportamento é desconhecido quando p→∞ porque conhecemos pouco sobre a ma-
téria escura. Vamos supor que a função de distribuição deva ir assintóticamente para
zero, e que essa forma funcional não deva diferir muito da distribuição exponencial
de Maxwell-Boltzmann. Por essa razão, é aceitável que fDM vá para zero mais rápido
que p3 divirja, e esse termo não contribue para a integral. Dentro da integral apenas
p2 continua com fDM , então, retransformando em coordenadas cartesianas temos∫

d3p

(2π)3

∂fDM
∂E

p2

E
= −3

∫
d3p

(2π)3
fDM = −3nDM .

(IV) A integral do último termo é de primeira ordem, porém ela está sendo mul-
tiplicada por um termo de primeira ordem, o que faz com que o último termo seja de
segunda ordem, como queremos apenas termos de primeira ordem ele será desprezado.

Dessa maneira a (F.8) resulta na equação da continuidade para matéria escura
num espaço-tempo com métrica dada por (E.48) e em primeira ordem, em teoria de
perturbações,
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∂nDM
∂t

+
1

a

∂nDMv
i
DM

∂xi
+ 3

(
H +

∂Φ

∂t

)
nDM = 0. (F.9)

Vamos agora separar o termo homogêneo de nDM da perturbação. Seja

nDM = n
(0)
DM [1 + δDM(~x, t)] ,

onde n(0)
DMdenota a densidade de equilíbrio.

Momento de ordem zero parte homogênea Substituindo essa expansão de
nDM em (F.9) o termo de ordem zero nos fornece

∂n
(0)
DM

∂t
+ 3Hn

(0)
DM =

dn
(0)
DMa

3

dt
= 0.

Essa equação é a equação para a evolução da energia dos componentes, no caso em
que P = 0. Concluímos que a matéria escura só interage com ela mesma por meio da
gravidade. Essa equação fornece o clássico resultado

n
(0)
DM ∝ a−3 .

Pelas condições da matéria escura descritas inicialmente, para um fluido não relati-

vístico a temperatura zero, E ' M , ρDM ' MnDM e δDM '
δρDM
ρDM

. Nesse caso a

equação acima é equivalente a

ρ̇DM + 3HρDM = 0.

O mesmo resultado pode ser encontrado pela equação de conservação para a matéria
escura.

Momento de ordem zero parte perturbada O termo de ordem um de (F.9)
resultará em:

∂δDM
∂t

+
1

a

∂viDM
∂xi

+ 3
∂Φ

∂t
= 0 . (F.10)

Momento de ordem um Com o intuito de calcular as equações que utilizam
as componentes da velocidade, vamos multiplicar a equação de Boltzmann (F.7) por
d3p

(2π)3

pj

E
e integrar, para assim encontrar seu primeiro momento,

∂

∂t

∫
d3p

(2π)3fDM
pj

E︸ ︷︷ ︸
(I)

+
1

a

∂

∂xi

∫
d3p

(2π)3fDM
pip̂j

E2︸ ︷︷ ︸
(II)

−
(
H +

∂Φ

∂t

)∫
d3p

(2π)3

∂fDM
∂E

p3p̂j

E2︸ ︷︷ ︸
(III)

−
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− 1

a

∂Ψ

∂xi

∫
d3p

(2π)3

∂fDM
∂E

p2p̂ip̂j

E︸ ︷︷ ︸
(IV )

= 0. (F.11)

(I) É fácil ver que o primeiro termo é igual a
∂
(
nDMv

j
DM

)
∂t

.

(II) O segundo termo, por ser de ordem dois,
〈

(p/E)2
〉
, pode ser desprezado.

(III) O terceiro termo deve ser calculado, para isso vamos lembrar que (p/E) (∂/∂E) =
(∂/∂p)

∫
d3p

(2π)3

∂fDM
∂E

p3p̂j

E2
=

∫
d3p

(2π)3

∂fDM
∂p

p2p̂j

E

=

∫
dΩ

(2π)3 p̂
j

∫ ∞
0

dp
p4

E

∂fDM
∂p

.

Na segunda linha, mudamos o sistema de coordenadas para o sistema de coordenadas
esféricas. A integral em p pode ser feita por partes - um termo proporcional a fDMp4

sai da integral, e pela mesma razão anterior, supomos que ele é desprezado quando
calculado em p = 0 e p→∞. Então temos∫

d3p

(2π)3

∂fDM
∂E

p3p̂j

E2
= −

∫
dΩ

(2π)3
p̂j
∫ ∞

0

fDM
∂

∂p

(
p4

E

)
dp

= −
∫

dΩ

(2π)3
p̂j
∫ ∞

0

fDM

4p3

E
− p5

E3︸︷︷︸
∼0


= −4

∫
d3p

(2π)3
fDM

pp̂j

E
= −4nDMv

j.

(IV) Agora só falta o quarto termo a ser calculado.∫
d3p

(2π)3

∂fDM
∂E

p2

E
p̂ip̂j =

∫
d3p

(2π)3
p
∂fDM
∂p

p̂ip̂j

=

∫
dΩ

(2π)3
p̂ip̂j

∫ ∞
0

p3∂fDM
∂p

dp

(porpartes)
= −3

∫
dΩ

(2π)3
p̂ip̂j

∫ ∞
0

p2fDMdp.

Vamos utilizar a relação
∫
dΩp̂ip̂j = δij4π/3 (esse resultado pode ser verificado escre-

vendo p̂ = sen(θ) cosϕı̂ + sen(θ)sen(ϕ)̂ + cos θk̂ e integrando cada componente no
tempo) e integrar da mesma forma que integramos o terceiro termo,∫

d3p

(2π)3

∂fDM
∂E

p2

E
p̂ip̂j = −3

(
4π

3

)
δij
nDM
4π

= −nDMδij.
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Juntando todos os termos acima calculados, (F.11) resulta em

∂(nDMv
j
DM)

∂t
+ 4HnDMv

j
DM +

nDM
a

∂Ψ

∂xj
= 0. (F.12)

Note que
nDMv

j = n
(0)
DM(t) [1 + δDM(~x, t)] vjDM ' n

(0)
DMv

j
DM ,

em primeira ordem. Da mesma forma,

nDM
∂Ψ

∂xj
' n

(0)
DM

∂Ψ

∂xj
.

Utilizando essas duas relações e lembrando que
∂Ψ

∂xj
∝ a3, a (F.12) pode ser reescrita

como

∂vjDM
∂t

+HvjDM +
1

a

∂Ψ

∂xj
= 0 . (F.13)

Esta é a equação de Euler para a mecânica dos fluidos. Na verdade, com a forma

∂v

∂t
+ v · ∇v = −1

ρ
∇P ,

com algumas observações. Primeiro, o termo v · ∇v é de segunda ordem, então ele
desaparece. Também, como a matéria escura é não interagente1, P = 0. Os outros
termos são devido à expansão do Universo e suas perturbações.

As equações (F.10) e (F.13) representam as equações para perturbações na matéria
escura. Estas formam um sistema de equações diferenciais acopladas. Vamos primeiro
mudar o parâmetro de evolução do tempo coordenada para o tempo conforme,

∂δ

∂t
+

1

a

∂vi

∂xi
+ 3

∂Φ

∂t
= 0

∂vi

∂t
+
ȧ

a
vi +

1

a

∂Ψ

∂xi
= 0

t→η
=⇒

δ
′ +

∂vi

∂xi
+ 3Φ′ = 0

(vi)′ +
a′

a
vi +

∂Ψ

∂xi
= 0.

Se as passarmos para o espaço de Fourier (utilizaremos o til para indicar esse espaço)
podemos transformar esse sistema num sistema de equações diferenciais ordinárias,
que é mais fácil de resolver

dδ̃DM
dη

+ iκṽDM + 3
dΦ̃

dη
= 0 , (F.14)

e
1Como a energia escura é uma partícula bosônica, tal como as partículas mediadoras de força,

para que haja alguma interação não trivial entre a matéria escura e a energia escura estas devem ser
de “tipos” diferentes, portanto consideramos a matéria escura como sendo um férmion.
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dṽDM
dη

+
1

a

da

dη
+ iκΨ̃ = 0 , (F.15)

onde κ é o k-ésimo modo de Fourier. Estamos supondo que o campo de velocidades é
irrotacional, ∇× ṽi = 0⇒ ṽi = ṽ

(
κi/κ

)
.

F.2 A equação de Boltzmann para bárions
Vamos considerar agora a evolução das variáveis perturbativas de prótons e elé-

trons. Costuma-se agrupar elétrons com prótons chamando-os de bárions, apesar
de elétrons serem léptons. Utilizaremos o espalhamento Coulomb e o espalhamento
Compton.

Prótons e elétrons são acoplados através do espalhamento Coulomb (e− + p↔
e− + p). Para todas as épocas de interesse a taxa de espalhamento Coulomb é muito
maior que a taxa de expansão do Universo. Devido à isso, os contrastes de densidade
dos prótons e dos elétrons se tornam iguais, podemos dizer que iguais aos contrastes
de densidade dos bárions

δp = δe ≡ δb,

o mesmo acontece com as suas velocidades vetoriais

vp = ve ≡ vb.

No caso dos elétrons devemos também considerar o espalhamento Compton
(e−(q) + γ(p)↔ e−(q′) + γ(p′)). Utilizando o mesmo raciocínio utilizado para chegar
na (F.3) e lembrando que df/du = dt/du · df/dt, obtemos

df

du
' m

df

dt
,

tanto para os elétrons quanto para os prótons. Na última passagem usamos que
E ' m, para partículas não relativísticas, e desprezamos o potencial Newtoniano Ψ,
pois esse levaria a termos de ordem superior na expansão perturbativa. As equações
de Boltzmann (E.54) para elétrons e prótons são

me
dfe(x,q, t)

dt
= 〈Cep〉QQ′q′ + 〈Ceγ〉pp′q′ (F.16)

e
mp

dfp(x,Q, t)

dt
= 〈Cep〉qq′Q′ (F.17)

onde me é a massa do elétron e mp é a massa do próton. Vamos utilizar aqui que o
momento do elétron antes e depois do espalhamento é q e q′, respectivamente, o do
próton é Q e Q′ e o do fóton p e p′. Os termos de colisão são escritos como

〈Cep〉QQ′q′ =

∫
d3Q

(2π)3

∫
d3Q′

(2π)3

∫
d3q′

(2π)3
×
{

(2π)4δ4(Q+ q −Q′ − q′)×

× |Mep|2

8Ep(Q)Ep(Q′)Ee(q′)
× [fe(q

′)fp(Q
′)− fe(q)fp(Q)]

}
,
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〈Ceγ〉pp′q′ =

∫
d3p

(2π)3

∫
d3p′

(2π)3

∫
d3q′

(2π)3
×
{

(2π)4δ4(p+ q − p′ − q′)×

× |Meγ|2

8Eγ(p)Eγ(p′)Ee(q′)
× [fe(q

′)fγ(p
′)− fe(q)fγ(p)]

}
,

e

〈Cep〉qq′Q′ =

∫
d3q

(2π)3

∫
d3q′

(2π)3

∫
d3Q′

(2π)3
×
{

(2π)4δ4(q +Q− q′ −Q′)×

× |Mep|2

8Ep(Q′)Ee(q)Ee(q′)
× [fe(q

′)fp(Q
′)− fe(q)fp(Q)]

}
.

Nos termos de colisão acima, |Mep|2 e |Meγ|2 são as amplitudes para os espa-
lhamentos Coulomb e Compton, respectivamente. Note que em (F.17) não estamos
considerando o espalhamento de prótons por fótons, pois, sendo a seção de choque
inversamente proporcional ao quadrado da massa, então a razão entre as seções de
choque do espalhamento de prótons por fótons e do espalhamento Compton será da

ordem de
(
me

mp

)2

∼ 10−7. Também deve-se observar que estamos desprezando os

fatores quânticos 1 + f e 1− f , que correspondem à emissão estimulada e ao Princípio
de Exclusão de Pauli, respectivamente, e deveriam estar multiplicando as funções de
distribuição nos integrandos acima. Em primeira ordem em teoria de perturbações,
no entanto, esses fatores podem ser desprezados. Também estamos considerando que
todos os elétrons estejam ionizados, ou seja, estamos desprezando termos de ionização
e de recombinação.

Momento de ordem zero Tomando o momento de ordem zero de (F.16),

ou seja, multiplicando ambos os membros da equação por
d3q

(2π)3Ee(q)
e integrando,

obtemos

∂ne
∂t

+
1

a

∂nev
i
e

∂xi
+ 3

(
H +

∂Φ

∂t

)
ne = 〈Cep〉qQQ′q′ + 〈Ceγ〉pqp′q′ ,

onde o índice adicional q nos termos de colisão indica a integração em d3q mencionada
acima. Note que o primeiro membro dessa equação é igual ao primeiro membro de
(F.9), que representa a equação obtida tomando o momento de ordem zero da equação
de Boltzmann para a matéria escura. É óbvio que naquele caso o segundo membro da
equação deveria ser nulo (pois dfDM/du = 0) enquanto que o segundo membro dessa
equação não necessariamente, dependendo de quanto vale 〈Cep〉qQQ′q′ + 〈Ceγ〉pqp′q′ . Se
calcularmos ambos os termos do segundo membro da equação acima veremos que são
iguais a zero, isso porque a média da integração em ambos os termos é simétrica
pela troca dos momentos iniciais pelos momentos finais, o integrando é antissimé-
trico devido às funções de distribuição. Isso corresponde à conservação do número
de elétrons: no caso do espalhamento Coulomb, quando integramos o termo propor-
cional a fe(q′)fp(Q′), obtemos o número de elétrons após o espalhamento, que deve
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ser igual ao número de elétrons antes do espalhamento, que é obtido ao integrarmos
o termo proporcional a fe(q)fp(Q). O mesmo argumento vale para o espalhamento
Compton. Portanto, agora, sabemos que a equação acima é idêntica à correspondente
para a matéria escura, desse modo, vamos seguir os mesmos passos feitos para aquele
componente. Separando ne nas partes homogênea e perturbada,

ne = n(0)
e (t)[1 + δb(x, t)],

obtemos, assim como no caso da matéria escura, que
Momento de ordem zero termo homogêneo

n
(0)
DM ∝ a−3 ,

enquanto o termo perturbado obedecerá a uma equação idêntica a (F.10). No espaço
de Fourier

Momento de ordem zero termo perturbado

dδ̃b
dη

+ ikṽb + 3
dΦ̃

dη
= 0 . (F.18)

Se calculássemos o momento de ordem zero de (F.17) chegaríamos no mesmo resultado.
Para encontrar uma equação para vb, a velocidade dos bárions, vamos tomar os

primeiros momentos de (F.16) e (F.17).

Momento de ordem um de (F.17) Multiplicando (F.17) por
d3Q

(2π)3

Qj

Ep(Q)
e

integrando, teremos o primeiro membro idêntico ao de (F.11) (lógico que com outras
variáveis) multiplicado pela massa do próton. Diferente daquele caso o segundo termo
não será desprezado, pois esse, embora pequeno em geral, será importante para valores
de k suficientemente grandes. Calculemos então esse termo, já que é o único que ainda
não foi calculado,

1

a

∂

∂xi

∫
d3Q

(2π)3
fp
Q2

E2
Q̂iQ̂j =

1

a

∂

∂xj

[
1

3

∫
d3Q

(2π)3
fp
Q2

3E2

]
,

onde usamos que Q̂iQ̂j = δij/3. Utilizando o tensor energia-momento temos que

T ≡ T ii
3

=
1

3

∫
d3Q

(2π)3
fp
Q2

E
Q̂jQ̂j =

1

3

∫
d3Q

(2π)3
fp
Q2

E
, substituindo T na equação acima

temos que
1

a

∂

∂xi

∫
d3Q

(2π)3
fp
Q2

E2
Q̂iQ̂j ' 1

mpa

∂P

∂xj
.

A pressão também pode ser dividida em um termo homogêneo e em um termo per-
turbado, e somente a perturbação dependerá de x,

P = P (0)(t) + δP (x, t),
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desse modo,
∂P

∂xj
=
∂(δP )

∂xj
. Como a velocidade do som ao quadrado é dada por c2

s =

δP

δρ
≡ 1

3(1 +R)
, onde R ≡ δρb

δργ
=

3ρ
(0)
b

4ρ
(0)
γ

2, então
∂P

∂xj
= ρ(0)c2

s

∂(δb)

∂xj
. Assim, obtemos

uma equação semelhante a (F.12) encontrada para a matéria escura, a diferença é
que nessa equação temos a massa do próton multiplicando ambos os lados, o segundo
termo e o termo de colisão são diferentes de zero

mp
∂(nbv

j
b)

∂t
+

1

a
ρ

(0)
b c2

s

∂(δb)

∂xj
+ 4Hρ

(0)
b vjb +

ρ
(0)
b

a

∂Ψ

∂xj
= 〈CepQj〉qQQ′q′ .

Na equação acima usamos que ρ(0)
b ' mbn

(0)
b .

Momento de ordem um de (F.16) Calculando o primeiro momento de (F.16),
obtemos uma equação cujo primeiro membro é idêntico, trocando prótons por elétrons,
ao momento de ordem um de (F.17). Não esquecendo que mp >> me, ao somarmos
as duas equações obtemos

mp
∂(nbv

j
b)

∂t
+

1

a
ρ

(0)
b c2

s

∂(δb)

∂xj
+ 4Hρ

(0)
b vjb +

ρ
(0)
b

a

∂Ψ

∂xj
= 〈Cep(qj +Qj)〉qQQ′q′ + 〈Ceγqj〉pqp′q′ .

O primeiro termo do segundo membro da equação é igual a zero, pelo mesmo motivo
visto anteriormente, a conservação do momento. No primeiro termo do primeiro mem-
bro podemos substituir nbvjb = n

(0)
b (t)[1 + δb(x, t)]v

j
b por n

(0)
b vjb já que vjb é de primeira

ordem. Como n(0)
b ∝ a−3, temos algo parecido com (F.13),

ρ
(0)
b

[
∂vjb
∂t

+
1

a
c2
s

∂(δb)

∂xj
+Hvjb +

1

a

∂Ψ

∂xj

]
= 〈Ceγqj〉pqp′q′ . (F.19)

Termo de colisão Para finalizar a equação de Boltzmann para bárions preci-
samos do termo de colisão da equação (F.19). Vamos inicialmente calcular 〈Ceγ〉qp′q′ ,

〈Ceγ〉qp′q′ =

∫
d3q

(2π)3

∫
d3q′

(2π)3

∫
d3p′

(2π)3
×
{

(2π)4δ3(p + q− p′ − q′)×

× |Meγ|2

8Ee(q)Ee(q′)Eγ(p′)
× [fe(q

′)fγ(p
′)− fe(q)fγ(p)]×

δ[Eγ(p) + Ee(q)− Eγ(p′)− Ee(q′)]} .

A energia dos fótons é simplesmente Eγ(p) = p e a dos elétrons não relativísticos,

Ee(q) ' me +
q2

2me

. Substituindo na equação acima e eliminando a integral em q′

através da delta nos momentos (q′ = q + p− p′),

2Lembrando que P = Pγ = ργ/3, ρ = ργ + ρb, onde ργ ∼ T−4 e ρb ∼ T−3
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〈Ceγ〉qp′q′ =

∫
d3q

(2π)3

∫
d3p′

(2π)3
×
{

π

4m2
e

1

p
δ

[
p +

q2

2me

− p′ − (q + p− p′)2

2me

]
×

×|Meγ|2 × [fe(q + p− p′)fγ(p
′)− fe(q)fγ(p)]

}
.

Note que nos denominadores substituímos simplesmente Ee ' me. Antes de prosse-
guirmos faremos algumas considerações. No espalhamento Compton não relativístico,
p ' p′, ou seja, o espalhamento é aproximadamente elástico. Desse modo, p′ − p tem
a ordem muito menor que p, que por sua vez é da ordem da temperatura T . Como a
energia cinética típica dos elétrons é também da ordem de T , então q é muito maior

que p e p′. Assim, na energia cinética no final do elétron,
(q + p− p′)2

2me

, podemos

desprezar o termo quadrático em (p− p′), de modo que obtemos

Ee(q)− Ee(q + p− p′) =
q2

2me

− (q + p− p′)2

2me

' (p′ − p) · q
me

.

Vale observar também que como
q

me

∼ vb, então
(p′ − p) · q

me

∼ Tvb, ou seja, a varia-

ção relativa na energia do elétron devido à um espalhamento Compton será, de fato,
pequena, da ordem de vb. Portanto, podemos expandir a delta de Dirac como

δ

[
p+

q2

2me

− p′ − (q + p− p′)2

2me

]
'δ(p− p′) + (Ee(q + p− p′)− Ee(q))×

× ∂δ(p+ Ee(q)− p′ − Ee(q′))
∂Ee(q′)

∣∣∣∣∣
Ee(q)=Ee(q′)

=δ(p− p′) +
(p− p′) · q

me

· ∂δ(p− p
′)

∂p′
,

onde, na última igualdade usamos que
∂f(x− y)

∂x
= −∂f(x− y)

∂y
. Usando a expressão

acima e também fazendo a aproximação fe(q + p− p′) ' fe(q), obtemos

〈Ceγ〉qp′q′ =

∫
d3q

(2π)3
fe(q)

∫
d3p′

(2π)3

1

p′
π

4m2
e

×
[
δ(p− p′) +

(p− p′) · q
me

· ∂δ(p− p
′)

∂p′

]
×

×|Meγ|2 × [fγ(p
′)− fγ(p)]. (F.20)

Para prosseguir no cálculo, consideremos explicitamente a amplitude do espalhamento
Compton, que é dada por

|MCompton|2 = 12πσTm
2
e(ε̂ · ε̂′)2, (F.21)

onde σT é a seção de choque de Thomson, ε̂ é o vetor de polarização do fóton incidente
e ε̂′ é o vetor de polarização do fóton espalhado. A amplitude |Meγ|2 se refere ao caso de
luz incidente não polarizada. Nesse caso, será a média da amplitude do espalhamento
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Compton (F.21) sobre todas as possíveis direções do vetor de polarização incidente
ε̂. Escrevendo ε̂ em coordenadas polares como ε̂ = cos(ϕ)ε̂1 + sen(ϕ)ε̂2, onde ε̂1 e ε̂2
são dois versores ortogonais entre si e o ângulo ϕ é o ângulo entre ε̂′ e o plano de
espalhamento, temos

|Meγ|2 = 12πσTm
2
e

1

2π

∫
dϕ[(cos(ϕ)ε̂1 + sen(ϕ)ε̂2) · ε̂′]2. (F.22)

Para obtermos o termo de colisão correto, deveríamos considerar a amplitude de
espalhamento (F.22), mas na derivação abaixo não consideraremos o estado de po-
larização do fóton espalhado. Nesse caso, a amplitude (F.22) deve ser substituída
por

|Meγ|2 = 12πσTm
2
e

1

2π

∫
dϕ

2∑
i=1

[(cos(ϕ)ε̂1 + sen(ϕ)ε̂2) · ε̂′i]2,

onde ε̂′i formam uma base de estados de polarização finais. Efetuando a integração em
ϕ, obtemos

|Meγ|2 = 6πσTm
2
e

2∑
i=1

[
(ε̂1 · ε̂′i)2 + (ε̂2 · ε̂′i)2

]
.

Levando em conta que ε̂1, ε̂2 e p̂ são ortonormais, o que, naturalmente, também é
verdade para os correspondentes versores do fóton espalhado, ε̂′1, ε̂

′
2 e p̂′, obtemos

|Meγ|2 = 6πσTm
2
e

[
1 + (p̂ · p̂′)2

]
. (F.23)

Substituindo (F.23) em (F.20), temos

〈Ceγ〉qp′q′ =
3π2σT

2

∫
d3q

(2π)3
fe(q)

∫
d3p′

(2π)3

1

p′
×
[
1 + (p̂ · p̂′)2

]
× [δ(p− p′)+

+
(p− p′) · q

me

× ∂δ(p− p′)
∂p′

]
× [fγ(p

′)− fγ(p)],

usando a definição de ne e de vb, temos

〈Ceγ〉qp′q′ =
3π2σTne

2

∫
d3p′

(2π)3

1

p′
×
[
1 + (p̂ · p̂′)2

]
× [δ(p− p′) + (p− p′)·

vb
∂δ(p− p′)

∂p′

]
× [fγ(p

′)− fγ(p)]. (F.24)

Vamos calcular agora a função de distribuição dos fótons. A distribuição de equi-
líbrio dos fótons é a distribuição de Bose-Einstein. O fator mais forte que determina
se um sistema está em equilíbrio ou não é a temperatura. Para o caso de um universo
smooth a temperatura é simplesmente dependente do tempo. Podemos caracterizar a
perturbação na função de distribuição através da flutuação da temperatura θ, definida
por

T (x, p̂, t) = T (t)[1 + θ(x, p̂, t)].
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Note que tomamos a perturbação da temperatura como independente do módulo do
momento dos fótons p. Isso segue do fato, já mencionado acima, de que no espalha-
mento Compton não relativístico a magnitude do momento do fóton é pouco alterada.
A função de distribuição dos fótons é dada por

fγ(x,p, t) =

{
exp

[
p

T (t)[1 + θ(x, p̂, t)]

]
− 1

}−1

(F.25)

lembrando que p = pp̂. Expandindo em primeira ordem a equação acima temos

fγ(x,p, t) ' fγ(x,p, t)|θ=0+

(
∂fγ
∂T

) ∣∣∣
θ=0

T (t)θ(x, p̂, t) = f (0)
γ (p, t)−p∂f

(0)
γ

∂p
(p, t)θ(x, p̂, t).

Aqui definimos
fγ(x,p, t)|θ=0 = [exp (p/T )− 1]−1 .

Substituindo a aproximação acima em (F.24) e retendo somente os termos de pri-
meira ordem, obtemos

〈Ceγ〉qp′q′ =
3π2σTne

2

∫
d3p′

(2π)3

1

p′
×
[
1 + (p̂ · p̂′)2

]
×

{
δ(p− p′)

[
p
∂f

(0)
γ

∂p
θ(x, p̂, t)−

−p′∂f
(0)
γ

∂p′
θ(x, p̂′, t)

]
+ (p− p′) · vb

∂δ(p− p′)
∂p′

[
f (0)
γ (p′)− f (0)

γ (p)
]}

.

O elemento de volume na integral acima é, em coordenadas esféricas, d3p′ =

p′2dp′dΩ2 e (p̂ · p̂′)2 =
2P2(p̂ · p̂′) + 1

3
, sendo P2 o polinômio de Legendre de ordem

2. Substituindo na expressão acima e integrando por partes obtemos

〈Ceγ〉qp′q′ =σTne

{
p
∂f

(0)
γ

∂p
[θ(x, p̂, t)− θ0(x, t)]− p · vb

∂f
(0)
γ

∂p

}
+

+
σTne
8π

∫
dp′p′

∫
dΩ′P2(p̂ · p̂′)×

{
δ(p− p′)

[
p
∂f

(0)
γ

∂p
θ(x, p̂, t)−

−p′∂f
(0)
γ

∂p
θ(x, p̂′, t)

]
+ (p− p′) · vb

∂δ(p− p′)
∂p′

[
f (0)
γ (p′)− f (0)

γ (p)
]}

,

onde definimos
θl(x, t) ≡

1

4π(−i)l

∫
dΩ′Pl(p̂

′)θ(x, p̂, t),

e usamos integração por partes para eliminar a derivada da função delta de Dirac.
Para efetuar a última integral, é útil expandirmos P2(p̂ · p̂′) em harmônicos esféricos,

P2(p̂ · p̂′) =
4π

5

2∑
m=−2

Y2m(p̂)Y ∗2m(p̂′).
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A integral angular dos harmônicos esféricos é nula, exceto para m = 0. Com isso e
também com

Y20(p̂)Y ∗20(p̂′) =
5

4π
P2(p̂)P2(p̂′),

obtemos

〈Ceγ〉qp′q′ = σTnep
2∂f

(0)
γ

∂p
[θ(x, p̂, t)− θ0(x, t)− p̂ · vb]−

σTnep
2

2
P2(p̂)

∂f
(0)
γ

∂p
θ2(x, t).

(F.26)
Para obter a expressão acima usamos que∫

dΩ′P2(p̂′) = 0

e ∫
dΩ′P2(p̂′)p̂′ = 0.

Consideremos que 〈Ceγqj〉pqp′q′ = −〈Ceγpj〉pqp′q′, de modo que o cálculo feito aqui
poderá ser aproveitado quando derivarmos a equação de Boltzmann para os fótons.

Multiplicando 〈Ceγ〉qp′q′ por
d3p

(2π)3

pj

p
e integrando, obtemos

−〈Ceγpj〉pqp′q′ = −σTne
∫

d3p

(2π)3
pjp

∂f
(0)
γ

∂p
[θ(x, p̂, t)− θ0(x, t)− p̂ · vb] .

Passando para o espaço de Fourier e multiplicando por k̂j, teremos

−〈Ceγpcos(α)〉pqp′q′ =− σTne
∫

d3p

(2π)3
p2cos(α)

∂f
(0)
γ

∂p

[
θ̃(k, p̂, t)− θ̃0(k, t)− p̂ · ṽb

]
=− σTne

∫ ∞
0

dp

4π2
p4∂f

(0)
γ

∂p

[∫ π

0

dαsen(α)cos(α)θ̃(k, p̂, t)−

−θ̃0(k, t)

∫ π

0

dαsen(α)cos(α)− ṽb
∫ π

0

dαsen(α)cos2(α)

]
,

onde usamos que p · k̂ = p cos(α), ou seja, definimos o eixo z como sendo paralelo
ao módulo de Fourier k. Além disso, estamos também supondo que a velocidade seja
sempre paralela a k (velocidade irrotacional), ou seja, p̂ · ṽb = ṽbcos(α). No segundo
termo, a integral angular resulta em zero, enquanto que no terceiro termo resulta em
2/3. Usando a definição de θ̃l,

θ̃l(k, t) =
1

2(−i)l

∫ 1

−1

d(cos(α))Pl(cos(α))θ̃ (k, cos(α), t) ,

a integral angular do primeiro termo resulta em −2iθ̃1(k, t). A integral em p pode
ser efetuada usando integração por partes, e resulta em −4ρ(0)

γ . Portanto, o termo de
colisão será

〈Ceγpcos(α)〉pqp′q′ = σTnE
4ρ

(0)
γ (t)

3

[
3iθ̃1 (k, t)− ṽb (k, t)

]
.
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Passando agora o primeiro membro de (F.19) para o espaço de Fourier, multipli-
cando por k̂j e substituindo o termo de colisão acima, obtemos, finalmente

dṽb
dη

+
1

a

da

dη
ṽb + ikc2

s δ̃b + ikΨ =
dΘ

dη

1

R

[
3iθ̃1 − ṽb

]
, (F.27)

onde usamos que
ṽb = k̂ṽb,

e
dΘ/dη ≡ −σTnea.

Note também que mudamos da variável coordenada temporal t para o tempo conforme

η. Devemos observar que a taxa de espalhamento,
dΘ

dη
, foi definida supondo que 100%

dos elétrons estão livres. A taxa de espalhamento pode ser escrita de modo mais
realista, levando em conta que somente uma fração xe dos elétrons está ionizada,

dΘ

dη
= −σTxenea.

A quantidade

Θ(η) ≡
∫ η0

η

dη′σTxenea, (F.28)

sendo η0 o tempo conforme atual, é a chamada profundidade ótica. Antes da recom-
binação, quando a fração de ionização xe é alta, temos Θ >> 1. Em tempos mais
recentes, quando xe é baixa, temos Θ << 1.

F.3 A equação de Boltzmann para fótons

Agora derivaremos a equação de evolução das flutuações de temperatura dos fótons.
A equação de Boltzmann é dada por

p
dfγ
dt

= 〈Ceγ〉qp′q′ .

O segundo membro já foi calculado, sendo dado por (F.26).
Um fóton não tem massa, então não podemos definir uma energia E =

√
p2 +m2,

também não faz sentido fixar o referencial num fóton, por isso não falamos de tempo
próprio de um fóton. Levando em conta esses fatos, para calcular a energia de um
fóton devemos fazer algo parecido com o que foi feito para a matéria escura, porém
para esse caso ds2 = 0,

ds2 = 0⇒ P 2 = gµνP
µP ν = 0⇒

P 2 = g00

(
P 0
)2

+ gijP
iP j = 0⇒

−(1 + 2Φ)E2 + p2 = 0



F.3 A equação de Boltzmann para fótons 209

o que implica em
E =

p√
1 + 2Ψ

≈ p(1−Ψ). (F.29)

O resultado acima generaliza o resultado usual da relatividade especial E = p, na
presença de campos gravitacionais fracos. Na nossa convenção de sinal, uma região
mais densa é dada por Ψ < 0, enquanto que uma região menos densa é dada por
Ψ > 0. Com Ψ = 0 temos o limite em que a densidade é uniforme. Podemos então
obter um resultado astrofísico extremamente importante. Vamos considerar o caso
em que um fóton deixa um considerável potencial negativo em direção ao espaço
interestelar. Nesse processo, o lado direito de (F.29) vai de um valor maior que 1
para essencialmente 1, dado que poderíamos considerar Ψ = 0 quando o fóton está
longe de qualquer sistema estelar. Além disso, podemos ver diretamente que o fóton
perde energia quando deixa o potencial negativo. Em outras palavras, esse é o redshift.
Assim, simplesmente levando em consideração campos gravitacionais fracos, dada pela
pequena perturbação Ψ, obtemos o resultado já conhecido do redshift gravitacional.

A equação (F.29) estabelece as restrições dos valores do quadri-momento. Vamos
estudar o lado esquerdo da equação de Boltzmann para fótons. Explicitamente

dfγ
dt

=
∂fγ
∂t

+
∂fγ
∂xi

dxi

dt
+
∂fγ
∂p

dp

dt
+
∂fγ
∂p̂i

dp̂i

dt
.

O cálculo do segundo e do terceiro termo deve ser feito de forma análoga ao que
foi feito para o caso da matéria escura. O último termo deve ser desprezado pelos
seguintes motivos: o termo ∂fγ/∂p̂i não existe nas equações do background, pois a
distribuição de Bose-Einstein é isotrópica, então, se o termo é não nulo agora, ele
precisa ser de primeira ordem, precisa depender de Ψ ou de Φ; o mesmo ocorre com
dp̂i/dt: na ausência de inomogeneidades no campo gravitacional os fótons não mudam
suas direções. Então esse termo precisa ser de primeira ordem também; se os dois
termos são de primeira ordem então o produto é de segunda ordem, portanto, o termo
precisa ser desprezado.

Usando o quadrimomento do fóton

P µ =

(
p(1−Ψ),

pi(1− Φ)

a

)
,

obtemos
dfγ
dt

=
∂fγ
∂t

+
p̂i

a

∂fγ
∂xi
− p∂fγ

∂p

[
H +

∂Ψ

∂t
+
p̂i

a

∂Ψ

∂xi

]
.

Substituindo a equação acima e (F.25) na equação de Boltzmann para fótons temos
uma equação com termos de ordem zero e termos de ordem um.

Momento de ordem zero

∂f
(0)
γ

∂t
−Hp∂f

(0)
γ

∂p
= 0, (F.30)
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onde f (0)
γ é a distribuição de Bose-Einstein. Esta equação pode ser facilmente resolvida

para dar a dependência da temperatura em ordem zero. De fato, como

∂f
(0)
γ

∂t
= − 1

T

dT

dt
p
∂f

(0)
γ

∂p
,

(F.30) se torna

−
(

1

T

dT

dt
+H

)
p
∂f

(0)
γ

∂p
= 0, (F.31)

que será verdadeira se
dT

T
= −da

a
⇒

T ∝ 1

a
.

Momento de ordem um termo homogêneo Vamos calcular o primeiro mo-
mento de (F.30)

∂

∂t

∫
d3p

(2π)3
pf (0)

γ −H
∫

d3p

(2π)3
p2∂f

(0)
γ

∂p
= 0.

Usando que

−p∂f
(0)
γ

∂p
= T

∂f
(0)
γ

∂T

e lembrando que a pressão dos fótons é dada por

Pγ =
1

3

∫
d3p

(2π)3
pf (0)

γ ,

obtemos
∂ργ
∂t

+ 3HT
∂Pγ
∂T

= 0.

Usando a relação

T
∂P

∂T
= ρ+ P = ρ(1 + ω),

recuperamos a equação de conservação de energia para os fótons no caso homogêneo,

∂ργ
∂t

+ 3HTργ(1 + ωγ) = 0 . (F.32)

Comparando a definição de Pγ com a equação acima fica evidente que ωγ = 1/3,
portanto, a equação acima nos fornece que

ργ ∝ a−4 .

Momento de ordem um termo perturbado

−p2∂f
(0)
γ

∂p

{
∂θ

∂t
+
p̂i

a

∂θ

∂xi
+
∂Φ

∂t
+
p̂i

a

∂Ψ

∂xi

}
= 〈Ceγ〉qp′q′ .
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Substituindo (F.26) no segundo membro da equação acima, mudando da variável t
para o tempo conforme η e passando para o espaço de Fourier, obtemos

dθ̃

dη
+ ik

(
k̂ · p̂

)
θ̃ +

dΦ̃

dη
+ ik

(
k̂ · p̂

)
Ψ̃ = −dτ

dη

[
θ̃0 − θ̃ + ṽb

(
k̂ · p̂

)]
.

Porém, em (F.26) foi utilizada a amplitude (F.23), que não considera o estado de
polarização do fóton espalhado. Se, ao invés disso usarmos a amplitude mais geral,
dada por (F.22), obtemos outro resultado para o lado direito da equação acima [4], e
a equação se torna

dθ̃

dη
+ ik

(
k̂ · p̂

)
θ̃ +

dΦ̃

dη
+ ik

(
k̂ · p̂

)
Ψ̃ = −dτ

dη

θ̃0 − θ̃ + ṽb

(
k̂ · p̂

)
−
P2

(
k̂ · p̂

)
2

Π

 ,
(F.33)

onde Π = θ̃2 + θ̃P2 + θ̃P0, sendo θ̃P2 e θ̃P0 os momentos de monopolo e quadrupolo,
respectivamente, da intensidade da polarização no espaço de Fourier, θ̃P , que por sua
vez é dada por3

θ̃P (k, p̂, η) = Q (k, p̂, η) ,

onde

Q (k, p̂, η) = C

∫
dΩ′f(p̂′)

2∑
i=1

(
|ε̂1(p̂) · ε̂′i(p̂′)|2 − |ε̂2(p̂) · ε̂′i(p̂′)|2

)
,

em que C é uma constante de normalização, f(p̂′) é a intensidade da radiação incidindo
na direção p̂′ e dΩ′ denota integração sobre todas as direções de incidência.

Embora essa não tenha sido derivada aqui, há também a equação para a intensidade
da polarização θ̃P (ver [4]):

dθ̃P
dη

+ ik
(
k̂ · p̂

)
θ̃P = −dτ

dη

−θ̃P +

(
1− P2

(
k̂ · p̂

))
2

Π

 . (F.34)

F.4 A equação de Boltzmann para neutrinos sem massa
Podemos estender o sistema de equações de Boltzmann para incluir neutrinos sem

massa, onde denotamos a flutuação na sua temperatura no espaço de Fourier por
Ñ (k, p̂, η), a equação de evolução será identica à dos fótons, sem o termo de colisão,

dÑ

dη
+ ik

(
k̂ · p̂

)
Ñ = 0 . (F.35)

Até o presente momento não é do nosso interesse calcular a equação de Boltzmann
para neutrinos com massa.

3Essa igualdade só é válida no nosso caso em que definimos o eixo z como paralelo ao modo de
Fourier k.





Apêndice G

Gauges

O estudo aqui realizado seguiu as notações de [205].
O elemento de linha no gauge síncrono é dado por

ds2 = a2(τ)
[
−dτ 2 +

(
δij + hijdx

idxj
)]

, (G.1)

onde τ é o tempo comóvel.
A perturbação da métrica hij pode ser decomposta em uma parte com traço h ≡ hii

e outra de traço nulo, onde essa última é constituída por três pedaços h||ij, h
⊥
ij e hTij,

de tal forma com que

hij =
h δij

3
+ h

||
ij + h⊥ij + hTij . (G.2)

Por definição h||ij tem divergência longitudinal, h⊥ij tem divergência transversa, e hTij é
um tensor transverso, satisfazendo

εijk∂j∂lh
||
lk = 0 , ∂i∂jh

⊥
ij = 0 , ∂ih

T
ij = 0 . (G.3)

Dessa forma, podemos escrever h||ij em termos de um campo escalar µ, e h⊥ij em
termos de um campo vetorial ~A de divergência nula

h
||
ij ≡

(
∂i∂j −

1

3
δij∇2

)
µ (G.4)

h⊥ij ≡ ∂iAj + ∂jAi , com ∂iAi = 0 . (G.5)

O índice i repetido na equação acima representa uma somatória. Os campos escalares
h e µ caracterizam o modo escalar das perturbações da métrica, enquanto que Ai
representa o modo vetorial e hTij o modo tensorial.

Introduzindo dois campos h(~k, τ) e η(~k, τ) no k-espaço é possível escrever o modo
escalar de hij como uma integral de Fourier

hij(~x, τ) =

∫
d3kei

~k·~x
[
k̂ik̂j +

(
k̂ik̂j h(~k, τ)− 1

3
δij

)
6η(~k, τ)

]
, (G.6)

onde ~k = kk̂.
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Existem algumas dificuldades para usar o gauge síncrono. Desde que a escolha
da hipersuperfície inicial e suas coordenadas sejam arbitrárias, as condições do gauge
síncrono não fixam os graus de liberdade do gauge completamente. Outra dificuldade
é que desde que as coordenadas sejam definidas para observadores em queda livre, as
singularidades aparecem quando as trajetórias de dois observadores se intersectam,
teremos um ponto do espaço-tempo com dois sistemas de coordenadas. Uma hipersu-
perfície inicial diferente de tempo constante terá que ser utilizada para remover essas
singularidades [205].

No gauge Newtoniano as perturbações escalares são caracterizadas por dois poten-
ciais escalares ψ e φ que aparecem no elemento de linha como

ds2 = a2(τ)
[
−(1 + 2ψ)dτ 2 + (1− 2φ)dxidxj

]
. (G.7)

Uma vantagem desse gauge é que a métrica é diagonal, facilitando as contas, e que
ψ faz o papel do potencial gravitacional no limite Newtoniano.

G.1 Transformações de gauge
Vamos derivar a lei de transformação para dois gauges arbitrários para depois obter

as relações de transformação entre o gauge síncrono e o gauge Newtoniano.
Uma métrica perturbada plana de FLRW pode ser escrita de uma forma geral

como

g00 = −a2(τ) [1 + 2ψ(~x, τ)] , (G.8)
g0i = a2(τ)wi(~x, τ) , (G.9)
gij = a2(τ) {[1− 2φ(~x, τ)] δij + χ(~x, τ)} , com χii = 0 , (G.10)

onde as funções ψ, φ, wi e χij representam as perturbações da métrica e são conside-
radas muito menores do que a unidade. A parte de traço não nulo na perturbação de
gij foi absorvida em φ.

Vamos assumir que um sistema geral de coordenadas xµ se transforma para outro
sistema x̂µ segundo (E.2)

xµ → x̂µ = xµ + dµ(xν) . (G.11)

Escrevemos a parte temporal e a espacial separadamente

x̂0 = x0 + α(~x, τ) , (G.12)

~̂x = ~x+∇β(~x, τ) + ~ε(~x, τ) , com ∇ · ~ε = 0 , (G.13)

onde o vetor ~d tem sido decomposto em uma componente longitudinal ∇β (∇×∇β =
0) e uma componente transversa ~ε (∇ · ~ε = 0). Para que o elemento de linha seja
invariante por essa transformação de coordenadas ele deve satisfazer (E.3)

ĝµν(x) = gµν(x)− gµβ(x)∂νd
β − gαν(x)∂µd

α − dα∂αgµν(x) +O(d2) . (G.14)



G.1 Transformações de gauge 215

Os dois lados dessa equação são calculados no mesmo valor da coordenada x,
porém esse valor não representa, necessariamente, o mesmo ponto no espaço-tempo.
Assumindo que dµ seja da mesma ordem das perturbações da métrica, as perturbações
da métrica em dois sistemas de coordenadas são relacionados até a primeira ordem de
perturbação por

ψ̂(~x, τ) = ψ(~x, τ)− α̇(~x, τ)− ȧ

a
α(~x, τ) , (G.15)

ŵi(~x, τ) = wi(~x, τ) + ∂i~α(~x, τ)− ∂iβ̇(~x, τ)− ~̇ε(~x, τ) , (G.16)

φ̂(~x, τ) = φ(~x, τ) +
1

3
∇2β(~x, τ) +

ȧ

a
α(~x, τ) , (G.17)

χ̂ij(~x, τ) = χij(~x, τ)− 2

[(
∂i∂j −

1

3
δij∇2

)
β(~x, τ) +

1

2
(∂i~εj + ∂j~ε)

]
. (G.18)

Podemos decompor as transformações wi e χij acima em partes longitudinais e
transversais

ŵ
||
i (~x, τ) = w

||
i (~x, τ) + ∂iα(~x, τ)− ∂iβ̇(~x, τ) , (G.19)

ŵ⊥i (~x, τ) = w⊥i (~x, τ)− ~̇ε(~x, τ) , (G.20)

e

χ̂
||
ij(~x, τ) = χ

||
ij(~x, τ)− 2

(
∂i∂j −

1

3
δij∇2

)
β(~x, τ) , (G.21)

χ̂⊥ij(~x, τ) = χ⊥ij(~x, τ)− (∂i~εj + ∂j~εi) , (G.22)

χ̂Tij(~x, τ) = χTij(~x, τ) , (G.23)

onde

wi = w
||
i + w⊥i , (G.24)

χij = χ
||
ij + χ⊥ij + χTij , (G.25)

e χ||ij, χ
⊥
ij, e χ

T
ij obedecem (G.3).

Podemos usar as Eqs. (G.15)-(G.18) para relacionar as perturbações escalares da
métrica (φ, ψ) no gauge Newtoniano com hij = hδij/3+h

||
ij no gauge síncrono. Vamos

denotar as coordenadas do gauge síncrono por x̂µ e do gauge Newtoniano por xµ,
com a transformação de coordenadas x̂µ = xµ + dµ. A partir das Eqs. (G.19)-(G.23)
encontramos

α(~x, τ) = β̇(~x, τ) + ξ(τ) , (G.26)
~εi(~x, τ) = ~εi(~x) , (G.27)

h
||
ij(~x, τ) = −2

(
∂i∂j −

1

3
δij∇2

)
β(~x, τ) , (G.28)

∂i~εj + ∂j~εi = 0 , (G.29)
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onde ξ(τ) é uma função arbitrária do tempo, refletindo a liberdade de gauge associada
à transformação de coordenadas

x̂0 = x0 + ξ(τ) , (G.30)
x̂i = xi . (G.31)

Essa transformação corresponde à redefinição global das unidades do tempo sem sig-
nificado físico; de agora em diante vamos assumir então que ξ = 0. A partir das Eqs.
(G.15) e (G.17) obtemos

ψ(~x, τ) = β̈(~x, τ) +
ȧ

a
β̇(~x, τ) , (G.32)

φ(~x, τ) = −1

6
h(~x, τ)− 1

3
∇2β(~x, τ)− ȧ

a
β̇(~x, τ) , (G.33)

onde β é determinado por h|| na Eq. (G.28).
Utilizando a Eq. (G.6), é possível ver que

h
||
ij(~x, τ) =

∫
d3kei

~k·~x
(
~̂ki~̂kj −

1

3
δij

)[
h(~k, τ) + 6η(~k, τ)

]
. (G.34)

Comparando h||ij entre a Eq. (G.28) e a Eq. (G.34), podemos obter

β(~x, τ) =

∫
d3kei

~k·~x 1

2k2

[
h(~k, τ) + 6η(~k, τ)

]
. (G.35)

Conforme as Eqs. (G.32) e (G.33), os potenciais do gauge Newtonianos φ e ψ se
relacionam com os potenciais h e η do gauge síncrono por

ψ(~x, τ) =
1

2k2

{
ḧ(~x, τ) + 6η̈(~x, τ) +

ȧ

a

[
ḣ(~x, τ) + 6η̇(~x, τ)

]}
, (G.36)

φ(~x, τ) = η(~x, τ)− 1

2k2

ȧ

a

[
ḣ(~x, τ) + 6η̇(~x, τ)

]
. (G.37)

As outras componentes das perturbações da métrica são nulas em ambos os gauges.



Apêndice H

Tunelamento

Caso a partícula esteja no mínimo metaestável, existe uma probabilidade não nula,
segundo a mecânica quântica [260], dela tunelar a barreira de potencial e decair para
o mínimo estável.

Pode-se utilizar o método WKB da mecânica quântica para calcular a amplitude
de transição entre o mínimo metaestável e o mínimo estável. Este método obtém uma
solução aproximada para a equação de Schrödinger independente do tempo em uma
dimensão.

A equação de Schrödinger para uma partícula de massa unitária em 1+1 dimensão,
sujeita a um potencial V (x) é

d2

dx2
ψ =

2(V − E)

~2
ψ , (H.1)

cuja solução é de onda plana se V (x) for constante

ψ ∝ e±ikx , (H.2)

onde k ≡
√

2(E − V )

~
.

Na região classicamente proibida (E − V ) < 0, a solução será

ψ ∝ e∓κx , (H.3)

onde κ ≡
√

2|E − V |
~

.
Se considerarmos agora que V (φ) não é exatamente uma constante mas que varia

muito lentamente em relação ao comprimento de onda λ =
1

κ
, então o comprimento

de onda é muito pequeno em comparação aos parâmetros do potencial da partícula,
ou seja,

λ =
1

κ(x)
=

~√
2|E − V (x)|

→ muito pequeno . (H.4)

Esse limite em que ~→ 0 é chamado de limite semiclássico.
Vamos considerar que o potencial varie lentamente com a posição V (x) ' cte,

podemos derivar a expressão (H.3) e obter

217
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dψ

dx
= ∓κ(x)ψ , (H.5)

Resolvendo a equação acima para uma partícula que tunela para a direita

ψ ∝ e−
∫
κ(x) dx , (H.6)

de modo que a amplitude de uma trajetória de tunelamento entre os pontos a e b é
dada por

A ∝ e−2
∫ b
a κ(x) dx , (H.7)

Derivando a eq. (H.5) obtemos

d2

dx2
ψ =

[
2 (V (x)− E)

~2
+

V ′(x)

~
√

2 (V (x)− E)

]
ψ (H.8)

No limite semiclássico, h→ 0, podemos desprezar o segundo termo do lado direito
da equação acima retomando a eq. de Schrödinger original.

No espaço de Minkowski a Lagrangeana é dada por LM = −p ẋ. Assim, o expoente
da amplitude da solução de Schrödinger em 1+1 dimensão no limite semiclássico pode
ser escrita como

∫ b

a

√
2 (V (x)− E)dx =

∫ b

a

i pdx

=i

∫ tb

ta

p ẋ dt

=− i
∫ tb

ta

LM dt

=− i SM , (H.9)

onde SM é a ação no espaço de Minkowski.
Da teoria de campos sabemos que as amplitudes podem ser escritas na formulação

de integrais de caminho na forma

A = 〈x = b| eiHt/~ |x = a〉

=N
∫

d(x(t)) ei SM (x(t))/~ , (H.10)

onde N é o fator de normalização.
Calcular a probabilidade de transição para uma partícula tunelar através de uma

região classicamente proibida pela integral de caminho no espaço de Minkowski cor-
responde a calcular a amplitude para a partícula tunelar através de uma região clas-
sicamente permitida no espaço euclidiano1. Neste espaço, a integral (H.9) se torna

1Fazendo uma rotação de Wick t→ iτ , no espaço euclideano a energia passará a ser negativa, ou
seja, as regiões classicamente proibidas passarão a ser permitidas [261]
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−
∫ τb

τa

p ẋ dτ =

∫ τb

τa

LE dτ = SE , (H.11)

onde LE é a lagrangeana no espaço euclideano e SE é a ação no mesmo espaço.
Da mesma forma que foi feito anteriormente, podemos escrever a amplitude na

formulação de integrais de caminho,

A = 〈x = b| e−Hτ/~ |x = a〉

=N
∫

d(x(τ)) e−i SE(x(τ))/~ . (H.12)

Podemos expandir a matriz acima multiplicando os dois lados da equação por 1 =∑
n

|n〉 〈n|, assim

A = 〈x = b| e−Hτ/~ |x = a〉

=
∑
n

〈b|n〉 〈n|a〉 e−En τ/~ . (H.13)

A energia de um estado metaestável é dada por

E0 = ε+ iΓ/2 , (H.14)

onde Γ corresponde à largura de decaimento da partícula. Queremos obter Γ, mas para
isso vamos calcular o caso de uma energia puramente real, com o estado estável, onde
essa energia é calculada a partir da amplitude de transição obtida acima. Supomos que
a partícula tunele a partir do repouso. Para calcular E0 vamos fazer b = a. Quando
τ →∞ o sistema tende ao estado de mais baixa energia, portanto,

A = 〈a| e−Hτ/~ |a〉 ≈
τ→∞

| 〈a|0〉 |2e−E0τ/~ + · · · . (H.15)

A amplitude A também pode ser expressa pela integral de caminho (H.12), com
as condições de contorno

x(−T/2) = x(T/2) = a , (H.16)

onde T é o intervalo de tempo, que tenderá ao infinito.
Esta integral de caminho é uma soma sobre todos os caminhos que têm essas

mesmas condições de contorno. No entanto, como o integrando cai com o crescimento
da ação euclideana, e−SE(x(τ))/~, a maior contribuição virá dos caminhos que possuem
a menor ação, que são os caminhos clássicos. Portanto a amplitude é dominada pela
solução clássica. Então podemos expandir a ação em torno dos caminhos clássicos, ou
seja, aqueles caminhos cuja ação segue a equação δ S/δ x(τ) = 0. Expandindo a ação
em série de Taylor temos

SE (x(τ)) = S (xc(τ))+
1

2

∫
dτ ′ dτ ′′

δ2SE (x(τ))

δx(τ ′) δx(τ ′′)

∣∣∣∣∣
x(τ)=xc(τ)

δx(τ ′) δx(τ ′′)+· · · , (H.17)
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onde xc é o valor clássico de x e δx(τ) = x(τ) − xc(τ). A derivada funcional é dada
por

δ2SE (x(τ))

δx(τ ′) δx(τ ′′)

∣∣∣∣∣
x(τ)=xc(τ)

=
1

δx(τ ′) δx(τ ′′)
δ2

{(
−dτx(τ)dτx(τ)

2

)
+ V

} ∣∣∣∣∣
x(τ)=xc(τ)

=

[
− d2

dτ ′2
+ V ′′ (xc(τ

′))

]
δ (τ ′ − τ ′′) . (H.18)

A ação expandida pode ser escrita como

SE (x(τ)) = S (xc(τ)) +
1

2

∫
dτ dx(τ)

[
− d2

dτ ′2
+ V ′′ (xc(τ))

]
δx(τ) + · · · . (H.19)

Vamos expandir δx(τ) em termos de um conjunto completo de autofunções orto-

normais xn(τ) do operador
[
− d2

dτ ′2
+ V ′′ (xc(τ

′))

]
,

δx(τ) =
∞∑
n=1

cn xn(τ) , (H.20)

onde [
− d2

dτ ′2
+ V ′′ (xc(τ

′))

]
xn(τ) = λn xn(τ) , n = 0, 1, 2, · · · , (H.21)

que satisfazem as condições de contorno

xn (−T/2) = xn (T/2) = a , (H.22)

com a completeza
∞∑
n=1

xn(τ)xn(τ ′) = δ (τ − τ ′) , (H.23)

e a ortonormalidade ∫ T/2

T/2

dτ xn(τ)xm(τ) = δnm . (H.24)

Após a expansão de δx(τ) a ação pode ser escrita como

SE (x(τ)) = SE (xc(τ)) +
1

2

∞∑
n=1

λn c
2
n +O

(
c3
n

)
, (H.25)

e a amplitude
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〈a| e−TĤ/~ |a〉 =N
∫

dx(τ) e−
1
~ [SE(xc(τ))+ 1

2

∑∞
n=1 λn c

2
n+O(c3n)]

=N e−
1
~ SE(xc(τ))

∫
dx(τ) e−

1
~ [ 1

2

∑∞
n=1 λn c

2
n+O(c3n)]

'N e−
1
~ SE(xc(τ))

∫
dx(τ)

∞∏
n=1

e−
1

2 ~λn c
2
n . (H.26)

Vamos transformar a integral em uma somatória fazendo

Dx(τ)→
∞∏
n=1

dcn√
2π~

. (H.27)

Dessa forma, a equação da amplitude pode ser escrita como

〈a| e−TĤ/~ |a〉 =N e−
1
~ SE(xc(τ))

∞∏
n=1

dcn√
2π~

e−
1
~ [ 1

2
λn c2n+O(c3n)]

=N e−
1
~ SE(xc(τ))

∞∏
n=1

dc̃n√
2π

e−[ 1
2
λn c̃2n+O(~)]

=N e−
1
~ SE(xc(τ))

∞∏
n=1

[
1√
λn

(1 +O(~))

]
, (H.28)

onde fizemos cn → c̃n
√
~ e integramos cn. Para isso é interessante lembrar da integral

da gaussiana. Como feito em [262], da Eq. (H.21),

〈a| e−TĤ/~ |a〉 = N e−
1
~ SE(xc(τ))

{
det
[
− d2

dτ ′2
+ V ′′ (xc(τ))

]}− 1
2

(1 +O(~)) , (H.29)

O que foi feito até aqui considera a mecânica quântica, vamos utilizar o mesmo
raciocínio para reproduzir as contas para teoria de campos. Na medida de integra-
ção não utilizaremos mais coordenadas, utilizaremos campos, da mesma forma que
as variáveis que representavam as posições no espaço-tempo agora representam ape-
nas parâmetros. Agora a variável dinâmica possui um número infinito de graus de
liberdade.

Vamos supor que o campo seja invariante por transformação do grupo O(4)

φ (~x, τ) = φ(ρ) (H.30)

onde ρ ≡
(
|~x|2 + τ 2

)1/2.
Desta forma, a ação euclideana na teoria de campos é

SE(φ) = 2π2

∫ ∞
0

dρ ρ3

[
1

2

(
∂ φ

∂ ρ

)2

+ V (φ)

]
(H.31)
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Nesse caso não teremos as mesmas condições de contorno. Vamos assumir que
inicialmente o campo seja igual ao campo do vácuo metaestável, φ(ρ) = φ+, e futu-
ramente também, ou seja, lim

ρ→±∞
φ(ρ) = φ+. Assim, como no caso anterior, vamos

supor um intervalo de tempo −T
2
a +

T

2
. Temos duas soluções para essas condições de

contorno. A primeira delas é aquela em que o campo não sai de φ+, solução estática,
a segunda é a solução em que o campo sai de φ+, oscila, e volta para φ+, nesse caso
dφ

dρ

∣∣
ρ=0

= 0.

Como feito para chegarmos em (H.29), podemos expandir a amplitude para a teoria
de campos como

〈φ+|e−TĤ/~|φ+〉 = N e−
1
~ SE(φ0(ρ)) {det [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]}−

1
2 (H.32)

onde (φ0(ρ)) corresponde à solução não estática. Podemos definir uma nova função de
normalização

K ≡ {det [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]}−
1
2

[det (−∂µ∂µ + w2)]−
1
2

(H.33)

onde w2 ≡ V ′′(φ+) corresponde à solução estática, de tal forma que

N {det [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]}−
1
2 → K

[
det
(
−∂µ∂µ + w2

)]− 1
2 (H.34)

Minimizando a ação obtemos a equação de movimento clássica do campo φ, no
espaço euclideano, com potencial V (φ)

δSE (φ(x))

δφ
= 0 , ⇒ ∂µ∂µ φ(ρ)− V ′ (φ(ρ)) = 0 . (H.35)

Com um pouco de algebra é possível ver que a equação de movimento do campo escalar
é [263]

d2φ

dρ2
+

3

ρ

dφ

dρ
− V ′(φ) = 0 (H.36)

Essa equação pode ser interpretada como a equação de uma partícula na posição φ
movendo-se no tempo ρ, sujeita à uma força de atrito −V ′. Para as nossas condições
de contorno é como se a partícula estivesse viajando em um potencial −V , ela parte
de φ+, potencial metaestável, em sentido ao φ−, potencial estável, quando ela chega
no ponto mais pŕoximo a ele possível ela volta invertendo o sinal do segundo termo da
equação de movimento.

O potencial invertido pode ser visto na Fig. (H.1) abaixo
Vamos supor que a partícula esteja inicialmente em um ponto φi muito próximo

de φ−, vácuo estável, com velocidade nula no instante inicial τ = 0. O ponto φi fica
entre os dois vácuos e entre o vácuo estável e o ponto φ1 que é o ponto em que V = 0,
ou seja φ− < φi < φ1 < φ+. A partícula que parte de φi sairá da posição próxima ao
máximo e a sua velocidade demorará muito para aumentar pois o coeficiente de atrito
é proporcional à ρ−1, e como ρ inicialmente é muito pequeno o atrito é inicialmente
muito grande. Então, o tempo para que a partícula cruze o eixo V = 0 pode ser
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Figura H.1: O potencial invertido [261].

tão longo que o coeficiente de atrito passa a ser desprezível e o sistema passa a se
comportar como um sistema conservativo. Como a partícula fica um longo tempo
próxima à posição inicial e então rapidamente cruza o potencial no instante próximo
de T = 0, chamamos esta solução de instaton [261]. Revertendo o movimento temos
outra solução que inicia em φ+ e chega em φ−. Esta solução tem a mesma ação que a
anterior e é chamada de anti-instaton.

Como estamos tratando do caso em que o tempo vai para o infinito, teremos outras
soluções com a mesma ação da solução clássica descrita acima, a única diferença é o
momento em que a partícula cruza o eixo pois existe uma simetria temporal. A
degenerescência da solução é entaõ T , faremos τ = T . Nestes casos δS ≈ 0, portanto
a translação temporal representada por φ̇ satisfaz

[∂µ∂µ − V ′′ (φ0(ρ))] φ̇ = 0 . (H.37)

Isto implica em um modo nulo no determinante de (H.32). Vamos sumir com esse
problema integrando a solução sob as posições da oscilação, ela ficará multiplicada pelo

tempo, T , e pelo volume, V , e a integral do Jacobiano,

(√
SE (φ0(ρ))

2π~

)D

, responsável

pela transformação de coordenadas na integral, onde D é a dimensão do espaço-tempo
[264]. Estamos aqui considerando que o tempo não vai para o infinito, pois zeraria a
nossa amplitude, mas sim que o tempo vai para um valor muito grande, nesse caso,
o modo nulo não é nulo mas tende à zero. Excluindo o modo nulo escrevemos a
amplitude como [264]

〈φ+|e−TĤ/~|φ+〉 =
[SE (φ0(ρ))]2

(2π~)2
T V e−

1
~ SE(φ0(ρ))

[
det
(
−∂µ∂µ + w2

)]− 1
2 ×

×
{
det’ [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]

[det (−∂µ∂µ + w2)]

}−1/2

, (H.38)

onde ′det indica que o modo nulo foi excluído do determinante.
Estamos aqui assumindo apenas a solução de uma oscilação, instanton e anti-

instanton, mas ela não é única, uma solução formada por várias oscilações bem se-
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paradas dentro de um intervalo de tempo T também é válida. Nesse caso teremos n
pares de instantons - anti-instantons [261]. Para T muito grande a ação para n pares

será nSE (φ0(ρ)), e a degenerescência
T n

n!
.

O determinante das n oscilações é obtido pela transformação

{
det’ [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]

det (−∂µ∂µ + w2)

}−1/2

→
{
det’ [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]

det (−∂µ∂µ + w2)

}−n/2
, (H.39)

e a amplitude

〈φ+|e−TĤ/~|φ+〉 =
[
det
(
−∂µ∂µ + w2

)]− 1
2

∞∑
n=0

[SE (φ0(ρ))]2n

(2π~)2n

[
(T V )n

n!

]

e−
n
~ SE(φ0(ρ))

{
det’ [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]

det (−∂µ∂µ + w2)

}−n/2
. (H.40)

Essa expressão nos fornece

〈φ+|e−TĤ/~|φ+〉 =
[
det
(
−∂µ∂µ + w2

)]− 1
2

[SE (φ0(ρ))]2

(2π~)2
T V

e−
1
~ SE(φ0(ρ))

{
det’ [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]

det (−∂µ∂µ + w2)

}−1/2

(H.41)

A partir da amplitude (H.15) escrevemos

A = 〈φ+|e−Hτ/~|φ+〉 ≈
τ→∞

| 〈φ+|0〉 |2 e−E0τ/~ + · · · . (H.42)

Da equação acima é possível notar que a energia E0 corresponde ao termo no
expoente multiplicado por ~/τ . A expressão do determinante

[
det
(
−∂µ∂µ + w2

)]− 1
2

corresponde à expressão de um oscilador harmônico livre,

[
det
(
−∂µ∂µ + w2

)]− 1
2 =

( w
π~

) 1
2
e−

w τ
2 . (H.43)

Desse modo

E0 =
~w
2

+ ~
[SE (φ0(ρ))]2

(2π~)2
V e−

1
~ SE(φ0(ρ))

{
det’ [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]

det (−∂µ∂µ + w2)

}−1/2

(H.44)

Como já vimos, a largura Γ de decaimento de uma partícula em um estado meta-
estável se relaciona com a energia por

E0 = ε+ iΓ/2 , (H.45)

então
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Figura H.2: Esquerda: α = 0. Central: α crítico. Direita: α = 1 [261].

Γ = 2 ImE0 . (H.46)

A equação (H.44) representa uma energia com parte real. Porém, como o autovalor
do modo nulo é dado pela função φ̇, ele tem um sinal negativo na ida e positivo na
volta, ou seja, a função possui um zero. No entando, o estado de autovalor não deveria
possuir um zero. Portanto, deve existir um autovalor negativo [262].

A raiz do determinante acima nos fornece a raiz do produto dos autovalores, que
são negativos, então o determinante será imaginário. Dessa forma [262]

Γ = 2 ImE0 = 2~
[SE (φ0(ρ))]2

(2π~)2
V e−

1
~ SE(φ0(ρ))

{
det’ [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]

det (−∂µ∂µ + w2)

}−1/2

,

(H.47)
se

A = 〈φ+|e−HT/~|φ+〉 = 〈φ+|ε+ i
Γ

2
〉 〈ε+ i

Γ

2
|φ+〉 e−(ε+iΓ

2 )T/~ . (H.48)

Mas esta expressão não é bem definida. A Hamiltoniana é um operador hermiteano
com todos os autovalores reais, então não há nenhum estado que corresponda a um
estado metaestável, com autovalor imaginário. A integral de caminho que calculamos
não é bem definida. Vamos obter então o estado metaestável através da continuação
analítica de um outro caso.

Vamos partir de um potencial com um mínimo estável que é função de um pa-
râmetro α. Para potenciais desse tipo a integral de caminho que calculamos está
correta. Vamos agora fazer uma continuação analítica no parâmetro α e alterar o
potencial de tal forma a obter o potencial que queremos, com o mínimo metaestável.
A transformação é apresentada na figura abaixo H.2 [261]

Após fazer a continuação analítica, recuperando o potencial metaestável, esperamos
obter uma energia com parte imaginária. As contas da continuação analítica envolvem
cálculos que não são do nosso interesse. É possível ver em [265], que a largura de
decaimento é dada por

Γ

V
= ~

SE (φ0(ρ))2

(2π~)2
e−

1
~ SE(φ0(ρ)) 1√

λ−

{
det’ [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]

det (−∂µ∂µ + w2)

}−1/2

(H.49)

Essa expressão para o Γ ganhou um fator de 1/2 em relação à expressão calculada
anteriormente (H.47). O símbolo ′ no determinante que antes indicava a exclusão do
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modo nulo agora indica a exclusão do modo nulo e dos modos negativos. Esse último
foi considerado em λ−.

Em todo o nosso cálculo consideramos que o potencial é nulo no mínimo metaestável
V (φ+) = 0. Calculamos então a diferença entre a ação da solução oscilatória e a ação
da solução estática no vácuo metaestável. Deste modo, o mais correto é escrever [265]

Γ

V
= ~

SE (φ0(ρ))2

(2π~)2
e−

1
~ (SE−SΛ)

{
det’ [−∂µ∂µ + V ′′ (φ0(ρ))]

det (−∂µ∂µ + w2)

}−1/2

, (H.50)

onde SΛ corresponde à ação da solução estacionária no vácuo falso, e ′, nesse caso,
volta a indicar a exclusão do autovalor nulo no determinante.

No sistema de unidades em que estamos trabalhando, ~ = c = 1, a expressão
da taxa de decaimento por unidade de volume terá dimensão de massa4, que equi-
vale ao inverso da unidade de volume pelo inverso do tempo. No caso em que esta-
mos trabalhando temos uma simetria espaço-temporal euclideana com a dimensão do
espaço-tempo igual a quatro. Neste caso

tdecaimento =

(
V

Γ

) 1
4

(H.51)



Apêndice I

Cálculo do tensor energia-momento
para o modelo Horndeski

Calcularemos a variação da Lagrangeana 4.66 que constitue T µν(u) .

L2

L2 ≡
√
−g 1

2

(
X − ηX1/2

)
. (I.1)

Vamos considerar uma pequena variação na métrica da forma

gµν → gµν + δgµν e gµν → gµν + δgµν . (I.2)

Então, a variação da Lagrangeana pode ser escrita conforme

δL2 =
1

2
δ(
√
−g)

(
X − ηX1/2

)
︸ ︷︷ ︸

δ1

+
1

2

√
−g δ

(
X − ηX1/2

)
︸ ︷︷ ︸

δ2

. (I.3)

A partir da fórmula de Jacobi

δ
√
−g =

1

2

√
−g gµν δgµν , (I.4)

portanto

δ1 =
1

4

√
−g gµν

(
X − ηX1/2

)
δgµν . (I.5)

Para calcular o δ2 devemos perturbar o X

δ2 ≡
1

2

√
−g δ

(
X − ηX1/2

)
=

1

2

√
−g
[
δX − η δ

(
X1/2

)]
=

1

2

√
−g
(

1− η

2
X−1/2

)
δX , (I.6)

onde usamos a expansão em série de Taylor

227
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√
x+ ε '

√
x+

1

2

ε

x1/2
+ · · · ,

com x→ X e ε→ 1

2
δgµν ∂

µφ ∂νφ.
Como

X =− 1

2
∇µφ∇µφ

=− 1

2
gµν∇µφ∇νφ , (I.7)

então

δX = −1

2
∇µφ∇νφ δgµν . (I.8)

Dessa forma

δ2 = −1

4

√
−g
(

1− η

2
X−1/2

)
∂µφ∂νφ δgµν . (I.9)

Utilizamos aqui que ∇µφ = ∂µφ pelo fato do campo ser escalar.
Substituindo a Eq. (I.5) e a Eq. (I.9) na Eq. (I.3), temos

δL2 = −1

4

√
−g
[
(−gµν X + ∂µφ∂νφ)− η

2
X−1/2 (−2gµνX + ∂µφ∂νφ)

]
δgµν (I.10)

L3

Definimos

L3 ≡−
λ3

2

√
−g�φX−1/2 (I.11)

=− λ3

2

√
−g gµν ∇µ∂νφX−1/2 (I.12)

=− λ3

2

√
−g gµν ∇µ∂νφX

−1/2 (I.13)

=− λ3

2

√
−g gµν ∇µ∂νφ

1√
−1

2
gµν∂µφ∂νφ

. (I.14)

Agora vamos considerar uma pequena variação na métrica da forma

gµν → gµν + δgµν e gµν → gµν + δgµν . (I.15)

A variação da métrica escrita como a Eq. (I.13), pode ser escrita como
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δL3 =− λ3

2

δ (√−g) �φX−1/2︸ ︷︷ ︸
δ1

+
√
−gδ (gµν)∇µ∂νφX

−1/2︸ ︷︷ ︸
δ2

+
√
−ggµνδ (∇µ∂νφ) X−1/2︸ ︷︷ ︸

δ3

+
√
−g�φ δ

(
X−1/2

)︸ ︷︷ ︸
δ4

 , (I.16)

onde utilizamos o fato de que

δ�φ =
√
−g δ (gµν)∇µ∂νφX

−1/2︸ ︷︷ ︸
δ2

+
√
−g gµνδ (∇µ∂νφ) X−1/2︸ ︷︷ ︸

δ3

=
√
−g δ (gµν)∇µ∂νφX−1/2︸ ︷︷ ︸

δ5

+
√
−g gµνδ (∇µ∂νφ) X−1/2︸ ︷︷ ︸

δ6

.

Aqui calcularemos δ�φ = δ2 + δ3. Apesar de não ser apresentado o cálculo por
δ�φ = δ5 + δ6, o resultado é o mesmo, como deveria ser.

Para calcular
δ1 = δ(

√
−g)X−1/2 (I.17)

utilizamos a identidade
δ
√
−g =

1

2

√
−g gµν δgµν , (I.18)

tal que

δ1 =

(
1

2

√
−g gµν�φX−1/2

)
δgµν . (I.19)

Para calcular
δ4 =

√
−gδ(X−1/2) (I.20)

partimos de

X−1/2 =

(
−1

2
∇µφ∇νφ g

µν

)−1/2

. (I.21)

Quando gµν → gµν + δgµν , então X−1/2 → X1/2 + δX−1/2, onde

X−1/2 →
[
−1

2
∇µφ∇νφ (gµν + δgµν)

]−1/2

. (I.22)

Utilizando a expansão de Taylor

1√
x+ ε

∼ 1√
x
− 1

2

ε

x3/2
+ · · · ,

com x→ X e ε→ −δX =
1

2
∇µφ∇νφ δg

µν , temos
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δX−1/2 =− 1

2
X−3/2 δX

=− 1

2
X−3/2

(
−1

2
∇µφ∇νφ

)
δgµν

=− 1

2
X−3/2

(
−1

2
∇µφ∇νφ

)(
−gµαgνβδgαβ

)
=− 1

4
X−3/2∇µφ∇νφ g

µαgνβδgαβ . (I.23)

Substituindo a Eq. (I.23) no δ4 obtemos

δ4 = −1

4

√
−g�φX−3/2∇αφ∇βφ g

µαgνβδgµν . (I.24)

Vamos agora calcular δ�φ = δ2 + δ3. Primeiramente calculemos

δ2 ≡
√
−gδ

(
gαβ
)
∇α∂βφX

−1/2 . (I.25)

Utilizando a Eq. (C.36) temos

δ2 =
(
−
√
−g gαµgβν ∇α∂βφX

−1/2
)
δgµν . (I.26)

Deixamos o cálculo de

δ3 ≡
√
−ggµνδ (∇µ∂νφ) X−1/2 , (I.27)

por último por ser o mais trabalhoso. Queremos calcular

δ (∇µ∂νφ) , (I.28)

Para isso precisamos de algumas definições. A primeira delas é a definição da derivada
covariante

∇µ∂νφ = ∂µ∂νφ− Γλµν∂λφ ,

o que implica em

δ (∇µ∂νφ) =δ(∂µ∂νφ)− δ(Γλµν∂λφ)

=− δ(Γλµν)∂λφ , (I.29)

A segunda é a definição do Γ:

Γλµν =
1

2
gλσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) .

Temos então

δΓλµν =
1

2

[(
δgλσ

)
(∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) + gλσ (∂µδgνσ + ∂νδgµσ − ∂σδgµν)

]
.
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O primeiro termo da equação acima é bem conhecido. A principal questão aqui é o
segundo termo. Ele envolve derivada das variações do tensor métrico o índice embaixo.
Para resolver esse problema devemos nos lembrar que estamos trabalhando no contexto
do princípio variacional, o que nos permite fazer uma integração por partes, e quando
feita. podemos desconsiderar o termo de borda. Substituindo o que foi visto aqui em
δ3, temos

δ3 ≡
√
−g gµνδ (∇µ∂νφ) X−1/2

=−
√
−g X−1/2 gµν δ(Γλµν)∂λφ

=− 1

2

√
−g X−1/2 gµν

[
δgλσ (2∂µgνσ − ∂σgµν)+2gλσ∂µδgνσ−gλσ∂σδgµν

]
∂λφ , (I.30)

onde consideramos estar tratando de uma métrica simétrica. Fazendo a integração
por partes no segundo e no terceiro termo (verde e azul respectivamente) da equação
acima, escrevemos

δ3 =−1

2

√
−g X−1/2gµνδgλσ (2∂µgνσ − ∂σgµν) ∂λφ

+2∂µ

(
1

2

√
−g X−1/2gµνgλσ∂λφ

)
δgνσ−∂σ

(
1

2

√
−g X−1/2gµνgλσ∂λφ

)
δgµν .

(I.31)

Vamos agora fazer duas trocas de índices, µ→ α e ν → β, no primeiro termo (verme-
lho), e uma troca, µ↔ σ, no segundo termo (verde)

δ3 =−1

2

√
−g X−1/2gαβδgλσ (2∂αgβσ − ∂σgαβ) ∂λφ

+2∂σ

(
1

2

√
−g X−1/2gµλgνσ∂λφ

)
δgµν−∂σ

(
1

2

√
−g X−1/2gµνgλσ∂λφ

)
δgµν .

(I.32)

Para finalizar, vamos abaixar os índices da variação da métrica no primeiro termo
(vermelho), lembrando que δgλσ = −gλµgσν δgµν

δ3 =

{
1

2

√
−g X−1/2gαβgλµgσν (2∂αgβσ − ∂σgαβ) ∂λφ

+∂σ

[
1

2

√
−g X−1/2

(
2gµλgνσ − gµνgλσ

)
∂λφ

]}
δgµν .

Juntando δ2 e δ3, temos

δ�φ =
[
−
√
−g gαµgβν ∇µ∂νφX

−1/2

+
1

2

√
−g X−1/2gαβgλµgσν (2∂αgβσ − ∂σgαβ) ∂λφ

+∂σ

[
1

2

√
−g X−1/2

(
2gµλgνσ − gµνgλσ

)
∂λφ

]]
δgµν .
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Lembrando que δL3 = δ1 + δ2 + δ3 + δ4, obtemos

δL3 = −λ3

2

[
1

2

√
−g gµν�φX−1/2 − 1

2

√
−g (gαµgβν + gανgβµ)∇α∂βφX

−1/2

+
1

4

√
−g X−1/2gαβ(gλµgσν + gλνgσµ) (2∂αgβσ − ∂σgαβ) ∂λφ

+ ∂σ

[
1

2

√
−g X−1/2

(
gµλgνσ + gνλgµσ − gµνgλσ

)
∂λφ

]
−1

4

√
−g�φX−3/2∇αφ∇βφ g

µαgνβ
]
δgµν .

(I.34a)

Levamos em conta que o tensor energia-momento é um tensor simétrico.

L4

Variando o tensor de Ricci R com respeito a métrica, obtemos o tensor de Einstein
Gµν . A variação do terceiro termo de (4.66) nos fornece

δ
(√
−gL4

)
= δ(
√
−gR/2)

=

√
−g
2

Gµνδg
µν . (I.35a)

L5

O termo de acoplamento não mínimo é

λ5

2

√
−gGµν∇µφ∇νφ . (I.36)
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Variando com respeito a métrica (não vamos carregar as constantes), temos

δ(
√
−gGµν∇µφ∇νφ) =δ(

√
−ggµκgλνGκλ∇µφ∇νφ)

= (δ
√
−g)gµκgλνGκλ∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

≡δ1

+

+
√
−gδgµκgλνGκλ∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

≡δ2

+

+
√
−ggµκδgλνGκλ∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

≡δ3

+
√
−ggµκgλνδGκλ∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

≡δ4

. (I.37)

O primeiro termo é

(δ
√
−g)Gµν∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

=δ1

= −1

2
gµν
√
−gGαβ∇αφ∇βφδg

µν . (I.38)

O segundo termo é
√
−gδgµκgνλGκλ∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

δ2

=
√
−gδgµκGν

κ∇µφ∇νφ

=
√
−gGλ

µ∇νφ∇λφδg
µν

=
√
−gGλ

(µ∇ν)φ∇λφδg
µν , (I.39)

onde
Gλ

(µ∇ν)φ =
1

2
(Gλ

µ∇νφ+Gλ
ν∇µφ) . (I.40)

O terceiro termo é idêntico ao segundo.
No último termo, temos que variar o tensor de Einstein e lembrar que

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR .

Assim
√
−gδGµν∇µφ∇νφ =

√
−gδRµν∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

≡δ41

+

−1

2

√
−gδgµνgαβRαβ∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

≡δ42

+

−1

2

√
−ggµνδgαβRαβ∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

≡δ43

+

−1

2

√
−ggµνgαβδRαβ∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

≡δ44

.
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Vamos calcular cada um desses termos. Variando o tensor de Ricci obtemos

√
−gδRµν∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

=δ41

=
√
−g[∇λδΓ

λ
µν −∇νδΓ

λ
µλ]∇µφ∇νφ

=
√
−g∇λδΓ

λ
µν∇µφ∇νφ−

√
−g∇νδΓ

λ
µλ∇µφ∇νφ

=−
√
−gδΓλµν∇λ(∇µφ∇νφ) +

√
−gδΓλµλ∇ν(∇µφ∇νφ)

=−
√
−g
2

gλσ(∇µδgσν +∇νδgσµ −∇σδgµν)∇λ(∇µφ∇νφ)

+

√
−g
2

gλσ(∇µδgσλ +∇λδgσµ −∇σδgλµ)∇ν(∇µφ∇νφ)

=−
√
−ggλσ∇µδgσν∇λ(∇µφ∇νφ) +

√
−g
2
∇λδgµν∇λ(∇µφ∇νφ)

+

√
−g
2

gλσ∇µδgσλ∇ν(∇µφ∇νφ)

=
√
−ggλσδgσν∇µ∇λ(∇µφ∇νφ)−

√
−g
2

δgµν�(∇µφ∇νφ)

−
√
−g
2

gλσδgσλ∇µ∇ν(∇µφ∇νφ)

=
√
−g[−δgσν∇µ∇σ(∇µφ∇νφ) +

1

2
δgµν�(∇µφ∇νφ)

+
1

2
gµνδg

µν∇σ∇λ(∇σφ∇λφ)]

=
√
−g[−∇σ∇(µ∇σφ∇ν)φ+

1

2
�(∇µφ∇νφ)

+
1

2
gµν∇σ∇λ(∇σφ∇λφ)]δgµν . (I.41)

As variações da métrica dão

−1

2

√
−g(δgµνg

αβRαβ + gµνδg
αβRαβ)∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

=δ42+δ43

=
1

2

√
−g(R∇µφ∇νφ−Rµν∇αφ∇αφ)δgµν .

(I.42)
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Variando Rµν de novo

−1

2

√
−ggµνgαβδRαβ∇µφ∇νφ︸ ︷︷ ︸

δ44

=− 1

2

√
−ggµνδRµν∇αφ∇αφ

=−
√
−g
2

gµν [∇λδΓ
λ
µν −∇νδΓ

λ
µλ]∇αφ∇αφ

=

√
−g
2

gµνδΓλµν∇λ∇αφ∇αφ−
√
−g
2

gµνδΓλµλ∇ν∇αφ∇αφ

=

√
−g
2

gµν
gλσ

2
(∇µδgσν +∇νδgσµ −∇σδgµν)∇λ∇αφ∇αφ

−
√
−g
2

gµν
gλσ

2
(∇µδgσλ +∇λδgσµ −∇σδgλµ)∇ν∇αφ∇αφ

=

√
−g
2

gµν∇µδgσν∇σ∇αφ∇αφ−
√
−g
2

gµν∇σδgµν∇σ∇αφ∇αφ

=−
√
−g
2

gµνδgσν∇µ∇σ∇αφ∇αφ+

√
−g
2

gµνδgµν�(∇αφ∇αφ)

= +

√
−g
2

δgσν∇ν∇σ∇αφ∇αφ−
√
−g
2

gµνδg
µν�(∇αφ∇αφ)

=
√
−g
[

1

2
∇(µ∇ν)(∇αφ∇αφ)− 1

2
gµν�(∇αφ∇αφ)

]
δgµν .

(I.43)

Juntando todos os termos obtemos

δ(
√
−gGµν∇µφ∇νφ) =

√
−g

−1

2
gµνG

αβ∇αφ∇βφ︸ ︷︷ ︸
∝δ1

+ 2Gλ
(µ∇ν)φ∇λφ︸ ︷︷ ︸
∝(δ2+δ3)

+

−∇σ∇(µ∇σφ∇ν)φ+
1

2
�(∇µφ∇νφ) +

1

2
gµν∇σ∇λ(∇σφ∇λφ)︸ ︷︷ ︸

∝δ41

+

+
1

2
R∇µφ∇νφ−

1

2
Rµν∇αφ∇αφ︸ ︷︷ ︸

∝(δ42+δ43)

+

+
1

2
∇(µ∇ν)(∇αφ∇αφ)− 1

2
gµν�(∇αφ∇αφ)︸ ︷︷ ︸

∝δ44

 δgµν .
(I.44)

Vamos tomar termos de derivadas de ordem superior. A partir do terceiro termo
de δ41 e do segundo termo de δ44

1

2
gµν∇σ∇λ(∇σφ∇λφ)− 1

2
gµν�(∇αφ∇αφ) , (I.45)
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enquanto que do primeiro e segundo termo de δ41 e do primeiro termo de δ44 obtemos

−∇σ∇(µ∇σφ∇ν)φ+
1

2
�(∇µφ∇νφ) +

1

2
∇(µ∇ν)(∇αφ∇αφ) (I.46)

Abrindo as derivadas da Eq. (I.45), obtemos
1

2
gµν∇α∇β(∇αφ∇βφ)− 1

2
gµν�(∇αφ∇αφ)

=
1

2
gµν [∇α∇β(∇αφ∇βφ)−∇β∇β(∇αφ∇αφ)]

=
1

2
gµν [∇α∇β∇αφ∇βφ+∇β∇αφ∇α∇βφ+�φ�φ+∇αφ∇α�φ

−�∇αφ∇αφ−∇β∇αφ∇β∇αφ−∇β∇αφ∇β∇αφ−∇αφ�∇αφ]

=
1

2
gµν [(�φ)2 −∇α∇βφ∇α∇βφ+∇αφ(∇α∇β −∇β∇α)∇βφ]

=
1

2
gµν
[
(�φ)2 −∇α∇βφ∇αφ∇βφ−Rαβ∇αφ∇βφ

]
, (I.47)

onde usamos
∇α∇β∇βφ−∇β∇α∇βφ = −Rαβ∇βφ . (I.48)

Abrindo as derivadas da Eq. (I.46), obtemos

−∇σ∇(µ∇σφ∇ν)φ+
1

2
�(∇µφ∇νφ) +

1

2
∇(µ∇ν)(∇αφ∇αφ)

=− 1

2
∇α∇µ(∇αφ∇νφ)− 1

2
∇α∇ν(∇αφ∇µφ) +

1

2
∇α∇α(∇µφ∇νφ)

+
1

4
∇µ∇ν(∇αφ∇αφ) +

1

4
∇ν∇µ(∇αφ∇αφ)

=∇µ∇αφ∇ν∇αφ−�φ∇µ∇νφ+
1

2
∇µ∇ν∇αφ∇αφ+

1

2
∇ν∇µ∇αφ∇αφ

− 1

2
∇αφ∇α∇µ∇νφ−

1

2
∇αφ∇α∇ν∇µφ

=∇µ∇αφ∇ν∇αφ−�φ∇µ∇νφ+
1

2
∇αφ(∇µ∇α −∇α∇µ)∇νφ

+
1

2
∇αφ(∇ν∇α −∇α∇ν)∇µφ

=∇µ∇αφ∇ν∇αφ−�φ∇µ∇νφ+
1

2
Rναµβ∇αφ∇βφ+

1

2
Rµανβ∇αφ∇βφ

=∇µ∇αφ∇ν∇αφ−�φ∇µ∇νφ+Rµανβ∇αφ∇βφ . (I.49)

Substituindo as Eqs. (I.47) e (I.49) na Eq. (I.44), finalmente obtemos

δ(
√
−gGµν∇µφ∇νφ) =

√
−g
[
−1

2
gµνG

αβ∇αφ∇βφ+ 2Gλ
(µ∇ν)φ∇λφ

+
1

2
R∇µφ∇νφ−

1

2
Rµν∇αφ∇αφ

+
1

2
gµν
[
(�φ)2 −∇α∇βφ∇αφ∇βφ−Rαβ∇αφ∇βφ

]
+ ∇µ∇αφ∇ν∇αφ−�φ∇µ∇νφ+Rµανβ∇αφ∇βφ

]
δgµν .

(I.50)
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Podemos reagrupar os termos

−1

2
gµνGαβ∇αφ∇βφ− 1

2
gµνRαβ∇αφ∇βφ− 1

2
Rµν∇αφ∇αφ

= −gµνRαβ∇αφ∇βφ+XGµν , (I.51)

e obter

2

λ5

δ
(√
−gL5

)
=δ(
√
−gGµν∇µφ∇νφ)

=
√
−g
(

1

2
∇µφ∇νφR + 2∇αφ∇(µφG

α
ν) +∇αφ∇βφRµανβ

+ XGµν +∇µ∇aφ∇ν∇aφ−∇µ∇νφ(�φ)

+ gµν

(
−1

2
∇α∇βφ∇α∇βφ+

1

2
(�φ)2 −∇αφ∇βφR

αβ

))
, (I.52)

que implica em

T (L5)
µν =λ5

[
−1

2
∇µφ∇νφR− 2∇αφ∇(µφG

α
ν) −XGµν −∇αφ∇βφRµανβ −∇µ∇aφ∇ν∇aφ +

+ ∇µ∇νφ(�φ)− gµν
(
−1

2
∇α∇βφ∇α∇βφ+

1

2
(�φ)2 −∇αφ∇βφR

αβ

)]
.

(I.53a)





Apêndice J

HiClass

A teoria de campos efetiva (EFT, do inglês Effective Field Theory) é um formalismo
que foi desenvolvido originalmente para teorias de inflação com rolamento lento, mas
posteriormente, foi utilizada para descrever a maioria dos modelos de energia escura
ou gravitação modificada que contenham um único grau de liberdade escalar.

É possível escrever a teoria de Horndeski em termos das variáveis ADM, de forma
que a ação de Horndeski se torna uma subclasse da ação da EFT.

A EFT é baseada na escolha de um gauge unitário para o qual uma hipersuperfície
de tempo constante coincide com a hipersuperfície em que o campo escalar é uniforme,
hipersuperfície do tipo espaço. Nesse gauge o campo escalar é absorvido pela métrica
de forma que a Lagrangeana depende apenas de quantidades geométricas.

J.1 Perturbações lineares em Cosmologia
Vamos utilizar o sistema de coordenadas ADM por ser um sistema apropriado

para descrever o fatiamento do espaço-tempo em hipersuperfícies de campo escalar
uniforme. A ação gravitacional geral é dada por

Sg =

∫
d4x
√
−gL(N,Kij, Rij, hij, Di; t) , (J.1)

onde g é o determinante da métrica, N a função lapso, Kij a curvatura extrínseca,
Rij a curvatura intrínseca, Di a derivada covariante associada à métrica espacial tri
dimensional hij. A métrica de FLRW em coordenadas ADM é escrita na forma

ds2 = −N̄2(t) dt2 + a2(t) δij dx
idxj . (J.2)

A ação de Einstein-Hilbert é dada por

SEH =

∫
d4x
√
−gM

2
P

2
(4)R , (J.3)

onde a massa de Planck é MP ≡ 1/
√

8πG. A variação da ação de Einstein-Hilbert
(J.3) nos dá a variação da ação geométrica

δS̄g =

∫
d4x

{
a3(L̄+ N̄LN − 3HF)δN̄ + 3a2N̄

(
L̄ − 3HF − Ḟ

N̄

)
δa

}
, (J.4)
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com (
∂L
∂Kij

)
≡ Fa−2δij , LN ≡

∂L
∂N̄

. (J.5)

Na presença de matéria, no background de FLRW, a variação da ação nos dá

δS̄m =

∫
d4xN̄a3

(
−ρm

δN̄

N̄
+ 3pm

δa

a

)
. (J.6)

A ação total é S̄ = S̄g + S̄m. Combinando (J.4) e (J.6), obtemos a primeira e a
segunda equação de Friedmann

L̄+ N̄LN − 3HF = ρm , (J.7)

L̄ − 3HF − Ḟ
N̄

= −Pm . (J.8)

onde L̄ é a Lagrangeana L quando a curvatura extrínseca é Ki
j =

ȧ

N̄a
δij.

Vamos expandir a ação (J.1) até a segunda ordem em torno do background de
FLRW, com a finalidade de estudar as perturbações lineares. Para isso, vamos intro-
duzir as quantidades perturbativas de segunda ordem

δN ≡ N − N̄ , δKi
j ≡ Ki

j − δij . (J.9)

A expansão da Lagrangeana até a segunda ordem nos fornece

L(N,Ki
j, R

i
j, ...) = L̄+ LN δN +

∂L
∂Ki

j

δK i
j +

∂L
∂Ri

j

δRi
j + L(2) + · · · , (J.10)

com

L(2) =
1

2
LNN δN2 +

1

2

∂2L
∂Ki

j∂K
k
l

δK i
jδK

k
l +

1

2

∂2L
∂Ri

j∂R
k
l

δRi
jδR

k
l+

+
∂2L

∂Ki
j∂R

k
l

δKi
jδR

k
l +

∂2L
∂N∂Ki

j

δNδKi
j +

∂2L
∂N∂Ri

j

δNδRi
j + · · · , (J.11)

onde
LNN ≡

∂2L
∂N∂N

. (J.12)

O segundo termo de L(2) deve ter a forma

∂2L
∂Ki

j∂K
k
l

≡ ÂKδji δlk +AK(δliδ
j
k + δikδ

jl) , (J.13)

em que ÂK e AK são, a priori, dependentes do tempo. Analogamente se define

∂2L
∂Ri

j∂R
k
l

≡ ÂRδji δlk +AR(δliδ
j
k + δikδ

jl) , (J.14)

e
∂2L

∂Ki
j∂R

k
l

≡ Ĉδji δlk + C(δliδ
j
k + δikδ

jl) . (J.15)
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Os coeficientes que aparecem na segunda linha de (J.11) são proporcionais a δij e
podem ser escritos como

∂2L
∂N∂Ki

j

= Bδij ,
∂2L

∂N∂Ri
j

= BRδij . (J.16)

Definindo novos coeficientes como

G∗ = G +
Ċ

2N
+HC ,

C∗ = Ĝ +
1

2
C ,

B∗R = BR −
Ċ

2N2
. (J.17)

onde
∂L
∂Ri

j

= Gδji , (J.18)

após algumas manipulações a Lagrangeana quadrática (J.11) fica reescrita como

L(2) =N̄G∗ δ1Rδ
√
h+ a3

(
LN +

1

2
N̄ LNN

)
δN2+

+ N̄a3

[
G∗ δ2R +

1

2
AK δK2 + B δK δN + C∗ δK δR +AK δKi

j δK
j
i+

+AR δRi
j δR

j
i +

1

2
ÂR δR2 +

(
G∗

N̄
+ B∗R

)
δN δR

]
+ · · · , (J.19)

onde δ1R e δ2R são, respectivamente, os termos de primeira e segunda ordem do escalar
de curvatura R em termos das perturbações da métrica.

J.1.1 Modos tensoriais

Em primeira ordem de perturbação, os modos tensoriais correspondem à pertur-
bação da métrica espacial

hij = a2(t)(δij + γij) , (J.20)

sendo γij um tensor de ordem 2 com traço e divergência nula, γii = 0, e ∂iγij = 0,
respectivamente. Após perturbar a curvatura extrínseca e a curvatura intrínseca,
obtemos

S(2)
γ =

∫
d4xa3

[
AK
4
γ̇2
ij −

G∗

4a2
(∂kγij)

2

]
, (J.21)

em que fizemos N̄ = 1. A relatividade geral é recuperada quando fazemos AK = G∗ =
M2

PL/2. Dessa forma, para teorias mais gerais definimos a massa de Planck efetiva
como

M2
∗ ≡ 2AK . (J.22)
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A velocidade ao quadrado da propagação das ondas gravitacionais é definida como

c2
T ≡ 1 + αT =

G∗

AK
, (J.23)

em que αT representa o desvio da velocidade das ondas gravitacionais com relação
à velocidade da luz. Outra importante função que será definida é a função αM que
descreve a taxa de variação da massa de Planck efetiva, dada por

αM ≡
1

H

d

dt
lnM2

∗ . (J.24)

Com essas três definições, é possível reescrever a ação (J.21) como

S(2)
γ =

∫
d4xa3M

2
∗

8

[
γ̇2
ij −

c2
T

a2
(∂kγij)

2

]
. (J.25)

J.1.2 Modos escalares

Os modos escalares podem ser descritos pelas perturbações da métrica

N = 1 + δN , N i = δij∂jψ , hij = a2(t)e2ζδij . (J.26)

A Lagrangeana (J.19) pode ser expressa em termos das novas variáveis

L(2) =
a3

2
[2LN + LNN − 6BH + 3H2(3ÂK + 2AK)]δN2

+ a3

[
(B − (3ÂK + 2AK)H)

(
3ζ̇ − ∇

2ψ

a2

)
+ 4(2HC∗ − G∗ − BR)

∇2ζ

a2

]
δN

+ a3

[
−(3ÂK + 2AK)ζ̇

∇2ζ

a2
− 12C∗ζ̇∇

2ζ

a2
+

(
9

2
ÂK + 3AK

)
ζ̇2 + 2G∗ (∇

2ζ)2

a2

+
1

2
(ÂK + 2AK)

(∇2ψ)2

a4
+ 4C∗ (∇

2ψ)(∇2ζ)

a4
+ 2(4ÂR + 3AR)

(∇2ζ)2

a4

]
. (J.27)

Impondo condições para evitar equações com derivadas espaciais de ordem maior
que dois nesses vínculos, e introduzindo a função kinetic brainding,

αB ≡
B

4AK
, (J.28)

que descreve a contribuição que o acoplamento do campo escalar com a gravitação faz
para a energia cinética do campo escalar, obtemos a relação

δN =
4AK
W

ζ̇

=
4AK

B + 4HAK
ζ̇

=
ζ̇

H(1 + αB)
, (J.29)
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que nos permite escrever a ação de ordem 2 para os modos escalares como

S
(2)
ζ =

∫
d4xa3QS

[
ζ̇2 − c2

S

a2
(∂iζ)2

]
, (J.30)

em que

QS ≡
2M2

∗D

(2− αB)2
, D ≡ αK +

3

2
α2
B , αK ≡

2LN + LNN
2H2AK

, (J.31)

e a velocidade do som ao quadrado é definida como

c2
s ≡ −

(2− αB)[Ḣ − 1
2
H2αB(1 + αT )−H2(αM − αT )]−Hα̇B

H2D
. (J.32)

A partir da Lagrangeana (J.30), é possível escrever a ação de ordem quadrática
mais geral para as EFT’s em termo das funções α’s

S(2) =

∫
d4xa3M

2
∗

2

[
δKi

jδK
j
i − δK2 + (1 + αT )

(
R
δ
√
h

a3
+ δ2R

)
+ αKH

2δN2 + 4αBδKδN +RδN
]

. (J.33)

A tabela seguinte foi construída a fim de facilitar a relação entre as funções α’ de
(J.33) e os coeficientes da Lagrangeana quadrática (J.19).

Equação (J.33) M2
∗ αM αK αB αT

Equação (J.19) 2AK
1

H

d

dt
lnAK

2LN + LNN
2H2AK

B
4HAK

G∗

AK
− 1

Para evoluir as equações de movimento da EFT, além das quatro funções α, é necessá-
rio fornecer a função de Hubble H(a), que é tratada nessa parametrização como uma
função independente.

J.1.3 Condições de estabilidade

Vamos obter as condições de estabilidade para o nosso caso de teorias de campos
escalares mais gerais de segunda ordem

S(2) =

∫
d4xa3

[
QS

(
ς̇2 − c2

S

a2
(∂iς)

)
+QT

(
ḣ2
ij −

c2
T

a2
(∂khij)

2

)]
. (J.34)

Para isso, vamos estudar a estabilidade, as condições para evitar a instabilidade La-
placiana e a instabilidade fantasma, para o caso de um campo escalar descrito pela
Lagrangeana

L =
1

2
[Aϕ̇2 −B(∂iϕ)2] . (J.35)

O momento canônicamente conjugado é

Π =
∂L
∂ϕ̇

= Aϕ̇ , (J.36)
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e a densidade Hamiltoniana é

H =
1

2
[A−1Π2 +B(∂iϕ)2] . (J.37)

Essa Hamiltoniana possui um limite inferior se A > 0 e B > 0, possui um limite
superior se A < 0 e B < 0 e é indefinida se A e B possuírem sinais diferentes.

No espaço de Fourier o campo escalar obedece a equação de movimento

ϕ̈+ c2
sk

2ϕ = 0 , c2
s =

B

A
, (J.38)

que pode ser obtido aplicando a equação de Euler-Lagrange à Lagrangeana do campo
escalar. Essa equação de movimento nos fornece

ϕ ∝ e± i cSkt . (J.39)

Existem essencialmente três tipos de instabilidade que podem desqualificar a esco-
lha do background [234]

• Instabilidades Laplicianas ocorrem quando a velocidade do som é negativa. Isso
leva a instabilidades exponenciais com uma taxa correspondente ao modo mais
curto permitido pela teoria efetiva. É importante ressaltar que tais instabilidades
podem não ser visíveis até que modos muito curtos e/ou ordem mais alta (inte-
ração) sejam incluídos na evolução e, portanto, uma evolução sem perturbações
lineares não seja suficiente para que as previsões sejam corretas, necessitando da
estabilidade teste.

• Instabilidades fantasmas ocorrem quando o sinal do termo cinético de um grau de
liberdade está errado, dando um modo de energia negativa e violando a evolução
unitária. Se as massas desses fantasmas forem menores do que o cutoff da teoria,
isso poderia levar a uma rápida produção de pares em modos de energia negativa,
destruindo o background.

• Instabilidades taquiônicas ocorrem quando a massa ao quadrado para as pertur-
bações é negativa. Isso leva a uma instabilidade na lei das potências no grau
de liberdade escalar em grandes escalas, que fica sob controle quando o modo
entra no horizonte sonoro. Uma vez que o impacto do táquion nos observáveis
não diverge em nenhum limite físico, nós escolhemos deixar os dados excluirem
tais casos, ao invés de criar um teste de estabilidade, assumindo que eles sejam
suprimidos no momento em que hi-class inicia a evolução dos modos.

A instabilidade Laplaciana aparece no caso em que a solução cresce exponencial-
mente. Isso ocorre quando a Hamiltoniana é indefinida, c2

s ≤ 0. Para evitar essas
instabilidades, impomos c2

s ≥ 0. As instabilidades fantasmas ocorrem quando Eϕ ≤ 0.
Analisando a Hamiltoniana (J.37), isso ocorrerá quando A ≤ 0 e B ≤ 0.

Para evitar tanto as instabilidades fantasmas quanto as instabilidades Laplacianas,
devemos ter A ≥ 0 e B ≥ 0. Impondo as condições para os modos escalares

QS =
2M2

∗D

(2− αB)2
> 0 , D ≡ αK +

3

2
α2
B , (J.40)

c2
s = −

(2− αB)[Ḣ − 1
2
H2αB(1 + αT )−H2(αM − αT )]−Hα̇B

H2D
> 0 ,
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e para os modos tensoriais

QT =
M2
∗

8
> 0 , (J.41)

c2
T = 1 + αT > 0 .

J.1.4 Perturbações lineares

O valor do campo escalar não é um observável. Podemos reparar o campo definindo
um novo campo φ̃ ≡ φ̃(φ) em que todos os observáveis devem permanecer inalterados.
Isso significa que concentrar-se no valor do escalar introduz um inobservável redun-
dante na descrição. Em vez disso, pode-se notar que o gradiente do campo escalar
forma uma quadrivelocidade natural

uµ ≡ −
∂µφ√
2X

, (J.42)

que define um referencial comóvel e providencia que ∂µ seja tipo-tempo, X > 0. O
significado do gradiente de φ é a direção temporal para um observador em repouso nesse
referencial, ou seja, está relacionado ao versor da hipersuperfície. A perturbação do
escalar, quando apropriadamente normalizada, pode ser interpretada como potencial
escalar para um campo de velocidade peculiar

vX ≡ −
δφ

φ̇
. (J.43)

Esse potencial de velocidade é então invariante sob as reparametrizações de φ e
nos permite escrever um conjunto muito mais simples de equações de perturbações.
Modelos oscilatórios, onde o campo de velocidade no background φ cruza o eixo, não
pode ser descrito diretamente usando a nossa formulação, uma vez que singularidades
em (J.42) teriam que ser devidamente consideradas.

O efeito da presença do escalar de Horndeski é introduzir o potencial de veloci-
dade dinâmica vX , descrevendo a perturbação do campo escalar através da Eq. (J.42).
Mantemos estes termos no lado esquerdo das equações de Einstein perturbadas para
enfatizar a natureza do tipo-gravidade deste grau de liberdade resultante da univer-
salidade de seu acoplamento. Além do mais, a configuração do background do escalar
altera os coeficientes dos potenciais gravitacionais para valores muito distintos de seus
valores padrão decorrentes do tensor de Einstein. No lado direito das equações de
Einstein estão apresentadas as contribuições padrões de todas as fontes de matéria da
cosmologia [234].

Vamos apresentar as equações de Einstein perturbadas em primeira ordem no gauge
Newtoniano [234]. A componente (00) das equações de Einstein é representada por

3(2− αB)HΦ̇ + (6− αK − 6αB)H2Ψ +
2k2Φ

a2
+

−(αK + 3αB)H2v̇X −
[
αB

k2

a2
− 3ḢαB + 3(2Ḣ + ρ̃m + p̃m)

]
HvX = −ρ̃mδm , (J.44)
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A componente (0i) das equações de Einstein é

2Φ̇ + (2− αB)HΨ− αBHv̇X − (2Ḣ + ρ̃m + p̃m)vX = −(ρ̃m + p̃m)vm , (J.45)

A componente (ij) tem a forma

Ψ− (1 + αT )Φ− (αM − αT )HvX = p̃mπm , (J.46)

e a equação da pressão (ii) é

2Ψ̈− αBHv̈X + 2(3 + αM)HΨ̇ + (2− αB)HΨ̇+

+[H2(2− αB)(3 + αM)− αBH + 4Ḣ − (2Ḣ + ρ̃m + p̃m)]Ψ+

−[(2Ḣ + ρ̃m + p̃m) + αBH +H2αB(3 + αM)]v̇X+

−[2Ḧ + 2ḢH(3 + αM) + ˙̃pm + αMHp̃m]vX = δpm/M
2
∗ . (J.47)

Por fim, temos a equação de movimento do potencial de velocidades vX :

3HαBΦ̈ +H2αK v̈X − 3[(2Ḣ + ρ̃m + p̃m)−H2αB(3 + αM)− αBH]Φ̇+

+(αK + 3αB)H2Ψ̇− 2(αM − αT )H
k2

a2
Φ− αBH

k2

a2
Ψ+

−[3(2Ḣ + ρ̃m + p̃m)−H2(3 + αM)(αK + 3αB)+

−Ḣ(2αK + 9αB)−H(α̇K + 3α̇B)−H2(3 + αM)(αK + 3αB)]HΨ+

+[2ḢαK + α̇KH +H2αK(3 + αM)]Hv̇X +H2M2vX+

+[−(2Ḣ + ρ̃m + p̃m) + 2H2(αM − αT ) +H2αB(1 + αM) + αBH]
k2

a2
vX = 0 , (J.48)

com

H2M2 ≡ 3Ḣ[Ḣ(2− αB) + ρ̃m + p̃m −Hα̇B]− 3HαB[Ḧ + ḢH(3 + αM)] . (J.49)

A evolução das equações lineares é feita usando códigos de Boltzmann apropriados
como o EFTCAMB [266] ou o hi-class [267].

J.1.5 Descrição do hi-class

OCLASS (Cosmic Linear Anisotropy Solving System) [268] é um código de Einstein-
Boltzmann desenvolvido para calcular perturbações cosmológicas no regime linear. O
hi-class incorpora ao código CLASS teorias de Horndenski de gravidade modificada.

Em [234] é desenvolvida uma implementação da dinâmica de Horndeski de descre-
ver as perturbações lineares em termos das quatro funções α’s referidas (αK , αB, αM
e αT ) segundo a parametrização

αi = Ω̃DE(t) α̂i , α̂i = const. , (J.50)

para as funções α’s. Essa parametrização se baseia no fato de que os valores das funções
α’s são descritos pelo campo escalar dinâmico, assim como a densidade de energia es-
cura. A proposta assume também que a evolução da expansão cósmica do background
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Figura J.1: A esturtura do hi-class. É necessário especificar uma parametrização para o back-
ground e para as funções α, computando a função de Hubble e as funções α. O restante do código
não é modificado em relação ao CLASS original. Extraído de [267].

segue a prevista pelo modelo ΛCDM. Os inputs do hi-class são a evolução da den-
sidade de energia escura no background e as funções α’s como esquematizado na Fig.
(J.1.5).

Na primeira versão do hi-class estão disponíveis duas escolhas de parametrização
do background:

1. lcdm: A energia escura tem densidade de energia constante;

2. wowa: A equação de estado evolui com os parâmetros (Ωde,0, ω0, ωa).

Já para as funções α, estão disponíveis quatro parametrizações:

1. propto-omega: As funções α são proporcionais a Ωde, i.e, αi = α̂iΩde(τ);

2. propto-scale: As funções α são proporcionais ao fator de escala, i.e, αi =
α̂i a(τ);

3. planck-linear: k-essência acoplada com a gravidade estudado pela colaboração
Planck [269];

4. planck-exponential: k-essência alternativa acoplada com a gravidade estudado
pela colaboração Planck [269].

Os dois últimos modelos planck-linear e planck-exponential seguem a parame-
trização

αK =
3(ρde + pde)

H2
+

3Ω(ρm + pm)

H2(1 + Ω)
− Ω′′ − 2aHΩ′

a2H2(1 + Ω)
,

αM =
Ω′

aH(1 + Ω)
,

αB = −αM ,

αT = 0 ,



248 HiClass

sendo que para planck-linear Ω = Ω0a(τ) e para planck-exponential temos Ω =

exp[
αM0

β
αβ(τ)]− 1.



Apêndice K

BAO

Oscilações acústicas de bárions (BAO) são flutuações regulares e periódicas da
densidade de matéria bariônica no universo. Vamos falar brevemente de onde essas
flutuações vieram.

O universo primordial consistia de um plasma quente e denso de elétrons (léptons)
e bárions (prótons e neutrons), chamaremos a combinação de todos eles de matéria ba-
riônica. Nessa época, os fótons tinham um caminho livre muito pequeno, eles viajavam
pequenas distâncias até se chocarem com esse plasma pelo espalhamento Thomson [3].
Com a expansão do universo o plasma esfriou a uma temperatura abaixo de 3000K,
temperatura baixa o suficiente para que os elétrons e prótons do plasma se juntassem
formando átomos de hidrogênio. Essa é a chamada era da recombinação, aconteceu
por volta dos 379000 anos de idade do universo, em z = 1089. Os fótons interagem
em menor quantidade com matéria neutra e assim sendo, depois da recombinação, era
como se os fótons estivessem livres no universo. A radiação da CMB é a luz emitida
depois da recombinação, assim, quando olhamos para os dados do Planck, estamos
olhando para a imagem que o universo tinha em z = 1089.

O Planck [17] indica um universo smooth e homogêneo com anisotropias na den-
sidade de 10 partes por milhão [3], no entanto, quando observamos o universo hoje
encontramos largas estruturas e flutuações da densidade. Acredita-se que pequenas
anisotropias no início do universo, como a gravidade, criaram o universo de hoje, lo-
cais de muita densidade atraem mais massa enquanto que locais de menos densidade
atraem menos.

Imagine uma região de muita densidade no plasma primordial. Enquanto essa
região de alta densidade atrai matéria em sua direção gravitacionalmente, o calor
das interações fóton-matéria faz uma grande pressão para fora do centro de massa.
Essas forças de mesma direção mas sentido oposto criam oscilações, análogas às ondas
sonoras criadas no ar devido às diferenças de pressão.

Considere uma onda que originou dessa região de muita densidade no centro do
plasma. Essa região contém DM, bárions e fótons. A pressão resultante é uma onda
de som esférica causada pelos bárions e pelos fótons se movendo juntamente com uma
velocidade um pouco acima da metade da velocidade da luz [270, 271] pra fora da
região. A DM interage apenas gravitacionalmente, então ela ficará no centro da onda
sonora, região de alta densidade. Antes do desacoplamento, os fótons e bárions se
movem para fora juntos, depois do desacoplamento, os fótons já não interagem da
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mesma forma com a matéria bariônica e se espalham. Isso alivia a pressão sobre o
sistema deixando para trás uma concha de matéria bariônica em um raio fixo, em
um referencial comóvel, de 150 Mpc. Esse raio pode ser referido como o horizonte
sonoro. Sem a pressão da interação fóton-bárion empurrando as coisas para fora, a
única força restante que atua nos bárions é a força gravitacional. Assim, os bárions e
a DM formam uma configuração que inclui alta densidade de matéria tanto no local
original da anisotropia quanto na casca do horizonte sonoro para essa anisotropia [272].

Muitas dessas anisotropias criaram as ondulações do espaço que atraiu a matéria e
eventualmente formaram as galáxias em um padrão similar. Portanto, é de se esperar
ver um maior número de galáxias separadas pelo horizonte sonoro de 150 Mpc do
que em outras escalas de comprimento [272]. Essa configuração particular de matéria
ocorreu em cada anisotropia do início do universo, e portanto o universo não é com-
posto por uma onda sonora, mas por muitas. Não é possível observar essa separação
privilegiada no olho, mas tratamentos estatísticos, como a análise da função de corre-
lação de dois pontos, podem observar essa separação para um número muito grande
de galáxias.

Comparando observações do horizonte sonoro medido hoje por clusters de galá-
xias com o horizonte sonoro da época da recombinação visto no CMB, podemos ter
uma melhor compreensão da expansão do universo utilizando BAO, do que pode ser
explicado por técnicas de supernovas.



Apêndice L

BINGO

Em 1998 dois grupos independentes utilizando a medição de supernovas do tipo
Ia [25, 77] inferiram, inevocadamente, a aceleração cósmica. Ela pode ser explicada
pelo postulado de uma pressão negativa gerada a partir de um novo componente do
universo, conhecido como energia escura. Em combinação com outras observações,
como a radiação cósmica de fundo (CMB), há pouca dúvida sobre a existência de tal
componente, por esse motivo tem-se tentado determinar suas propriedades detalhadas.

O BINGO (BAO from Integrated Neutral Gas Observations) é um radiotelescópio
criado para fazer a primeira detecção de oscilações acústicas de bárions (BAO) (Apên-
dice K) em frequência de rádio, através da medição da distribuição de gás hidrogênio
neutro a distâncias cosmológicas. Junto com a CMB, a escala de BAO é uma das son-
das mais poderosas dos parâmetros cosmológicos, incluindo a energia escura [216,217].

Por ser de grande importância para a cosmologia e astrofísica, existem muitos pro-
gramas observacionais em andamento que visam elucidar o setor escuro do universo
envolvendo várias abordagens diferentes. Entre estes, encontramos lentes gravitacio-
nais, contagens de fragmentação e busca de supernovas, porém uma das sondas mais
poderosas das propriedades da energia escura é o estudo de BAO. Até o momento
BAO foram observados através da realização de pesquisas de redhift de galáxias na
banda óptica. No entanto, dadas as implicações destas medidas, é importante que elas
sejam confirmadas em outras bandas. A janela de observação crítica é o espectro de
rádio que pode dar contribuições importantes para o entendimento da energia escura
usando a linha de emissão de 21cm (estrutura hiperfina) do hidrogênio neutro de ga-
láxias distantes. BINGO será o primeiro telescópio do mundo operando nesta faixa de
frequência com o objetivo de estudar BAO com mapeamento da linha de 21 cm.

O BAO é uma assinatura na distribuição da matéria a partir da época de recom-
binação. Note que o BAO ocorre na distribuição de galáxias em redshifts menores
do que aqueles da época de reionização. No contexto do modelo cosmológico padrão
(ΛCDM), o BAO manifesta-se como um excesso pequeno mas detectável, de galáxias
com separações da ordem de 150Mpc. Esse excesso é a marca das oscilações acústicas
que ocorreram antes da recombinação. Por conseguinte, uma medida da sua escala
angular pode ser usada para determinar a distância até um determinado desvio para
o vermelho. As mesmas oscilações produzem as características familiares dominantes
vistas no espectro de energia da CMB.

O BINGO é um novo instrumento proposto projetado especificamente para a obser-
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vação de tal sinal, fornecendo uma visão profunda e detalhada sobre o universo. Estas
observações nos darão a primeira medição de BAO por este método e trarão uma
contribuição fundamental para o estudo da energia escura. Comparado com outros
radiotelescópios que estão sendo montados com o intuito de estudar BAO na frequên-
cia de rádio, o BINGO é de fácil construção, assim pretendemos ser os primeiros a
detectar BAO nesse domínio e mapear a distribuição tridimensional de hidrogênio, o
elemento mais abundante do universo [216,217].

A abordagem padrão para se sondar a estrutura em larga escala (LSS) é realizando
um grande mapa de redshifts. Isto produz as posições e redshifts de muitas galáxias e
estas podem ser utilizadas para se inferir o contraste de densidade para as galáxias e a
função de correlação de dois pontos. Diferente do que tem sido feito na banda óptica, a
característica natural na banda de rádio é a linha de 21 centímetros do hidrogênio neu-
tro, mas a emissividade dessa linha é baixa, o que significa que a detecção de galáxias
individuais em z ∼ 1 requer uma área de coleta muito grande. Uma ideia inovadora é
a utilização da temperatura integrada como marcador de LSS, em oposição a detectar
as galáxias individuais, explorando os telescópios de rádio de baixa frequência, o que
é conhecido como técnica de mapeamento de intensidade. Felizmente, a emissão de
21 cm integrados deverá ter variações características com a frequência onde a emissão
contínua tem um espectro muito liso, permitindo assim que os dois sinais sejam sepa-
rados. Contudo, o instrumento utilizado para fazer isso terá de ser cuidadosamente
projetado para evitar os efeitos sistemáticos, que podem resultar em vazamento do
fundo contínuo.
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