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RESUMEN

En este trabajo se estudian teorías no conmutativas, es decir, teorías formuladas sobre un espa-
cio en el cual las coordenadas cumplen una relación de conmutación no trivial, con un énfasis en
teorías de campos escalares (particularmente reales) en 2+1 dimensiones, con el tiempo conmuta-
tivo. Luego de motivar el estudio de este tipo de teorías e introducir las herramientas básicas para
su formulación, se procede al estudio de la imposición de condiciones de borde en teorías escalares
no conmutativas. Esto se realiza a partir de la introducción de un término de interacción específico
entre el campo y la curva que describe al borde (que es un objeto conmutativo usual), a través
del producto de Moyal. Con esto presente, se procede al cálculo del propagador para el campo
escalar real sin autointeracción entre bordes rectos paralelos. Luego se estudia la energía de vacío
del campo con un borde arbitrario, a partir de un desarrollo perturbativo del término que impone
las condiciones de borde, y se aplica este desarrollo a los casos particulares de un borde circular,
un borde recto y dos bordes rectos paralelos. Por último, se consideran teorías escalares reales y
complejas con autointeracción tipoφ4 y un término de Grosse-Wulkenhaar, sobre dos coordenadas
espaciales no conmutativas y eventualmente el tiempo conmutativo, y se calculan las correcciones
a un lazo a la acción efectiva para configuraciones particulares del campo correspondientes a solu-
ciones de vacío no triviales halladas por otros autores.

Palabras Clave: Teoría de campos, No conmutatividad, Bordes, Casimir, Acción efectiva.
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ABSTRACT

NON-COMMUTATIVE FIELD THEORIES: SYMMETRIES AND QUANTUM CON-
SISTENCY

In this work we study non-commutative theories, that is theories formulated on a space described
by coordenates that satisfy non trivial commutation relations, with an emphasis on scalar field the-
ories (mainly real scalars) on 2+1 dimensions, with a commutative time coordenate. After drawing
our motivations for the study of this kind of theories and laying down the basic elements for their
construction, we proceed to the study of the confinement of non-commutative scalar field theories.
This confinement is achieved through the introduction of a specific interaction term between the
field and the curve that describes the boundary of the confinement region (this curve is a stan-
dard commutative object), using the Moyal product. Bearing this in mind, we then proceed to the
calculation of the propagator for a non self-interacting scalar field bound between parallel plates.
After that, we study the vacuum energy of the field bound by an arbitrarily shaped boundary, by
performing a perturbative expansion of the interaction that imposes the boundary conditions. We
then apply this expansion on the special cases of a circular border, a straight line border and a
couple of parallel straight line borders. Finally, in the last part of this thesis, we consider real and
complex scalar field theories on a non-commutative plane (plus eventually a commutative time)
with aφ4 self-interaction and a Grosse-Wulkenhaar term and calculate the one loop corrections to
the effective action around non trivial vacuum solutions previously found by other authors.

Key words: Field theory, Non-commutativity, Boundaries, Casimir, Effective action.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

En este trabajo se estudian teorías no conmutativas, entendiéndose por esto teorías clásicas o
cuánticas de finitos o infinitos grados de libertad (i.e. teorías de campos) formuladas sobre un
espacio tal que al menos dos de sus coordenadas no conmutan entre sí. Un ejemplo de espacio no
conmutativo bien conocido en Mecánica Cuántica ordinaria es el del espacio de fases. En el mismo,
las coordenadas clásicasx y p son reemplazadas por operadores hermíticos,x̂ y p̂, cumpliendo
las relaciones de conmutación canónicas[x̂i, p̂j] = i~δij. Esta relación da lugar a la relación de
incertidumbre de Heisenberg,

∆xi∆pi ≥ ~
2
. (1.1)

A diferencia de este ejemplo, los espacios que interesan en este trabajo son espacios de coorde-
nadas espacio-temporales no conmutativas. Como se verá más adelante, para construir este tipo de
espacios se propone que las coordenadas espacio-temporal sean representadas por operadoresx̂i

tales que al menos algunos de ellos cumplan relaciones de conmutación generalizadas de la forma,

[x̂i, x̂j] = iθij(x̂) , (1.2)

siendoθij(x̂) un tensor antisimétrico que puede depender de las coordenadas, si bien no es
habitual trabajar con dependencias más allá de la cuadrática en las mismas. A partir de esta relación
de conmutación puede formularse la relación análoga a (1.1),

∆xi∆xj ≥ |θij|
2

. (1.3)

Esto muestra la aparición de una granularidad del espacio-tiempo, con una región mínima a la
cual no se puede acceder.

En este primer capítulo se buscará motivar el estudio de las teorías no conmutativas en general,
y se desarrollará un modelo en el que la no conmutatividad entre coordenadas surge de manera
natural como una descripción efectiva en cierto límite. En el Capítulo 2 se darán las herramientas
básicas para la contrucción de teorías de campos no conmutativas y se analizará un primer modelo
escalar real en 2+1 dimensiones. Luego, en el Capítulo 3 se estudiará el confinamiento del cam-
po escalar real a través de la imposición de condiciones de borde sobre curvas en el plano. En el

1



IVÁN A. DAVIDOVICH 1.1. MOTIVACIÓN

Capítulo 4 se calcularán las corrección a un lazo a la acción efectiva para ciertas teorías escalares
alrededor de configuraciones particulares halladas por otros autores. Finalmente, en el Capítulo 5
se darán las conclusiones de esta tesis.

1.1. Motivación

El primer trabajo en el cual se formuló matemáticamente un modelo de teoría de campos que
llevase a la no conmutatividad de las coordenadas espacio-temporales fue el realizado por Snyder
[1]. Snyder propuso en primer lugar un espacio-tiempo discreto, con la esperanza de que esto pu-
diese dar solución a las divergencias que plagaban las teorías de campos en aquel momento (1947)
al eliminar la posibilidad de interacciones puntuales, y vio a partir de esta propuesta que se inducía
una no conmutatividad como la expresada en (1.2). Eventualmente incluso elaboró un modelo para
el Electromagnetismo basado en sus ideas de un espacio-tiempo no continuo [2]. Más adelante,
el éxito del programa de renormalización llevó a que las ideas de Snyder fuesen dejadas de lado
por varias décadas hasta que otras motivaciones, que serán comentadas a continuación, llevaran al
resurgir de las mismas.

Una de estas motivaciones se encuentra en las posibilidades que este tipo de teorías ofrecen
para la formulación de una descripción de la gravedad a nivel cuántico. En primer lugar, existen
argumentos sencillos para mostrar que cualquier teoría cuántica de la gravedad debe contemplar la
existencia de un volumen mínimo inaccesible a las mediciones, como el predicho en (1.3). Estos
argumentos [3] se basan en la idea de que uno debe entregar una cierta energía para localizar un
evento en una dada región del espacio y mientras menor sea el tamaño de esta región, mayor será
la energía que debe entregarse. Por otro lado, la energía genera un campo gravitatorio y, eventual-
mente, si la energía es lo suficientemente grande el campo gravitatorio generado podría impedir
la salida de cualquier información hacia el exterior de la región en estudio. A partir de las ecua-
ciones de la Relatividad General puede entonces calcularse cuál es el tamaño mínimo que podrá
tener una región del espacio tal que la misma pueda estudiarse experimentalmente, dado que para
regiones de un tamaño menor será operativamente imposible obtener cualquier tipo de información
sobre lo que ocurre en su interior. Más allá de esto, las teorías no conmutativas son desarrolladas a
partir de las ideas de la Geometría No Conmutativa y las álgebras asociadas a esta geometría. La
gravedad es a su vez descrita a partir de teorías geométricas que podrían generalizarse a geometrías
no conmutativas dando un terreno común para las teorías cuánticas de campos y la gravedad. La
Geometría No Conmutativa es una rama de la matemática que fue desarrollada en la década de los
80’ por matemáticos como Connes, Woronowicz y Drinfel’d, llegando a obtener algunos resulta-
dos interesantes en física en relación al Modelo Estándar de Partículas Elementales [4] (para un
tratado sobre Geometría No Conmutativa ver [5]). Como candidatos para una teoría cuántica de la
gravedad, las teorías basadas en estas ideas presentan además algunas ventajas y desventajas res-
pecto de otras como la Teoría de Cuerdas y la Gravedad Cuántica de Lazos [3] e incluso en el caso
en que la Teoría de Cuerdas fuese la indicada para describir la gravedad a nivel cuántico, resultará
de interés estudiar las teorías de campos no conmutativas, ya que se ha visto que las mismas surgen
en ciertos límites de la Teoría M y la Teoría de Cuerdas [6].

Existen también motivaciones astrofísicas para el estudio de las teorías de campos no conmuta-

2



IVÁN A. DAVIDOVICH 1.2. PARTÍCULA CARGADA EN 2+1 DIMENSIONES

tivas. Según se ha visto [3], ciertos modelos escalares (llamadosκ-deformados o con deformación
κ) donde (1.2) toma la forma,{

[x̂i, t̂] = iλx̂i

[x̂i, x̂j] = 0
, i, j = 1, 2, 3 ,

producen una relación de dispersión modificada. En particular, para partículas no masivas se ob-
tiene una velocidad de propagación que depende de la energía de las mismas. Se cree que este tipo
de efectos podrían explicar las anomalías medidas en el tiempo de arribo de rayosγ producidos en
estallidosγ en los núcleos activos de galaxias como Makarian 142.

Por último, se ha observado que la no conmutatividad entre coordenadas surge como una des-
cripción natural en ciertos sistemas de materia condensada, como los sistemas con vórtices[7] o
aquellos que se emplean en el estudio del efecto Hall cuántico. En la próxima sección se mostrará
precisamente cómo ocurre esto en un ejemplo particular del último tipo y se buscará estudiar el
efecto de las rotaciones sobre dicho sistema.

1.2. Modelo para partícula cargada en 2+1 dimensiones con un
campo magnético intenso

En esta sección se busca mostrar cómo la no conmutatividad entre coordenadas surge natural-
mente como una descripción efectiva para un modelo particular. Mucho de lo que aquí se desarro-
llará puede verse también en [8][9].

El sistema a considerar es el de una partícula cargada no relativista que se desplaza en un plano
infinito bajo la presencia de un campo magnético normal a dicho plano. El lagrangiano correspon-
diente a este sistema es entonces,

Lm =
1

2
mẋiẋi +

q

c
ẋiAi , (1.4)

dondem es la masa de la partícula,q su carga eléctrica yxi con i = 1, 2 son sus coorde-
nadas cartesianas en el plano;A es el potencial vector correspondiente al campo magnético yc la
velocidad de la luz en el vacío. A partir de este lagrangiano puede construirse el bien conocido
hamiltoniano,

Hm =
1

2m
(pi −

q

c
Ai)(pi −

q

c
Ai) =

1

2m
(p− q

c
A)2 . (1.5)

1.2.1. Niveles de Landau

Conviene en este punto recordar cómo es la estructura del espectro energético del sistema en
consideración. La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo, en representación de coor-
denadas, para el hamiltoniano (1.5) es,

3



IVÁN A. DAVIDOVICH 1.2. PARTÍCULA CARGADA EN 2+1 DIMENSIONES

~2

2m
(∇− iq

~c
A)2ψ(x) + Eψ(x) = 0 , (1.6)

donde∇ = (∂1, ∂2). TomandoA en el gauge de Landau,

A = (0, x1B) (⇒ ∂iεijAj = B campo magnético normal al plano), (1.7)

dondeε es el tensor antisimétrico de2× 2,

ε =

(
0 1

−1 0

)
, (1.8)

resulta (∇− iq

~c
A) = (∂1, ∂2 −

iq

~c
x1B).

Reemplazando en (1.6) se obtiene,{
~2

2m

[
∂2

1 + (∂2 −
iq

~c
x1B)2

]
+ E

}
ψ(x) = 0 . (1.9)

Proponiendo como soluciónψ(x) = eiαx2U(x1), resulta,

− ~2

2m
∂2

1U(x1) +
m

2

(
qB

mc
x1 −

~α
m

)2

U(x1) = EU(x) . (1.10)

Esta es la ecuación de Schrödinger correspondiente a un oscilador armónico unidimensional
centrado ena = ~αc

qB
y de frecuencia angularω = qB

mc
. El espectro de este sistema es bien conocido

y es el conjunto discreto de valores de energía dados por,

En = ~
qB

mc

(
n+

1

2

)
= n~

qB

mc
+

1

2
~
qB

mc
, n ∈ N0 . (1.11)

Resulta entonces que el sistema bajo estudio posee una estructura de niveles energéticos separa-
dos por∆E = ~ qB

mc
. Estos son los llamados Niveles de Landau. Es sencillo ver que estos niveles

serán infinitamente degenerados en un sistema de extensión espacial infinita. El nivel más bajo, o
primer nivel de Landau, será el correspondiente an = 0 y tendrá una energíaE0 = 1

2
~ qB

mc
.

1.2.2. Proyección al Primer Nivel de Landau (PNL)

Considerando los resultados de la sección anterior, es claro que es posible aislar el primer nivel
de Landau (PNL) tomando el límitem→ 0, de modo que∆E →∞. Por supuesto, será necesario
renormalizar el autovalor de energía del PNL restando1

2
~ qB

mc
. El significado físico de este límite

corresponde (ver (1.4)) a decir que se considera un campo magnético lo suficientemente intenso tal
que la energía cinética del sistema sea mucho menor que el término proveniente de la interacción
con el campo, de modo que no puedan excitarse niveles superiores al PNL. Es por esto que al tomar
este límite se dirá que se está proyectando sobre el PNL.

4



IVÁN A. DAVIDOVICH 1.2. PARTÍCULA CARGADA EN 2+1 DIMENSIONES

Antes de evaluar las consecuencias de la proyección al PNL, convendrá generalizar un poco el
sistema en estudio agregando al mismo un potencialV (x). Si este potencial es débil comparado
con el término magnético del lagrangiano, la estructura global de los niveles de Landau no se verá
alterada, aunque podría romperse la degeneración en cada nivel. Los potenciales a considerar serán
típicamente potenciales armónicos débiles, simétricos en las coordenadas. Además del agregado
de este potencial, se empleará a partir de ahora~ = c = q = 1. Con estas consideraciones en
mente, el lagrangiano del sistema es,

Lm =
1

2
mẋiẋi + ẋiAi − V (x) . (1.12)

Si bien en la sección anterior se empleó el gauge de Landau paraA es claro que los resultados
obtenidos allí, referidos a la estructura y autovalores de los niveles de Landau, no dependen de esta
elección particular. En lo que sigue será conveniente emplear en cambio el gauge simétrico ante
rotaciones dado por,

Ai = −εijxj
B

2
. (1.13)

Usando este gauge, (1.12) toma la forma,

Lm =
1

2
mẋiẋi −

B

2
ẋiεijxj − V (x) . (1.14)

Ahora proyectando al PNL, es decir tomandoĺım
m→0

Lm, resulta,

L0 = −B
2
ẋiεijxj − V (x) . (1.15)

Este lagrangiano es lineal en las derivadas de las coordenadas. Se mostrará a continuación que
los lagrangianos con este tipo de dependencia inducen una no conmutatividad entre las coorde-
nadas. El desarrollo que se realizará es similar al presentado en [8][10]. Se considera sin embargo
que, además de ser instructiva, la presentación de este argumento es por su generalidad mucho
más valiosa que la simple cita de sus resultados o la elaboración de un argumento similar que sólo
contemple el sistema bajo estudio.

Considérese un sistema cuya dinámica está descrita por las componentes del vectorr y cuyo
lagrangiano es de la forma,

L = ai(r)ṙi − V (r) . (1.16)

dondeai y V son funciones der pero no dėr . Es interesante notar que esta es realmente la forma
general para un lagrangiano en el formalismo de primer orden, considerando comor al vector de
coordenadas en el espacio de fases del sistema. Efectivamente,L(p,q) = piq̇i − H(p,q), donde
q es el vector de coordenadas generalizadas del sistema,p el de momentos conjugados y H su
hamiltoniano, es de la forma (1.16). Por supuesto, para las coordenadas del espacio de fases el
argumento que se expone no aportará información nueva respecto de la descripción del sistema;
simplemente volverá a presentar el conocido resultado de que las coordenadas generalizadas no
conmutan con sus respectivos momentos conjugados.

5



IVÁN A. DAVIDOVICH 1.2. PARTÍCULA CARGADA EN 2+1 DIMENSIONES

Escribiendo las ecuaciones de Euler-Lagrange para (1.16),

d

dt

(
∂L

∂ṙi

)
− ∂L

∂ri

= 0

⇒ d

dt
ai(r) +

∂V (r)
∂ri

− ∂aj(r)
∂ri

ṙj = 0

⇒ ∂V (r)
∂ri

=

(
∂aj(r)
∂ri

− ∂ai(r)
∂rj

)
ṙj . (1.17)

Definiendofij(r) =
∂aj(r)
∂ri

− ∂ai(r)
∂rj

resulta,

fij(r)ṙj =
∂V (r)
∂ri

. (1.18)

Se supondrá a partir de este punto quefij posee inversa, la cual se indicaráf−1
ij . El procedimiento

a seguir en caso de quefij no tuviese inversa puede consultarse en [10]. Dicho esto, resulta a partir
de (1.18),

ṙi = f−1
ij (r)

∂V (r)
∂rj

. (1.19)

Ahora, es un resultado conocido de Mecánica Clásica que,

ṙi = {ri, H} , (1.20)

donde{·, ·} indica corchetes de Poisson. En este caso el hamiltoniano es:

H =
∂L

∂ṙi

ṙi − L = V (r) . (1.21)

Entonces,

ṙi = {ri, H} = {ri, V (r)} =
∂V (r)
∂rj

{ri, rj} , (1.22)

donde en el último paso se ha supuesto que V(r ) es analítica y se ha utilizado su desarrollo en
serie de Taylor para llegar al resultado final. Ahora, comparando esta última ecuación con (1.19),
es claro que (1.20) se cumplirásii:

{ri, rj} = f−1
ij (r) . (1.23)

Esta relación expresa la no conmutatividad de las componentes der a nivel clásico. Para ob-
tener las relaciones de conmutación a nivel cuántico, pueden aplicarse directamente las reglas de
cuantización a (1.23) o repetir los pasos desde (1.20) utilizando el resultado análogo de Mecánica
Cuántica. En cualquier caso, se obtiene,

[r̂i, r̂j] = if−1
ij (r̂) . (1.24)

6



IVÁN A. DAVIDOVICH 1.2. PARTÍCULA CARGADA EN 2+1 DIMENSIONES

Es ahora el momento de ver cómo se aplican estos resultados al problema de la partícula cargada
en 2+1 dimensiones. Comparando (1.15) con (1.16) y considerandor = x se ve que,

ai(x) = −B
2
εijxj

⇒ fij = −B
2
εji +

B

2
εij = Bεij

⇒ f−1
ij = − 1

B
εij , (1.25)

donde se utilizó la definición defij. Entonces,

{xi, xj} = − 1

B
εij . (1.26)

Y a nivel cuántico,

[x̂i, x̂j] = − i

B
εij . (1.27)

Nótese que (1.26) podría también haberse obtenido, para el sistema particular en estudio, emple-
ando los cálculos habituales del formalismo hamiltoniano. Se debe primero, sin embargo, reescribir
(1.15) como,

L0 =
d

dt

(
B

2
x1x2

)
−Bẋ1x2 − V (x) . (1.28)

El término de derivada total no tendrá efecto sobre la física del sistema (no es más que un cambio
de gauge), por lo que puede eliminarse, llegando al lagrangiano equivalente,

L̃0 = −Bẋ1x2 − V (x) . (1.29)

Entonces, el momento conjugado ax1 será,

∂L̃0

∂ẋ1

= −Bx2 ≡ p1 . (1.30)

De donde,

{x1, x2} =
∂x1

∂x1

∂x2

∂p1

− ∂x2

∂x1

∂x1

∂p1

= − 1

B
. (1.31)

Asimismo, puede obtenerse el corchete canónico,

{x1, p1} = −B{x1, x2} = 1 . (1.32)

Se ha visto entonces que en un sistema compuesto por una partícula cargada, no relativista, que
se desplaza por un plano infinito bajo la presencia de un campo magnético intenso perpendicular
al mismo, la no conmutatividad entre coordenadas espaciales surge como una descripción natural
al proyectar sobre el PNL1. Más aún, se ha visto que en una clase más general de sistemas, los
descritos por lagrangianos de la forma (1.16), aparece esta no conmutatividad. A continuación, se
buscará sacar frutos a la generalidad de dicho resultado.

1Para conocer sobre la forma en que ocurre la proyección de las funciones de onda y autovalores de este sistema al
PNL, pueden consultarse las referencias [8, 9].
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IVÁN A. DAVIDOVICH 1.2. PARTÍCULA CARGADA EN 2+1 DIMENSIONES

1.2.3. No conmutatividad en un sistema rotante

En relación a lo que se ha visto en la sección anterior, es interesante recordar la forma que
adquiere el lagrangiano de un sistema compuesto por una partícula libre de masam, no relativista,
que se desplaza en un plano infinito, cuando se lo describe desde un sistema de referencia que rota
respecto de un eje normal al plano con velocidad angular constante,ω. Dicho lagrangiano toma la
forma,

Lr =
1

2
mẋiẋi −mωẋiεijxj +

1

2
mω2xixi , (1.33)

dondexi coni = 1, 2 son las coordenadas de la partícula en el sistema rotante. Resulta evidente
que si se encontrara la forma de eliminar el término cinético de este lagrangiano, el mismo tomaría
la forma (1.16), con el término de Coriolis haciendo las veces de término lineal en las derivadas
primeras de las coordenadas y el término centrífugo haciendo las veces de potencial dependiente
de las coordenadas pero no de sus derivadas. Para eliminar el término cinético, debería tomarse
ĺım
m→0

Lr, como antes, pero hay que notar que en este caso los otros términos también son lineales

enm por lo que será necesario considerar más bienĺım
m→0,ω→∞

Lr, conmω → λ, si no se quieren

eliminar también el término centrífugo y el de Coriolis. Lo que ocurre sin embargo es que, si se
toma este límite, el término centrífugo diverge dejando un lagrangiano con una física muy poco
interesante. Una manera de enriquecer el comportamiento de este sistema consiste en combinar las
ideas aquí presentadas con el sistema de la sección anterior, como se hará a continuación.

Considérese el lagrangiano (1.14), conV (x) ≡ 0, descrito desde un sistema rotante como el
utilizado para describir (1.33). Dicho lagrangiano será,

L =
1

2
mẋiẋi −

(
B

2
−mω

)
ẋiεijxj +

1

2
(mω −B)ωxixi . (1.34)

Es interesante observar entonces que eligiendoω = B
2m

puede eliminarse el término lineal en las
derivadas temporales de las coordenadas, resultando,

L′ =
1

2
mẋiẋi −

1

2

(
B

2m

)2

mxixi . (1.35)

Este es el lagrangiano de un oscilador armónico bidimensional de frecuencia angularB
2m

cuyas
coordenadas, como es conocido, conmutan entre sí. La conmutatividad entre coordenadas se preser-
vará al considerar el límite de campo intenso, es decirm → 0, aunque el sistema quedará confi-
nado al origen de coordenadas perdiendo nuevamente cualquier riqueza de comportamiento. Se
ve entonces que a un sistema como el de la partícula cargada en 2+1 dimensiones con un campo
magnético perpendicular al plano, que posee naturalmente coordenadas no conmutativas cuando
se lo proyecta al PNL, puede “eliminársele la no conmutatividad” al describirlo desde un sistema
que rota con la velocidad angular adecuada.

Puede también elegirseω = B
m

, obteniéndose,

L′′ =
1

2
mẋiẋi +

B

2
ẋiεijxj . (1.36)
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IVÁN A. DAVIDOVICH 1.2. PARTÍCULA CARGADA EN 2+1 DIMENSIONES

De esta forma se elimina el término armónico y se cambia el signo del término lineal en las
derivadas. Como consecuencia, al proyectar sobre el PNL, el corchete (y el conmutador) entre
coordenadas cambiará de signo. Para ver esto, puede calcularse el lagrangiano análogo a (1.28)
y seguir los pasos a partir de allí. Sería sin dudas interesante encontrar una forma de “controlar”
el parámetro de no conmutatividad del sistema (es decir, el corchete entre coordenadas) a través
del valor deω. Desafortunadamente al querer hacer esto, e incluso considerando un potencial ar-
mónico adicional, el asunto parece arruinarse al tomar el límitem → 0, ya sea porque el término
armónico diverge o porque el parámetro de no conmutatividad converge a su valor original (el que
adquiere en el sistema no rotante).

Más allá de los resultados puntuales alcanzados para este sistema, esta discusión sobre no con-
mutatividad en un sistema en rotación despierta el interés respecto de la descripción de teorías de
campos no conmutativas en sistemas rotantes. En particular, el término centrífugo podría jugar un
rol similar al de un término de Grosse-Wulkenhaar [11] como el que se utilizará en el Capítulo 4,
que está ligado a la renormalización de la teoría (ver Sección 2.4). En este sentido, es también in-
teresante el estudio de cómo imponer condiciones de borde a una teoría de campos no conmutativa,
como se hará en el Capítulo 3, ya que la condición de rotación podría eventualmente imponerse de
manera similar. Como referencia de teorías de campos conmutativas descritas desde sistemas en
rotación, puede consultarse [12].
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CAPÍTULO 2

TEORÍAS DE CAMPOS NO CONMUTATIVAS:
FORMALISMO

Hasta aquí se ha buscado motivar el estudio de teorías no conmutativas en general, y se ha visto
que las mismas aparecen como una posible descripción para ciertos sistemas particulares a nivel
clásico y cuántico. En este capítulo, se buscará avanzar a otro nivel en este tipo de teorías. Para
ello, se expondrán los conceptos básicos para la construcción de teorías de campos sobre espacios
no conmutativos y se elaborará brevemente un primer modelo para un campo escalar real sobre un
espacio de este tipo.

2.1. Consideraciones generales

Se busca aquí introducir los elementos básicos para la construcción de teorías de campos sobre
espacios no conmutativos. A modo ilustrativo, y por simplicidad, se trabajará sobre un espacio-
tiempo de 2+1 dimensiones. Si bien no será necesario ir más allá en este trabajo, todo lo que se
expondrá puede también desarrollarse en términos más generales [6], considerando por ejemplo
una variedad topológica mucho más general queR2 × R como espacio-tiempo para la teoría o
caracterizando con mayor precisión el tipo de funciones que pueden considerarse para la construc-
ción de las álgebras sobre el mismo (ver más adelante).

2.1.1. Álgebras y prescripciones de orden

Por motivos que serán evidentes más adelante, es conveniente comenzar considerando el espacio-
tiempoR2 × R, descrito por las coordenadasx1, x2 y t ≡ x3 que conmutan entre sí. Sobre este
espacio pueden construirse funciones complejas de las coordenadas considerando series de poten-
cias de las mismas a coeficientes complejos. Una tal función será entonces de la forma,

f(x) =
∑

I

cIx
i1
1 x

i2
2 x

i3
3 , (2.1)

dondeI = (i1, i2, i3) es un multi-índice ycI ∈ C. Al conjunto de estas funciones se le llamaráA.
Es conocido y sencillo de ver queA, junto con la suma habitual entre funciones ((f + g)(x) =

10
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f(x) + g(x), f, g ∈ A) y el producto por escalares complejos ((kf)(x) = kf(x), k ∈ C, f ∈
A), forma unC-espacio vectorial. Más aún, si se considera además la operación de producto entre
funciones dada por· : A × A → A /(f · g)(x) = f(x)g(x), resulta que(A, ·) es un álgebra
asociativa abeliana sobreC. Este álgebra tiene dimensión infinita y puede considerarse como base
de la misma al conjunto de los monomios de la formaxi1

1 x
i2
2 x

i3
3 , i1, i2, i3 ∈ N0.

Se desea ahora construir un análogo no conmutativo de(A, ·), sobre un espacio-tiempo no con-
mutativo. Se considerarán entonces como coordenadas los operadores hermíticosx̂1, x̂2 y t̂ ≡ x̂3

con conmutadores, {
[x̂1, x̂2] = iθ12

[x̂i, x̂3] = iθi3 = 0 , i = 1, 2
(2.2)

dondeθij, i, j = 1, 2, 3, es un tensor antisimétrico que no depende de las coordenadas. Esta elec-
ción de un “parámetro de no conmutatividad” constante no es la más general posible, como ya se
ha mencionado, pero es la única que se considerará en el resto de esta tesis. Corresponde decir algo
respecto de la elección que se ha realizado al pedir quet̂ conmute con̂x1 y x̂2. Lo cierto es que esto
no ha sido realmente una elección; puede verse que cuando se considera un número impar de coor-
denadas, siempre al menos una de ellas debe conmutar con el resto [13]. De ahí en más, elegir que
esta coordenada conmutativa sea el tiempo puede considerarse algo motivado por cuestiones de
simetría o por el deseo de volver eventualmente sobre el sistema presentado en el capítulo anterior,
en el cual eran las coordenadas espaciales las que no conmutaban entre sí. Además de esto, otros
autores han observado que el formalismo hamiltoniano se vuelve complicado en teorías en las que
el tiempo es no conmutativo, al punto de que no es claro que el mismo tenga alguna interpretación
a nivel de operadores en estas teorías [6]. Al espacio generado porx̂1, x̂2 y x̂3 se le llamaráR2

θ×R.
Si bien el tiempo es una coordenada conmutativa (es decir, es un número), se lo seguirá indicando
como t̂ ≡ x̂3 cuando se esté trabajando sobreR2

θ × R, simplemente para recordar que se está en
ese espacio.

Continuando con la analogía, se considerarán ahora las funciones escritas como series de poten-
cias, a coeficientes complejos, de las coordenadas deR2

θ ×R. Al conjunto de estas funciones se le
designará por̂A. Como antes, es claro quêA, junto con las operaciones habituales de suma entre
funciones y producto por escalares, forma unC-espacio vectorial. Es además sencillo de ver que
al agregar la operación de producto entre funciones (·), definida por analogía a la que se definió
sobreA, (Â, ·) es también un álgebra asociativa aunque, a la vista de (2.2), esta no será abeliana.
Justamente por ser no abeliana, la elección de una base para(Â, ·) es un asunto que debe abordarse
con cierto cuidado (ya que, por ejemplox̂2x̂1 6= x̂1x̂2; esx̂2x̂1 = x̂1x̂2− iθ12). La forma de realizar
esta elección de base de forma simple y consistente, es definiendo una prescripción de orden para
las coordenadas no conmutativas. De todas las posibles prescripciones que podrían elegirse, hay
dos que son particularmente importantes y serán definidas a continuación.

La prescripción de orden normal consiste en tomar como base de(Â, ·) al conjunto de los
monomios en los cuales las coordenadas no conmutativas están ordenadas de izquierda a derecha
en orden creciente de sus subíndices (es decir, a la izquierdax̂1 y luegox̂2; la posición dêx3 no es
importante porque esta coordenada conmuta con las otras dos). Entonces, de modo más ilustrativo,
si se indica por :(...): a la operación de escribir a la expresión encerrada entre los “:” de acuer-
do a la prescripción de orden dada (sin utilizar las relaciones de conmutación, sino simplemente
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IVÁN A. DAVIDOVICH 2.1. CONSIDERACIONES GENERALES

reordenando), resulta con la prescripción de orden normal,

: x̂j
i : = x̂j

i , i = 1, 2, 3, j ∈ N0

: x̂2
1x̂

4
2x̂

3
1x̂3 : = x̂5

1x̂
4
2x̂3

: x̂1x̂2x̂3x̂2 + x̂2x̂1 : = x̂1x̂
2
2x̂3 + x̂1x̂2

La prescripción de orden simétrico, o de Weyl, consiste en elegir como base de(Â, ·) al conjunto
de los polinomios que resultan de la simetrización (respecto de sus subíndices) de todos los posibles
monomios en las coordenadas1. Para aclarar esta idea, lo que se está diciendo es que, con la
prescripción de orden simétrico,

: x̂j
i : = x̂j

i , i = 1, 2, 3, j ∈ N0

: x̂1x̂2 : =
1

2
(x̂1x̂2 + x̂2x̂1)

: x̂1x̂2x̂3 : =
1

6
(x̂1x̂2x̂3 + x̂1x̂3x̂2 + x̂2x̂1x̂3 + x̂2x̂3x̂1 + x̂3x̂1x̂2 + x̂3x̂2x̂1)

Una vez elegida una prescripción de orden (lo cual equivale a haber elegido una base para el
álgebra no abeliana) cualquier elementof̂ ∈ Â puede escribirse de la forma,

f̂(x̂) =
∑

I

cI : x̂i1
1 x̂

i2
2 x̂

i3
3 : , cI ∈ C . (2.3)

En particular, para la elección de orden de Weyl, es interesante notar que todos los polinomios
que definen esta prescripción aparecen en el desarrollo de la exponencialeikj x̂j .2 Esto permite
escribir af̂ de forma integral como,

f̂(x̂) =

∫
d3k c(k)eikj x̂j , (2.4)

dondec(k) son funciones coeficiente.

2.1.2. Símbolos y productos?

Las consideraciones referidas a prescripciones de orden y, en general, la complejidad que surge
naturalmente al trabajar con un álgebra no abeliana, llevan a preguntarse si no existe una manera
formal de vincular(Â, ·) con(A, ·) que permita “traducir” hacia el entorno conmutativo las cuen-
tas y operaciones que quieran realizarse en el entorno no conmutativo y luego trasladar de vuelta
los resultados. Es decir, lo que interesa ver es si existe alguna forma de definir un isomorfismo
entre estas álgebras.

1Puede simetrizarse respecto de todas las coordenadas o solamente respecto de las que no conmutan, el resultado
es indistinto.

2Si se quiere, podría tomarse como definición del orden de Weyl el considerar como base al conjunto de los
polinomios que aparecen en el desarrollo de la exponencialeikix̂i , poniendoki = 1,∀i, separándolos adecuadamente
de modo que sean simétricos en los subíndices.
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En vista de que se ha elegido una base para(A, ·) y se ha hablado sobre las distintas formas en
que pueden elegirse bases para(Â, ·), parece natural considerar como candidato para este isomor-
fismo a la aplicación lineal invertibleS : Â → A que lleva bases en bases. A una tal aplicación se
la llamarásímbolo, y quedará definida, a través de su inversa, por,

S−1[f(x)] = : f(x̂) : ≡ f̂(x̂) . (2.5)

Esta definición hace explícito el hecho de que habrá un símbolo para cada prescripción de orden
en(Â, ·); en particular se hablará desímbolo normaly símbolo de Weylcuando se haga referencia
a los símbolos definidos a partir de los órdenes homónimos. Es claro que el símbolo definido a
partir de (2.5) es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ahora, es también evidente que al tener
un producto abeliano entre funciones en(A, ·) y uno no abeliano en(Â, ·), S−1 no será capaz
de respetar la estructura del producto entre funciones, lo cual es un requisito necesario para que
sea un isomorfismo de álgebras. Para solucionar esto, puede introducirse un nuevo producto entre
elementos deA, el cual se representará por “?” y que deberá ser tal que,

S−1[(f ? g)(x)] = S−1[f(x)] · S−1[g(x)] = f̂(x̂) · ĝ(x̂) , f, g ∈ A . (2.6)

Si bien este nuevo producto entre elementos deA soluciona inmediatamente los problemas de
compatibilidad con el símbolo, no es claro que(A, ?) sea un álgebra. Para determinar esto, se bus-
cará escribir explícitamente el nuevo producto? entre dos elementos deA en términos del viejo
producto punto a punto (·). Mirando (2.5), resulta claro que dicha forma explícita del producto?
dependerá de la prescripción de orden empleada. Es por ello que el primer paso para encontrar
esta expresión será elegir un orden particular en(Â, ·). En favor de la simplicidad del desarrollo,
se utilizará la prescripción de Weyl y se representará porW al símbolo asociado a este orden (el
símbolo de Weyl).

A partir de la observación realizada en (2.4), es claro que la representación en operadores (es
decir el elemento correspondiente enÂ) de unaf ∈ A puede escribirse a modo de transformada
de Fourier como3,

f̂(x̂) = (W−1(f))(x̂) =

∫
/d

3
k eikj x̂j f̃(k) (2.7)

con f̃(k) =

∫
d3x eikjxjf(x) . (2.8)

Entonces, para el productof ? g, f, g ∈ A,

(W−1(f ? g))(x̂) = f̂(x̂) · ĝ(x̂) =

∫
/d

3
k /d

3
p eikix̂ieipj x̂j f̃(k)g̃(p) . (2.9)

Dado quêx1 y x̂2 no conmutan entre sí, será necesario utilizar la fórmula de Campbell-Baker-
Hausdorff (CBH) para calcular el producto de las exponenciales que aparecen en el integrando de
esta expresión. Esta fórmula dice que para dos operadoresA y B,

eAeB = eA+B+ 1
2
[A,B]+ 1

12
[[A,B],B]− 1

12
[[A,B],A]+... . (2.10)

3Aquí /d
n
k ≡ dnk

(2π)n
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En vista de que se ha considerado un conmutador constante (2.2) para las coordenadas, al aplicar
la fórmula de CBH al producto de exponenciales en el integrando de (2.9) los términos con con-
mutadores de orden superior al primero se anularán, resultando,

(W−1(f ? g))(x̂) =

∫
/d

3
k /d

3
p eikix̂i+ipj x̂j− i

2
kiθijpj f̃(k)g̃(p) . (2.11)

De donde, aplicandoW ,

(f ? g)(x) =

∫
/d

3
k /d

3
p eikixi+ipjxj− i

2
kiθijpj f̃(k)g̃(p) . (2.12)

Reemplazando en el último término del exponente aki y pj por sus expresiones en términos
de derivadas respecto de las coordenadas deR2 × R, se obtiene la expresión para el producto?
conocida como producto de Moyal-Weyl (o simplemente producto de Moyal),

(f ? g)(x) = exp

(
i

2

∂

∂xi

θij
∂

∂yj

)
f(x)g(y)|y→x , (2.13)

que puede reescribirse como,

(f ? g)(x) = f(x)e
i
2

←−
∂ iθij

−→
∂ jg(x) . (2.14)

Se ve entonces que el producto? lleva información sobre la no conmutatividad de(Â, ·) y que,
para coordenadas conmutativas de(Â, ·) se reduce al producto punto a punto usual. Dada la ex-
presión (2.14) resulta evidente que? es bilineal, por lo que(A, ?) es un álgebra yW constituye un

isomorfismo entre álgebras;(A, ?)
W∼= (Â, ·).

Por completitud, conviene mencionar que en [3] se deriva una expresión similar a (2.13), tam-
bién con parámetro de no conmutatividad constante, para el caso en que se hubiese elegido la
prescripción de orden normal; y en [14] se realiza un análisis mucho más detallado de esta elec-
ción de orden con un parámetro de no conmutatividad más general.

2.2. Acción para un campo escalar real con autointeracciónφ4

Con los elementos desarrollados hasta aquí, resulta interesante buscar la forma de realizar una
primera propuesta para la acción de un campo escalar real sobre el espacio no conmutativoR2

θ×R.

Considérese entonces un campo escalar real,φ, cuya acción clásica euclídea sobre el espacio
conmutativoR2 × R es,

S =

∫
d3x

(
1

2
∂iφ∂iφ+

1

2
m2φ2 +

λ

4!
φ4

)
, (2.15)

donde se ha considerado una autointeracción de tipoφ4. En vista de queφ ∈ A, surge como una
idea natural para obtener una teoría de campos sobreR2

θ×R la de reemplazar en esta acción aφ por
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su imagen en operadores a través deW−1 (a partir de aquí se trabajará solamente con el orden de
Weyl). Este procedimiento, en caso de resultar efectivo, dará lugar a una teoría de campos no con-
mutativa. Es importante notar que la naturaleza operatorial de los campos, que resulta de emplear
este método (denominado engañosamentecuantización de Weyl), introduce no conmutatividad en
las coordenadas pero es independiente de la cuantización de la teoría de campos en sí. Las dudas
manifestadas respecto de la efectividad de este método se deben a que existe,a priori, un problema
con el mismo. Dicho problema radica en que al “traducir” los campos que aparecen en la acción a
sus valores en operadores se debe a la vez, para ser consistente, traducir las integrales y derivadas
respecto de las coordenadas conmutativas a operaciones sobre el espacio no conmutativo, y dichas
operaciones aún no han sido definidas. Conviene entonces pasar ahora a definir estas nociones de
cálculo sobre el espacio no conmutativo.

Dado que el tiempo es conmutativo enR2
θ × R, se identificará a la derivada respecto de esta

coordenada,̂∂t = ∂̂3, con la derivada respecto del tiempo enR2 × R. Es decir,∂̂3 ≡ ∂t.

Las derivadas respecto de las coordenadas no conmutativas deR2
θ × R, ∂̂1 y ∂̂2, serán definidas

como derivaciones. Es decir, se les pedirá que sean operadores lineales y que cumplan la regla de
Leibniz. Estas propiedades se cumplirán inmediatamente si se define,

∂̂1φ̂ =

[
i

θ
x̂2, φ̂

]
∂̂2φ̂ =

[
− i
θ
x̂1, φ̂

]
, φ̂ ∈ Â , (2.16)

dondeθ ≡ θ12 = −θ21.

Por último, a la integral sobre el espacio no conmutativo se le pedirá que sea lineal y que la inte-
gral sobre todo el espacio de una derivada se anule. Como ocurrió con las derivadas, la integración
en el tiempo puede identificarse con la misma operación enR2 × R. Para las coordenadas no con-
mutativas, es sencillo ver que la operación de tomar traza (que se indicará porTr) sobre el espacio
de representación de las mismas4 satisface las propiedades deseadas. Se identificará entonces,∫

d3x φ ↔
∫
dt Tr[φ̂] , φ ∈ A, φ̂ ∈ Â . (2.17)

Con las nociones de cálculo recién definidas, puede ahora aplicarse el método de cuantización
de Weyl a la acción (2.15). Se obtiene de esta manera la acción de la teoría para el campo escalar
real sobre el espacio no conmutativo, dada por,

Ŝθ =

∫
dt Tr

[
1

2
∂̂iφ̂ ∂̂iφ̂+

1

2
m2φ̂2 +

λ

4!
φ̂4

]
. (2.18)

Es este el momento de sacar ventaja a la relación encontrada entre(Â, ·) y (A, ?). Calculando
el símbolo de Weyl de esta acción se obtiene,

Sθ =

∫
d3x

(
1

2
∂iφ ? ∂iφ+

1

2
m2φ ? φ+

λ

4!
φ ? φ ? φ ? φ

)
. (2.19)

Esta es una acción euclídea en términos de funciones, que retiene la información sobre la no
conmutatividad deR2

θ × R. Es precisamente el tipo de expresión que se necesita conocer para el

4Es decir,TrÔ =
∫

dx1〈x1|Ô|x1〉, dondeÔ ∈ Â y x̂1|x1〉 = x1|x1〉
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estudio de teoría de perturbaciones empleando la técnica de integrales funcionales. Comparando
(2.19) con (2.15), se ve que la única modificación que se ha realizado a la acción de la teoría con-
mutativa para obtener la acción de la teoría no conmutativa ha sido reemplazar los productos punto
a punto entre campos por productos de Moyal. Este procedimiento de reemplazo de un tipo de
producto por el otro en la acción se convertirá en la propuesta natural cuando se quiera desarrollar
el análogo no conmutativo para una teoría conmutativa.

2.3. Reglas de Feynman para el campo escalar real

Contando con la acción euclídea, (2.19), se puede proceder a la cuantización de la teoría de
la manera usual y al estudio de su expansión diagramática. Para esto, conviene en primer lugar
observar una propiedad importante que surge de integrar en todo el espacio el producto de Moyal
de dos funciones en su expresión en términos del desarrollo de Fourier de las mismas (2.12). Dicha
propiedad es, ∫

d3x(f ? g)(x) =

∫
d3x f(x)g(x) , f, g ∈ A . (2.20)

Aplicando la misma a la acción (2.19) se obtiene,

Sθ =

∫
d3x

(
1

2
∂iφ∂iφ+

1

2
m2φ2 +

λ

4!
(φ ? φ)(φ ? φ)

)
, (2.21)

donde la elección de qué? eliminar en el término de autointeracción fue arbitraria y equivalente
a cualquier otra. Comparando esta expresión con la acción para la teoría conmutativa (2.15) se
llega a una primera conclusión importante: la parte libre de la teoría (a la que corresponden los dos
primeros términos en la acción) no se ve afectada por la no conmutatividad. Luego, el propagador
libre será el mismo que en el caso conmutativo.

La no conmutatividad juega en cambio un rol más importante en el último término de (2.21),
provocando que la interacción en la teoría no conmutativa sea no local. Para analizar este término,
que determinará el vértice de la teoría, es conveniente reescribirlo a partir de las transformadas de
Fourier de los campos e integrar en las variables espacio-temporales,

λ

4!

∫
d3x (φ ? φ)(x)(φ ? φ)(x) = (2.22)

=
λ

4!

∫ ( 4∏
i=1

/d
3
ki

)
(2π)3δ(k1 + k2 + k3 + k4)φ̃(k1)φ̃(k2)φ̃(k3)φ̃(k4)e

− i
2
k1×k2e−

i
2
k3×k4 ,

donde se ha introducido la notaciónp × k = piθijkj. Esta expresión es la se obtendría para
el caso conmutativo excepto por la fase adicionale−

i
2
k1×k2e−

i
2
k3×k4, que es la que en este ca-

so da el carácter de no localidad a la interacción5. Obsérvese que esta fase sólo contribuirá para

5En general, para cualquier interacciónφn, n > 2, se puede convenir en eliminar siempre el último? obteniendo el
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ciertas contracciones de los campos en el vértice. En particular, considerando los diagramas de
autointeracción a primer orden en la constante de acoplamientoλ (los “tadpoles”), aparecerán dos
amplitudes diferentes dependiendo de cómo se contraigan las “patas” del vértice entre sí y con
los momentos externos. Al contraer entre sí patas consecutivas (respecto del orden cíclico de los
subíndices de sus momentos asociadoski, i = 1, 2, 3, 4) como en el diagrama de la izquierda de
la Figura 2.1, la fase no contribuirá. En cambio, la fase dará una amplitud distinta al contraer dos
patas no consecutivas, como en el diagrama de la derecha de la Figura 2.1. La representación em-
pleada en estos diagramas no permite distinguir gráficamente entre los mismos; son equivalentes
ante una torsión de las patas del vértice. Conviene entonces introducir para esta teoría una repre-
sentación de doble linea (o “cintas”) que permitirá distinguir entre ellos y, más en general, dará un
orden para las contracciones y separará todos los diagramas en dos tipos: planares (los que pueden
graficarse en un único plano sin superponer cintas) y no planares (los que no pueden graficarse
en un único plano sin cruzar cintas). En la Figura 2.2 se utiliza esta representación gráfica para
presentar nuevamente las dos contribuciones al tadpole a primer orden enλ.

Figura 2.1.Los dos tipos de contribuciones distintas al tadpole en la teoríaφ4 no conmutativa. Los números
en el vértice se utilizan únicamente para llevar un orden en las contracciones, como se explica en el tex-
to. Junto a cada diagrama se indica su amplitud, omitiendo el factor de simetría,S, correspondiente a
intercambiar de forma cíclica (“rotar”) los números en el vértice. Dichos factores seríanS = 8, para el
diagrama de la izquierda, yS = 4, para el de la derecha.

Figura 2.2. Las dos contribuciones a la autoenergía presentadas en la Figura 2.1 ahora representadas con
lineas dobles, o cintas.

factore−
i
2

∑
1≤i<j<n ki×kj . Paran = 4 se puede usar la conservación de momento en el vértice para llevar esta forma

de la fase a la presentada en el texto.
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En [15] se realiza un análisis de la expansión diagramática para esta teoría a todo orden enλ
llegando a la conclusión de que las fases en cada vértice derivan en una fase global a todo el dia-
grama, tanto para diagramas planares como no planares. Se obtienen allí las siguientes reglas de
Feynman en espacio de momentos. A cada propagador de momentop se asigna un factor 1

p2+m2 y

a cada vértice(2π)3 λ
4!
δ(
∑
ki), donde la suma es sobre los momentos que convergen en el vértice

(tomándolos con signo positivo si entran al vértice y negativo si salen, por ejemplo). Se agrega
un factor adicionale−

i
2
(
∑

i<j pi×pj+
∑

i,j Cijki×kj), dondepi son los momentos externos yCij es una
matriz que lleva cuenta de cuántas veces la cinta de momentoki (interno o externo) cruza sobre
la de momentokj. Los cruces se cuentan como positivos siki cruza sobrekj conkj moviéndose
hacia la izquierda (puede verse como una regla de la mano derecha)6. Finalmente, se debe integrar
sobre los momentos internos,qi, con la medida/d

3
qi y considerar factores de simetría.

2.4. Renormalización y mezcla UV/IR

Las correcciones cuánticas a un lazo para la función de dos puntos en la teoría bajo estudio
provienen de los diagramas de la Figura 2.2 (cuyas amplitudes se indican en la Figura 2.1). Se
pueden entonces separar estas correcciones en una contribución proveniente del diagrama planar y
otra del no planar, de la siguiente manera,

Γ
(2)
1 planar ∝ λ

∫
/d

3
k

1

k2 +m2
(2.23)

Γ
(2)
1 noplanar ∝ λ

∫
/d

3
k

eik×p

k2 +m2
, (2.24)

donde se han omitido factores numéricos deO(1). La contribución planar es como la que se
obtendría en el caso conmutativo y presentará el mismo comportamiento linealmente divergente en
el ultravioleta (UV), es decir para altas energías. El efecto del factor oscilatorio en la contribución
no planar es menos evidente a simple vista, por lo que conviene estudiar ambas contribuciones en
más detalle. Para integrar estos diagramas puede reescribirse el denominador de los integrandos
introduciendo un parámetro de Schwinger,α, como,

1

k2 +m2
=

∫ ∞
0

dα e−α(k2+m2) , (2.25)

y luego introducir uncutoff, Λ, multiplicando cada integrando pore−
1

Λ2α , de modo que regule
las divergencias enα→ 0. Integrando con este procedimiento se obtienen[6],

Γ
(2)
1 planar = λc (Λ + ...) (2.26)

Γ
(2)
1 noplanar = λc′(Λp + ...) , (2.27)

6Nótese que si el diagrama es planar, este último factor será simplementee−
i
2

∑
i<j pi×pj
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dondec y c′ son constantes positivas y,

Λp =
1√

1
Λ2 + p ◦ p

, con p ◦ p = piθikθjkpj . (2.28)

Considerando entonces estas correcciones a un lazo y la contribución clásica, la función de dos
puntos correspondiente a la acción efectiva será,

Γ(2)(p) = p2 +m2 + λcΛ + λc′
1√

1
Λ2 + p ◦ p

. (2.29)

Aquí únicamente la contribución planar será divergente al tomar el límiteΛ → ∞, y dicha di-
vergencia puede absorberse, como es costumbre, en una renormalización de la masa. Definiendo
la masa renormalizada,M , a través deM2 = m2 + λcΛ se soluciona dicha divergencia. Es más
interesante lo que ocurre con el término proveniente del diagrama no planar. Efectivamente el mis-
mo se mantiene finito al tomar el límiteΛ → ∞, pero aparece entonces una nueva divergencia
parap→ 0, es decir una divergencia infrarroja (IR), que no se encontraba en la teoría conmutativa
original7. A este fenómeno en el cual aparece una divergencia IR asociada con la región UV de la
integral en momento se le conoce como “mezcla UV/IR” y es algo típico en teorías no conmutati-
vas interactuantes.

El origen físico de la mezcla UV/IR se encuentra en la no localidad de la interacción presente
en este tipo de teorías. Puede verse de manera bastante intuitiva [15] que al explorar el campo en
distancias pequeñas en una coordenada (UV), de orden∆, la interacción dada por el producto de
Moyal involucra al campo evaluado a grandes distancias (IR), de orden∼ θ

∆
, en la otra coordena-

da. Ha habido también propuestas de interpretar estas divergencias IR como la aparición de nuevos
grados de libertad livianos en la teoría[16].

El problema de la mezcla UV/IR ha podido solucionarse en teorías escalares con autointerac-
ción φ4 mediante el agregado en la acción de un término armónico, llamado término de Grosse-
Wulkenhaar [11] [17]. Este tipo de modelos son los que se utilizarán en el Capítulo 4.

Dado que la no localidad de las interacciones en teorías no conmutativas relaciona las divergen-
cias UV con el comportamiento a grandes distancias, puede resultar de interés el estudio de este
tipo de teorías en volúmenes finitos. Esto podría eventualmente dar una solución diferente a la de
Grosse-Wulkenhaar para la mezcla UV/IR, con la ventaja de que un volumen finito es en general
más “natural” o fácil de justificar en una teoría que un término armónico confinante. En el capítulo
siguiente se estudiará la introducción de condiciones de bordes en teorías no conmutativas, lo cual
podría eventualmente contribuir a una elaboración más general en volúmenes finitos.

7También aparece una divergencia al tomar el límite conmutativo,θ → 0, luego deΛ → 0. Si se toma primero
θ → 0 la contribución no planar toma la forma de la contribución planar, como es de esperar.
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CAPÍTULO 3

TEORÍAS DE CAMPOS NO CONMUTATIVAS

CON CONDICIONES DE BORDE

El estudio de teorías de campos en regiones espaciales con bordes lleva a la aparición de efectos
interesantes, como la fuerza de Casimir, que surgen de un juego entre las fluctuaciones de vacío de
la teoría, el tipo de condiciones de borde impuestas y la geometría de la región. En el caso particu-
lar de teorías de campos no conmutativas como la considerada en el capítulo anterior, las relaciones
de conmutación de las coordenadas (2.2) dan lugar a una discretización del espacio-tiempo (1.3),
que lleva a la aparición de una escala típica en la teoría dada por

√
θ.1 Es de esperar entonces que,

al confinar este tipo de teorías, aparezcan correcciones respecto del caso conmutativo dependientes
del cociente

√
θ

L
en observables como la fuerza o energía de Casimir (L es un tamaño típico que

define la geometría de la región considerada).

Además, como se ha mencionado antes, el análisis de teorías con bordes es relevante para el
estudio de teorías no conmutativas en un volumen finito, en las cuáles la extensión limitada del
espacio no conmutativo podría resolver el problema de la mezcla UV/IR. Asimismo, el aprender
a imponer condiciones de borde podría ser un camino para la imposición de otro tipo de condi-
ciones, como la rotación, que podrían dar lugar a comportamientos interesantes, algunos de ellos
relacionados posiblemente también con la renormalización.

En este capítulo se estudiarán algunos elementos de la teoría no conmutativa para el campo es-
calar real masivo en 2+1 dimensiones utilizada en el capítulo anterior, cuando a la misma se le
imponen condiciones de borde en el plano. Se comenzará por introducir el método con el cual se
imponen las condiciones de borde sobre una curva en el plano. Luego se obtendrá el propagador
para la teoría sin autointeracción cuando se imponen condiciones de borde en dos placas paralelas.
Por último, se estudiará de forma perturbativa el caso en el que la condición de borde es “débil”(el
significado preciso de esta condición se dará más adelante). En todo el capítulo se asumirán condi-
ciones de borde independientes del tiempo.

1Aquí θ = θ12 = −θ21, como antes.
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3.1. Imposición de las condiciones de borde

Típicamente, en una teoría conmutativa clásica como el Electromagnetismo, las condiciones
de borde suelen imponerse fijando el valor de los campos (o sus derivadas) en una determinada
superficie2. Si se siguiera dicho procedimiento para la teoría conmutativa clásica del campo escalar
real en 2+1 dimensiones y se quisiera luego cuantizar la misma a través de las técnicas de integrales
funcionales, se obtendría la siguiente funcional generatriz para las funciones de correlación:

Z(J) =

∫ [
Dφ
]
e−S(φ)+

∫
d3x J(x)φ(x) , (3.1)

dondeS(φ) es nuevamente la acción euclídea del campo,J(x) es una corriente externa y
[
Dφ
]

es la medida de integración para las configuraciones del campo que satisfacen las condiciones de
borde.

En vista de la dificultad que puede suponer hallar la medida de integración
[
Dφ
]

(especialmente
en teorías no conmutativas), se puede pensar en cambio en adoptar un método alternativo en el
cual se integre con la medida sin condiciones de borde,Dφ, y se lleve al campo a cumplir las
condiciones de borde a través de un término adicional en la acción. Dicho término adicional tomará
la forma de un término de interacción entre el campo y el borde, que en cierto límite dará las
condiciones de borde deseadas. Es decir, se propone agregar a la acción un términoSB tal que,∫ [

Dφ
]
e−S(φ)+

∫
d3x J(x)φ(x) =

∫
Dφ e−S(φ)−SB(φ)+

∫
d3x J(x)φ(x) . (3.2)

Buscando imponer condiciones de borde tipo Dirichlet, se puede adoptar un término de interac-
ción cuadrático enφ como el utilizado en [18],

SB =
λ

2

∫
d3x σ(x)φ2(x0, x) , (3.3)

dondeλ es una constante que mide el acoplamiento entre el campo escalarφ y σ, un campo
escalar de fondo sin dinámica propia y localizado alrededor de las superficies en las que se quiere
imponer las condiciones de borde. Como es habitual, aquíx se refiere al vector que incluye única-
mente la parte espacial dex, es decir,x = (x1, x2) y x0 representa la coordenada temporal, que en
el capítulo anterior se denominóx3. La configuración deσ tendrá un ancho típico∆, de manera
que al tomar los límites∆ → 0 y λ → ∞ se obtengan las condiciones de borde tipo Dirichlet en
dichas superficies3.

Pasando al caso no conmutativo, se puede emplear el mismo método, pero se debe recordar
reemplazar los productos punto a punto entre los campos por productos de Moyal, como se ha visto

2Aquí superficie se utiliza en un sentido amplio. Podría tratarse de una curva si hubiese únicamente dos dimensiones
espaciales, o un punto para una dimensión.

3∆ representa aquí un “espesor” para el borde, por lo que en este límite la superficie no tiene espesor. A su vez,
el límite λ → ∞ hace que el campoφ esté confinado para modos de cualquier frecuencia. Si se quisiera modelar un
confinamiento por una superficie de un material real, estas magnitudes debieran mantenerse finitas.
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en el capítulo anterior. Entonces, para imponer las condiciones de borde en el caso no conmutativo,
se propone agregar a la acción el término4,

SB =
λ

2

∫
d3xφ(x0, x) ? σ(x) ? φ(x0, x) . (3.4)

Más aún, en lo que resta de este capítulo se trabajará tomandoab initio el límite∆ → 0, por lo
que se usará directamente el término

SB =
λ

2

∫
d3xφ(x0, x) ? δC(x) ? φ(x0, x) , (3.5)

donde el campoσ ha tomado una configuración tipo delta de Dirac, que tiene soporte únicamente
sobre la curva,C, que hace las veces de borde de la región considerada. El uso de este término de
interacción para imponer las condiciones de borde se corresponde con el enfoque empleado en [19]
y [20].

Para completar el panorama de la imposición de condiciones de borde en el caso no conmutativo,
se puede introducir la representación operatorial de la distribuciónδC. Suponiendo que la curvaC
(que es un objeto conmutativo habitual) esté dada en forma paramétrica a través deξ → z(ξ), el
operador asociado aδC en el álgebra no conmutativa será,

(W−1(δ))(x̂) =

∫
dξ
∣∣dz(ξ)
dξ

∣∣ δ(2)[x̂− z(ξ)] . (3.6)

En esta expresión laδ(2)[x̂− z(ξ)] debe entenderse como,

δ(2)[x̂− z(ξ)] =

∫
/d

2
k eik[x̂−z(ξ)] . (3.7)

Por último, es interesante analizar la siguiente cuestión. Como se mencionó al principio de este
capítulo, la no conmutatividad en las coordenadas conduce a una discretización del espacio, con
la aparición de una incerteza al intentar establecer ambas componentes de la posición simultánea-
mente. Resulta entonces en apariencia contradictorio el imponer condiciones de borde al campo
sobre una curva general sin espesor. Para resolver este aparente problema conviene primero rees-
cribir el término de interacción con el borde (3.5) utilizando la propiedad (2.20) para eliminar el
primer producto de Moyal,

SB =
λ

2

∫
d3xφ(x0, x)(δC(x) ? φ(x0, x)) . (3.8)

Ahora, el producto entre paréntesis es,

4Nótese que el orden de los campos en esta expresión no tiene importancia ya que, como se vio en 2.2, la integral
puede identificarse en el álgebra de operadores con una traza y es por tanto invariante ante permutaciones cíclicas de
los campos. Es distinta la situación para el campo escalar complejo, donde aparecen dos posibilidades diferentes para
el término de interacción con el borde ya que uno de los camposφ en esta expresión debe reemplazarse porφ†.
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δC(x) ? φ(x0, x) =

∫
/d

2
k /d

2
p eikx+ipx− i

2
kiθijpj δ̃C(k)φ̃(x0,p) =

=

∫
/d

2
k eikx− i

2
kp̌ δ̃C(k)φ(x0, x) =

= δC

(
x− p̌

2

)
φ(x0, x) , (3.9)

dondep̌i = θijpj = θ εij pj, i, j = 1, 2 , siendoε el tensor antisimétrico2 × 2 ya empleado
en (1.7). Este es el resultado obtenido en [21] y [22]. Reinsertando este producto en (3.8), reem-
plazandopi por−i∂i y definiendo∂̌i = εij ∂j se obtiene,

SB =
λ

2

∫
d3xφ(x0, x)δC

(
x +

i

2
θ∂̌

)
φ(x0, x) . (3.10)

Ahora, realizando en esta expresión una expansión en el parámetro de no conmutatividadθ, se
obtiene lo siguiente5,

SB =
λ

2

∫
d3xφ(x0, x) δC(x)φ(x0, x) +

+
λ

16
θ2

∫
d3x δC(x)∂i∂jφ(x0, x) (δij∂

2 − ∂i∂j)φ(x0, x) +O(θ3) . (3.11)

El primer término en esta expansión se corresponde con la parte puramente conmutativa del tér-
mino de interacción con el borde, (3.3), habiendo tomado el límite∆ → 0. Las correcciones no
conmutativas que agregan los siguientes términos en el desarrollo6 dependen de las derivadas del
campo, y se corresponden de esta manera con la evaluación del mismo en puntos muy cercanos a la
curva. Así, la no conmutatividad da un “ancho efectivo” al borde, transformando de cierta manera
a la curva que lo define en un objeto “difuso”.

3.2. Cálculo del propagador para el campo escalar real entre
bordes rectos paralelos

En esta sección se hará un primer uso del método de imposición de condiciones de borde al
calcular el propagador para un campo escalar real masivo en 2+1 dimensiones, sin autointerac-
ción, confinado entre un par de bordes rectos. Nuevamente, se considerarán las relaciones de con-
mutación (2.2). Los bordes a tener en cuenta serán las rectas dadas porx2 = 0 y x2 = a. La
acción euclídea para este modelo es entonces,

5Alternativamente esta expansión puede calcularse directamente de (3.8) utilizando la expansión para el producto

de Moyal,δC(x) ? φ(x0, x) = δC(x)φ(x0, x) +
∞∑

n=1

1
n!

(
i
2

)n
∂i1 ...∂in

δC(x) θi1j1 ...θinjn
∂j1 ...∂jn

φ(x0, x).
6En este caso el término de ordenθ, que depende de las derivadas primeras del campo, se anula como consecuencia

de la antisimetría deε, a diferencia de lo que ocurre con el campo escalar complejo [20].
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S = S0 + SB0 + SBa =
1

2

∫
d3x[∂iφ∂iφ+m2φ2 +

+ λφ(x) ? δ(x2) ? φ(x) + λa φ(x) ? δ(x2 − a) ? φ(x)] , (3.12)

donde se ha considerado la posibilidad de constantes de acoplamiento distintas en cada borde.

Para el cálculo del propagador asociado a esta acción es conveniente primero reescribir los
términos de acoplamiento con el borde de manera diferente. Con este fin, considérese por ejemplo
el término asociado al borde enx2 = a,

SBa =
λa

2

∫
d3xφ(x) ? δ(x2 − a) ? φ(x) . (3.13)

Utilizando la propiedad (2.20) puede eliminarse uno de los productos de Moyal y luego integrar
enx2,

SBa =
λa

2

∫
d3x δ(x2 − a)φ(x) ? φ(x) =

λa

2

∫
dx0dx1 [φ(x) ? φ(x)]x2=a . (3.14)

Escribiendo esto en términos de la transformada de Fourier del campo,

SBa =
λa

2

∫
dx0dx1/d

3
p/d

3
k φ̃(p)φ̃(k) ei[(k0+p0)x0+(k1+p1)x1+(k2+p2)a] e−

i
2
θ(k1p2−k2p1) . (3.15)

Integrando ahora enx0, x1, p0 y p1, y reordenando luego, se obtiene,

SBa =
λa

2

∫
/dp2/d

3
k φ̃(−k0,−k1, p2)φ̃(k0, k1, k2) e

i(k2+p2)a e−
i
2
θ(k1p2+k2k1) =

=
λa

2

∫
/dp2/d

3
k φ̃(−k0,−k1, p2)φ̃(k0, k1, k2) e

ik2(a− θ
2
k1) eip2(a− θ

2
k1) . (3.16)

Entonces,

SBa =
λa

2

∫
/dk0/dk1 φ̌(−k0,−k1, a−

θ

2
k1) φ̌(k0, k1, a−

θ

2
k1) . (3.17)

De la misma manera, se llega a que,

SB0 =
λ

2

∫
/dk0/dk1 φ̌(−k0,−k1,−

θ

2
k1) φ̌(k0, k1,−

θ

2
k1) . (3.18)

Por otro lado, la parte libre de la acción en términos de estas transformadas de Fourier parciales
es,

S0 =
1

2

∫
/dk0/dk1dx2dy2 φ̌(−k0,−k1, x2)δ(x2 − y2)(k

2
0 + k2

1 − ∂2
2 +m2)φ̌(k0, k1, y2) . (3.19)
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A partir de estas tres últimas expresiones, la acción (3.12) puede reescribirse como,

S =
1

2

∫
/dk0/dk1dx2dy2 φ̌(−k0,−k1, x2)δ(x2 − y2)[k

2
0 + k2

1 − ∂2
2 +m2 +

+ λ δ(x2 + θ
2
k1) + λa δ(x2 − L+ θ

2
k1)]φ̌(k0, k1, y2) . (3.20)

El propagador que se busca,∆(k0, k1, x2, y2) ≡ ∆(x2, y2), no es más que la inversa de la forma
cuadrática de esta última expresión. LlamandoG a la parte libre de esta forma cuadrática yV a la
parte de interacción, considérese lo siguiente7,

∆ = (G+ V )−1 = (∆−1
0 + V )−1 , (3.21)

donde∆−1
0 es el propagador libre. Entonces,

∆ = [∆−1
0 (1 + ∆0V )]−1 = (1 + ∆0V )−1∆0 . (3.22)

Ahora, desarrollando(1 + ∆0V )−1,

∆ = (1−∆0V + (∆0V )2 − ...)∆0 = ∆0 −∆0V∆0 + (∆0V )2∆0 − ... . (3.23)

Pero esto puede reescribirse como,

∆ = ∆0 −∆0V (∆0 −∆0V∆0 − ...) . (3.24)

Que comparando con (3.23), y reincorporando la dependencia explícita en las variables, da lugar
a la relación recursiva,

∆(x2, y2) = ∆0(x2, y2)−
∫
dwdz∆0(x2, w)V (w, z)∆(z, y2) . (3.25)

Dada la forma particular que tieneV en el caso bajo estudio,

V (w, z) = δ(w − z)[λ δ(w + θ
2
k1) + λa δ(w − L+ θ

2
k1)] , (3.26)

la expresión anterior se reduce a,

∆(x2, y2) = ∆0(x2, y2)− λ∆0(x2,− θ
2
k1)∆(− θ

2
k1, y2)−

− λa ∆0(x2, L− θ
2
k1)∆(L− θ

2
k1, y2) . (3.27)

Entonces, evaluando enx2 = − θ
2
k1 y x2 = L− θ

2
k1 se obtiene el sistema,

7Por simplicidad aquí se omiten las dependencias en las variables y se utiliza la notación∆0V para indicar el
producto

∫
dy ∆0(x, y)V (y, z).
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∆(− θ
2
k1, y2) = ∆0(− θ

2
k1, y2)− λ∆0(− θ

2
k1,− θ

2
k1) ∆(− θ

2
k1, y2)−

− λa ∆0(− θ
2
k1, L− θ

2
k1) ∆(L− θ

2
k1, y2) (3.28)

∆(L− θ
2
k1, y2) = ∆0(L− θ

2
k1, y2)− λ∆0(L− θ

2
k1,− θ

2
k1) ∆(− θ

2
k1, y2)−

− λa ∆0(L− θ
2
k1, L− θ

2
k1) ∆(L− θ

2
k1, y2) . (3.29)

Resolviendo este sistema de ecuaciones y volviendo sobre (3.27) se puede entonces obtener
∆(x2, y2). El único ingrediente que falta para esto es el propagador libre parcialmente transforma-
do en las primeras dos coordenadas∆0(x2, y2) ≡ ∆0(k0, k1, x2, y2). El propagador libre escrito en
coordenadas es bien conocido,

∆0(x, y) =

∫
/dk0/dk1/dk2 e

i[k0(x0−y0)+k1(x1−y1)] eik2(x2−y2)

k2
0 + k2

1 + k2
2 +m2

. (3.30)

De allí se lee que el transformado en las primeras dos coordenadas es,

∆0(k0, k1, x2, y2) =

∫
/dk2

eik2(x2−y2)

k2
0 + k2

1 + k2
2 +m2

=
e−η|x2−y2|

2η
, (3.31)

dondeη =
√
k2

0 + k2
1 +m2. Utilizando esto, junto con (3.27),(3.28) y (3.29), se obtiene final-

mente,

∆(x2, y2) =
1

2η
[e−η|x2−y2| − 1

κ

(
1

λa

+
1

2η

)
e−η(|x2+

θ
2

k1|+|
θ
2

k1−y2|) +

+
e−ηa

2ηκ
e−η(|x2+

θ
2

k1|+|a−
θ
2

k1−y2|) − 1

e−ηa
e−η(|x2−a+

θ
2

k1|+|
θ
2

k1−y2|) +

+
1

κe−ηa

(
1 +

2η

λ

)(
1

λa

+
1

2η

)
e−η(|x2−a+

θ
2

k1|+|
θ
2

k1−y2|) −

− 1

2ηκ

(
1 +

2η

λ

)
e−η(|x2−a+

θ
2

k1|+|a−
θ
2

k1−y2|)] , (3.32)

dondeκ = 1
λ

+ 2η
λλa

− e−2ηa

2η
+ 1

2η
+ 1

λa
. Esta expresión se simplifica considerablemente al tomar

los límitesλ→∞ y λa →∞, resultando,

∆(x2, y2) =
1

2η
[e−η|x2−y2| −

− 1

1− e−2ηa
e−η(|x2+

θ
2

k1|+|
θ
2

k1−y2|) −

− 1

1− e−2ηa
e−η(|x2−a+

θ
2

k1|+|a−
θ
2

k1−y2|) +

+
e−ηa

1− e−2ηa
e−η(|x2−a+

θ
2

k1|+|
θ
2

k1−y2|) +

+
e−ηa

1− e−2ηa
e−η(|x2+

θ
2

k1|+|a−
θ
2

k1−y2|)] . (3.33)
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Se ha encontrado así el propagador para el campo escalar real entre bordes rectos paralelos con
condiciones de Dirichlet.

3.3. Desarrollo perturbativo del término de interacción con el
borde

En esta sección se buscará evaluar la energía de vacío en la teoría bajo estudio, cuando el campo
se encuentra confinado por una curva de forma arbitraria, a través de un desarrollo de dicha energía
en el acoplamientoλ. Considérese nuevamente para ello el término de interacción con el borde
(3.5), que junto con la parte libre da lugar a la siguiente acción para el campo escalar real masivo
sin autointeracción8,

S = S0 + SB =
1

2

∫
d3x

[
∂iφ∂iφ+m2φ2 + λφ(x) ? δC(x) ? φ(x)

]
. (3.34)

A partir de esta acción, puede construirse la funcional generatriz para los diagramas de vacío en
presencia de la curvaC como,

ZC =

∫
Dφ e−S∫
Dφ e−S0

=

∫
Dφ e−SBe−S0∫
Dφ e−S0

= 〈e−SB〉0 , (3.35)

donde se ha introducido la notación〈(...)〉0 para indicar un valor medio con el peso gaussiano

definido por la acción libre,

∫
Dφ (...)e−S0∫
Dφ e−S0

. A partir deZC puede construirse la generatriz de

diagramas de vacío conectados,

WC = lnZC = ln〈e−SB〉0 . (3.36)

Esta funcional puede desarrollarse en potencias de la constante de acoplamientoλ. Los primeros
términos de este desarrollo para unλ pequeño se corresponderán con una condición de borde
impuesta de forma “débil”. El desarrollo a considerar es entonces,

WC = ln〈e−SB〉0 = ln〈1− SB +
1

2
S2

B −
1

3!
S3

B +
1

4!
S4

B −O(λ5)〉0 . (3.37)

A partir de esta expresión puede hallarse también un desarrollo enλ para la energía de vacío del
campo escalar con el bordeC. Dicha energía será[23],

EC = − ĺım
T→∞

1

T
WC = E

(1)
C + E

(2)
C + E

(3)
C + ... , (3.38)

dondeE(i)
C indica la contribución de ordeni enλ y T es la extensión total del tiempo euclídeo.

8Recuérdese que si bien aquí se escribeδC(x) se considerarán únicamente condiciones de borde constantes en el
tiempo.
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A continuación se analizarán los primeros términos de este desarrollo.

3.3.1. Primer orden en λ

A partir de (3.36) y (3.38), el primer orden enλ de la energía es,

E
(1)
C = − ĺım

T→∞

1

T
〈−SB〉c0 = − ĺım

T→∞

1

T
〈−SB〉0 = ĺım

T→∞

1

2T
〈
∫
d3xλφ(x) ? δC(x) ? φ(x)〉0 ,

(3.39)

donde〈...〉c0 indica una contribución conectada (como corresponde al desarrollo deWC). Trans-
formando Fourier, y teniendo presente queC no depende del tiempo, esto puede reescribirse como,

E
(1)
C = ĺım

T→∞

λ

2T
〈
∫
/dk0/d

2
k/dl0/d

2
l/d

2
qdx0d

2x ei(k0+l0)x0 φ̃(k0, k)eikx ? δ̃C(q)eiqx ? φ̃(l0, l)eilx〉0 =

= ĺım
T→∞

λ

2T

∫
/dk0/d

2
k/d

2
l/d

2
q δ̃C(q)〈φ̃(k0, k)φ̃(−k0, l)〉0

∫
d2x eikx ? eiqx ? eilx =

= ĺım
T→∞

λ

2T

∫
/dk0/d

2
k/d

2
l/d

2
q δ̃C(q)〈φ̃(k0, k)φ̃(−k0, l)〉0

∫
d2x ei(k+q+l)xe−

i
2
θ(k∧q+k∧l+q∧l) =

= ĺım
T→∞

λ

2T

∫
/dk0/d

2
k/d

2
l/d

2
q δ̃C(q)〈φ̃(k0, k)φ̃(−k0, l)〉0(2π)2δ(2)(k + q + l)e−

i
2
θ(k∧q+k∧l+q∧l) =

= ĺım
T→∞

λ

2T

∫
/dk0/d

2
k/d

2
l
[
δ̃C(q)

]
q=-(k+l)

〈φ̃(k0, k)φ̃(−k0, l)〉0 e
i
2
θk∧l , (3.40)

donde se ha introducido la notaciónp∧q = piεijqj. Haciendo uso ahora de la expresión explícita
para el propagador libre en espacio de momentos,

〈φ̃(k0, k)φ̃(−k0, l)〉0 = (2π)2 T
δ(2)(k + l)
k2

0 + k2 , (3.41)

e integrando en/d
2
l, resulta queE(1)

C no depende del parámetroθ,

E
(1)
C =

λ

2

∫
/dk0/d

2
k

1

k2
0 + k2

[
δ̃C(q)

]
q=0

=
λ

2

∫
/d

2
k

1

2k

[
δ̃C(q)

]
q=0

. (3.42)

En esta última expresiónk = |k|. Pasando a coordenadas polares en espacio de momentos,

E
(1)
C =

λ

2

[
δ̃C(q)

]
q=0

1

4π

∫ ∞
0

dk k
1

k
=
λ

2

[
δ̃C(q)

]
q=0

Λ

4π
, (3.43)

donde en el último paso se ha introducido uncutoff ultravioleta,Λ, dado que la integral enk es

linealmente divergente. Por otro lado,
[
δ̃C(q)

]
q=0

puede escribirse como
∫
d2x δ̃C(x) y, suponiendo

una parametrizaciónξ → z(ξ) para la curva,
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∫
d2x δ̃C(x) =

∫
d2x

∫
dξ
∣∣dz(ξ)
dξ

∣∣ δ(2)[x− z(ξ)] = L(C) , (3.44)

conL(C) la longitud de la curva.

Finalmente, el término de ordenλ en el desarrollo de la energía es,

E
(1)
C =

λ

2

Λ

4π
L(C) , (3.45)

que es de carácter conmutativo (i.e. no depende deθ), proporcional a la longitud de la curva y
linealmente divergente.

3.3.2. Segundo orden enλ

El segundo orden enλ en el desarrollo de la energía es,

E
(2)
C = − ĺım

T→∞

1

2T
〈S2

B〉c0 = − ĺım
T→∞

1

2T

(
〈S2

B〉0 − 〈SB〉20
)
. (3.46)

Siguiendo el mismo procedimiento que se utilizó para el primer orden se puede escribir9,

〈S2
B〉0 = 〈

(
λ

2

∫
d3xφ(x) ? δC(x) ? φ(x)

)2

〉0 =

=

(
λ

2

)2 ∫
d3xd3x′ 〈(φ(x) ? δC(x) ? φ(x))(φ(x′) ? δC(x

′) ? φ(x′))〉0 =

=

(
λ

2

)2 ∫
d3xd3x′/dk0/d

2
k/dl0/d

2
l/d

2
q/dk′0/d

2
k′/dl′0/d

2
l′/d

2
q′ ei[(k0+l0)x0+(k′0+l′0)x′0] ×

× ei[(k+q+l)x+(k’ +q’+l’ )x’ ]e−
i
2
θ(k∧q+k∧l+q∧l)e−

i
2
θ(k’∧q’+k’∧l’ +q’∧l’ )δ̃C(q)δ̃C(q’)×

× 〈φ̃(k)φ̃(l)φ̃(k’ )φ̃(l’ )〉0 . (3.47)

De las dos contracciones que aparecen en〈φ̃(k)φ̃(l)φ̃(k’ )φ̃(l’ )〉0 una es〈SB〉20, que se cancelará
en la expresión (3.46) paraE(2)

C , quedando únicamente la contribución conectada (como era de
esperar). Dicha contribución corresponde al diagrama que se representa a la izquierda en la Figura
3.1, donde las cruces representan el vértice de interacción con la curvaC. En esta figura se repre-
senta también el diagrama que habrá que calcular en general para el ordenN en este desarrollo en
λ. Siguiendo con el cálculo del segundo orden la contribución que interesa es,

9Aquí× representa el producto punto a punto entre funciones. Se utiliza esta notación, en lugar de· , únicamente
para facilitar la lectura.
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〈S2
B〉c0 = 〈S2

B〉0 − 〈SB〉20 =

(
λ

2

)2 ∫
/dk0/d

2
k/dl0/d

2
l/dk′0/d

2
k′/dl′0/d

2
l′ e

i
2
θ(k∧l+k’∧l’ ) ×

× δ̃C(−(k + l)) δ̃C(−(k’ + l’ )) 2π δ(k0 + k′0) (2π)2 δ(2)(k + k’ )×

× 2π δ(l0 + l′0) (2π)2 δ(2)(l + l’ )
1

k2
0 + k2

1

l20 + l2
2π δ(k0 + l0) 2π δ(k′0 + l′0) =

=
λ2

4
T

∫
/dk0/d

2
k/d

2
l δ̃C(−(k + l)) δ̃C(k + l)

eiθk∧l

(k2
0 + k2)(k2

0 + l2)
. (3.48)

Figura 3.1.El diagrama a calcular para el segundo orden enλ de la energía es el diagrama conectado con
dos vértices de interacción con el borde, que se representa aquí a la izquierda. Las cruces representan los
vértices. A la derecha se representa el diagrama que contribuirá al ordenN ; el diagrama conectado conN
vértices de interacción con el borde.

Teniendo en cuenta quẽδC(q) =
∫
d2x δC(x) e−iqx, puede escribirse en la expresión anterior

δ̃C(−(k + l)) δ̃C(k + l) = |δ̃C(k + l)|2. Además, se puede realizar el cambiol → l − k, lo cual
no alterará el productok ∧ l, y permitirá obtener una expresión paraE(2)

C en la que únicamente
la integral end2l dependerá de la forma de la curva considerada, mientras que las otras integrales
darán cuenta de un factor dependiente del que es propio de este término del desarrollo enλ y es el
mismo para cualquier curva. La expresión obtenida de esta manera es,

E
(2)
C = −λ

2

8

∫
/d

2
l |δ̃C(l)|2F(l) , (3.49)

con F(l) =

∫
/dk0/d

2
k

eiθk∧l

(k2
0 + k2)(k2

0 + |k − l|2)
. (3.50)

El objetivo siguiente será entonces evaluar el factorF(l). Es instructivo y útil para compara-
ciones posteriores el comenzar evaluando este factor en el caso conmutativo, es decir, conθ = 0.
Utilizando un cero como subíndice para indicar esta condición, se tendrá,
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F0(l) =

∫
/dk0/d

2
k

1

(k2
0 + k2)(k2

0 + |k − l|2)
. (3.51)

Para evaluar esta expresión es conveniente introducir un par de parámetros de Feynman [24],α
y β, de la siguiente manera,

F0(l) =

∫
/dk0/d

2
k

∫ 1

0

dαdβ
δ(α+ β − 1)[

α(k2
0 + k2) + β(k2

0 + |k − l|2)
]2 =

=

∫
/dk0/d

2
k

∫ 1

0

dα
1[

k2
0 + αk2 + (1− α)|k − l|2

]2 . (3.52)

Desarrollando|k − l|2 y luego completando cuadrados se obtiene la siguiente expresión,

F0(l) =

∫
/dk0/d

2
k

∫ 1

0

dα
1[

k2
0 + |k + (α− 1)l|2 + α(1− α)l2

]2 . (3.53)

Realizando ahora el cambiok → k − (α − 1)l, permite evaluar trivialmente la integral en/d
2
k

pasando a coordenadas polares,

F0(l) =

∫
/dk0/d

2
k

∫ 1

0

dα
1[

k2
0 + k2 + α(1− α)l2

]2 = (3.54)

=

∫
/dk0

∫ 1

0

dα

∫ ∞
0

/dk
k[

k2
0 + k2 + α(1− α)l2

]2 =

=
1

4π

∫
/dk0

∫ 1

0

dα
1

k2
0 + α(1− α)l2

. (3.55)

Realizando ahora las integrales enk0 y α se llega a una expresión final paraF0(l),

F0(l) =
1

4π

∫ 1

0

dα

∫ ∞
−∞

/dk0
1

k2
0 + α(1− α)l2

=

=
1

8πl

∫ 1

0

dα
1√

α(1− α)
=

=
1

8l
. (3.56)

Esto dará, para el caso conmutativo, una contribución a la energía,

E
(2)
C0 = −λ

2

64

∫
/d

2
l
|δ̃C(l)|2

l
. (3.57)
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Volviendo ahora al caso no conmutativo,θ 6= 0, se desean evaluar las integrales en (3.50). Los
pasos seguidos en el caso conmutativo hasta (3.54) son también válidos en este caso y llevan a,

F(l) =

∫
/dk0/d

2
k

∫ 1

0

dα
eiθk∧l[

k2
0 + k2 + α(1− α)l2

]2 . (3.58)

Pasando/d
2
k a coordenadas polares, se puede integrar en la variable angular,ϕ, para obtener,

F(l) =

∫
/dk0

∫ 1

0

dα

∫ ∞
0

/dk
k[

k2
0 + k2 + α(1− α)l2

]2 ∫ 2π

0

/dϕ eiθkl sen(ϕ) =

=

∫
/dk0

∫ 1

0

dα

∫ ∞
0

/dk
kJ0(θkl)[

k2
0 + k2 + α(1− α)l2

]2 , (3.59)

dondeJ0 es la función de Bessel de primera especie de orden cero. Siguiendo con las demás
integrales es conveniente, por simplicidad, dejar la integral en/dk para el final,

F(l) =

∫ ∞
0

/dk
∫ 1

0

dα

∫ ∞
−∞

/dk0
kJ0(θkl)[

k2
0 + k2 + α(1− α)l2

]2 =

=

∫ ∞
0

/dk
∫ 1

0

dα
kJ0(θkl)

4
[
k2 + α(1− α)l2

] 3
2

=

=

∫ ∞
0

/dk
J0(θkl)

4k2 + l2
=

=
1

8l

[
0F1

(
1,
θ2l4

16

)
− L0

(
θl2

2

)]
= (3.60)

=
1

8l

[
J0

(
i
θl2

2

)
− L0

(
θl2

2

)]
, (3.61)

dondeL0(z) es la función de Struve modificada de orden cero y0F1(a, z) es la función hi-
pergeométrica confluente regularizada, que se ha llevado a una función de Bessel de argumento
imaginario utilizando identidades de este tipo de funciones[25]. En la Figura (3.2) se representa
gráficamente la diferencia de funciones que aparece en el numerador de (3.60). Un aspecto intere-
sante que puede apreciarse en esta figura es queJ0(0) − L0(0) = 1 de modo que (3.60) coincide
con el resultado conmutativo (3.56) cuandoθ = 0; más aún, (3.60) va al resultado conmutativo de
forma suave.

Con el resultado (3.60) se obtiene finalmente la contribución de segundo orden enλ a la energía
en el caso no conmutativo,

E
(2)
C = −λ

2

64

∫
/d

2
l
|δ̃C(l)|2

l

[
J0

(
i
θl2

2

)
− L0

(
θl2

2

)]
. (3.62)
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Figura 3.2. Se representa aquí el numerador de (3.60),J0

(
i
θl2

2

)
− L0

(
θl2

2

)
, en función de

θl2

2
. Puede

verse aquí que esta función va al valor1 al ir al caso conmutativo,θ = 0. Para valores mayores del

argumento

(
θl2

2
≈ 16

)
esta función comienza a oscilar fuertemente dificultando su representación gráfica.

3.3.3. Tercer orden enλ

La contribución de tercer orden enλ a la energía (3.38) estará dada por,

E
(3)
C = − ĺım

T→∞

1

3!T
〈S3

B〉c0 . (3.63)

Calculando esta contribución conectada a través de pasos similares a los seguidos para los ór-
denes anteriores se obtiene,

E
(3)
C = −λ

3

36

∫
/dk0/d

2
k/d

2
l/d

2
l′ δ̃C(−(k + l)) δ̃C(k − l’ ) δ̃C(l + l’ )×

× eiθ(k∧l−k∧l’ +l∧l’ )

(k2
0 + k2)(k2

0 + l2)(k2
0 + l’ 2)

. (3.64)

Realizando los cambiosl → l− k y l’ → l’ + k esto puede llevarse nuevamente a una expresión
en la que sólo algunas de las integrales a evaluar dependen de la forma de la curva, mientras que
las otras dan cuenta de un factor propio de este orden del desarrollo. Esta nueva expresión es,
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E
(3)
C = −λ

3

36

∫
/d

2
l/d

2
l′ eiθl∧l’ δ̃C(−l) δ̃C(l + l’ ) δ̃C(−l’ )F(l, l’ ) , (3.65)

con F(l, l’ ) =

∫
/dk0/d

2
k

e−2iθk∧l

(k2
0 + k2)(k2

0 + |k − l|2)(k2
0 + |k + l’ |2)

. (3.66)

Con el objetivo de integrar la expresión paraF(l, l’ ) se ha buscado aplicar la estrategia uti-
lizada en el orden anterior, introduciendo parámetros de Feynman y redefiniendok de manera
conveniente, sin éxito. Se puede al menos decir queF(l, l’ ) será convergente pero, sin conocer su
dependencia explícita enl y l’ y sin haber elegido una curvaC, nada puede decirse deE(3)

C , que es
la magnitud de interés.

3.3.4. Aplicación a un borde circular

En esta sección se busca calcular explícitamente las contribuciones de primer y segundo orden
enλ a la energía para el caso particular de un borde circular. Es decir, se considerará la curvaC
dada por la ecuaciónx2

1 + x2
2 −R2 = 0 o, equivalentemente, dada de forma paramétrica por,

z(ξ) = (R cos(ξ), R sen(ξ)) . (3.67)

El cálculo de la contribución de primer orden es trivial a partir de (3.45) y resulta,

E
(1)
R =

λ

4
ΛR . (3.68)

Para el cálculo de la contribución de segundo orden es necesario conocer la transformada de
Fourier deδC(x) (ver (3.62)). Esto puede hacerse a partir de la forma paramétrica (3.67) de la
siguiente manera,

δC(x) =

∫
dξ
∣∣dz(ξ)
dξ

∣∣ δ(2)[x− z(ξ)] =

=

∫ 2π

0

dξ R δ(2)[x− (R cos(ξ), R sen(ξ))] =

=

∫ 2π

0

dξ R

∫
/d

2
k eik[x−(R cos(ξ),R sen(ξ))] =

=

∫
/d

2
k eikx

∫ 2π

0

dξ R e−ik(R cos(ξ),R sen(ξ)) . (3.69)

Esta expresión muestra que la transformada de Fourier deδC(x) es,

δ̃C(k) =

∫ 2π

0

dξ R e−ik(R cos(ξ),R sen(ξ)) = 2πRJ0(R k) . (3.70)
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Insertando este resultado en (3.62)10, pasando a coordenadas polares e integrando en la variable
angular,

E
(2)
R = −λ

2

64

∫
/d

2
l
[2πRJ0(R l)]2

l

[
0F1

(
1,
θ2l4

16

)
− L0

(
θl2

2

)]
=

= −λ
2

64
2πR2

∫ ∞
0

dl [J0(R l)]2
[

0F1

(
1,
θ2l4

16

)
− L0

(
θl2

2

)]
. (3.71)

Por último, con el cambio de variableρ = l
√
θ,

E
(2)
R = −λ

2

64
2π
R2

√
θ

∫ ∞
0

dρ

[
J0

(
R√
θ
ρ

)]2 [
0F1

(
1,
ρ4

16

)
− L0

(
ρ2

2

)]
=

= −λ
2

64
2πR

R√
θ

1

π2
H
(
R√
θ

)
, (3.72)

con H
(
R√
θ

)
= 8π

(
Γ
(

5
4

))2
4F5

({
1
4
, 1

4
, 1

4
, 3

4

}
,
{

1
2
, 1

2
, 1

2
, 1, 1

}
,

(
R√
θ

)4
)

+

+

(
R√
θ

)2

π
(
Γ
(

3
4

))2
4F5

({
3
4
, 3

4
, 3

4
, 5

4

}
,
{
1, 1, 3

2
, 3

2
, 3

2

}
,

(
R√
θ

)4
)
−

− R√
θ

16 5F6

({
1
2
, 1

2
, 1

2
, 1, 1

}
,
{

3
4
, 3

4
, 3

4
, 5

4
, 5

4
, 5

4

}
,

(
R√
θ

)4
)

, (3.73)

dondemFn({a1, ..., am}, {b1, ..., bn}, x) son funciones hipergeométricas generalizadas. En la
Figura 3.3 se representa aH como función deR√

θ
.

Se observa aquí queE(2)
R depende de la comparación entre la escala de distancias introducida

por la no conmutatividad de las coordenadas (
√
θ) y una distancia que caracteriza a la curva en

la que se imponen las condiciones de borde (en este casoR), como se esperaba al principio del
capítulo. En particular, cuando estas cantidades son del mismo orden, es decirR√

θ
∼ 1, E(2)

R toma
el valor,

E
(2)
R ≈ −λ

2

64
2πR . (3.74)

En el régimen fuertemente no conmutativo, es decirR√
θ
→ 0, E(2)

R tiene el siguiente compor-
tamiento,

E
(2)
R = −λ

2

64
2πR

R√
θ

{
8
(
Γ
(

5
4

))2
π

− 16

π2

R√
θ

+

(
Γ
(

3
4

))2
π

(
R√
θ

)2

+O

[(
R√
θ

)3
]}

. (3.75)

10Recuérdese (3.60)
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A la vista de (3.57) y (3.62), si quisiera evaluarse únicamente la corrección introducida por la
no conmutatividad respecto del caso conmutativo, debería calcularse,

∆E
(2)
R = −λ

2

64
2π
R2

√
θ

∫ ∞
0

dρ

[
J0

(
R√
θ
ρ

)]2 [
0F1

(
1,
ρ4

16

)
− L0

(
ρ2

2

)
− 1

]
. (3.76)

Desafortunadamente, esta expresión no ha podido evaluarse de forma analítica, ni tampoco se
ha logrado la convergencia con los métodos numéricos empleados11 (Mathematica).

Figura 3.3.Se representa aquí la funciónH de (3.72) en función de
R√
θ

.

3.3.5. Aplicación a un borde recto

En el caso de un borde recto, ubicado enx2 = a, la contribución de primer orden a la energía
por unidad de longitud del borde será simplemente,

E(1)

L
=
λ

2

Λ

4π
. (3.77)

Por otro lado, para el cálculo del segundo orden, puede procederse como en el caso del borde
circular y hallar la transformada de Fourier de laδC(x), que para un borde recto es,

δ̃C(k) = 2πδ(k1)e
−ik2a . (3.78)

A partir de allí, resulta,

11Esta expresión bien podría ser divergente, pero ello tampoco se ha probado.
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E(2) = −λ
2

64

∫
/d

2
l
[2πδ(l1)]

2

l

[
0F1

(
1,
θ2l4

16

)
− L0

(
θl2

2

)]
, (3.79)

que como es de esperar no depende de la posicióna de la recta. Ahora, integrando enl1 aparecerá
un factor divergente que se corresponde con la longitud total del borde a lo largo dex1. Dividiendo
por ese factor, se obtiene la contribución de segundo orden por unidad de longitud,

E(2)

L
= −λ

2

64

∫ ∞
−∞

/dl2
l2

[
0F1

(
1,
θ2l42
16

)
− L0

(
θl22
2

)]
, (3.80)

que es divergente, como podía esperarse dada la extensión infinita de las regiones consideradas.
Para evaluar la corrección que aporta el considerar un espacio no conmutativo respecto del caso
conmutativo debe evaluarse,

∆

(
E(2)

L

)
= −λ

2

64

∫ ∞
−∞

/dl2
l2

[
0F1

(
1,
θ2l42
16

)
− L0

(
θl22
2

)
− 1

]
. (3.81)

Al igual que en el caso del borde circular, no pudo verificarse la convergencia de esta corrección.
Sin embargo, en este caso, se puede obtener algo más de información considerando dos bordes rec-
tos separados una distanciaa, como se hará a continuación, y tender luegoa→ 0.

3.3.6. Aplicación a dos bordes rectos paralelos

Considerando ahora dos bordes rectos paralelos, uno enx2 = a y otro enx2 = 0, la transformada
de Fourier de la curva será,

δ̃C(k) = 2πδ(k1)
[
1 + e−ik2a

]
. (3.82)

Entonces, en este caso, la contribución de segundo orden enλ a la energía es,

E(2)
a = −λ

2

64

∫
/d

2
l
[2πδ(k1)

(
1 + e−ik2a

)
]2

l

[
0F1

(
1,
θ2l4

16

)
− L0

(
θl2

2

)]
. (3.83)

Nuevamente, luego de integrar enl1 conviene considerar una contribución por unidad de longi-
tud,

E
(2)
a

L
= −λ

2

64

∫ ∞
−∞

/dl2
2(1 + cos(l2 a))

l2

[
0F1

(
1,
θ2l42
16

)
− L0

(
θl22
2

)]
, (3.84)

que es divergente como en el caso de un único borde recto. Aquí la corrección del caso no
conmutativo respecto del conmutativo se calcula como,

∆

(
E

(2)
a

L

)
= −λ

2

64

∫ ∞
−∞

/dl2
2(1 + cos(l2 a))

l2

[
0F1

(
1,
θ2l42
16

)
− L0

(
θl22
2

)
− 1

]
. (3.85)
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Si bien en este caso no pudo verificarse la convergencia, sí se pudo calcular la derivada de esta
expresión respecto dea, siendo dicha derivada nula. Es decir que la corrección es independiente de
a, por lo que será igual que en el caso de un único borde recto y a su vez igual al casoa→∞. Es
razonable esperar entonces que esta corrección, y la correspondiente a un borde recto, sean nulas12.

3.4. Conclusiones

En este capítulo se estudió la imposición de condiciones de borde y algunos de sus efectos
en una teoría escalar real no conmutativa, sin autointeracción, en 2+1 dimensiones. Se comenzó
por introducir estas condiciones a partir de una interacción específica con el borde, de la forma
SB = λ

2

∫
d3xφ(x0, x) ? δC(x) ? φ(x0, x). Luego se calculó el propagador para esta teoría entre

bordes rectos paralelos. A continuación, se estudió el desarrollo perturbativo enλ de la energía
de vacío del campo con el borde hasta el tercer orden, observando que recién a partir del segundo
orden se mostraban efectos no conmutativos. A cada orden se pudo separar en la energía un fac-
tor dependiente de las características de la curva asociada al borde, de otro propio a dicho orden
del desarrollo e independiente del borde bajo consideración. Estos factores independientes de la
curva sólo pudieron evaluarse hasta el segundo orden. Por último, se procedió a la aplicación de
este desarrollo para un borde circular y luego uno y dos bordes rectos. Para el borde circular, se
pudieron calcular las contribuciones a la energía hasta el segundo orden, pero no se pudo garantizar
la convergencia de las integrales necesarias para evaluar la corrección no conmutativa respecto del
caso conmutativo. Para los bordes rectos, las contribuciones de cada orden a la energía son diver-
gentes. Nuevamente no se pudo verificar la convergencia de las integrales necesarias para calcular
las correcciones respecto del caso conmutativo para estos bordes, pero se argumentó que las mis-
mas debieran ser nulas. Es interesante comentar, en relación a esto último, que en trabajos previos
[19] se encontró para el campo escalar complejo, también sobre un plano no conmutativo (más el
tiempo conmutativo) con bordes rectos paralelos con ciertas condiciones de borde similares a las
analizadas aquí, que la energía de vacío total (sin desarrollar enλ) no cambia respecto del caso
conmutativo al introducir no conmutatividad. Esto se relaciona con el hecho de que sólo una de las
coordenadas está involucrada en la definición del borde.

12Es importante decir aquí que para ambas correcciones el programa empleado para los cálculos arrojó el resultado
0 si bien advirtió no poder verificar la convergencia de las integrales.
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CAPÍTULO 4

ACCIÓN EFECTIVA PARA SOLUCIONES DE

VACÍO PARTICULARES

En este capítulo se buscará calcular la acción efectiva cuántica, a orden~ en una expansión semi-
clásica, para distintas teorías escalares en configuraciones particulares del campo. Estas configu-
raciones corresponderán a ciertas soluciones de vacío no triviales halladas por otros autores [26].
Las teorías escalares a considerar contarán con un término de Grosse-Wulkenhaar en la acción,
que permite la renormalización de las mismas dando solución a las ya mencionadas divergencias
UV/IR [11]. Para el estudio de las mismas será conveniente introducir una base matricial en la que
desarrollar los campos. Dicha base se presentará a continuación. Luego se introducirán explícita-
mente los modelos y las soluciones a considerar y se procederá al cálculo de la acción efectiva.

En todo este capítulo se considerarán únicamente dos coordenadas espaciales (más eventual-
mente una temporal) con relaciones de conmutación dadas por (2.2), como en los capítulos ante-
riores.

4.1. Base matricial

Con el objetivo de simplificar el cálculo del producto de Moyal entre campos (funciones), re-
sulta conveniente el desarrollar los mismos en una base matricial cuyos elementos se multipliquen
entre sí como lo harían los operadores de la forma|m〉〈n| de un oscilador armónico, con|m〉 y
|n〉 autoestados de número. Al hacer esto, el producto de Moyal entre campos se reducirá a un
producto de tipo matricial. Esto ayudará posteriormente en el tratamiento de la acción en teorías
escalares con términos de Grosse-Wulkenhaar. En esta sección se construirá la mencionada base
siguiendo los pasos de [11].

Antes de proceder, conviene mencionar que si bien aquí se trabajará únicamente con dos coor-
denadas espaciales, el desarrollo en una base matricial puede generalizarse a un número mayor de
dimensiones [27].

Para construir la base matricial se puede comenzar introduciendo las siguientes funciones de
creación y destrucción,

39



IVÁN A. DAVIDOVICH 4.1. BASE MATRICIAL

a =
1√
2
(x1 + ix2) , ā =

1√
2
(x1 − ix2) , (4.1)

que puede invertirse dando,

x1 =
1√
2
(a+ ā) , x2 =

i√
2
(ā− a) , (4.2)

y permite calcular las derivadas sobre funciones complejas,

∂

∂a
=

1√
2
(∂1 − i∂2) ,

∂

∂ā
=

1√
2
(∂1 + i∂2) . (4.3)

Entonces, dada una función compleja sobre el plano,f , al aplicar a la mismaa o ā a través del
producto de Moyal se obtiene1,

(a ? f)(x) = a(x)f(x) +
θ

2

∂f

∂ā
(x) , (f ? a)(x) = a(x)f(x)− θ

2

∂f

∂ā
(x)

(ā ? f)(x) = ā(x)f(x)− θ

2

∂f

∂a
(x) , (f ? ā)(x) = ā(x)f(x) +

θ

2

∂f

∂a
(x) . (4.4)

Considérese en particular la función gaussiana,f0, dada por,

f0(x) = 2e−
1
θ
(x2

1+x2
2) , (4.5)

que cumple la propiedad de que,

(f0 ? f0)(x) = f0(x) . (4.6)

A partir de (4.4), (4.3) y (4.5) puede verse que2,

ā?m ? f0 = 2māmf0 , f0 ? a
?n = 2nanf0 , (4.7)

y

a ? ā?m ? f0 =

{
mθ(ā?(m−1) ? f0) param > 0
0 param = 0

f0 ? a
?n ? ā =

{
nθ(f0 ? a

?(n−1)) paran > 0
0 paran = 0

(4.8)

Se pueden entonces definir funcionesfmn a través de,

fmn =
1√

m!n!θm+n
ām ? f0 ? a

?n , (4.9)

1Aquí, como antes,θ = θ12 = −θ21
2Aquí se utiliza la notaciónh?m = h ? h ? h ? ... ? h (m veces).
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que, en vista de (4.8) y (4.6), se multiplicarán entre sí como se pretendía,

(fmn ? fkl)(x) = δnkfml(x) . (4.10)

Entonces, desarrollando un par de camposφ y χ en la base de funcionesfmn como

φ(x) =
∞∑

m,n=0

φmnfmn(x) y χ(x) =
∞∑

m,n=0

χmnfmn(x), conφmn, χmn ∈ C, su producto de Moyal

resulta,

(φ ? χ)(x) =
∞∑

m,n=0

(φχ)mnfmn(x) , con (φχ)mn =
∞∑

k=0

φmkχkn , (4.11)

De esta manera el producto de Moyal se ha reducido a un producto matricial como se pretendía.

Es conveniente mencionar que para que una funcióng(x) desarrollada en la base matricial sea
cualquier función compleja sobre el plano no conmutativo, los elementos de la secuencia de coefi-
cientes{gmn} deben decaer rápidamente [11].

4.2. Cálculo de la acción efectiva

Se desea calcular la acción efectiva a orden~ en una expansión semiclásica alrededor de solu-
ciones de vacío particulares para distintos modelos escalares. De hecho, dado que la acción efectiva
a orden árbol no es más que la acción clásica, se calcularán directamente las correcciones cuánticas
de orden~.

Se utilizará entonces el método desteepest-descent[23] [28]. Es decir, dada una acción euclídea
S(φ) para un campo escalar real, que da lugar a una funcional generatriz3,

Z(J) =

∫
Dφ e−

1
~ [S(φ)−Jφ] , (4.12)

se puede expandir el campo alrededor de una solución clásica,φc, como,

φ = φc +
√

~χ . (4.13)

Esto dará lugar al desarrollo,

S(φ)− Jφ = S(φc)− Jφc +
~
2

∫
dxdy

[
δ2S

δφ(x)δφ(y)

]
φ=φc

χ(x)χ(y) +O(~3/2) . (4.14)

Reteniendo únicamente los términos hasta orden~ esto dará una funcional generatriz gaussiana,

3Aquí se utilizará la notaciónJφ =
∫

dx J(x)φ(x) por brevedad y porque se pretende únicamente recordar de
manera esquemática un método conocido.
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Z(J) ∼ NZ0(J)

∫
Dχ e−

1
2

∫
dxdy

[
δ2S

δφ(x)δφ(y)

]
φ=φc

χ(x)χ(y)
, (4.15)

dondeZ0(J) es la contribución de los términos de orden cero en (4.14). Esta gaussiana puede
integrarse, como es habitual, obteniéndose4,

Z(J) ∼ NZ0(J)

[
det

[
δ2S

δφ(x)δφ(y)

]
φ=φc

]− 1
2

. (4.16)

A partir de aquí puede calcularse la generatriz de gráficos conectados comoW(J) = ~ lnZ(J)
y luego la acción efectiva,Γ[φ], mediante una transformada de Legendre deW(J). De allí resulta
la corrección de orden~ a la acción efectiva,

Γ1[φ] =
1

2
tr ln

[
δ2S

δφ(x)δφ(y)

]
φ=φc

. (4.17)

Esta corrección es la cantidad que interesará calcular en el resto del capítulo. En lo que sigue
se eliminará el subíndice1, pero debe recordarse que lo que se calcula es esta corrección y no la
acción efectiva completa.

4.2.1. Campo escalar real en el plano

En este primer caso se considerará un campo escalar real masivo,φ, sobre el plano no conmuta-
tivo, sin coordenada temporal. Se dotará a este campo de una autointeracciónφ4 y, como se había
mencionado previamente, se considerará en la acción un término armónico de Grosse-Wulkenhaar.
La acción a considerar es entonces,

S =

∫
d2x

(
1

2
∂iφ ? ∂iφ+ 2Ω2((θ−1)ijxjφ) ? ((θ−1)ikxkφ) +

1

2
µ2

0φ ? φ+
λ

4!
φ ? φ ? φ ? φ

)
,

(4.18)

dondeθ−1 es la matriz inversa a la que determina las relaciones de conmutación entre coorde-
nadas,Ω es un parámetro que caracteriza al término de Grosse-Wulkenhaar yµ0 es el parámetro
de masa de la teoría.

Ahora, desarrollando el campo en la base matricial,

φ(x) =
∞∑

m,n=0

φmnfmn(x) (4.19)

y utilizando las distintas definiciones y propiedades vistas para la base matricial, esta acción
puede llevarse a la forma[11],

4N se elige de manera queZ(0) = 1
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S = 2πθ
∑

m,n,k,l

(
1

2
φmnGmn;klφkl +

λ

4!
φmnφnkφklφlm

)
, (4.20)

donde se ha utilizado también que,∫
d2x fmn(x) = 2πθ δmn , (4.21)

lo cual se deduce de (4.6), (4.8) y las propiedades de traza del producto de Moyal integrado.

En esta expresión para la acción,Gmn;kl proviene de la parte cuadrática correspondiente a la
acción libre y el término de Grosse-Wulkenhaar y tiene la siguiente forma explícita,

Gmn;kl = (µ2
0+(n+m+1)µ2)δnkδml−µ2

√
κ(n+ 1)(m+ 1) δn+1,kδm+1,l−µ2

√
κnmδn−1,kδm−1,l ,

(4.22)

con las definicionesµ2 =
2(1 + Ω2)

θ
y
√
κ =

1− Ω2

1 + Ω2
.

Es evidente queGmn;kl se simplifica notablemente si se consideraΩ2 = 1, motivo por el cual
se utilizará dicho valor en lo que sigue. Cuando se elige este valor deΩ se dice que el sistema se
encuentra en el punto autodual, por su propiedad de invariancia ante la dualidad de Langmann-
Szabo [29]. Con esta elección es entonces,

Gmn;kl =

[
µ2

0 + (n+m+ 1)
4

θ

]
δnkδml . (4.23)

Se puede ahora, a partir de (4.20) calcular
δ2S

δφmnδφkl

y luegoΓ(φ), resultando,

Γ[φ] =
1

2
tr ln

[
δ2S

δφmnδφkl

]
φ=φc

=
1

2
tr ln

[
2πθ

(
Gmn;kl +

λ

2
φnkφlm

)]
φ=φc

. (4.24)

Es este el momento de elegir una configuración particular,φc. De acuerdo con las soluciones
encontradas en [26], se puede comenzar considerando una configuración de la forma56,

φc(x) = am0fm0m0(x) ⇒ φmn = am0δmm0δnm0 , am0 ∈ R . (4.25)

Insertando esta solución en (4.24) se obtiene,

5Vale mencionar que el coeficienteam0 debe cumplir ciertas condiciones para que este sea efectivamente un estado
de vacío, las cuales pueden consultarse en [26]. Se asumirá aquí y en lo que sigue que dichas condiciones sobre los
coeficientes se cumplen.

6En lo que resta de este capítulo se dejará de emplear la convención de Einstein de suma sobre índices repetidos y
se sumará únicamente cuando se lo indique de forma explícita.
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Γ[φ] =
1

2
tr ln

[
2πθ

(
µ2

0 + (n+m+ 1)
4

θ

)
δnkδml + 2πθ

λ

2
a2

m0
δnm0δkm0δmm0δlm0

]
=

=
1

2
tr ln

{
2πθ

[(
µ2

0 + (n+m+ 1)
4

θ

)
+
λ

2
a2

m0
δkm0δlm0

]
δnkδml

}
=

=
1

2

∑
m,n

ln

{
2πθ

[(
µ2

0 + (n+m+ 1)
4

θ

)
+
λ

2
a2

m0
δkm0δlm0

]}
δnkδmlδmkδnl =

=
1

2

∑
m

ln

{
2πθ

[(
µ2

0 + (2m+ 1)
4

θ

)
+
λ

2
a2

m0
δmm0

]}
. (4.26)

Se puede considerar también una solución más general, de la forma,

φc(x) =
∞∑

n=0

anfnn(x) ⇒ φmn = anδmn, an ∈ R . (4.27)

Con una configuración de este tipo se tiene,

Γ[φ] =
1

2
tr ln

[
2πθ

(
µ2

0 + (n+m+ 1)
4

θ

)
δnkδml + 2πθ

λ

2
anamδnkδml

]
=

=
1

2

∑
m

ln

{
2πθ

[(
µ2

0 + (2m+ 1)
4

θ

)
+
λ

2
a2

m

]}
. (4.28)

En ambos casos, la evaluación de las series resultantes requiere de la determinación de valores
para los coeficientes de las configuraciones propuestas, lo cual puede hacerse a partir de las condi-
ciones que los mismos deben satisfacer para que estas configuraciones sean soluciones[26]. Esto,
sin embargo, no parece ayudar finalmente en el cálculo de las series ni cambia sustancialmente sus
formas, por lo que no se avanzará aquí en ese sentido.

4.2.2. Campo escalar real en 2+1 dimensiones

En esta sección se considerará el mismo modelo de la anterior, agregando ahora una coordenada
temporal conmutativa. La acción, considerando al campo ya desarrollado en la base matricial, será
entonces,

S = 2πθ
∑

m,n,k,l

(
1

2

∫
dt1dt2 φmn(t1)Gmn;kl(t1, t2)φkl(t2) +

λ

4!

∫
dt φmn(t)φnk(t)φkl(t)φlm(t)

)
,

(4.29)

donde ahora es,

Gmn;kl(t1, t2) =

(
−∂2

t + µ2
0 + (n+m+ 1)

4

θ

)
δnkδmlδ(t1 − t2) . (4.30)
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Procediendo como antes,

Γ[φ] =
1

2
tr ln

[
δ2S

δφkl(t2)δφmn(t1)

]
φ=φc

=

=
1

2
tr ln

[
2πθ

(
Gmn;kl(t1 − t2) +

λ

2
φnk(t1)φlm(t2)δ(t1 − t2)

)]
φ=φc

. (4.31)

Como configuración particular, puede elegirse la misma que se adoptó inicialmente en la sec-
ción anterior, donde ahora se considera, por generalidad, una posible dependencia temporal de los
coeficientes,

φc(x, t) = am0(t)fm0m0(x) ⇒ φmn(t) = am0(t)δmm0δnm0 , am0(t) ∈ R . (4.32)

Entonces, para esta configuración,

Γ[φ] =
1

2

∑
m

∫
dt ln

[
2πθ

(
−∂2

t + µ2
0 + (2m+ 1)

4

θ
+
λ

2
a2

m0
(t) δmm0

)]
. (4.33)

Nuevamente, de manera análoga a lo que se hizo anteriormente, puede considerarse la configu-
ración más general,

φc(x, t) =
∞∑

n=0

an(t)fnn(x) ⇒ φmn(t) = an(t)δmn, an(t) ∈ R , (4.34)

que lleva a,

Γ[φ] =
1

2

∑
m

∫
dt ln

[
2πθ

(
−∂2

t + µ2
0 + (2m+ 1)

4

θ
+
λ

2
a2

m(t)

)]
. (4.35)

4.2.3. Campo escalar complejo en 2+1 dimensiones

En esta sección se considerará un campo escalar complejo masivo, sobre el mismo espacio de
2+1 dimensiones considerado en la sección anterior. La acción euclídea a considerar para este
campo será la utilizada en [30], a saber,

S =

∫
d3x

(
∂iφ
∗∂iφ+ Ω2φ∗ ? ((θ−1)αµxµ) ? φ ? ((θ−1)αγxγ) + µ2

0 φ
∗φ+

λ

4!
φ∗ ? φ ? φ∗ ? φ

)
,

(4.36)

donde se suma sobre índices repetidos, yendo el índicei sobre las 3 coordenadas y los índices
griegos únicamente sobre las coordenadas espaciales. Es importante notar que además del término
de autointeracción cuártico propuesto en esta acción existe otro posible7, que surge de multiplicar

7Cualquier otro es equivalente a uno de estos dos por la propiedad cíclica de la integral.
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los campos en otro orden, cuyo integrando esφ∗ ? φ∗ ? φ ? φ. Para este último, sin embargo, no ha
sido posible demostrar la renormalizabilidad [31] y es por ello que no se lo considerará.

Desarrollando los campos en la base matricial y escogiendo el punto autodual (que en este caso
resulta serΩ2 = 2), la acción puede reescribirse como,

S = 2πθ
∑

m,n,k,l

(∫
dt1dt2 φ

∗
mn(t1)Gmn;kl(t1, t2)φkl(t2) +

λ

4!

∫
dt φ∗mlφmnφ

∗
knφkl

)
, (4.37)

con

Gmn;kl(t1, t2) =

(
−∂2

t + µ2
0 + (n+m+ 1)

2

θ

)
δmkδnlδ(t1 − t2) . (4.38)

Para el cálculo de la corrección a la acción efectiva a orden~ se puede utilizar también el método
desteepest-descentesquematizado anteriormente, partiendo en este caso de la generatriz,

Z(J, J∗) =

∫
DφDφ∗ e−

1
~ [S(φ,φ∗)−J∗φ−Jφ∗] . (4.39)

Desarrollando en este caso ambos campos alrededor de soluciones clásicas,φc y φ∗c , y recordan-
do que al integrar una gaussiana en campos complejos el exponente en el determinante análogo al
de (4.16) es(−1) en lugar de(−1

2
) [23], se llega a que,

Γ[φ, φ∗] = tr ln

[
δ2S

δφ(x)δφ∗(y)

]
φ=φc,φ∗=φ∗c

. (4.40)

Considerando los campos desarrollados en la base matricial y la acción (4.37) resulta,

Γ[φ, φ∗] = tr ln

[
δ2S

δφkl(t2)δφ∗mn(t1)

]
φ=φc,φ∗=φ∗c

=

= tr ln

[
2πθ

[
Gmn;kl(t1, t2) +

2λ

4!

∑
r

(φ∗rlφrn + φ∗krφmr)δ(t1 − t2)

]]
φ=φc,φ∗=φ∗c

(4.41)

Se puede considerar ahora una configuración similar a las utilizadas anteriormente,

φc(x, t) = am0(t)fm0m0(x) ⇒ φmn(t) = am0(t)δmm0δnm0 ,

φ∗c(x, t) = a∗m0
(t)fm0m0(x) ⇒ φ∗mn(t) = a∗m0

(t)δmm0δnm0 , (4.42)

conam0(t) ∈ C. Con esta configuración se tiene,

Γ[φ, φ∗] = tr ln 2πθ

[(
−∂2

t + µ2
0 + (n+m+ 1)

2

θ

)
δmkδnl +

2λ

4!
|a(t1)|2(δnlδlm0 + δmkδkm0)

]
×

× δ(t1 − t2) . (4.43)
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En este caso, la estructura de la parte de interacción no permite factorizar las deltas de Kronecker
en los índices discretos de la base matricial. Se puede entonces, ingenuamente, buscar diagonalizar
el operador correspondiente a esta parte con la esperanza de que esto permita diagonalizar tam-
bién la parte cuadrática (es decir, la que proviene de la parte libre de la acción y el término de
Grosse-Wulkenhaar). Desafortunadamente, este no es el caso y se requiere una diagonalización
del operador completo, que no ha sido llevada a cabo. Se presentará aún así la diagonalización de
la parte de interacción, dado que esta podría ser útil para cálculos de teoría de campos en la red o
en régimen de acoplamiento fuerte[32].

Se buscarán entonces los autovectores y autovalores deδnlδlm0 + δmkδkm0 ≡ T . La condición
de autovector es,

(Tφ)mn = αφmn , (4.44)

conα el autovalor. Por otro lado, al evaluar la acción deT sobre un vector cualquiera se tiene,

(Tφ)mn = aδnm0 + bδmm0 , con a =
N∑

k=0

φkm0 , b =
N∑

l=0

φm0l , (4.45)

dondeN actúa como uncutoff en los índices discretos de la base matricial. Es conveniente en
este punto buscar un par de vectores ortonormales,η y ξ, que sean combinación deδnm0 y δmm0 y
hagan las veces de base de la imagen deT . Es sencillo ver que los vectores de componentes,

ηmn =
1√
N
δnm0 y ξmn =

1√
N − 1

N

(
δmm0 −

1

N
δnm0

)
, (4.46)

son ortogonales entre sí y de módulo unitario. Esto permite reescribir (4.45) como,

(Tφ)mn =

(
a
√
N +

b√
N

)
ηmn + b

√
N − 1

N
ξmn . (4.47)

Ahora, escribiendoφ como combinación lineal deη y ξ, φ = c η + d ξ, pueden calcularse los
coeficientesa y b,

a = c
√
N y b =

c√
N

+ d

√
1− 1

N
. (4.48)

Teniendo en cuenta esto, igualando (4.47) con la condición de autovector (4.44) y recordando
queη y ξ son ortogonales, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,

 c
(
N + 1

N
− α

)
+ d

√
1− 1

N2 = 0

c
√

1− 1
N2 + d

(
N − 1

N
− α

)
= 0

(4.49)
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De aquí resultan los autovaloresα = N+1
2

y α = N−1
2

. Si se desean conocer explícitamente los
autovectores, es sencillo reemplazar cada autovalor en (4.49) y resolver parac y d.

4.3. Conclusiones

En este capítulo se han calculado las correcciones a un lazo a la acción efectiva para distintas
configuraciones de vacío no triviales en teorías escalares no conmutativas, llegando a expresiones
en términos de series e integrales para varias de ellas.

Todas estas correcciones tienen la forma∼ tr ln(G + Fc), dondeG representa la parte libre y
Fc es la parte de interacción evaluada en una configuración particular. Un camino posible a seguir
a partir de aquí sería el de invertir(G+Fc) con la intención de elaborar un desarrollo en derivadas
para teorías no conmutativas equivalente al que se plantea en [33] para el caso conmutativo, y
evaluar así contribuciones de orden superior. Brevemente, y de manera esquemática, la idea en el
caso conmutativo consiste en agregar una fluctuación al campo por encima de la configuración de
vacío, pasando detr ln(G+Fc) a tr ln(G+Fc+F̃ ), dondeF̃ es la parte de interacción evaluada
en la fluctuación. Esto puede reescribirse como,

tr ln(G+ Fc + F̃ ) = tr ln(G+ Fc) + tr ln(1 + (G+ Fc)
−1F̃ ) , (4.50)

y luego desarrollar el logaritmo. El primer término en este desarrollo es la corrección ya calcu-
lada. Los siguientes serán de la formatr(G + Fc)

−1F̃ ...(G + Fc)
−1F̃ ). Para calcular estas trazas

deben utilizarse relaciones de conmutación que introducen derivadas del campo; de allí el nombre
de desarrollo en derivadas.
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CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES

En esta tesis se han estudiado distintos aspectos de las teorías no conmutativas, especialmente
las teorías de campos escalares sobre el plano no conmutativo más eventualmente el tiempo con-
mutativo.

Luego de motivar el estudio de las teorías no conmutativas en general y presentar un ejemplo
en el cual la no conmutatividad aparece como una descripción efectiva en cierto límite, se observó
que podría ser interesante estudiar la descripción de teorías de campos no conmutativas desde un
sistema rotante. Se piensa que esto podría tener efectos sobre la renormalizabilidad de estas teorías.
En este sentido, se señaló que el estudio de la introducción de condiciones de borde en teorías de
campos no conmutativas podría ser un paso útil para una eventual imposición de una rotación al
sistema.

A continuación, se sentaron las herramientas básicas para el estudio de teorías de campos no
conmutativas y se analizó en particular la teoría para el campo escalar real en 2+1 dimensiones
con autointeracciónφ4. Utilizando este ejemplo se introdujo la problemática de la mezcla UV/IR,
un problema típico que afecta a la renormalización de este tipo de teorías. Se observó que, en
vista de que la mezcla UV/IR relaciona el comportamiento del campo a cortas distancias con el
comportamiento del mismo a largas distancias, puede ser interesante el estudio de estas teorías en
volúmenes finitos.

En consideración de esto y de lo dicho respecto de teorías en sistemas rotantes, se discutió luego
la implementación de condiciones de borde (en particular condiciones tipo Dirichlet) en teorías
escalares no conmutativas y se calculó el propagador para el campo escalar real entre bordes rectos
paralelos. Siguiendo con el estudio de las condiciones de borde, ahora para una curva de forma
arbitraria,C, se realizó un desarrollo de la energía de vacío en la constanteλ que define la intensi-
dad del acoplamiento entre el campo y el borde. Se analizaron los primeros tres términos de este
desarrollo, logrando aislar en los mismos una parte dependiente de la forma deC de otro propio del
desarrollo e independiente de la curva considerada. Se aplicó este desarrollo, a modo de ejemplos,
a un borde circular, un borde recto y dos bordes rectos paralelos.

Por último, se consideraron teorías escalares reales y complejas, con un término de Grosse-
Wulkenhaar en el punto autodual, que soluciona el problema de la mezcla UV/IR, y se calcularon
las correcciones a un lazo a la acción efectiva para ciertas configuraciones particulares del cam-
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po. Se mencionó finalmente que invirtiendo los operadores que dan origen a estas correcciones se
podría elaborar un desarrollo en derivadas, como el utilizado en teorías conmutativas, que permita
explorar contribuciones de orden superior.
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