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RESUMEN

En este trabajo se estudian teorias no conmutativas, es decir, teorias formuladas sobre un espse
cio en el cual las coordenadas cumplen una relacion de conmutacién no trivial, con un énfasis en
teorias de campos escalares (particularmente reales) en 2+1 dimensiones, con el tiempo conmute
tivo. Luego de motivar el estudio de este tipo de teorias e introducir las herramientas basicas para
su formulacion, se procede al estudio de la imposicion de condiciones de borde en teorias escalare;
no conmutativas. Esto se realiza a partir de la introduccion de un término de interaccion especifico
entre el campo y la curva que describe al borde (que es un objeto conmutativo usual), a través
del producto de Moyal. Con esto presente, se procede al calculo del propagador para el campo
escalar real sin autointeraccion entre bordes rectos paralelos. Luego se estudia la energia de vaci
del campo con un borde arbitrario, a partir de un desarrollo perturbativo del término que impone
las condiciones de borde, y se aplica este desarrollo a los casos particulares de un borde circular
un borde recto y dos bordes rectos paralelos. Por ultimo, se consideran teorias escalares reales
complejas con autointeraccion tipé y un término de Grosse-Wulkenhaar, sobre dos coordenadas
espaciales no conmutativas y eventualmente el tiempo conmutativo, y se calculan las correcciones
a un lazo a la accion efectiva para configuraciones particulares del campo correspondientes a solus
ciones de vacio no triviales halladas por otros autores.

Palabras Clave: Teoria de campos, No conmutatividad, Bordes, Casimir, Accion efectiva.
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ABSTRACT

NON-COMMUTATIVE FIELD THEORIES: SYMMETRIES AND QUANTUM CON-
SISTENCY

In this work we study non-commutative theories, that is theories formulated on a space described
by coordenates that satisfy non trivial commutation relations, with an emphasis on scalar field the-
ories (mainly real scalars) on 2+1 dimensions, with a commutative time coordenate. After drawing
our motivations for the study of this kind of theories and laying down the basic elements for their
construction, we proceed to the study of the confinement of non-commutative scalar field theories.
This confinement is achieved through the introduction of a specific interaction term between the
field and the curve that describes the boundary of the confinement region (this curve is a stan-
dard commutative object), using the Moyal product. Bearing this in mind, we then proceed to the
calculation of the propagator for a non self-interacting scalar field bound between parallel plates.
After that, we study the vacuum energy of the field bound by an arbitrarily shaped boundary, by
performing a perturbative expansion of the interaction that imposes the boundary conditions. We
then apply this expansion on the special cases of a circular border, a straight line border and a
couple of parallel straight line borders. Finally, in the last part of this thesis, we consider real and
complex scalar field theories on a non-commutative plane (plus eventually a commutative time)
with a ¢* self-interaction and a Grosse-Wulkenhaar term and calculate the one loop corrections to
the effective action around non trivial vacuum solutions previously found by other authors.

Key words: Field theory, Non-commutativity, Boundaries, Casimir, Effective action.
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CAPIiTULO 1

INTRODUCCION

En este trabajo se estudian teorias no conmutativas, entendiéndose por esto teorias clasicas
cuanticas de finitos o infinitos grados de libertad. teorias de campos) formuladas sobre un
espacio tal que al menos dos de sus coordenadas no conmutan entre si. Un ejemplo de espacio r
conmutativo bien conocido en Mecénica Cuantica ordinaria es el del espacio de fases. En el mismo,
las coordenadas clasicasy p son reemplazadas por operadores hermitikgsp, cumpliendo
las relaciones de conmutacion canéniGésp’| = ihd¥. Esta relacion da lugar a la relacion de
incertidumbre de Heisenberg,

Az Ap' > (1.2)

| >t

A diferencia de este ejemplo, los espacios que interesan en este trabajo son espacios de coorde
nadas espacio-temporales no conmutativas. Como se vera mas adelante, para construir este tipo ¢
espacios se propone que las coordenadas espacio-temporal sean representadas por dgperadores
tales que al menos algunos de ellos cumplan relaciones de conmutacion generalizadas de la forma

[2",27] = 6" (X) , (1.2)

siendof (x) un tensor antisimétrico que puede depender de las coordenadas, si bien no es
habitual trabajar con dependencias mas alla de la cuadratica en las mismas. A partir de esta relacior
de conmutacion puede formularse la relacion analopa (1.1),

S ij
Ax' Az’ > @ ) (1.3)

Esto muestra la aparicién de una granularidad del espacio-tiempo, con una regiéon minima a la
cual no se puede acceder.

En este primer capitulo se buscara motivar el estudio de las teorias no conmutativas en general
y se desarrollara un modelo en el que la no conmutatividad entre coordenadas surge de maner:
natural como una descripcion efectiva en cierto limite. En el Capitulo 2 se daran las herramientas
basicas para la contruccion de teorias de campos no conmutativas y se analizara un primer modelc
escalar real en 2+1 dimensiones. Luego, en el Cagifulo 3 se estudiara el confinamiento del cam-
po escalar real a través de la imposicién de condiciones de borde sobre curvas en el plano. En el

1



IVAN A. DAVIDOVICH 1.1. MOTIVACION

Capituld 4 se calcularan las correccion a un lazo a la accion efectiva para ciertas teorias escalare:
alrededor de configuraciones particulares halladas por otros autores. Finalmente, en el[Capitulo 5
se daran las conclusiones de esta tesis.

1.1. Motivacion

El primer trabajo en el cual se formulé matematicamente un modelo de teoria de campos que
llevase a la no conmutatividad de las coordenadas espacio-temporales fue el realizado por Snyde
[1]. Snyder propuso en primer lugar un espacio-tiempo discreto, con la esperanza de que esto pu-
diese dar solucion a las divergencias que plagaban las teorias de campos en aquel momento (194
al eliminar la posibilidad de interacciones puntuales, y vio a partir de esta propuesta que se inducia
una no conmutatividad como la expresadd erj (1.2). Eventualmente incluso elabor6 un modelo para
el Electromagnetismo basado en sus ideas de un espacio-tiempo no cantinuo [2]. Mas adelante
el éxito del programa de renormalizacion llevé a que las ideas de Snyder fuesen dejadas de ladc
por varias décadas hasta que otras motivaciones, que seran comentadas a continuacion, llevaran.
resurgir de las mismas.

Una de estas motivaciones se encuentra en las posibilidades que este tipo de teorias ofrecel
para la formulacion de una descripcion de la gravedad a nivel cuantico. En primer lugar, existen
argumentos sencillos para mostrar que cualquier teoria cuantica de la gravedad debe contemplar |:
existencia de un volumen minimo inaccesible a las mediciones, como el predi¢gholen (1.3). Estos
argumentos [3] se basan en la idea de que uno debe entregar una cierta energia para localizar u
evento en una dada regién del espacio y mientras menor sea el tamafio de esta regién, mayor ser
la energia que debe entregarse. Por otro lado, la energia genera un campo gravitatorio y, eventual
mente, si la energia es lo suficientemente grande el campo gravitatorio generado podria impedir
la salida de cualquier informacion hacia el exterior de la regidén en estudio. A partir de las ecua-
ciones de la Relatividad General puede entonces calcularse cudl es el tamafio minimo que podr:
tener una region del espacio tal que la misma pueda estudiarse experimentalmente, dado que par
regiones de un tamafio menor sera operativamente imposible obtener cualquier tipo de informacion
sobre lo que ocurre en su interior. Mas alla de esto, las teorias no conmutativas son desarrolladas
partir de las ideas de la Geometria No Conmutativa y las algebras asociadas a esta geometria. L:
gravedad es a su vez descrita a partir de teorias geométricas que podrian generalizarse a geometri
no conmutativas dando un terreno comuin para las teorias cuanticas de campos y la gravedad. L:
Geometria No Conmutativa es una rama de la matematica que fue desarrollada en la década de lo
80’ por matematicos como Connes, Woronowicz y Drinfel'd, llegando a obtener algunos resulta-
dos interesantes en fisica en relacion al Modelo Estandar de Particulas Elemeghtales [4] (para un
tratado sobre Geometria No Conmutativa vér [5]). Como candidatos para una teoria cuantica de la
gravedad, las teorias basadas en estas ideas presentan ademas algunas ventajas y desventajas
pecto de otras como la Teoria de Cuerdas y la Gravedad Cuantica de[llazos [3] e incluso en el casc
en que la Teoria de Cuerdas fuese la indicada para describir la gravedad a nivel cuantico, resultaré
de interés estudiar las teorias de campos no conmutativas, ya que se ha visto que las mismas surge
en ciertos limites de la Teoria M y la Teoria de Cuerdas [6].

Existen también motivaciones astrofisicas para el estudio de las teorias de campos no conmuta:
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tivas. Segun se ha vistal[3], ciertos modelos escalares (llamadermados o con deformacion
) donde|[(1.R) toma la forma,

{[x.’ﬂ,_ MBS 19
[z, 2] =0
producen una relacion de dispersion modificada. En particular, para particulas no masivas se ob-
tiene una velocidad de propagacion que depende de la energia de las mismas. Se cree que este ti
de efectos podrian explicar las anomalias medidas en el tiempo de arribo de pagdscidos en
estallidosy en los nucleos activos de galaxias como Makarian 142.

Por ultimo, se ha observado que la no conmutatividad entre coordenadas surge como una des
cripcion natural en ciertos sistemas de materia condensada, como los sistemas con vortices[7] C
aguellos que se emplean en el estudio del efecto Hall cuantico. En la proxima seccion se mostrara
precisamente cOmo ocurre esto en un ejemplo particular del dltimo tipo y se buscara estudiar el
efecto de las rotaciones sobre dicho sistema.

1.2. Modelo para particula cargada en 2+1 dimensiones con un
campo magneético intenso

En esta seccion se busca mostrar cdmo la no conmutatividad entre coordenadas surge natural
mente como una descripcion efectiva para un modelo particular. Mucho de lo que aqui se desarro-
llara puede verse también eén [8][9].

El sistema a considerar es el de una particula cargada no relativista que se desplaza en un plan
infinito bajo la presencia de un campo magnético normal a dicho plano. El lagrangiano correspon-
diente a este sistema es entonces,

Lo = smii; + A, | (1.4)
2 c
dondem es la masa de la particula,su carga eléctrica y; con: = 1,2 son sus coorde-
nadas cartesianas en el plafoes el potencial vector correspondiente al campo magnétida y
velocidad de la luz en el vacio. A partir de este lagrangiano puede construirse el bien conocido
hamiltoniano,

= - )~ 4y = o - Ay 15)

- 2m 2m c

1.2.1. Niveles de Landau

Conviene en este punto recordar como es la estructura del espectro energético del sistema et
consideracion. La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, en representacién de coor-
denadas, para el hamiltoniaro (1.5) es,




IVAN A. DAVIDOVICH 1.2. ARTICULA CARGADA EN 2+1DIMENSIONES

h? 1q
™Y " e

dondeV = (0, 0,). TomanddA en el gauge de Landau,

AVp(X) + Ep(X) =0 , (1.6)

A=(0,z:B) (= 0,;A; =B campo magnético normal al plano (1.7)

dondee es el tensor antisimétrico dex 2,

0 1
€= ( 10 ) , (1.8)
iq

resulta V — ;—(]CA) = (01,0, — h—cxlB).

Reemplazando efi (1.6) se obtiene,

s a2+(a—i—q BY?|+E} ¢(x)=0 (1.9)
om | 27 he™t o '
Proponiendo como solucigf(x) = e**2U(x,), resulta,
—h—QaZU( ) (9B —h—O‘QU( ) = EU(x) (1.10)
om 1 T 5 mc.’L’l m xIr) = x) . .

Esta es la ecuacion de Schrodinger correspondiente a un oscilador armonico unidimensional
centrado e = % y de frecuencia angular = %. El espectro de este sistema es bien conocido

y es el conjunto discreto de valores de energia dados por,

En:hg <n+1> :nhﬁ—l—lh@ ,n €Ny . (1.12)
mc 2 mc 2 mc
Resulta entonces que el sistema bajo estudio posee una estructura de niveles energéticos separ
dos porAFE = h%. Estos son los llamados Niveles de Landau. Es sencillo ver que estos niveles
seran infinitamente degenerados en un sistema de extension espacial infinita. El nivel mas bajo, ©
primer nivel de Landau, seré el correspondiente-a0 y tendré una energi, = 1n42

2" me”

1.2.2. Proyeccion al Primer Nivel de Landau (PNL)

Considerando los resultados de la seccion anterior, es claro que es posible aislar el primer nivel
de Landau (PNL) tomando el limite — 0, de modo qué\E — oo. Por supuesto, sera necesario
renormalizar el autovalor de energia del PNL resta@higz. El significado fisico de este limite
corresponde (vef (1].4)) a decir que se considera un campo magneético lo suficientemente intenso ta
gue la energia cinética del sistema sea mucho menor que el término proveniente de la interaccion
con el campo, de modo que no puedan excitarse niveles superiores al PNL. Es por esto que al toma
este limite se dira que se esta proyectando sobre el PNL.
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Antes de evaluar las consecuencias de la proyeccion al PNL, convendra generalizar un poco el
sistema en estudio agregando al mismo un potefdia). Si este potencial es débil comparado
con el término magnético del lagrangiano, la estructura global de los niveles de Landau no se vera
alterada, aunque podria romperse la degeneracion en cada nivel. Los potenciales a considerar sere
tipicamente potenciales armonicos débiles, simétricos en las coordenadas. Ademas del agregad
de este potencial, se empleara a partir de ahotac = ¢ = 1. Con estas consideraciones en
mente, el lagrangiano del sistema es,

r .. .

Si bien en la seccidn anterior se emple6 el gauge de Landal\pesalaro que los resultados
obtenidos alli, referidos a la estructura y autovalores de los niveles de Landau, no dependen de est:
eleccion particular. En lo que sigue sera conveniente emplear en cambio el gauge simétrico ante
rotaciones dado por,

B
Ai = _Eijij . (113)
Usando este gaug¢, (1}12) toma la forma,
1 B

Ahora proyectando al PNL, es decir tomanltﬂm0 L., resulta,

B
Ly = —Ex'ieijxj — V(X) . (115)

Este lagrangiano es lineal en las derivadas de las coordenadas. Se mostrara a continuacion qu
los lagrangianos con este tipo de dependencia inducen una no conmutatividad entre las coorde-
nadas. El desarrollo que se realizara es similar al presentadblen [8][10]. Se considera sin embargc
gue, ademas de ser instructiva, la presentacion de este argumento es por su generalidad much
mas valiosa que la simple cita de sus resultados o la elaboracion de un argumento similar que sélo
contemple el sistema bajo estudio.

Considérese un sistema cuya dindmica esta descrita por las componentes del yaexntgo
lagrangiano es de la forma,

dondeq; y V' son funciones de pero no de€'. Es interesante notar que esta es realmente la forma
general para un lagrangiano en el formalismo de primer orden, considerando ebvexctor de
coordenadas en el espacio de fases del sistema. Efectivarhégmtq) = p;4; — H(p,q), donde

g es el vector de coordenadas generalizadas del sisfeelage momentos conjugados y H su
hamiltoniano, es de la form& (1]16). Por supuesto, para las coordenadas del espacio de fases e
argumento que se expone no aportara informacion nueva respecto de la descripcion del sistema
simplemente volvera a presentar el conocido resultado de que las coordenadas generalizadas n
conmutan con sus respectivos momentos conjugados.
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Escribiendo las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.16),

d (oL\ oL _

4y VO da,(r)

= d_taZ( ) 87"7; 07“i i =0
8V(I’) - 8aj(r) 8ai(r) .
= 87‘,- a ( 8T’i 8T’j i (117)
Definiendof;;(r) = 8@5(0 _ %) resulta,
T Tj
. oV(r)
fij(r)Tj = a’]“i . (118)

Se supondra a partir de este punto fiy@osee inversa, la cual se indica‘g&. El procedimiento
a seguir en caso de gufg no tuviese inversa puede consultarse_en [10]. Dicho esto, resulta a partir

de [1.18),

: 4, 0V(r)
= 1105, (1.19)
Ahora, es un resultado conocido de Mecanica Clasica que,
donde{-, -} indica corchetes de Poisson. En este caso el hamiltoniano es:
oL
H=—r,—L=V(r) . 1.21
5 (1) (1.21)
Entonces,
v
Fo= {ri, HY = {r, V(r)} = 887fr){ri,rj} , (1.22)
J

donde en el dltimo paso se ha supuesto que ¥¢ analitica y se ha utilizado su desarrollo en
serie de Taylor para llegar al resultado final. Ahora, comparando esta ultima ecuacipn con (1.19),
es claro queg (1.20) se cumplisé:

{ri,ri} = f7(r) . (1.23)

Esta relacion expresa la no conmutatividad de las componentes: aével clasico. Para ob-
tener las relaciones de conmutacion a nivel cuantico, pueden aplicarse directamente las reglas de
cuantizacion g (1.23) o repetir los pasos defde|(1.20) utilizando el resultado analogo de Mecanica
Cuantica. En cualquier caso, se obtiene,

ij
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Es ahora el momento de ver cdmo se aplican estos resultados al problema de la particula cargad:
en 2+1 dimensiones. Comparango (1.15) ¢on (1.16) y considerandose ve que,

a;(X) = —?eijxj
= fiy= _geji + geij = Be;;
= fit=me (1.25)
donde se utilizo la definicion dg;. Entonces,
{zi,x;} = —éeij : (1.26)

Y a nivel cuantico,
(1.27)

[i’i,fﬁj} = —EQJ‘ .

Notese que (1.26) podria también haberse obtenido, para el sistema particular en estudio, emple-
ando los calculos habituales del formalismo hamiltoniano. Se debe primero, sin embargo, reescribir

(L.13) como,
d (B
Ly = E <§ZE1I2) — Baixg — V(X) . (128)

El término de derivada total no tendra efecto sobre la fisica del sistema (no es mas que un cambio
de gauge), por lo que puede eliminarse, llegando al lagrangiano equivalente,

LO = —Btix9 — V(X) . (129)

Entonces, el momento conjugadaasera,
dLy
01

De donde,
0x1 0xy  O0x9 011 1

= - =—— . 1.31
{l‘l’ x2} 81'1 8p1 8$1 8p1 B ( )

Asimismo, puede obtenerse el corchete candnico,
{ri,m} = —B{z, 2} =1 . (1.32)

Se ha visto entonces que en un sistema compuesto por una particula cargada, no relativista, qu
se desplaza por un plano infinito bajo la presencia de un campo magnético intenso perpendicular
al mismo, la no conmutatividad entre coordenadas espaciales surge como una descripcion natura
al proyectar sobre el PNEL Mas aun, se ha visto que en una clase mas general de sistemas, los
descritos por lagrangianos de la forrpa (1.16), aparece esta no conmutatividad. A continuacion, se
buscara sacar frutos a la generalidad de dicho resultado.

lpara conocer sobre la forma en que ocurre la proyeccion de las funciones de onda y autovalores de este sistema a
PNL, pueden consultarse las referendias|8, 9].
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1.2.3. No conmutatividad en un sistema rotante

En relacion a lo que se ha visto en la seccion anterior, es interesante recordar la forma que
adquiere el lagrangiano de un sistema compuesto por una particula libre dexpmeseelativista,
gue se desplaza en un plano infinito, cuando se lo describe desde un sistema de referencia que rot
respecto de un eje normal al plano con velocidad angular constarid&ho lagrangiano toma la
forma,

L, = %mxm — MWT;€;;T; + %muﬂximi , (1.33)
dondezx; con: = 1,2 son las coordenadas de la particula en el sistema rotante. Resulta evidente
gue si se encontrara la forma de eliminar el término cinético de este lagrangiano, el mismo tomaria
la forma [1.16), con el término de Coriolis haciendo las veces de término lineal en las derivadas
primeras de las coordenadas y el término centrifugo haciendo las veces de potencial dependiente
de las coordenadas pero no de sus derivadas. Para eliminar el término cinético, deberia tomars
EE}OL“ como antes, pero hay que notar que en este caso los otros términos también son lineales

enm por lo que sera necesario considerar mas bielfin ~ L,, conmw — A, Si N0 se quieren

m—0,w—00

eliminar también el término centrifugo y el de Coriolis. Lo que ocurre sin embargo es que, si se
toma este limite, el término centrifugo diverge dejando un lagrangiano con una fisica muy poco
interesante. Una manera de enriquecer el comportamiento de este sistema consiste en combinar Iz
ideas aqui presentadas con el sistema de la seccion anterior, como se hara a continuacion.

Considérese el lagrangiarjo (1.14), dofx) = 0, descrito desde un sistema rotante como el
utilizado para describif (1.83). Dicho lagrangiano sera,

1 B 1
L= §mxzx, — (5 — mw) Ti€T; + §(mw — B)wz;x; . (1.34)

Es interesante observar entonces que eligiend:o% puede eliminarse el término lineal en las
derivadas temporales de las coordenadas, resultando,

1 1/ B\’
/_ — y . y  — — — . .
L = 5t — 5 (Qm) mx;x; . (1.35)

Este es el lagrangiano de un oscilador arménico bidimensional de frecuencia @ﬁnguwals
coordenadas, como es conocido, conmutan entre si. La conmutatividad entre coordenadas se prese
vara al considerar el limite de campo intenso, es deci 0, aunque el sistema quedara confi-
nado al origen de coordenadas perdiendo nuevamente cualquier riqueza de comportamiento. Se
ve entonces gque a un sistema como el de la particula cargada en 2+1 dimensiones con un camp
magnético perpendicular al plano, que posee naturalmente coordenadas no conmutativas cuand
se lo proyecta al PNL, puede “eliminarsele la no conmutatividad” al describirlo desde un sistema
gue rota con la velocidad angular adecuada.

Puede también elegirse= £, obteniéndose,

1 .. B,
L” = §mxixi + Exieijxj . (136)
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De esta forma se elimina el término armonico y se cambia el signo del término lineal en las
derivadas. Como consecuencia, al proyectar sobre el PNL, el corchete (y el conmutador) entre
coordenadas cambiara de signo. Para ver esto, puede calcularse el lagrangiano ahalogo a (1.2¢
y seguir los pasos a partir de alli. Seria sin dudas interesante encontrar una forma de “controlar”
el pardmetro de no conmutatividad del sistema (es decir, el corchete entre coordenadas) a traveé:
del valor dew. Desafortunadamente al querer hacer esto, e incluso considerando un potencial ar-
monico adicional, el asunto parece arruinarse al tomar el limite 0, ya sea porque el término
armonico diverge o porque el parametro de no conmutatividad converge a su valor original (el que
adquiere en el sistema no rotante).

Mas alla de los resultados puntuales alcanzados para este sistema, esta discusion sobre no col
mutatividad en un sistema en rotacion despierta el interés respecto de la descripcion de teorias de
campos no conmutativas en sistemas rotantes. En particular, el término centrifugo podria jugar un
rol similar al de un término de Grosse-Wulkenhaar [11] como el que se utilizara en el Chpitulo 4,
que esta ligado a la renormalizacion de la teoria (ver Sefcipn 2.4). En este sentido, es también in-
teresante el estudio de como imponer condiciones de borde a una teoria de campos no conmutative
como se hara en el Capitllp 3, ya que la condicion de rotacion podria eventualmente imponerse de
manera similar. Como referencia de teorias de campos conmutativas descritas desde sistemas €
rotacion, puede consultarse [12].




CAPITULO 2

TEORIAS DE CAMPOS NO CONMUTATIVAS
FORMALISMO

Hasta aqui se ha buscado motivar el estudio de teorias no conmutativas en general, y se ha vistc
gue las mismas aparecen como una posible descripcién para ciertos sistemas particulares a nive
clasico y cuantico. En este capitulo, se buscaréa avanzar a otro nivel en este tipo de teorias. Par:
ello, se expondran los conceptos basicos para la construccion de teorias de campos sobre espaci
no conmutativos y se elaborara brevemente un primer modelo para un campo escalar real sobre ur
espacio de este tipo.

2.1. Consideraciones generales

Se busca aqui introducir los elementos basicos para la construccién de teorias de campos sobr
espacios no conmutativos. A modo ilustrativo, y por simplicidad, se trabajara sobre un espacio-
tiempo de 2+1 dimensiones. Si bien no sera necesario ir mas alla en este trabajo, todo lo que se
expondra puede también desarrollarse en términos mas gengrales [6], considerando por ejempilc
una variedad topolégica mucho mas general Riex R como espacio-tiempo para la teoria o
caracterizando con mayor precision el tipo de funciones que pueden considerarse para la construc
cion de las algebras sobre el mismo (ver mas adelante).

2.1.1. Algebras y prescripciones de orden

Por motivos que serén evidentes méas adelante, es conveniente comenzar considerando el espaci
tiempoR? x R, descrito por las coordenadas =, y t = 3 que conmutan entre si. Sobre este
espacio pueden construirse funciones complejas de las coordenadas considerando series de pote
cias de las mismas a coeficientes complejos. Una tal funcion sera entonces de la forma,

f(x) = Zc;x?m?m? : (2.1)
I
dondel = (iy,12,143) €s un multi-indice y;; € C. Al conjunto de estas funciones se le llamara
Es conocido y sencillo de ver qué, junto con la suma habitual entre funcionég ¢ ¢)(z) =

10
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f(z)+g(x), f,ge€ A)yelproducto por escalares complejosf)(x) = kf(x), keC,f¢€

A), forma unC-espacio vectorial. Mas aun, si se considera ademas la operacion de producto entre
funciones dada por: A x A — A /(f-g)(x) = f(z)g(x), resulta qug.A, -) es un algebra
asociativa abeliana sobe Este algebra tiene dimension infinita y puede considerarse como base
de la misma al conjunto de los monomios de la forrfia2z%, 1,14y, 45 € No.

Se desea ahora construir un analogo no conmutativolde, sobre un espacio-tiempo no con-
mutativo. Se consideraran entonces como coordenadas los operadores heimiticgs = i
con conmutadores,

[j:l, 5%2] = Z.912

2.2
[, 83 = i0i5 =0 ,i=1,2 (22)

donded;;, i,j = 1,2,3, es un tensor antisimétrico que no depende de las coordenadas. Esta elec-
cion de un “parametro de no conmutatividad” constante no es la mas general posible, como ya se
ha mencionado, pero es la Unica que se considerara en el resto de esta tesis. Corresponde decir alg
respecto de la eleccion que se ha realizado al pedit goemute cort; y Z-. Lo cierto es que esto

no ha sido realmente una eleccién; puede verse que cuando se considera un nimero impar de cool
denadas, siempre al menos una de ellas debe conmutar con €l resto [13]. De ahi en mas, elegir qu
esta coordenada conmutativa sea el tiempo puede considerarse algo motivado por cuestiones d
simetria o por el deseo de volver eventualmente sobre el sistema presentado en el capitulo anteriol
en el cual eran las coordenadas espaciales las que no conmutaban entre si. Ademas de esto, otr
autores han observado que el formalismo hamiltoniano se vuelve complicado en teorias en las que
el tiempo es no conmutativo, al punto de que no es claro que el mismo tenga alguna interpretacion
a nivel de operadores en estas teofias [6]. Al espacio generade poy i3 se le llamardR3? x R.

Si bien el tiempo es una coordenada conmutativa (es decir, es un nimero), se lo seguira indicandc
comot = i3 cuando se esté trabajando soBfex R, simplemente para recordar que se esta en
ese espacio.

Continuando con la analogia, se consideraran ahora las funciones escritas como series de poter
cias, a coeficientes complejos, de las coordenad®3 deR. Al conjunto de estas funciones se le
designara poyd. Como antes, es claro qué junto con las operaciones habituales de suma entre
funciones y producto por escalares, forma(isespacio vectorial. Es ademas sencillo de ver que
al agregar la operacion de producto entre funcionesléfinida por analogia a la que se definié
sobreA, (A, -) es también un algebra asociativa aunque, a la vis@e (2.2), esta no sera abeliana.
Justamente por ser no abeliana, la eleccién de una baseay@s un asunto que debe abordarse
con cierto cuidado (ya que, por ejemplgr; # 119, €SI, = T1Z2 —if12). La forma de realizar
esta eleccion de base de forma simple y consistente, es definiendo una prescripcion de orden par
las coordenadas no conmutativas. De todas las posibles prescripciones que podrian elegirse, ha

dos que son particularmente importantes y seran definidas a continuacioén.

La prescripcién de orden normal consiste en tomar como bas{eflﬂé al conjunto de los
monomios en los cuales las coordenadas no conmutativas estan ordenadas de izquierda a derect
en orden creciente de sus subindices (es decir, a la izquiesdiaiegoz,; la posicion det; no es
importante porgque esta coordenada conmuta con las otras dos). Entonces, de modo mas ilustrativa
si se indica por :(...): a la operacion de escribir a la expresion encerrada entre los “.” de acuer-
do a la prescripcion de orden dada (sin utilizar las relaciones de conmutacion, sino simplemente

11
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reordenando), resulta con la prescripcion de orden normal,

cx s o= 1) i =1,2,3,7 € Ny
22453 0 . £5a4n
A A A A PN A A2 a ~
P X1T2T3To + Lok 1 = T1ToT3 + T1T2

La prescripcién de orden simétrico, o de Weyl, consiste en elegir como b(iée-()ial conjunto
de los polinomios que resultan de la simetrizacion (respecto de sus subindices) de todos los posibles
monomios en las coordenao@sPara aclarar esta idea, lo que se esta diciendo es que, con la
prescripcion de orden simétrico,

N . Aj . .
x = ,1=1,2,3,7 € Ny
. 1, .
T1To . = §<I11’2 + I’QQL’1>
. 1, .. A A A A .
T1Tols: = 6(:1:1952;53 + B T3To + o1 T3 + ToT3Ty + T3T1T9 + T3TaZq)

Una vez elegida una prescripcion de orden (lo cual equivale a haber elegido una base para el
algebra no abeliana) cualquier elemefite A puede escribirse de la forma,

f@)=> ¢ atifif: e eC . (2.3)
I

En particular, para la eleccion de orden de Weyl, es interesante notar que todos los polinomios
que definen esta prescripcion aparecen en el desarrollo de la expor&é‘h@@ Esto permite
escribir af de forma integral como,

ﬂ@:/ﬁm@me (2.4)

dondec(k) son funciones coeficiente.

2.1.2. Simbolos y productosx

Las consideraciones referidas a prescripciones de orden y, en general, la complejidad que surge
naturalmente al trabajar con un algebra no abeliana, llevan a preguntarse si no existe una maner:
formal de vincular( A, -) con (A, -) que permita “traducir” hacia el entorno conmutativo las cuen-
tas y operaciones que quieran realizarse en el entorno no conmutativo y luego trasladar de vuelta
los resultados. Es decir, lo que interesa ver es si existe alguna forma de definir un isomorfismo
entre estas algebras.

1Puede simetrizarse respecto de todas las coordenadas o solamente respecto de las que no conmutan, el resultac
es indistinto.

2Si se quiere, podria tomarse como definicion del orden de Weyl el considerar como base al conjunto de los
polinomios que aparecen en el desarrollo de la expone#i€iél, poniendok; = 1, Vi, separandolos adecuadamente
de modo que sean simétricos en los subindices.

12
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En vista de que se ha elegido una base pdra) y se ha hablado sobre las distintas formas en
gue pueden elegirse bases p(aﬁa), parece natural considerar como candidato para este isomor-
fismo a la aplicacion lineal invertiblg : A — A que lleva bases en bases. A una tal aplicacion se
la llamarasimbolq y quedara definida, a través de su inversa, por,

STf@) = f(&): = f(2) . (2.5)

Esta definicién hace explicito el hecho de que habra un simbolo para cada prescripcion de orden
en (A, -); en particular se hablara démbolo normay simbolo de Weyduando se haga referencia
a los simbolos definidos a partir de los 6rdenes homénimos. Es claro que el simbolo definido a
partir de [2.5) es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ahora, es también evidente que al tener
un producto abeliano entre funciones (e, -) y uno no abeliano e, -), S~! no sera capaz
de respetar la estructura del producto entre funciones, lo cual es un requisito necesario para que
sea un isomorfismo de algebras. Para solucionar esto, puede introducirse un nuevo producto entr

elementos ded, el cual se representara pe’y que deberé ser tal que,
STH(fxg)(@)] = S'[f(2)]- S [g(x)] = f()-9(3)  ,f.ge A (2.6)

Si bien este nuevo producto entre elementogld®luciona inmediatamente los problemas de
compatibilidad con el simbolo, no es claro qué x) sea un algebra. Para determinar esto, se bus-
cara escribir explicitamente el nuevo produetentre dos elementos dé en términos del viejo
producto punto a punto)( Mirando [2.5), resulta claro que dicha forma explicita del producto
dependera de la prescripcion de orden empleada. Es por ello que el primer paso para encontra
esta expresion sera elegir un orden particula@én). En favor de la simplicidad del desarrollo,
se utilizara la prescripcién de Weyl y se representardpal simbolo asociado a este orden (el
simbolo de Weyl).

A partir de la observacion realizada ¢n {2.4), es claro que la representacion en operadores (es
decir el elemento correspondiente .dhde unaf € A puede escribirse a modo de transformada
de Fourier confg)

f@) =@ = [ e (27)
con (k) — / Bz et f(z) (2.8)
Entonces, para el producfox g, f, g € A,
WM *9)(@) = f(2) - §() = / Ok &'p e f(k)g(p) - (2.9)
Dado quez; y 2, N0 conmutan entre si, sera necesario utilizar la formula de Campbell-Baker-

Hausdorff (CBH) para calcular el producto de las exponenciales que aparecen en el integrando de
esta expresion. Esta férmula dice que para dos operadoyéds,

eApB — pA+B+3IA B+ [1A BB~ 5[ABLAl+.. (2.10)

13
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En vista de que se ha considerado un conmutador constarjte (2.2) para las coordenadas, al aplice
la formula de CBH al producto de exponenciales en el integrando de (2.9) los términos con con-
mutadores de orden superior al primero se anularan, resultando,

W (Fwg)@) = [ o eorvimssiktom fRyg(p) (2.11)
De donde, aplicand@/,
(f *9)() = / Ak d'p et ik f)g(p) (2.12)

Reemplazando en el dltimo término del exponente @ p; por sus expresiones en términos
de derivadas respecto de las coordenada®’de R, se obtiene la expresion para el produeto
conocida como producto de Moyal-Weyl (o simplemente producto de Moyal),

i 0 0
(@) = e (55 ) )l 219
gue puede reescribirse como,

(f % 9)(@) = f(x)e2 0 Pig(z) | (2.14)

~

Se ve entonces que el produgtleva informacion sobre la no conmutatividad @4, -) y que,

para coordenadas conmutativas(de -) se reduce al producto punto a punto usual. Dada la ex-
presion|((2.14) resulta evidente gues bilineal, por lo quéA, x) es un algebra i constituye un

W
isomorfismo entre algebrasi, ) = (A, -).

Por completitud, conviene mencionar que len [3] se deriva una expresion sinfilarfa (2.13), tam-
bién con pardmetro de no conmutatividad constante, para el caso en que se hubiese elegido I
prescripcion de orden normal; y €n [14] se realiza un andlisis mucho mas detallado de esta elec-
cion de orden con un parametro de no conmutatividad mas general.

2.2. Accion para un campo escalar real con autointeraccio*

Con los elementos desarrollados hasta aqui, resulta interesante buscar la forma de realizar un:
primera propuesta para la accién de un campo escalar real sobre el espacio no conRyjitativo

Considérese entonces un campo escalar ¢eayya accion clasica euclidea sobre el espacio
conmutativaR? x R es,

S = / Pz (%a@a@ + %ngbQ + %&) , (2.15)

donde se ha considerado una autointeraccion detipkn vista de que < A, surge como una
idea natural para obtener una teoria de campos &bt la de reemplazar en esta acciép jpor

14
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su imagen en operadores a travédide! (a partir de aqui se trabajara solamente con el orden de
Weyl). Este procedimiento, en caso de resultar efectivo, daré lugar a una teoria de campos no con-
mutativa. Es importante notar que la naturaleza operatorial de los campos, que resulta de empleal
este método (denominado engafiosamensmtizacion de Weylintroduce no conmutatividad en

las coordenadas pero es independiente de la cuantizaciéon de la teoria de campos en si. Las duds
manifestadas respecto de la efectividad de este método se deben a qua pxiste,un problema

con el mismo. Dicho problema radica en que al “traducir” los campos que aparecen en la accion a
sus valores en operadores se debe a la vez, para ser consistente, traducir las integrales y derivad:
respecto de las coordenadas conmutativas a operaciones sobre el espacio no conmutativo, y diche
operaciones aun no han sido definidas. Conviene entonces pasar ahora a definir estas nociones c
célculo sobre el espacio no conmutativo.

Dado que el tiempo es conmutativo Bj x R, se identificard a la derivada respecto de esta
coordenada), = 05, con la derivada respecto del tiempoRhx R. Es decirds = 9,.

Las derivadas respecto de las coordenadas no conmutatifgs>d&, A1y O, serén definidas
como derivaciones. Es decir, se les pedira que sean operadores lineales y que cumplan la regla d
Leibniz. Estas propiedades se cumpliran inmediatamente si se define,
01 = {53727 4 Dy = [—53517 (b} A, (2.16)

donded = 912 = —921.

Por ultimo, a la integral sobre el espacio no conmutativo se le pedira que sea lineal y que la inte-
gral sobre todo el espacio de una derivada se anule. Como ocurri6 con las derivadas, la integracior
en el tiempo puede identificarse con la misma operacidR’en R. Para las coordenadas no con-
mutativas, es sencillo ver que la operacion de tomar traza (que se indicdré) pmbre el espacio
de representacion de las misﬁ}naatisface las propiedades deseadas. Se identificara entonces,

/d?’xgzﬁ <—>/dt Trlg] ,oeAdeA. (2.17)
Con las nociones de célculo recién definidas, puede ahora aplicarse el método de cuantizacién

de Weyl a la acciorf (2.15). Se obtiene de esta manera la accion de la teoria para el campo escala
real sobre el espacio no conmutativo, dada por,

S, = /dt Tr Béig{s D, + %m2¢32+ %é‘*] . (2.18)

Es este el momento de sacar ventaja a la relacién encontradd.ntyg (A, ). Calculando
el simbolo de Weyl de esta accion se obtiene,

ng/d% (%@qﬁ*éwjt%m2¢*¢+%¢*¢*¢*¢) . (2.19)

Esta es una accion euclidea en términos de funciones, que retiene la informacién sobre la no
conmutatividad d&? x R. Es precisamente el tipo de expresién que se necesita conocer para el

*Es decir,TrO = [ dxy(z1|O0|x1), dondeO € A y &1|xy) = 1|21)
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estudio de teoria de perturbaciones empleando la técnica de integrales funcionales. Comparandc
(2.19) con|(2.15), se ve que la unica modificacion que se ha realizado a la accion de la teoria con-
mutativa para obtener la accidn de la teoria no conmutativa ha sido reemplazar los productos punto
a punto entre campos por productos de Moyal. Este procedimiento de reemplazo de un tipo de
producto por el otro en la accidn se convertira en la propuesta natural cuando se quiera desarrollar
el analogo no conmutativo para una teoria conmutativa.

2.3. Reglas de Feynman para el campo escalar real

Contando con la accion euclidep, (2.19), se puede proceder a la cuantizacion de la teoria de
la manera usual y al estudio de su expansion diagramatica. Para esto, conviene en primer lugat
observar una propiedad importante que surge de integrar en todo el espacio el producto de Moyal
de dos funciones en su expresion en términos del desarrollo de Fourier de las fnismas (2.12). Dicha
propiedad es,

/ ([ + g)(x) = / Pr f@)g(e)  fgeA . (2.20)

Aplicando la misma a la acciép (2]19) se obtiene,

5= [ (%3@3@ b gm0 6) (6% ¢>)) | (2.21)

donde la elecciéon de guéeliminar en el término de autointeraccion fue arbitraria y equivalente
a cualquier otra. Comparando esta expresion con la accion para la teoria conmutatjva (2.15) se
llega a una primera conclusién importante: la parte libre de la teoria (a la que corresponden los dos
primeros términos en la accion) no se ve afectada por la no conmutatividad. Luego, el propagador
libre sera el mismo que en el caso conmutativo.

La no conmutatividad juega en cambio un rol mas importante en el Gltimo térmifo dg (2.21),
provocando que la interaccion en la teoria no conmutativa sea no local. Para analizar este término,
gue determinara el vértice de la teoria, es conveniente reescribirlo a partir de las transformadas de
Fourier de los campos e integrar en las variables espacio-temporales,

1 | @ (@x0)(@) (% 0)(z) = (2.22)

i

4 .
= % (Hdi”kl) (2m)20(ky + kg + ks + ka) (k1) (ko) d(ks) P(ky) e~ 2R k2 g = 5kaxka
' i=1

donde se ha introducido la notacipn< & = p;0;;k;. Esta expresion es la se obtendria para
el caso conmutativo excepto por la fase adicionad* **2¢~2%3%k1 que es la que en este ca-
so da el caracter de no localidad a la interadti@bsérvese que esta fase solo contribuira para

SEn general, para cualquier interaccigh n > 2, se puede convenir en eliminar siempre el Ultiabteniendo el
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ciertas contracciones de los campos en el vértice. En particular, considerando los diagramas de
autointeraccién a primer orden en la constante de acoplamigias “tadpoles”), apareceran dos
amplitudes diferentes dependiendo de como se contraigan las “patas” del vértice entre si y con
los momentos externos. Al contraer entre si patas consecutivas (respecto del orden ciclico de los
subindices de sus momentos asociadps = 1,2, 3,4) como en el diagrama de la izquierda de

la Figurg 2.1, la fase no contribuira. En cambio, la fase dara una amplitud distinta al contraer dos
patas no consecutivas, como en el diagrama de la derecha de la[Figura 2.1. La representacion em
pleada en estos diagramas no permite distinguir graficamente entre los mismos; son equivalentes
ante una torsion de las patas del vértice. Conviene entonces introducir para esta teoria una repre
sentacién de doble linea (o “cintas”) que permitira distinguir entre ellos y, mas en general, dara un
orden para las contracciones y separara todos los diagramas en dos tipos: planares (los que puede
graficarse en un unico plano sin superponer cintas) y no planares (los que no pueden graficarse
en un dnico plano sin cruzar cintas). En la Figurg 2.2 se utiliza esta representacion grafica para
presentar nuevamente las dos contribuciones al tadpole a primer orden en

)\ 3 1 ikxp
E/d k—k2+m2€

Figura 2.1.Los dos tipos de contribuciones distintas al tadpole en la tegti@o conmutativa. Los nimeros

en el vértice se utilizan Gnicamente para llevar un orden en las contracciones, como se explica en el tex-
to. Junto a cada diagrama se indica su amplitud, omitiendo el factor de simétrieprrespondiente a
intercambiar de forma ciclica (“rotar”) los nameros en el vértice. Dichos factores seflaa 8, para el
diagrama de la izquierda, § = 4, para el de la derecha.

—

)
N’

Figura 2.2. Las dos contribuciones a la autoenergia presentadas en la Figufa 2.1 ahora representadas con
lineas dobles, o cintas.

factore™ 7 Zisi<i<n FiXki Paran = 4 se puede usar la conservacion de momento en el vértice para llevar esta forma

de la fase a la presentada en el texto.
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En [15] se realiza un analisis de la expansién diagramatica para esta teoria a todo okden en
llegando a la conclusiéon de que las fases en cada vértice derivan en una fase global a todo el dia-
grama, tanto para diagramas planares como no planares. Se obtienen alli las siguientes reglas d
Feynman en espacio de momentos. A cada propagador de mopremtsigna un factophlw y
a cada vérticé2r)®25(3" k;), donde la suma es sobre los momentos que convergen en el vértice
(tomandolos con signo positivo si entran al vertice y negativo si salen, por ejemplo). Se agrega
un factor adicionab~2(2-i<;PixPit2i; Cikixki) “dondep; son los momentos externogy; es una
matriz que lleva cuenta de cuantas veces la cinta de mongfittterno o externo) cruza sobre
la de momentd;;. Los cruces se cuentan como positivog;struza sobre;; con k; moviéndose
hacia la izquierda (puede verse como una regla de la mano défeeinajmente, se debe integrar
sobre los momentos internag, con la medidaf’qz- y considerar factores de simetria.

2.4. Renormalizacion y mezcla UV/IR

Las correcciones cuanticas a un lazo para la funciéon de dos puntos en la teoria bajo estudio
provienen de los diagramas de la Figurg 2.2 (cuyas amplitudes se indican en la Fipura 2.1). Se
pueden entonces separar estas correcciones en una contribucion proveniente del diagrama planar
otra del no planar, de la siguiente manera,

: 1
Fg273)1anar oA / ddkm (2.23)

@) 3 eikxp
Fl noplanar A d kkz + m2 9 (224)

donde se han omitido factores numéricos(d ). La contribucion planar es como la que se
obtendria en el caso conmutativo y presentara el mismo comportamiento linealmente divergente en
el ultravioleta (UV), es decir para altas energias. El efecto del factor oscilatorio en la contribucion
no planar es menos evidente a simple vista, por lo que conviene estudiar ambas contribuciones er
mas detalle. Para integrar estos diagramas puede reescribirse el denominador de los integrando
introduciendo un parametro de Schwingercomo,

1 /OO 2. 2
—_— = do ek +m5) (2.25)
k? +m? 0

y luego introducir urcutoff A, multiplicando cada integrando pe?ﬁ, de modo que regule
las divergencias en — 0. Integrando con este procedimiento se obtieren[6],

T amar = A (A + ) (2.26)
0 tanar = A (A +.2) (2.27)

SNotese que si el diagrama es planar, este Ultimo factor sera simplesnante<s P: <P
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IVAN A. DAVIDOVICH 2.4. RENORMALIZACION Y MEZCLA UV/IR

dondec y ¢’ son constantes positivas y,

1
Apy= con pop=pibubp; - (2.28)

\/ 2z FpPop

Considerando entonces estas correcciones a un lazo y la contribucién clasica, la funcién de dos
puntos correspondiente a la accion efectiva sera,

TP (p) = p*> + m?> + Ae A+ A (2.29)

1

\/az+pop

Aqui Unicamente la contribucion planar sera divergente al tomar el liimite oo, y dicha di-
vergencia puede absorberse, como es costumbre, en una renormalizacién de la masa. Definiend
la masa renormalizada/, a través del/?> = m? + \c A se soluciona dicha divergencia. Es mas
interesante lo que ocurre con el término proveniente del diagrama no planar. Efectivamente el mis-
mo se mantiene finito al tomar el limite — oo, pero aparece entonces una nueva divergencia
parap — 0, es decir una divergencia infrarroja (IR), que no se encontraba en la teoria conmutativa
originaf] A este fenémeno en el cual aparece una divergencia IR asociada con la regién UV de la
integral en momento se le conoce como “mezcla UV/IR” y es algo tipico en teorias no conmutati-
vas interactuantes.

El origen fisico de la mezcla UV/IR se encuentra en la no localidad de la interaccion presente
en este tipo de teorias. Puede verse de manera bastante intuitiva [15] que al explorar el campo er
distancias pequefias en una coordenada (UV), de akdéminteraccion dada por el producto de
Moyal involucra al campo evaluado a grandes distancias (IR), de erd%nen la otra coordena-
da. Ha habido también propuestas de interpretar estas divergencias IR como la aparicion de nuevo:
grados de libertad livianos en la teoria[16].

El problema de la mezcla UV/IR ha podido solucionarse en teorias escalares con autointerac-
cién ¢* mediante el agregado en la accién de un término arménico, llamado término de Grosse-
Wulkenhaarl[11][[1[7]. Este tipo de modelos son los que se utilizaran en el Capitulo 4.

Dado que la no localidad de las interacciones en teorias no conmutativas relaciona las divergen-
cias UV con el comportamiento a grandes distancias, puede resultar de interés el estudio de este
tipo de teorias en volumenes finitos. Esto podria eventualmente dar una solucion diferente a la de
Grosse-Wulkenhaar para la mezcla UV/IR, con la ventaja de que un volumen finito es en general
mas “natural” o facil de justificar en una teoria que un término arménico confinante. En el capitulo
siguiente se estudiara la introduccion de condiciones de bordes en teorias no conmutativas, lo cua
podria eventualmente contribuir a una elaboracion mas general en volimenes finitos.

"También aparece una divergencia al tomar el limite conmutative, 0, luego deA — 0. Si se toma primero
6 — 0 la contribucion no planar toma la forma de la contribucion planar, como es de esperar.
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CAPITULO 3

TEORIAS DE CAMPOS NO CONMUTATIVAS
CON CONDICIONES DE BORDE

El estudio de teorias de campos en regiones espaciales con bordes lleva a la aparicion de efecto
interesantes, como la fuerza de Casimir, que surgen de un juego entre las fluctuaciones de vacio d
la teoria, el tipo de condiciones de borde impuestas y la geometria de la region. En el caso particu-
lar de teorias de campos no conmutativas como la considerada en el capitulo anterior, las relacione:
de conmutacion de las coordenadas|(2.2) dan lugar a una discretizacion del espacig-tigmpo (1.3),
gue lleva a la apariciéon de una escala tipica en la teoria dad,z{_qﬁEs de esperar entonces que,
al confinar este tipo de teorias, aparezcan correcciones respecto del caso conmutativo dependiente
del cociente%g en observables como la fuerza o energia de Casitngs(un tamafio tipico que
define la geometria de la region considerada).

Ademas, como se ha mencionado antes, el andlisis de teorias con bordes es relevante para ¢
estudio de teorias no conmutativas en un volumen finito, en las cuales la extension limitada del
espacio no conmutativo podria resolver el problema de la mezcla UV/IR. Asimismo, el aprender
a imponer condiciones de borde podria ser un camino para la imposicion de otro tipo de condi-
ciones, como la rotacién, que podrian dar lugar a comportamientos interesantes, algunos de ellos
relacionados posiblemente también con la renormalizacion.

En este capitulo se estudiaran algunos elementos de la teoria no conmutativa para el campo es
calar real masivo en 2+1 dimensiones utilizada en el capitulo anterior, cuando a la misma se le
imponen condiciones de borde en el plano. Se comenzara por introducir el método con el cual se
imponen las condiciones de borde sobre una curva en el plano. Luego se obtendra el propagado
para la teoria sin autointeraccién cuando se imponen condiciones de borde en dos placas paralelas
Por ultimo, se estudiara de forma perturbativa el caso en el que la condicién de borde es “débil”(el
significado preciso de esta condicion se dara mas adelante). En todo el capitulo se asumiran condi
ciones de borde independientes del tiempo.

1AQui @ = 6,5 = —651, como antes.

20



IVAN A. DAVIDOVICH 3.1. IMPOSICION DE LAS CONDICIONES DE BORDE

3.1. Imposicion de las condiciones de borde

Tipicamente, en una teoria conmutativa clasica como el Electromagnetismo, las condiciones
de borde suelen imponerse fijando el valor de los campos (o0 sus derivadas) en una determinade
superfici. Si se siguiera dicho procedimiento para la teoria conmutativa clasica del campo escalar
real en 2+1 dimensiones y se quisiera luego cuantizar la misma a través de las técnicas de integrale
funcionales, se obtendria la siguiente funcional generatriz para las funciones de correlacion:

Z(J) = / [Dg] eSO+ ¢ Jote) (3.1)

dondeS(¢) es nuevamente la accion euclidea del candife) es una corriente external{¢]
es la medida de integracion para las configuraciones del campo que satisfacen las condiciones d
borde.

En vista de la dificultad que puede suponer hallar la medida de integr{d@jﬁr(especialmente
en teorias no conmutativas), se puede pensar en cambio en adoptar un método alternativo en €
cual se integre con la medida sin condiciones de bdfde,y se lleve al campo a cumplir las
condiciones de borde a través de un término adicional en la accion. Dicho término adicional tomara
la forma de un término de interaccion entre el campo y el borde, que en cierto limite dara las
condiciones de borde deseadas. Es decir, se propone agregar a la accion undgraimope,

/ (D] e S0+ 2 Iwo) _ / Db eSO -5n()+] d's J)ola) (3.2)

Buscando imponer condiciones de borde tipo Dirichlet, se puede adoptar un término de interac-
cion cuadratico e como el utilizado en [18],

Sp = é/clg‘xa(x)gb?(:vo,x) ) (3.3)

2

donde)\ es una constante que mide el acoplamiento entre el campo escalay un campo
escalar de fondo sin dinamica propia y localizado alrededor de las superficies en las que se quiere
imponer las condiciones de borde. Como es habitual,>ageirefiere al vector que incluye Unica-
mente la parte espacial dees decirx = (z1, z5) Y x( representa la coordenada temporal, que en
el capitulo anterior se denoming. La configuracion de tendra un ancho tipicd, de manera
gue al tomar los limite&s — 0y A — oo se obtengan las condiciones de borde tipo Dirichlet en
dichas superficifs

Pasando al caso no conmutativo, se puede emplear el mismo método, pero se debe recorda
reemplazar los productos punto a punto entre los campos por productos de Moyal, como se ha visto

2Aqui superficie se utiliza en un sentido amplio. Podria tratarse de una curva si hubiese Gnicamente dos dimensiones
espaciales, o un punto para una dimensién.

3A representa aqui un “espesor” para el borde, por lo que en este limite la superficie no tiene espesor. A su vez,
el limite A — oo hace que el campg esté confinado para modos de cualquier frecuencia. Si se quisiera modelar un
confinamiento por una superficie de un material real, estas magnitudes debieran mantenerse finitas.
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IVAN A. DAVIDOVICH 3.1. IMPOSICION DE LAS CONDICIONES DE BORDE

en el capitulo anterior. Entonces, para imponer las condiciones de borde en el caso no conmutativo.
se propone agregar a la accion el térrﬂjno

Sp = é/dgzthﬁ(aco,x)a<<7(x)a<¢(:1co,x) : (3.4)

2
Mas aun, en lo que resta de este capitulo se trabajara toraanidiio el limite A — 0, por lo
gue se usara directamente el término

&fzijﬁ%wumeJAM*¢umm, (3.5)

2
donde el campe ha tomado una configuracion tipo delta de Dirac, que tiene soporte Unicamente
sobre la curval, que hace las veces de borde de la region considerada. El uso de este término de
interaccion para imponer las condiciones de borde se corresponde con el enfoque empleado en [19

y [20].

Para completar el panorama de la imposicidén de condiciones de borde en el caso no conmutativo,
se puede introducir la representacion operatorial de la distribugi@®uponiendo que la cuné&
(que es un objeto conmutativo habitual) esté dada en forma paramétrica a trgvés dg), el
operador asociado en el algebra no conmutativa sera,

60 = [ ag| 2|60 - 2(e)) 36)

En esta expresion &% [x — z(¢)] debe entenderse como,

- 2() = [ rekd 67

Por ultimo, es interesante analizar la siguiente cuestion. Como se menciono al principio de este
capitulo, la no conmutatividad en las coordenadas conduce a una discretizacion del espacio, cor
la aparicion de una incerteza al intentar establecer ambas componentes de la posicion simultanea
mente. Resulta entonces en apariencia contradictorio el imponer condiciones de borde al campo
sobre una curva general sin espesor. Para resolver este aparente problema conviene primero ree
cribir el término de interaccion con el borde (3.5) utilizando la propiedad](2.20) para eliminar el
primer producto de Moyal,

A

SBZE/J%ammmuw*w%m». (3.8)

Ahora, el producto entre paréntesis es,

“Notese que el orden de los campos en esta expresion no tiene importancia ya que, comovio en 2.2, la integral
puede identificarse en el dlgebra de operadores con una traza y es por tanto invariante ante permutaciones ciclicas d
los campos. Es distinta la situacion para el campo escalar complejo, donde aparecen dos posibilidades diferentes par:
el término de interaccion con el borde ya que uno de los capeosesta expresion debe reemplazarseppor
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Se(X) * d(xo,X) = / Ak d'p TP 5o (K) (o, p) =
N / Ak ™3P 5o (K)o, X) =

= dc <X— g) ¢(wo,X) , (3.9)

dondep; = 60,;p; = Oe;;pj, 0,5 = 1,2 , siendoe el tensor antisimétrica x 2 ya empleado
en (1.7). Este es el resultado obtenidolen [21] y [22]. Reinsertando este prodyctd en (3.8), reem-
plazandaq; por —:i0; y definiendod; = ¢;; 0; se obtiene,

Sp = é/al?’x o(x0,X)dc (X + %85) (o, X) . (3.10)

2
Ahora, realizando en esta expresiéon una expansion en el parametro de no conmutatisedad
obtiene lo siguientg),

So = 5 [ 500,08 o(an, ) +
-+ 1—);5 82 / d3l' 5@(X)8¢8j¢($07 X) (5@82 — ai(?j)qb(xo, X) + 0(93) . (311)

El primer término en esta expansion se corresponde con la parte puramente conmutativa del tér-
mino de interaccion con el bord¢, (B.3), habiendo tomado el lithite> 0. Las correcciones no
conmutativas que agregan los siguientes términos en el des@deﬂenden de las derivadas del
campo, y se corresponden de esta manera con la evaluacion del mismo en puntos muy cercanos a |
curva. Asi, la no conmutatividad da un “ancho efectivo” al borde, transformando de cierta manera
a la curva que lo define en un objeto “difuso”.

3.2. Calculo del propagador para el campo escalar real entre
bordes rectos paralelos

En esta seccion se hara un primer uso del método de imposicion de condiciones de borde al
calcular el propagador para un campo escalar real masivo en 2+1 dimensiones, sin autointerac-
cion, confinado entre un par de bordes rectos. Nuevamente, se consideraran las relaciones de cor
mutacion [(2.R). Los bordes a tener en cuenta seran las rectas dadas¢dr y z; = a. La
accion euclidea para este modelo es entonces,

SAlternativamente esta expansion puede calcularse directamer-de (3.8) utilizando la expansion para el producto
de Moyal,d¢(X) x ¢(xg,X) = d¢(X)p(xo, X) + Z =1 (—) .0;,0¢(X) 05,5, ...9;,. 5., 0j,...0;, &(x0,X).

SEn este caso el término de ordgmue depende de las derivadas primeras del campo, se anula como consecuencia
de la antisimetria de, a diferencia de lo que ocurre con el campo escalar complejo [20].
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S = Sy + Sp, + Sp, = % / d*x]0;¢0;¢ + m*¢® +
+ AP(x) % 6(22) * G(x) + Ay (@) % (32 — a) * p(z)] | (3.12)

donde se ha considerado la posibilidad de constantes de acoplamiento distintas en cada borde.

Para el calculo del propagador asociado a esta accidon es conveniente primero reescribir los
términos de acoplamiento con el borde de manera diferente. Con este fin, considérese por ejemplc
el término asociado al borde ep = a,

S, = % / B3 () % 5(zs — a) % H(x) (3.13)

Utilizando la propiedad (2.20) puede eliminarse uno de los productos de Moyal y luego integrar
enxsy,

Aa

—/dxodxl [gb(x)*qb(x)]@:a ) (3.14)

)\a 3 I
Se, =y [ dwdas -~ a)oe)« (o) =

Escribiendo esto en términos de la transformada de Fourier del campo,

Sp, = % /dxodwldgpd?’k é(p)(%k) eil(kotpo)zo+(ki+p1)z1+(k2+p2)al 6*%9(1611?24621)1) . (3.15)

Integrando ahora em, =1, po Y p1, y reordenando luego, se obtiene,

A - -
Sp = 5 / dpod’k S(—ko, —kn,p2)d(ko, ki, ky) e'F2 P20 30 haprthahe)

)\ ~ ~ .
=3 / dpad’k G(—ko, —ky, p2) @Ko, ki, ko) eh2(=3R) gipala=zhy) (3.16)
Entonces,
A ; ; 0
SB. = b} dkodky o(—ko, —k1,a — —k’l) ¢(ko, k1, a — §k1) : (3.17)

De la misma manera, se llega a que,

S =5 [ Mty 6(—ko, k1, ~51) kv, b~ 5h) (3.18)

Por otro lado, la parte libre de la accion en términos de estas transformadas de Fourier parciales
es,

1 . .
= 5 /dkodk1d9€2d92 ¢(—/€0, —k1, 1’2)5(332 - yz)(ké + k% - 8; + m2)¢(k0, k1, y2) . (3-19)
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A partir de estas tres Ultimas expresiones, la ac¢ion|(3.12) puede reescribirse como,

1 .
S = 5 /dkod/ﬁdxgdyg ¢(—k0, —kl, 1’2)(5(372 — yg)[k'g + k% — 822 -+ m2 +

+ A0(x2+ Sk1) + Ao 0(z2 — L+ 5k1)] 6 (Ko, k1, 2) - (3.20)

El propagador que se busaa(ky, k1, z2,y2) = Az, y2), N0 €S MAs que la inversa de la forma
cuadratica de esta Ultima expresion. Llamagta la parte libre de esta forma cuadraticl w la
parte de interaccion, considérese lo sigufénte

A=(G+V) T =(A +V) (3.21)

dondeA,"! es el propagador libre. Entonces,

A=[A7 1+ AV = (14 AgV) A . (3.22)

Ahora, desarrolland6l + A,V) 1,

A= (1= AV + (AgV)2 = ) Ag = Ag — AgVAG + (AgV)Ag — ... . (3.23)

Pero esto puede reescribirse como,

Que comparando coh (3]23), y reincorporando la dependencia explicita en las variables, da lugar
a la relacion recursiva,

A(zg,y2) = Do(T2,12) — /deZ Ag(w2, )V (w, 2)A(z, ya) - (3.25)
Dada la forma particular que tienéen el caso bajo estudio,

V(w,z) =0(w—2)A6(w+ 2ki) + Ao 6(w — L+ 2ky)] | (3.26)

la expresion anterior se reduce a,

A(z9,y2) = Ao(r2,92) — AAg(72, —%kl)A(—gkl,yz) -
— Ao D22, L — §k1)A(L — §ky,u2) - (3.27)

Entonces, evaluando en = —gkl Yo, =L— gkl se obtiene el sistema,

"Por simplicidad aqui se omiten las dependencias en las variables y se utiliza la ndtgeigmara indicar el
producto dy Ao(z,y)V (y, 2).
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A(=Sk,y2) = Ao(—5k1, 1) — AAo(—5k1, —5k1) A(=5k1, 1) —

- A Ao(—glﬁ, L— glﬁ) A(L - gk‘l, 92) (3.28)
A(L - %k’l,yg) = AO(L - §k1,y2) - /\AO(L - %kl, —gkl) A(—glﬁ,@n) -
Y AO(L - gkb L— %kl) A(L - %kl, y2) . (3.29)

Resolviendo este sistema de ecuaciones y volviendo (3.27) se puede entonces obtene
A(x2,12). El' inico ingrediente que falta para esto es el propagador libre parcialmente transforma-
do en las primeras dos coordenadaszxs, yo) = Ag(ko, k1, 22, y2). El propagador libre escrito en
coordenadas es bien conocido,

ik2(x2—y2)
A — End ke dks eiFo(@o—yo)+ki(z1—y1)] € ) 3.30
o(z,y) /d odkidks e 21 k24 K2+ m2 ( )
De alli se lee que el transformado en las primeras dos coordenadas es,
Ak b n eik2(r2—y2) e~ Nlr2—y2| 331
o(ko, 1,$2,92)—/ 2k§+k%+k;§+m2_ 2 ) (3.31)

donden = /&2 + k2 + m2. Utilizando esto, junto con (3.27),(3128)|y (3129), se obtiene final-
mente,

A(zg,y2) = QL[e—nlm—yﬂ _ l ()\i + 2i) e—n(|x2+gk1|+|gk1—y2|) +
n K a n
4 T et Shitla=Gri—pel) _ L —nea—at Ghal+I Sk —pal)
2K e—ne
1 20N /1 I\ ean Ot O
+ 1+ 22 - 4= n(lz2—at5kil+gki—y2|) _
Kene ( /\) (/\a 27)) ©
_ QL (1 + 2%7) e—n(|$2—a+gk1|+|a—§/€1—y2|)] : (3.32)
nKk
dondex = § + fT" — % + % + A—la Esta expresion se simplifica considerablemente al tomar
los limitesA — ooy A\, — oo, resultando,
A(x2,12) = i[efnlmfyﬂ -
Y 277
_ 1 6-W(|$2+gk1|+|gk1—y2\) _
1 — e 2na
- = 1 . o llez—a+ Sl +a= ki—yal) |
— e~ a
T B_WQW ollea—a+Ghnl+ Gk —al) |
— e~ a
+ - 6_77_6;77 6—n(|m2+gk1|+|a—gk1—y2\)] ) (3.33)
—e [¢]
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Se ha encontrado asi el propagador para el campo escalar real entre bordes rectos paralelos cc
condiciones de Dirichlet.

3.3. Desarrollo perturbativo del término de interaccion con el
borde

En esta seccion se buscara evaluar la energia de vacio en la teoria bajo estudio, cuando el camp
se encuentra confinado por una curva de forma arbitraria, a través de un desarrollo de dicha energi:
en el acoplamientd. Considérese nuevamente para ello el término de interaccién con el borde
(3.9), que junto con la parte libre da lugar a la siguiente accion para el campo escalar real masivo
sin autointeraccidi

S =5Sy+Sp= % / Pz [0,00;0 + m*¢* + X (x) * dc(x) * ¢(z)] (3.34)

A partir de esta accion, puede construirse la funcional generatriz para los diagramas de vacio en
presencia de la curvacomo,

B fque*S B fDqSe*SBe*SO
~ [DgeSo [ Dge5o

donde se ha introducido la notacifp..)), para indicar un valor medio con el peso gaussiano
[ D¢ (...)e~%
" [ Dge—5o

diagramas de vacio conectados,

2 = (e75), (3.35)

definido por la accion libre . A partir de Z; puede construirse la generatriz de

We=In2Z, = ln(e_SB)o ) (3.36)

Esta funcional puede desarrollarse en potencias de la constante de acoplamiestorimeros
términos de este desarrollo para Arpequefio se corresponderan con una condicién de borde
impuesta de forma “débil”. El desarrollo a considerar es entonces,

1 1 1
We = In(e™8)g = In(1 — S + 55; - gsg + 55149 —O(N))o . (3.37)

A partir de esta expresion puede hallarse también un desarrollpara la energia de vacio del
campo escalar con el bordeDicha energia seral[23],

1
Ee = —lfm = We = W+ BP +EY .. (3.38)

T—o0

dondeEéi) indica la contribucién de orderen\ y T es la extension total del tiempo euclideo.

8Recuérdese que si bien aqui se escfilfer) se consideraran Unicamente condiciones de borde constantes en el
tiempo.
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A continuacion se analizaran los primeros términos de este desarrollo.

3.3.1. Primer orden en \

A partir de [3.3b) y[(3.38), el primer orden arde la energia es,

1 1 1
Eél) = _711320? (—Sg)§ = _THESOT (—SB)o = Ill—r}goﬁ </ d*x X () * de(x) * p(z))o
(3.39)

donde(...)§ indica una contribucion conectada (como corresponde al desarrol-yelrans-
formando Fourier, y teniendo presente quao depende del tiempo, esto puede reescribirse como,

B = lm i ( / dheod” kdlod” 1 qdod?z €™ F0 10070 G (kg K)e™™ % ¢ (q)e'™ % d(lo, 1)e™)o =
= i o [ ol B Be(@) 00 O3~ Do [ e e =
= Jim = /dkod kA2 102 g 5 () (D ko, K)B(—ko, 1)) /dzx SilltaHx , — S0kAGHKAI-GAl) _
= Jm oo / Aol k14 g 5¢(0) (@ (Ko, K)d(—Fo, 1))o(2m)20P) (K + q + 1)~ z00natknt+an —

= lggoﬁ / dkod” k:dz 5c< )}q_(w) (@ (Ko, K)d(—Fko, 1))g €37, (3.40)

donde se ha introducido la notacipn q = p;¢;;¢;. Haciendo uso ahora de la expresion explicita
para el propagador libre en espacio de momentos,

SOk +1)

A E— 3.41
k2 +Kk* (3.41)

(DKo, K)p(—ko,1))o = (2m)* T

e integrando erzf2l, resulta queEél) no depende del parametfp

-2 o't @] =5 [drg [e@] - @42

En esta Ultima expresidn= |k|. Pasando a coordenadas polares en espacio de momentos,

B =3 )] 4 [ ki =3 [e@)] 1 (3.43)

gq=0 47 0 k g=0 47

donde en el Ultimo paso se ha introducidoaurioff ultravioleta,A, dado que la integral ekes
linealmente divergente. Por otro Iac{éc(q)] . puede escribirse compd*xz d¢(x) y, suponiendo
q:

una parametrizacioh — z(£) para la curva,
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/ d*x e (X) = / d*x / d¢ |d2—(§>\ A x —z(8)] = L(C) , (3.44)

con L(C) la longitud de la curva.

Finalmente, el término de orderen el desarrollo de la energia es,

A A

my _ AN
Ee' =5 1), (3.45)

gue es de caracter conmutative(no depende dé), proporcional a la longitud de la curva y
linealmente divergente.

3.3.2. Segundo orden em\

El segundo orden ehen el desarrollo de la energia es,

1 1
(2 . c ’
Eg” = = lim o= (Sp)5 = — lim = ((S)o — (In)5) - (3.46)

Siguiendo el mismo procedimiento que se utilizé para el primer orden se puede [Bscribir

(SE)o = <(%/d3$¢($)*5c($)*¢($)>2>0:
) [ e (0 x5« 60 20w o =

2
) /d%dgxldkoﬂzkdlodzld2qdk6d2k/dl6d25/d2q/ oil(ko+lo)zo+ (kg +p)zp] o
(K aH)XH (K '+ )X~ £O(KAGHKAI+QAT) ,— £0(K AQ'+K AT +q'A|‘)(§C(q)5C(q,> y

o(K)o(No(K )o(I)o - (3.47)

X
—~ 0O

De las dos contracciones que aparecef/ék)o(1)o(k )o(I ), una es(Sz)2, que se cancelara
en la expresic')6) pa@é”, guedando Unicamente la contribucién conectada (como era de
esperar). Dicha contribucion corresponde al diagrama que se representa a la izquierda en la Figure
[3.1, donde las cruces representan el vértice de interaccion con laCcutmeesta figura se repre-
senta también el diagrama que habra que calcular en general para eNoetegste desarrollo en
A. Siguiendo con el célculo del segundo orden la contribucidn que interesa es,

9Aqui x representa el producto punto a punto entre funciones. Se utiliza esta notacion, en luganidamente
para facilitar la lectura.
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(5395 = (St = (Sul = (5) [ Ao Wilod ks A i)

. Se(—(k+1))de(—(K + 1)) 2m 8(ko + k) (2m)2 6P (k + K ) x

1 1
/ 2 ¢(2 ’ / AN
x 2w o(lo + 1) (2m)2 0P (1 41 >k§+k2 l%+|227r5(k0+l0) 21 & (kpy + 1) =

eiek/\l

(K3 +K*) (K3 +17)

= 20T [ AR Bt (3.48)

Figura 3.1. El diagrama a calcular para el segundo orden ke la energia es el diagrama conectado con

dos vértices de interaccion con el borde, que se representa aqui a la izquierda. Las cruces representan los
vértices. A la derecha se representa el diagrama que contribuird al aiesl diagrama conectado colV

vértices de interaccién con el borde.

Teniendo en cuenta qui(q) = [ d%zdc(x) e~"%, puede escribirse en la expresion anterior
de(—(k + 1) de(k +1) = [de(k + 1)|2. Ademas, se puede realizar el cambie> | — k, lo cual
no alterara el productk A I, y permitird obtener una expresion pdfé” en la que unicamente
la integral end?! dependera de la forma de la curva considerada, mientras que las otras integrales
daran cuenta de un factor dependienté gige es propio de este término del desarrollo gres el
mismo para cualquier curva. La expresion obtenida de esta manera es,

B = & [EusorF (3.49)
9 6ib’k/\l
con F(I) = /dkod k I CErEph (3.50)

El objetivo siguiente serd entonces evaluar el fagidh. Es instructivo y Gtil para compara-
ciones posteriores el comenzar evaluando este factor en el caso conmutativo, es décif,(ton
Utilizando un cero como subindice para indicar esta condicién, se tendra,
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2 1
Foll) = /dkod TR KT (3.51)

Para evaluar esta expresion es conveniente introducir un par de parametros de Feynman [24],
y 3, de la siguiente manera,

) , [ . o(a+3—1) =
Fo(l) = /dkodk/o dadfs [a(k8+k2)+ﬂ(k§+’k—”2ﬂ2

2 ! 1
B /dk()dk/o o k2 +ak? + (1—a)k —112]* (8:52

Desarrollanddk — 1| y luego completando cuadrados se obtiene la siguiente expresion,

2 ! 1
fO(I)_/dkOd k/o o K2+ K+ (a = DI2+a(l —a)?] (3.53)

Realizando ahora el cambio— k — (a — 1)I, permite evaluar trivialmente la integral dv;
pasando a coordenadas polares,

2 ! 1 B
Foll) = /dkOd k/o o 12+ K2+ a(l—a)?]® (3:59)

- /dkO/olda/ooodk [k3+k2+z(1—a)|2}2 -

1 ! 1
= — k d . 3.55
47?/d0/0 CYk;gjLoz(l—oz)P (3:35)

Realizando ahora las integrales/gry « se llega a una expresion final pafg(l),

1! > 1
F) = — [ d k =
ol 4 J, a/_ood "2+ a(l— )P

L/lda; _
8l Jo va(l—a)
1

Esto dara, para el caso conmutativo, una contribucion a la energia,
N[ e [de()
EY = -2 [ £ . .
Q=5 [ (357)
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Volviendo ahora al caso no conmutativos# 0, se desean evaluar las integrales[en (3.50). Los
pasos seguidos en el caso conmutativo hastal(3.54) son también validos en este caso y llevan a,

1 10k Al
— | dkod’ | d ¢ . 3.58
/d of /0 ) (k2 + K2+ a(l — a)?]? (3.58)

Pasanddzk a coordenadas polares, se puede integrar en la variable anguylara obtener,

1 00 k 27 ]
F(l) = / dk / dov / dk dp eMsen(2) —
() " Jo 0 [k§+k2+oz(1—oz)l2}2 0 v

_ N Ko (6KI)
- /dko/o d /0 dk 2+t al— )] (3.59)

dondeJ, es la funcion de Bessel de primera especie de orden cero. Siguiendo con las demas
integrales es conveniente, por simplicidad, dejar la integrdkgara el final,

0 = | wdk/ | i | K k2+k2kff<?)_ E
) / dk/ k%l:io ekl)a)lﬂg -
/ ik 4|<2+|2 N
-9 [OFI (1’ 02;) ~ Lo (%Pﬂ = (3.60)
] {J” (2%2) Lo (9;)] 7 (3.61)

dondeLy(z) es la funcion de Struve modificada de orden cerg¥y(a, z) es la funcion hi-
pergeométrica confluente regularizada, que se ha llevado a una funcion de Bessel de argumenttc
imaginario utilizando identidades de este tipo de funcionés[25]. En la Figufa (3.2) se representa
graficamente la diferencia de funciones que aparece en el numerafdor ¢le (3.60). Un aspecto intere
sante que puede apreciarse en esta figura egyop— L,(0) = 1 de modo que (3.60) coincide
con el resultado conmutativp (3]56) cuartde 0; mas aun,[(3.60) va al resultado conmutativo de
forma suave.

Con el resultadd (3.60) se obtiene finalmente la contribucion de segundo orden@energia
en el caso no conmutativo,

EY = —g—z/d% |5‘3<|'>’2 [JO (%2) — Ly (%'QH . (3.62)
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, | | | hP
2 4 6 8 i5 2

i
2 2
verse aqui que esta funcién va al valbral ir al caso conmutativof = 0. Para valores mayores del

: 12 12 . 12
Figura 3.2. Se representa aqui el numerador fle (.3.61@)('9 > — Lo (0 , en funcién de%. Puede

612 ., . . - L e
argumento(2 ~ 16 | esta funcidn comienza a oscilar fuertemente dificultando su representacion gréfica.

3.3.3. Tercer orden en\

La contribucién de tercer orden ere la energig (3.38) estara dada por,
EY = _lim —— (S3)¢ (3.63)
C T—oo 3'T B/0 - .

Calculando esta contribucion conectada a través de pasos similares a los seguidos para los or
denes anteriores se obtiene,

EY = —g—;/dkonkdzzd%’&(—(k+|>)Sc(k—|’)Sc(|+|’)><

IO(KAI=KAT +IAT')

(k2 4+ K (K2 +1P) (k3 +1'%)

(3.64)

Realizando los cambids— | —k yI' — I’ + k esto puede llevarse nuevamente a una expresion
en la que sélo algunas de las integrales a evaluar dependen de la forma de la curva, mientras que
las otras dan cuenta de un factor propio de este orden del desarrollo. Esta hueva expresion es,
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EY = _Q_E/J%d%'eww’ Se(—=D)de(l+ 1) de(—=1NFA,I) ., (3.65)

672i9k/\|

V(G + [k = 112) (k5 + [k +1[2)

con F(I,I) = / dkod’ R (3.66)
0

Con el objetivo de integrar la expresion pafél, ') se ha buscado aplicar la estrategia uti-
lizada en el orden anterior, introduciendo parametros de Feynman y redefikiadelonanera
conveniente, sin éxito. Se puede al menos decirf(lel’ ) sera convergente pero, sin conocer su

dependencia explicita éry I' y sin haber elegido una cur¢a nada puede decirse @3), que es
la magnitud de interés.

3.3.4. Aplicacion a un borde circular
En esta seccion se busca calcular explicitamente las contribuciones de primer y segundo order

en )\ a la energia para el caso particular de un borde circular. Es decir, se considerara (& curva
dada por la ecuaciart + 3 — R*> = 0 0, equivalentemente, dada de forma paramétrica por,

2(€) = (Rcos(§), Rsen(€)) . (3.67)
El calculo de la contribucion de primer orden es trivial a partif de {3.45) y resulta,

EY = 2AR . (3.68)

Para el célculo de la contribucidon de segundo orden es necesario conocer la transformada de
Fourier dedc(x) (ver (3.62)). Esto puede hacerse a partir de la forma paramédtrica (3.67) de la
siguiente manera,

dz
o) = [ e 2|5k~ 2(e)) -
£
2
= [ deRaPix— (Reos(). Rsen(€))) =
0
27
_ / de /dzk eik[X—(Rcos(f),Rsen(E))] _

0

27
_ / Bk / dé R e~ K(Reos(©) Rsen(®)) (3.69)
0

Esta expresion muestra que la transformada de Fourigr(gees,

21
oc(K) = / dé R e~ K(RBeos(©).Rsen(®) — 97 R J(RK) . (3.70)
0
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Insertando este resultado €n (3f2pasando a coordenadas polares e integrando en la variable
angular,

g _g_i/dQZ [27rRJ|0(R|)]2 |:0F1 (1’%4) I (97'2)} _
_ _g—izm?/ooom o(RI)P? [OFI (1%4) Ly (%'QH . @37

Por Gltimo, con el cambio de variabte= 11/6,

2
_ Nop L H(ﬂ) , (3.72)

donde,, F,({a1,...,an}, {b1,...,b,}, ) son funciones hipergeométricas generalizadas. En la
Figur se representacomo funcion def.

Se observa aqui qu@}f) depende de la comparacion entre la escala de distancias introducida
por la no conmutatividad de las coordenadd®)(y una distancia que caracteriza a la curva en
la que se imponen las condiciones de borde (en este/Rgsmmo se esperaba al principio del

capitulo. En particular, cuando estas cantidades son del mismo orden, e%decir, Eg) toma
el valor,

)\2
EPD ~ 2 orp . 74
R ol TR (3.74)

En el régimen fuertemente no conmutativo, es d%irﬁ 0, Eg) tiene el siguiente compor-

tamiento,
(%)3 } . (3.75)
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A la vista de [(3.57) y[(3.62), si quisiera evaluarse unicamente la correccion introducida por la
no conmutatividad respecto del caso conmutativo, deberia calcularse,

22 R2 [ R 2 4 2
o _ N, B R MY (2 .

Desafortunadamente, esta expresion no ha podido evaluarse de forma analitica, ni tampoco se
ha logrado la convergencia con los métodos numéricos empfégtitzhematicy.

H(%)
20 Vo

| , | R
1 2 Ty —— 4

. ] . . R
Figura 3.3. Se representa aqui la funcidfide (3.72) en funcion de~.

N

3.3.5. Aplicacion a un borde recto

En el caso de un borde recto, ubicadowgn= «, la contribucion de primer orden a la energia
por unidad de longitud del borde sera simplemente,

E® X A

= - — 3.77
L 2 4r ( )

Por otro lado, para el calculo del segundo orden, puede procederse como en el caso del borde
circular y hallar la transformada de Fourier d@déx), que para un borde recto es,

dc(K) = 2md (ky)e 2 (3.78)

A partir de alli, resulta,

Esta expresion bien podria ser divergente, pero ello tampoco se ha probado.
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2 2 214 2
E® _— _2_4/d2lw |:0F1 (1,%) — Ly (%)] , (3.79)

gue como es de esperar no depende de la posiaéna recta. Ahora, integrando graparecera
un factor divergente que se corresponde con la longitud total del borde a lo largdeidiendo
por ese factor, se obtiene la contribucién de segundo orden por unidad de longitud,

E® A2 [ iy 6213 13
= __ 2R (1. =—=2) =L, =2 3.80
I 64 | I, {01<’16> 0(2>]7 ( )

[e.9]

gue es divergente, como podia esperarse dada la extension infinita de las regiones considerada:
Para evaluar la correccién que aporta el considerar un espacio no conmutativo respecto del casc
conmutativo debe evaluarse,

E®) N2 i, 613 012
Al— | =—— R (L, =2 ) - Lo (=2 ) -1 . 3.81
()=l wlal®)-n(E)-] . ew
Aligual que en el caso del borde circular, no pudo verificarse la convergencia de esta correccion.

Sin embargo, en este caso, se puede obtener algo méas de informacion considerando dos bordes re
tos separados una distanaiscomo se hara a continuacion, y tender luege 0.

3.3.6. Aplicacion a dos bordes rectos paralelos

Considerando ahora dos bordes rectos paralelos, unp-em y otro enz, = 0, la transformada
de Fourier de la curva sera,

dc(K) = 2m0(ky) [1+ e ] (3.82)

Entonces, en este caso, la contribucion de segundo ordea émenergia es,

B — _g\_z/dzl 276 (k1) (1I+ gikaa)]2 |:0F1 <1’ %) — Lo <%|2>} . (3.83)

Nuevamente, luego de integrar krconviene considerar una contribucién por unidad de longi-
tud,

E® A2 [ . 2(1+cos(lba)) 0214 g12
I — _6_4/_00 dZQ Z2 |:0F1 (171_6> - LO <7>:| ) (384)

que es divergente como en el caso de un uUnico borde recto. Aqui la correccién del caso no
conmutativo respecto del conmutativo se calcula como,

B A2 2(1 4 cos(lpa)) 0215 013
A(L):‘@/Jb pe e (15) - n(3) - - e
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Si bien en este caso no pudo verificarse la convergencia, si se pudo calcular la derivada de estz
expresion respecto de siendo dicha derivada nula. Es decir que la correccion es independiente de
a, por lo que sera igual que en el caso de un unico borde recto y a su vez igual al-easo. Es
razonable esperar entonces que esta correccion, y la correspondiente a un borde recto,@an nulas

3.4. Conclusiones

En este capitulo se estudié la imposicion de condiciones de borde y algunos de sus efectos
en una teoria escalar real no conmutativa, sin autointeraccion, en 2+1 dimensiones. Se comenz(
por introducir estas condiciones a partir de una interaccion especifica con el borde, de la forma
Sp = 5 [ dPx ¢(x0,X) * ¢ (X) * ¢(zo, X). Luego se calculd el propagador para esta teoria entre
bordes rectos paralelos. A continuacion, se estudié el desarrollo perturbativdesfa energia
de vacio del campo con el borde hasta el tercer orden, observando que recién a partir del segund
orden se mostraban efectos no conmutativos. A cada orden se pudo separar en la energia un fac
tor dependiente de las caracteristicas de la curva asociada al borde, de otro propio a dicho order
del desarrollo e independiente del borde bajo consideracion. Estos factores independientes de I
curva solo pudieron evaluarse hasta el segundo orden. Por ultimo, se procedio a la aplicacion de
este desarrollo para un borde circular y luego uno y dos bordes rectos. Para el borde circular, se
pudieron calcular las contribuciones a la energia hasta el segundo orden, pero no se pudo garantiza
la convergencia de las integrales necesarias para evaluar la correccidbn no conmutativa respecto de
caso conmutativo. Para los bordes rectos, las contribuciones de cada orden a la energia son diver
gentes. Nuevamente no se pudo verificar la convergencia de las integrales necesarias para calcule
las correcciones respecto del caso conmutativo para estos bordes, pero se argumenté que las mi
mas debieran ser nulas. Es interesante comentar, en relacion a esto ultimo, que en trabajos previo
[19] se encontro6 para el campo escalar complejo, también sobre un plano no conmutativo (mas el
tiempo conmutativo) con bordes rectos paralelos con ciertas condiciones de borde similares a las
analizadas aqui, que la energia de vacio total (sin desarroll&y mm cambia respecto del caso
conmutativo al introducir no conmutatividad. Esto se relaciona con el hecho de que sélo una de las
coordenadas esté involucrada en la definicion del borde.

12Es importante decir aqui que para ambas correcciones el programa empleado para los célculos arrojo el resultadc
0 si bien advirtioé no poder verificar la convergencia de las integrales.
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CAPITULO 4

ACCION EFECTIVA PARA SOLUCIONES DE
VACIO PARTICULARES

En este capitulo se buscara calcular la accion efectiva cuantica, acedema expansion semi-
clasica, para distintas teorias escalares en configuraciones particulares del campo. Estas configL
raciones corresponderan a ciertas soluciones de vacio no triviales halladas por otroslautores [26]
Las teorias escalares a considerar contaran con un término de Grosse-Wulkenhaar en la accior
gue permite la renormalizacion de las mismas dando solucion a las ya mencionadas divergencias
UV/IR [11]. Para el estudio de las mismas sera conveniente introducir una base matricial en la que
desarrollar los campos. Dicha base se presentara a continuacion. Luego se introducirdn explicita-
mente los modelos y las soluciones a considerar y se procederd al calculo de la accién efectiva.

En todo este capitulo se consideraran unicamente dos coordenadas espaciales (mas eventus
mente una temporal) con relaciones de conmutacion dadas por (2.2), como en los capitulos ante-
riores.

4.1. Base matricial

Con el objetivo de simplificar el calculo del producto de Moyal entre campos (funciones), re-
sulta conveniente el desarrollar los mismos en una base matricial cuyos elementos se multipliquen
entre si como lo harian los operadores de la fopmgn| de un oscilador armonico, cdm) y
|n) autoestados de numero. Al hacer esto, el producto de Moyal entre campos se reducira a un
producto de tipo matricial. Esto ayudara posteriormente en el tratamiento de la accién en teorias
escalares con términos de Grosse-Wulkenhaar. En esta seccion se construira la mencionada bas
siguiendo los pasos de [11].

Antes de proceder, conviene mencionar que si bien aqui se trabajard Unicamente con dos coor-
denadas espaciales, el desarrollo en una base matricial puede generalizarse a un nimero mayor
dimensiones [27].

Para construir la base matricial se puede comenzar introduciendo las siguientes funciones de
creacion y destruccion,
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1 1
a= E(xl +ixs) a= —2(951 —ixg) , (4.1)
gue puede invertirse dando,
x —L(a+d) x —L(d—a) (4.2)
1 — \/§ ) 2 — \/5 ) .
y permite calcular las derivadas sobre funciones complejas,
0 1 ) 0 1 ,
% = E(ﬁl — 262) s % = E(ﬁl + 282) . (43)

Entonces, dada una funcion compleja sobre el pl@nal aplicar a la misma o a a través del
producto de Moyal se obtidfje

B 00of B 90f
(ax f)w) = a(@)f(@) + S5@) . (Fra)@) = al@)f) - 5o (@)
i o 00f NN 00f
@ ) =a(@)f(@) = Sor@) . (Fra)@) =a@f@) + o) G4
Considérese en particular la funcién gaussigpadada por,
folx) = 2e90et+e3) (4.5)
gue cumple la propiedad de que,
(fo* fo)(x) = fo(x) (4.6)
A partir de [4.4),[(4.B) y{(4]5) puede verse Bue
a’x fo=2"a"fo , foxa™ =2"a"fo , (4.7)
y
em [ mO(amY x f,) param >0
axa™x fo = {0 param = 0
o~ [ nO(foxa*V)  paran >0
foearea = { P 4.8)
Se pueden entonces definir funciorfgs a traves de,
Fon = e @ 5 fy £ 0" (4.9)
mn — a a , .
vmlnlgmtn ’

LAqui, como anted) = 615 = —0;
2Aqui se utiliza la notacién*™ = h « h x h ... x h (m veces).
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que, en vista d¢ (4.8) ¥ (4.6), se multiplicaran entre si como se pretendia,

Entonces desarrollando un par de camptysx en la base de funciongs,,, como
o(x) = Z Gonfmn () Y x(T) = Z Xmnfrn(T)y CONPpns Xmn € C, SU producto de Moyal

m,n=0 m,n=0

resulta,

oo

(QS*X)(‘T) = Z (¢X)mnfmn(x) ) con (¢X)mn = Z Cbkakn ) (4-11)

m,n=0

De esta manera el producto de Moyal se ha reducido a un producto matricial como se pretendia.

Es conveniente mencionar que para que una fungioin desarrollada en la base matricial sea
cualquier funciéon compleja sobre el plano no conmutativo, los elementos de la secuencia de coefi-
cientes{ .., } deben decaer rapidamentel[11].

4.2. Calculo de la accion efectiva

Se desea calcular la accién efectiva a orl@m una expansion semiclasica alrededor de solu-
ciones de vacio particulares para distintos modelos escalares. De hecho, dado que la accion efectiv
a orden arbol no es méas que la accion clasica, se calcularan directamente las correcciones cuantice
de ordem.

Se utilizara entonces el métodosteepest-descef#3] [28]. Es decir, dada una accion euclidea
S(¢) para un campo escalar real, que da lugar a una funcional ge@ratriz

_ / D e—H5@-7d] (4.12)
se puede expandir el campo alrededor de una solucién cléasjeamo,

¢ =¢.+Vhy . (4.13)

Esto dara lugar al desarrollo,

S(6) — Jb = S(6e) — Ju b / drdy [ ¢(525

< e~ T 3/2y .
0 ;c)gqg(y)h ¢CX( X(y) +ORY?) . (4.14)

Reteniendo Unicamente los términos hasta ofdesto dara una funcional generatriz gaussiana,

3Aqui se utilizara la notaciod¢ = [ dx J(x)¢(x) por brevedad y porque se pretende tnicamente recordar de
manera esquematica un método conocido.
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_1 fdady [ 828 "
Z(J) ~ NZy(J) / Dy e H o [l 2 (4.15)

dondeZ,(J) es la contribucién de los términos de orden cerd en {4.14). Esta gaussiana puede
integrarse, como es habitual, obteniénffpse

625 :

A partir de aqui puede calcularse la generatriz de graficos conectados€omo= hln Z(J)
y luego la accion efectivd;[¢], mediante una transformada de Legendr&\de/). De alli resulta
la correccion de ordeh a la accion efectiva,

Z(J) ~ NZy(J)

1 528
Iy [¢] = St In {—5 O (y)} L (4.17)

Esta correccion es la cantidad que interesara calcular en el resto del capitulo. En lo que sigue
se eliminara el subindick pero debe recordarse que lo que se calcula es esta correccién y no la
accion efectiva completa.

4.2.1. Campo escalar real en el plano

En este primer caso se considerara un campo escalar real mgsiebre el plano no conmuta-
tivo, sin coordenada temporal. Se dotara a este campo de una autointergdogiénmo se habia
mencionado previamente, se considerara en la accion un término armoénico de Grosse-Wulkenhaar
La accion a considerar es entonces,

5= [ (gaﬂs*am292«9-1»3»%@*((9-1>ikxk¢>+%u%as*m%wsww) |
(4.18)

dondef~! es la matriz inversa a la que determina las relaciones de conmutacién entre coorde-
nadasf2 es un pardmetro que caracteriza al término de Grosse-Wulkenhgarsyel parametro
de masa de la teoria.

Ahora, desarrollando el campo en la base matricial,

¢($) = Z (bmnfmn(x) (4.19)

m,n=0

y utilizando las distintas definiciones y propiedades vistas para la base matricial, esta accion
puede llevarse a la forma[11],

4\ se elige de manera qu&(0) = 1

42



IVAN A. DAVIDOVICH 4.2. CALCULO DE LA ACCION EFECTIVA

m,n,k,l

donde se ha utilizado también que,
/d2x fn(x) = 270 01, (4.21)
lo cual se deduce de (4.6), (#.8) y las propiedades de traza del producto de Moyal integrado.

En esta expresion para la acci@h,,,.,; proviene de la parte cuadratica correspondiente a la
accion libre y el término de Grosse-Wulkenhaar y tiene la siguiente forma explicita,

Gruntt = (a4+(n+m+1)12) 0k 6m — 2/ k(0 + 1) (m + 1) Spi1 x6mrrs — 2VERM S 1 k0m—14
(4.22)

2(1 +02) 1—02
| f 2 e R = —.
con las definicioneg 0 Y VK 1+ Q2

Es evidente qué,,.,...; se simplifica notablemente si se consid@fa= 1, motivo por el cual
se utilizara dicho valor en lo que sigue. Cuando se elige este valorsgedice que el sistema se
encuentra en el punto autodual, por su propiedad de invariancia ante la dualidad de Langmann-
Szabol[29]. Con esta eleccion es entonces,

4
Gt = |18+ -+ 10+ 175 i (4.29
2
Se puede ahora, a partir de (4.20) calc 5 y luegol'(¢), resultando,
mnV @kl
1 528 1 A
F[Qb] = 5757" In {m} o = ét’f‘ In |:27T0 (Gmn;kl + §¢nk¢lm):|¢:¢g . (424)

Es este el momento de elegir una configuracion particaglaf)e acuerdo con las soluciones
encontradas en [26], se puede comenzar considerando una configuracion de forma

Ge(T) = Amg frngme () = Omn = CmgOmmoOnmgs Gmo € R . (4.25)

Insertando esta solucion €n (4.24) se obtiene,

SVale mencionar que el coeficientg,, debe cumplir ciertas condiciones para que este sea efectivamente un estado
de vacio, las cuales pueden consultarse_en [26]. Se asumira aqui y en lo que sigue que dichas condiciones sobre lo
coeficientes se cumplen.

®En lo que resta de este capitulo se dejara de emplear la convencion de Einstein de suma sobre indices repetidos
se sumard Unicamente cuando se lo indique de forma explicita.
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1 4 A
F[d)] = itr In [27(9 <,U/?) + (n +m+ 1)5) 6nk5ml + Qﬂ-ezamoénmoékmoémmoélmo] =

1 4 A
= 5757" In {2779 [(,ug +(n+m+ 1)5) + - 5 m05km05zmo] 5nk5ml} =

1 4\ A
= 52 In {279 {(M(Q) + (n+m+ 1)5) +5 m05km05lm0} } OnkOmiOmkOns =
4\ A,
— —Zln 276 +@m+1)7 ) + S, Ommo | - (4.26)

Se puede considerar también una solucion mas general, de la forma,

= Z Ay frn () = Omn = pOmn, Gn € R . (4.27)

Con una configuracién de este tipo se tiene,

1 4
Clg] = étr In {27r9 (,ug + (n+m+ 1)5> OnkOmi + QWG%anam(Snwml} =
4 A
= —Zln {2#9 [( (2m+1)9) + 2%]} . (4.28)

En ambos casos, la evaluacién de las series resultantes requiere de la determinacion de valore
para los coeficientes de las configuraciones propuestas, lo cual puede hacerse a partir de las cond
ciones que los mismos deben satisfacer para que estas configuraciones sean sbluciones[26]. Est
sin embargo, no parece ayudar finalmente en el célculo de las series ni cambia sustancialmente su
formas, por lo que no se avanzara aqui en ese sentido.

4.2.2. Campo escalar real en 2+1 dimensiones

En esta seccion se considerara el mismo modelo de la anterior, agregando ahora una coordenad
temporal conmutativa. La accién, considerando al campo ya desarrollado en la base matricial, seré
entonces,

S=20Y (% [ dtidta GGt t)u(e) + 5 [ dtcbmn(t)cbnk(t)qm(t)aslm(t)) ,

m,n,k,l
(4.29)
donde ahora es,

4
Gt 12) = (—af F it (nbmt 1>—) uibmid(ty — 1) (4.30)

7
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Procediendo como antes,

1 528
F[Qb] - étT’ In [5¢kl(t2)5¢mn(t1)} . =
= %tT’ In |:27T9 <Gmn;kl<t1 — tg) + %¢nk(t1)¢lm(t2)5<t1 — t2)>:| . (431)
p=dc

Como configuracion particular, puede elegirse la misma que se adopto inicialmente en la sec-
cion anterior, donde ahora se considera, por generalidad, una posible dependencia temporal de lo
coeficientes,

Ge(X, 1) = @y (t) frngmo (X) = Gmn(t) = Qg (£)0mmoOnmes Amo(t) € R . (4.32)
Entonces, para esta configuracion,
I'[¢] = 1Z/dt In |276 —82+u2+(2m+1)%+5a2 (t)o (4.33)
2 - t 0 9 2 mo mmo . '

Nuevamente, de manera analoga a lo que se hizo anteriormente, puede considerarse la configu
racion mas general,

Pe(X,t) = Z an(t) frn(X) = Grmn(t) = an(t)0mn, an(t) €R (4.34)
n=0
gue lleva a,
I[¢] = %Z/dt In {M) (—af + ud + (2m + 1)% + %a?n(t)ﬂ . (4.35)

4.2.3. Campo escalar complejo en 2+1 dimensiones

En esta seccidn se considerard un campo escalar complejo masivo, sobre el mismo espacio d
2+1 dimensiones considerado en la seccidén anterior. La accién euclidea a considerar para este
campo serd la utilizada en [30], a saber,

S= [0 (06700 + 96 (O ) x5 (67 oqr) 41300+ 6" w6007 x0)
(4.36)

donde se suma sobre indices repetidos, yendo el indigkre las 3 coordenadas y los indices
griegos Unicamente sobre las coordenadas espaciales. Es importante notar que ademas del térmir
de autointeraccion cuartico propuesto en esta accion existe otro fpgilsesurge de multiplicar

’Cualquier otro es equivalente a uno de estos dos por la propiedad ciclica de la integral.
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los campos en otro orden, cuyo integrand@es ¢* x ¢ x ¢. Para este ultimo, sin embargo, no ha
sido posible demostrar la renormalizabilidad|/[31] y es por ello que no se lo considerara.

Desarrollando los campos en la base matricial y escogiendo el punto autodual (qQue en este casc
resulta sef)? = 2), la accion puede reescribirse como,

S =270 Z (/ dtvdts ¢y (1) Gk (t1, t2) Pra(t2) +%/dt ¢q*nz¢mn¢zn¢kl> , (4.37)

m,n,k,l

con

2
Gmn;kl(tly tg) = (—3,52 + ,Ug + (n +m + 1)5) 5mk5nl5<t1 — tg) . (438)

Para el calculo de la correccidn a la accion efectiva a okdenpuede utilizar también el método
desteepest-desceasquematizado anteriormente, partiendo en este caso de la generatriz,

Z(J,J*) = / D¢Dy* ¢ nlS(@47)=T"6-J0"] (4.39)

Desarrollando en este caso ambos campos alrededor de soluciones clasicgsy recordan-
do que al integrar una gaussiana en campos complejos el exponente en el determinante analogo ¢

de [4.16) es—1) en lugar dg—3) [23], se llega a que,

s
0D(2)00™ (Y) | yepo i =

Considerando los campos desarrollados en la base matricial y la gccidn (4.37) resulta,

[, ¢"] = trln [ (4.40)

529 }
0k (t2) 085 (1) | 4. e =g

Llp, 9" = trln[

trin | 270

2\
Gmn;kl<t1a t2) + EZ(¢:Z¢W¢ + ¢Zr¢mr)5<tl - t2)]] (441)

P=¢c,¢* =0

Se puede considerar ahora una configuracion similar a las utilizadas anteriormente,

Ge(X, 1) = g () frngmo (X) = Grmn(t) = Amg (£)OmmoOnmo
gbz(Xv t) = a;kno (t)fnmmo (X) = ¢;knn(t) = a;o (t)(smmoénmo ) (442)

cona,,(t) € C. Con esta configuracion se tiene,

2 2\
F[gf), gb*] = tr 111 271'9 {(—8? + ,u?) + (n +m + 1)§> 5mk5nl + Z|a(t1)|2(5n15lmo + 5mk5km0> X
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En este caso, la estructura de la parte de interaccion no permite factorizar las deltas de Kronecker
en los indices discretos de la base matricial. Se puede entonces, ingenuamente, buscar diagonaliz:
el operador correspondiente a esta parte con la esperanza de que esto permita diagonalizar tar
bién la parte cuadratica (es decir, la que proviene de la parte libre de la accion y el término de
Grosse-Wulkenhaar). Desafortunadamente, este no es el caso y se requiere una diagonalizacio
del operador completo, que no ha sido llevada a cabo. Se presentara aun asi la diagonalizacion d
la parte de interaccion, dado que esta podria ser Util para célculos de teoria de campos en la red ¢
en réegimen de acoplamiento fuerte[32].

Se buscaran entonces los autovectores y autovalores,dg,, + 0mxdrm, = 7. La condicion
de autovector es,

(TP)mn = Cmn (4.44)
cona el autovalor. Por otro lado, al evaluar la acciérildsobre un vector cualquiera se tiene,
N N
(T)mn = AOmg + bmmo: ~ CON 4= Ppmgs b= Gyt (4.45)
k=0 1=0

dondeN actia como urtutoff en los indices discretos de la base matricial. Es conveniente en
este punto buscar un par de vectores ortonormalgs, que sean combinacion dg,., Y 0mm, Y
hagan las veces de base de la imageh .des sencillo ver que los vectores de componentes,

1 1 1
mn — _(5nm0 mn — T 5mm0 - _57“710 ) 4.46
7 vV IN Y : N-1L ( N > ( :

son ortogonales entre si y de médulo unitario. Esto permite reesgribif (4.45) como,

b 1
TO)mn = aN+—) mn + 0\ N — — &Enn 4.47
(T = (/T + 2] x: (@.47)
Ahora, escribiend@ como combinacion lineal dey &, ¢ = cn + d&, pueden calcularse los
coeficientes y b,
c 1
=cVN b= —=+dy{/1—— . 4.48

Teniendo en cuenta esto, igualando (4.47) con la condicion de autojecior (4.44) y recordando
guen y £ son ortogonales, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,

c(N++—a)+dy/1—5=0 (4.49)
c\[1—H+d(N-=L—a)=0 '

a7



IVAN A. DAVIDOVICH 4.3. CONCLUSIONES

De aqui resultan los autovalores= ' y o = ¥=1. Si se desean conocer explicitamente los
autovectores, es sencillo reemplazar cada autovalgr erj (4.49) y resolverypara

4.3. Conclusiones

En este capitulo se han calculado las correcciones a un lazo a la accion efectiva para distintas
configuraciones de vacio no triviales en teorias escalares no conmutativas, llegando a expresione
en términos de series e integrales para varias de ellas.

Todas estas correcciones tienen la formar In(G + F..), dondeG representa la parte libre y
F, es la parte de interaccion evaluada en una configuracién particular. Un camino posible a seguir
a partir de aqui seria el de invert{& + F.) con la intencion de elaborar un desarrollo en derivadas
para teorias no conmutativas equivalente al que se plantealen [33] para el caso conmutativo, y
evaluar asi contribuciones de orden superior. Brevemente, y de manera esquematica, la idea en €
caso conmutativo consiste en agregar una fluctuacion al campo por encima de la configuracion de
vacio, pasando der In(G+F,) a trln(G+ F.+ F), dondeF es la parte de interaccion evaluada
en la fluctuacion. Esto puede reescribirse como,

trin(G + F, 4+ F) =trin(G + F.,) + trln(1 + (G + F.)'F) | (4.50)

y luego desarrollar el logaritmo. El primer término en este desarrollo es la correccion ya calcu-
lada. Los siguientes seran de la forméG + F,)"'F...(G + F,)"'F). Para calcular estas trazas
deben utilizarse relaciones de conmutacion que introducen derivadas del campo; de alli el nombre
de desarrollo en derivadas.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

En esta tesis se han estudiado distintos aspectos de las teorias no conmutativas, especialmen
las teorias de campos escalares sobre el plano no conmutativo mas eventualmente el tiempo con
mutativo.

Luego de motivar el estudio de las teorias no conmutativas en general y presentar un ejemplo
en el cual la no conmutatividad aparece como una descripcién efectiva en cierto limite, se observo
gue podria ser interesante estudiar la descripcidon de teorias de campos no conmutativas desde u
sistema rotante. Se piensa que esto podria tener efectos sobre la renormalizabilidad de estas teoria
En este sentido, se sefialé que el estudio de la introducciéon de condiciones de borde en teorias di
campos no conmutativas podria ser un paso util para una eventual imposicién de una rotacion al
sistema.

A continuacion, se sentaron las herramientas basicas para el estudio de teorias de campos n
conmutativas y se analizé en particular la teoria para el campo escalar real en 2+1 dimensiones
con autointeraccion?. Utilizando este ejemplo se introdujo la problemética de la mezcla UV/IR,
un problema tipico que afecta a la renormalizacion de este tipo de teorias. Se observo que, en
vista de que la mezcla UV/IR relaciona el comportamiento del campo a cortas distancias con el
comportamiento del mismo a largas distancias, puede ser interesante el estudio de estas teorias €
volumenes finitos.

En consideracion de esto y de lo dicho respecto de teorias en sistemas rotantes, se discutio lueg
la implementacion de condiciones de borde (en particular condiciones tipo Dirichlet) en teorias
escalares no conmutativas y se calculo el propagador para el campo escalar real entre bordes rectc
paralelos. Siguiendo con el estudio de las condiciones de borde, ahora para una curva de forma
arbitraria,C, se realizo un desarrollo de la energia de vacio en la constajpie define la intensi-
dad del acoplamiento entre el campo y el borde. Se analizaron los primeros tres términos de este
desarrollo, logrando aislar en los mismos una parte dependiente de la fotha@ @éro propio del
desarrollo e independiente de la curva considerada. Se aplico este desarrollo, a modo de ejemplos
a un borde circular, un borde recto y dos bordes rectos paralelos.

Por ultimo, se consideraron teorias escalares reales y complejas, con un término de Grosse-
Wulkenhaar en el punto autodual, que soluciona el problema de la mezcla UV/IR, y se calcularon
las correcciones a un lazo a la accion efectiva para ciertas configuraciones particulares del cam-
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po. Se menciond finalmente que invirtiendo los operadores que dan origen a estas correcciones s
podria elaborar un desarrollo en derivadas, como el utilizado en teorias conmutativas, que permita

explorar contribuciones de orden superior.
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