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Введение

В общей теории относительности существует три основных подхода к

классификации решений уравнений Эйнштейна в координатно-независимом

виде: исследование свойств симметрии многообразий - векторов Киллинга,

изучение алгебраической структуры тензора Вейля - классификация по Пет

рову [1], и оптические скаляры [2], описывающие поведение конгруэнций све

топодобных геодезических.

Например, известная теорема Голдберга-Сакса [3] утверждает, что лю

бое вакуумное решение, допускающее бессдвиговую конгруэнцию, является

алгебраически специальным. Следует отметить также формализм Ньюмана

Пенроуза [4], с помощью которого, в частности, были найдены все вакуумные

решения типа 𝐷 в классификации Петрова в 𝑑 = 4 [5].

В настоящее время, большое внимание исследователей уделяется раз

витию идей АдС/КТП–соответствия. Одним из ответвлений которого явля

ется построение конформной теории поля, дуальной экстремальной черной

дыре Керра вблизи горизонта событий – так называемое Керр/КТП–соот-

ветствие [6] (см. также обзорные работы [7, 8]). Интерес к данной проблеме

в значительной степени был мотивирован более ранней работой Бардина и

Горовица [9], в которой было показано, что вблизи горизонта событий груп

па изометрии метрики Керра ℛ1 × 𝑈(1) расширяется до 𝑆𝑂(2, 1) × 𝑈(1).

Позже было установлено, что конформная симметрия, описываемая группой

𝑆𝑂(2, 1), характерна для широкого класса экстремальных черных дыр вбли

зи горизонта событий [10–12].

В контексте Керр/КТП–соответствия рассматриваются возбуждения мет

рики вблизи горизонта событий, которые контролируются определенными

граничными условиями. С каждым набором граничных условий ассоцииру

ется асимптотическая группа симметрий, причем, согласно исходной рабо
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те [6], конформный фактор SO(2,1) не играет существенной роли, а U(1) фак

тор в исходной группе изометрий метрики расширяется до алгебры Вирасоро

асимптотических симметрий. Вычисление центрального заряда в алгебре Ви

расоро и использование формулы Карди позволяют воспроизвести значение

энтропии экстремальной черной дыры Керра в терминах дуальной конформ

ной теории поля [6].

Несмотря на то, что 𝑆𝑂(2, 1)–симметрия экстремальной черной дыры

Керра вблизи горизонта событий пока не нашла непосредственного приме

нения в контексте Керр/КТП–соответствия, ее приложение к более тради

ционным вопросам представляет несомненный интерес. В частности, модель

массивной релятивистской частицы, движущейся вблизи горизонта событий

экстремальной черной дыры Керра, является конформно-инвариантной тео

рией.

Следует подчеркнуть, что построение и исследование новых интегриру

емых систем механики и теории поля представляет собой самостоятельное и

активно развивающееся направление теоретической и математической физи

ки. В прикладных задачах свойство интегрируемости играет исключительно

важную роль. В частности, оно существенно упрощает процедуру построе

ния явного решения уравнений движения, а в некоторых случаях позволяет

выразить общее решение через интегралы движения с привлечением толь

ко алгебраических операций. По–настоящему интенсивное развитие данная

область получила в последние три десятилетия (см., например, [13, 14] и ци

тируемую там литературу), когда для построения новых моделей такого типа

был применен анализ Пенлеве, метод, основанный на построении пары Лакса,

а также подход, основанный на разделении переменных в уравнении Гамиль

тона–Якоби.

Целью настоящей работы является исследование структуры оптических

скаляров для геометрии экстремальный чёрных дыр вблизи горизонта собы
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тий. Исследование конгруэнций геодезических в пространствах, отвечающих

экстремальным чёрным дырам вблизи горизонта событий, позволяет постро

ить новые содержательные примеры интегрируемых систем.

В главе 1 приведены основные сведения об оптических тензорах и ска

лярах: скаляре расширения, тензоре вращения и сдвига, соответствующих

геодезическим конгруэнциям, как времениподобным, так и светоподобным.

Обсуждается их геометрический смысл. Выводится уравнение Рачаудхури,

связывающее оптические скаляры между собой. В главе 2 дан краткий обзор

известных решений уравнений Эйнштейна, описывающих геометрию экстре

мальный чёрных дыр Керра и Райcснера-Нордстрема вблизи горизонта собы

тий. В главе 3 вычислены оптические скаляры для таких геометрий. Произ

ведено качественное сравнение решений общего вида с геометриями вблизи

горизонта. В Заключении сформулированы основные результаты, получен

ные в работе и выносимые на защиту.
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Глава 1

Оптические скаляры

В этой главе водятся такие понятия как скаляр расширения и тензо

ры вращения и сдвига, описывающие поведение конгруэнций геодезических.

Устанавливается их геометрический смысл. Выводится уравнение Рачаудх

ури связывающее оптические скаляры между собой.

1.1 Деформируемая мембрана

Рассмотрим чисто кинематическую задачу движения двумерной гибкой

мембраны в 𝑅3. Для этого зафиксируем две близкие точки 𝑂 и 𝑃 и проследим

за эволюцией вектора смещения 𝜉𝑎(𝑡) между ними за малый промежуток

времени ∆𝑡 = 𝑡1 − 𝑡0. Учитывая 𝜉𝑎(𝑡1) = 𝜉𝑎(𝑡0) + ∆𝜉𝑎(𝑡0), получим

∆𝜉𝑎 = 𝐵𝑎
𝑏(𝑡0)𝜉

𝑏(𝑡0)∆𝑡 + 𝑂(∆𝑡2), (1.1)

где 𝐵𝑎
𝑏 некоторый тензор, зависящий от эволюции самой мембраны.

Считая 𝜉𝑎(𝑡) малым, получим уравнение эволюции малого вектора сме

щения.
𝑑𝜉𝑎

𝑑𝑡
= 𝐵𝑎

𝑏𝜉
𝑏 + 𝑂(𝜉2). (1.2)

Учитывая, что любая матрица 𝐵𝑎𝑏 разбивается на симмтеричную, анти

симметричную и бесследовую компоненты

𝐵𝑎𝑏 =
1

2
Θ𝛿𝑎𝑏 + 𝜎𝑎𝑏 + 𝜔𝑎𝑏, (1.3)

где

Θ = 𝑇𝑟(𝐵𝑎𝑏), 𝜎𝑎𝑏 = 𝐵(𝑎𝑏) −
1

2
Θ𝛿𝑎𝑏, 𝜔𝑎𝑏 = 𝐵[𝑎𝑏], (1.4)
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Рис. 1.1. Эволюция вектора смещения.

можно проследить за эволюцией малого диска радиуса 𝑟0 с центром в точке

𝑂. Тогда для вектора смещения

𝜉𝑎(𝑡0) = 𝑟0(𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑠𝑖𝑛𝜑), (1.5)

получим 3 случая:

1) Параметр расширения.

Матрица 𝐵𝑎𝑏 имеет вид

𝐵𝑎𝑏 =

⎛⎝1
2Θ 0

0 1
2Θ

⎞⎠ ⇒ Θ = 𝑇𝑟(𝐵𝑎𝑏). (1.6)

Вектор смещения получит приращение

∆𝜉𝑎 =
1

2
Θ𝑟0∆𝑡(𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑠𝑖𝑛𝜑), (1.7)

что соответствует изменению радиуса изначального круга 𝑟0 → 𝑟0(1 + 1
2Θ∆𝑡)

или, соответственно, изменению площади

Θ =
1

𝐴0

∆𝐴

∆𝑡
. (1.8)

Таким образом, Θ соответствует удельному изменению площади за единицу

времени.
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Это свойство является общим и можно показать, что за изменение удель

ного объёма отвечает скаляр расширения.

Например, интерпретируя линейное преобразование

𝜉𝑎(𝑡1) = (𝛿𝑎𝑏 + 𝐵𝑎
𝑏∆𝑡)𝜉𝑏(𝑡0), (1.9)

как преобразование координат и вычисляя якобиан этого преобразования,

получим:

𝐽 = 𝑑𝑒𝑡(𝛿𝑎𝑏 + 𝐵𝑎
𝑏∆𝑡) = 1 + 𝑇𝑟(𝐵𝑎

𝑏∆𝑡) = 1 + Θ∆𝑡. (1.10)

Это означает, что соответствующие объёмы в моменты времени 𝑡0 и 𝑡1 свя

заны соотношением 𝑉1 = (1 + Θ∆𝑡)𝑉0. Этот аргумент указывает на то, что

тензоры вращения и сдвига не дают вклада в изменение объёма.

2) Тензор сдвига.

Матрица 𝐵𝑎𝑏 имеет вид

𝐵𝑎𝑏 =

⎛⎝ 𝜎+ 𝜎×+

𝜎×+ −𝜎+

⎞⎠ , (1.11)

соответственно, вектор смещения получит добавку

∆𝜉𝑎 = 𝑟0∆𝑡(𝜎+𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝜎×+𝑠𝑖𝑛𝜑,−𝜎+𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝜎×+𝑐𝑜𝑠𝜑), (1.12)

что отвечает за деформацию исходной окружности в эллипс.

3) Тензор вращения.

Антисимметричной части матрицы 𝐵𝑎𝑏

𝐵𝑎𝑏 =

⎛⎝ 0 𝜔

−𝜔 0

⎞⎠ , (1.13)

соответствует следующему изменению вектора смещения

∆𝜉𝑎 = 𝜔𝑟0∆𝑡(𝑠𝑖𝑛𝜑,−𝑐𝑜𝑠𝜑). (1.14)

Иными словами, новый вектор смещения 𝜉𝑎(𝑡1) = 𝑟0(𝑐𝑜𝑠𝜑
′, 𝑠𝑖𝑛𝜑′), где 𝜑′ =

𝜑− 𝜔∆𝑡, получается из исходного поворотом на некоторый угол 𝜔∆𝑡.
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Рис. 1.2. Эффект от тензора расширения.

1.2 Конгруэнции времениподобных геодезических

Пусть (𝑀, 𝑔) – (псевдо-)риманово многообразие, и 𝑂 ⊂ 𝑀 – открытое

множество в 𝑀 . Конгруэнцией в 𝑂 является семейство кривых таких, что

через каждую точку 𝑝 ∈ 𝑂 проходит в точности одна кривая этого семейства.

Таким образом, касательные к конгруэнции определяют векторное поле в

𝑂, и наоборот, каждое непрерывное векторное поле порождает конгруэнцию

кривых. Конгруэнция называется гладкой, если соответствующее векторное

поле является гладким.

Аналогом вектора смещения, рассмотренного в предыдущей части, яв

ляется вектор девиации 𝜉 = 𝜉𝑎(𝑥)𝜕𝑎 между двумя близкими кривыми в кон

груэнции. Проследим за эволюцией вектора девиации 𝜉, в предположении,

что конгруэнция определена времениподобными геодезическими с заданным

касательным векторным полем 𝑢 = 𝑢𝑎𝜕𝑎, удовлетворяющего следующим со

отношениям:

𝑔(𝑢, 𝑢) = 1, ∇𝑢𝑢 = 0, 𝑔(𝜉, 𝑢) = 0, $𝜉𝑢 = 0. (1.15)

Отметим, что вектор девиации зафиксирован поперечно к потоку конгруэн

ции.
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Переписывая условие $𝜉𝑢 = 0 в ковариантном виде, получим прямой

аналог (1.2)

∇𝜉𝑢 = ∇𝑢𝜉 ⇒ ∇𝑢𝜉
𝑎 = 𝐵𝑎

𝑏𝜉
𝑏, (1.16)

где введённый тензор 𝐵𝑎𝑏 = ∇𝑏𝑢𝑎, как и в первой части этой главы, харак

теризует то, что поле не переносится параллельно, но растягивается и по

ворачивается линейным отображением 𝐵𝑎𝑏, которое является поперечным к

потоку конгруэнции, т.е.

𝐵𝑎𝑏𝑢
𝑏 = 𝑢𝑎𝐵𝑎𝑏 = 0. (1.17)

Для того, чтобы разложить 𝐵𝑎𝑏 на неприводимые компоненты, удобно

разбить исходную метрику на продольную и поперечную составляющие отно

сительно заданной конгруэнции

𝑔𝑎𝑏 = ℎ𝑎𝑏 + 𝑢𝑎𝑢𝑏 ⇒ ℎ𝑎𝑏 = 𝑔𝑎𝑏 − 𝑢𝑎𝑢𝑏. (1.18)

Таким образом, ℎ𝑎𝑏 = 𝑔𝑎𝑐ℎ𝑐𝑏 является чисто пространственным оператором

проектирования на подпространство касательного пространства, перпенди

кулярного к 𝑢, со свойствами

ℎ𝑎𝑐ℎ
𝑐
𝑏 = ℎ𝑎𝑏, ℎ𝑎𝑎 = 3, ℎ𝑎𝑏𝑢

𝑏 = 0. (1.19)

Тогда тензор 𝐵𝑎𝑏 разлагается на неприводимые компоненты

𝐵𝑎𝑏 =
1

3
Θℎ𝑎𝑏 + 𝜎𝑎𝑏 + 𝜔𝑎𝑏, (1.20)

где скаляр расширения Θ, тензор сдвига 𝜎𝑎𝑏 и тензор вращения 𝜔𝑎𝑏 конгру

энции определены следующим образом:

Θ = 𝐵𝑎𝑏ℎ𝑎𝑏 = 𝐵𝑎𝑏ℎ𝑎𝑏, (1.21)

𝜎𝑎𝑏 = 𝐵(𝑎𝑏) −
1

3
Θℎ𝑎𝑏, (1.22)

𝜔𝑎𝑏 = 𝐵[𝑎𝑏]. (1.23)
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Отметим, что тензоры 𝜎𝑎𝑏 и 𝜔𝑎𝑏 являются чисто пространственными, т.е.

𝜎𝑎𝑏𝑢
𝑏 = 𝜔𝑎𝑏𝑢

𝑏 = 0 и, также как в случае с деформируемой мембраной, опреде

ляют вращение и деформацию конгруэнции. Таким образом, первоначальная

сфера в касательном пространстве, параллельно переносимая вдоль вектора

𝑢𝑎 касательного к конгруэнции, будет расширяться, пропорционально Θ, по

ворачиваться относительно начального расположения и деформироваться в

эллипсоид, с главными осями вдоль собственных векторов 𝜎𝑎𝑏 и со скоростя

ми, являющимися собственными значениями 𝜎𝑎𝑏.

Также заметим, что конгруэнция, определенная векторным полем 𝑢𝑎𝜕𝑎,

ортогональна к некоторой поверхности Σ тогда и только тогда, когда 𝜔𝑎𝑏 = 0.

Это следует из теоремы Фробениуса, из которой также следует критерий ор

тогональности к некоторой поверхности, а именно: конгруэнция ортогональна

к некоторому семейству поверхностей тогда и только тогда, когда 𝑢∧𝑑𝑢 = 0,

где 𝑢 = 𝑢𝑎𝑑𝑥
𝑎 – 1-форма, дуальная векторному полю, касательному к конгру

энции.

1.3 Уравнение Рачаудхури

Используя определение тензора 𝐵𝑎𝑏, можно найти скорость изменения

Θ, 𝜎𝑎𝑏 и 𝜔𝑎𝑏

𝑢𝑐∇𝑐𝐵𝑎𝑏 = 𝑢𝑐∇𝑐∇𝑏𝑢𝑎 = 𝑢𝑐∇𝑏∇𝑐𝑢𝑎 + 𝑅𝑑
𝑐𝑏𝑎𝑢

𝑐𝑢𝑑 = (1.24)

= −𝐵𝑐
𝑏𝐵𝑎𝑐 + 𝑅𝑑

𝑐𝑏𝑎𝑢
𝑐𝑢𝑑. (1.25)

Вычислив след этого выражения, получим

𝑢𝑐∇𝑐Θ =
𝑑Θ

𝑑𝜏
= −1

3
Θ2 − 𝜎𝑎𝑏𝜎

𝑎𝑏 + 𝜔𝑎𝑏𝜔
𝑎𝑏 −𝑅𝑐𝑑𝑢

𝑐𝑢𝑑. (1.26)

Это уравнение известно как уравнение Рачаудхури и оно играет важную роль

в математической теории чёрных дыр, в частности, при доказательстве тео

рем о сингулярностях (Вставить ссылки!). Например из него видно, что
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если в вакуумном случае конгруэнция ортогональна некоторой поверхности,

то начиная с некоторого момента конгруэнция будет фокусироваться и до

стигнет некоторой точки за конечное собственное время.

1.4 Конгруэнции светоподобных геодезических

Перейдём к рассмотрению афинно параметризованных светоподобных

геодезических 𝑘𝑎𝜕𝑎, для которых выполнены следующие соотношения:

𝑔(𝑘, 𝑘) = 0, ∇𝑘𝑘 = 0, 𝑔(𝜉, 𝑘) = 0, $𝜉𝑘 = 0, (1.27)

где 𝜉 = 𝜉𝑎𝜕𝑎 – вектор девиации. Также, как и в случае времениподобных

геодезических, определим для касательного поля 𝑘𝑎𝜕𝑎 к конгруэнции свето

подобных геодезических тензорное поле следующим образом:

𝐵𝑎𝑏 = ∇𝑏𝑘𝑎. (1.28)

Для того чтобы разбить его на неприводимые пространственные компо

ненты, необходимо определить поперечную часть метрики. Так как в случае

конгруэнции светоподобных геодезических не существует естественного пути

нормировки касательного векторного поля, то необходимо определить допол

нительное светоподобное векторное поле 𝑁𝑎𝜕𝑎, для которого выполнено:

𝑔(𝑘,𝑁) = 1, 𝑔(𝑁,𝑁) = 0. (1.29)

Теперь можно разложить метрику на продольную и поперечную части

𝑔𝑎𝑏 = ℎ𝑎𝑏 + 𝑘𝑎𝑁𝑏 + 𝑁𝑏𝑘𝑎, (1.30)

где, оператор проецирования на трансверсальное подпространство ℎ𝑎𝑏, обла

дает следующими свойствами

ℎ𝑎𝑐ℎ
𝑐
𝑏 = ℎ𝑎𝑏, ℎ𝑎𝑎 = 2, ℎ𝑎𝑏𝑘

𝑏 = 0. (1.31)
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Таким образом, в отличии от случая конгруэнций времениподобных геоде

зически, поперечная метрика ℎ𝑎𝑏 ортогональна как 𝑘𝑎, так и 𝑁𝑎 и является

эффективно двумерной.

По аналогии с конгруэнцией времениподобных геодезических, введём

скаляр расширения, тензор вращения и тензор сдвига. Тензорное поле (1.28)

является ортогональным к касательному полю 𝑘𝑎 и удовлетворяет следующе

му уравнению:

∇𝑘𝜉
𝑎 = 𝐵𝑎

𝑏𝜉
𝑏, (1.32)

которое, как и прежде, является выражением того, что поле девиации 𝜉𝑎 не

переносится параллельно вдоль конгруэнции светоподобных геодезических.

Проектирую сам вектор девиации 𝜉𝑎 и все его свёртки с тензорным по

лем 𝐵𝑎
𝑏 на ортогональное подпространство оператором проецирования, опре

делённым в (1.30), получим что

˜∇𝑘𝜉𝑎 = �̃�𝑎
𝑏𝜉
𝑏, (1.33)

где 𝜉𝑎 = ℎ𝑎𝑏𝜉
𝑏 и �̃�𝑎𝑏 = ℎ𝑐𝑎ℎ

𝑑
𝑏𝐵𝑐𝑑 – соответствующие поперечные части 𝜉𝑎 и

𝐵𝑎𝑏.

Теперь, тензор 𝐵𝑎𝑏 можно разбить на неприводимые части:

𝐵𝑎𝑏 =
1

2
Θℎ𝑎𝑏 + 𝜎𝑎𝑏 + 𝜔𝑎𝑏, (1.34)

где введены обозначения:

Θ = �̃�𝑎𝑏ℎ𝑎𝑏 = 𝐵𝑎𝑏ℎ𝑎𝑏, (1.35)

𝜎𝑎𝑏 = �̃�(𝑎𝑏) −
1

2
Θℎ𝑎𝑏, (1.36)

𝜔𝑎𝑏 = �̃�[𝑎𝑏]. (1.37)

Они имеют аналогичную геометрическую интерпретацию, как и в случае

с конгруэнциями времениподобных геодезических, а также удовлетворяют

уравнению Рачаудхури.
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Отметим, что выбор вспомогательного векторного поля 𝑁𝑎, удовлетво

ряющего (1.29) не однозначен. Соответственно, все величины, вычисленные с

его помощью, зависят явным образом от 𝑁𝑎. Чтобы избавится от этой явной

зависимости рассмотрим следующие величины:

Θ = 𝐵𝑎𝑏ℎ𝑎𝑏, (1.38)

|𝜎| =

√︂
𝐵𝑎𝑏𝐵(𝑎𝑏) − 1

2
Θ2, (1.39)

𝜔 =
√︀

𝐵𝑎𝑏𝐵[𝑎𝑏], (1.40)

которые принято называть оптическими скалярами.
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Глава 2

Геометрия экстремальных черных дыр вблизи

горизонта событий

В данной главе описывается процедура построения решений вакуумных

уравнений Эйнштейна, описывающих геометрию экстремальных черных дыр

вблизи горизонта событий. В частности, рассматриваются чёрные дыры Кер

ра и Райснера-Нордстрема вблизи горизонта событий.

2.1 Метрика Керра вблизи горизонта событий

В координатах Бойера–Линдквиста метрика Керра имеет вид:

𝑑𝑠2 = −𝑒2𝜒𝑑𝑡2 + 𝑒2𝜓(𝑑𝜙− 𝜔𝑑𝑡)2 + 𝜌2(∆−1𝑑𝑟2 + 𝑑𝜃2), (2.1)

где

𝜌2 = 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃, ∆ = 𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝑎2, (2.2)

𝑒2𝜒 =
∆𝜌2

(𝑟2 + 𝑎2)2 − ∆𝑎2 sin2 𝜃
, 𝑒2𝜓 = ∆ sin2 𝜃𝑒−2𝜒, 𝜔 =

2𝑀𝑟𝑎

∆𝜌2
𝑒2𝜒.

Здесь 𝑀 – масса черной дыры. Параметр вращения 𝑎 связан с угловым мо

ментом посредством соотношения 𝐽 = 𝑀𝑎. Условие экстремальности черной

дыры, которое означает, что внешний и внутренний горизонты совпадают,

приводит к ограничению 𝑎 = 𝑀 . При этом ∆ = (𝑟−𝑀)2 и горизонт событий

расположен на поверхности 𝑟 = 𝑟0 = 𝑀 .

Для описания геометрии экстремальной черной дыры Керра вблизи го

ризонта событий представляется естественным применить преобразование [9]:

𝑟 → 𝑟0 + 𝜀𝑟 (2.3)
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к метрике (2.1) и затем перейти к пределу 𝜀 → 0. Для того, чтобы полу

чить невырожденную и несингулярную метрику, в работе [9] было предло

жено дополнить (2.3) преобразованиями временной и азимутальной угловой

переменных 𝑡 и 𝜙:

𝑟 → 𝑟0 + 𝜀𝑟, 𝑡 → 𝑡

𝜀
, 𝜙 → 𝜙 +

𝑡

2𝑀𝜀
. (2.4)

После перехода к пределу 𝜀 → 0 имеем:

𝑑𝑠2 =

(︂
1 + cos2 𝜃

2

)︂[︂
−𝑟2

𝑟20
𝑑𝑡2 +

𝑟20
𝑟2
𝑑𝑟2 + 𝑟20𝑑𝜃

2

]︂
+

2𝑟20 sin2 𝜃

1 + cos2 𝜃

(︂
𝑑𝜙 +

𝑟

𝑟20
𝑑𝑡

)︂2

,

(2.5)

где введено обозначение 𝑟20 = 2𝑀 2. Прямыми вычислениями убеждаемся, что

метрика (2.5) доставляет решение вакуумным уравнениям Эйнштейна.

Решение (2.5) обладает рядом интересных особенностей. Пространство

не является асимптотически плоским. При 𝜃 = 0 и 𝑡 = 𝜋 метрика сводит

ся к метрике двумерного пространства анти-де Ситтера. Метрика обладает

дополнительными симметриями: к трансляциям времени 𝑡 и азимутального

угла 𝜙, являющихся симметриями исходной метрики Керра (2.1), добавляет

ся дилатация

𝑡′ = 𝑡 + 𝛾𝑡, 𝑟′ = 𝑟 − 𝛾𝑟, (2.6)

и специальное конформное преобразование

𝑡′ = 𝑡 +
1

2
(𝑡2 +

𝑟40
𝑟2

)𝜎, 𝑟′ = 𝑟 − 𝑡𝑟𝜎, 𝜑′ = 𝜑− 𝑟20
𝑟
𝜎. (2.7)

По аналогии с двумерным пространством анти де Ситтера несложно ввести

глобальные координаты, в которых метрика принимает вид

𝑑𝑠2 =

(︂
1 + cos2 𝜃

2

)︂[︂
−(1 + 𝑦2)𝑑𝜏 2 +

𝑑𝑦2

1 + 𝑦2
+ 𝑑𝜃2

]︂
+

2 sin2 𝜃

1 + cos2 𝜃
(𝑑𝜑 + 𝑦𝑑𝜏)2

(2.8)

и убедиться, что пространство является геодезически полным.
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Полезно напомнить, что исходная геометрия Керра обладает скрытой

симметрией, которая описывается тензором Киллинга второго ранга:

𝐾𝜇𝜈 = 𝑄𝜇𝜈 − 𝑟2𝑔𝜇𝜈, (2.9)

где:

𝑄𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−∆ 0 0 𝑎∆ sin2 𝜃

0
𝜌4

∆
0 0

0 0 0 0

𝑎∆ sin2 𝜃 0 0 −𝑎2∆ sin4 𝜃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Как хорошо известно, каждому вектору Киллинга 𝜉𝜇 отвечает интеграл дви

жения 𝜉𝜇�̇�𝜈𝑔𝜇𝜈 уравнений геодезических. Тензору Киллинга 𝐾𝜇𝜈 соответству

ет интеграл движения, квадратичный по скоростям 𝐾𝜇𝜈�̇�
𝜇�̇�𝜈. В частности,

наличие такого квадратичного интеграла позволило Картеру проинтегриро

вать уравнения движения массивной частицы в поле черной дыры Керра

в квадратурах [17]. Отметим, что тензор Киллинга также позволяет разде

лить переменные в уравнениях Дирака и Клейна–Гордона на фоне метрики

Керра [18]. Стоит заметить также, что в моделях суперчастиц в искривлен

ном пространстве, допускающем тензоры Киллинга, могут быть построены

дополнительные суперзаряды [19], скобки Пуассона которых дают тензоры

Киллинга [20].

Применение преобразований (2.4) к тензору Киллинга (2.9) и последую

щий предел 𝜀 → 0 приводят к следующему выражению:

𝐾𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝜈 =

(︂
1 + cos2 𝜃

2

)︂[︂
−𝑟2

𝑟20
𝑑𝑡2 +

𝑟20
𝑟2
𝑑𝑟2
]︂
. (2.10)

С точностью до конформного множителя тензор Киллинга (2.10) совпадает

с 𝐴𝑑𝑆2–метрикой в координатах Пуанкаре. Как было установлено в работе

[21], вблизи горизонта событий тензор Киллинга является приводимым (в
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терминологии [22]), покольку его можно построить из векторов Киллинга,

отвечающих группе изометрий 𝑆𝑂(2, 1) × 𝑈(1).

2.2 Метрика Керра–Ньюмана–АдС вблизи горизонта

событий

Решением Керра–Ньюмана–АдС называется частное решение уравнений

Эйнштейна–Максвелла с космологической постоянной [23]. Метрика и вектор

ный потенциал имеют вид:

𝑑𝑠2 =
∆𝑟

𝜌2

(︁
𝑑𝑡− 𝑎

Ξ
sin2 𝜃𝑑𝜙

)︁2
− 𝜌2

∆𝑟
𝑑𝑟2 − 𝜌2

∆𝜃
𝑑𝜃2−

−∆𝜃

𝜌2
sin2 𝜃

(︂
𝑎𝑑𝑡− 𝑟2 + 𝑎2

Ξ
𝑑𝜙

)︂2

,

𝐴 = −𝑞𝑒𝑟

𝜌2

(︂
𝑑𝑡− 𝑎 sin2 𝜃

Ξ
𝑑𝜙

)︂
− 𝑞𝑚 cos 𝜃

𝜌2

(︂
𝑎𝑑𝑡− 𝑟2 + 𝑎2

Ξ
𝑑𝜙

)︂
,

(2.11)

где обозначено:

∆𝑟 = (𝑟2 + 𝑎2)

(︂
1 +

𝑟2

𝑙2

)︂
− 2𝑀𝑟 + 𝑞2, ∆𝜃 = 1 − 𝑎2

𝑙2
cos2 𝜃,

𝜌2 = 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃, Ξ = 1 − 𝑎2

𝑙2
, 𝑞2 = 𝑞2𝑒 + 𝑞2𝑚.

(2.12)

Параметры 𝑀,𝑎, 𝑞𝑒, 𝑞𝑚 связаны с массой, угловым моментом, электрическим

и магнитным зарядами посредством соотношений [24]:

𝑀𝐴𝐷𝑀 =
𝑀

Ξ2
, 𝐽 =

𝑎𝑀

Ξ2
, 𝑄𝑒/𝑚 =

𝑞𝑒/𝑚
Ξ

, (2.13)

а 𝑙 связано с космологической постоянной следующим образом: Λ = −3/𝑙 2.

Нули функции ∆𝑟, которые обозначим за 𝑟+ и 𝑟−, определяют внешний и

внутренний горизонты событий, соответственно.

Метрика и электромагнитное поле инвариантны относительно трансля

ций угловой координаты 𝜙 и времени 𝑡:

𝛿𝑡 = 𝜏, 𝛿𝜙 = 𝜑. (2.14)
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Менее очевидный факт заключается в том, что метрика (2.11) допускает тен

зор Киллинга второго ранга:

𝐾𝑖𝑗 = 𝑄𝑖𝑗 + 𝑟2𝑔𝑖𝑗, (2.15)

где обозначено:

𝑄𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−∆𝑟 0 0
𝑎∆𝑟

Ξ
sin2 𝜃

0
𝜌4

∆𝑟
0 0

0 0 0 0

𝑎∆𝑟

Ξ
sin2 𝜃 0 0 −𝑎2∆𝑟

Ξ2
sin4 𝜃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

В экстремальном случае внешний и внутренний горизонты совпадают

при 𝑟 = 𝑟+. Тогда имеют место равенства:⎧⎪⎨⎪⎩
∆𝑟|𝑟= 𝑟+ = 0

∆′
𝑟|𝑟= 𝑟+ = 0,

откуда находим условия экстремальности:

𝑎2 =
𝑟2+(1 − 3𝑟2+/𝑙

2) − 𝑞2

1 − 𝑟2+/𝑙
2

, 𝑀 =
𝑟+((1 + 𝑟2+/𝑙

2)2 − 𝑞2/𝑙 2)

1 − 𝑟2+/𝑙
2

, (2.16)

при этом

∆𝑟 = (𝑟 − 𝑟2+)2((𝑟 + 𝑟2+)2 + 2𝑟2+ + 𝑙2 + 𝑎2)/𝑙 2. (2.17)

Для перехода к области вблизи горизонта событий используем преобра

зование координат [24]:

𝑟 → 𝑟+ + 𝜀𝑟0𝑟, 𝑡 → 𝑡𝑟0
𝜀
, 𝜙 → 𝑡𝑟0𝑎Ξ

𝜀(𝑟2+ + 𝑎2)
, (2.18)

после чего вычислим предел 𝜀 → 0. Первое преобразование в (2.18) являет

ся естественным для описания геометрии вблизи горизонта событий, второе

и третье нужны для того, чтобы в пределе метрика была несингулярной и
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невырожденной. Параметр 𝑟0 выбирается из соображений удобства. В итоге

получаем:

𝑑𝑠2 = Γ

(︂
𝑟2𝑑𝑡2 − 𝑑𝑟2

𝑟2
− 𝛼𝑑𝜃2

)︂
− 𝛾(𝑑𝜙 + 𝑘𝑟𝑑𝑡)2, 𝐴 = 𝑓(𝑑𝜙 + 𝑘𝑟𝑑𝑡), (2.19)

где:

Γ =
𝜌2+𝑟

2
0

𝑟2+ + 𝑎2
, 𝛼 =

𝑟2+ + 𝑎2

∆𝜃𝑟20
, 𝛾 =

∆𝜃(𝑟
2
+ + 𝑎2)2 sin2 𝜃

𝜌2+Ξ2
,

𝜌2+ = 𝑟2+ + 𝑎2 cos2 𝜃, 𝑟20 =
(𝑟2+ + 𝑎2)(1 − 𝑟2+/𝑙

2)

1 + 6
𝑟2+
𝑙2

− 3
𝑟4+
𝑙4

− 𝑞2

𝑙2

, 𝑘 =
2𝑎𝑟+Ξ𝑟20

(𝑟2+ + 𝑎2)2
,

𝑓 = (𝑟2+ + 𝑎2)
𝑞𝑒(𝑟

2
+ − 𝑎2 cos2 𝜃) + 2𝑞𝑚𝑎𝑟+ cos 𝜃

2𝜌2+Ξ𝑎𝑟+
.

(2.20)

Полевая конфигурация (2.19) является решением уравнений Эйнштейна–Макс

велла и сводится к экстремальному решению Керра при 𝑞𝑒 = 𝑞𝑚 = 0 и

𝑙2 → ∞.

Метрика и поле (2.19) обладают расширенной группой симметрий: в до

полнение к (2.14) она включает преобразование дилатации

𝛿𝑡 = 𝜆𝑡, 𝛿𝑟 = −𝜆𝑟, (2.21)

и специальное конформное преобразование

𝛿𝑡 = (𝑡2 +
1

𝑟2
)𝜎, 𝛿𝑟 = −2𝑡𝑟𝜎, 𝛿𝜙 = −2𝑘

𝑟
𝜎. (2.22)

Вместе они образуют группу 𝑆𝑂(2, 1) × 𝑈(1).

Преобразованиям трансляции времени, сдвигу угла 𝜙, дилатации и спе

циальному конформному преобразованию (2.14), (2.21), (2.22) отвечают век

торы Киллинга1

𝐻 = 𝜕𝑡, 𝑃 = 𝜕𝜙, 𝐷 = 𝑡𝜕𝑡 − 𝑟𝜕𝑟, 𝐾 = (𝑡2 +
1

𝑟2
)𝜕𝑡 − 2𝑡𝑟𝜕𝑟 −

2𝑘

𝑟
𝜕𝜙 (2.23)

1 Векторы Киллинга и отвечающие им сохраняющиеся величины, равно как и тензор Киллинга,

будем обозначать одними и теми же буквами.

20



соответственно. Как легко убедиться, они образуют алгебру 𝑠𝑜(2, 1) ⊕ 𝑢(1):

[𝐻,𝐷] = 𝐻, [𝐻,𝐾] = 2𝐷, [𝐷,𝐾] = 𝐾. (2.24)

Коммутатор 𝑃 со всеми остальными векторными полями равен нулю.

Применяя преобразование (2.18) к тензору Киллинга (2.15) получаем:

𝐿 = Γ2

(︂
𝑟2𝑑𝑡2 − 𝑑𝑟2

𝑟2

)︂
. (2.25)

Второе слагаемое в (2.15) редуцируется к метрике, умноженной на постоянное

слагаемое, являющейся тривиальным тензором Киллинга, поэтому ее можно

отбросить. Стоит также заметить, что (2.25) с точностью до конформного

множителя Γ2 совпадает с 𝐴𝑑𝑆2–метрикой в координатах Пуанкаре. Также

отметим, что тензор Киллинга (2.25) является приводимым.

2.3 Метрика Мелвина–Керра вблизи горизонта событий

Решение Мелвина–Керра описывает вращающуюся черную дыру во внеш

нем магнитном поле и может быть построено при помощи преобразований

Гаррисона. Преобразования Гаррисона действуют на так называемые потен

циалы Эрнста ℰ ,Φ, относящиеся к решению Керра:

ℰ ′ = Λ−1ℰ , Φ′ = Λ−1

(︂
Φ − 𝐵ℰ

2

)︂
, (2.26)

где Λ = 1+𝐵Φ−1/4𝐵2ℰ и позволяют построить пространство–время с внеш

ним магнитным полем. При этом метрика, записанная в следующей форме:

𝑑𝑠2 = 𝑓−1
(︀
𝜌2𝑑𝑡2 − 2𝑃−2𝑑𝜁𝑑𝜁*

)︀
− 𝑓(𝑑𝜙− 𝜔𝑑𝑡)2, (2.27)

преобразуется по следующему закону :

𝑓 ′ = |Λ|2𝑓,

∇𝜔′ = |Λ|2∇𝜔 + 𝜌𝑓−1(Λ*∇Λ − Λ∇Λ*).

(2.28)
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Звездочка в этих формулах обозначает комплексное сопряжение, а ∇ – опе

ратор градиента, построенный по метрике 𝑑𝜁𝑑𝜁*.

Для метрики Керра (2.1) данные преобразования приводят к метрике

Мелвина–Керра [28]:

𝑑𝑠2 = Σ|Λ|2
(︂
−∆

𝐴
𝑑𝑡2 +

𝑑𝑟2

∆
+ 𝑑𝜃2

)︂
+

Ξ sin2 𝜃

Σ
(𝑑𝜙− 𝑤𝑑𝑡)2. (2.29)

Здесь были введены следующие обозначения:

Ξ = (𝑟2 + 𝑎2)2 − ∆𝑎2 sin2 𝜃, Σ = 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃,

∆ = 𝑟2 + 𝑎2 − 2𝑀𝑟,

(2.30)

а также:

ReΛ = 1 +
𝐵2

4

(︂
(𝑟2 + 𝑎2) sin2 𝜃 +

2𝑎2𝑀𝑟 sin4 𝜃

Σ

)︂
,

ImΛ = −𝐵2 cos 𝜃

4

(︂
2𝑎𝑀(2 + sin2 𝜃) +

2𝑎3𝑀 sin4 𝜃

Σ

)︂
,

𝑤 =
16𝑀𝑟𝑎 + 𝑤𝐵(𝑟, 𝜃)𝐵4

6Ξ
,

(2.31)

где

𝑤𝐵(𝑟, 𝜃) = −𝑎𝑀(𝑟3+(2𝑀−3𝑟)𝑎2)∆ cos4 𝜃+6𝑀𝑟𝑎(2𝑎2𝑟2+𝑟4+𝑎4−2𝑀𝑟3) cos2 𝜃.

Эта метрика доставляет решение уравнениям Эйнштейна–Максвелла,

совместно со следующим электромагнитным полем:

𝐴 = (Φ0 − 𝑤Φ3)𝑑𝑡 + Φ3𝑑𝜙, (2.32)
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где компоненты Φ0 и Φ3 равны:

Φ0 = − 𝑎

8Ξ

(︀
4𝑎4𝑀 2 + 2𝑎4𝑀𝑟 − 24𝑎2𝑀 3𝑟 − 24𝑎2𝑀 2𝑟2 − 4𝑎2𝑀𝑟3−

12𝑀 2𝑟4 − 6𝑀𝑟5 − ∆
(︀
12𝑀𝑟(𝑟2 + 𝑎2) cos2 𝜃+

+(2𝑀𝑟3 + 𝑎2(4𝑀 2 − 6𝑀𝑟)) cos4 𝜃
)︀)︀

,

Φ3 =
1

8ΣΞ

[︀
4Ξ𝐵 sin2 𝜃 + 𝐵4

(︀
Σ(𝑟2 + 𝑎2)2 sin4 𝜃 + 4𝑎2𝑀𝑟(𝑟2 + 𝑎2) sin6 𝜃 +

+4𝑎2𝑀 2
(︀
𝑟2(2 + sin2 𝜃) cos2 𝜃 + 𝑎2(1 + cos2 𝜃)2

)︀)︀]︀
.

(2.33)

Переход от представленной выше геометрии к геометрии, описывающей

область вблизи горизонта событий, осуществляется посредством следующего

преобразования:

𝑡 → 2𝑀 2

𝜀
𝑡, 𝑟 → 𝑀 + 𝜀𝑟, 𝜙 → 𝜙 +

(1 + 2𝐵4𝑀 4)𝑀

(1 + 𝐵4𝑀 4)𝜀
𝑡, (2.34)

после которого вычисляется предел 𝜀 → 0. Применение этих преобразваний

дает следующую метрику, которая также является решением уравнений Эйн

штейна–Максвелла:

𝑑𝑠2 = Γ(𝜃)

(︂
−𝑟2𝑑𝑡2 +

𝑑𝑟2

𝑟2
+ 𝑑𝜃2 + 𝛾(𝜃)(𝑑𝜑 + 𝑘𝑟𝑑𝑡)2

)︂
, (2.35)

где обозначено:

Γ(𝜃) = 𝑀 2(𝜎2 + 𝜏 2 cos2 𝜃), 𝛾(𝜃) =
4 sin2 𝜃

(𝜎2 + 𝜏 2 cos2 𝜃)2
, 𝑘 = −𝜎𝜏. (2.36)

Постоянные 𝜎 и 𝜏 связаны с массой𝑀 и магнитным зарядом 𝐵 черной дыры

Мелвина–Керра следующим образом:

𝜎 = 1 + 𝐵2𝑀 2, 𝜏 = 1 −𝐵2𝑀 2. (2.37)

Потенциал магнитного поля 𝐴 принимает вид:

𝐴 = 𝑓(𝜃)(𝑘𝑟𝑑𝑡 + 𝑑𝜑), 𝑓(𝜃) =
2𝐶1𝜎𝜏 cos 𝜃 + 𝐶2(𝜏

2 cos2 𝜃 − 𝜎2)

𝜎2 + 𝜏 2 cos2 𝜃
, (2.38)
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где произвольные постоянные 𝐶1, 𝐶2 удовлетворяют уравнению окружности:

𝐶2
1 + 𝐶2

2 =
𝑀 2(𝜏 2 − 𝜎2)

𝜎2𝜏 2
. (2.39)

У фоновой геометрии вблизи горизонта (2.35) появляются дополнитель

ные изометрии, описываемые векторными полями Киллинга:

𝐻 = 𝜕𝑡, 𝐷 = 𝑡𝜕𝑡 − 𝑟𝜕𝑟, 𝐾 = (𝑡2 + 𝑟−2)𝜕𝑡 − 2𝑡𝑟𝜕𝑟 −
2𝑘

𝑟
𝜕𝜑 (2.40)

которые образуют алгебру 𝑠𝑜(2, 1). Еще одна дополнительная изометрия свя

зана с трансляциями азимутального угла: 𝑃 = 𝜕𝜙.
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Глава 3

Оптические скаляры для геометрии

экстремальных чёрных дыр вблизи горизонта

событий

В настоящей главе строятся оптические скаляры для геометрий экстре

мальных чёрных дыр Керра и Райснера-Нордстрема вблизи горизонта собы

тий.

3.1 Оптические скаляры для геометрии Керра вблизи

горизонта событий

В главе 2 было показано, что экстремальная метрика Керра вблизи го

ризонта событий (2.5) имеет вид:

𝑑𝑠2 = (1 + cos2 𝜃)

(︂
𝑟2𝑑𝑡2 − 𝑑𝑟2

𝑟2
− 𝑑𝜃2

)︂
− 4 sin2 𝜃

(1 + cos2 𝜃)
(𝑟𝑑𝑡 + 𝑑𝜑)2, (3.1)

и обладает группой симметрий 𝑆𝑂(2, 1) × 𝑈(1), с генераторами:

𝜉𝐸 = 𝜕𝑡, 𝜉𝐷 = 𝑡𝜕𝑡 − 𝑟𝜕𝑟, 𝜉𝐾 = (𝑡2 − 1

𝑟2
)𝜕𝑡 − 2𝑡𝑟𝜕𝑟 −

2

𝑟
𝜕𝜑, 𝜉𝐿 = 𝜕𝜑 (3.2)

Для вычисления оптических скаляров необходимо вычислить ковариант

ную производную:

𝐵𝑎𝑏 = 𝑢𝑎;𝑏 = ∇𝑏𝑢𝑎, (3.3)

где 𝑢 = 𝑢𝑎𝜕𝑎 - касательное поле к конгруэнции светоподобных геодезических:

∇𝑢𝑢 = 0, 𝐸 = 𝑔(𝑢, 𝑢) = 𝑔𝑎𝑏𝑢
𝑎𝑢𝑏 = 0, (3.4)

Ввиду высокой симметрии метрики, представляется возможным явно
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вычислить дуальное поле 𝑢𝑎𝑑𝑥𝑎 к касательному полю светоподобной конгру

энции.

Так как каждому вектору Киллинга 𝜉𝑎 метрики (3.1) соответствует пер

вый интеграл для уравнений геодезических 𝜉𝑎𝑢𝑎, из (3.2) получим

𝐸 = 𝑢𝑡, 𝐿 = 𝑢𝜑, 𝐷 = 𝑡𝐸 − 𝑟𝑢𝑟, 𝐾 = (𝑡2 − 1

𝑟2
)𝐸 − 2𝑡𝑟𝑢𝑟 −

2

𝑟
𝑢𝜑. (3.5)

Явное выражение 𝑢𝑟 получается из сохраняющейся величины отвечаю

щемему тензору Киллинга (2.10)

𝑇 = 𝐾𝐸 −𝐷2 + 𝐿2 = (
𝐸

𝑟
− 𝐿)2 − (𝑟𝑢𝑟)

2 ⇒ 𝑢2𝑟 =
(𝐸 − 𝑟𝐿)2 − 𝑟2𝑇

𝑟4
, (3.6)

Компоненту 𝑢𝜃 получаем из условия нормировки геодезической 𝐸 =

𝑔(𝑢, 𝑢) = 0, используя (3.5) получим

𝐸 = 𝑔𝑡𝑡𝐸2 + 𝑔𝑟𝑟𝑝2𝑟 + 𝑔𝜃𝜃𝑢2𝜃 + 𝑔𝜑𝜑𝐿2 + 2𝑔𝑡𝜑𝐸𝐿 (3.7)

откуда, учитывая что

𝑔𝑡𝑡 =
𝑔𝜑𝜑
∆

, 𝑔𝑟𝑟 =
1

𝑔𝑟𝑟
, 𝑔𝜃𝜃 =

1

𝑔𝜃𝜃
, 𝑔𝜑𝜑 =

𝑔𝑡𝑡
∆
, 𝑔𝑡𝜑 =

−𝑔𝑡𝜑
∆

, (3.8)

где ∆ = 𝑔𝑡𝑡𝑔𝜑𝜑 − 𝑔2𝑡𝜑 = −4𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃, имеем

𝑢2𝜃 = 𝑔𝜃𝜃

(︂
𝐸 − 1

∆
(𝑔𝜑𝜑𝐸

2 − 2𝑔𝑡𝜑𝐸𝐿 + 𝑔𝑡𝑡𝐿
2) − 1

𝑔𝑟𝑟

(𝐸 − 𝑟𝐿)2 − 𝑟2𝑇

𝑟4

)︂
(3.9)

= 𝑇 − (1 + cos2 𝜃)

(︂
𝐸 +

1 + cos2 𝜃

4𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝐿2

)︂
⏟  ⏞  

=𝑓(𝜃)≥0

. (3.10)

Собирая всё вместе, находим

𝑢 = 𝐸𝑑𝑡 + 𝐿𝑑𝜑±
(︂

(𝐸 − 𝑟𝐿)2 − 𝑟2𝑇

𝑟4

)︂1/2

𝑑𝑟 ± (3.11)

±
(︂
𝑇 − (1 + cos2 𝜃)

(︂
𝐸 +

1 + cos2 𝜃

4𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝐿2

)︂)︂1/2

𝑑𝜃. (3.12)
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Эта форма является интегрируемой, 𝑢𝑎 ∝ 𝜕𝑎Σ, следовательно, вращение от

сутствует для всех геодезических.

Также можно вычислить Θ = 1√
−𝑔𝜕𝑎(

√
−𝑔𝑢𝑎) = 1√

−𝑔𝜕𝑎(
√
−𝑔𝑔𝑎𝑏𝑢𝑏), полу

чим 4 случая:

Θ =
1

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃

(︃
± 𝐿(𝐻 − 𝑟𝐿) + 𝑟𝑇√︀

(𝐻 − 𝑟𝐿)2 − 𝑟2𝑇
∓ (3.13)

∓ (2𝑇 − 4𝐸𝑐𝑜𝑠2𝜃 + (1 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃)𝐿2)𝑐𝑜𝑠𝜃

2𝑠𝑖𝑛𝜃
√︁

𝑇 − (1 + cos2 𝜃)
(︀
𝐸 + 1+cos2 𝜃

4𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝐿
2
)︀
⎞⎟⎠ (3.14)

Ввиду громоздкости выражения для 𝜎2, как и 𝜔𝑎𝑏 не приведены.

3.1.1 Оптические скаляры для метрики Керра вблизи горизонта

событий в глобальных координатах

Полученная выше метрика Керра, вблизи горизонта событий (2.5), за

писана в координатах Пуанкаре, которые покрывают только часть простран

ства. Рассмотрим расширение решение Керра вблизи горизонта событий в

глобальных координатах:

𝑑𝑠2 = (1 + cos2 𝜃)

(︂
(1 + 𝑦2)𝑑𝑡2 − 𝑑𝑟2

1 + 𝑦2
− 𝑑𝜃2

)︂
− 4 sin2 𝜃

(1 + cos2 𝜃)
(𝑦𝑑𝑡 + 𝑑𝜑)2,

(3.15)

которое также обладает группой симметрий 𝑆𝑂(2, 1) × 𝑈(1).

Вычисляя оператор Казамира для 𝑆𝑂(2, 1) × 𝑈(1) и используя условие

массовой оболочки 𝐸 = 𝑔(𝑢, 𝑢), получим

𝑢 = 𝐸𝑑𝑡 + 𝐿𝑑𝜑±
√︀

(𝐸 − 𝑦𝐿)2 − (1 + 𝑦2)𝑇

1 + 𝑦2
𝑑𝑦 ± (3.16)

±

√︃
𝑇 − (1 + cos2 𝜃)

(︂
𝐸 +

1 + cos2 𝜃

4𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝐿2

)︂
𝑑𝜃, (3.17)

где 𝐸,𝐿, 𝑇, 𝐸 - константы.
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Вычисляя Θ = 1√
−𝑔𝜕𝑎(

√
−𝑔𝑢𝑎) = 1√

−𝑔𝜕𝑎(
√
−𝑔𝑔𝑎𝑏𝑢𝑏), получим 4 случая:

Θ =
1

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃

(︃
± 𝐿(𝐸 − 𝑟𝐿) + 𝑟𝑇√︀

(𝐸 − 𝑟𝐿)2 − (1 + 𝑟2)𝑇
∓ (3.18)

∓ (2𝑇 − 4𝐸𝑐𝑜𝑠2𝜃 + (1 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃)𝐿2)𝑐𝑜𝑠𝜃

2𝑠𝑖𝑛𝜃
√︁

𝑇 − (1 + cos2 𝜃)
(︀
𝐸 + 1+cos2 𝜃

4𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝐿
2
)︀
⎞⎟⎠ (3.19)

Ввиду громоздкости выражения для 𝜎2, как и 𝜔𝑎𝑏 не приведены.

Отметим, что полученное решение справедливо только в области, где

(𝐸 − 𝑦𝐿)2 − (1 + 𝑦2)𝑇 ≥ 0 𝑇 − (1 + cos2 𝜃)

(︂
𝐸 +

1 + cos2 𝜃

4𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝐿2

)︂
≥ 0 (3.20)

Если потребовать, чтобы 𝑢 было определено для всех (𝑦, 𝜃), то мы получим,

что 𝐿 = 𝑇 = 𝐸 = 0, т.е.

𝑢 = 𝐸𝑑𝑡± 𝐸

1 + 𝑦2
𝑑𝑦, ⇒ Θ = 𝜎2 = 0. (3.21)

Соответствующее светоподобное геодезическое векторное поле, с равны

ми нулю оптическими скалярами, совпадает с двойноым принципиальным

светоподобным направлением тензора Вейля. Тем самым, экстремальная мет

рика Керра вблизи горизонта событий принадлежит классу Кундта и принад

лежит к типу 𝐷 в классификации Петрова.

3.2 птические скаляры для геометрии

Райснера-Нордстрема вблизи горизонта событий

Перейдём к рассмотрению геометрии экстремальной чёрной дыры Райс

нера-Нордстрема вблизи горизонта событий. Метрика имеет вид:

𝑑𝑠2𝑅𝑁 = 𝑟2𝑑𝑡2 − 𝑑𝑟2

𝑟2
− (𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜑2), (3.22)
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и обладает группой симметрий 𝑆𝑂(2, 1) × 𝑆𝑂(3), с генераторами

𝜉𝐸 = 𝜕𝑡, 𝜉𝐷 = 𝑡𝜕𝑡 − 𝑟𝜕𝑟, 𝜉𝐾 = (𝑡2 +
1

𝑟2
)𝜕𝑡 − 2𝑡𝑟𝜕𝑟, (3.23)

и

𝜉𝐿1
= 𝜕𝜑, 𝜉𝐿2

= −𝑐𝑜𝑠𝜑𝜕𝜃 + 𝑐𝑡𝑔𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑𝜕𝜑, 𝜉𝐿3
= 𝑠𝑖𝑛𝜑𝜕𝜃 + 𝑐𝑡𝑔𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑𝜕𝜑, (3.24)

соответственно. Сохраняющиеся величины имеют вид

𝐸 = 𝑢𝑡, 𝐷 = 𝑡𝐸 − 𝑟𝑢𝑟, 𝐾 = (𝑡2 +
1

𝑟2
)𝐸 − 2𝑡𝑟𝑢𝑟 (3.25)

𝐿1 = 𝑢𝜑, 𝐿2 = −𝑐𝑜𝑠𝜑𝑢𝜃 + 𝑐𝑡𝑔𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑𝑢𝜑, 𝐿3 = 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑢𝜃 + 𝑐𝑡𝑔𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑𝑢𝜑, (3.26)

Вычисляя норму 1-формы 𝑢 получим

𝑚2 = 𝑔𝑎𝑏𝑢𝑎𝑢𝑏 = 𝑇 − 𝐶, (3.27)

где 𝑇 и 𝐶 - выражения для элементов Казимира групп 𝑆𝑂(2, 1) и ×𝑆𝑂(3),

соответственно

𝑇 = 𝐸𝐾 −𝐷2 =
𝐸2

𝑟2
− 𝑟2𝑢2𝑟, 𝐶 = 𝐿𝑖𝐿𝑖 = 𝑢2𝜃 +

𝐿2

sin2 𝜃
, (3.28)

откуда получаем вид 1-формы

𝑢 = 𝐸𝑑𝑡 + 𝐿𝑑𝜑 +

√
𝐸2 − 𝑟2𝑇

𝑟2
𝑑𝑟 +

√︂
𝑇 − 𝐿2

sin2 𝜃
𝑑𝜃. (3.29)

Отсюда видно, что 𝑑𝑢 = 0 и, в силу теоремы Фробениуса, заключаем, что

вращение конгруэнции равной нулю.

Вычисляя оптические скаляры (при 𝑇 = 𝐶), получим

Θ𝑅𝑁 =
𝑟𝑇√

𝐸2 − 𝑟2𝑇
− 𝑇𝑐𝑡𝑔𝜃√︁

𝑇 − 𝐿2

sin2 𝜃

, (3.30)

𝜎2
𝑅𝑁 =

𝑇 2
(︁
𝑐𝑡𝑔𝜃

√
𝐸2 − 𝑟2𝑇 + 𝑟

√︁
𝑇 − 𝐿2

sin2 𝜃

)︁2
2(𝐸2 − 𝑟2𝑇 )(𝑇 − 𝐿2

sin2 𝜃
)

(3.31)

Отметим, что при 𝑇 = 0 все оптические скаляры обращаются в ноль.

Что также означает, что метрика (3.22) принадлежит к классу Кунда.
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Заключение

Сформулируем основные результаты, полученные в работе:

1. Установлена структура оптических скаляров для геометрий экстремаль

ной черной дыры Керра вблизи горизонта событий.

2. Установлена структура оптических скаляров экстремальной чёрной ды

ры Райснера-Нордстрема вблизи горизонта событий.
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 [41] Геометрофизика. Учеб... http://www.bibliorossica.com/book.html?&currBookId=18727
Модуль поиска 
ЭБС 
БиблиоРоссика

0% 0.15% 

 [42] Иващук, Владимир Дми... http://dlib.rsl.ru/rsl01002000000/rsl01002627000/rsl01002627... Диссертации и 
авторефераты РГБ 0% 0.15% 

 [43] Геометрофизика —4-е ... http://ibooks.ru/reading.php?short=1&productid=335357 Модуль поиска 
ЭБС "Айбукс" 0% 0.15% 

 [44] 4373 http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=4373 Модуль поиска 
ЭБС "Лань" 0% 0.15% 

 [45] Цыганов, Андрей Влад... http://dlib.rsl.ru/rsl01002000000/rsl01002606000/rsl01002606... Диссертации и 
авторефераты РГБ 0.13% 0.13% 

Оригинальные блоки: 90.17% 

Заимствованные блоки: 9.83%

Заимствование из "белых" источников: 0%

Итоговая оценка оригинальности: 90.17%
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