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Les notes qui suivent ont ete preparees pour servir d'introduction a un cours 

de theorie quantique des champs, donne en collaboration avec R. Stora et E. Brezin. 

Elles presentent les aspects tr.aditionnels de la mecanique lagrangienne et insis

tent sur les symetries, les courants associes, ltinvariance de jauge abelienne et 

non abelienne, dans un contexte classique. C'est dire que pour l'essentiel les 

notions traitees sont elementaires. A dessein on a omis dtindiquer des references, 

les matieres evoquees ici se trouvant, pour la plus grande partie, amplement de

veloppees dans les ouvrages consacres a ce sujet. Deci-dela, quelques remarques 

sont peut etre originales, sans que cela puisse etre garanti. Le lecteur trouvera 

assurernent de nombreux passages fastidieux, c'est qu'on n'a pas voulu passer sous 

silence certains details peut-etre utiles a quelqu'un qui est moins famiiier avec 

le.formalisme theorique. 

J'exprime ma reconnaissance aux organisateurs de l'ecole de l'occasion qu'ils 

mtont offerte de presenter ce cours,et a mon ami R. Stora de la patience et la 

science qu'il m'a prodiguees dans sa preparation. Enfin, je profite de cette 

occasion pour remercier le CERN de son hospitalite et des facilites qutil m'a 

accordees dans la mise au point materielle de ces notes. 
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1. PRINCIPE DE MOINDRE ACTION EN MECANIQUE CLASSIQUE 

Les equations de la mecanique classique resultent dans la plupart des cas 

d'un principe de moindre action. Si q designe collectivement les variables de 

~onfiguration (supposees pour l'instant en nombre fini q = q 1 , q2 , ••• qN) et 

q les vitesses associees a l'instant t. l'action est definie comme: 

r~.z. 
I = l cU: 

t~ 
L ( qo:>) q { t)) • (1) 

La fonction de Lagrange L depend des positions et des vitesses et parfois 

aussi explicitement du temps. Le principe de moindre action s'exprime alors en 

disant que,parmi les fa~ons q(t) de passer de la position ql au temps t1 a la 

position q2 au temps t 2 • la trajectoire reelle est celle qui rend stationnaire 

l' action I. I1 s 'agira d 'un veritable minimum si q 2 • t 2 sont assez vois.ins de 

q1,t 1 • Cette action est une fonctionnelle des 11bonnes 11 fonc.tions q(t) satisfai

sant aux conditions, aux limites. Si Q(t) designe la trajectoire reelle, on 

doit exprirner la condition de stationnarite en considerant des fonctions voisines 

q (t) = Q(t) + oq(t) et en developpant l'action en puissances de oq : 

I (q) = Ica) + St-i~ 
~, 

g (Q) ~qle) 
Eq 

+ ... 

Annul ant la variation au premier ordre1comme on annule la derivee d'une fonction 

pour trouver un extremum, on voit que les equations du mouvement doivent prendre 

la f orme : 

SI ~o. (2) 

&q{t) 
Pour comparer cela avec les equations d'Euler-Lagrange, il suffit d'apprendre a 
deriver fonctionnellement l'expression. (1). Pour cela on remarque que : 

) 

Alors·~ 

Integrant par parties le second terme du membre de droite, on voit que les termes 

tout integres s'annulent en vertu des conditions aux limites,et on retrouve effec

tivement les equations f amilieres 

~I - = ~L - • 
(3) 

8q le) 
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Lorsqu'il y a plusieurs degres de liberte il faut, bien entendu, ecrire ces equa

tions pour chaque variation oq.(t) independamment. 
l 

Une propriete evidente de cette formulation est que les equations du mouve

ment sont inchangees si la fonction de Lagrange est modif iee en lui ajoutant 

une derivee totale dans le temps. Il est clair que cela ne modifie l'action que 

par des terrne.s tout integres qui ne sont pas affectes par des variations laissant 

fixes les extreroites de la trajectoire. Par exemple1si on ajoute a la fonction 

de Lagrange relative a un degre de liberte un terrne qf(q) ; d/dt !q f{q 1 )dq 1 

J 
rien n'est change aux equations du mouvement. Ceci montre que la fonction de 

Lagrange n'est pas reellernent l'objet intrinseque qui determine le mouvement et 

cette remarque conduit a une formulation un peu plus abstraite dont nous ne par

lerons pas ici. 

Il est bien connu qu'il existe aussi une formulation hamiltonnienne'des equa

tions du mouvement;obtenue en introduisant les moments conjugues ~ 

• (4) 

Supposons qu'on soit capable d'inverser ces equations en exprimant les vitesses q 

en fonction de q et de p. Dans le cas de plusieurs degres de liberte1 il peut y 

avoir des difficultes si le Jacobien de cette transformation s'annule. Nous y 

reviendrons plus loin1en admettant pour !'instant que c'est possible. Alors la 

fonction de Hamilton est obtenue par 'la transformation de Legendre ~ 

H(p,q) = (5) 

Par differentiation ~ 

Utilisant la definition des moments conjugues et les equations d'Euler Lagrange) 

on voit que sous forme hamiltonnienne le mouvement .est. ·decrit l>ar les equations: 

• 

Plus generalement la variation d'une fonction definie sur l'espace des . 

phases (l'espace des 2N variables p, q) est: 

(6) 

et ~ ::: u +- e!! !l -1!!. ~ .::( ~ .,_ (' rl .fl ' (7) 
at' ,,t 0 p -z>q () ct ~ r:> <Jt l ) ~ 

La notation introduite est celle du crochet de Poisson {f,il= ~ ~ -~ ~~ • 
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Il decoule de la definition (7) qu'une fonction sur l'espace des phases ne depen

dant pas explicitement du temps et dont le crochet de Poisson avec l'Hamiltonien 

s'annule est une constante de mouvement. 

Il est remarquable que les equations de Hamilton (6) decoulent elles aus$i 

du principe de moindre action. En effet, on remarque que 

• 

Utilisant cette expression dans la formule (l) nous ecrivons l'action sous la 

forme ~ 

(8) 

Considerons alors p(t), q(t) comrne 2N variables de 0 configuration° et exj.geons 

que I soit stationnaire en imposant les memes conditions aux limites que prece

deroment : q(t1) = q1, q(t2) = q2• Aucune restriction n'est apportee sur p(t1) 

et p(t2 ). Alors 

Integrant par parties comxne precedemment le terme en p d/dt oq, nous voyons que \ 

Les conditions de stationnarit~obtenues en exigeant que ces derivees fonction~ 

nelles s'annulent,redonnent bien les equations (6). Notons que par adjonction 

d'une derivee totale on peut aussi ecrire \ 
ti . 

I =- ~a q:1. - P-1 q·, --S <:\ &.p ,... 11 d.t 
. . t. 

qui montre les roles (anti-)' symetriques joues par les variables q et p. 

Completons ces breves indications en examinant tout d'abord l~s proprietes 

de l'action evaluee pour la trajectoire qui la rend stationnaire. Nous supposons 

q2 t 2 assez voisin de q 1 t1 pour que cette trajectoire soit u~ique*>. La fonction 

obtenue depend de q1t2, Q2t2• Nous la noterons I(q2t2, q1t1). Alors on verifie 

sans difficulte que : 

(9) 

*) Il rte faut pas croire qu 1 il s'agisse la d'une.precaution oratoire assez vaine. 
Ainsi pour un oscillateur harmonique il existe une infinite de trajectoires, qui 
issues de l'origine, y retournent apres une demi periode. 
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Si la fonction de Lagrange depend d'un parametre a, on a en outre 

ou la derivation porte sur la dependance explicite de L. Une application de ce 

dernier resultat est la suivante : supposons qu'a la fonction de Lagrange Lo nous 

ajoutions un terme qF(t) qui contribue aux equations du mouvement par l'adjonction 

de la force F(t). Dans ces conditions I devient une fonctionnelle de F et pour t 

coropris entre t 1 et t 2 on aura en vertu de (10) ~ 

OU Q est la trajectoire en presence de la force F (on pourra si l'on veut evaluer 

les deux membres a F ~ O). Ceci n'est en rien un moyen conunode de resoudre les 

equations du mouvement, mais illustre une idee qui reapparait constamment dans 

les raisonnements de la theorie des champs, et qui est celle de fonctionnelle 

genera trice. 

A titre d'exemple des differentes forroules ecrites ci-dessoua, considerons une 

particule materielle se depla~ant le long d'un axe et soumise a une force dependant 

du temps F(t). La fonction de Lagrange est \ 

La solution des equations du mouvement est : 

Qtt): 

oii. la "fonction de Green" G(t,t'), symetrique en t et t', a'annulant pour t = t 1 

et t e t2, est solution de : 

t. ~le J t'J = oli:.-·t') 
~2. 

• 
,) 

et s 'ecrit : 

~ (~,t') = 
_, 

\ elt-t'J(t~-t-)(t' ... t--) + (t-t'l} 
t-2.-t., l -

q, lt~-t)+ql u-~ 'F(t) d.t 
t'-i. -l:-1 

• 
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Nous verifions en particulier que la derivee fonctionnelle de I par rapport a la 

force est l'equation de la trajectoire: 

a r ~2.t',a •"tt.,) = 
¢Flt) 

q,(t-2-t) + 'l'l.(1:-... t-1) 
t2 -t-t 

Si, en particulier, F = 0 on trouve evidemment 

Toutes expressions fort raisonnables 

-or -
~-

J'allais oublier de mentionner - mais bien sur tout le monde le sait par coeur -

que pour un systeme de points materiels soumis a des forces derivant d'un potentiel 

la fonction de Lagrange est la difference entre energie cinetique et ene·rgie poten

tielle. 

11 est difficile de ne pas ajouter un mot sur les transformations canoniques. 

Dans un grand nombre de probl~mes il peut y avoir un arbitraire dans le choix des 

variables, disons pour l'instant des variables de configuration; ainsi on peut mo

difier la disposition des axes de coordonnees, ou plus generalement, la parametri-

sation de la variete formee par les configurations possibles ••• La forme 

Harniltonnienne suggere meme des variantes encore plus nombreuses OU les transfor

mations' envisagees affectent les variables de l'espace des phases. 

Certaines transformations privilegiees seront appelees canoniques. Supposons 

que nous introduisions dans l'espace des phases une parametrisation differente 

(qui peut depend~e explicitement du temps)*) ~ 

La transformation sera ~ite canonique si la condition suivante est satisfaite: il 

existe une fonction H1 (de p1
, q 1 et eventuellement du temps) de telle sorte que, 

en fonction des variables p 1
, q 1

, les equations du mouvement conservent la forme l 

•1 
9 = 

• I 'OH I 
b = --
1 oq' • 

Pour bien faire apprecier la chose il faut ecrire explicitement le cas de plusieurs 

degres de liberte. N'importe quelle transformation n'est pas canonique. Le prin

cipe de moindre action suggere alors ·immediatement la strategie a adopter pour 

trouver la solution. Il est clair que la condition necessaire et suffisante est 

que : 

ne different que par une differentielle totale. A son tour cette condition est 

*) On pourrait meme aller plus loin et considerer en meme temps des transformations 
de la variable temps t = t(t 1 ) conservant l'ordre chronologique dt/dt1 > O. 
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equivalente a la condition que les differentielles (exterieures) des deux formes 

soient egales : 

~ d~.4'./\dq.; - dfL,dt = 4 d~i A dq~ -dH~ dt . .. 
Explicitant cette condition, on trouve : 

et 

(12) 

• 

Il est plus facile de comprendre les conditions (11) si on reconnait qu'elles 

expriment que le produit des deux matrices 2NX2N est egal a 1 1unite, Indiquant 

les indices de ligne par une minuscule et ceux de colonne par une majuscule 

ceci s'ecrit : 

!PA I ~ ~ -~~ 
~ t>'-. , e>pQ. ~ ctA , l>f>A 

- - - - - -' - - - - - - X - - - - _I - - - - -I I 
I 

Orsi AB= I on a BA= I. C'est dire que l'on a 

--
I o 

-----...J--- --
' I 

0 :r. 
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Dans les seconds membres figurent les crochets de Poisson exprimes en fonction 

des variables p 1 q 1
• En d'autres termes, la structure en crochets de Poisson est 

preservee par les transformations canoniques quton utilise les variables (pq) ou 

(p' ,q') : 

Quant aux equations (12), elles fournissent la nouvelle fonction de Hamilton H'; 

on peut bien sur lui ajouter un terme uniquement fonction du temps et qui n'a pas 

d'importance pour la dynamique. Notons que la condition d'integrabilite du sys

teme (12) est automatiquement satisfaite par les transformations canoniques. 

Cette condition s'ecrit en effet 

~ C>H' o 0'4
1 = _ ~ l .t S dJ.i. ~ -~i,l o.n4 ? 

~ u f.t -~~ o~'d- '* ~ l op'.i oq'ct ~~I 
?> vH' _ L ~ = _ ~ 1 S ~ ~ _ ~ ~1 
or~ op'..: ~r~ o "~ )t l 1 -o"~- o r ~ o r-· ~ -or~ 5 
.:L ~ _i ~ __ ~ ~~ r ~ dqie _ ap~ 'Oqk l 
-Oq~ o~~ e>q~ t>q~ - ~ l oq~ ott'i i>q~: ~ 1 • 

Les membres de droite sont automatiquement zero pour les transformations canoniques 

en vertu de leur definition (11). 

Un cas typique de transformation canonique est fourni par les solutions des 

equations du mouvement elles-memes. Dans ce cas1 si on connait les trajectoires 

dans l'espace des phases,compte tenu des conditions initiales (q1 ,p1
) au temps 

t = 0, on voit que la condition sur les crochets de Poisson est satisfaite. 

Au temps t = 0 {Pi'Qj}' = oij et on verifie qu~ ()/dt. {pi,qj}' '"'0. Les equa

tions (12) montrent de plus qu'on peut poser H1 = O. Done (q1 p1
) sont independants 

du temps, circonstance 'fort: heureuse ! Toutes ces considerations cependant sont 

locales, c'est-a-dire valables au voisinage d'un point p1q 1 t. 

Les quantites (q 1p1 ) au nombre de 2N sont fonctions de q(t), p(t) et du temps. 

En eliminant le temps, on obtient ainsi 2N-1 fonctions de q(t) et p(t) qui sont en 

fait independantes du temps. On voit qu'en general il existe 2N-1 constantes du 

mouvement mais seul un petit nombre d'entre elles -s'e~prime g~obalement comme des 

fonctions univoques. D'apres un theoreme de Poincare c~s dernieres sont en fait 

liees a !'existence de symetries des·lois du mouvement. 

Enfin, on observe que les transformations canoniques conservent la mesure 

rrdp.dq .• C'est evident en vertu de leur definition pour un degre de liberte. 
• l. l. 

~our. plusieurs degres de liberte on observeJgrace a la forrne matricielle 

donnee ci-dessusJque le carre du Ja~obien de la transformation pq ~ p'q' est 

egal a ltunite. Appliquee a !'evolution dans le temps,cette remarque fournit 

le theoreme de Liouville. 
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2. SYSTEMES A UN NOMBRE INFINI DE DEGRES DE LIBERTE 

En rnecanique des fluides, en electromagnetisme .•• nous somrnes familiers avec 

la situation ou le nombre de degres de liberte d'un systeme dynamique est infini. 

Pour etre concrets nous discuterons d'abord l'exemple important du champ 

electro-magnetique en presence des sources prescrites a l'avance. Les equations 

du mouvement sont les equations de Maxwell qui, lorsque la vitesse de la lumiere c 

est prise egale a l'unite, s'ecrivent: 

..JJ\}E =f 
rotB -} = d-

~.JS :o 

rotE +-~B ~o 
)}t" 

(1) 

E et B designent le champ electrique et !'induction magnetique, pet j les densites 

de charge et de courant satisfaisant a l'equation de conservation (de la charge)~ 

(2) 

En general p et j varient avec la position x et le temps t, il en est de meme de 

E et B. Il est commode d'introduire une notation compacte pour les vecteurs, ten

seurs ••• qui a de plus l'avantage de rendre explicite !'invariance relativiste de 

la the~rie. Les indicesµ, v ••• prendrons les valeurs 0 l 2 3. Le tenseur metri-

que ~ 

ct - a. ~" -
('Tt-'V - (]' -

servira a monter OU abaisser les indices. On pos·~ ~ 

0 -E1 -e~ 

F "'" 
..... f'= Vt"' 

E' 0 .. s1 
- e~ B,, 0 -

E l " _g'L 'O' 

J 

-E~ 

g2. 

-B' 
0 

On abrege 
e: µVp't [= 

les derivations ()/CJxlJ. en() . Enfin le syrnbole de L€vi-Civita 
µ 

±1 si (µvpT) est une permu~ation paire ou impaire de (0123) et 0 autre-

ment], sert a passer d'un tenseur antisymetrique a son dual: 

"'~"' I "' "' f 't: F. F - e:, 'f 't: J - a 
F se deduit de F par la substitution E + B B + -E. 
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Avec ces notations les equations de Maxwell prennent la forme : 

"' F~"' .y ot' = d" 
et l'equation de conservation ~ 

' ) 

(l') 

(2') 

Nous utilisons la convention de sommation sur les indices muets. 

Pour relier ces equations dynamiques au fonnalisme de la premiere section, 

il faut identifier la coordonnee d'espace avec l'indice ides degres de liberte, 

la correspondance etant du type E. ~ /d 3x. Les equations de Maxwell apparaissent 
l 

de prime abord comme faisant intervenir les derivees (partielles) du premier ordre 

par rapport au temps, si nous considerons les champs E et B comme les variables de 

configuration. De plus l'invariance relativiste semble s'opposer a faire jouer 

au temps un role privilegie. 

Toutes ces difficultes vont pouvoir etre surmontees. La premiere tache con

siste a obtenir des equations du second ordre par rapport au temps en introduisant 

le potentiel Au. En effet, il decoule des equations de Maxwell homogenes qu'on 

peut toujours ecrire: 

s E': -VA0-~ B:fl>t'A • (3) 
~t' , 

On peut toujours en fait, etant donne Fµv, trouver un potentiel explicitement en 

utilisant la forroule ~ 
t . 

A._, (x) = - ( oU:- t F tJv(hc) =<-v <4 > 
0 

Un tel potentiel n'est pas defini d'une maniere univoque par !'equation (3). On 

peut le modifier en lui ajo.utant le gradient d 'une fonction arbitraire. Cette 

transformation porte le nom d.e changement de jauge 

(5) 

Si 0 designe le d'Alembertien aµaµ, les equations de Maxwell exprimees en terme 

de Aµ s'ecrivent 

0 A.., - ~ v ( o.., A tJ) = ~ -v . (6) 

Elles sont bien entendu invariantes de jauge : 

Cet arbitraire de jauge peut apparaitre, selon les cas, comme une circonstance fort 

ennuyeuse, ou au contraire fort utile, et dont les consequences sont tres profondes. 

Par des choix de jauge judicieux, il est parfois possible d•introduire d'interes

santes simplifications. Inversement, il peut se faire par exemple qu'on brise 

l'invariance relativiste manifeste (si ~' n'est pas choisi comine un champ scalaire). 
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Le premier objectif fixe est atteint, en ce sens que les equations (7) aux

quelles se reduisent les equations de Maxwell sont du second ord.re, En fait les 

expressions compactes sont legerement trompeuses. Il est instructif de recrire 

de maniere plus detaillee les equations (6) } 

f-
(6) . 

J- -

Nous voyons que pour certaines jauges (du type div A ~ 0 : jauge coulombienne) 

la premiere equation (!'equation de Poisson) n'a plus rien a faire avec !'evolu

tion dans le temps. Par exemple si div A = 0 on peut la resoudre pour Ao ~ 

A f) (t:, x) = s d3~1 
4rr 

f.(t, x') 
l )t'- )( 'J 

et recrire 1 1equation du potentiel vecteur 

• 
J 

~ ( x') .J_ 
I >C - lt''J 

• 

Naturell~ment la divergence du membre de droite est nulle en vertu de !'equation 

de conservation, 

Cette procedure est employee quelquefois pour obtenir une formulation 

Lagrangienne en vue de la quantification. Elle a le desavantage de ne pas preser

ver explicitement l'invariance relativiste bien qu~ la motivation physique sous

jacente (potentiel coulombien instantane) soit fort utile dans certains types de 

problemes (par exemple c~ux qui ont trait a 1 'etude des etats lies). 

Passons au principe de moindre action. La fonction de Lagrange (si f onction 

il y a) doit apparaitre conune une integrale sur la variable d'espace d'une densite 

a laquelle on donne le nom de lagrangien. L'action elle-meme sera l'integrale 

quadridimensionnelle du lagrangien ft(x): 

T = S e44~ ~(x) (7> 

Nous n'indiquerons pas par la suite les bornes de cette irttegrale, Nous pouvons 

nous contenter d'imaginer que l'integrale s'etend a tout l'espace, des conditions 

adequates ayant ete imposees aux champs a l'infini (dans les directions d'espace 

et de temps) pour que toutes les integrations par parties soient justifiees. On 

suppose que le potentiel Aµ se transforme conune un champ quadrivectoriel. De 

maniere a ce que le principe variationnel de moindre action conduise differents 
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observateurs utilisant des reperes relies par des transformations de Lorentz a 
ecrire des equations equivalentes. il est naturel d'exiger que le lagrangien ft> 

i) so.it un champ scalaire, 

ii) s•exprime au plus quadratiquement en A puisque les equations de Maxwell 

sont lineaires. 

iii) ne fasse intervenir au plus que les derivees (partielles) du premier ordre. 

iv) soit enfin tel qu'une transformation de jauge ne le modifie au plus que par 

!'addition d 1 une quadri-divergence. Cette condition est !'analogue de la 

propriete equivalente de la fonction de Lagrange. On pouvait ajouter a cette 

derniere une differentielle totale dans le temps sans modifier le contenu du 

principe de moindre action. De meme, en vertu du theoreme du Gauss, si on 

ajoute une divergence au lagrangien, l'action n'est modifiee que par· des 

termes qui dependent uniquement des conditions aux limites. 

Tres generalement si un lagrangien est fonction de champs $.(x) et de leurs 
1 

gradients a $.(x), la variation de l'action pour une variation infinitesimale dea 
µ l 

champs sera ~ 

La stationnarite de l'action conduit done aux equations d'Euler Lagrange 

generalisees : 

~r - (8) 

Mis a part la condition (iv). la forme la plus generale du lagrangien que 

nous puissions ecrire pour i•electrodynarnique est la. suivante 

~:. ~ ~ o.. (d~ A')(/ Av) + .f,. co~ A")Q,, A~) i- c ( C,, A~) \c:i A~A"} 
+ e At'~,_, 
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Nous avons illllllediatement elimine a aµAµ + S qui comme divergence ne saurait inter

venir ainsi que des termes du style jµa f(AP.aOAT) qui en vertu de la conservation 
µ 

du courant sont aussi des divergences. Enfin, un facteur de proportionnalite global 
est arbitraire. 

Nous exigeons alors que les equations d'Euler-Lagrange s'identifient aux equa

tions de Maxwell. Les premieres s'ecrivent : 

~A"" t e ~·1-1 = t>v t a. ~vA~ +- t ~~A"' + c i tJ~ -;;f 1tf} 
- ~ 0 A )J .,..(~+') £)tv ~Av 

Comparant cette expression avec (6) on voit que ! 

d = 0 (d ~ 0 correspondrait a un champ massif) 

-a = -e = (b + c) 

Le facteur de proportionnalite general est a. ce niveau arbitraire. 
le choix (qui sera justifie plus ta rd) ~ 

-a = -e = (b + c) = 1 • 
) 

ce qui permet d'ecrire 

Faisons 

Le terme multiplie par le coefficient c arbitraire est en fait une divergence comme 

on pouvait s'y attendre : 

On peut done si on le desire l'eliminer, ce qui revient a poser c = 0. On aboutit 

par consequent a la forme suivante de l'action: 

Cette expression nous montre cependant que ce 

jauge mais que1 supposant le courant conserve, 

revient a l'adjonction d'une divergence: 

(9) 

lagrangien n'est pas invariant du 

une transformation A +A · + o' ·q, 
ii ii ii 

ce qui explique l'invariance de jauge des equations du mouvement. Nous en concluons 
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que la conservation du courant est une condition necessaire (et suffisante) A 
!'invariance de jauge de la theorie. 

A ce stade tout autre choix du coefficient c est tout aussi legitime. Par 

exemple pour c = 1 

Comme cette question d'invariance de jauge est capitale, il est instructif 

de presenter une autre fa<son de voir qui se revelera utile dans la suite. Jus-

qu' ici la theorie est presentee sans qu'un choix particulier soit fait explici

tement qui restreigne l'arbitraire sur A. Un choix semble particulierement indique, 

il consisterait a imposer a A la condition supplementaire (invariante relativiste) 

de Lorentz ~ 

Dans ce cas !'equation du roouvement se reduirait a 

DA\)=~'"'· 
Notons que ceci est encore compatible avec la condition de Lorentz et que cette 

derniere reduit l'arbitraire de jauge sur A considerablement, puisque cette fois ci 

on n'est plus autorise qu'a des transformations : 

A p 4 A )J + ~,., 4> 0 4> = o 
Voyons s'il est possible d'introduire cette contrainte dans le for~alisme. 

La premiere idee qui vient a l'esprit, est la methode des multiplicateurs de Lagrange. 

Cornme il est bien connu, si on veut traiter un probleme de minimisation ~yec con

traintes, on peut ajouter a la quantite initiale une combinaison lineaire des 

equations de contraintes et faire des variations arbitraires. Les coefficients 

sont alors determines en requerant que les contraintes soient satisfaites par la 

solution du probleme auxiliaire. Puisque aµAµ = 0 consiste en fait en une irif i-

nite de contraintes (l'annulation d'une fonction pour tout x}, on voudrait rajouter 

au lagtangien f d~x A(x) aµ.Aµ(x). Ceci est possible mais il est plus economique de 

remarquer que a Aµ(x) =Oest equivalent a une condi tion unique /d~x {a Aµ(x)) 2 • 0. 
. µ µ - u 

Il suffit done d'ajouter au lagrangien X/2 (oµA ) 2 avec X ·+ O, independant de x. Ceci 

revient, en comparant avec ce que nous disions plus haµt, a eliminer la condition 

b + c = 1. Les equations du mouvement deviennent done: 

En prenant la divergence des deux membres on aura ~ 
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Pour A ~ 0 on assurera la condition de Lorentz par des conditions aux limites, 

par exemple en demandant que 3 Aµ s'annule asymptotiquement (pour ltl + ~). Alors 
l1 

la seule solution de l'equation precedente est la fonction nulle : c A~ O et . µ 
DAµ= "j~. Ce choix de jauge n'influera en rien sur !'expression des champs E et 

B en fonction des sources et nous voyons que nous obtenons de cette maniere une 

theorie parfaitement equivalente aux equations de Maxwell. 

Resumons la logique du raisonnement 

';f = -.!_. l="i - d· A 
4 .. 

Invariance de jauge~ courant conserve 

Principe de moindre action~ equations de Maxwell. 

2) 

Le courant est conserve cj = O 

Principe de moindre action~ O a Aµ "' 0 
)J 

Conditions aux limites ==> jauge de Lorentz==> equations de Maxwell. 

Je me suis fort appesanti sur cette question parce que c'est une source de 

confusion considerable. Par ailleurs, ceci va etre generalise au cas des champs 

de Yang-Mills. De meme la theorie de la gravitation fait intervenir des concepts 

analogues. 

Ajoutons quelques remarques mnemotechniques permettant de retenir 

les signes. · quell~~e soient les conventions de metrique ~On veut que ... 
les termes en (<lA/at) 2 (les seuls qui soient qua.dratiques dans les "vitesses11) 

soient affectes d'un coefficient +%. De meme p0A~ est une energie potentielle 

et doit intervenir avec le signe moins. Enfin. dimensionnellement (dans le sys

teme Gaussien rationalise utilise ici) tout va bien puisque J d 3x E2 /2 est une 

energie done fd'+x E2 /2 est.bien une action : energie x temps. 

L' electromagnetisme n 1 est pas• tant s 'en faut • le suj et uniqu_e de la theorie 

des champs. D'ailleurs nous n'avons meme pas traite dynamiquement lea degree de 

liherte des sources. Pour completer ces indications sur les systemes infinis. pas

sons en revue quelques _ cas simples qui servent de materiaux a 9es constructions 

plus ambi tieuses. Convenons d' appeler 11lagrangien libre ~1 la par tie du lagrangien 

quadratique dans les champs. Nous nous bornons pour l'instant essentiellement ll 

ce cas. 

Par exemple un champ scalaire satisfaisant a l'equation de Klein-Gordon 

~-z.D ~-wi")<:f>(x) = o, (10) 
aura pour lagrangien 

(11) 
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J'ai ajoute explicitement un facteur h ayant les dimensions d'une action 

pour montrer que le concept d'un cqamp de Yukawa massif necessite !'introduction 

d'une nouvelle constante. Desormais on identifie ce h avec la constante de Planck 

et l'on faith = 1. Dans ce type d'unite l'action est sans dimension et¢ (co1!l1De 

A) ales dimensions d'une energie OU de !'inverse d'une longueur. 
jJ 

Si l'on veut un terme de source j dans le second merobre de l'equation de 

Klein-Gordon, il faut ajouter +j¢ au lagrangien (11). Dans une theorie plus am

bitieuse, par exemple si le champ scalaire interagit avec lui-meme, conmte c'est 

le cas des vibrations anharmoniques d'un cristal, les termes les plus simples 

que l'on puisse ajouter sont en $ 3 et $4 (on verra plus tard que si on peut quan

tifier ces theories de maniere a obtenir des predictions non ambigues, dans l 1 ~tat 

actuel des techniques de calcul, la renormalisabilite introduit se severes restric

tions sur le type de termes d'interactions possibles). Par exemple un modele hyper

simplifie d'interaction TioTio (negligeant isospin, couplage aux baryons ••• ) ajoute

rait un ternie d'interaction ~A/4! $4 avec -A/4n de l'ordre de la longueur de 

diffusion d 1 onde s en unite l/m • 
1T 

Les champs vectoriels massifs semblent jouer un role essentiel dans la struc

ture des interactions faibles. 

En presence de sources exterieures les equations du mouvement sont 

(D+m~B., -'Vµ(i\,s~) =J~. (13) 

Prenant la divergence des deux membres ·: 

')"(l-z. ~,.,s"":. I.>,.,~"'· c14) 

Si les sources s'annulent ou sont conservees a jµ "'0 et le champ Best transverse 
jJ 

(trois polarisations possibles dans le cas libre). Introduisant encore le tenseur 

antisymetrique GµV = aµBV - aVBIJ le lagrangien prendra la forme : 

·-

Ici le champ B est en principe "mesurab le 11
• Cependant rien n 1 interdi t de cons i

derer des variations de !'action induites par des varia-tlons de.s· de la forme ; 

J 

avec 

On voit alors que la condition de transversalite doit necessairement emerger du 

principe de moindre action. 
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Anticipant sur la question des ch~ps avec spin, il me faut quand meme ajouter 

quelques mots sur les champs de spin %. Le prototype est fourni par les solutions 

de l'equation de Dirac : 

ou 1/J et n (la source) sont des spineurs a quatre composantes, Les quatre matrices 

yµ satisfont a : 

Pour ce qui suit nous pouvons nous contenter de la representation habituelle ~ 

( ~ -~) =(o o-.c) 
-a°" O 

L'equation de Dirac est du premier ordre dans le temps. Cependant , le champ tjJ 

peut etre considere corome intrinsequement complexe, ce qui fait qu'on peut varier 

independamment 1/J et 1/J+, 

Bien que cela ne soit pas essentiel pour la suite , le traitement correct au 

niveau ''classique" des spineurs est de les considerer comme faisant partie d'une 

algebre anticommutante (ceci peut etre formalise). L'operation 1/J ~ 1/J+ est suppo

see renverser 11ordre des facteurs en plus d'etre antilineaire : (A1/J 1 + µ1/J 2 )+ 
w + w + + + + 

A 1/J1 + µ 4>2 , (tJi1W2) . • 1jl~ijil 

L'action (invariante par l'operation+) s'ecrit explicitement : 

S d4
"' ~ ~) lf o~ Up t 

avec: ++10 

Des variations independantes de 1/J et tjJ donnent alors 

~r= Jd 4,+·f[ (~ 1"vrm)t-?]-~ (ilp~tl~~f 
{f ( -_i ~~ 'l''"'--m) -~ J Et + i; t ~ ~ IJ~ip} 
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Integrant par parties les termes en c (6~) et c o~ et annulant les coefficients 
µ µ 

de 6~ et de oW separement, on obtient !'equation de Dirac et sa conjuguee : 

) 

L'anticommutation n'a joue aucun role dans cette derivation. Cependant, son in

troduction se justifie dans le cadre de certaines methodes non rigoureuses mais 

fort suggestives qui, partant de l'expression "classique11 de l'action, permettent 

d'obtenir la version quantique de la theorie (les integral~s de chemin de Feynman). 

La seule fa~on de proceder pour les champs de spin demi-entier en respectant la 

relation entre spin et statistique est d'utiliser les regles d'anticommutation 

envisagees ci-dessus. La limite classique d'un champ de bosons est identifiable a 
un champ classique au sens ordinaire du terme comme c'est par exemple le cas du 

champ electromagnetique. En revanche la limite classique d'un champ o~eissant a la 

statistique de Fermi ne peut s 1etendre que dans un sens tres particulier. 11 n'y 

a pas de champ "neutrinique" equivalent a:u champ electromagnetique. 
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3. SYMETRIES ET LOIS DE CONSERVATION 

Pour introduire le suj et revenons a la mecanique d'un nombre fini de degree 

de liberte. L'objectif es sentiel du formalisme, a ne pas perdre de vue, est la 

resolution des equations du mouvement, compte tenu de conditions aux limites 

appropriees. On s 'interesse a toutes les proprietes generales qui peuvent aider 

dans cette tache. Les symetries jouent un role decisif dans la mesure ou d'une 

part, lea contrain tes qu' elles imposent sont dans une large mesure independantes 

de la dynamique souvent imprecisement connue, d' autre part elles permettent de 

restreindre les choix de modeles. 

A priori, on dispose dans de nombreux cas de deux types d'arguments. Le pre

mier type est la prise en consideration de syrnetries evidentes (ou mains evidentes ) 

dans le probleme. Le second consiste a remarquer, en manipulant les equations, que 

certaines quantites sont inchangees dans le mouvement. Le fait remarquable est 

qu'il existe trea souvent une relation tres etroite entre ces deux types d'argu-

men ts. 

Partons d'un exemple tres simple, pour nous orienter. Une particule materielle 

est soumise a un champ de force derivant d'un potential independant du temps. 11 

est clair que dans ce.s conditions la position a 1 ' instant t du point representatif 

du mouvement de la particule, partie d'un point determine de l'espace des phases, 

a !'instant t = QJest evidemment la rneme que celle d'une autre particule au temps 

t + 't partie du meme point initial a 1 1 i nstant T. 11 y a inva_riance du probl~me 

par translation dans le temps. Par ailleurs, en combinant les equations du mou

vement, nous savons que dans ce caa l'energie (la valeur de la fonction de Hamilton) 

est conservee. Ces deux remarques sont en fait liees. Nous avons vu que la va

riation dans le temps de toute fonction sur 1 1 espace des phases est donnee par la 

relation~ 

L'invariance par translation dans le temps se traduit ici par le fait que le po

tentiel est independant du temps. C'es t dire que l'on a. aH/3t 0 et comme 

{H,H} .. 0 : 

• 

En d'autres termes la valeur de la fonction de Hamilton - l'energie - est 

conservee par le mouvement. Cette simple remarque suffit par exemple a resoudre 

explicitement par quadratures le probleme du mouvement d'une particule materielle 

se depla~ant sur un axe sous l'effet d 1 une force independante du temps. 
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Afin de pouvoir discuter des symetries de type different nous pouvons donner 

a la relation entre invariance par deplacement dans le temps et conservation de 

l'energie une forme legerement differente. Considerons l'action evaluee pour la 

trajectoire stationnaire entre les configurations (q 1 ,t1 ) et (q2,t2). L'invariance 

par translation dans le temps s'exprime alors par la relation~ 

1:(qQJr,+'t') qlJ~,+T) ~ 'I (<:Jz.1~z.j q,J~ .. ) 
Prenant T infinitesimal ceci equivaut a 

. 
J 

ou encore en tenant compte de (I-9) 

De maniere analogue l'invariance par translation d 1espace entra1nera : 

et sous forme differentielle, en tenant compte de (I-9), on obtient la loi de 

conservation de !'impulsion totale (somme des moments conjugues) 

L 1 invariance de !'action resulte au fond de la formule 

) 

lorsqu~on a cL/aa = 0 et a designe l'un des parametres de la transformation. 

Si on a encore invariance par rotation q ~ Rq, R designant la matrice de ro

tation, une transformation infinitesimale d'angle oa autour de la direction~ 
donnera 

Utilisant des notations evidentes,la meme formule 

~T ( z, 1) (po~ - *"' ~ t J ( ) 
entrainer a 1 1 egalite : - ~ ~ 

P-n . ( u" q,,) J 
'2. 
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Comme 1 1 axe de rotation est arbitraire on obtient ainsi la loi de conservation 

du moment angulaire total : 

La methode employee c.i-dessus peut done se iesumer comrile suit : le probleme 

dynamique envisage admet une certaine invariance. L'action 1(2,1) qui resultait 

de l'integration le long de la trajectoire stationnaire entre les configurations 

1 et 2 est egale a I(2' ,l') OU 11 et 21 sont les configurations transformees par 

la symetrie en question. Dans le cas ou les transformations envisagees dependent 

COntinuroent d 1un parametre qui peut etre pris infinitesimal OU aboutit ~ Une loi 

de conservation. 

Remarquons que certaines symetries sont discretes. C'est le cas de la parite, 

du renversement du sens du temps .•• Par exemple cette derniere propriete equivaut 

a l(q2,t2; q1,t1) ~ I(q1,-t1; q2,-t2), (on note que ceci entraine P2++ - P1); mais 

elle ne conduit pas une loi de conservation. Ceci n'est pas tout a fait exact en 

ce sens qu'il peut exister des invariants integraux. A titre d'exemple de cette 

derniere circonstance, considerons le mouvement d 1 une particule a une dimension 

dans un potentiel periodique de perio.de a 

la quantite integrale ~ 

"' OU 

On a dans ce cas conservation de 

) 

En d'autres termes,soit dans l'espace de phase au temps t1 une courbe arbitraire 

C1 partant d'un point (q1pi) et le joignant au point (q1+a, p1). Au temps tiles 

points representatifs formeront une courbe C2 partant de (q2,p2) et allant a 

I ' 

~ I 

Fig. 1 - L'espace des phases 
pour un potentiel de periode a. 



- 21 -

Tout se passe comme si l'espace des phases avait la structure d'un cylindre avec 

l'identification q = q + na. Dans ces conditions C1 et c2 apparaissent colllllle des 

cycles fermes et fpdq est un invariant. A la Hmite ou a + 0 nous retrou-
cycle ferme 

vons la conservation du moment habituel. 

La question de ces invariants integraux deborde le cadre de notre discussion. 

Desormais, nous nous bornerons a des ensembles de transformations dependant de 

maniere differentiable de certains parametres. 

Nous pouvons faire une derniere generalisation pour nous preparer a la suite. 

Pour cela revenons a l'action envisagee comme fonctionnelle de toutes lea trajec

toires, entre lea configurations let 2. Pour etre specifiques reprenons l'exem

ple de l'invariance par rotation 

+ + .+ + 
Nous avons L(Rq ,Rq ) ~ L(q ,q ). 

. n n n n 
. 'i''' + + ~++ Pour une rotation inf nites1male Rq = q + va u ~ q. 

Bien entendu L n 1 est invaiiant que si l'angle oa est independant du temps, sinon 
+ + 

d/dt Rq t R dq/dt. Cependant, dans le principe variationnel rien n'empeche de 

choisir au voisinage de la trajectoire de stationarite des variations particulieres; 

) 

a condition bien entendu que oa(t 1 ) • oa(t 2 ) • 0. L'invariance par rotation dit 

que, lorsque oet est constant, oL = O. De maniere generate on a necessairemen~ 

~I(a) ~ 0 
·b « (t) 

Explicitons cette condition. En utilisant la remarque ci-dessus on a ~ 

oI 
oalt) 

-- 0 • 
(1) 

Done la quantite ()L/ao~ est conservee; elle ne depend bi en sur plus de '5et puisqu' on 

neglige les termes que ne sont pas de·s infiniment petits du premier ordre. De plus: 
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Or, on a: 

La quantite conservee est done ~ 

7'L ---0 b~ 
Par exemple, pour le cas des rotations, on trouve: 

Pour le cas de l'invariance par translation dans le temps
1
il faut faire un peu 

attention,car le cas oa ~ cte correspond au deplacement des temps initiaux et 

finaux. Plus directement posons : 

et oa(t1) • o~(t 2 ) = 0. Au voisinage de la trajectoire reelle on aura~ 

0= 

--
L'invariance est exprimee par la condition oL/3t • O, et on retrouve heureusement 

la conservation de l 'energi.e pq-L. Plus generalement d ( o q - L ) ==-~. 
· · dt r ~t 

11 peut se faire que la loi de force possede une invariance sans que la,fonc-

·tion de ·Lagrange soit invariante. Ce qui arrive alors, c'est qu'une transformation 

infinitesimale, de parametre independant du temps, ajoute a la fonctiO,Jil de Lagrange -
une derivee totale dans le temps~ I1 n'en reste done pas 111oins vrai que SI/SO(. lt)= ~ 
conduit a une· loi de conservation, mais la quantite co~servee n'est plus oL/aoa 

et peut meme dependre explicitement du temps. A l'oppose.ce ce qu'on pourrait 

imaginer cette circonstance n' a rien d' exceptionnel. Un exemple simple est fourni 

par le mouvement d'un point materiel soumis a un champ de force independant de la 

pos.ition (mais pouvant dependre du temps). Le probleme est evidemment invariant 

par translation mais !'impulsion n'est evidemment pas conservee _.. 
lation independante du temps oa, a la fonction de Lagrange 

L - ~ 
F(t) ·<l ) 

• d' Autrement it 

Pour une trans-
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s 1 ajou te ~ 

qui est bien une derivee totale . 

.t.... ~ Si ua depend tu temps, on trouvera 

0 

• t .... 
La quantite conservee est m'7f- f dt1 F(t1 ) en accord avec lea lois du mouve-

ment On observe que meme pour une force constante cette quantite depend explici-

tement du temps. Physiquement il est bien sGr impossible de realiser une telle 

force Constante a travers tout l'espace comme le demande l'invariance par trans

lation. 

La generalisation au cas d'un systeme a un nombre infini de degres de liberte 

ne va pas presenter de difficultes particulieres. Nous allons envisager deux 

types legerement differents de transformations. Dans le premier type, qui sera 

l' analogue des translations dans le temps, la p'ropriete d' invariance se traduira 

par~(x) +':f,(x') oil x' sera un point transforme, dans le second par'at(x) -+'t(x), 

Les premieres transformations seront dites "geometriques", les secondes "internes". 

Cette distinction n'est ici qu'une commodite de langage. 
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4. Ir:NARIANCES GEOMETRIQUES ET TENSEUR DENSITE D'ENERGIE-IMPULSION 

Supposons un lagrangien exprime en fonction de champs et de leurs gradients, 

mais sans dependance explicite dans les coordonnees x. A1ors par translation : 

Dans une transformation infinitesimale o~.(x) ~ oaµ d ~.(x). Suivant les recettes 
1 µ J. 

presentees ci-dessus, nous envisageons des transformations infinitesimales dependant 

de x, a savoir~ 

La variation correspondante de l'action, apres une integration par parties, s'ecrit: 

~:r = s d'"" [ ~./~ - ~t-> ( ~ )y <J>.fl d a. ..y. 
. . ( 0 dtJ~c.· ':lJ 

Annulant le coefficient de oa\){x), on obtient une generalisation de notre discussion 

de la conservation de l'energie. Le tenseur "canonique" el.IV exprimant cette fois 

ci la conservation de l'energie et de l'impulsion a pour expression 

L )i? () -V q,~ - 'g tJV£ 
~ ) ~,..4>,: 

et il satisfait a l'equation de conservation 

) 
( 1) 

(2) 

Il en resulte q•1e les quatre quantites P\>(\> a O, 1, 2, 3) correspondant res.

pectivement a l'energie totale et aux trois composantes de l'impulsion totale: 

) (3) 

sont conservees, c'est-a-dire independantes du temps. En effet, il resulte imme

diatement de (2) que: 

pourvu que les champs s'annulent suffisamment vite a l'infini. 

Ce resultat est un cas typique du theoreme de Noether. A toute "invariance" 

du Lagrangien par une famille de transformations dependant continument d'un para

metre correspond un "courant" conserve. En integrant sur tout 11 espace la qua

trieme composante de ce courant on obtient une constante independante du temps : 
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la "charge" associee. En fait on peut aussi bien integrer sur une surface du 

genre espace o, d'element de surface doµ. Ainsi, dans le cas present, on a aussi 

bien: 

{3') 

Il peut se faire que le lagrangien ne soit pas invariant. Par exemple, il 

pourrait contenir une dependance explicite dans les coordonnees x 1 par l'interme

diaire d'un champ exter ieur. Dans ces conditions ~ 

n 1 est pas egale a ~ 

) 

mais a 

) 

OU a explicite.t deaigne la derivation par rapport a la dependance explicite dans 
\) . 

les coordonnees x a champs constants .. Il faut faire attention au fait que ce n'est 

pas reellement un gradient. De ce fait, on aura: 

. '(4) 

Par exemple si le lagrangien est la somme d'un terme invariant fio 1 et d 1un terme 

de couplage a des sources ·exterieures ~ . <I> . j . , i 1 y a une dependance dans les coor
l l. l. 

donnees a travers l es sources j.(x). On aura 
l 

e "'" - eotJ~ - ~ ~~ 4 '1>.:J.< ) -
""' 

et 

"d e'"'-J 
-J • 

-~ ~.l 0 J~ r - ... 

Soit encore 

~'II :L . v 
C>~ e~ - J-' 0 lf>~ - "' 
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Ecrivons ceci explicitement pour un champ scalaire: 

et 

e~"'::: 
. 0 

Au passage nous observons que !'expression de la densite d'energie est 

eoo = 
0 

Classiquement pour que la densite d'energie soit bornee inferieurement il est 

n€cessaire que la constante de couplage A soit positive. 

De plus, le tenseur canonique 6io (i=l,2,3) est egal a la densite d'impul~ 
sion e0 i. Cette propriete ne signifie nullement qu'au champ scalaire sont asso

ciees des excitations de masse nulle, C'est en fait une propriete fort raisonnable. 

Prenons' un peti t exemple pour le montrer. ConsiderQns une assemblee de particules 

de masse m uniformement reparties dans l'espace (densite no), sans interactions, 

et plac;rons nous dans un repere oil elles sont tou·tes en mouvement avec l 1impulsion p 
et la vitesse ~ = p/p 0 , p0 = /p 2 + m2 • Le nombre n de particules par unite de vo~ 
lume est n0 /./1 - v 2 ~ n 0 p 0 /m en raison de la contraction des distances, et par 

co~sequent la densite d'energie est: 

et son flux 

£:l.. 00 l 
Cl '\)" -:. 

Par ailleurs la densite d'impulsion est : 

. 
elo = 

On voit bien que;flux d'energie = densite d'impulsion . En fait le tenseur complet 

est tres simple dans ce cas, et s'ecrit; 
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Considerons ~ present le champ electromagnetique couple a un courant conserve 

exterieur. Rappelons que le lagrangien s'ecrit: 

J__ I F 2 i A 
di. -4 -a· 

Appliquant la formule (1) on trouve que 

e.,.,..., __ ,,c..t'V ,.., ..... A 
Lio + ~ a· ) 

En l'absence de courant exterieur 80 est conserve; mais que j soit mil ou pas 8 

n'est pas invariant de jauge ! Si A~ A+ a~ 

eµ~ e· ~...,_ F t-JPO-.J~pcl> +~tJ" df~~ = 
e..," + -of ~ ~ ,., "Jr~ _ F ~f' o..., 4>] 

En revanche pour des champs s'annulant suffisamm.ent vite a l'infini et en l'absence 

de courant exterieur; le terme ad9itionnel s'exprimant comme une quadridivergence 

n'influera pas sur 1 1expression de ~'impulsion totale, 

Il est neanmoins extremement desagreable de voir un tenseur d'energie

impulsion qui, au mains dans ce cas, est en principe mesurable (ou le suppose 

en general couple au champ de gravitation), dependre de la jauge. Qui plus ·est, 

la partie anti symetrique de eµv : 

.) 

ne s'annule pas, meme si l'on utilise les equations de mouvement. 

Cependant, de meme que le lagrangien n'est pas entierement determine par les 

equations du mouvement, de meme le tenseur densite d'impulsion-energie souffre 

d'un arbitraire. Tres generalement si kµ(x) designe .un 11courant 11 conserve a kµ "'0 . . µ 
definissant une charge K = f d 3x k 0 (x,t), on ne modifie . en rien les charges et 

eventuellement les proprietes de conservation et de covariance relativiste si on 

change le courant ~ 

) 

de telle sorte que 
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et : 

Une solution generale a ces contraintes est 

) 

ou Kµp est un tenseur antisymetrique dependant localement des champs. En effet, 

on a bien 3 3 Kµp = 0 et ~ 
µ p 

D 1 ' d • eµv · ans e cas present, on peut one a1outer au t;nseur canon1que ~ 

) 

OU eµp,v est antisymetrique en µ et p, local dans les champs mais a cela pres 
arbitraire. 

La discussion de l'effet d'un changement de jauge sur le tenseur canonique 

suggere immediatement un choix possible. Dans ce cas on avait, en effet, en l'ab

sence de courant exterieur: 

Nous choisissons done d'ajouter au tenseur canonique ~ 

--
Avec 

) 

Or, en vertu des equations du mouvement a
0
Fµp ~ -jµ, si bien que 
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En l'absence de sourceJle nouveau tenseur 

la fois symetrique et invariant de jauge. 

generale : 

ce qui peut etre arrange pour lui donner la forme 

-En consequence, il est possible d'identifier le nouveau 80 defini ci-dessus comme 

la contribution purement electromagnetique a la densite d'energie-impulsion qui 

coincide, bien entendu, avec l'expression habituelle du tenseur de Maxwell. La 

densite d'energie ~ 

......, O'<O 

e = 0 
) 

est bien positive. 

Le fait que,meme apres nos manipulations 1 il reste encore danP eµv' en presence 

de sources exterieures fixes, des termes non-invariants de jauge, ne saurait vrai

ment nous surprendre puisque le systeme est ouvert, Pour montrer ce qui se passe 

dans un systeme ferme 1 en tenant compte de la dynamique des sources, considerons 

un ensemble de particules chargees,ponctuelles1en nombre fini 1interagissant avec 

le champ electromagnetique. L'action est donnee par (le signe est convention-

nel) : 

Le point designe une derivation par rapport au parametre l servant 8 decrire les 

trajectoires des particules dans l'espace temps et qui, d'apres les equations du 

mouvement,peut s'identifier au temps propre. 

Dans une translation : 

A (x) ~ A(.x~) 

l'action est invariante 

Si on envisage des variations 

) 
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avec: 

- 30 -

-

~~~-J+'"l..- ftJf~"Af ~ ~ Jdt,., e,.. ~~l"11) ~(>c-X(r,.J)A"(x.,.tr11)) 

+ L""' 'm-n jo.~,, ~! ('t._) X~ l-r.,.) ~ex- X~(r~)) 

Si on repete les manipulations destinees a rendre eµv symetrique, c'est-a-dire 

si l' on ajoute : 

) 

on obtient 

Le resultat ~st un tenseur symetrique, conserve, et invariant de jauge, Les termes 

dangereux ont tous disparu. On observe que les contributions des sources chargees 

et du champ electromagnetique s'ajoutent purement et simplement. 

Notons que, dans les regions ou les sources s 1 annulent, la trace de 60 est nulle. 

Cette propriete entraine immediatement que, pour un gaz de photons, la pression est 

e~ale au tiers de densi te d' energie. D 1 ailleurs un argument simple, reposant es.

sentiellement sur la nullite de la masse des photons, permet de le comprendre. 

Or, ce dernier argument ne fait jouer aucun role au spin du photon. On est done 

amene a penser que des "photons scalaires" devraient aatisfaire a la meme relation 

press ion = % densite d ' energie . En d 'autres termes, si on considere la '.'theorie 

en <j>lt•• on s'attend a ce que el\1 soit proportionnel a m2 et par consequent s'annule 

lorsque m2 = O. Or, en !'absence de sources nous avions !'expression 

) 

-
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Si nous tenons compte des equations du mouvement 

et 

on voit que la propri~te annoncee n'est verifiee qu'a une divergence pres 

Question: Peut-on jouer sur l'arbitraire dans eµv de maniere a rendre sa trace 

proportionnelle ~ m2 7 La reponse est oui mais le prix a payer est qu'on ne peut 

se contenter d'une expression en termes des derivees premieres du champ. On li

mitera le choix en exigeant de ne pas introduire de parametres dimensionnels nou

veaux. Le tenseur aµv a la dimension 4 (en energie); en effet, c'est une energie 

par unite de volume. Le seul choix non trivial possible est alors par inspection: 

--

Et au total : 

Gt '()f { ( ~~rJ ~ f - ~ ~v ~}l) cP'l-} 

a.. ( ~ ~y D - ~~ o") o/ ~ 

Si done. on choisit a = 1/6, la trace sera proportionnelle a m2
• L'adjonction de 

Lle'i.iv fournit un tenseur a•energie-impulsion ameliore •• 

= ) 

qui reste conserve et symetrique,et dont la trace s'annule avec le seul parametre 

dimensionnel m2
• 

En realite les arguments donnes ci-dessus pour faire cette modification sont 

assez fallacieux, Pour definir une pression et une densite d'energie macroscopique 

on sera amene a faire des moyennes dans l'espace et dans le temps, moyennes qui 
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fe.ront disparaitre le terme a\J (<P()µ4>). La limite m2 -+ 0 est celle de la disparition 

de tout parametre dimensionnel de la theorie, c'est-a-dire a l'apparition d'une . 

nouvelle invariance. On con~oit que l 1 annulation de la trace du tenseur elJV soit 

liee a cette propriete que nous n'avons pas la place de discuter ici. 

En revanche il est instructif d'analyser un peu plus en detail l'origine de 

notre derivation du tenseur densite d'impulsion-energie. Initialement nous dis

cutions !'invariance par translation x ~ x +a. Cependant, dans l'esprit du theo

reme de Noether, nous avons en fait introduit ce qui revient a des transformations 

de coordonnees infinitesimales totalement arbitraires. Nous avons alors exploite 

le fait que le lagrangien ne dependait des coordonnees que par l'intermediaire des 

variables dynamiques (dans le cas d'invariance). Cecl nous entraine a examiner 

!'introduction de systemes de coordonnees completement generaux, c'est-a-dire ou 

la metrique prend la forme ds 2 = y f3(~) d~o:d~f3. On peut se demander ce qui se 
0: 

passe lorsque partant d 1un espace de ~linkowski plat avec des coordonnees globales xµ 
on se propose de faire un changement de coordonnees arbitraire x = x(~). Apres 

tout les variables x sont muettes, et on est bien libre de choisir une autre indexation. 

Pour ne pas abuser des notations prenons l'exemple du champ scalaire et ecri

vons ~(x(~)) ~ ${;). Nous expliciterons les derivations par rapport aux variables~' 
mais no.us conaerverons les conventions "relativistes restreintes" au = a/axµ, 
aµ= gµvav. ¢(x(~)) = ~(s), g v restant egal a 1 1 expression numerique utilisee 

. \J 
jusqu 1 ici. L'action s'ecrit : 

I= Sa4s t~l' .L C<>ri~·Q(d~s~J ~ ~ 
oc5) l 2 . 0 s°" 0 sf' 

Le "potentiel" V(¢) £.st par exemple: 

\J <4>)::: ~~ cp'l +~cf> 4 ) 
Ol 4! 

et nous omettons les sources exterieures de fa~on a avoir une situation inva-

riante. Le Jacobien de la transformation est le determinant : 

Quant a la metrique, on a 
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Il n'est pas difficile de voir que ~ 

) 

en d'autres termes,l'inverse yaS de la matrice yaS est donne par ~ 

De plus, on verifie que 

Le signe moins insere ici, tient au fait que, tant que le changement de variable 

n'est pas degenere, le determinant de y est du signe de celui de g, c'est-a-dire 

negatif. Ainsi : 

I= ~ d.4-j J-~ ~ .L ~ocp ~ ~ _ Ve$)}" 
ct l> l(( ~~~ 

Le systeme de coordonnees est maintenant arbitraire. Il se reflete uniquement 

dans l'apparition des dix fonctions y (;) (dix a cause de la symetrie). Or, 
ap 

un changement ·de coordonnees depend de quatre fonctions arbitraires xµ(;). Les 

fonctions yaS satisfont done a six contraintes non triviales qui expriment geo
metriquement que l'espace est plat (le tenseur de courbure est nul) et se tradui

sent analytiquement par le fait qu'on doit avoir : 

Ainsi, une variation des champs, qui reflete uniquement une indexation differente 

des points de l'espace temps, entraine que: 

o = ~I:: 

--
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Mais oya8(~) n'est pas arbitraire. 11 f aut tenir compte des contraintes indiquees 

ci-dessus. Si on modif ie les fonctions xµ(~) en xµ(~) +oxµ(~); on aura: 

Par consequent 

La densite tensorielle 

) 

est automatiquement symetrique et peut s'identifier avec l'expression du tenseur 

impulsion-energie en coordonnee arbitraires. Dans notre exemple en notant : 

) 

Si en parti_culier on trouvera ~ 

e"'"' = 

et comme J:x. v ~ "'i 
::: la loi de conservation prend la forme habi tuelle : 

~~~ 
f' > 

~,.., e~" . = 0 ' La symetrie de 6µv apparait alors comme une consequence necessai re de sa de

finition. 

Le lecteur est i nvite a generaliser ce qui precede au cas ou on a des champs 

vectoriels, Spinoriels ••• Par une modification appropriee de la methode ci-dessus 
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qui consiste essentiellement a traiter le champ ~ non comme un scalaire mais 
. I 

comme une densite de poids --J ~ cl>(Xlt)):~cld'l'r»ci(~) il est meme possible 

de deriver ainsi l'expression du tenseur ameliore. 

11 y a done un lien etroit entre la definition du tenseur densite d'impulsion

energie,qui apparait conune une reponse a un changement infinitesimal de metrique, 

et la theorie geometrique de la gravitation. Il n'est done pas surprenant de 

trouver dans le membre de droite des equations d'Einstein une contribution de la 

matiere par l'intermediaire dee. Nous ne pouvons evidemment developper ce sujet 

ici. 

Apres ces longs developpements apropos de !'invariance par translation, 

bornons-nous a de tres succintes remarques dans le cas de l'invariance par trans

formation homogene de Lorentz. Sous forme infinitesimale ~ 

est infinitesimal. 

Pour 11application du theoreme de Noether, on considere owµV comme dependant 

de x. On definit done de nouvelles coordonnees ~ avec: 

A l'ordre le plus bas~ 

, 

En identifiant le coefficient de ow dans la variation de !'action, ori trouve 
a(3 

sans peine qu'avec le tenseur eµv symetrique defini ci-dessus : 

) 

correspondant a la conservation du moment angulaire generaiise ~ 

Les quantites conservees sont bien entendur 

:::r "~ = 
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Jva n'est evidenunent pas invariant par translation. Si l'origine des coordonnees 

d' integration est deplacee de x : J ~er_. .J'~~T 'f""o..(f' - f"' ct." Une quantite 

intrinseque le moment cinetique propre est obtenu en formant la combinaison 

~ = i E-llC~d· :>fl' P~ p1. ) qui a la propdete de se. reduire au moment 

angulaire ordinaire dans le systeme ou la tri-impulsion totale s'annule, 

J'ai beaucoup insiste ici sur le tenseur densite d'impulsion-energie, ses dif

ferentes definitions et proprietes, parce qu'au fond il joue un role central dans 

la question des invariances geometriques. Le sujet est cependant loin d'etre epuise. 

11 faut encore ajouter quelques tres breves indications sur la formulation 

hamiltonnienne. Jusqu'ici on a evite d'etendre au cas relativiste les crochets de 

Poisson du formalisme hamiltonien. Et ceci parce qu'inevitablement on est alors 

amene a faire jouer au temps un role privilegie. Cependant, rien n'interdit en 

principe de le faire. Aun temps t determine on peut definir l'expression: · 

11(x,t) _ 'di 
bd0 qlx,t) 

-- > 

qui est l'analogue du moment conjugue de la mecanique non relativiste, De meme 

on peut definir le crochet de Poisson anti-symetrique de deux fonctionnelles 1 1 

et 1 2 des champs ~ et n au temps t : 

LI expression oL/o~ (t ,x) est a prendre avec un grain d'e sel. Par exemple si L . 
s'ecrit comrne l'integrale (a trois dimensions) d'une densite faisant intervenir 

. ~ 

des gradients de~' il faudra. integrer par parties les variations oV~. Alors, 

on aura : 

\ 1T (x ,l) , ct> ( °'!• t:) r 
\ir(1(, t) } ir (1,~) J 

et par exemple ~ 

etc •.• 

) 

. 
) 
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Pour une applic~on coherente de ce formalisme au cas de champs spinoriels 

formant une algebre anticommutante, il faudra d'une part respect~r l'ordre des 

facteurs, d 1 autre part poser 

Nous ne nous appesantirons pas sur ce sujet. 

On s'attend ace que les equations du rnouvement s'ecrivent: 

) 

Quant a la fonction de Hamilton H,ce n 1 est rien d'autre que l'integrale spa

tiale de la densite d 1€°nergie 

) 

exprimee .comme fonctionnelle de ~ . v~ et n . 

Iltustrons ceci sur 1' exero.ple du cha111p scalaire en interaction. Rappelons 

que : 

E> 00 = ~ (00 .<P),_ +~ (V4>)t. + V(tJ>) 

1T di! 

H = 
Par consequent : 
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Les equations de Hamilton donnent alors ~ 

= ~ H > c\> (~1 t)} = Tr{><) 

~ H) 'TT (~,t)f = 

En les combinant on obtient bien •, 

) 

qui est !'equation du mouvement obtenue par le principe variationnel. 

En mat iere de di vertissement le lect·eur est invite a voir s I il y a lieu de 

modifier ce. qui precede si on utilise le tenseur densite d'impulsion-energie 

ameliore. Il pourra examiner les crochets de Poisson t 9l-'"(>e,~).J 9~.Y(,_,~)1 
dans la theorie,scalaire et voir comment la construction precedente s 1 applique 

aux cas de. champs spinoriels • vectoriels ••. 
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5. SYMETRIES INTERNES 

En dehors des invariances geometriques d'autres symetries jouent un role im

portant. Un exernple simple est !'invariance isotopique -des forces nucleaires. 

Plus generalement on a une symetrie SU(3) approximative des interactions entre 

particules. OU meme SU(3) x SU(3). En electrodynamique nous avons l'invariance 

de jauge, d'une nature legerement differente. 

Ayant recule jusqu'ici devant la necessite d'evoquer la theorie des groupes, 

on se trouve ace point oblige d 1 en recapituler tres brievement quelques notions, 

ne fut-ce que pour preciser les notations. 

Il faut d 1 abord distinguer la notion abstraite du groupe,forme d'elements se 

combinant suivant une loi de multiplication associative1 avec element unite et 

inverse, de ses realisations concretes sous forme de groupe de transfornia~ions. 

Dans ce dernier cas on a affaire a des permutations au sens large d'elements d'un 

ensemble qui .peut etre fini ou infini, conune une variete geometrique ou un espace 

vectoriel, Dans ce dernier cas on parlera de representation (sous entendu li

neaire) de dimension finie OU infinie, unitaire, orthogonale OU symplectique ••• 

suivant que les transformations laissent invariante une forroe sesquilineaire, 

bilineaire positive, antisymetrique non degeneree. 

En dehors des groupes finis OU discrets, les groupes de Lie jouent un role 

essentiel en physique. Ces groupes sont munis d'une structure (infiniment) dif

ferentiable compatible avec les operations de multiplication et d'inversion, 

Nous n'envisageons pour l 1 instant que des groupes a un nombre fini de parametres. 

Dans une representation1 les elements du groupe correspondront a des opera

teurs lineaires,indexes par des parametres variant de maniere continue,et en 

nombre egal a la dimension du groupe (trois pour les' rotations de l 'espace 

ordinaire, huit pour SU(3) . •.• ). En particulier, au voisinage de l'identite 

representee par l'operateur unite, on pourra ecrire ces operateurs; 

u ( 0() ::. e. L: o<.-, x ~ 
) (1) 

ou les CL sont 
l 

suffisamment petits et les operateurs X. fixes. La loi de groupe 
l 

s'exprimera en disant qu'il existe une fonction o.11 (analydque reelle, en fait) 

de a et a' telle que : 

U(c<) U(«') = Ulc<") (2) 

Bien evidemroent U- 1 (a) = U(-a}. lnserant la representation (1) dans la condition (2) 

on voit que : 

-- L p:o 
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Rempla9ons a+ Aa1 a' + Aa1 
, on peut essayer de determiner a" comme une serie 

en A. avec •, 

o( II: ). (ot+ ~') 
2 

+ ~ Q.2. ...... 

Identifiant les termes en A2 il vient : 

I -Ol 
Pour que le processus ait quelque chance d'exister, il est done necessaire de 

supposer que les commutateurs soient des combinaisons lineaires des generateurs 

eux-memes : 

Les coefficients de structure C. 'k obeissent bien evidemment a 
lJ 

et a une relation deduite de l'identite de Jacobi 

Pour revenir a la determination de <J.11 on a ev~demment~ 

a.a -l :: .!. °' 4 o< ~ c i~ .ft 0\ . "l 

(3) 

Ce qui est remarquable c'est que la condition (3) est a la fois necessaire, comme 

on vient de le voir, mais aussi suffisante, pour que l'ensemble des operateurs 

exp Ct.X forment (un germe de) groupe. La formule explicite (Campbell-Hansdorf)1 

donnant le produit en termes des relations de commutation est trop generale pour 

etre tres utile en pratique. 

oil + 

Notons que nous venons. de prouver que 

••• signifie des termes en commutateurs 

A 15 A• a + .q:A,8] + .. ·· 
~ ~ = e. ..a. ~ 
multiples qui s'annulent en particu-

lier si A et B commutent avec [A,B]; ce resultat nous sera utile par la suite, 

Les proprietes principales du groupe se deduiront d'une etude de l'algebre 

de Lie engendree par les x .. Quelques exemples caracterist-iques sont fournis par 
l. 

les groupes de rotation de l'espace an dimensions, SO(n) avec, pour algebre de 

Lie,l'ensemble desmatrices (reelles) antisymetriques n x n, ou l es groupes de 

transformations unitaires de determinant unite SU(n), l'algebre de Lie corres

pondante etant celle des matrices n x n antihermitiques, 

Une representation du groupe et de son algebre est particulie,rement impor

tante. c' est la representation adjointe OU reguliere.. Elle consiste a prendre 
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pour espace vectoriel l'algebre de Lie elle--meme et a associer a tout element X 

l 'operateur lineaire qui transforme un element Y en [x, Y] : 

(4) 

En vertu!de l'identite de Jacobi,on aura bien defini une representation 

Pour que la representation adjointe soit fidele, il faut qu'aucun element de 

1'a1gebre ne conunute avec tous les autres. Un sous-espace invariant de cette 

representation est un ideal. Une algebre sera dite simple s'il n'existe aucun 

ideal non trivial. S'il n'e.xiste pas d'ideal abelien (c'est-a~dire commutatif) 

on dira que l'algebre est semi-simple. Toute algebre simple est done evidemment 

semi-simple. Il existe un critere de semi-simplicite. Pour cela on considere 

la fonne bilineaire (de Killing) : 

(S) 

Si cette forme est non degeneree, l'algebre est semi-simple 1et si elle est definie 

negative le groupe est compact. 

Par exemple le groupe des rotations S0(3) est simple, le groupe de Lorentz 

n'est que semi-simple (si on eterid l'algebre aux nombres complexes). 

Explicitons la representation adjpinte. Prenant une base dans l'algebre 

de Lie on ecrira 

aDd (X ') y .:: 

Si les quantites (y) sont considerees comme les coordonnees du vecteur Y, celle 

du vecteur Y' (adj x9 )Y sont done \ 

A4,ILI : C ~ q St!.\. ct!: ) 

Notons la transposition des deux derniers indices, Les matrices 

laissent invariante la forme de Killing ~ 
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Si le groupe est compact cette forme est definie negative. Il existe done une 

base telle que 

cs.IA.~ ct"""' 
Dans ces conditions 

e. ~s a.d:l' ( x s) 
est une matrice orthogonale et adjxs 

antisymetrique; c'est-a-dire 

C. St\4 = - Cs u.t 
Comme par ailleurs C = -C , on voit que dans c.ette base C est totalement stu tsu 
antisymetrique (au passage si on examine la fonne de Killing on voit que c'est 

ce fait qui la rend negative). 

Apres ces indications tres succintes revenons a la dynamique. Envisageons un 

systeme de champs couples en interaction ~ 1 , ••• ~N' Ces champs peuvent -etre sca

laires, spinoriels> vectoriels •.• reels ou complexes. Pour chaque valeur de x 

considerons. les comme les composantes d'un vecteur ~ d'un espace a N dimensions 

OU opere une representation d'un groupe G. Cette representation peut etre reduc

tible; c'est-a-dire laisser invariants certains sous-espaces. (Il en sera en par

ticulier necessairement ainsi si les champs ont des proprietes de transformations 

differentes pour les transformations de Lorentz), De plus nous supposerons la re

presentation en question unitaire et nous ecrirons les generateurs iX8
, s = 1, .•• r, 

XS h . • avec , erm1t1que. 

Envisageons des variations : 

~cf> (x) = l $"0(s (><) X 5 ~ (~) ) (6) 

~ q>+Cx) :: -1 cf>.,.(><) ><s Soc~{x) 
+ 

Les quantites reeUes oa, (x) sont infinitesimales, dependent de x et <fl designe 
s ' 

la conjugaison hermitique dans l'espace de la representation envisagee. 

Apres substitution de <P en <ti + o<fl dans le lagrangien on obtient ~ 

• ) 

5£(~ + o<j>) est une fonction; de <Ps a <ti (et leur conjugues even'tuellement) 
]J 

de o~(x) et cµoct(x). On ne retient evidemment que les infinitesimaux du premier 

ordre en oct. 
Pour une variation au voisinage d'une solution des equations du mouvement1 

!'action est stationnaire. Apres une integration par parties devenue tradition

nelle >on obtient done : 

(7) 
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On definit les courants (en nombre egal a celui des parametres du groupe) 

jµ(x) par : 
s 

(8) 

Notons ici les reserves habituelles sur l'arbitraire inherent aces definitions, 

arbitraire deja discute dans la section precedente, Le t heoreme de Noether re

sulte alors de !'equation deduite de (7) qui donne la divergence de ces courants 

(9) 

~ 

En definissant .!l7nous avons distingue la dependance en oa(x) et oµo~(x) resultant 

de la presence de derivees premieres dans le lagrangien. Mais le membre de droite 

s'identifie avec la derivee par rapport a oa ' les parametres infinitesimaux etant 
s 

supposes independants de la coordonnee x. Nous recrivons done cette equation sou·s 

la forme ~ 

) 
oa independant de x. 

s 
(9') 

Certains courants j seront conserves (leur divergence sera nulle) si, et seulement 
' s 

si, le membre de droite de (9 1
) correspondant s'annule. Ceci veut dire que le 

la.grangien originel est invariant dans la transformation (indepenclante de x) en

gendree par les x de meme indice. 
s 

A toute transiormation laissant le lagrangien invariant correspond done u·n 

courant conserve et par integration de sa quatrieme .composante une "charge", 

constante du roouvement 

•O 

~ s (x1t) J 

= 0 (10) 

Prenons un exemple concret pour illustrer ce qui precede, Considerons un champ 

de pions (pseudo-scalaire) a trois composantes (~1. ¢2, ¢s) interagissant avec 

des nucleons (~ 1 , ~2 ) de spin% (protons et neutrons). Le groupe envisage est 

SU(2) (spin isotopique) pour lequel ¢ forme un vecteur et ~ un spineur. Le 
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lagrangien se composera d'un lagrangien libre!£0 et d'un lagrangien d'interaction 

!£1 ne faisant pas intervenir de derivees. D'apres la definition (8) seul f/!0 nous 

est alors utile dans l a construction du courant. Rassemblant ce qui a ete dit 

dans la section II , nous ecrivons ; 

';fo -

~ t>i = A. ~°'s (x) T~J <Pi 

~ l}>a( - A ~o<s CX) i- --c:~ ~ p 

6 tr1. · - r· S dcl5(X) - I ~ fli' a "tf>o( • 

Les matrices T et T sont respectivement 

representatives du spin (isotopique)l 

les matrices de Pauli 

T~·-..\E .. 
"ct - "ct' 

On obtient immediatement en supprimant les indices ; 

et les matrices 

Ces ~ourants . seront conserves si le langrangien total est invariant par SU(2). 

Ceci requiert tout d'abord une masse communeµ pour les· m~sons, une masse com

mune pour lea nucleons m. Il faudra de plus des couplages invariants. Par 

.. exemple _(avec ~ ~ = ~o ~ 1 11.l~ ) 1' 1S't '/ 0 = ~S' ) : 

~I = ~ Lf O's ~·~ f - :A (cp~)~ 
. Cl 

Le lagrangien tot·a1 ainsi obtenu .2' =!.to + 2'
1 

est en fait le lagrangien, renormali

sable, le plus general faisant intervenir des pions et des nucleons, et qui soit 

invariant par SU(2). 11 depend de deux constantes ~imensionnelles (les masses) 

et de deux constantes de couplage sans dimension. 

Reven.ohs a la discussion generale en faisant usage du .f ·ormalisme hamil tonien 

introduit a la fin de la section IV. De fait, envisageons le. cas general ou l'on 

ne fait' aucune hypdthese sur la conservation des courants, c'est-a-dire sur l'in-

variance du Lagrangien. Cela n'empeche pas d'introduire a un temps determine des 

charges Q (t). Dans ce qui suit t restera fixe et nous omettrons de l'indiquer. 
s 

La question est alors de.determiner le crochet de Poisson {Q .~ ou :Fest une 
s 

fonctionnelle des champs¢ et des moments conjugues TI au temps t. Par definition: 
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) 

J 

ir 0( (x) (11) 

Dans ff la dependance en Cl 0 oa (x) n' apparait que par l' interrnediaire de la 
s 

dependance de f.t .en Cl o~a (x). Pour simplifier supposons l es champs reels (auquel 

CaS les matrices X
5 doivent etre imaginaires pures, et antisymetriques) ~ . 

De sorte que 

Si, en particulier, :f se reduit a ~(x) OU TI(x), On trouve I 

Autremf:nt dit ~ 

\ S'O(s Q s .J ~ Cx) } 

\bo<sGs; 1i(x)1 = 
-- ) 

J 

(12) 

(13) 

(13') 

OU o~(x) n'est rien d'autre que la variation du champ ~ engendree par la transfor

mation de generateur oa Q . s s 
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De meme ! 

Or 

.) 

ou les C sont les constantes de structure du groupe et le facteur i addi tionnel 
tsu 

tient a notre choix de generateurs hermitiques. En d'autres terrnes, les crochets 

de Poisson des charges constituent une realisation de l'algebre de Lie du groupe 

(!4) 

Insistons sur le fait que toutes les quan~ites introduites ici le sont au meme 

temps t 1et que toute la construction est valable, que la theorie soit invariante 

sous !'action du grou~e ou ne le soit pas. 

En fait si Lest la fonct ion de Lagrange L: fd.1
2!, ';if (~,t) et H la fonction 

de Hamilton, on v~rifiera sans peine que ~ 

~ t-1 lt)J ~s .(t) l _ 
~ Gs (t) ; L (t-)} 

~ Qs 0:-) ; - ri 0:) f 
t'\ f d3x .~-~(x,t-) 

o ~o<s ) 

en ac~ord avec ce qui precede. 

Allant un peu plus loin, on constate qu'on peut aussi ecrire les crochets de 

Poisson des composantes de temps des courants a temps egaux ~ 

(15) 

Des equations analogues s'app1iquent aussi aux composantes du tenseur densite 

d'irnpul5ion-energie. On trouve que : 
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~ ('\OOC ) eo-l / t)} (ete(x, L) - o•e /\oo(<J.,t)) v~ a!"K'-14.) l c;1 x,t / l. "'' = r; (J' V' 6' <- l' a 

Pour l es quantites i ntegrees , impulsion pµ et moment cinetique Jµv 

"" x -

on en dedui t 1 1 algebre de Lie du groupe de Poincare (a temps egaux) •, 

i P \l) P°"} = o 

~::J~"., J~~} 

--

Dans la version quantifiee de ces resultats, il peut se faire que les elements 

de matrice des courants soient mesurables au moyen des transitions indui tes par 

des interactions electromagnetiques OU faibles. En physique atomique on deduit 

ainsi la regle de eomme dipolaire de Kuhn : 

(<~1910.>{~ 

de la reg le de commutation ( q, p J = iti, qui en representation de Heisenberg est 

!'analogue de (IS). Bien que la dynaroique ne joue pas de r8le dans ces regles de 

commutation, elle intervient dans !'identification des amplitudes de transition 

observees avec les elements de matrice des courants deduits du theoreme de Noether. 

(17) 
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6. CHAMPS DE JAUGE 

On va trouver ici une breve description du couplage minimal, une disc~ssion 

clas sique de la brisure spontanee des symetries et de ses consequences (theoreme 

de Goldstone), une introduction au phenomene de Higgs, enfi n une general isation 

aux groupes de jauge non abeliens. 

Pour introduire le sujet, considerons deux champs scalaires reels 4> 1 et ~2 , 

couples de telle sorte que lelagrangien soit invariant par les rotations 

Nous l 'ecrivons, pour simp.lifier, 

'of= ' a 
avec 

c;p= ct> I ... i cPoa. cp +- = cPI -i 4i 
IT Vi 

La loi de transformation du champ complexe 4> est 

~~ .ei'Xq cf~ -7 e·'""cf>+ (2) 

D'apres la methode generale exposee dans la section 5, le courant conserve 

associe a cette propriete d'invariance.est: 

- - ~ --- _, 
oo/~:x ~Cu.,bl!) 

~ 

(3) ~ ~+ 0., cp 
Pour obtenir ce courant on a1 en fait, considere des rotations eiX(x) variant 

de point a point. Ceci, bfen que le lagrangien (1) ne soit invariant que pour 

des transformations globales constantes,en raison da la presence de termes deri

vatifs, La question que l'on pose est alors la suivante : quelle modification 

faut-il apporter au lagrangien (1) pour que les transformations 

(e. ~(X.) ' 
-'?. c:f:>(x) 

' 
le laissent invariant, quelle que soit la fonction reelle X(x)1 L'adjonction 

d'un facteur e sans dimension est une affaire de pure commodite. Pour cela, il 

va falloir modifier les termes derivatifs cµ~ en Dµ~• de telle sorte que : 

Q.ieO<l") DtJ q,(x) J . 
(4) 
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tand is que 1 'on avai t : 

On introduit done des degres de liberte suppementaires, ceux du potentiel 

electromagnetique Aµ(x) , qui Se combinent a la derivation aµ pour former la deri

vation "covariante" Dµ : 

(5) 

Le potentiel est tel que, a la transformation (2) du champ <j>, correspond une 

transformation de jauge : 

En particulier si X est constant, ~ est invariant. Dans ces conditions, 

on modifie le lagrangien (1) : 

.a) en rempla~an t les derivees <\14> par lea derivees covariantes Dµ~, 

(6) 

b) en ajoutant le lagrangien libre -%F Fµv du champ electromagnetique, automatiµV 
qu~ment invariant de jauge. 

Le resultat s'ecrit : 

(7) 

La theorie ainsi obtenue est invariante par les transformations de jauge 

locales (2) et (6), dites de seconde espece (les transformations de premiere espece 

correspondent a X = const.), Ces transformations ont.une structure de groupe infi

nitesimal a une infinite de parametres. 

Le couplage au champ electromagnetique decrit ci-dessus est dit minimal, la 
recette pour l'obtenir etant la substitution aµ+ Dµ. Pour autant que l'on puisse 

les verifier experimentalernent, les consequences de cette theorie, une fois quan~ 

tifiee, sont en excellent accord avec les observations. Bien entendu, on pourrait 

envisager d'autres formes de couplages, par exemple dans le cas ci-dessus, on pour-
+· 

rait ajouter un terme (non renormalisable) : A.<j> cpF2 ••• Enfin, si le modele presen• 

ta it plusieurs champs charges <P. cf>' •••• rien n'implique, clans ce qui precede, que 

les constantes de 

ce qui se verifie 

neutre et demeure 

de structure fine 

couplage I soient des multiples de l'une d 1 entre ell es, e, e , ... 
en fait, permet a la matiere macroscopique d' etre globalement 

une enigme au meme 
'Z.. 
~ .,. -L 

41T .ft.c. 13 ;)"' 

titre que la valeur numerique de la constante 
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Le potentiel electromagnetique 1\i{x) est appele un champ de j auge abelien 

parce que le groupe associe est commutatif : 

Nous voyons que si, dans le lagrangien (7), Aµ(x) et dµAµ(x) sont consideres 

comme des variables independantes : 

-- ~e( c:p+ Dt1 <f - (D~ 4>) + <f>) 
..t e, ( q> t-<~., c:p) _ 2 e. t. A.., cp+ 4' (8) 

-- Jµ(A,x) • 

En d'autres termes, le courant (3) {non invariant de jauge) jµ(x) est rel,je 

a la derivee partielle du lagrangien par rapport au potentiel AP a AP = 0 par : 

definition tout a fait parallele a celle que l'on a donnee pour le tenseur impul

sion-energie. 

Si l'on explicite la d~finition du lagrangien (7), on voit qu'il a la forme 

On note que, dans le cas d'un cha.mp scalaire charge, il n'y a pas moyen d'ex

primer le terme d'interaction electromagnetique sous la forme -eJ •A en ~aison de 

la presence de termes quadratiques en A qui apparaissent avec un coefficient un 

dans :t . et deux dans J(A,x) • A. 
min 

Le lecteur n'aura aucune peine a generaliser l'exemple precedent au cas de 

lagrangiens plus compliques, en particulier faisant intervenir des champs spino

riels. 

L'invariance de jauge, d'apres sa definition meme, entraine .l'~xistence d~ 

degres de liberte supplementaires sans influence sur la dyn~miq~e. Il est clair 

que les equations du mouvement ne sauraient, en l 1 ab$ence de conditions aupplemen~ 

taires.qui peuvent partiellement apparaitre sous forme de co~ditions aux limites, 

predire les valeurs des champs Aµ et~. Laissons provisoi(ement la l'electro

dynamique. 
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A propos de ce modele simple, nous allons maintenant presenter les idees sous

jacentes au theoreme de Goldstone et au phenomene de Higgs. Nous ne pretendons 

donner que des indications suggestives, et non des resultats rigoureux. 

Tout d'abord, examinons les equations du mouvement qui decoulent du principe 

d'action minimale applique au lagrangien (7) : 

= :f" (A}x):: ~e. ( q+ D "4> -(D "c:j> )-t-cf> J (1) 

.= - <:.f> (-:t.) YI ( q>+(-;tH~(x>) • 

Utilisant les techniques et !es expressions developpees dans la section 4, 

nous voyons que le tenseur densite d'impulsion energie s 1 ecrit: 

En particulier, la densite d'energie est : 

(10) 

Au terme V(~+~) pres, la densite d'energie est explicitement non negative, la 

situation classique d'energie minimale correspondant a F = O, D~ = O, V(~+~) minimum. 

Ceci signifie que Aµ~ -aµx(x), ~(x) ~ 0 eiex(x), V(~~~o) minimum avec ~~~o .inde

pendant de x. 
..., ' 

Deux situations, conduisant a des conclusions physiques tres differentes, 

peuvent se presenter. 

a) V est miminum pour ~o egal a zero. C1 est la situation 11normale11
, L'energie 

minimum correspond a ~ = 0 et, par une transformation de jauge, Aµ = 0, La dis

cussion des excitations se fera a partir de cet etat d'energie minimale qui, quan

tiquement, s'identifiera au vide. 

b) Le minimum de V se presente, pour une valeur de~+$= <fi;<fio, differente de zero, 

On note que cette condition est absolument independante du couplage avec le champ 

de jauge Aµ. On aura : 

(13) 

ou X est une constante positive (et les termes + ••• sont en fait absents si l'on 

veut que la theorie soit renormalisable), Les termes constants sont sans impor

tance physique. 
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L'etat d'energie minimum correspond cette fois a une valeur ~o non nulle~ 

Fig. 1 

\4>1 

Le potentiel V(~+~) dans le cas d'une symetrie brisee 
6 pont anement 

. (14) 

La direction d~ ~o dans le plan comp1exe, dictee par la valeur de Xo, est 

arbitraire et reflate l'invariance de jauge de premi~re espece, Les excit~tions 

seront de la forme : 

On a a faire un choix pour la phase de ~o et, de ce fait, on parlera 

d'invariance spontanement brisee. 

Examinons le resultat de la substitution de la "translation" (15) sur le 

langrangien (7). On a : 

(15) 

DtJ ~(':t) :: Ae.. At-' (1} ~ + D.., ~(:() ; q:tq, _o-"l.::. ~~ ~ +lf t cf>o • t+~ J 

'£ = :....!.. t:'l. + Q,'l. t;T?. A'l. + (D.1>/ .. o~-+ ie,cf>. ( o~f· A - i e cP +(Dip) A (16) 
4 .;i 0 Cl 

.. z. 
- ~ ( \f + f + cp: ~ + <Po ~;.) + · · · 1· 
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Sans limiter la genera.lite de la di.scussion nous pouvons, par une rotation, 

prendre Xo nul, c'est-a-dire $0 reel egal a cr/./2. 

Dans ces conditions 

D.., t:f = D.., ~ + ie_Q: A"" 
fQ. 

D~ + = (()r'+\ ~A )(O~+ it AY) [~+'I> J = 

V 1(4>+~) = z·l(~+"" + S!:... (i.t+~+)) . . Vi 
D'ou les equations du mouvement : 

)t> F .,., = i't. ( ~+- D "f - (_tf't) + t) _ t.,?.a- A~ 'W-t-
+; Cl.2:_ ( D"''J' - lP"f)t-) -t.z.cr" Av 

fi 

Pour y voir un peu plus clair, il est utile de revenir aux notations reelles 

la direction 1 correspondant a la direction de la valeur non nulle ¢0 dans l'etat 

fondamental. Les equations {17) prennent alors la forme : 

(tJ + '2A G"i) f, ::. - ).. er C 'fl i.._f~t) :.. 2 ) ~ ( ~f, .., '-P~i. t.) 
a. 

+ 4 ~A~, ;)~ J'1'.a. + e.. 't Ai.+~ + fl:1" et. A"'-

D A"f .. ";;"" lJ.A +~'trr"LA"' = ~ctl. ()'V~ -~ ~~i.) -.e.'tA"'(..p,\"''-t.) 

_ ~ 7.-(S" A"' t,,. - .e G"" ( o v <1'2- "'*' ~ 4"'~~) . 

(17) 
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Ces equations n 'on t toujours pas 1 1 air tres aisement interpretables . Pour les 

apprecier, examinons d'abord le cas ou e = o; c'est- a- dire lorsque A et~ sont 

decouples. Nous voyons alors que : 

Polynome en ~ 1 et ~2 de degre ~ 2 

Polynome en ~ 1 et ~2 de degre ~ 2 

Si nous traitons les seconds membres de ces equations perturbativement, ~1 appara1t 

comme un champ massif (mo = 2Aa2 > O); ~2 en revanche est un champ de masse nulle. 

Ceci est une manifestation du theoreme de Goldstone, L'invariance dans les rota

tions du plans (~1.~2) est spontanement brisee parce que l'etat d'energie minimale 

correspondait a une valeur non nulle du champ~· Toutes les valeurs [~ol = cr//2. 

etaient acceptables , l'une d 1 entre elles a ete choisie, par exemple ~o = a/12.; 

les excitations ~1 + i~2 = a + ~l + i~2 sont telles que ~2 est un champ de masse 

nulle correspondant a des interactions a longue portee. Ce champ apparait dans 

la direction 2, c 1 est-a-dire orthogonale a la direction choisie pour ~O • 

Le couplage du champ Aµ(e # 0) modifie completement la situation . Si nous 

nous limitons aux teTines lineaires dans lea champs, nous voyons que les equations 

ont l a forme : 

a) 

b) (18) 

c) 

D'ailleurs, pour entreprendre un developpement s~sternatique des equations (17), 

il est possible de supposer que o est d'ordre l/e et A d'ordre e2 • Alors, les terrnes 

retenus sont d ' ordre 1 et les termes negliges d'ordre e,e2 

N0us observons que : 

i) ~2 et A restent apparemment couples , 

ii) dans l'equation satisfaite par A, il appara!t un terme de masse e2cr2A~ simi

laire d celui que nous avions dans la discussion des . champs ~ectoriel s massifs. 

Les transformations de jauge generates ont la forme : 

(19) 
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Travaillant a l'ordre zero en e, suivant la recette indiquee ci-dessus, ces 

transformations se reduisent a 

~~I = 0 b 4'2 ::- .e. tr ~.x 
~A,_, - .... 'dtJ~ . 

Nous pouvons aisement verifier que les equations (18) admettent bien ce groupe 

d'invariance. Toujours a cet ordre, la combinaison 

est invariante de jauge. On peut recrire les equations (18) b) et (18) c) sous 

la fonne : 

(20) 

(21) 

ol" s..,-= o 
(18) b) 

0 B~ + e.~<r'2. &"' = o ; 
(18) c) 

qui ne sont rien d'autre que: 

(22) 

En d'autres termes, Bµ est un champ v~ctor~el massif invariant de jauge de masse 

e20'2 • 

L'introduction au champ vectorial A a done transfere la propriete : 
µ 

{existence d'un champ scalaire de masse nulle, w2} en la propriete {apparition 

d'un champ vectoriel massif, Bµ}. C'est le phenomene de Higgs. 

Si l'on veut introduire les termes d'interaction, il est en fait plus avan-

tageux de faire le changement de variables 

OU p et e sont deux champs reels avec 

*'1 (x) : J' (~) +· .. 

~~ (1) = ec.~) +- ••. 

) 

Les termes additonnels sont quadratiques et plus en p et 0. On verifiera 

alors qu'a tous les ordres : 

(23) 

(24) 
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es t bien invariant de jauge conunep, et que le lagrangien peut etre entierement 

exprime en termes de p et B , correspondant respectivement a des champs scalaires 
J.J 

et vectoriels massifs. Les degres de liberte correspondant a 6 ont, en fait, ete 

completement elimines. En posant : 

ce lagrangien s'ecrit en effet : 

La seule trace de l' invariance de jauge initiale , mai.s elle est importante, 

est dans la relation entre les differents couplages et les termes de masse . 

La discussion precedente est heuristique . Mais il est possible , apres quan

tification, de justifier les assertions precedentes en discutant le spectre des 

fonctions de Green. 

Le modele de Goldstone-Higgs, que nous venons brievement de presenter, repose 

sur un groupe d'invariance abelien, c'est-a-dire corranutatif (ici les ro tations 

dans un espace a deux dimensions}. Il est possible de generaliser ce qui precede 

au cas de groupes non-abeliens, idee originellement due a Yang et Mills. Esquis

sons-en les grandes lignes. 

Comme ·dans la section 5, on suppose !'existence de N champs couples 

~~(~ = 1, ... , N) et leurs interactions invariantes par les trans formations 

(26) 

ou les X8 sont les matrices (hermitiques) representant les transformations infini

tes imales d'un groupe de Lie a r parametres (s = 1, ..• , r). Nous avons ajoute 

un facteur constant g. 

Si nous envisageons les transformations de jauge correspondant a l'equation 

(26), c'est-a-dire si nous prenons o~ dependant de la position x, les termes deri
s 

vatifs empechent que le lagrangien soit invariant, car on aura : 

On 

de 

~ dtJ ct>Cx.). ; ~ ~ ol~(1) X~ ~~ q>~x) t-; ~ ~~ ~«~(~)) X~ cP C~) . 
introduit alors des champs de jauge vectoriels A (x) en nombre egal a µs 
par ame tres du groupe. Et l' on def i nit une derivee covariante 

celui 

La constante g est sans dimension. La regle du jeu va consister a n'intro

duire de derivations que selon la combinaison D • On aura : 
J.J 
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Les deux derniers termes se combinent en 

.A~it i'o11: A!'>..u. c~"'"s x' J 

··· .lorsque 11 on fait usage des regles de commutation du groupe 

Si l'on veut que Dµ~ se transforme comine ~ dans les transformations de jauge, 

c'est-il-dire 

(27) 

on est done amene a exige~ que : 

A x et µ fixes si, nous considerons les ch~ps !u.s comme appartenant a la represen

tation ·adjointe du groupe, representation dont les generateurs sont Yta = i c t' on 
· U SU 

peut encor;e recrire la transformation du champ A sous forme compacte : µ 

(28) 

Ceci .montre la nature hybride et'exhib'e l'originalite du cas non abelien. 

En effet, Aµ se tranaforme auivant un terme (-a oa) qui generalise la propriete 
. µ 

de champ de j auge abelien, et un autre ( ig !Sa Y A) qui nous invite a le_ considerer, 

par comparaison avec l' equatio~ (26), comme "charge" lui aussi. 

Dans le lagrangien primitif correspondantaux champs $a' on devra non seule

ment remplacer les derivees ordinaires a,, par lea derivees covariantes D , maia on 
... . µ 

devra, en outre, ajouter un terme faisant intervenir le champ A seul (et sea 

derivees). Nous . exigeons de ce terme qu'il soit uniquement fonction de Aµs' ~V~s' 

quadratique au plus dans lea derivees, invariant de L~r~n.tz et i:i-iv.ariant de j auge. 

Pour cela, nous allons introduire !'analogue du tenaeur F \l de la theorie electro-µ . 
magnetique. Cet analogue n'est pas : 

ni 
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Les deux combinaisons precedentes ne sont en effet pas invariantes de jauge. On 

veut definir un Fµv qui se transforme selon 

Pour obtenir la combinaison correcte on observe que, dans le cas abelien, on avait : 

Le membre de gauche etait multiplie par eiex(x) dans une transformation de jauge 

comme ~ lui-meme, on en deduisait que F~v etait necessairement invariant de jauge. 

Ceci suggere de poser, dans le cas non abelien, 

(30) 

assures comme precedemment que le tenseur de droite est bien invariant. Explici

tement : 

dv ,,. ,·~ A,.,v. xlLJ : 

; ' c·~.., A~~ - )v A~s .,. ; ~ AtJ ~ A,,w. . ) x ~: ..c.. ~bu, .,, 

so it 

-- (31) 

Introduisant une notation matrici.elle valable darts la representation adjoin:te 
s s . 

(et par substitution Y ~ X ·d~ns toute representation de l'algebre de Lie) : 

r..A 
"' :: ) 

On voit que : 

Dans une transformation de jauge : 

?)A~ = - d~ b'« r; t- [ E ~ J A.,] . 
) 

et l'on verifie, apres un bref calcul (utilisant l'identite de Jacobi), que la 

definition de F~v entraine bien : 

(31') 

(28 1
) 
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/\ 

; i [ 'S ~ J F ~" J } (29 1
) 

qui indique que F se transforme selon la representation adjointe. 11 est ins

tructif de comparer !'expression (31) de F \) avec la forme (D,.A - DA ) = ~~ f\vs 
1J . ,.:v \) lJ s 

- a., A - 2g A A Ct ; dans la definition correcte, le coefficient du terme ., µs µ t vu. u.s 
quadratique est 1, dans cette version incorrecte il vaut 2. 

En raison de !'introduction d'un facteur i supplementaire dans les regles de 

connnutation, la forme de Killing 

est definie positive si le groupe est compact. La quantite 

) 
(32) 

est invariante de jauge et, si le groupe est compact, se reduit a une expression 

diagonale par un choix convenable de base : 

(32 1
) 

C1 est evidemment ·un bon candidat pour un lagran.gien du champ de Yang-Mills. 

Nous laissons au lecteur le soin des~ convaincre que c 1 est l 1 unique solution aux 

conditions imposees. Remarquons que, puisque F contient des termes lineaires en 

aA et quadratiques en A, ce lagrangien est loin d'etre un lagrangien libre. En 

fait, meme au niv~au classique, on sait peu de choses sur les solutions des equa

tions du mouvement auquel il conduit. Ecrivons ces dernieres. Pour une variation 

arbitraire de A on a : 

et, par consequent, 

La forme de Killing est supposee non degeneree, i.l s' ensuit que les equations du 

mouveroent du champ de Yang-Mills seul ont la forme 

A)"'V f- "tJ"] "'pv 
di" F +is-[A..,,F : D~F ::. o (33) 
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Cette equation aurait pu etre ecrite d'emblee par analogie avec l'electro

dynamique. 

Nous allons maintenant examiner quelques proprietes simples des equations de 

Yang-Mills (33). 
... 

Tout d I abord, comme pour les equations de Maxwell, la definition de F 
µ\! 

(equation {31)] est indispensable pour completer !'equation (33). 

Cherchons tout d'abord les solutions statiques, invariantes par rotation, 

c'est-a-dire !'analogue du potentiel coulombien pour l'electromagnetisrne ou de la 

metrique de Schwarzchild pour la gravitation. [Nous admettons que !'equation (33) 

soit satisfaite partout, sauf peut-etre a l'origine.] 

Le potentiel cherche est done de la fonne : 

I' Ao = 

) 

ou rk designe les coordonnees cartesiennes et r la distance a l'origine. Les 

seules composantes non nulles de F sont les composantes "electriques" : 

--
L' annulatio,n de rki montr.e que A,k peut etre elimine par u~e transformation de jauge. 

Ce point est un peu moins trivial que dans le cas abelien, aussi allons-nous en 

donner une preuve explicite. Dans une transformation de jauge finie, Ak se trans

forme selon : 

Si, done, on peut trouver une matrice a(r) telle que : 

une transformation de jauge eliminera A. Cette condition peut se recrire : 

soit encore 

' _, 

Les conditions d'integrabilite de ces trois equations sent satisfaites puis

que, precisement, [Dk,oiJ ~ 0 dans notre cas. En fait, ces equations se reduisent 

a : 
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. " e -r~o<(..-) = 0 

On a fait usage de l a symetrie spherique. 2 -iga(r) Posons T = r /2 et e = U(T), 

ou U appartient au groupe. {En fait, cette notation est un peu plus correcte puis

qu' il peut se faire que certains elements finis du groupe ne puissent s'ecrire 
-ig& e , a. appertenant a 1' algebre de Lie et que l' on soit oblige de lea ecrire comme 

le produit de tels termes. Ce poutrait, par exemple, etre le cas si le groupe 

n'etait pas compact .) Par rapport a la variable T, nous d~finissons un produit 

chronologique T qui consiste a ordonner des elements non commutant, dependant de 

T (matrices, operateurs, etc .), de telle sorte que leurs arguments aillent crois

sant de droite a gauche. La solution de l'equation precedente, qui se reduit a 
l'identite pour T ; 0 par exemple, s'obtient alors aisement sous la forme 

On peut encore mettre cette expression, notee U(T,0), sous forme d'un produit 

Procedant de la sorte par subdivisions successives et observant que, si ~T 

est tres ?etit, on a 

on finit par ecrire : 

U (-c,o) = ~ 
""..-t oO 

• I'-. 
I~ b(r,) e.. .,., 

ou T ~ (p/n)T, Le theoreme de Campbell-Hausdorff (section 5) montre que ces 
p 

produits appartiennent bien au groupe et la compacite qu'ils convergent vers 

U(T,0), 

Ainsi, i1 existe une transformation de jauge qui annule .Ak, mais qui modifie 
~o 

A, Dans la nouvelle jauge nous continuons a noter a(r) la .quatrieme composante 

du potentiel, car il est clair qu'elle continue a ne dependre que de la distance 

a l'origine. Dans ces conditions, lea equations (33) se reduisent a : 

La deuxieme ~quation simplifie le probleme en montrant que, dans 1 1 algebre 

de Lie, a(r) conserve une direction fixe (notons-la Y) et ramcne le probleme a un 

probleme scalaire : 
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I' 
Ao :: A . "' 

a.. (r) = ct (ii.) Y J 

A o...l1t) = o , 

Les solutions non triviales de l'equation de Laplace, sauf peut-etre a l 'ori

gine, sont de la fonne du potentiel de Coulomb plus une constante : 

I" "' 
A0 lr) = (~ +-~) Y . 

Autrement dit, a une transformation de jauge pres, les seules so lutions statiques 

invariantes par rotation
1
sont coulombienne. A posteriori, ce r esultat n'a rien 

de surprenant, car il etait clair qu' en chois issant une direction fixe dans l'al

gebre de Lie, on ramenait le probleme a un probleme abelien dont l a solu t ion est 

bi en connue .• 

En revanche , il existe une grande richesse de solutions statiques non inva

riantes par rotation, Certaines d'entre elles ont ete etudiees par Yang et Wu. 

Poursuivant notre digression, generalisons l 'un des resultats que nous 

venons d'obtenir. Nous avons vu que !es transformations de jauge finies soot de 

la forme : 

"' " Ati ('#) ~A~(~) (34) 

Si, en par ti.cul ier, le pot ent iel est de la forme ', 
,... •A L(o,., ~i 3" ) ~-'JD( ) 

- I • • d F s annule en vertu de la covariance e. ce tenseurJou en remarquant que: 
W A A 

_ @,_,e..i<f~)e.-\t~: e.:i9-~ ~!"~-Igoe. 

et que, par consequen~, [n ,D J = o. Reciproquement, on voudrait montrer que, si µ \) 
F = o. le potentiel est de la forme indiquee. 

A nouveau, le caractere non abel i en du groupe rend ce tte proprie te un peu 

moins ais ee a etablir que dans le cas electromagneti que. C' est pourquoi il vaut 

peut-etre l a peine d'en expliciter la preuve. Pour allege~ les notations, posons 

g = 1. Nous supposons done A tel que 

(35) 

et nous cherchons un element eia du groupe tel que 

~On pourra eliminer la constante B sans i~trod_~re de ~o~~n?iel 
la transformation de jauge A

0 
~A~ - e. 1 ~~t: Ati I;!-·~ - ,!..... 

~I ~ I I~ 

A 0 =. oi.,{_ y I A I = c . 

vecteur en f aisant 
~ ( iq,{!>cy' _, ~~c1. o,_.. e <J ) e / 



- 63 -

so it 

Les conditions d'integrabilite de l'equation (36) sont satisfaites. 

correspondent a l' annulation de r (35). 
µv 

(36) 

Elles 

La propriete suivante va nous fournir la clef du succes. Soit C une courbe 

differentiable dans 1'espace temps, partant du point xo et arrivant au point x. 

Choisissons une parametrisation ; 

"L _, Xlt:') . 
) 'X(1) = x 

La parametrisation est arbitraire, comme l'est la courbe c. Continuons a 
designer par T l'ordre chronologique suivant le parametre T. Cet ordre n'a~ 

bien entendu, rien a voir avec l'ordre temporel habituel. 

Soit : 
/\ 

-i l ct x"' Ap L") Ta C(x,~) , (37) 

iel Le membre de droite de cette definition est bien de la fonne e • OU a appar-

tient a l'algebre de Lie du groupe, suivant un argument utilise precedenunent. En 
i& raison des' conditions (35), la propriete remarquable de e est qu.' il depend bien 

de xo et x, mais pas de la courbe C qui ·les joint. Pour le verifier, montrons que, 

si xo = x, c'est-a-dire si la courbe C est fermee, alors 

T 
_, 

e. (38) 

On va se contenter de le verifier pour une courbe C infinitesimale. Le lecteur 

fera aisement le passage au cas fini par une methode classique, analogue a celle 

employee pour la demonstration du theoreme de Cauchy par exemple. Choisissons 

l 1 origine au centre d'un quadrilatere. Soient n1 et n 2 deux quadrivecteurs fixes 

et: 

La c9urbe C est representee sur la figure 3 , a la page suivante . 
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?JI 

Fig. 3 Le contour d'integration utilise dans 
la formule (38). L'integrant est eva
lue aux points 1, 2, 3 et 4. 

On evalue Aµ(x) au voisinage de l'origine sous la forme 

l'l A 1".'.\A A,_, 1) = a.,., + 1 ~a.,., .,.. .... I 

) 

Les calculs qui suivent sont effectues jusqu'au second ordre en da, d$ inclus. 

Les integr~les sont estimees a l'aide du theoreroe de la moyenne, A~(x) etant 

calcule aux moities des segments du quadrilatere c. 

Notons U(c) le membre de gauche de l'equation (38). On a essentiellement 

U(c):o 
(l.-~1·tAp (~·r\.i. •d~ ri1 .}~.t\.i.) e.-i.id.ot (~n~ ~"-~ n1.d~.n,)" 

titAp(a.na. .. A« n~.ocirii.) 'Zidct (~.~, +~~ l'\:a.~~~.) )( e. . .e. 

Appliquons la formule 

n A e B Ai- 8 + .!. t A, SJ ....... 
'I:,. = ..t.. .i. ) 

obtenue dans la section 5 au produit des deux premiers termes, des deux derniers, 

enfin, au produit resultant. On obtient 

ou + .•• signifie des 

tion de Fµv [equation 

U(c) = 

terrnes d'ordre plus eleve en da, d6. 

(35)]. on a bien, a l'ordre voulu : 

T _\ s cl~. AC"-) 
-e_. C(x,-x) = 

En vertu de l'annula-
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Ceci est valable pour une courbe fermee quelconque. On en deduit que l'inte

grale correspondante, pour une courbe ouverte, ne depend que des extremites. Il 

suffit, pour cela, d'utiliser la propriete (T = ordre antichronologique) 
.i . 

l _,·r d~~-4.,c')t)] [T _;J <:h. ~!1 .A~l~tt>)]-' 
T e lcc",.to) = e. o ea~ 

r' ""' t ..i tJ" 

-
-T ,.., ~ .) d.t ~At) {~{Tl) T -i l { Gll:X • A>'(-i.) 

_ ~ o a't = e.. c. ~o,~> (39) 

Calculons alors le gradient de l'equation (37) en utilisant une courbe 

C(x + ox,xo) de la forme : 

OU cc est un segment infinitesimal joignant x a s + ox. Le gradient s'obtient 

inunediatement : 

et, par consequent, quel que soit XO choisi a l'avance, eia(xlxo) t defini par 

l 1 equation (37), est bien la solution de l 1 equation voulue (36). Nous avon~ ainsi 

complete notre demonstration. 

Profitons de ce resultat pour montrer que l'arbitraire de jauge peut etre 

mis a profit pour imposer une condition supplementaire analogue a la condition de 

Lorentz en electromagnetisme : 

(40) 

En d I autres termes. supposant que Aµ (x) est un champ de Yang-Mills (couple 

eventuellement de fa~on invariante a rl'autres champs). il existe une transforma

ti~n Aµ ~ A~ de la forme (34) telle que A satisfasse a la condition de Lorentz, 

cl.IAµ etant a priori .arbitraire, egale a a(x). Faisant toujours g :; l, on est 
· , i h h d rn i· f · toUJours a a rec ere e e e te que, cette 01s : 

(41) 

Il est, a priori, assez malcommode de deriver des exponentielles contenant 

des facteurs non-conunutants. Au passage, le lecteur etablira sans peine la formule 
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(42) 

~ais une ' utilisation directe de ce resultat clans l'equation (41) ne conduit pas a 
de grandioses simplifications. Aussi allons-nous raisonner differemment. La pre

miere equation (41) exprime que d~A = o. Exprimons A en fonct ion de A'. On 

obtient : 

qui ne differe de l'equation (34) que par la signe de~ (propriete de groupe). 

Ainsi, en prenant la divergence : 

a. (1) = Qt a. - -~ )A't' .e.'~-+ ~-io1 A~~" e. j~ + o~ ((.;. ~r1~ -i~) ~ l.(). 
Inserons, dans le membre de droite, A' en fonction de A. On obtient : 

~ 1") "co"~-\~) Q.·.~ A ...... A" ~.-·~ ..,~4 ·~ .. ·~r( l• )~ 4 ... a) e.' ~). 
Po sons 

(43) 

Alors, le systeme (41) est equivatent a I 

a) 

(44) 

b) . 

L'equation (44) b) est. une consequence de la definition (43) de ~. Nous 

savons inversement que, si elle est satisf aite, on pourra mettre ~ sous la forme 

(43). Nous allons montrer que l'equation (44) admet d~s solutions par un raison

nement perturbatif (ou au sens des series formelles). ~our cela, imaginons que a 
soit d'ordre (de petitesse) un dans un parametre quelconque (on pourra, par exemple, 

remplacer a par.Aa), et cherchons ~sous la forme 

"' " I\ " f = r,• f .... ~ ... +f"'•···· 
Dans ce qui suit, on ne suppose pas Aµ petit, mais a 

d'abord les equations a 11ordre 1. On obtient : 

A a. . 

= aiiA . 
].J 

Considerons 

(45) 
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Il s'ensuit que ~ = d ~ 1 t ~ 1 doit satisfaire a '"'µ µ'I' e que 'I' 

A 
a. . (46) 

L'equation (46) a toujours des solutions. 11 n'y a pas de condition d'inte

grabilite particuliere a satisfaire. (Le l ecteur pourra restituer le parametre g 

et se convaincre, par exemple, que l'on trouve aisement un developpement pertur

batif de <!J1.) 

Supposons done ¢1 trouve, done Pi. et montrons par un raisonnement perturbatif 

que, si l'on connait P1, •.• , p de telle sorte que les equations (44) soient 
D'.'"l 

satisfaites jusqu'a l'ordre n-1 1 on peut construire ~ pour n > 1. A cet ordre, 
n 

il fqut satisfaire a : 

(47) 

oil [Pµ•'i\J0 
designe ie terme d'ordre n du developpement de [13µ,~\IJ soit, explici

tement : 

Il possede les proprietes formelle,s des commutateurs (identite de Jacobi en 

particulier). 

Nous observons que [~ .~\J]n s'exprime en termes de pp avec p ~ n-1. La . µ 
seconde equation (47) requiert done que certaines equations integrabilite soient 

satisfaites. Ces conditions ne sont rien d'autre que les analogues des equations 

de Maxwell homogenes, a savoir 

+ permutations cycliques o. 

En differentiant, on voit que ceci s'ecrit 

+ permutations C?Y.Cliques = 0. 

Or, selon l'hypothese de recurrence, la seconde equation (47) est satisfaite 

pour tout p compris entre l et n-1, et dans [aµp\J ~ avpµ, ~cr]n on voit que seuls 

interviennent a~p\}p - av~µp avec 1 ~ p s n-1. 

On a done : 
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+ permutations cycliques ~ 

+ permutations cycliques 0 ' 

en vertu de l'identite de Jacobi. Dans ces conditions , la seconde equation (47) 

a toujours des solutions. On a vu, en diacutant les proprietes des equations de 

Maxwell (section 2) ,. comment on trouvait une solution particuliere explicitement, 
.... n 

so1t R , et l'on aura la solution generale sous la fo~me : 

A~~ f . = 
Portant ceci dana le premiere equation (47), on obtient 

... 
Cette equation est analogue a l'equation (46) et permet de determiner ~n' 

done ~µn. Ainsi, la construction iterative peut se poursuivre : on obtiendra 
µ i& 
~ et e De cette maniere, au sens des series formelles, une transformation de 

jauge permet toujours, classiquement, de se placer dans la jauge de Lorentz. 

Ces petits exercices nons montrent que, dans le cas non abelien , la structure 

des champs de jauge est reellement non triviale. 

La generalisation du theoreme de Goldstone et du phenomene de Higgs se fait 

sans difficulte particuliere et conduit a des resultats semblables a ceux du cas 

abelien. Nous ne pouvons, ici, en presenter tous les details. En revanche, la 

quantification introduit des difficultes nouvelles qui, a elles seules, reclament 

de tres longs developpements. Nous nous arreterons ace point, en ce qui concerne 

cette introduction ~ la theorie des champs de jauge. 

Il nous reste encore a traiter d'un sujet qui appartient a la theorie clas

sique des champs, a savoir la definition des propagateurs. 
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7. PROPAGATEURS 

Les equations typiques de la theorie des champs sont de la forme 

(1) -- ) 

OU ja(x) peut dependre des champs ~s(x) et, eventuellement, de leurs gradients. 

Pour !'instant nous $Upposerons que j est donne et nous omettrons l'indice a. 

Le parametre de rnasse m2 sera suppose non negatif. On a alors a resoudre une 

equation aux derivees partielles du second ordre, hyperbolique, qui determine ~ 

en voisinage d'un point si on cortnait sa valeur et celle de sa derivee normale 

sur un element de surface (a trois dimensions) passant par le point en question. 

A 1 1 exception toutefois d'elements dits caracteristiquesJcontenant dans ce cas 

des directions du genre lumiere. 

Les besoins de la theorie de la diffusion font qu'on a rarernent a resoudre 

le probleme dans les terme.s evoques ci-dessus )et que les conditions aux limites 

imposeeS a~ le seront generalement a des temps tres grands,positifs OU negatifs. 

Il est alors commode d'introduire des solutionsstandardsdu problerne ou le second 

mernbre de l'equation (1) est remplace par une distribution concentree au point x'. 

Nous les noterons par le symbole general G(x,x 1 ) 

- · - (2) 

Un suffixe supplementaire servira a distinguer entre elles les solutions repondant 

a des conditions aux limites variees. Ces conditions seront toujours invariantes 

par translation,et les fonctions de Green ou pr opagateurs ne dependront que de 

!'argument x-x'. En vertu de la propriete de superposition,on engendrera des 

solutions de !'equation (1) par la formule 

(3) 

OU ~o(x);solution de l'equation homogene)est choisi de rnaniere a satisfaire les 

conditions aux limites imposees. L'equation (2) se resoud' en faisant usage de 

la transformation de Fourier qui joue un role capital parce·qu 1elle permet d'ex

primer simplement lea proprietes d'invariance par translation. 

Posons done : 

(4) 
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Comme la trans formee de Fourier de la distribut i on de Dirac est ega l e a 1 , !'equa

tion satis taite par c se reduit simplement a : 

~ 

(- f'Z.+m.') G Ct>) - i . (5) 

Avant d~ pouvoir diviser les deux membres de cette equation par p 2-m2 , il faut 

observer que, en raison de la metrique de Lorentz, p 2 --nt2 s'annule sur une hyper-

bolo!de <a deux nappes si m2 > O, OU sur un cone si m2 = 0). 

"""" 11 en resulte que la solution e:. Ct>) = . ~ 'l -1 
- ( p-m ) n'est bien definie 

que si on precise la fa~on de traiter la singularite dans l'integrale (4). En 

outre, il est toujours possible d'ajouter a une solution particuliere de l'equa

tion (5) une so~ution de 1 1 equation homogene de la forme ~( ~ J ~1 ') S ( pz..,,.;z), 
Ces choix vont etre dictes par des conditions aux limites. On defiJlt d 1 abord 

les solutions retardees et avancees (correspondant aux potentiels de Lienardt et 

Wiechert si m2 
c O): 

_, 
' 

(6) 

c'est-a-dire 

--

La signification de ±iE est simplement qu'il faut d'abord faire !'integration sur p 

puis faire tendre Evers zero. En d'autres termes, Gest a envisager comme une 

distribution. En effectuant d'abord l'integration sur la variable Po traitee 

comme une variable complexe on voit que l'on a la latitude, suivant le signe x 0 , 

de completer le contour dans le demi plan superieur (si x 0 > 0) ou inferieur 

(si Xo < O). On s'assure alors que G (x) ~ 0 si Xo < o,et G (x) = 0 si Xo > o. ret av 
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On peut d'ailleurs remplacer les conditions x 0 < 0 (ou x0 > O) par x ¢ V (x ¢ V ) 
+ -

OU v+ est le cone futur ; x 2 > O, Xo > 0 (et v_ le cone passe : v = -v ). Ceci 
- + 

decoule de !'invariance relativiste de G, quelle que soit la transformation de 

Lorentz homogene A (de determinant +l et orthochrone : A0 o > O) : 

Cette propriete d'invariance implique en outre que pour donner un sens aux expres

sions telles que (6), il faut les considerer comme des integrales repetees. Les 

solutions avancees et retardees sont en fait reelles. Par exemple: 

oil l 'on a effectue le changement de variable d ' integration p ~ -p. 

Dans le cas m2 = OJl'integration de (6) peut etre effectuee explicitement 

en termes tres simples: 

) (7) 

resultat bien connu en electromagnetisme. Lorsque m2 r O, on obtient des expres

sions faisant intervenir des fonctions de Bessel qui ne sont guere illwninantes. 

Au voisinage du cone x 2 = 0 la singularite est identique a celle. du cas m2 = 0 , 

c'est-a-dire que le front d'onde produit par un ebranlement ponctuel continue a 
se deplacer a la vitesse de la lumiere mais la fonction est differente de zero 

a l'interieur du cone de la lumiere x 2 > 0. Il ya des remous derriere le front 

d'onde! 

Revenons a !'expression de Gret(x) et effectuons l'integrale sur Po• 

Si 
) 

on a: 

Done 
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Si xo-x~ < 0 on peut refermer le contour d'integration dans le demi plan infe

rieur et l'integrale s'annule . Done: 

-+ Nous pouvons remplacer l'integrale sur p par une limite de somme Riemanienne en 

posant: 

J (8) 

OU Lest une longueur et ri un vecteur a coordonnees entieres (positives OU negatives). 

De ce fait a la limite L + ro 1 

Gittt (x- :it') = 
+ 

avec p choisi comme dans (8),et: 

. .~ .... 
i: L W.Jio ~o - ' b , X. e p I 

sont des solutions periodiques dans un cube de cote L de !'equation de Klein-Gordon 

homogene. Le signe ± correspond au signe de la frequence. Le signe relatif -

entre les deux termes de (9) ainsi que le facteur 1/i tient alors a la "norme11 

non definie qui est laissee invariante par !'equation de Klein-Gordon,~ est de 
+ 

norme positive, ~- de norme negative. La formule (9) fournit ainsi une image 

physique de la propagation. 

On aura une interpretation analogue de G (x) en utilisant la relation~ av 

La difference 

G.(-) (x) = 

est une fonction impaire avec 

(10) 

• 
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La fonction G(-) satisfait evidermnent a !'equation de Klein-Gordon homogene. On 

a une expression analogue a (9) pour G(-) en rempla~ant $(?t0 -x~) _,. I• 

Si m2 = 0 ~ 

Quant a la demi somme : 

ou le symbole partie principale PP s'applique a !'integration sur p0 , c'est une 

solution pa ire de 1 1 equation inhomogene •. 

Il existe enfin une autre solution paire de l'equation inhomogene qui joue 

crucial dans toute la theorie des champs. C'est le propagateur de Feynman: 

;~.~ ' 
~ ----

qui est cette fois ci complexe, 

Ce+ fl\ 'l.) (\F ('X.) :: a'\~) 

Gt~ (- 'X) - CF l'X.) 

p~-m z.+\ e (13) 

Si on precede a une decomposition en solutions de !'equation homogene, en d 1 autres 

termes, si on integre sur la variable p0 , on trouve ~ 



- 74 -

La symetrie de cette expression en x , x 1 est evidente (et permet de retenir les 

signes relatifs) si on note que : 

Alors que toutes les fonctions introduites jusqu 1 ici s'annulaient a l'exte

rieur du cone de lumiere x2 < oo, G y est different de zero mais decroit e~ponen-F . 

tiellement. Ainsi p'our x0 "' 0, notant lxl - l;I, apres une rotation de contour : 

~,(o,x) = . 
A -

- mJ"I 
L .e_ r;::;;,,,, 

~,,.> 'Z. I xt i 

La formule (14) donne un contenu concret a !'expression imaginee selon laquelle pour 

la fonction de Green de Feynman 11les termes a frequence positive se propagent sui

vant la direction positive du temps, et vice versa pour l es frequences negatives". 

Cette propriete s'accompagne du fait que GF est intrinsequement complexe et est 

a l'origine du role que GF joue en mecanique quantique tandis que cette fonction 

n'intervenait pas dans les calculs classiques essentiellement reels. Enfin , une 

propriete i mportante de GF est que sa transformee de Fourier est une fonction ana

lytique (en fait meromorphe) de la variable p2 • 

Les fonctions de Green introduites ici clans le cas scalaire ont naturellement 

une generalisation dans le cas de spins ·differents de zero. 

Pour un champ de Dirac !'analogue du propagateur de Feynman SF(x) satisfait a 

(15) 

En transf ormee de Fourier : 

--
Soit en mul t i pliant par yp + m l es deux membres 

(16) 

et 

I jd4 

- f> 
(2'Tr)4 

(17) 
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Ce propagateur matriciel possede des proprietes analogues a celles de GF. Nous 

remarquons que pour p grand alors que GF ~ l/p2 , SF~ l/p. Ceci illustre un me

canisme general. Lorsque le spin crott le comportement du propagateur a grande 

valeur du moment p se deteriore. 

Si au lieu du spin .\i nous discutons le spin l on voudra initialement resou~re 

une equation du type : 

avec en particulier ~ 

tJY 
On cherchera done une solution ~ ('X.) .. 

. ,., 
- ~ J 

de l t equation : 

(18) 

(19) 

Dans le membre de gauche figure une matrice 4 x 4 dependant de p. Elle sera in

versible toutes les fois que son determinant sera non nul. Plutot que de calculer 

ce determinant il est plus simple de multiplier les deux membres de (19) par: 

. Le resultat est: 

Par consequent, la matrice initiale n 1est singuliere que pour p2 = m2 et son in
verse a un pole simple en ce point. Done 

En raison de 
,..., V\I 
~F (p) 

{20) 

la presence des termes pµp\! au numerateur, le comportement de 

pour p grand est <St:"'(p) constante, conformement 
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a ce que nous indiquions plus haut. Cependant, supposons que le champ vectoriel 

Bµ satisfasse a une equation du type (18) avec un courant conserve au second membre. 

Pour des conditions aux limites du type de Feynman on aura: 

-Si on note jv(p) la transformee de Fourier de jv(x 1
), 

en v·ertu de l 'hypothese de conservation, elle satisfait a 
On voit q~e Bµ(x) se reduit a : 

--

Autrement dit le terme pµpv/m2 dans le nurnerateur du propagateur vectori-el peut 
....., fo>" . 

etre ornis. Dans l'estimation du comportement asymptotique ~e ~F (p) on re-

trouve la propriete du cas·s-calaire en l/p2
• Le cas m2 

.. 0 presente,comme nous 

y s·ommes coutumiers, des difficul tes. 11 ne faut considerer que des courants 

(des seconds membres) conserves. Nous savons qu'ii est alors impossible de de

terminer entierement le champ vectoriel - note A - sans condition supplementaire 
µ 

pour eliminer l'arbitraire de jauge. La matrice du membre de gauche de l'equa-

tion analogue S (18) OU m2 = 0, a savoir ', 

n'est pas inversible, son determinant est identiquement nul. 11 s'agit au fait 

d 'un projecteur: 

L~ = r~ L 
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Pour sortir de cette difficulte on peut, soit considerer le champ A comme la 
).l 

limite d 1 un champ massif couple a un courant conserve, soit proceder comme dans la 

section 2, en ajoutant un terme A/2 (aA) 2 au lagrangien. Dans ce dernier cas, les 

equations du mouvement prennen t la f orme ( D gµv - aµ av (A.., I)) Av = j µ, et 1 'ex

press ion du propagateur devient 

l -- ~ .,.,, - ¥ t>"'r.'> 

p1.+ i E: 
.) 

La singularite apparente du numerateur ne joue passion l'applique a un courant 

conserve et le choix A = I fait apparaitre le propagateur de Feynman gµ\JGF. 

D'ailleurs on peut combiner les deux methodes. 

La situation se complique dans le cas ou le courant depend des champs couples 

ii Aµ (et even tuellemen t de A lui -menie) ·· 11 f au t al ors s 'as surer par exemp le que 

la modifica~ion apportee aux equations en rempla~ant le champ Aµ par un champ 

vectoriel massif (de masse tendant vers zero) - substitution qui brise !'invariance 

de jauge - ne detruit pas la propriete de conservation du courant. 

En transformee de Fourier, si on examine le numerateur du propagateur 

vectoriel 

on constate. que : 

De ce fait pour p 2 • m2 il se reduit a un projecteur sur l 1 espace orthogonal au 

quadrivecteur p. Si nous choisissons un systeme de coordonnees ou p est le long 

de l'axe des temps (supposant que po > 0, p2 ""m2 > o. p est un vecteur du genre 

temps positif) cette propriete est reliee au fait que !'ensemble des polarisations· 

permises pour une solution de l'equation (18) homogene a p fixe decrit le sous

espace orthogonal a p. 

Le lecteur peut-il a 1 1 aide de cette remarque en deduire les .formes possibles 

du propagateur d'un champ de spin plus eleve ? Le compor tement general d'un propa-
2s - 2 ~ gateur en transformee de Fourier est-il pour p grand en p , ou s est le 

spin ? 

Comme exercice elementaire illustrant les considerations qui precedent, exa

minons une situation ou l'on veut connaitre le champ de radiation emis par une 

particule chargee (de charge .e) brutalement acceleree . 
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Fig. 4 - Une particuie chargee est ins
tantanement acceleree (dans la 
boule noire) passant de la vi
tesse v. a la vitesse vf. 1 . 

Le courant associe est 

+-o 

. ~ 1 J.~ d<r~l·) ¥.. Ji 

Soient vi = pi/met vf = pf/m ses 

quadri-vitesses initiales et finales. 

Si l'origine des temps et des coordon

nees est choisie au moment et a l'em

placement de la collision, et si T 

designe le temps propre, sa trajectoire 

est decrite parametriquement par 

'X(l:) = 
r T~O 

1 't>o 

Nous avons directement evalue la transformee de Fourier: 

L'equation determinant le champ electromagnetique est : 

Le courant est bien conserve et nous choisissons la jauge de Lorentz a • A '" O. 

De plus, on exige que lorsque t + -~ , le champ electromagnetique ~e reduise au 

champ coumombien de la particule incidente (c'est-a-dire s'annule si on pouvait 

faire jµ + 0 lorsque t + ro, ce qui rigoureusement est impossible en raison de la 

conservation de la charge}. Dans ce cas la solution a retenir est la solution 

retardee i 

s d 4~, G.~ ( 'X p :x') J lo> ( -x') 

= j ot4«' c Gtttt (-xp-x') - GM (-x-~'J) J ~(?C') 
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La seconde forme exhibe la decomposition du champ Aµ pour des temps tres grands 

positifs corrane somme d'un champ de rayonnement (satisfaisant a !'equation homogene) 

et d'un champ coulombien attache a la particule. Conune: 

Q--> 
) 

A~.(.~) : 

Utilisant les representations integrales (11) et (22): 

(23) 

Le champ electromagnetique lui-meme est 

Ft'v,~~ = '().,A~"~· .... o,, A,.,~ = 

: ~ f ~4&_ ~( .. 
11
)b(lt_)e.. i~.?t4t>Jv'{i.)--ly JtJ(~)) · 

~ (ur')) J . · ~ 
or. la den~ite d 1energie rayonnee est donnee par la composante zero-zero du 

tenseur T qui, d'apres la section 4, s'ecrit~ 
µv 

T l'.)0: r' DI' 1"" 0 ' 0(1 Ft->" F ,... . ~.., - 4 ~ "'v . 
Pour un quadrivect.eur k du genre lumiere : k0 

"' fk l , nous definissons deux quadri-

vecteurs du genre espace,ort~ogonaux entre eux e t a k, 

~ot.l ... o '1. E.._. ~2 = 0 E." > ·E~ fol=_, ) 
. 

Udlisant la fait que k • J (k) = 0 et notant ko = lkl, on trouve aisement que 

l'energiE! emise E ii un temps positif, est donnee par~ 

E' = 

' t' 
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Si nous anticipons sur l'interpretation de ce rayonnement en termes de quanta 

d'impulsion k et d'energie ko = l;I (h = 1), on aura done une energie emise dans 

1 t element de 1 1 e.space des phases <'A.al : 

I -
Tenant compte, en outre, du fait que chaque photon transporte l'energie k 0 , nous 

voyons que notre calcul (semi-classique) conduit a l'expression suivante pour le 

nombre de photons de polarisation E emis dans l t elem~nt d 3k autour de k ~ 

{24) 

C'est ce qu'un calcul quantique a l'ordre le plus bas en.e fournit aussi, fonde 

sur les diagrammes de Feynman (qui ne vont tarder a emerger) de la figure 5. 

Fig. 5 - Diagra11UT1es de Feynman pour le bremsstrahlung, a 1 1 ordre le plus bas. 

Le processus en question est appele le ra~onnement de freinage ou bremsstrahlung • 

. on notera que l'energie totale emise est finie mais que le nombre total de photons 

ne l'est pas. 

Jusqu'ici nous n'avons pas discute explicitement le cas ou le membre de droite 

de l'equation (1) depend explicitement des inconnues, a savoir les champs $a· S'il 

en est ainsi la ~onnaissance du propagateur libre est insuffisante pour obtenir 

une solution, Nous allons esquisser la methode d'approche p~rturbative permettant 

de traiter ce prohleme. Considerons un modele simple, un .champ scalaire auto• 

couple satisfaisant a !'equation 

{25) 

ou V est une fonction (ce pourrait etre ~4'4) qui ne depend des coordonnees x 

que par l'intermediaire de,$.· 4( 
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Afin de donner un sens precis aux manipulations qui vont sui vre, nous imaginons V 

multiplie par un coefficient g(x) de branchement adiabatique , c'est-a-dire qui 

s'annule pour lx0 1 + w de maniere tres douce. Dans ces conditions ~ tend vers 

un champs libre a des temps tres grands. Ulterieurement on peut passer a la 

limite g = cte (l'unite par exemple). 

Formellement: 

J 
(26) 

ou ~ est un champ libre : (0 +m2 )W = O; le choix de la fonction de Green et de w 
depend des conditions aux limites exigees. Par exemple avec G = GF le propagateur 

de Feynman, les parties de frequences positives de ~ et w co!nciderons pour x 0 + """° 
et celles de frequence negative pour x 0 + oo, Si done on impose ces conditions pour 

lxol + w, on pourra reconstruire Wet on prendra ~our propagateur GF. C'est le 
choix que nous ferons. On notera que, au sens strict, ceci n ' est valable que 

grace a l'hypothese du branchement adiabatique. 

Explicitons ces choix: 

On peut se proposer, questions de convergence mises a part, de trouver un 

developpement en s~rie pour~ de la forme: 

(26 1 ) 

~ (x) _ f c~) + ~ J4«., A2 (~.; ~1 ) 1(~.) ~-·· ~ f d\, .. el\ A"'.,("-i~,··",,~l•.) .. 96',.)+: .. 

(27) 

Les noyaux qui figurent dans ces integrales seront schematises par des diagrammes 

en arbres,appellation qui va etre justifiee dans ce qui suit. 

Tout d'abord, pour calculer les differents noyaux A , il suffit d'iterer 
n 

. !'equation. Le premier itere: 

et ainsi de suite. 
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Pour faire la comptabilite de ces termes dont la complexite va croissant 

il est commode de leur associer biunivoquement des diagrammes qui dans le cas 

present ont une structure topologique simple et constituent un premier exempLe 

de diagramnies de Feynman. 

Rappelons que : 

avec: 

J ~o = I ~i.J' - - v (f#>) • 

Convenons alors d'associer un segment joignant dewc vertex marques x., x., ~ 
L J 

chaque propagateur GF(x.-x.). 
l. J 

Il n'y a pas de probleme d'orientation puisque 

· GF est une fonction symetrique de ses arguments. Nous representons par un ver-

tex (une boule) chaque terme : 

) ... ) 

le nombre de derivees etant egal au nombre de lignes de propagateurs issues du 

vertex et l.' argument et ant le champ t/J libre. Enfin un propagateur se termine 

au point x. 

Ainsi 

A~ ( :t j ·x ... ) • 0 
':(. 

"'t 

A?, ( -x. j "'1, -x,) 0 0 
4 

::C4 ~t. 

Le lecteur ver if iera sans peine que la representation graphique de 

A 
1

(x; x 1 , ••• x) est constituee par !'ensemble des diagrammes connexes, en 
n+ n 

arbre (c'est-a-dire sans c'ycle), topologiquement distincts.,a n ver~ex, une ligne 

se terminant au point x externe. La notation x 1 ••• x des vertex est arbitraire. 
n 

noyau integrant dans ~ A"•t (~ j :ic11 ... "") ~ (-x,.) .. ·~(~")) Co1U1ne A 
1 

figure comme 
n+ 

e t que le produit g(x 1 ) .•• g(x) est symetrique, on peut sans dommage le symme-
n 

triaer. Ainsi appliquant la regle precedente au calcul de A4 on trouve graphique-

trient: 

~o-..... o 
~ -< ... . 
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+- GF (x- ~1) ; ! d "('I- l~1)) 4~ (x4-\)j ("' (X11)) " 

)tGtJ:(~,-~~)~(tJ.t~,)). 

(29) 

Une seconde iteration de l'equation (26) fournit bien entendu le meme resultat. 

Si le lagrangien d'interaction est un polynome fini de degre N, les derivees par 

rapport a~ s'annuleront a partir de l'ordre N + 1, c'est-a-dire qu'on n'aura pas 

a considerer les vertex dont sont issus plus de N propagateurs. Ainsi si.t. = A$~/4 ! 
tnt 

(avec A < 0 classiquement) on pourra faire jouer a A ~ A(x) le ~ole que nous fai-

sions jouer a g(x) et un vertex sera relie a d'autres par au plus quatre lignes de 

propagateurs. S'il y a p < 4 propagateurs issus de ce vertex, il restera un fac-
~-p teur proportionnel a ~ . 

Si l'on veut des noyaux symetriques, on posera 

et 

= 

avec 

(30) 

~ cJ \, ... c:J4~~ ~ ..... , (z; :c., .. ,1t")#l~,) ... ~(~1 
(31) 

(32) 

Les regles de Feynman des diagrammes en arbres ont ete etablies ci-dessus dans les 

variables d'espace-temps. On peut aussi bien utiliser des expressions transformees 

de Fourier. L'un des casse-tete continuels de la theorie a trait aux conventions 

de facteurs ±i, (2n)~ •.• On conviendra ici d'affecter d'un ~la traosformee de 

Fourier defini~ par : 
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~ F (x.) = 

etc 

Nnsi 

-' 
i.1.-wi 1+1~ 

Pour expliciter lea calculs prenons ;t. = A~r/r ! Dans la derivation de la 
· int 

aerie perturbative, nous branchons cette interaction de maniere adiabatique 

A.+ A(x), puis noµs passons a nouveau a la limite invariante par translation 

A(x) + A. On aura 

y_ ~~ ( 4<~>) = 
(P-•) 1• o'f P (p~1)~ C_r-j'>) ! 

= ---
<f ~•) '· (r-~) ! 

Dans ces conditions ~ 

Les termes d 1 ordre zero et un sont : 

r-l' 
r " J 1 
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L'integration sur x et x 1 est immediate et permet d'integrer sur k. On note que 

ces integrations expriment la conservation de l'impulsion-energie aux vertex si 
~ 

on tient compte de celle emportee par les champs ~. Il. vient ici : 

"' f 1) -

Le meme mecanisme va evidemment jouer pour les diagrammes (en arbres) plus com

plexes des ordres plus eleves. 

L'expression ci-dessus suggere d'ajouter aux vertex dont se detachent p < r 

propagateurs, ~-p lignes les connectant a des champs ~(k1) ••• ~(k ); l'expresr-p 
sion est a integrer avec la mesure : 

s 
A chaque vertex dont les r impulsions entrantes sont portees par des propagateurs, 

soit par des lignes externes, on satisfait a la conservation du quadri-moment. 

Comme le diagrarnme est sans boucles ces regles de conservation sont suffisantes 

pour determiner les moments attaches aux propagateurs en fonction des lignes ex

ternes. Un facteur (2n) 4 reste attache a chaque vertex compense par un facteur 

l/(2n) 4 par propagateur. Pour les diagrammes en arbres en effet ~n terme a n vertex 

possede aussi n propagateurs. L'integration sur la variable x laisse un facteur 

global (2TI)~o(E externes) de conservation globale du quadrimoment. 
p 

Les regles pour ecrire ~(p) au n-ieme ordre sont done les suivantes 

1) dessiner tous les diag.rammes en arbre a n vertext connexest topologiquement 

inequivalentst une des lignes externes portant !'impulsion (entrante) p. 

2) 

3) 

4) 

De chaque vertex sont issues s < r lignes externes et r-s lignes internes 

de propagateurs; 

aux lignes externes eventuellement issues du vertex (~), attacher les impul-

• ka l<a 1 · 1 · f t s l.ons l • • • s et mu tl.p ier par un ac eur 

...!... r d4 ~: .. d4 k~ ~(A~) ... G:' (i~) 
S ! j (a11')4S . 

aux lignes internes d'impulsion k, attacher un propagateur 
(-1) 

M.ultiplier par un.facteur de symetrie attache a chaque vertex egal au nombre 

de lignes internes qui s'y attachent diminue d'une unite. On verifiera que le 

produit de ces facteurs augmente des factorielles du point 2 n'est autre que 
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l'ordre du groupe des transformations du diagramme qui le laissent invariant 

si on le considere comme une structure articulee aux vertex. 

5) Afin de faire !'integration sur les moments externes, tenir compte de la 

conservation de l'impulsion-energie totale en inserant le facteur 

(2n)~6(Ip ). 
externes 

6) Enfin, pour un diagramme a n vertex, il y aura un facteur An. Ainsi le terme -du second ordr~ ~2 (p) correspond au 

p 

et s'ecrit explicitement: 

,,,,,_ l ~ ~~ ll1lt>i)! ", CA P~· 4Lf>ct )(l'n)4~(p+z;rj)1( (34) 
. ~ r"4. d4 4 

"' • 'Tf"'M l4 '2. "'I t 4 

r-# f.;lw)4 Ql-•>! ~"')4 "' (- I ) 

(p-t2: t'~)~ Mt.,.;f 
On voit q~e, une fois la brume dissipee, le seul facteur interessant mis a part 

la mesure et la conservation de l' impulsion-energie e·st le propagateur 

(-1) 
(p ""% t:>:.)"Z..-mt+it:-

Dans des diagrammes d'ordre plus eleve, il ne faudra pas oublier le facteur de 

symetrie. Ainsi ce facteur est 1/2! en ce qui·concerne les lignes· internes pour 

la diagramme du troisieme 

Le lecteur est invite a verifier pour lui-meme si les regles precederites le sa

tisfont et se deduisent de ce qui precedait, !'experience montrant qu'il e~t quasi

ment impossible de se servir de conventions etablies par ~utrui. Nearuuoins, la 

demarche generale est claire si certains .details peuvent paraitre un peu obscurs. 

On notera encore qu'il n'a jamais ete encore question de mecanique quantique 

en est deja cache dans le cas m2 ; 0 pour des raisons dimensionnelles comme on 

1 ta vu, mais si i' on eerlvaitm2 "' i-2 
t OU 9., est une longu'e~r' alors -on n t;ur~it 

jamais eu besoin de mentionner la Constante de Planck). 
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D'autre part, on peut envisager des problemes un peu plus compliques que 

celui d'un seul champ scalaire auto couple, par exemple en introduire plusieurs, 

se transformant conune des scalaires ou des vecteurs ••• et couples entre eux. 

Enfin, la methode exposee peut aussi s'utiliser dans des problemes classiques 

pratiques , OU les conditions aux limites peuvent etre differentes et les fonctions 

de Green utilisees aussi. L'idee d'un developpement perturbatif represente dia-
' grammatiquement est fort utile dans les domaines les plus varies. 11 faut alors 

aussi, bien entendu; se preoccuper des proprietes de convergence de la serie •. 

La solution <f> de 1 t equation : 

) (35) 

que nous, avons ecrite ~ 

-
"" ' . 

(36) 

apparait c«mme une fonctionnelle du cliamp libre \j!; mais nous pouvons envisager 

la aerie (36) comme une fonctionnelle d'un champ X arbitraire si nous substituons 

partout $ ~ X· Le champ 4> ainsi obtenu satisfera bien evidemment a l'equation in

tegrale ~. 

OU 

Po sons 

et choisissons la solution ~ 

(37) 

al ors 

(38) 



.. 
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Cette equation integrale precLse les conditions aux limites et la serie (36) OU 

tjJ(x) est remplace par S Jof.:t' G,t=' (~-%')~~(it') en est une solution 

formelle, 

On dit qu'on a ajoute un terme de source 

) 

et ~ est une fonctionnelle de la source definie par la condition que 

et l'usage des propagateurs de Feynman (ou des conditions sur les frequences 'Po

sitives et negatives a des temps infinis). 

Si on calcule l'action: 

I· 
d' --

evaluee pour la solution ~ ecrite ci-dessus, on observera que sa variation par 

rapport a j s 1ecrit 

--

(39) 

(40) 

Ceci generali'se une propriefe· analogue obtenue dans la section 1, et qui se l;'efe

rait a des systemes a un nombre fini de degres de libertes. 

Il est laisse au lecteur le soin de modifier legerement les regles donnees 

plus haut pour tenir compte dans les diagranunes de la substitution 1jJ + G * j, 
qui revient a ajouter des propagateurs sur toutes les lignes externes. 




