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Les notes qui suivent ont &té préparées pour servir d'introductiom & un cours
de théorie quantique des champs, donné en collaboration avec R. Stora et E. Brezin.
Elles présentent les aspects traditionnels de la mécanique lagrangienne et ingis-
tent sur les symétries, les courants associés, 1'invariance de jauge abélienne et
non ab&lienne, dans un contexte classique. C'est dire que pour 1l'essentiel les
notions traitées sont élémentaires. A dessein on a omis d'indiquer des références,
les matiéres &voquées ici se trouvant, pour la plus grande partie, amplement dé&-
veloppées dans les ouvrages consacrés i ce sujet, Deci-deld, quelques remarques
sont peut 8tre originales, sans que cela puisse &tre garanti. Le lecteur trouvera
assurément de nombreux passages fastidieux, c'est qu'on n'a pas voulu passer sous
silence certains détails peut-&tre wutiles 2 quelqu'un qui est moins familier avec

le. formalisme théorique.

J'exprime ma reconnaissance aux organisateurs de 1'&cole de l'occasion qu'ils
m'ont offerte de présenter ce cours,et & mon ami R, Stora de la patience et la
science qu'il m'a prodiguées dans sa préparation. Enfin, je profite de cette
occasion pour remercier le CERN de son hospitalité et des facilitds qu'il m'a

accordées dans la mise au point matérielle de ces notes.
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PRINCIPE DE MOINDRE ACTION EN MECANIQUE CLASSIQUE

Les &quations de la mécanique classique résultent dans la plupart des cas
d'un principe de moindre action. Si q désigne collectivement les variables de
configuration (supposées pour l'instant en nombre fini q = q;, qos <. qN) et

q les vitesses associées 4 1l'instant t, l'action est définie comme 3

l'l
St dt L (qw, q(t). W

La fonction de Lagrange I dépend des positions et des vitesses et parfois
aussi explicitement du temps. Le principe de moindre action s'exprime alors en
disant que,parmi les fagons q(t) de passer de la position q, au temps t; & la
position g, au temps t,, la trajectoire réelle est celle qui rend stationnaire
l'action I. Il s'agira d'un véritable minimum si qp,t; sont assez voisins de
q1,t;. Cette action est une fonctionnelle des "bonnes" fonctions q(t) satisfai-
sant aux conditions, aux limites. Si Q(t) dBsigne la trajectoire réelle, on
doit exprimer la condition de stationnaritZ en considérant des fonctions voisines

q(t) = Q(t) + 8q(t) et en développant l'action en puissances de dq

ra.
I(q)= IQ)+ StoU: %(Q) Sth) o

Annulant la variation au premier ordrejcomme on annule la dérivée d'une fonction

pour trouver un extremum, on voit que les &quations du mouvement doivent prendre

o1 ()
Eq{b)

Pour comparer cela avee les équations d'Euler-Lagrange, il suffit d'apprendre &

la forme :

»

dériver fonctionnellement 1'expression. (1), Pour cela on remarque que :

$q(B) = gf Bqtyy , ¥q(ty) = 8g(t)=0 .

Alors '3

:
“ar 3L - ) L 4 Sqmh .
ge, * Tql P4l gdti'bqlb) 9t + gl # q< )IS

Intégrant par parties le second terme du membre de droite, on voit que les termes

tout intégrés s'annulent en vertu des conditions aux 1imites)et on retrouve effec-

oL oL _ d L _
Sqtl:) 'bqtt) db 24(k)

tivement les équations familiéres :
3
TB(_ o (3



Lorsqu'il ¥ a plusieurs degrés de liberté& il faut, bien entendu, &crire ces é&qua-

tions pour chaque variation qu(t) indépend amment.

Une propriété évidente de cette formulation est que les équations du mouve-
ment sont inchangdes si la fonction de Lagrange est modifiée en lui ajoutant
une dérivée totale dans le temps. Il est clair que cela ne modifie l'action que
par des termes rtout intégrés qui ne sont pas affect&s par des variations laissant
fixes les extrémités de la trajectoire. Par exemple,si on ajoute 2 la fonction
de Lagrange relative 3 un degré de liberté& un terme af(q) = d/dc f1 f(q')dq',
rien n'est changé aux &quations du mouvement. Ceci montre que la fonction de
Lagrange n'est pas réellement 1'objet intrinséque qui détermine le mouvement et
cette remarque conduit & une formulation un peu plus abstraite dont nous ne par-
lerons pas ici.

Il est bien connu qu'il existe aussi une formulation hamiltonnienne des &qua-

tions du mouvemenq)obtenue en introduisant les moments conjugués 3
p= 24 )

Supposons qu'on soit capable d'inverser ces &quations en exprimant les vitesses é
en fonction de q et de p. Dans le cas de plusieurs degrés de liberté, il peut y
avoir des difficultds si le Jacobien de cette transformation s'annule. Nous y
reviendrons plus loinjen admettant pour l'instant que c'est possible. Alors la

fonction de Hamilton est obtenue par 'la transformation de Legendre ¢

H(pa) = Pa(pa) — L(g,d0a) . 0

Par différentiation ¢

[ a+247b_ +
,d.H...[:a( +_bjf;_(p %_lé—r_):l.dp ‘bq ’Dq( P) -d_a,.

Utilisant la définition des moments conjugués et les &quations d'Euler Lagrange

on voit que sous forme hamiltomnienne le mouvement est dé&crit par les &quatiomns

: oH p 2H | (6
Plus généralement la variation d'une fonction définie sur 1'espace des

phases (l'espace des 2N variables p, q) est:
&t - ?’—f*bpm 'bq?P:”_é "l )ia _20 %

La notation introduite est celle du crochet de Poisson {‘? % 3’3 3(‘ ,bq 'DP
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I1 découle de la définition (7) qu'une fonction sur 1l'espace des phases ne dépen—

dant pas explicitement du temps et dont le crochet de Poisson avec 1'Hamiltonien

s'annule est une constante de mouvement.,

Il est remarquable que les &quations de Hamilton (6) découlent elles aussi

du principe de moindre action. En effet, on remarque que

L(q:9)dt = pdq —H(hq)dk

Utilisant cette expression dans la formule (1) nous &crivoms l'action sous la

forme s

-ty
I= pdq -Hdk | (8)
&
Considérons alors p(t), q{t) comme 2N variables de "eonfiguration" et exigeons
que I soit stationnaire en imposant les mémes conditioms aux limites que précé-

demment : q{t;) = qi, q(t2} = q2. Aucune restriction n'est apportée sur p(ty)

et p(ts). Alors :
- ?P
Intégrant par parties comme précédemment le terme en p d/dt 8q, nous voyons que %

L]
= — : —=P ,5--
P °p 89 9
Les conditions de statiomnarité, obtenues en exigeant que ces dérivées fonction~
nelles s'annulent,redonnent bien les &quations (6). Notons que par adjonction

d'une dérivée totale om peut aussi écrire %

Pada=Paq "'Sl qdp + Hd‘t
qui montre les rdles (anti- ) symétriques joués par les variables g et p,

Complétons ces bréves indications en examinant tout d'abord les propriétés

de l'action &valuée pour la trajectoire qui la rend stationnaire. Nous supposons

*)

qa2t; assez voisin de q;t; pour que cette trajectoire soit unique ', La fonction

obtenue dépend de q;ty, qaotz. Nous la noteroms I(qatz, qiti). Alors on vérifie

sans difficulté que 3

SI(qa b,y t) = Q’asqa H ot ) (.P-'SQ:"H Sb)

(9)

%) Il rie faut pas croire qu'il s'agisse 13 d'une précaution oratoire assez vaine.
Ainsi pour un oscillateur harmonique il existe une infipité& de trajectoires, qui
issues de l'origine, y retournent aprd@s une demi période.
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Si la fonction de Lagrange dépend d'un paramdtre o, on a en outre 3}
t
a s
I(:tz;9.h)= '(t %ia(u:, Q) , QLE, a)) ak (10)
|

ot la dérivation porte sur la dépendance explicite de L. Une application de ce
dernier résultat est la suivante : supposons qu'd la fonction de Lagrange I, nous
ajoutions un terme gF(t) qui contribue aux &quations du mouvement par l'adjonction
de la force F(t). Dans ces conditions I devient une fonctionnelle de F et pour t

compris entre t; et t; on aura en vertu de (10) %

i‘ I(q.t2; 9.t )= Qlt) ,

DF(¥)
oli Q est la trajectoire en présence de la force F (on pourra sl 1l'on veut &valuer
les deux membres @ F = 0). Ceci n'est en rien un moven commode de réscudre les
gquations du mouvement, mais illustre une idée qui r&apparalt constamment dans

les raisonnements de la th8orie des champs, et qui est celle de fonctionnelle

génératrice.

A titre d'exemple des différentes formules &crites ci—dessous, considérons une
particule matérielle se déplagant le long d'un axe et soumise 3 une force dépendant

du temps F(t). La fonction de Lagrange est %

L{q,9) = _'mq v qF) .

La solution des Equationg du mouvement est ;

Qi) = qu:l"t) +Qa(t"t‘) g dt’ Gk, t) Eit_)
E )

oli 1a "fonction de Green" G{t,t'), symétrique en t et t', g'annulant pour t = t,

et £t = tp, est solution dé :

> E) = S(e-t
g, G(t,t) = d(t-t)

et s'derit g
. !
G (tt) = =L i Be-t) (£,-E)(t=ts) + (bt )} :
£a-T4 ‘
Quant 3 l'action évaluée le long de la trajectoire, elle a la forme :

I(%tz;‘ht)" n G I) j QM Tty dE

'k!. L.' |..' L"q

& L
+ L S aU:J ' F(y) &) F(E) .
2T, h E,
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Nous vérifions en particulier que la dérivée fonctionnelle de I par rapport i la

force est 1'équation de la trajectoire g

o
§_I_@=t.hqlt“) = Ch(h‘t) +q‘-(t-'t") + J‘ dzj:, G (l‘,t‘) F({:’) )
3 F(b) E,-t, E, Tom

8i, en particulier, F = 0 on trouve &videmment ¢

B_I_= m T2 = oL _ - M /9:-9
082 £, -t P w ( —::. B -H(P”q")

Toutee expressions fort raisonnables !

J'allais oublier de mentionner - mais bien sfir tout le monde le sait par coeur -
que pour un systéme de points maté@riels soumis & des forces dérivant d'um potentiel
la fonction de Lagrange est la différence entre énergie cinétique et &nergie poten-

tielle.

I1 est difficile de ne pas ajouter un mot sur les transformations cancmiques.
Dans un grand nombre de problémes il peut ¥y avoir um arbitraire dans le choix des
variables, disons pour l'instant des variables de configuration; ainsi on peut mo-
difier la disposition des axes de coordonndes, ou plus géndralement, la paramétri-
sation de la variété formée par les configurations possiblas ... La forme
Hamiltonnienne suggére méme des variantes encore plus nombreuses oli les transfor-

mations envisagées affectent les variables de l'espace des phases.,

Certaines transformations privilégiées seront appelées canoniques., Supposons
que nous introduisions dans l'espace des phases une paramétrisation différente

%
(qui peut dépendre explicitement du temps) )y

’ - ot
1=q(qp't)  P= P(AWPot)
La transformation sera dite canonique si la condition suivante est satisfaite: il

existe une fonction H' (de p’, q' et éventuellement du temps) de telle sorte que,

en fonction des variables p’, q’, les équations du mouvement conservent la forme

o pre o
q .SF}' ?ql
Pour bien faire apprécier la chose il faut &crire explivitement le cas de plusieurs
degrés de liberté. N'importe quelle transformation n'est pas canonique. Le prin-
cipe de moindre action suggére alors immédiatement la stratégie 3 adopter pour

trouver la sclution. Il est clair que la condition nécessaire et suffisante eat

que

T bdgf WAk & 3 pudy - Hde

ne diffdrent que par une différentielle totale. A son tour cette condition est

*) On pourrait mé@me aller plus loin et considérer en méme temps des transformations
de la variable temps t = t(t’) conservant 1l'ordre chronologique dt/de! > 0.
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équivalente 3 la condition que les différentielles (extérieures) des deux formes

soient égales :
dP4Adq4. —d.Hj\du'= z dF:Adq: —-dH:\cU,' .

Explicitant cette condition, on trouve %

(a_t@_ ébaq{>=§“”z‘:(_ﬂ_gqt 5_(‘12@):0 (11)

2P% 297 241 2P 2Pk Db P2 OPi

BP"' Bq" —BP‘. aji. ) =0
29% 092 29 9%

et

M 3, ps (M S48 .2 ( ?’F’-&)

EIA DF: OPa B 29k a2y
oM 'a_m 2 _ )+Z 'bﬁ_ 24, o )
9% - Ppe Bt T

Il est plus facile de comprendre les conditions (l1) si on reconnalt qu'elles
expriment que le produit des deux matrices 2Nx2N est &gal & l'unité, Indiquant
les indices de ligne par une minuscule et ceux de colonne par une majuscnle

ceci s'écrit ¢

% | Na | | M | 29a I i o

(4 T 2q% | P4 |

------ o il BN et e B
% Wa || 2 e o T

°qa 1 B4k °q%a | °Pa :

Or Bi AB = I on a BA = I. C'est dire que 1l'on a

A (0 ) - Tad - Bl

p] ?.)_‘I_B © — ' ,ill-'-'-' = ,‘,fc
*<?qaéﬂh ,ﬁf_g%)-{qe,q} o = {a,,9%}

z& (D—E‘-B—Eﬂ‘- _ ki @.E&.).—:{pé,hg =o = {p, PLl.

294 2P%  2P% 9%
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Dans les seconds membres figurent les crochets de Poisson exprim@s en fonction
des variables p’q’. En d'autres termes, la structure en crochets de Poisson est

préservée par les transformations canoniques qu'on utilise les variables (pq) ou

o 12,31 =291 .

Quant aux &quations (12), elles fournissent la nouvelle fonction de Hamilton H';

on peut bien siir lui ajouter un terme uniquement fonction du temps et qui n'a pas
d'importance pour la dynamique. Notons que la condition d'intégrabilité du sys-

téme (12) est automatiquement satisfaite par les transformations canoniques.

Cette condition s'écrit en effet

2 M _2 M _ _27, (o 29 be_D4q

_-’- - —__f ry - = - & a

o9 DL Py 9% stk { PPL0qy 297 bpfj
P

QM > o - - T, {e 24 _ 2pe 2qp
VP3Pl PP Py %t ﬁgbpimﬁﬁ? Dpy 3F::»§
2D WM D Tl dbe e _Oke 2
095 29% 9% 29y 3 &'&'bqic'm mbﬂq":}

Les membres de droite sont automatiquement zéro pour les transformations canoniques

en vertu de leur définition (11).

Un cas typique de transformation canonique est fourni par les solutions des
équations du mouvement elles-mémes. Dans ce cas, sl on connalt les trajectoires
dans 1'espace des phases,compte tenu des conditions initiales (q’,p’) au temps
t = 0, on voit que la condition sur les crochets de Poisson est satisfaite,

Au temps t = 0 {pi,qj}' = Gij et on vérifie qué B/Bt_{pi,qj}' = 0. Leg équa-
tions (12) montrent de plus qu'on peut poser H' = 0. Donc (q'p’) sont indépendants
du temps, circonstance fort: heureuse ! Toutes ces considérations cependant sont

locales, c'est—&-dire valables au voisinage d'un point p’qft.

Les quantités (qfp’) au nombre de 2N sont fonctions de q(t), p(t) et du temps.
En &liminant le temps, on obtient ainsi 2N-1 fonctions de q(t) et p{(t) qui sont en
fait indépendantes du temps. On voit qu'en général il existe 2N-1 constantes du
mouvement mais seul un petit nombre d'entre elles s'exprime globalement comme des
fonctions univoques. D'aprés un théoréme de Poincaré ces derni&res gont en fait

lides 4 1'existence de gymétries des lois du mouvement.

Enfin, on observe que les transformations canoniques conservent la mesure
Edpidqi. C'est &vident en vertu de leur définition pour un degré de liberté.
Pour. plusieurs degrés de liberté on observngrﬁce 4 la forme matricielle
donnée ci-dessus,que le carré du Jacobien de la transformation pq + p'q’ est
égal & 1'unité. Appliquée & 1'@volution dans le temps,cette remarque fournit

le théoréme de Liouville.
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SYSTEMES A UN NOMBRE INFINI DE DEGRES DE LIBERTE

En mécanique des fluides, en &lectromagnétisme ... nous sommes familiers avec

la situation ol le nombre de degrés de liberté d'un syst@me dynamique est infini.

Pour &8tre concrets nous discuterons d'abord 1'exemple important du champ
Electro-magnétique en présence des sources prescrites & l'avance, Les équations
du mouvement sont les équations de Maxwell qui, loraque la vitesse de la lumidre ¢

est prise &gale 4 1'unité, s'écrivent:

_JdiVEE ::S-D v B =0

(1)
rotB "‘%% =d rol E 'l-?'%.:o

E et B désignent le champ électrique et 1l'induction magnétique, p et j les densités

de charge et de courant satisfaisant 3 1'équation de conservation (de la charge):

%ff_ + di\/ci.:: o . (2)

Fn général p et j varient avec la position x et le temps t, il en est de méme de
E et B. Tl est commode d'introduire une notation compacte pour les vecteurs, ten-
seurs ..., qui a de plus l'avantage de rendre explicite l'invariance relativiste de

la théorie. Les indices Uy v ... prendrons les valeurs 0 1 2 3, Le tenseur métri-

que 4

O MmpFV

Pv — i | : -~ B0
= — M P—

servira 3 monter ou abaisser les indices. On pose ;

x" = 'i-b.;x} ¢ = %fld’}

o -E' -g* -g}
E'I o _53 B:.

¥V )
F Y = e F P - E?. B'L o _Bl_ .
EY 8* o' o

on abr3ge les dérivations a/ax“ én Bu. Enfin le sﬁmbble de Lévi-Civita
g HVPT [= +1 si (uVUpT) est une permutation paire ou impaire de (0123) et O autre-
mentj, sert 4 passer d'un tenseur antisymétrique & son dual;

PP oL e™t®

— S

Fow J

T se dé&duit de F par la substitution E + B B + -E.
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Avec ces notations les &quations de Maxwell prennent la forme s

'at":‘N = é‘v .DPEW=0 an

et 1'8quation de conservation

LV

IP -
opgt =o. @
Nous utilisons la convention de sommation sur les indices muets.

Pour relier ces équations dynamiques au formalisme de la premiére sectiom,
il faut identifier la coordonmée d'espace avec l'indice i des degrés de liberté,
la correspondance &tant du type Zi + fdax. Les Equations de Maxwell apparaissent
de prime abord comme faisant intervenir les dérivées (partielles) du premier ordre
par rapport au temps, si mous considéroms les champs E et B comme les variables de
configuration., De plus l'invariance relativiste semble s'opposer & faire jouer
au temps un rd&le privilégisg. '

Toutes ces difficultés vont pouvoir &tre surmontées. La premiére tfche con-
siste & obtenir des &quations du second ordre par rapport au temps en introduisant

le potentiel AP. En effet, il découle des &quations de Maxwell homogénes qu'on

peut toujours &crire;

FYV_ d¥a-2"a" :E:-'VA"-%FA  B=mtA . (3)

On peut toujours en fait, &tant donné FHV, trouver un potentiel explicitement en

utilisant la formule:
'>
rY, : 4
A*’Cx).—_--foou- EE Y (e 2, . )
Un tel potentiel n'est pas défini d'une mani2re univoque par l'&quation (3). On

peut le modifier em lui ajoutant le gradient d'ume fonction arbitraire., Cette

transformation porte le nom de changement de jauge :
AY o APy g ()

81 [0 désigne le d'Alembertien aua“, les équations de Maxwell exprimées en terme

de A" g'gcrivent :
v v Y
Elles sont bien entendu invariantes de jauge

v v 1 -
ﬂac#._ B(br,qu) =20 .
Cet arbitraire de jauge peut apparaltre, selon les cas, comme une circonstance fort
ennuyeuse, ou au contraire fort utile, et dont les conséquences sont tré&s profondes.
Par des choix de jauge judicieux, il est parfois possible d'introduire d'intéres-
santes simplifications. Inversement, il peut se faire par exemple qu'on brise

l'invariance relativiste manifeste (si ¢’ n'est pas choisi comme un champ scalaire).
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Le premier objectif fix& est atteint, en ce sens que les équatioms (7) aux-
quelles se réduisent les équations de Maxwell sont du gecond ordre, En fait les
expressions compactes sont l&g3rement trompeuses. Il est instructif de récrire

de maniére plus détaillée les &quations (6) %

- AD 0 . - °_ D 4
p= O % (&A% civA) = —AA - 2. dlivA .
&= QA +V(%§.’ +ah'vA)

Nous voyoms que pour certaines jauges (du type div i=0: jauge coulombienne)
la premiére &quation (l'&quation de Poisson) n'a plus rien 3 faire avec 1'évolu-

tion dans le temps, Par exemple si div A = 0 on peut la résoudre pour A° .

A= (4 ex)
4m [ x=x]

et récrire 1'8quation du potentiel vecteur :

DA=j-v f-ol3x %(x) ,

| %= wl

Naturellement la divergence du membre de droite est nulle en vertu de 1'Equation

de conservation.,

Cette procéduré est employ&e quelquefois pour obtenir une formulation
Lagrangienne en vue de la quantification., Elle a le dé&savantage de ne pas préser-
ver explicitement 1'invariance relativiste bien que 1la motivation physique sous-
jacente (potentiel coulombien instantané) soit fort utile dans certains types de

problémes (par exemple ceux qui ont trait & 1'étude des &tats 1liés).

Passons au principe de moindre action. La fonction de Lagrange (si fonction
il y a) doit apparaitre comme une int&grale sur la variable d'espace d'une densité
i laquelle on donne le nom de lagrangien. L'action elle-méme sera 1'intégrale

quadridimensionnelle du lagrangien ¥ (x):
T= (a2 Lexy . o %

Nous n'indiquerons pas par la suite les bornes de cette intégrale. Nous pouvons

nous contenter d'imaginer que l'intégrﬁle s'étend & tout l'espace, des conditions
adéquates ayant &té imposdes aux champs & 1l'infini (dans les directions d'espace

et de temps) pour que toutes les intégrations par parties soient justifides. On

suppose que le potentiel A¥ se transforme comme un champ quadrivectoriel. De

maniére 3 ce que le principe variationnel de moindre action conduise différents
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observateurs utilisant des repéres reliés par des transformations de Lorentz &

écrire des &quations équivalentes, il est nmaturel d'exiger que le lagrangien &
i) soit un champ scalaire,

ii) s'exprime au plus quadratiquement en A puisque les équations de Maxwell

sont linéaires,
iii) ne fasse intervenir au plus que les d&rivées (partielles) du premier ordre,

iv) soit enfin tel qu'une transformation de jauge ne le modifie au plus que par
1'addition d'une quadri-divergence. Cette condition est 1'analogue de la
propriété équivalente de la fonction de Lagrange. On pouvait ajouter 2 cette
derniére une différentielle totale dans le temps sans modifier le contenu du
principe de meindre action. De méme, en vertu du théor&me du Gausa, si on
ajoute une divergence au lagrangien, l'action n'est modifiée que par des

termes qui dépendent uniquement des conditions aux limites.

Tréa généralement si un lagrangien est fonction de champs ¢i(x) et de leura
gradients 3u¢i(x), la variation de l'action pour une variation infinit&simale des

champs sera !

SI:—. d4x b_i_:&" o0 (x )fx A
- (oo Stico 4 2K 53,40

oL 2L
Sd‘-x CEEA-M o ’aapd w) 84,00

La stationnarité de 1'action conduit donc aux équations d'Euler Lagrange

généralisées ;

giI; = ?Egéi :5 '?baf : (8)
Td.(x) D& (0 "3 it

Mis & part la conditien (iv), la forme la plus gé&nérale du lagrangien que

Ll

nous puissions &crire pour l'&lectrodynamique est la. suivante §

= Lha (2 Aq)@PAv) b (3 A)00A%) ke (304") ed A%
+ e Ay’
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Nous avons immédiatement &liminé o BUAP + B qui comme divergence ne saurait inter-

. . . . g, T .
venir ainsi gue des termes du style Juauf(Ap,B A") qui en vertu de la conservation
du courant sont aussi des divergences. Enfin, un facteur de proportionnalitd global

est arbitraire.

Nous exigeone alors que les &quations d'Euler-lagrange s'identifient aux &qua-

tions de Maxwell, Les premiéres s'dcrivent ;
dabie y¥o D, %a. IAY L h v aY +c%pv3fﬂ‘°]
v
= a DA" +(@+c) Dp%ﬁc .

Comparant cette expression avec (6) on voit que :
d=20 {(d # Q correspondrait & un champ massif)
—a ==e = (b + ¢) .

Le facteur de proportionnalité général est & ce niveau arbitraire. Faisons

le choix (qui sera justifié plus tard) &

i
-

-a=-e=(b+c)

LY

ce qui permet d'écrire !
L= -1 Fov FPY gAY s < (@,JA")Z_ @,,A")@,,A”)) :

Le terme multiplié par le coefficient c arbitraire est en fait unme divergence comme

on pouvait s'y attendre

@A) o)A = R A [ 9" 0a% 302 2, AL a3}

On peut donc s8i on le désire l'éliminer, ce qui revient & poser ¢ = 0. On aboutit

par conséquent & la forme suivante de I1'action g
z ., T % o =%
I—r.' - E‘Adﬂf. C_!4_F -l'd'A): S.()”in E;B __?A +J'A} . ()

Cette expreasion nous montre cependant que ce lagrangien n'eat pas invariant du
jauge mais que, supposant le courant conservé, une transformation Aﬂ +A u + Bh¢
revient 4 l'adjonction d'une divergence :

: Pq;) g ¢ ,

b 0 = 0 (4 d)

ce qui explique l'invariance de jauge des é&quations du mouvement. HNous en concluons
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que la conservation du courant est une condition nécessaire (et suffisante) 3

1'invariance de jauge de la théorie.

A ce stade tout autre choix du coefficient ¢ est tout aussi légitime. Par

exemple pour ¢ =1

L= -1 § (Gua)2"A0) -3 A ALY
2 [t g
Comme cette question d'invariance de jauge est capitale, il est inatructif
de présenter ume autre fagon de voir qui se rév2lera utile dans la suite. Jus-
qu'ici la théorie est présentée sans qu'un choix particulier soit fait explici-
tement qui restreigne l'arbitraire sur A. Un choix semble particuliérement indiqué,
il consisterait 3 imposer 3 A la condition supplémentaire (invariante relativiste)
de Lorentz ¢
’pr":o .
Dans ce cas l'&quation du mouvement se réduirait & ¢
OAY=gb.
Notons que ceci est encore compatible avec la condition de Lorentz et que cette
dernisre réduit l'arbitraire de jauge sur A considérablement, puisque cette fois ci

on n'est plus autorisé qu'a des transformations

Voyons s'il est possible d'introduire cette contrainte dans le formalisme.
La premi&re idée qui vient & l'esprit, est la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
Comme il est bien connu, si on veut traiter un probléme de minimisation avec con-
traintes, on peut ajouter & la quantité initiale une combinaison linéaire deas
Bquations de contraintes et faire des variatioms arbitraires. Les coefficients
sont aleors déterminés en requérant que lea contraintes soient satisfaites par la
solution du probléme auxiliaire., Puisque BUAU = 0 consiste en fait en une infi-
nité de contraintes (l'annulation d'une fenction pour tout x}, on voudrait rajouter
au lagtangien fd*x A(x) 3, Au(x) Ceci est possible mais il eat plus &conomique de
remarquer que 2 Au(x) = 0 est &quivalent & une condition unique fdI+ [BuAu(x)]z = 0.
Il suffit done d ajouter au lagrangien 1/2[3 AP] avec A '# 0, indépendant de x, Ceci

-y

revient, en comparant avec ce que fnous dlslons plus haut, & &liminer la condition

b+c =1, Les équations du mouvement deviennent done :

OaY 4 (0.—!) Pt '%széf’

En prenant la divergence des deux membres on aura ;

:} EJ :)v A.q =0 .,
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Pour X # 0 on assurera la condition de Lorentz par des conditions aux limites,

par exemple en demandant que BUAU 6'snnule asymptotiquement (poutr |t| + ®), Alors
la seule solution de l'équation précédente est la fonction nulle : 3 A = 0 et

oa¥ ='jp. Ce choix de jauge n'influera en rien sur 1'expression desuchamps E et

B en fonction des sources et nous voyons gue nous obtenons de cette maniére une

théorie parfaitement &quivalente sux &quations de Maxwell.

Résumons la logique du raisonnement ¢

4 >
Invariance de jauge#s courant conservé

Principe de moindre action = &quations de Maxwell.

) %= -LFLia +_f%@¢c\)z

Le courant est conservé 3j = 0

Principe de moindre action—= O aﬁAU =0

Conditions aux limites — jauge de Lorentz = &quations de Maxwell.

Je me suis fort appesanti sur cette question parce que c'est une source de
confusion considérable. Par ailleurs, ceci va &tre génralis@ su cas des champs
de Yang-Mills. De méme la théorie de la gravitation fait intervenir des concepts

analogues,

Ajoutons quelques remarques mnémotechniques permettant de retenir

les signes,’ quelléé que poient legs conventions de métrique ... On veut que
les termes en (3A/8t)? (les seuls qui soient quadratiques dans les "vitesses™)
goient affectés d'un coefficient +4. De méme p%A° est une &nergie potentielle
et doit intervenir avec le signe moins. Enfin, dimenaionnellement (dans le gys-
t8me Gaussien rationalis@ utilisé& ici) tout va bien puisque'fdax E?/2 est une

€nergie donc fd“x E?/2 est.bien une action : energie X tempa.

L'électromagnétisme n'est pas, tant s'en faut, le sujet unique de la thdorie
des champs. D'ailleurs nous n'avons méme pas traité dynamiquement les degrés de
liberté des sources. Pour compléter ces indications sur les syst@mes infinis, pas-
sons en revue quelques cas simplea qui servent de matdriaux & des constructions
plus ambitieuses. Convenons d'appeler ''lagrangien libre! la partie du lagrangien

quadratique dans les champs. Nous nous bornons pour l'instant essentiellement &

ce cas.

Par exemple un champ scalaire satisfaisant & l'équation de Klein-Gordon :

@‘-z]:l +"m2)4>(‘4) =0, (10)

aura pour lagrangien :

Lo g | (63.4)-mg] an

2
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J'ai ajout@ explicitement un facteur h ayant les dimensions d'ume action
pour montrer que le concept d'un champ de Yukawa massif ndcessite l'introduction
d'une nouvelle constante. Désormais on identifie ce h avec la constante de Planck
et 1'on fait h = 1. Dans ce type d'unitd 1'action est sans dimension et ¢ (comme

AH) a les dimensions d'une &nergie ou de l'inverse d'une longueur.

S8i l'on veut un terme de source j dans le second membre de l'équation de
Klein-Gordon, il faut ajouter +j¢ au lagrangien (11). Dans une théorie plus am-—
bitieuse, par exemple si le champ scalaire interagit avec lui-méme, comme c'est
le cas des vibrations anharmoniques d'un cristal, les termes les plus simples
que 1'on puisse ajouter sont en ¢° et ¢" (on verra plus tard que si on peut quan-
tifier ces théories de manidre & obtenir des prédictions non ambigues, dans 1'&tat
actuel des techniques de caleul, la rénormalisabilité introduit se sévdres restric-
tions sur le type de termes d'interactions possibles). Par exemple un mod&le hyper-
aimplifié d'interaction m'n® (négligeant isospin, couplage aux baryoms ,..) ajoute-
rait un terme d'interaction -A/4! ¢* avec -A/4T de 1'ordre de la longueur de

diffusion d'onde s en unitd lfmw.

Les champs vectoriels masaifs semblent jouer un rdle essentiel dans la struc-

ture des interactions faibles.
En préaence de sources extérieures les &quations du mouvement sont 4

(D s RY ¥ (0,8Y) =4V (13)

Prenant la divergence des deux membres ;

Si les sources s'annulent ou sount conservées E)]_lj]'l = 0 et le champ B est transverse

(14)

(trois pelarisations possibles dans le cas libre), Introduisant encore le tenseur

antisymétrique "V - BUBU - BUBH le lagrangien prendra la forme |

[ : M
‘Z-BPB --d-r)B '

n
2

L= - L Guy G*Y 4

Ici le champ B est en principe '"mesurable'. Cependant rien n'interdit de comsi-

dérer des variations de l'action induites par des variations de B de la forme ;

BP-’ Bp+-bps¢ ’

5T =-[d* (m? 38" - 2,4*) 54 .

On voit alors que la condition de transversalitd doit nécessairement émerger du

principe de moindre action.
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Anticipant sur la question des champs avec spin, il me faut quand méme ajouter
quelques mots sur les champs de spin 4. Le prototype est fourni par les solutioms

de 1'&quation de Dirac :

3_4:_ B'P;)p_fm‘&u]r‘gp; (16)

oi P et 1} {la source) sont des spineurs 3 quatre composantes, Les quatre matrices
1l
Y ¥ MY
ga,v}zag .

¥  satisfont &
Pour ce qui suit nous pouvons nous contenter de la représentation habituelle

o I O P o o
= o -I V= <-c" o )
Y° ‘Jp-rp: ¥ T* matrias deo Vaulr .

L'dquation de Dirac est du premier ordre dans le tempa. Cependant, le champ Y
peut &tre considéré comme 1ntr1nsequement complexe, ce qui fait qu'on peut varier

indépendamment Y et w

Bien que cela ne soit pas essentiel pour ia suite, le traitement correct au

niveau "classique" des spimeurs est de les considérer comme faisant partie d'ume
- . s ~ P - . +

algébre anticommutante (ceci peut &tre formalis&). L'opération Y + Yy est suppo-

sée renverser l'ordre des facteurs en plus d'@tre antilinaire : (M, + u¢2j+ =
4 LI * o+ o+
=AY+ pda, (de) ’,?GL¢1

L'action (invariante par l'opération+) ce'écrit explicitement :
T= (= (LT F7 04 - BoF)P9]-mIy 54T
avec ! :P-'-': \P-ID .

Des variations indépendantes de { et @ donnent alors

ol = Jd" &P[( 170y -m) - r)] (Op 0% ) 1My
Jp (45mmm) -5 J0e 5 # V0T
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Intégrant par parties les termes en Bu(ﬁtﬁ) et auciw et annulant les coefficients

de 59 et de 6y séparément, on obtient 1'équation de Dirac et sa conjuguée :

(2 ¥%-m) gy, F(LVGem)= T

L'anticommutation n's joué aucun rdle dane cette dérivation. Cependant, eon in-
troduction ge justifie dans le cadre de certaines méthodes non rigoureuses mais
fort suggestives qui, partant de l'expression "classique' de 1'action, permettent
d'obtenir la version quantique de la théorie (les intégrales de chemin de Feynman}.
La seule fagon de procé&der pour les champs de spin demi-entier en respectant la !
relation entre spin et statistique est d'utiliser les régles d'anticommutation
envisagées ci~dessus. La limite clasaique d'un champ de bosons est identifiable 2
un champ classique au sens ordinaire du terme comme c'est par exemple le cas du
champ &lectromagnétique. En revanche la limite classique d'un champ obé&issant & la
statistique de Fermi ne peut s'Etendre que dans un sens trés particulier. Il n'y

a pag de champ "neutrinique" &quivalent au champ &lectromagnétique,
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SYMETRTES ET LOIS DE CONSERVATION

Pour introduire le sujet revenons & la mécenique d'un nombre fini de degrés
de liberté, L'objectif essentiel du formalisme, & ne pas perdre de vue, est la
régolution des Equations du mouvement, compte tenu de conditioms aux limites
appropriées. On s'intéresse i toutes les propriétés générales gqui peuvent aider
dans cette tf3che. Lesg symétries jouent un rdle décisif dans la mesure ol d'une
part, les contraintes qu'elles imposent sont dans une large mesure indé&pendantes
de la dynamique souvent imprécisément connue, d'autre part elles permettent de

restreindre lea choix de modéles.

A priori, on dispose dans de nombreux cas de deux types d'arguments, Le pre-—
mier type est la prise en considération de symétries évidentes (ou moins &videntes)
dans le probléme. Le second consiste i remarquer, en manipulant les &quations, que
certaines quantit&s sont inchangées dans le mouvement. Le fait remarquable est
qu'il existe trés souvent une relation tré&s &troite entre ces deux types d'argu-

ments.,

Partons d'un exemple trés simple, pour nous orienter. Une particule matérielle
est soumise & un ¢hamp de force dé&rivant d'un potentiel indépendant du temps. Il
est clair que dans ces conditions la position & l'instant t du point représentatif
du mouvement de la particule, partie d'un point déterminé de 1'espace des phases,
8 1l'instant t = 0,est évidemment la méme que celle d'une autre particule au temps
t + T partie du méme point initial & l'instant T. Il y a invariance du probléme
par translation dans le temps. Par eilleurs, en combinant les &quations du mou-
vement, nous savons que dans ce caa l'@nergie (la valeur de la fonction de Hamilton)
est conservée. Ces deux remesrques sont en fait lides. Nous avons vu que la va-
riation dans le temps de toute fonction sur l'espace des phases est donnée par la

relation
(:T:;!L-= %‘%i- gH)ﬁ} .

L'invariance par tranalation dans le temps se traduit ici par le fait que le po-

tentiel est indépendant du temps. C'est dire que l'on a JH/3t = 0 et comme
{H,H} =0

di - o
En d'autres termes la valeur de la fonction de Hamilton - l'énergie - est
conservée par le mouvement. Cette simple remarque suffit par exemple & résoudre

explicitement par quadratures le probl&me du mouvement d'une particule matérielle

ae déplagant sur un axe sous l'effet d'une force indépendante du temps.



_.19_

Afin de pouvoir discuter des symdtries de type différent nous pouvons donnmer
d la relation entre invariance par déplacement dams le temps et comservation de
L'énergie une forme légdrement différente. Considérons l'action évalude pour la
trajectoire statiomnaire entre les configuratioms (q;,t;) et (qa,tz). L'invariance

par translation dans le temps s'exprime alors par la relation :

Icqﬂ Jt—t+Tj qutl"'r) = I (Qg:l‘z}q,)t.) .

Prenant T infinitésimal ceci &quivaut &

XL 2L .,
— "= =0,
?tz, 'bt'{'

ou encore en tenant compte de (I-9) !

Hz= Hl »

De manidre analogue l'invariance par translation d'espace entrainera 3

I-( ia‘q*a}'_)kz 33%-“'*52., ’l-') = 1 (_ iaﬂ-},jtlj%*ﬂi. ’t‘)’

et gous forme différentielle, en tenant compte de (I-9), on obtient la loi de

conservation de l'impulsion totale (somme des meoments conjugués)

(Zl;:n);, = (Zﬁa), :

L'invariance de l'action résulte au fond de la formule !

A :
%I(qztzJQi£4)= J;lou' %(”)Q&'d)Jq({-’u)) 2

lorsqu'on a 3L/3¢ = 0 et o désigne l'un des paramétres de la tranaformation.

Si on a encore invariance par rotation ¢ + Rq, R désignant la matrice de ro-
3 3 +
tation, une transformation infinit&simale d'angle Sat autour de la direction u

donnera 3
- .\, - - =
q—> 4= q+da unq .
Utiligsant des notations évidentes,la méme formule !
2
ST(z,0= (pdg- #dc)|

entralnera 1'égalitd :

2, T (B8] = Z, P (@3, ]
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Comme 1'axe de rotation est arbitraire on obtient sinsi la loi de conservation

du moment angulaire total :

2_-'n %AF’;]; = Z‘naﬂ"‘-ﬁ‘n\,, ’

La méthode employé@é ci-dessus peut donc se résumer comme suit : le probléme
dynamique envisagd admet une certaine invariance. L'action I{2,1) qui résultait
de l'intégration le long de ls trajectoire stationnaire entre les configurations
1 et 2 est 8gale & I(2',1') oit 1! et 2! sont les configurstions transformées par
la symétrie en question. Dans le cas oili les transfiormations envisagées dépendent
continument d'un paramétre qui peut 8tre pris infinitésimal ou aboutit & une loi

de conservation.

Remarquons que certaines symétries sont discrétes. C'est le cas de la parité,
du renversement du sens du temps ... Par exemple cette dernidre propriété é&quivaut
A T{gs,tp; g1,t1) = I{q1,—t1} q2,~tz), (on note gque ceci entraine pj «> = p1)} mais
elle ne conduit pas une loi de comservation. Cecl n'est pas tout & fait exact en
ce gens qu'il peut exister des invariants intégraux. A titre d'exemple de cette
dernidre circonstance, considérons le mouvement d'une particule & une dimension
dans un potentiel pé&riodique de période a . On a dans ce cas conservation de

lg quantité intégrale

S:dj’ P (p) = 'S:"lf P(f) )

"F;ff)= T?%I (‘iz*frtz )‘h“‘f’)t‘}) ‘
a

En d'autres termes,soit dans 1'espace de phase au temps t; une courbe arbitraire
C, partant d'un point (qyp;) et le joignant au point (qi+a, p1). Au temps t; les
points représentatifs formeront une courbe Cp partant de (q;,p2) et allant 2

ch qu = gc'qu .

(qz+a, p2), alors

PR -
P ’ Fig. 1 - L'espace des phases
P ’ pour un potentiel de période
R e~
G
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Tout se passe comme si l'espace des phases avait la structure d'un cylindre avec
1'identification q = q + na. Dans ces conditions C, et C, apparaissent comme des

cycles fermés et S/pdq est un invariant. A la limite ol a + 0 nous retrou-
cycle fermé

vous la conservation du moment habituel.

La question de ces invariants int@graux d8borde le cadre de notre discussion.
Désormais, nous nous bornerons 3 des ensembles de transformations dépendant de

mani8re différentiable de certains paramétres.

Nous pouvons faire une dernidre p@néralisation pour nous préparer & ls suite.

Pour cels revenons & l'sction envisagée comme fonctionnelle de toutes les trajec-

toires, entre les configurations 1 et 2. Pour &tre spécifiques reprenons 1'exem-

ple de l'invariance par rotation ¢

2 '
-l —
I. (& L(3,,9,) .
|
N P s

Nous avons L(ﬁan,ﬁan) = L(d;,d;). Pour une rotation infinité&simale ﬁa =q + aa-In_E.
Bien entendu L n'est invariant que ai l'angle ¢ est indépendant du temps, sinon
d/dt ﬁa ¢ R d&/dt. Cependant, dans le principe variationnel rien n'emp@che de

choisir au voisinage de la trajectoire de stationarité& des variations particuliéres:

SCT = gd(t) Zh_q‘ )

& condition bien entendu que Sa(t;) = da{tp) = ¢, L'invariance par rotation dit

que, lorsque 8o est constant, 8L = 0. De mani&re générale on a nécessairement

SI(Q) e O
B a(t)

Explicitons cette condition. En utilisant la remarque ci-~dessus on a 3

§£ = - E!_. BL =0 S
Bolt) dt oy

Done la quantitd 3L/38g est conmservée; elle ne dépend bien siir plus de 8o puisqu'on

néglige les termes que ne sont pas des infiniment petits du premier ordre., De plus;

oL = T 3L Y¥g

Wk 29 3

-,
-

.
Ra



Or, on a:

2 84= 2 39 .

La quantité conservée est donc i

oL - : 38,
3% ?P‘ﬂ% '

Par exemple, pour le cas des rotations, on trouve!
— = — - l
2 Pn- (WA0,) = U/ S AnaPy .

Pour le cas de l'invariance par translation dans le temps,il faut faire un peu

attention, car le cas 8o = cte correspond au déplacement des temps initiaux et

2
finaux. Plus directement posons

S4= Saa 54 = Sud +5 4

et Sa(t;) = Sa(t,) = 0. Au veoisinage de la trajectoire réelle on aura

o 2 : . ve ) BL '
0= 8I = L&%Sd(f)fq%_ +q§;,'l-_] + da(E) 55 q}

_ Sttdl' go({*:)[ 31'("“ c}%) _-%] .

L'invariance est exprimée par la condition SL/3t = 0, et on retrouve heureusement
la conservation de 1'Znerpie p&-L. Plus généralement a‘it( Pq- L ):-_%_l‘é'.

Il peut se faire que la loi de force possé&de une invariance sans que la fonc-
‘tion de Lagrange soit invariante. Ce qui arrive alors, c'est qu'une transformation

d 4 ’ - . - - - . T : o o
infinitésimale, de paramétre indépendant du temps, ajoute & la fonction de Lagrange

| une dérivée totale dans le temps'. Il n'en reste donc pas moins vrai que SI/SCK (,t)=2—
conduit 3 une- loi de conservation, maie la quantité conservée n'est plus 8L/36&
et peut méme dé&pendre explicitement du temps. 4 l'opposélce celqu'on pourrait
imaginer cette circonstance n'a rien d'exceptiomnel. Un exemple simple est fourni
par le mouvement d'un point matériel soumis 3 un champ de force indépendant de la
position {(mais pouvant dépendre du temps). Le probléme est &videmment invariant
]

par translation mais l'impilsion n'est évidemment pas conservée | Pour une trans—

-+
lation indépendante du temps da, & la fonction de Lagrange

L) - -
L:i.l.'rnq + Fit.q )

* i oL d ek d o L CP =0
Autrement dit - “ -
utrem — ¢(t) (—_S‘__ )
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stajoute s

- S E., =  ca
F{troa = SI- S at’ F(t).0a, 5

qui est bien une dérivée totale.

3 + -
51 8a dépend tu temps, on trouvera :

O - 2_51 - _d (mij‘—f#d.b’?[ﬂ) :
daAlt) It
La quantité conservée est ﬁ?’— ft dt’f(t') en accord avec les lois du mouve-
ment ! On observe que méme pour ume force constante cette quantité dépend explici-
tement du temps., Physiquement il est bien sfir impossible de réaliser une telle
force constante i travers tout l'espace comme le demande l'invariance par trans-—

lation.

.

La généralisation au cas d'un systéme & un nombre infini de degrés de libert#
ne va pas présenter de difficultés particuliéres. Nous azllons envisager deux
types légé&rement différents de transformations. Dans le premier type, qui sera
1'analogue des translations dans le temps, la propriété d'invariance se traduira
par Px) +L(x’) oii x’ sera un point transformé, dans le second par“\B(x) +~B(x).
Les premiéres transformations seront dites “géométriques", les secondes "internes'.

Cette distinction n'est ici qu'une commodité de langage.
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4, INVARIANCES GEOMETRIQUES ET TENSEUR DENSITE D'ENERGIE-IMPULSION

Supposons un lagrangien exprimé en fonction de champs et de leurs gradients,

mais sans dépendance explicite dans les coordonnées x. Alors par translation :
%CX'FQ.) = wcc#i(’(ﬂ) ’DPQ- C'K-!—d.)) .

Dans une transformation infinité&simale 6¢i(x) = §a¥ 8u¢i(x). Sueivant les recettes
présentées ci-desaus, nous envisageons des transformations infinitésimales dépendant

de x, & savoir;

Sét (i’) = S a H(X) :’Jp qétcx) S ap Q (.X) = gﬁqc!) by D’J C#‘ (K) + Dpéa%x)) byé’.(l) .

La variation correspondante de l'action, aprés une intégration par parties, s'éerit;

gI:jd‘u[?yX—}pibx ) ibﬂgcl .

. .. kY . v . . ..
Annulent le coefficient de Sa {x), on obtient une généralisation de notre discussion
. . . . §Y) . .
de la conservation de l'énergie. Le tenseur "canonique" s exprimant cette fois

ci la conservation de l'énergie et de l'impulsion a pour expression i

-
L3

et i1 satigfait 3 1'dquation de conservatlon :

o '
'9,.) @ =0 . (2)
Il en résulte gque les quatre quantités Pv(v = (0, 1, 2, 3) correspondant res-

pectivement 2 l'&nergie totale et aux trois composantes de 1'impulsion totale:

fd-sx @mJ @',;) ) (35

gont conservées, c'est-i-dire ind&pendantes du temps, En effet, il résulte immé-

diatement de (2) que:

pourvu que les champs s'annulent suffisamment vite 2 1'infini.

Ce résultat est un cas typique du th&or&me de Noether. A toute "invariance"

du Lagrangien par une famille de transformations d&pendant continument d’'un para-
métre correspond un "courant' conservé. En intégrant sur tout l'espace la qua-

tri&me composante de ce courant on obtient une constante indépendante du temps @
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la "charge'" associée. En fait on peut aussi bien intégrer sur une surface du
genre espace O, d'élément de surface dUu. Ainsi, dans le cas présent, on a aussi

bien:

pY_ _(alcrs, @w . (39

Il peut se faire que le lagrangien ne soit pas invariant. Par exemple, il
pourrait contenir une dépendance explicite dans les coordounées x,par l'intermé&-

diaire d'un champ extérieur. Dans ces conditions

v § D P ¢ :
ba 535 dv &, +B§;d:; BVDHM

n'est pas égale i

5a”9, &

mais 3 ;

Sa¥ (9,8~ 2wty

ol av egp11c1te;c désigne la dérivation par rapport & la dépendance explicite dans
lea coordonnées x & champs constants.. Il faut faire attention au fait que ce n'ast

pas réellement un gradient. De ce fait, on aura:

BH epv - -'BI)QKPL'dU.% . (4

Par exemple si le lagrangien est la somme d'un terme invariant ﬂ%,et d'un terme
de couplage 3 des sources extérieures Ei¢iji, il v a une dépendance dans les coor-

dounées d travers les sources ji(x). On aura

@'“: @,,H\'-'%p“dz CbL&A J)
00" = <34 Vi

Soit encore !

Fbpe:”-" % ), avd’c' '



_26_

Ecrivons ceci explicitement pour un champ scalaire;

e é(a¢)‘. Lnfcpz—%cb4+d:4> ,

eovv _ bw¢av¢ _8w§__‘,’:@¢)z__¥¢z_%¢¢})

ef ¢ P.‘

%8 = 3% .

Au passage nous observons que l'expression de la densitd d'énergie est :

b0 T 2,
6 = L(2) s L) -migts bt
— —— -— —— Am—— .
° 2\ 2t 2 2 4!
Classiquement pour que la densité d'énergie soit bornée inférieurement il est
nécessaire que la constante de couplage A soit positive.

-

De'plus, le tenseur canonique g*° (i=1,2,3) est égal & la densité d'impul-
sion 6%, Cette propri&té ne signifie nullement qu'au champ scalaire sont asso—
cides des excitations de masse nulle, C'est en fait une propri&té fort raisomnable.
Prenons un petit exemple pour le montrer. Considérons une assembl&e de particules
de masse m uniformément réparties dans 1'espace (densité Do), sans interactions,
et plagons nous dans un repére ol elles sont toutes en mouvement avec 1'impulsion ;
et la vitesse v = ;/pu, pe = Vp? + m?, Le nombre n de perticules par unité de vo-
lume est ny/vl - v? = n, pp/m en raison de la contraction des distances, et ﬁar

conséquent la densité d'énergie esat:

900 - 'n,,J:_:‘ PDJ

et son flux

Lo ul_ ToPopvia M ‘
e :9’0': oq;Po‘\}= '_o.h’fp,
“m
Par ailleurs la densité d'impulsion est
i »
m

On voit bien que;flux d'énergie = densité d'impulsion. En fait le tenseur complet

est trds simple dans ce cas, et s'Bcrit;

FY _  m MpY o,
&7 = Zo PP
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Considérons @ présent le champ &lectromagnétique coupld i un courant conservé

extérieur. Rappelons que le lagrangien s'&crit :
___le 'A
L= -5 ¢
Appliquant la formule (1) on trouve que

epv: 60’” +9Ngd:./q‘

A

En l'absence de courant extérieur 8, est conservé; mais que j soit nul ou pas 6

n'est pas invariant de jauge ! Si A+ A + 3¢

¥t v £ Y 19 T =
o¥¥ . s § 9rYfe L FMP%] 4P

En revanche pour des champs s'annulant suffisamment vite & 1'infini et en 1'absence
de courant extérieur; le terme additionnel s'exprimant comme une quadridivergence

n'influera pas sur l'expression de 1'impulsion totale,

Il est néanmoing extr@meméent désagréable de voir un tenseur d'énergie-
impulsion qui, au moins dans ce cas, est en principe mesurable (ou le suppose
en général couplé@ au champ de gravitation), dépendre de la jauge. Qui plus est,

la partie antisymBtrique de gV

o¥v_e™w _ gf DPAJ«: _pr&vAP ,

ne s'annule pas, mdme si l'on utilise les &quations de mouvement,

Cependant, de méme gue le lagrangien n'est pas enti@rement déterminé par les
8guations du mouvément, de méme le tenseur densitZ d'impulsion-&nergie souffre
d'un arbitraire. Tré&s géndralement si ku(x) désigne un "courant" conservé Buku =0
définissant une charge K = / d°x k%(x,t), on ne modifie en rien les chérges et

&ventuellement les propriétés de conservation et de covariance relativiste si on

change le courant g
B
"& — ‘%P+ A.&P )
de telle sorte que

EDPJ A {%},:: o
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et
3 Oy ~
gdx M°(%,6) =0 .
Une solution générale i ces contraintes est ¢

oi K*° est un tenseur antisymétrique dépendant localement des champs. En effét,

on a bien 3 3 K = 0 et
Hp
[are s [ 270,620

- . Y P
Dans le cas présent, on peut donc ajouter au tenseur o4 canonique 4

MY Pe,N
ot 8"P7Y eat antigymétrique en y et p, local dans les champs mais 2 cela pras
arbitraire.,
La discussion de l'effet d'un changement de jauge sur le tenseur canonique

suggére immédiatement un choix posgible. Dane ce cas on avait, en effet, én 1'ab-

sence de courant extérieur:

Aswew = - Bf%F el

Nous choisiasons donc d'ajouter au tenseur canonigue !

v v
o™ . 2, (FTTAY) .

Avec

5P9= e"”a,.ae’” ’

L)

O™ = g™ {rFuyh) FYPoap + 3 {FPAY)

Or, en vertu des &quations du mouvement 30Fup = —ju, 8i bien que :

~ P N2 HeE ¥ pY P AY
@ = SHF + F F_f‘ -|-9 J.A—&A.

|
&
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~ ~
En 1'absence de source,le mnouveau tenseur eop = ._"_g.vqi:?'.;- FFfF.? est &
ry

la fois symétrique et invariant de jauge. On v&rifie qu'en accord avec la thdorie

générale

-~ v =
’ar,) QW_—_- .Br_,ep = e Afa dP )

ce qui peut 8tre arrangé pour lui donner la forme
~ P\} Py 2 T"? Y} f f‘v
—_ | -

En comséguence, il est possible d'identifier le nouveau 63 d&fini ci-dessus comme
la contribution purement &lectromagnétique 3 la densité d'énergie-impulsion qui

coincide, bien entendu, avec 1'expression habituelle du tenseur de Maxwell. La

densité& d'énergie
~ o 2 _1
65 = .L.(E'PB‘) J
o 2

est bien positive.

~

Le fait que,méme aprés nos manipulations,il reste encore dane Buv’ en présence
de sources extérieures fixes, des termes non-invariants de jauge, ne saurait vrai-
ment nous surprendre puisque le systéme est ouvert, Pour montrer ce qui se passe
dans un systéme fermé,en tenant compté de la dynamique des sources, considérons
un ensemble de particules chargées;ponctuellesyen nombre fini,interagissant avec
le champ &lectromagn&tique. L'action est donnée par (le signe est convention- .
nel) : '

ST fFd s 3 finfail e A

Le peint désigne une dé&rivation par rapport au paramétre T servant & décrire les
trajectoires des particules dans 1'espace temps et qui, d'aprés les &quations du

mouvement;peut s'identifier au temps propre.
Dans une translation :
Alx) 5 Alxa) X, (T) = X, (z,)=a ,
l'action est invariante

5i on envisage des variations

TAL 0= Sa ) oA Exb = - Sat(x,w)
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on trouve :

"'_é-_;_ = ar) @PY’():O y
S oY)

avec i

o = Lgwrt. F"”D“Af v Z,. Edzﬂ e Xal®s) S(x=x(ra)) A, i)

Cannn4u1

+ 2, e (de, X2y %)l S(x- %)

Si on répéte les manipulations destinées & rendre i symétrique, c'est-2-dire

A0 - RFEVIA)

si 1'on ajoute :

on obtient :

'e“Pv(,) = :L_%Pf Fﬂ- + F?"ﬂ:f" + 2 m, J al't, *:('r,) k:&,) SCx-th.)).

Le résultat est un tenseur symétrique, conservé, et inverient de jauge. Les termes
dangereux ont tous Hispsru. On observe que les contributions des sources chargées

et du champ &lectromagnétique s'ajoutent purement et simplement.

Notons que, dans les régions oii les sources s'annulent, la trace de 50 est nulle.
Cette propriété entraine immédiatement que, pour un gag de photons, la preasion est
égale au tiers de densité d'énergie, D'ailleurs un argument simple, reposant es-
sentiellement sur la nullité de la masse des photons, permet de le comprendre.

Or, ce dernier argument me fait jouer aucun r&le au spin du photon., On est donc
amené & penser que des "photous scalaires" devraient satisfaire 5 la mé@me relation :
pression = !4 densité d'énergie. En d'autres termes, si on considére la "théorie
en ¢“" on s'attend 3 ce que Buu soit proportionnel i m? et par comséquent s'annule

lorsque m? = 0. Or, en 1'asbsence de sources nous avions 1'expression :

L ST SRS

4!

6" = - ($9'¢) + 400 “'7"“2"?5‘*'—;-., ¢
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8i nous tenons compte des équations du mouvement :

D‘i’ =-m2¢ '—;‘-}Cbs)

8%y =m¢* -0 (¢1'9) = mig®- L D &" .

On voit que la propriété annoncée n'est vérifie qu'd@ une divergence prés !

Guection : Peut—-on jouer sur l'arbitraire dans gHV de maniére & rendre sa trace
proportionnelle & m?> 7 La réponse est out mais le prix 2 payer est qu'on ne peut
se contenter d'une expression en termes des dérivées premiéres du champ. On li-
mitera le choix en exigeant de ne pasg introduire de paramétres dimensionnela nou-
veaux. Le tenseur 6" a la dimension 4 {en énergie); en effet, c'est une énergie

par unité de volume. Le seul choix nom trivial poasible est alors par inspectionm®
26% = a p (%rﬂg?_ %9”’3*’) 4;2-}
v PV Z
= a(g"o_)e

ABPP = 2a DCPZ

Et au total :

epp +AGPH = mchz +-}i(6¢—‘) DCP?' .

Si donc.on choisit a = 1/6, la trace sera proportionnelle & m?, L'adjonction de

a »

1w . - — . P
26"V fournit un tenseur d'énergie-impulsion amélioré

Py N MY I M W '\’) 2
en"eﬂ'wc’ = b¢a¢ "? ae +-6—<% D—D() d’ J
qui reste conservé et symdtrique,et dont la trace s'annule avec le seul paramétre

dimensionnel m>.

En réalité les arguments donnés ci-deasus pour faire cette modification sont
assez fallacieux, Pour définir une pression et une densité d'énergie macroscopique

on sera amené & faire des moyennes dans l'espace et dans le temps, moyennes qui
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feront disparaitre le terme au(¢a“¢). La limite m® » 0 est celle de la disparition
de tout param@tre dimensionnel de la théorie, c'est-d-dire & l'apparition d'une °

. . . . | .
nouvelle invariance. On congoit que l'annulation de la trace du tenseur Bu solt

lige & cette propriétZ que nous n'avons pas la place de discuter ici,

En revanche il est instructif d'analyser un peu plus en dé&tail l'origine de
notre dérivation du tenseur densité d'impulsion-énergie. Initialement ncus dis-
cutions l'invariance par translatiom x + x + a. Cependant, dans 1l'esprit du théo-
réme de Noether, nous avons en fait introduit ce qui revient & des tranaformations
de coordonnées infinitésimales totalement arbitraires. Nous avons alors exploité
le fait que le lagrangien ne dé&pendait des coordonndes que par 1'intermédiaire des
variables dynamiques (dans le cas d'invariance). Ceci nous entrafne 2 examiner
1l'introduction de systémes de coordonnéea complétement généraux, c'est-d-dire ol
la métrique prend la forme ds? = YaB(E) dEadEB. On peut se demander ce qui se
passe loraque partant d'un espace de Minkowski plat avec des coordonndes globales x"
on ge propose de faire un changement de coordonnées arbitraire x = x(E). Aprés

tout les variables x sont muettes, et on est bien libre de choisir une autre indexationm.

Pour ne pas abuser dea notationa prenons l'exemple du champ scalaire et &cri-
vons ¢[K(E)J = $(E). Nous expliciterons les dérivations par rapport aux variables £,
mais nous conaerverons les conventions "relativietea restreintes” Bu = a;ax”,
¥ = g"Vav, ¢(x(&)) = 28, g, Testant ggal 2 l'expression numérique utilisée
jusqu'ici; 'L'action s'écrit :

v
T=1a% |2210 0 (3,808 2% 0@ _v(d); -
opyl Ltz N SeR
3 | g% 2gfP
Le "potentiel” V($) est par exemple;
2

V)= ™ dre 2 ¥

et nous omettons les sources extdrieurea de fagon & avoir une situation inva-

riante. Le Jaccbien de la transformation est le dé&terminant |

0| o k| 2
G 3

-

Quant & la métrique, on a

A= dx’dz, s 0% Dxy dptup b o Urb
N Ty Df’- 'é__EgF g g Yﬁpdf S
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Il n'est pas difficile de voir que :

mp'}})sﬁa*’g": 511 )

op

en d'autres termes)l'inverse ¥

WELEE

De plus, on vérifie que

de la matrice YGB est donné par

0 | - [ det

DCy) “®
Le signe moins inséré ici, tient au fait que, tant que le changement de variable
n'est pas dégénéré, le déterminant de y est du signe de celui de g, c'est-d-dire

négatif. Ainsi ¢

. “ |
Iz ga'fg J- dert g L1000 - Vc$)}-
TTRTL:

Le systéme de coordonnées est maintenant arhltralre. Il se refléte uniquement
dans 1' appar1t1on des dix fonctions Y (E) {(dix & cause de la symétrie). Or,
un changement '‘de coordonnées dé&pend de quatre fonctions arbitraires xu(g) Les
fonctions YdB satisfont donc & six contraintes non triviales qui expriment géo—
métriquement que 1'espace est plat (le temseur de courbure est nul) et se tradgi-

aent analytiquement par le fait qu'eon doit avoir 3

)
2 bgp
Ainsi, une variation des champs, qui refldte uniquement une indexation différente

des pointa de l'espace temps, entrailne que:

o= 5= (a% &3 [ (4, 3)}
it 2 (o LB} §1,6)

4
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Mais SYGB(E) n'est pas arbitraire., Il faut tenir compte des contraintes indiquées

ci-dessus. $i on modifie les fonctions xu(E) en xu(E) + ﬁx“(g)-, on aura !

- <, + oz :
SB‘*P— '33"‘ ‘ag(sg v T 3;9 'B'gu By

Par conséquent °*

8% = _a 2. { [Cary X(%4)} ,

est automatiquement symétrique et peut s'identifier avec 1l'expression du tenseur

impulsion-énergie en coordonnée arbitraires. Dans notre exemple en notant

WY = 2D &
sy ? R

s g%a; 28 - 1L 1te(s3)

Dge det ¥

8i en particulier ’J'..P(g' ) = S v on trouvera !
6 % — " = ¢ 0 - %w"f )

e

) v ~ , . ,
et comme x S e > la loi de conservation prend la forme habituelle !

o

pv

La symétrie de el-l\J apparait alors comme une conséquence nécessaire de sa dé-
finition.

Le lecteur est invité 3 généraliser ce qui précé&de au cas ol on a des champs

vectoriels, Spinoriels ,,. Par une modification appropriée de la méthode ci-dessus
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qui consiste essentiellement & traiter le champ ¢ non comme un scalaire mais
comme une densité& de poids —-é : CP(XQ)):(:MI) EC:.F(S) il est méme possible

de dériver ainsi l'expression du tenseur amélioré.

11 ¥y & donc un lien &troit entre la définition du tenseur densité d'impulsion-—
énergie,qui apparait comme une réponmse @ un changement infinitésimal de métrique,
et la théorie géométrique de la grevitation. Il n'est donc pas surprenant de
trouver dans le membre de droite des équations d'Einstein une contribution de la
matiére par l'intermédiaire de 6. Nous ne pouvons évidemment développer ce sujet
ici,

Aprés ces longs développements & propos de l'invariance par translation,
bornons-nous & de tr&s succintes remarques dans le cas de l'invariance par trans-

formetion homogéne de Lorentz. Sous forme infinitésimale s

~ - e or e s
51_“._._- Swp Xy o Sw"” = = Sva est infinitésimal,
Pour l'application du théorZme de Noether, on considére s comme dépendant

de x. On définit donec de nouvelles coordonnées £ avec!

E¥ay = oM 85X .

A l'ordre le plus bas ;
:[.P = E:p-— ESCO*JiC!:)‘E\} N

Siep = § OpS0yy — 82 Swar

En identifiant le coefficient de Sw _ dans le varistion de l'action, on trouve

" Y P apas s
sana peine qu'avec le tenseur o™ aymétrique défini ci-dessus |

MY a pE ¥
correspondant 3 la congservation du moment angulaire généralisé

- v a
J-P,vcr _ oV xu"_@*’ xV .

Les quantités conservées sont bien entenduy

3v0'= Sdax JOJVO-("JtJ
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Vo P . , . . . s
J n'est &videmment pas invariant par translation. 8i l1'origine des coordonnées

L : p p v Yo pY v .
d'intégration est déplacée de x s JV e 37+ P a¥~ P'aY » Une quantité
intrinséque le moment cinétique propre est obtenu en formant la combinaison

N e 358 E/ . riata .
Sa'_ 3 Y1) P fP_" 3 qui a la propriété de se réduire au moment
angulaire ordinaire dans le systéme ol la tri-impulsion totale s'aonule.
J'ai beaucoup insisté ici sur le tenseur densité d'impulsion—énergie, ses dif-
férentes définitions et proprié&tés, parce qu'au fond il joue un rdle central dans

la question des invatriances gdométriques. Le sujet est cependant loin d'€tre épuiséd.

I1 faut encore ajouter quelques tré&s bréves indications sur la formulation
hamiltonnienne. Juaqu'ici on a &vité d'étendre au cas relativiste les crochets de
Poisgon du formalisme hamiltonien. Et ceci parce qu'inévitablement on est alors
amené 8 faire jouer au temps un rdle privilégid. Cependant, rien n'interdit en

principe de le faire. 4 un temps t déterminé on peut d&finir 1'expression:’

T(xt) = 9% = & gd"‘} Xlyt)
2,908 S 200:)

qui est 1'analogue du moment conjugué de la mécanique non relativiate, De méme
on peut définir le crochet de Poisson anti-symétrique de deux fonctionnelles L,

et L, des champs ¢ et M au temps t 3

' | - — 3 SL4 SLQ_ — SLA §_L__z._
S,’LAJ La} = {Lz;L_qi —-de ﬁ,t)m.ﬂ mt) Skt

L'expreassion 8L/8¢{t,x) est & prendre avec un grain de sel., Par exemple si L.
s'écrit comme 1l'intégrale (i trois dimensions) d'une densité& faisant intervenir

. . N N =+
des gradients de ¢, il faudra intégrer par parties les variations 8V¥¢., Alors,

on aura 3

S’ﬂ'(x,t), $ (4} = 5 (x-y)
s?'TT'(-c,t) ) 'rr(g,t-)} = §d>c~.f'=J, ¢(~3.U} =0

et par exemple °

ST]‘Cx,t)) \74;(.#,&)} = V’J’ S(x-bt)

etc LA )
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Pour une applicdéﬁon cohérente de ce formalisme au cas de champs spinoriels

formant une algdbre anticommutante, il faudra d'une part respecter l'ordre des
facteurs, d'autre part poser :

S_\PCR'EJJ "Fr("}!t)} =+ g “P*C'}Jt)J “P("'t)l = Sz(x-ﬁ’) .

Nous ne nous appesantirons pas sur ce sujet.

On s'attend 3 ce que lee &quations du mouvement s'écrivent

do b (1) = § H, blxb)] =8§_( t)H
wex,

o Wx,t) = § H,-n-cx,t)} = —8%( H
x,t)

Quant i la fonction de Hamilton H,ce n'est rien d'autre que 1'intégrale spa-
tiale de la densité d'&nergie :

oo
H= (dx 0%°(x,0) ,
exprimée comme fonctionnelle de ¢, V$ et w,

Illustrons ceci sur l'exemple du champ scalaire en interactiom.
que :

Rappelons

L= ;09" V@)

00

0= L (2e)"+L (F)" + V(&)

4
2
2

W = £ = BOC.L
22,9

[ (Lt e2(ve)+ Y(d’)) '

H

i

Par cons&quent

SH,CPCx,\:)} = Wb
v, Touwl = (Ad - ﬁvm) () .
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Les &quations de Hamilton donnent alors:

Do 4" (x, &) = .g H, Cb(-";t)} = T(x)
2 T8 = {H, Tt} = Adlut) - ichpc,‘,t,),

En les combinant on obtient bien 4

n¢.+j_¢v =0 ,

qui est l'équation du mouvement obtenue par le primcipe variationmnel.

[

En matiére de divertissement le lecteur est invité & voir s'il vy a lieu de
modifier ce qui précdde si on utilise le tenseur densité d'impulsion-&nergie

. - . . MY ;V
amélioré. ;[1 pourra examiner les crochets de Poisson { e (= ,B) 5 (A Ic '[-)
dans la théoriesscaleire et voir comment la construction précédente s'applique

aux cas de champs spinoriels, vectoriels ...
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SYMETRIES INTERNES

En dehors des invariances géométriques d'autres symétries jouent un rble im-
portant. Un exemple simple est l'invariance isotopique des forces nucléairea.
Plus généralement on a une symétrie SU(3) approximative des interactions entre
particules, ou méme SU(3) % SU(3). En &lectrodynamique nous avons l'invariance

de jauge, d'une nature légérement différente.

Ayant reculé jusqu'ici devant la nécessité d'&voquer la théorie des groupes,
on se trouve 3 ce point obligé d'en récapituler tr&s bridvement quelques notions,

ne fut—ce que pour préciser les notations,

I1 faut d'abord distinguer la notion abatraite du groupe,formé d'éléments se
combinant suivant une loi de multiplication associative,avec &lément unité et
inverse, de ses réalisations concr@tes sous forme de groupe de transformations.
Dans ce dernier cas on a affaire & des permutations au sens large d'@lé&ments d'un
ensemble qui peut &tre fini ou infini, comme une variBté géométrique ou un eapace
vectoriel. Dans ce dernier cas on parlera de représentetion (sous entendu 1li-
néaire) de dimension finie ou infinie, unitaire, orthogonale ou symplectique ...
suivant que les transformations laiasent invariante une forme sesquilinéaire,

bilinéaire positive, antisymétrique non dégénérée.

En dehors des groupes finis ou discrets, les groupes de Lie jouent un rdle
esaentiel en physique. Ces proupes gont munia d'une structure (infiniment) dif-
férentiable compatible avec les opérations de multiplicetion et d'inversion.

-

Noua n'envisageons pour l'instant que des groupes 3 un nombre fini de paramétres.

Dans une représentation,les €léments du groupe correspondront & des opéra-
teurs linaires,indexés par des paramétres variant de maniére continue,et en
nombre égal 2 la dimension du groupe (trois pour les rotations de 1'espace
ordinaire, huit pour SU{(3) ...). En particulier, esu voisinage de l'identité

représentée par l'op&rateur unité, on pourra é&crire ces opérateurs;

U((x) = Q::«;X.; ) (L

ol les a gsont auffisamment petits et les opérateurs X flxes. La lei de groupe

5 exprlmera en disant qu'il existe une fonction o (analythue réelle, en fait)

de o et a’ telle que:
Ula) U(a’) = U(") . ' (2)
Bien &videmment U ' (0) = U(-a). Insérant la représentation (1) dana la condition
on voit que
>® («;x,;)“'(x;-xc} )" ) ° (oc x&)

nm=o m! m ! p,’

(2)
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Remplagons o + Ao, a’ + xa’ , on peut essayer de déterminer o” comme une série

en A avec %

«"=z A (s+a’) +.'>tz1:z=L b .

Identifiant les termes en A? il vient ¢
: I A D v
Pour que le processus ait quelque chance d'exister, il est donc né&cessaire de

supposer que les commutateurs solent des combinaisons lin&aires des gé&nérateurs

eux-mémes ¢

[x, %] = Cigh Xo - (3

Les coefficients de astructure Cijk obéissent bien éviderment i °

Cijh + C4i =©
et 3 une relation déduite de 1'identit& de Jacobi :
[xcl e, %] + Do Do ]e [oe, [ %) =0

Pour revenir # la détermination de a" on a &videmment:

. Aaf =1idy Cizh -

Ce qui est remarquable c'est que la condition (3) eat & la fois nécessaire, comme
on vient de le voir, mais aussi suffisante, pour que l'ensemble des opé&rateurs
exp o.X forment (un germe de) groupe. La formule explicite (Campbell-Hansdorf),
donnant le produit en termes des relations de commutation est trop générale pour

8tre trds utile en pratique.

A AsB+LTAB]+..v
Notona que nous venons de prouver que e e,ﬂ = e A'LE ’B] P

oii + ... signifie des termes en commutateurs multiples qui a'annulent en particu-—

lier si A et B commutent avec [A,B]; ce résultat nous sera utile par la suite,

Les propriét&s principales du groupe se déduiront d'une &tude de 1'algébre
de Lie engendrée par les Ki. Quelques exemples caractéristiques sont fournis par
les groupes de rotation de 1l'espace & n dimensions, 50(n) avec, pour algébre de
Lie,l'ensemble desmatrices (réelles) antisymétriques n % n, ou les groupes de
transformations unitaires de déterminant unité SU(n), l'algébre de Lie corres-

pondante étant celle des matrices n X n antihermitiques,

Une représentation du groupe et de son algébre est particuli&rement impor-

tante, C'est la représentation adjointe ou réguliére. Elle consiste 2 prendre
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pour espace vectoriel 1'algébre de Lie slle—méme et & associer & tout &lément X

1'opérateur linéaire qui transforme un &lément Y en EX,Y] :

adj(x) Y = [ %,Y] . )

En verturdé l'identité de Jacobiyon aura bien défini une repréaentation ;
ady () a.dJ(Y) -~ aAJ {) a,dJ'(x) = ada:[X,YJ .

Pour que la représentstion adjointe soit fid&le, il fsut qu'aucun &lément de
1'algébre ne commute avec tous les autres. Un sous—espace invariant de cette
repréaentation est un idéal. Une algiBbre sera dite simple s'il n'existe aucun
id&al non trivial. §'il n'existe pas d'idéal abé&lien (c'est—&-dire commutatif)
on dira que l'algébre est semi-simple. Toute algébre simple est donc &videmment
semi-aimple. Il existe un critére de semi-simplicité., Pour cels on conaidére

la forme bilin&aire (de Killing) :

®,Y) = Te adj(x) adi) . )
Si cette forme est non dégénérée, l'algdbre est semi-simple,et si elle est définie

n8gative le groupe est compact,

Par exemple le groupe des rotations 80(3) est simple, le groupe de Lorentz

n'est que semi-simple (si on &tend l'algé&bre aux nombres complexes).

Explicitons la représentation adjointe. Prenant une base dans 1'algébre

de Lie on écrira :

X= %, X5 Yo g XY

(XYY = 4y adi0) X" s g cqe, X4

Si les quantités (y) sont considér&es comme les coordonnées du vecteur Y, celle

du vecteur Y' = (adj x°)Y sont donc s

‘é::. = Csbw Yt ‘ol ["'AJ(XS)]%L. = Csku .
e“‘s“b'("s)

Notons la transposition des deux derniers indices, Lea matrices

laisasent invariante la forme de Killing .

(X,X) = Zg, xgz, Tr ady(X) ad)(Xt) = iuzsxt ©suv Covu -
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S8i le groupe est compact cette forme est définie négative. Il existe done une

base telle que !

2,0 Csun Cwu = -8ge -
.. Ug Q‘h (xS) . X8
Dans ces conditions e est une matrice orthogonale et adj
antisymétrique; c'est-a-dire
Cstu_ = —CSU-L-
Comme par ailleurs C = =C , o0 voit que dans cette base C est totalement

stu tsu
antisymétrique {au passage si on examine la forme de Killing onm voit que c'est

ce fait qui la rend négative).

Aprés ces indications tré&s succintes revenons 3 la dynamique. Envisageons un
systéme de champs couplés en interaction ¢1, «.. ¢N. Ces champs peuvent Etre sca-—
laires, spinoriels, vectoriels ... réels cu complexes. Pour chaque valeur de x
considéreons. les corme les composantes d'un vecteur ¢ d'un espace & N dimensionms
oil opére une représentation d'un groupe G. Cette représentation peut Btre réduc-
tible; c'est-&-dire laisser invariants certains sous—espaces. (Il en sera en par-
ticulier nécessairement ainsi si les champs ont des propriétés de transformations
différentes pour les transformations de Lorentz). De plus nous supposerons la re-
présentation en question unitaire et nous &crirons les générateurs ix®, s =1, ... r,
avec Xs.hermitique.

Envisageons des variations :

Sdex) = 4 dot (x) X & (2) , “
St = =1 dTx) X® Saytx) :

. . e . L
Les quantit@s réelles Gus(x) sont infinit&simales, dépendent de x et ¢ dEsigne

la conjugaiaon hermitique dans l'espace de la représentation envisagée.

Aprés substitution de ¢ en ¢ + 8¢ dans le lagrangien on obtient 4

Xy Lo SE = X(d+5d)

Z(¢ + 5¢) est une fonction.¥ de ¢, 3U¢ (et leur conjugués &ventuellement)
de Sa(x) et Buéa(x). On ne retient évidemment que les infinité&simaux du premier
ordre en 6a.

Pbur une variation au voisinage d'une solution dea &quations du mouvement,
1'action est stationnaire. Aprés une intégration par parties devenue tradition-

nelle,on obtient donc !

D
0= 8l= 5""4" B“SC’O[BSQ'(:) aBB‘fBotscx) ' 7



.—43_

On définit les courants (en nombre Egal & celui des paramétres du groupe)

.U .
Js(x) par :

d.'Ps (x) = 2K :

2 0y Ovlg(x) ®

Notons ici les réserves habituelles sur l'arbitrailre inhérent & ces définitions,
arbitraire déjd discutd dans la section précédente. Le théoréme de Noether ré-

sulte alors de l'&quation déduite de (7) qui donme la divergence de ces courants :

A
s = X ©
D Sae(x
En définissantJé’nous avons distingué la dépendance en dua(x) et Buﬁa(x) résultant
de la présence de dérivées premi&res dans le lagrangien, Mais le membre de droite
s'identifie avec la dérivée par rapport & Gas, lea paramétres infinité&simaux &tant
aupposés indépendants de la coordonnde x. Nous recrivona donc cette &quation soua

la forme :

A
')P \'j': (xy= 2 ';f{"‘) ) Gas iqdépendant de x. : 9"
? ddg
Certainslcourants j8 seront conservés (leur divergence aera nulle) si, et seulement
si, le membre de droite de (9%) correspondant s'annule. Ceci veut dire que le
lagrangien originel est invariant dans la trensformation (ind&pendante de x) en~

gendrée par les XS de méme indice.

A toute transformation laisasant le lagrangien invariant correapond donc un
courant conservé et par intégration de sa quatridme.composante une "charge",

constante du mouvement ¢

QS = S OLS" 3—; (x,t) J

%Qs = Sd?')f }H&'; (X,L‘) =0 ' . (10)

Prenons un exemple concret pour illustrer ce qui précéde, Considérons un champ
de pions (pseudo—scalaire) & trois composantes (1, ¢z, ¢$3) interagissent avec
des nucleons (Y1, Yz) de apin % (protons et neutrons). Le groupe envisagé est

SU(2) (spin isotopique) pour lequel ¢ forme un vecteur et Y un spineur. Le
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lagrangien se composera d'un lagrangien libre %, et d'un lagrangien d'interaction
ﬂa ne faisant pas intervenir de dérivées. D'aprés la définition (B) seul ﬂ% nous
est alors utile dans la construction du courant. Rassemblant ce qui a &té dit
dans la section IL, nous écrivons ;

Z, = 22 L[ (a4 el ¢ TL [ LRI G de-mh]

T
o A=\ a
S¢,; = 4 Sds(_x) T?d' cbd,
SPy = 4 ddg(® é?"’:p%

TR N I

Les matrices T et T sont respectivement les matrices de Pauli et les matrices

représentatives du spin (isotopique}l ; 'T'?- = A€, .

4& l,d.

On obtient immédiatement en supprimant les indices :
. . >
v o S Y — N5
st LT "¢ + PP .
. ' &

Ces courants. seront conservés si le langrangien total est invariant par SU(2).
Ceci requiert tout d'abord une masse commune } pour les mésons, une masse com-—

mune pour les nucléons m. Il faudra de plus des couplages invariants., Par
. exemple (avec ﬁs= LR Al 14 ) 7’ ‘JS*B'O =15 ) :

e g FELEY 263D

Le lagrangien total ainsi obtenu & =%, +.91 est en fait le lagrangien, renormali-
sable, le plus général faisant intervenir des pions et des nucldons, et qui soit
invariant par SU(2). Il dépend de deux constantes dimensionnelles (les masses)

et de deux constantes de couplage sans dimension.

. HRevenons 4 la diacussion générale en faisant usage du formalisme hamiltonien
introduit 3 la fiﬁ de la sectiom IV. De fait, envisapeons le. cas général oii 1'on
ne fait aucune hypoth&se sur la conservation des courants, c'est—a-dire sur 1l'in-
variance du Lagrangien. Cela n'emp&che pas d'introduire & un temps déterminé des
charées Qs(t)' Dans ce qui suit t restera fixe et nous omettrons de l'indiquer.
La questicn est alors de déterminer le crochet de Poisson {Qs,ﬂq ol § est une

fonctionnelle des champs ¢ et des moments conjuguds T au temps t, Par définition:
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i 3T, & cbu 3T
Re = d¥x 1%x) = | d3x 2
° S d S o Bogds(x) /

?ﬁ.{ ) (11)

Dans # la dépendance en BUGas(x) n'apparalt que par l'intermédiaire de la

dépendance de £ en 80¢a(x). Pour simplifier suppcsons les champs réels {auquel

. 5 \ . L. . s
cas les matrices X doivent étre 1Lmaginalres pures, et antisymétrigues) 3

> = A 2% xS d00 = 4T X
2 2,8 B dg (%) 2 3,0
Qe = 4 5&& ) X dbi) . (12)

Qs , ¥} = < [dX (sgfw - 5 )

§i, en particulier, F se réduit i ¢(x) ou 7m(x), on trouve ?

%Qs ) ¢C")} = « X'de (13)

%Qg 5 T"(x)} = 1T Xs-_- ;.XSTrcx)

Autrement dit

{84sQs , 0} = §dm R
SL'So(st J T'l'(x)} = gTT'(:t') !

ol 6¢(x) n'est rien d'autre que la variation du champ ¢ engendrée par la transfor-—

maticen de générateur GGSQS.
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De méme

gat)@s} = - gdei (=) (szt_beS)c{;(x) )

Or w

S .
X® xt_ ths:—-txt)x] =1 Crsuw X

ol les Ct sont les constantes de structure du groupe et le facteur i additionmel
8u

tient & notre choix de générateurs hermitiques. En d'autres termes, les crochets

de Poisson des charges constituent une réalisation de 1l'alpgébre de Lie du groupe !

th)QS} = £ Cgu B . (14)

Insistons sur le fait que toutes les quantités introduites ici le sont au méme

temps t,et que toute la construction est valable, que la théorie soit invariante

sous lTaction du groupe ou me le soit pas.

En fait si L est la fomction de Lagrange L = S}iaz x?fx,t} et H la fonction

de Hamilton, on vérifiera sans peine que

d @) = § #Hit), Q] = § Gy, ~Hetr]
JdE .

[4Y
= (o m,L®} = [ o é?"?&ix't)

en accord avec ce qui précéde.
Allant un peu plus loin, on constate qu'on peut aussi Ecrire les crochets de

] [}

Poisson des composantes de temps des courants & temps &Egaux

%d—;o (x,8) c]':_ f\d,t)% = 4 Cguy c;»:_ (x£) S(g-x) , 4

Des &quations analogues s'appliquent aussi aux composantes du tenseur densité

d'impulsion=-énergie. On trouve que !
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(0= (e, 8°°¢y, 0] = (@”‘(x,w r o) Vy Sxy)

(0% 0, 0k (g0} = (6%t - gt e eb) Vi Sy

(16)

Q B o-{ = ol o 3
Sz 6% (k) , O° C-g\,l:)% - (9 Cob) Vo + © (x,0 Vg ) 5(x-g)J
Pour les quantités intégrées, impulsion PH et moment cindtique JHY

PP (ot 6%(xt)
Upw}___- fdax 6° P(xt) x" - O (x t) x ¥ )

on en déduit l'algdbre de Lie du groupe de Poincard (i temps égaux) *
¥ ~ py o [ 242 Vo ve
5 P ) P }: O ?J Y P } = P % - P ? (17

¥, 359 WY 9YF o B qRT WP YT 9T 4bF
I MR MEVAET AL AT A
Dans la version quantifiée de ces résultats, il peut se faire que les &léments

de matrice des courants scient mesurables au moyen des transitions induites par

des interactions électromagnétiques ou faibles. En physique atomique on déduit
ainsi la régle de gomme dipolaire dé Kuhn :

i_' €n- €a {(n[q[a>{2 =

.K
VA 4

de la régle de commutation[ gy P J= it, qui en représentation de Heisenberg est
1'analogue de (15). Bien que la dynamique ne joue pas de rdle dans ces régles de
cormutation, elle intervient dans l'identification des emplitudes de transition

obgervées avec les &léments de matrice des courants dé&duits du théoréme de Noether,
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CHAMPS DE JAUGE

On va trouver ici une bréve description du couplage minimal, une discussion
classique de la brisure spontanée des symétries et de ses conséquences (thécréme
de Goldstone), une introduction au phénoméne de Higgs, enfin une gé&néralisation

aux groupes de jauge non abéliens.

Pour introduire le sujet, considérons deux champs scalaires réels ¢; et ¢,

couplés de telle sorte gque lelagrangien soit invariant par les rotations :

(dp“ 4, ) — (Ca-&fx Py S, AmXdy + cocj(cbz)

Nous l'é&crivoms, pour simplifier,

L= 4 (a)+ 04)7) ~V( bl ) =% -Vighg),

avec |

b= Drich pte i .

vz vz
lLa loi de transformation du champ complexe ¢ est ;
b + =X+
P> 2" ¢ - & TP . )

D'aprés la méthode générale expos@e dans la section 5, le courant conservé

-

associé A cette propriété d'invariance est

TBsf’ v o+ FEAY
Py = - — Dt Ay (1) ~i 2 (5%
& m,,zx j(a,,h) C v AR )cib)

= l.<:f>+ ot CJD ] ' (3)
Pour obtenir ce courant om a, en fait, considéré des rotatiops eix(x) variant
de point & point. Ceci, blien que le lagrangien (1) ne soit invariant que pour
des transformations globales conatantes, en raison de la présence de termes déri-
vatifs., La question que 1l'on pose est alors la suivante : quelle medificatien

faut-il apporter au lagrangien (1) pour gque les transformations :

(e Xty .
C#)(n) - £ ¢ ‘4>CK) [

le laissent invariant, quelle que soit la fonction réelle ¥(x)? L'adjonction
d'un facteur e sans dimension est une affaire de pure commodité, Pour cela, il

va falloir modifier les termes dé&rivatifs Bu¢ en DU¢’ de telle sorte que :

te¢x) e Xix) .
Dy 2 by = @'° Dy $(x) %)
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tandis que l'on avait:

i@ (i e (0 .
o € ch,m = £ ( Op (1) + L€, X6) ep(e)).

On introduit donc des degrés de liberté suppémentaires, ceux du potentiel
8lectromagnétique Au(x), qui se combinent i la dérivation BU pour former la déri-

vation "covariante" DU :

DP 4?(1) = ('ar, +ig Apﬂx)) C‘DC-:.) . (5)

Le potentiel est tel que, 3 la transformation {(2) du champ ¢, correspond une

transformation de jauge :
Aplx) — Ay (0 —'f),; AGE) . (6)

Fn particulier si Y est constant, AU est invariant. Dans ces conditioms,

on modifie le lagrangien (1) :
a) en remplagant les dérivées 3u¢ par les dérivées covariantes Du¢,

b) en ajoutent le lagrangien libre —kFquuv du champ &lectromagnétique, automati-

quement invariant de jauge.

Le résultat s'écrit :

| R ( )“'( ) NS
= - — + (D [) - (/ ) . 7
ﬂnhﬁwnqg 4 CP CP _CP 45 )
La théorie ainsi obtenue est imvariante per les transformations de jauge
locales (2) et (6), dites de seconde espéce {(les transformetions de premidre espéce

correspondent & ¥ = const.), Ces transformations ont une structure de groupe infi-

nitésimal & une infinité de paramétres.

Le couplage au champ électromagnétique décrit ci-dessus est dit minimal, la
recette pour 1l'obtenir &tant la substitution Bu + D). Pour autant que 1'on puisse
les vérifier expérimentalement, les conséquences de cette théorie, une fois gquan-
tifiée, sont en excellent accord avec les observations. Bien entendu, on pourrait
envisager d'autres formes de couplages, par exemple dans le cas ci-dessus, on pour-—
rait ajouter un terme (nmon renormalisable) : k¢+¢F2... Enfin, si le modéle présen-—
tait plusieurs champs chargés ¢, ¢'..., rien n'implique, dans ce qui précide, que
les constantes de couplage e, e’, ... soient des multiples de 1'une d'entre elles,
ce qui se vérifie en fait, permet # la matidre macroscopique d'8tre globalement

neutre et demeure une énigme au méme titre que le valeur numérique de la constante

. 2z
de structure fine &~ o | .

Gnke 133
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Le potentiel &lectromagnétique Au(x} est appelé un champ de jauge abélien

parce que le groupe associé est commutatif :

e’ie.*x“(z) Qie X () _ e?aaatxj_aieﬁf,,{:)

*

Nous voyons que si, dans le lagrangien (7), Au(x) et BUAU(K) sont considérés

comme des variables ind&pendantes :

. %{"mmﬂ = el D'd - (D)D)
S ie (¢*3“¢) ~2e* AP g% (8
= J W _(A) 'x) .

En d'autres termes, le courant {3) (non invariant de jauge) ju(x) est relié

i la dérivée partielle du lagrangien par rapport au pqtentiel Au a AU = 0 par :

dpty= -1 9% =2 3(Aw|
¥ A

e a0

définition tout & fait paralléle i celle que l'on a dennée pour le tenseur impul-

sion-énergie.

8i 1'on explicite la définition du lagrangien (7), on voit qu'il a la forme :
2 + | ‘ A%+
L ryimimall = - FT 24T 00 _V(gtd)-epA+eA D . oy

On note que, dans le caa d'un champ scalaire chargé, il n'y a pas moyen d'ex-
primer le terme d'interaction électromagnétique sous la forme -eJ * A en raigon de
la présence de termes quadratiques en A qui apparaissent avec un coefficient unm

dans & ., et deux dans J(A,x) * A.
min

Le lecteur n'aura aucune peine 3 généraliser 1l'exemple précédent au cas de
lagrangiens plus compliqués, en particulier faisant intervenir des champs spino-

riels .

L'invariance de jauge, d'aprés sa définition méme, entraine 1'existence de
degrés de liberté supplémentaires sans influence sur la dynamique. Il est elair
que les Bquations du mouvement ne sauralent, en 1'abgence de conditions supplémen-
taires.qui peuvent partiellement apparaitre sous forme de conditions aux limites,
prédire les valeurs des champs Ah et ¢, Laissons provisoirement 1li 1l'é&lectro-

dynamique.
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A propos de ce mod&le simple, nous allons maintenant présenter les idées sous-
jacentes au théor@me de Goldstone et au phénoméne de Higgs. Nous ne prétendons

donner que des indications suggestives, et non des résultats rigoureux.

Tout d'abord, examinons les &quations du mouvement qui découlent du principe

d'action minimale appligué au lagrangien (7) :

0 F () = T (42) = de (¥ 0% -] ) 0

D* () = - dlw V(dtodw) .

Utilisant les techniques et les expressions développées dans la section 4,

(10)

nous voyons gue le tenseur densité d'impulsion &nergie s'@crit i
0" O + %)
= TR 09D 09) 0% -3 {-LFL bp e V') | v

En particulier, la densité d'énergie est !
- 2 (42
0%= 4 (g8 + (V%) 0% +(Dg) D¢ + VIp*d).

+ - LR /' . L - .
Au terme V(¢ &) prés, la densité d'énergie est explicitement non négative, la
. . . . . N + . .
situation classique d'énergie minimale correspondant 3 F = 0, Dd = 0, V(¢ ¢) minimum.
i + .. t
Ceci signifie que AU = —aux(x), d{x) = ¢oe1exfx)’ V{¢opo) minimum avec $odo indé~
pendant de x. "
vy !
Deux situations, conduisant & des conclusions physiques trés différentes,
peuvent se présenter.
a) V est miminum pour ¢y &gal & zéro. C'est la situation '"nmormale'. L'Energie
minimum correspend & ¢ = 0 et, par une transformation de jauge, AP = {0, La dis-
cussion des excitations se fera & partir de cet &tat d'énergie minimale qui, quan-
tiquement, s'identifiera au vide.
e - + + Ry .
b) Le minimum de V se présente, pour une valeur de ¢ & = dpdg, différente de zéro,
On note que cette condition est absolument indépendante du couplage avec le champ

de jauge Ah' On aura :

Y = Ct,+ ) (CI)+¢ _%‘?.)2 + ... (13)

ol ¥ est une constante positive (et les termes + ... sont en fait absents si 1l'om

veut que la théorie soit renormalisable), Les termes constants sont sans impor-—

tance physique.
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-

L'état d'énergie minimum correspond cette fois & une valeur ¢y non nulle!

VoA

1<l

(

Fig. 1 : Le potentiel V(¢+¢) dans le cas d'une symétrie brisée
spontanément

i ' .
qp°=£e'x° (1)

]

La direction da ¢y dans le plan complexe, dictée par la valeur de ¥p, est
arbitraire et tefléte 1'invariance de jeuge de premidre espéce, Les excitations

seront de la forme :

Po= b + P - as)

On a 3 faire un choix pour la phase de ¢¢ et, de ce fait, on parlera

d'invariance spontanément brisée.

Examinons le résultat de la substitution de la "tramslation" (15) sur le

Loogreugien (7). On a :
Dugley = dehutod + Db bd-ot dldgiy s gy,
L= '.%v;h %‘,z At 4 (Dq))*buh e (DY A -ie {(D@A (16)

SN T TP
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Sans limiter la généralité de la discussion nous pouvons, par une rotationm,
prendre Yo mul, c'est-d-dire ¢y réel é&gal i o/v2.

Dans ces conditions
D¥¢ = D'p +ier A
'{_

D 49 (BH-HG.A Mie Ap)[c"-up:,- DLP "'_E ie 0A-AY)

"ratd) = 2 ¥

V() = 22(4N + T (ureh))
D'oll 1les &quations du mouvement :
W e (Wt Dy - 09Ty -Ee s 1y
iz
+:0.%§‘ ( Dv!i) - LD"{P)*') _alo_‘!. A'J

a7n

2. .
DV + & (iedh-e) <22 (S)(yhys o 1gh)

Pour y voir un peu plus clair, il est utile de revenir aux notations réelles

= ‘+|+|.‘P +-_- \Pl-‘tpg_
Yo R Ve g

Vo
la direction 1 correspondant & la direction de la valeur non nulle ¢y dans 1'&tat

fondamental. Les &quations (17} prenment alors la forme :

Braact)y = -delyhygh m2ag (oy r TORY)
=
+ & %AF ;)H}"Pa. + Q,‘LA?' 9 +¢€2'A?'

2

. |
Oy, = =2 (o + ‘*’L;-_fgz)_e,gh":.)r,}gh 4-{."?412}1 —eadA an’

Yy _ -aq J.A + Qtu"l Av = € (‘P}. D“H -\Pu DTH-) -Q?— AV(\PIE"*!.L)
- Ay, - ec (thk‘,_ +eANy) -
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Ces 8quations n'ont toujours pas 1'alr tr&s aisément interprétables. Pour les
apprécier, examinons d'abord le cas ol e = 0, c'est=i-dire lorsque A et ¢ sont

découplés., Nous voyons alors que :

I
=1

(0O + 2x0%)y, = Polynome en Wi et P, de degré

v
[ %

OY2 = Polynome en y; et Yy de degré

8i nous traitons les seconds membres de ces €quations perturbativement, §; apparaflt
comme un champ massif (mg = 2302 > 0): Y2 en revanche est un champ de masse nulle.
Ceci est une manifestation du th2or&me de Goldstone., L'invariance dans les rota-
tions du plans ($1,02) est spontanément bris@e parce que l'étet d'énergie minimale
correspondait 3 une valeur nmon nulle du champ ¢. Toutes les valeurs [¢ul = o/¥2
étaient acceptables, 1'une d'entre elles a &té choisie, par exemple ¢o = 0/vV2;

les excitations ¢1 + i¢2 = o + Y1 + i» sont telles que Y2 est un champ de masse
nulle correspondant d des intéractions & longue portée. Ce champ apparait dans

la direction 2, c'est—3-dire orthogonale i la direction choisie pour ¢y.

Le couplage du champ Au(e # 0) modifie complétement la situation. Si nous
noua limitons aux termes lin&aires dans les champs, nous voyons que les &quations

ont la forme :

a) (J:] &+ ZJ\UZ')\+4 =0
b) Ay, +ev dA=0 (18)
&) oA - )A+eta?A 4 eq D"qu; =0

D'ailleurs, pour entreprendre un développement systématique des &quations (17),

i1 est possible de supposer que J est d'ordre 1/e et ) d'ordre e?. Alors, les termes

retenus sont d'ordre 1 et les termes négligés d'ordre e,e” ...

Nous observons que !
i) Y» et A restent apparemment couplés,

ii) dans 1'équation satisfaite par A, il apparalt un terme de masse eZo?aY simi-

laire 3 celui que nous avions dans la discussion des.champs vectoriels massifs.

Les transformations de jauge générales ont la forme !
8y, = ~ey, 8 Sy, = e(snk)A

{19)
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Travaillant & l'ordre zéro em e, suivant la recette indiquée eci-dessus, ces

transformations se réduisent 3 :

Sk.lf, =0 Sq/z = eu'g_x
SAy = =2 . 0

Nous pouvons aisément vérifier que les é&quations {18) admettent bien ce groupe

d'invarience. Toujours i cet ordre, la combinaison :

- \ (21)
Bp = AP"' "—")Pdfz J
eg
est invariante de jamuge. On peut récrire les équations {18) b) et {(18) c¢) sous
la forme :
¥
oy Bi=0 , (18) b)
T2
oe*+ e*B =0
8 / (18) e)
qui ne sont rien d'autre que :
2
OgY - R + ¢s*RY =0 (22)

En d'autres termes, BU est un champ vectoriel massif invariant de jauge de masse

L'introduction au champ vectoriel AU a donc transféré la propri&té :

{existence d'un champ scalaire de masse nulle, Y2} en la propriété {apparition

d'un champ vectoriel massif, Bu}. C'est le ph@noméne de Higgs.

5i 1'on veut introduire les termes d'interaction, il est en fait plus avan-
tageux de faire le changement de variables : .
8
pe=s

= L (i) L (Tep) @
$ = (s +¥ig) = (T+¢ (23)
od p et O sont deux champs réels avec :

\h () = f(:\‘.)-i----
k+k_(1) = O e

Les termes additonnels sont quadratiques et plus en p et 8. On vérifiera

alors qu'd tous les ordres :

B, = A,+ L ,0
P P+2cr Y, (24)
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est bien invariant de jauge commep, et que le lagrangien peut &tre entidrement
exprimé en termes de p et BU’ correspondant respectivement i des champs scalaires
et vectoriels massifs., Les degrés de liberté correspondant i § ont, en fait, &té

complétement &liminés. En posant ;
capv = fDP‘B\! -'b\7E;p P

ce lagrangien s'dcrit en effet :
V6, Y (DeY, et o LI PN P z,
X = ZG - a( P) + & (Tsp) 2P (p+20) (25)

La seule trace de 1'invariance de jauge initiale , mais elle est importante,

est dans la relation entre les différents couplages et les termes de masse.

La discussign précédente est heuristique. Meis il est possible, aprés quan-—

tification, de justifier les assertions précédentes en discutant le spectre des
fonctions de Green.

Le mod&le de Goldstone-Higgs, que mnous venons briévement de présenter, repose
sur un groupe d'invariance abélien, c'est—&-dire commutatif (ici les rotationms
dans un espace & deux dimensions). Il est possible de généraliser ce gqui précéde
au caa de groupes non—abéliens, idée originellement due i Yang et Mills. Esquis-
sons—en les grandes lignes,

Comme .dans la section 5, on suppose l'existence de W champs couplés

¢ (=1, ..., N) et leurs interactions inveriantes par les transformations :

Sd;(a-):: iq EN Xs_qb(,_) ) (26)

oi les X% pont les matrices (hermitiques) représentant les transformations infini-
tésimales d'un groupe de Lie & r paramétres (s = 1, ..., t})., Nous avons ajouté
un facteur constant g. '

Si nous envisageons les transformations de jsuge correspondant 4 1'équation
(26), c¢'eat-3-dire si nous prenons Gas dépendant de la poaition x, les termes déri-

vatifs empéchent que le lagrangien secit invariant, car on aura :

. s . S
83ud()m 4q Tt X* () +ig O Ses(x) X° (e
On introduit alors des champs de jauge vectoriels Aus(x) en nombre égal A celuil

de paramétres du groupe., Et 1'on dé&finit une dérivée covariante :

E)p Cb = (;bh’ +-;g_‘;p5 )<s ) Eb .

La constante g est sans dimension. La régle du jeu va consister & n'intro-

duire de dérivations que selcon la combinaison Du. On aura :
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50pg = 44 3 XD iy (3) XD +ig 3 A, K¢
~ g% Apu X" 54 X" 4 ot Ju, X¥ Ay X4
Les deux derniers termes se combinent en

Aﬂ," gdb Ap-u. ctu.s Xs

~ lorsque 1'on fait usage des régles de commutation du groupe ¢

E uJ . s
[X ,_x = 4 ctu.sx .
5i 1'on veut que Du¢ se transforme comme ¢ dans les transformations de jauge,

c'est-a-dire :

EDP4>.-_- J%S%XSD,;d)J | (27)

.

on est donc amené i exiger que :
S.Aps = —'Ddes -9 S“E Cous Apu. )

A x et U fixes si nous considérons les champs A _¢ comme appartenant la représen—

ic s On

tation -adjointe du groupe, représentation dont 1es générateurs sont Y u sut

o W pur
.

peut encore récrire la transformation du champ Au sous forme compacte :

> Av = -9, o + 9 SdsYsAl_, . (28)

Ceci montre la nature hybride et'exhibe l'origimalité du cas non abélien.
En effet, Au se transforme suivant un terme (—a Ga} qui généralise la proprleté
de chemp de jauge abélien,et un autre (1g So. ¥ A) qui nous invite & le cons1derer,

par comparaison avec l'Bquation (26), comme "chargd' lui aussi.

Dans le lagrangien primitif correspondant aux champs ¢a’ on devra non seule-
ment remplacer les dérivées ordinaires Bu par les dérivées covariante; DU' mais on
devra, en outre, ajouter un terme faisant intervenir le champ A seul (et ses
dérivées). Nous exigeons de ce terme qu'il soit uniquement fonetion de Avs’ avAUs’
quadratique au plus dans les dérivées, invariant de Lorentz et invariant de jauge.

Pour cela, nous allons introduire l'analogue du tenseur Fuv‘de la théorie é&lectro—

magnétique. Cet analogue n'est pas :

ap Av,s -Bv A‘;,s

('3,_, 4—19 Apt\rt) AV - (P "’\’) = Dl"" Ay - Dy AP '



- 58 =

Les deux combinaisons précédentes ne sont en effet pasinvariantes de jauge,

veut définir un Fuv qui se transforme selon :

SF'” = A t} Sd& Ys FP" .

On

(29)

Pour obtenir la combinaison correcte on observe que, dans le cas ab&lien, on avait :

[Cbp yie Ap);(b,ﬁe A,) - (w uv)] $ = [Dm Dv] ¢ = ieF,

v

Le membre de gauche &tait multiplié par elex(x) dans une transformation de jauge

comme ¢ lui-m@me, on en déduisait que FuU Etait nBcessalrement invariant de jauge.

Ceci suggére de poser, dang le cas non abélien,

[DPJD\’] : ig_ va’s xs y

(30}

assurés comme précédemment que le tenseur de droite est bien invariant. Explici-

tement :

[0y, D) = [uvig A X' 3, sig Aux*] =

. ) S
= A}CBP Ays-)YAPS'F"SAPE'AVI-L*C{'H&)X)'

goit :

Fov = Ophu ‘BY Avs = & Ape Byu Ceus

(31)

Introduisant une notation matricielle valable dans la représentation adjointe

(et par aubstituctionm Y° -+ Ks'dahs toute représentation de 1l'algébre de Lie)

A s A | s

On voit que :

~

[ IS A o)
Ry = Op Ay =0y Ay *‘3.[A9)Av] .
Dans une transformation de jauge !

SAp = -0, 5& +ig[ 88,31

et 1'on vdrifie, aprés un bref calcul (utilisant 1'identit& de Jacobi)}, que la

définition de fﬁv entrafne bien ¢

(31"

(28"
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A ~n 2
SFH‘J = ig’[Su) FP\!] ) (29

qui indique que F se transforme selon la représentation sdjointe, Il est ins-

. 1 * - =
tructif de comparer l'expression (31) de Fuv avec la forme (DuAv DUAu)s bﬁ ﬁus

- Bv ﬁus - 2g Apt Avu Ctus; dans la définition correcte, le coefficient du terme

quadratique est 1, dams cette version incorrecte il vaut 2.

En raison de l'introduction d’'un facteur i supplémentaire dans les riZgles de

commutation, la forme de Killing :
t
(¢$,¥5) = Te YOYE

est définie pogsitive si le groupe est compact. La quantité :

g (JA) = -

~ ~

Py

Tr FI"“' }

L (32)
q.
est invariante de jauge et, si le groupe est compact, se réduit d une expression

diagonale par un choix convenable de base :
pYS
&f(A)-_-_-:“. 2sFuvs = (32%)

C'est &videmment un bon candidat pour un lagrangien du champ de Yang-Mills.
Nous laissons au lecteur le soin de se convaincre que c'est 1'unique solution aux
conditions imposées. Remarquons que, puisque F contient des termes linéaires en
dA et quadratiques en A, ce lagrangien est lein d'@tre un lagrangienm libre. En
fait, méma au niveau classique, on sait peu de choses sur les solutions des &qua-
tions du mouvement auquel il conduit. Ecrivons ces derniéres. Pour une variation

arbitraire de 4 on a :
SFov= 2p 8- 0,58, +ig T34y ,A,) ¢ ial Ay, 54,],

et, par conséquent,
S&“a SX{:): —-fd":r_ Te E’"’(b,ﬁ& + u’%,\'_ﬁwﬁv])

= §d4:r. Tr'g (BH F P“"';ﬂ—[ﬁr’) EP"])X;\',} '

La forme de Killing est supposée non dégéndrée, il s'ensuit que les &quatioms du
5 PP

mouvement du champ de Yang-Mills seul ont la forme :

A v AALY Auv



.-60_
Cette &quation aurait pu &tre écrite d'embl&e par analogie avec 1'E&lectro-
dynamique.
Nous allons maintenant examiner quelques propriétés simples des &quations de
Yang-Mills (33).
Tout d'abord, comme pour les &quations de Maxwell, la définition de Euv
[8quation (31)] est indispensable pour compléter 1'équation (33).

Cherchons tout d'abord les solutions statiques, invariantes par rotatien,

c'est-d~dire 1l'analogue du potentiel coulombien pour l'é&lectromagnétisme ou de la
métrique de Schwarzchild pour la gravitation, [Nous admettons gque 1'é&quatiom (33)

goit satisfaite partout, sauf peut-d@tre & 1'origine.]

Le potentiel cherché est donc de la forme :
°n .
A® = a(r)
~ a
j\'k = E){ﬂ) 7'4%

koL . . . .
oll r ddsigne les coordenndes cartésiennes et r la distance 3 l'origine. Les

seulea composantes non nulles de F sont les composantes "&lectriques" :

~ A
ok o~/ . o~
F = Y‘*CCL +|g.[a.,b]).
L'annulation de FK? montre que Ak peut 8tre liminé par une transformation de jauge.
Ce point est un peu moins trivial que dams le cas abélien, aussi allons-nous en

donner une preuve explicite. Dans une transformation de jauge finie, AK ge trans-

forme selon :
Fa

Ap > XA, o ,i(})&g"aa)["?a

Si, donc, on peut trouver une matrice 8(r) telle que :

18 (et UL (5, 08%) 7,
o ¢

/

une transformation de jauge £liminera A, Cette condition peut se récrire :

g bk _ (1 () et o

solt encore ;

~
o

s

~

@k-ig(};(r)r‘i)ew;gxs (D‘h‘kfazh)&—;a = bntpi%io‘

Les conditions d'intégrabilité de ces trois dquations sont satisfaites puis-

A
A

que, précisément, EDk’DR] = () dans notre cas. En fait, ces &quations se réduisent

g
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A -t Afr
bk ot T,

On a fait usage de la symétrie sphérique. Posons T = r?/2 et e-igﬁ(r) = U(t),
oli U appdrtient au groupe. (En fait, cette notation est un peu plus correcte puis-
qu'il peut se faire que certains éléments finis du groupe ne puissent s'écrire
e—ig&’ & appartenant & 1'algibre de Lie et que l'on soit obligé de les Bcrire comme
le produit de tels termes. Ce pourrait, par exemple, 8tre le cas si le groupe
n'était pas compact.) Par rapport 3 la variable T, nous d&finissons un produit
chronologique T qui consiste & ordonner des Eléments non commutant, dépendant de
T (matrices, opérateurs, etc.), de telle sorte que leurs arguments aillent crois-—
sant de droite & gauche. La solution de 1'équation pré&cédente, qui se réduit a

1'identit& pour T = 0 par exemple, s'obtient alors aisément sous la forme :
Ule) = TQMP L-( dr’ blx!) = 2 i" Ed‘r.n drm"'J““"l b(r,).. blz,).
[+] ) o o '
o [}

*

On peut encore mettre cette expression, notée U{T,0), sous forme d'un produit :

Ulre) = Ulr, ) U0 .

Procédant de la sorte par subdivisions successives et observant que, si At

est trés petit, on a :

azhe
Ulrat,c) = e ae T)J'
on finit par écrire :
| 2 b)) iz Blea) iz b))
Ult,0)= &m €™ e ™ o

M- od
ol Tp = (p/n)T. Le théoréme de Campbell~Hausdorff (section 5) montre que ces

produita appartiennent bien au groupe et la compacité qu'ils convergent vers
u(T,0),

Ainsi, il existe une transformation de jauge qui annule Ak, mais qui modifie
A%, Dans la nouvelle jauge nous continuons A noter a(r) la quatriZme composante
du potentiel, car il est clair qu'eille continue & ne dépendre que de la distance

x

i 1'origine. Dans ces conditions, lea &quatioms (33) se réduisent & :

Fo
2 [Te d q,(r-)) [‘“ ~
=0 a. a| = .
*'("a: av y ) A °
La deuxi&me équation simplifie le probléme en montrant que, dans 1'algébre

S b - -
de Lie, A(r) comserve une direction fixe (notons—la ¥) et raméne le probléme & un

probléme scalaire :



-62_

» oA
A° - A(r) = a(vY,

Aalr)y =o
Les solutions non triviales de 1'équation de Laplace, sauf peut—&tre i 1l'ori-

gine, sont de la forme du potentiel de Coulomb plus une constante ;

o A
Afr) = (% 4p) Y
A
Autrement dit, d une transformation de jauge prd&s, les seules solutlons statiques
invariantes par rotationm,sont coulombienne. A posteriori, ce résultat n'a rien
de surprenant, car il &tait clair qu'en choisissant une direction fixe dans 1'al-

gébre de Lie, on ramenait le probléme & un probléme abélien dont la solution est
bien connue
En revanche, il existe une grande richesse de solutions statiques nom inva-
rlantes par rotation. Certaines d'entre elles ont &té &tudides par Yang et Wu.
Poursuivant notre digression, généralisons 1'un des résultats que nous
venons d'obtenir. Nous avons vu que les transformations de jauge finies sont de
1la forme :

A ”~

A L, A LA -~
; gl o %(x) | u(x}) —iq o (x)
Ry oo Aoy = PR 0 TG [ () iR
. {$
§i, en particulier, le potentiel est de la forme |
. N
g —1q
(?5p e 8 ) L }
ﬁuv s'apnule en vertu de la covariance de. ce tenseurJou an remarquant que ¢
TG —an i u . -1 ﬁ.

= 0, Réciproquement, on voudrait montrer que, si

Dy

et que, par conséquens, Du Dv
F=0,le potentiel est de la forme indiquée,

A nouveau, le caractére non abélien du groupe rend cette propriété um peu
moins azisée & établir que dans le cas électromagnétique. C'est pourquoi il vaut
peut—étre la peine d'en expliciter la preuve. Pour allégery les notations, posons

g = 1, Nous supposons donc A tel que :
A ~ A4
3 Ay = Wby T Ay AT =0,
id
et nous cherchons un &l&ment e du groupe tel que
-~ e
' iq) =1al
= (i)’_,e e )

® d otentiel vecteur en faisant
On pourra éliminer la constante B sans 1ntrodu1re e p 1
. S BEG A omaEPY | o 1 igbtYy AR

1a transformation de Jauge AF'_? A’ Ap e ;g
h'
—ol/,,_'r,A' o.
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soit
A |
(bp =+ AI"’) é = 0 (36)

Les conditions d'intégrabilité de 1'équation (36) sont satisfaites. Elles

correspondent 2 1l'annulation de ﬁuv (35}.

La propriété suivante va nous fournir la clef du sucecds. Soit C une courbe
différentiable dans 1'espace temps, partant du point xg et arrivant au point x.

Choisissons une paramétrisation ;

T XT) ;, X{oy= %X, X=X ;. bgTel .

La paramétrisation est arbitraire, comme 1'est la courbe C. Continuons &
désigner par T 1'ordre chronologique suivant le paramdtre T. Cet ordre n'a,

bien entendu, rien & voir avec l'ordre temporel habituel.

ki P ~ A
-‘Jd'.: dx’ .AP(xcv) _{E dx” APC*)
e = T e aT =Te “Clxx) .G
Le membre de droite de cette définition est bien de la forme e” , oi & appar-—
tient & l'algébre de Lie du groupe, suivant un argument utilisé précédemment. En
raison des cenditions (35), la proprié&té remarquable de e est qu'il dépend bien

de xg9 et x, mais pas de la courbe C qui les joint, Pour le vérifier, montrons que,

si xp = X, c'est-d-dire gi la courbe C est fermée, alors

~
.._i_f dprpC"‘)
T e 7 Ce,xy =4 . (38)
On va se contenter de le vérifier pour une courbe C infinité&simale. Le lecteur
fera alsément le passage au cas finl par une méthode classique, analogue & celle
employée pour la démonstration du théoréme de Cauchy par exemple. Choisissons
l'origine au centre d'un quadrilatére, Soient n; et n, deux guadrivecteurs fixes

et
T = dam, +dan,,

La courbe C est représentéde sur la figure 3, & la page suivante.
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A

A

S
I-':

3

L
-

Fig. 3 : Le contour d'intégration utilisé dans
la formule {38). L'intdgrant est &va-
lué aux points 1, 2, 3 et 4.

On évalue Au(x) au voisinage de l'origine sous la forme :

N

Fa)
AP CI) = é.‘y - J’.p a’lap P

avec

A - A
ap Ap (o) J D, ay = ayﬂ",(a) .

Les caleuls qui suivent sont effectuds jusqu'au second erdre en da, df inclus.,
Lea intégrales sont estimées & 1'aide du th&or2me de la moyenne, Ku(x) dtant

calculd aux moitids des segments du quadrilatdre C.

Notons U(c) le membre de gauche de l'&quation (38). On a essentiellement :

-2id i‘-naq-dnn.)a-h; “2ida (&n, -da n,.0a.n,
Ule)s e e vVEn) p-ridd (Any-dp n ddm)

Q'Lidp(a.h:_du n""B 8“’-) Qidd (é‘..m +dp r\z-'ban,)
r °

Appliquong la formule :

|
QAeB - Q’A"'B “"ELA,BJ-Q--N! J

obtenue dans la section 5 au produit des deux premiers termes, des deux derniers,

enfin, au produit résultant. On obtient :

- 4idudg nPn,’ § a-,,a\, Oy, +i] 3-,‘,, a—,] }4-

U(C):Q

oll + ,.. signifie des termes d'ordre plus &levé en da, df. En vertu de 1'annula-

tion de ﬁuv Eéquation (35)], on & bien, i 1'ordre voulu :

U() = T e Nepnt® A9

|
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Ceci est valable pour une courbe fermée quelconque. On en dé&duit que l'inté-
grale correspondante, pour une courbe ouverte, ne dépend que des extrémités., I1
suffit, pour cela, d'utiliser la propriété (T = ordre antichronologique) :

. A A ' -1
. v . Ax’ A
[’I‘ o fccar,i,)dx ! A,,(u)] i [T o .(n dv dz .A,,{zm)]

= i {dr dx'@ ( dxtA
_ T et godt %JE A,,(xm).: Te"‘ccz,,n" pl2)

. (39

Calculons alors le gradient de 1'équation (37) en utilisant une courbe

C(x + 8x,%p) de la forme :

C (x+5-x.,'xo) = oC (xedx, =) U CC:,:t,)
ol 8C est un segment infinitésimal joignant x & s + &x. Le gradient s'ocbtient
immédiatement :

3 Q,.‘ acx)z,) ;a(a, %)
P

I& ’
= -—IA._,C") e

= . . o ifl PR
et, par conséquent, quel que soit %y choisi & 1'avance, et (x;xu), défini par
1'équation (37), est bien la solution de l'2quation voulue {36). MNous avong ainsi

complété notre démonstratcion.
Profitons de ce résultat pour montrer que 1'arbitraire de jauge peut &tre
mis & profit pour imposer une condition supplémentaire znalogue & la condition de

Lorentz en &lectromagnétisme :

Dpap@-) (E Dpzpﬁx)) = O . (40)

En d'autres termes, supposant que Ru(xj est un champ de Yang~Mills (coupld
dventuellement de fagon invariante i d'autres champs), il existe une transforma-
tion & -+ A! de la forme (34) telle que A satisfasse # la condition de Lorentz,
BUKM Btant a priori arbitraire, &gale & &(x). Faisant toujours g = 1, on BBL

-

. i’ . .
toujours # la recherche de e tel que, cette fols :

¥ e, ) L0 ],

aCx) = Bp zp C‘L) ¢

(41)

I1 est, a priecri, assez malcommode de dériver des exponentielles contenant

des facteurs non-commutants. Au passage, le lecteur &tablira sans peine la formule
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(G-w)B ()

¢ 2 ! P A
-0 et M0 Sd.u. et pdfx) & 42)
]

mais une utilisation directe de ce résultat dams 1'équation (41) ne conduit pas i
de grandioses simplifications. Aussi allons-nous raisonmner différemment. La pre-
miére 8quation (41} exprime que M2 =0, Exprimons A en fonction de A/. On
obtient : A
I . M A -a A M
~p ol # { . "lu) Lot
Ap(zy = € A, e +u@p-°— e
qui ne différe de l'dquation (34) que par la signe de B (propriété de groupe).

Aingi, en prenant la divergence :

s (e )N et TR P L P (oe e,
Insdrons, dans le membre de droite, A’ en fonction de A. On obtient : .

2 (%) =®ua_‘.a) Q'ni ZP . /AP Q-ia bpeii . DP( ( Q-t‘é‘) < u).
Posons

» ) e-ia)eia
P = Q P : (43)

Alors, le systéme (41) est Bquivalent a

. 2wy = P vi [AYp,]
b) 3v§v‘bv$v *"E?Pﬁ’v]»"'" ‘

(44)
L'équation (44) b) est une consBquence de la d&finition (43) de P, Nous
gayons inversement que, si elle est satisfaite, on pourra mettre B sous lg forme
(43). HNous allons montrer que 1'équation (44) admet des solutions par un raison-
nement perturbatif (ou au sens des s8ries formelles). Pour cela, imaginons que &
goit d'ordre (de petitesse) un dans un paramdtre quelconque (on pourra, par exemple,

remplacer & par A8), et cherchons P sous la forme :

@; = ?l‘* EL_ do- *‘Fv om0

Dans ce qui suit, on ne suppose pas KU petit, mais & = BUAU. Considérons

d'abord les &guations d l'ordre 1. On obtient :
~l Al
WPy - vPp =2

A ry A,
bhfpl . EA;’?P]': a .

(45)
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I1 s'ensuit que ﬁu = 3u$1 et que $' doit satisfaire & :
“y . A'J b AI] ~
O¢ +4a[AY, 0pd'l= a. (46)

L'équation (46) a toujours des solutions. Il n'y a pas de condition d'intéd-
grabilité particuliére & satisfaire. (Le lecteur pourra restituer le paramétre g
et se convaincre, par exemple, que l'on trouve sisément un développement pertur-

Supposons donc $; trouvé, donc P, et montrons par un raisonnement perturbatif
que, si l'on comnalt pi, ..., Py de telle sorte que les &quations (44) soient
satisfaites jusqu'd l'ordre n-1, on peut comstruire ﬁn pour n > 1. A cet ordre,

i1 faut satisfaire & :
[ A ~
39?; «i [AY$,)7] =0
A A , A “ ]
)pf:—. .b,, P,J“ **‘[ﬂu\ov] =0

>l 7)

w o n .. . - - . .
ol [pu,ﬁu] désigne le terme d'ordre n du d&veloppement de Epu,ﬁu] solt, explici-

tement :
n=\

- A
I UL =166
4 pooTy = porly
Il posséde les propriétés formelles des commutateurs (identité de Jacobi en

particulier).

Nous observons que [ﬁu,ﬁv]n s'éxprime en termes de ﬁp avec p £ n=1. La
seconde &quation (47) requiert donc que certeines &quations intégrabilité soient
gatisfaites, Ces conditions ne sont rien d'autre que les analogues des &quations

de Maxwell homogénes, 4 savoir :

Pr avy So1?
B [ 'e J f ] + permutations eycliques = 0.
En différentiant, on voit que cecl s'@erit :
A n , }
[-ap F"' B”FP'- P"] + permutations cycliques = 0,
- 2} . ' .

0Or, selon l'hypoth&se de récurrence, la seconde &quation (47) est satisfaite

. - - gqn .
pour tout p compris entre 1 et m~1, et dans [Bupv - vau, B ] on volt que seuls

interviennent Buﬁvp - Bvﬁup avec 1 5 p £ n—-1.

On a donc @
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~ v A A m
[Dv -Py— 0 PP . ® r] + permutations cycliques =
o~ ”~ ~
"."" [ t "P\ P) Pv] J 'Pg-‘] . + permutations cycliques = 0 ,
A

en vertu de 1'identité de Jacobi. Dans ces conditions, la seconde équation (47)
a toujours des solutions. On a vu, en discutant les propri&t&s des équations de
Maxwell (section 2}, comment on trouvait ume solution particulidre explicitement,
goit ﬁn, et l'on aura la solution générale sous la forme :

A

pom Aym M Am
¢ < R+« 0T .
Portant ceci dans le premidre 8quation (47), on obtient :
Am Ay An] pAm Ay A m }_"?n
. - : =a
Cette Equation est analogue 2 l'Equation (46) et permet de dé&terminer $n,
done ﬁun

.
ig ‘o oo ,
6“ et € . De cette mani&re, au sens des séries formelles, une transformation de

Aingi, la construction itérative peut se poursuivre : on obtiendra

*

jauge permet toujours, classiquement, de se placer dans la jauge de Lorentz.

Ces petits exercices nons montrent que, dans le cas non ab&lien, la structure

des champs de jauge est réellement mon triviale,

La généralisation du théoréme de Goldstone et du phénoméne de Higgs se fait
sans difficulté particulidre et conduit & des ré@sultats semblables & ceux du cas
abélien. Nous ne pouvons, ici, en présenter tous les dé&tails. En revanche, la
quantification introduit des difficultés nouvelles qui, & elles seules, réclament
de trés longs développements. Nous nous arrBterons 3 ce point, en ce qui concerne

cette introduction @ la th&orie des champs de jauge.

I1 noua reste encore d traiter d'um sujet qui appartient & la théorie clas-

sique des champs, & savoir la définition des propagateurs.
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PROPAGATEURS

Les &quations typiques de la théorie des champs sont de la forme :

(Ormi) &, (2 = Jo(2) @

ol ja(x) peut dépendre des champs ¢8(x) et, &ventuellement, de leurs gradients,
Pour 1'instant nous supposerons gue j est donnd et nous omettrons l'indice a.

Le paramdtre de masse m® sera Bupposé@ non négatif., On a alors & résoudre une
équation aux dérivées partielles du second ordre, hyperbolique, qui d&termine ¢
en voisinage d'un point 8i on connalt sa valeur et celle de sa dérivée normale
sur un &lément de surface (4 trois dimensions) passant par le point en question.
A l'exception toutefois d'éléments dits caract@ristiques,contenant dans ce cas

des directions du genre lumidre.

-~

Les bescins de la théorie de la diffusion font qu'on a rarement & résoudre
le probléme dans les termes &voqués ci-dessusjet que les conditions aux limites
imposées & ¢ le seront généralement 3 des temps trés grandstositifs ou négatifs.
Il est alors commode d'introduire des solutions standards du problé&me oli le second
membre de 1'&guation (1) est remplacé par une distribution concentrée su point x'.

Nous les noterons par le symbole général G(x,x’) :
1 ' 4 ¢
@+m?) Gl x) = B (x=x") (2)

Un suffixe supplémentaire servira & distinguer entre elles les solutions répondant
d des conditions aux limites vari@es. Ces conditions sercont toujours invariantes

par translation et les fonctions de Green ou propagateurs ne dépendront que de

J
l'argument x-xf., En vertu de la propriété de superpositionJon engendrera des

solutions de l'&quation (1)‘par la formule :

unCI): j.ch'?L’ C'l(x""‘)) &.u(x’J + C#: (x) (3)

ol ¢0(x)jsolution de 1'é&quation homogéne,est choisi de maniére i satisfaire les
conditions aux limites imposdes. L'&yuation (2) se résoud en faisant usage de
la transformation de Fourier qui joue un rdle capital parce-qu'elle permet d'ex-

primer simplement les proprié&tés d'invariance par translation.

Posons donc !

a i,(-x-x") -~
Glx-x)= L SdP e’ G(p) «“

@m*
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Comme la transformée de Fourier de la distribution de Dirac est égale & 1, 1'&qua-

tion satisfaite par G se réduit simplement & :

(—ptm®) a(p.) = 4. (5)

2

Avant de pouvoir diviser les deux membres de cette égquation par p?-m?, il faut

observer que, en raison de la métrique de Lorentz, p°-m® s'annule sur une hyper-

b d - L] - .
bololde (3 deux nappes si m? > 0, ou sur un cOne si m®> = 0).

Il en résulte que la solution E;CP) = C P:_._ m‘: )‘I n'est bien définie
que si on précise la fagon de traiter la singularité dans l'intégrale (4). En
outre, il est toujours possible d'ajouter & une solution particuliére de 1'éBqua-
ticn (5) une solution de 1'&quation homogéne de la forme %_C FJ ’Eg_ \ SCPa'mz)-
Ces choix vont &tre dict8s par des conditions aux limites. On définit d'abord
les solutions retardées et avancdes (correspondant aux potentiels de Lienardt et

Wiechert si m? = Q)

Grd‘ CP) = - —_
Q’o’ie')z"-f;imz

Ga.v ( P) = i ) (6)
(Pptie)* - pom?

clest—-3-dire :

1.2t
G reok (x) = figlﬂ" .Ji4P e . .
o e (pos (€)% Bt

La signification de *ie est simplement qu’il faut d'abord faire l'intégration sur p

puis faire tendre £ vers zero. En d'autres termes, G est i envisager comme une

distribution. En effectuant d'abord 1'int&gration sur la variable pgy traitée
comme une variable complexe on voit que l'om a la latitude, suivant le signe x°,
de compléter le contour dans le demi plan supérieur (si x” > Q) ou inférieur

(si xg < 0). On s'assure alors que Gret(x) = 0 81 %xg < Ojet Gav(x) =0 si xg > 0.
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On peut d'ailleurs remplacer les conditions xq < QO (ou x5 > 0) par x ¢ v, (x ¢ v.)
olt V, est le cdne futur : x? > 0, xg > 0 (et V_ le cOne passé : V_ = -V,). Ceci

découle de 1'invariance relativiste de G, quelle que soit la transformation de

Lorentz homogéne A (de déterminant +1 et orthochrone : Afe > 0) :

Ax) = x ),
Canbt C ) C;ret ( )
oA av
Cette propriété d'invariance implique en outre que pour donmer un aens aux expres-—
sions telles que (), il faut les considérer comme des intégrales répétées, Les

solutions avancées et retardées sont en fait réelles., Par exemple:

® -iP.:‘t b
Grel' (0 = -l dtP-E'-——-"—' = -— ddf’ EPI_‘.. T G'.u_t("))

@m*) paietpret @O it B

od 1'on a effectud le changement de variable d'intégration pep—p.

Dans le cas m? = 0y1"intégration de (6) peut 8tre effectude explicitement

en termes trés simples;

Gt ()= _;T, @(ra,)lS(.,J) ) (7)

avw ’Hl'i:o

résultat bien connu en &lectromagnétisme. Lorsque m? # 0, on obtient des exprea-
sions faisant intervenir des fonctions de Bessel qui ne sont gu&re illuminantes.
Au voisinage du cbne x? = 0 la singularité est identique i celle.du cas m® = 0,
c'est~3-dire que le front d'onde produit par un &branlement ponctuel continue &
se déplacer & la vitesse de la lumidre mais la fonction est différente de zéro

a4 1'intérieur du cbne de la lumidre x° > 0. Il y a des remous derridre le front

d'onde!

Revenons 4 1l'expression de Gret(x) et effectuons l'intégrale sur py.

Si &UP- =+\[ ",':','z+.,,.,1. ) on & ;

i

2m? .
( ) -?wa Po..w;_,e Po'*w;-\'é
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Si xo=x§ < 0 on peut refermer le contour d'intégration dans le demi plan infé-

rieur et 1'intégrale s'annule. Donc}
_ 3 TINCPEAS i'\S.(i'-i'J Slwalagexp) - BuE- LD
Gy (e-x)s —— \dp § e T —e T ,
A (-?rrJ3 -?a.lP-

. - —+ v » ] i
Nous pouvons remplacer 1'intégrale sur p par une limite de somme Riemanienmne en

posant :
b
= 2T
p= 2mn o, L2, ®
- (am? 12

' + - - 1 " L - a
oli L est une longueur et n un vecteur & coordonnées entidres (positives ou négatives).

De ce fait & la limite L + = 1
Gy (x-2) = O (~,- n)(z teﬂot)t&,,(z) -250%1)@(1:)@)

avec p choigi comme dans (8))et:

. e

TiwaX, -1 b2

W)= _— e =P
/

\I—.?_JJP L%

sont des solutions périodiques dans un cube de ¢8té L de l'équation de Klein-Gordomn
homogéne., Le signe % correspond au signe de la fréquence, Le signe relatif -
entre les deux termes de (9) ainsi gque le facteur 1/i tient alors & la "norme"

non définie qui est laissée invariante par l'équation de Klein-Gordon, ¢+ est de
norme positive, ¢_ de norme négative. La formule.(g) fournit ainsi une image

physique de la propagation.

On aura une interprétation analogue de Gav(x) en utilisant la relationt

G rey (x) = Go.v (-z) . o

La différence :

Cz(‘-) (x) = (G\‘d“ (xy - QM_(x)> = L @_; £d4p e,‘Pe_x(Pb)S(Pt:r}))(ll)

est une fonction impaire avec
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Cﬂ(-)C'Io =09, ;t>= o

GOymo, )= 33(2) .

D=,

La fonction G(_) satisfait &videmment 4 l1'équation de Klein-Gordon homog&ne. On
a)

a une expression analogue & (9) pour G en remplagant (% -%3) —p I

8im?>=0:

&) a®L - | 4
W 0], m o S

Quant 2 la demi somme :

£F b elpx

Ca(ﬂC-x = '(G (=) + G (:)) -
Yy = ) ret oy (Qﬂ)4 p p""-‘mz

-

oii le symbole partie principale PP s'applique i 1l'intégration sur pg, c'est une

solution paire de 1'équation inhomogéne.

Il existe enfin une autte solution paire de 1'é&quation inhomogdne qui joue

crucial dans toute la théorie des champs. C'est le propagateur de Feynman:

4 Pz
C!) = - d- e ' . i (13)
C-?rr)qf FQ‘- mise

qui est cette fois ci complexe,

Q:l+-m1') C‘F- (ny = 84(‘&)
GI;: («x) = CIF (=)

S5i on procéde & une ddcomposition en solutions de l'équation homogdne, en d'autres

termes, si on intégre sur la variable py, on trouve }

GF (x-2') = :,‘_ e(xa-x:,) Zlﬂ,? (:)LP‘?? (‘1')‘-'-:}- QC“-:"")E%B&){:F&D*- (14)
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La symétrie de cette expression en x, x' est évidente (et permet de retenir les

signes relatifs) si on note que !

‘-F*)F (1)* = LP_)_? (=) ,

Alors que toutes les fonctions introduites jusqu'ici s'annulaient & 1'exté-

rieur du cBne de lumidre x° < o, GF y est différent de zéro mais déecroit exponen-

tiellement, Ainsi pour x, = 0, notant |x| = |;W, apré&s une rotation de contour :
ag
\ - pix| .= mix
GFCO,;): A (Pd]? Q..P ~ L NTm

: il
@M "m{ ghomt m?® Ia?

-

La formule {(14) domne un contenu concret i 1'expression imagine selom lagquelle pour
la fonction de Green de Feynman "les termes i fréquence positive se propagent sui~
vant la direction positive du temps, et vice versa pour les fréquences négatives',
Cette propriété s'accompagne du fait que GF est intrinséquement complexe et est

& l'origine du rdle que GF joue en mécanique quantique tandis que cette fonction
n'intervenait pas dans les calculs classiques essentiellement réels. Enfin, une

propriété importante de G, est que sa transformée de Fourier est une fonction ana-

F
lytique (en fait m&romorphe) de la variable p?.

Les fonctions de Green introduites ici dans le cas scalaire ont naturellement

une généralisation dane le cas de spins différents de zéro,

-

Pour un champ de Dirac l'analogue du propagateur de Feynman SF(x) satisfait 3

4
(293-m)S, (0 = o as)
En transformée de Fourier

(U.P --m) E:;J; (g = 1 .

Soit en multipliant par yp + m les deux membres :

(p*mt) §,, (p) = Fp+m , (16)

s iP.or.
SF (x)= L 1d P e '0'-E o . (17)

(2")4 P‘-m" &
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Ce propagateur matriciel poss&de des propriétés analogues A celles de GF. Nous
remarquons que pour p grand alors que GF v 1/p?, SF v 1/p. Ceci illugtre un mé-
canisme général, Lorsque le spim croft le comportement du propagateur i grande

valeur du moment p se détériore.

Si au lieu du spin %4 nous discutons le spin 1 on voudra initialement résondre

une &quation du type :
| M
oae” _?¥ 0.8 am?B" = § (18)

avec en particulier :
2 ¥ M

py
On cherchera done une solution G'l (x> de l'équation :

M W NPV vy
_[ (P'l-_-m'l) Sf - P P?] GF (P) = ﬁ . (19)

Dans le membre de gauche figure une matrice 4 X 4 dépendant de p. Elle sera in-
versible toutes les fols que son déterminant sera non nul. Plutdt que de calculer

ce déterminant il est plus simple de multiplier les deux membres de (19) par:

P —-PFPP/.m?- '

Le résultat est:

G PRGN A EE -

- . o e . . 2 2
Par conséquent, la matrice initiale n'est singuliére que pour p° = m” et son in-

verse a un pdle simple en ce point. Donc

S ——p——

pz.m"-{-fé

v b v Py
G, (2) = gd"P e 'P® g” - B (20)
(2my*

. ' . v .
En raison de la présence des termes pup au numérateur, le comportement de

P "l
GPU (P) pour p grand est G "NCP) o~ constante, conformément
F
F P %r‘a_nd.
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d ce que nous indiquions plus haut. Cependant, supposons que le champ vectoriel

BY satisfasse & une équation du type (18) avec un courant conservé au second membre.

Pour des conditiens aux limites du type de Feynman on aura

Bp(x) = _Yd.“'x.' G: \}Cz-x') Fv (=)

S T T wy_ pYpY —ip.x’
(@my* S ke i S-G“" e ¢y

P?--m"--ue

S5i on note jv(p) la transformée de Fourier de jv(x'),

Fp = fanw Mg,

en vertu de 1'hypothé&se de conservation, elle satisfait & P d'ﬁv’ (P): 0.

On volt que Bu(x) se réduit i :

B () = QW) —, fd‘ P (p) = yd"x’ Gy X)) 2D

Autrement dit le terme p p fm dans le numérateur du propagateur vectorrel peut
3tre omis. Dans l'estimation du comportement asymptotique Qe (ip Cp) on re-—
trouve la proprié&té du cas scalaire en 1/p%. 1Le cas m* = 0 présente,comme nous

vy sommes coutumiers, des difficultés. Il ne faut considérer que des courants
{(des seconds membres) conservés. Nous savons qu'ii est alors impossible de dé-
terminer entidrement le champ vectoriel - noté Au ~- sans condition supplémentaire
pour 8liminer 1'arbitraire de jauge. La matrice du membre de gauche de l'équa-

tion analogue & (18) ou m? = 0, & savoir®
1 W
2 5V [ —
p* 3% - p'pp = Lo g

n'est pas inversible, son déterminant est identiquement nul. Tl s'agit au fait

d'un projecteur:

Lji = Pq' L. .
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Pour gortir de cette difficulté on peut, soit considérer le champ AU comme la
limite d'un champ massif couplé & un courant congservé, soit procéder comme dans la
section 2, en ajoutant un terme A/2 (8A)2 au lagrangien. Dana ce dernier cas, les
équations du mouvement prennent la forme([j gUU L (A= ])J Av = ju, et 1'ex~
pression du propagateur devient : |

S (a4 P ogr- A

T »
G?Hf) f;zﬂ_iée

La gingularité& apparente du numérateur ne joue pas si on l'applique & un courant
conservé et le choix A = 1 fait apparaltre le propagateur de Feynman gquF.

D'ailleurs on peut combiner lea deux méthodes.

La gituation se complique dans le cas oii le courant dépend des champs couplés
a AU (et éventuellement de A lui-méme). Il faut slors s'assurer par exemple que
la modification apportfe aux &quations en remplagant le champ Au par un champ
vectoriel masaif (de masse tendant vers zéro) - subatitution qui brise l'invariance

+

de jauge - ne détruit pas la propriété de comservation du courant.

En tranaformée de Fourier, si on examine le num&rateur du propagateur

vectoriel :

NP, )P o _P_J“_ (- PQP)H

on constate que :
ol
N%z N+ PP (0R )

LT nt
De ce fait pour p?> = m® il se réduit & un projecteur sur 1'espace orthogonal au
quadrivecteur p. Si nous chotaissons un systéme de coordonnées oli p est le long
de l'axe des tempa (supposant que p° >0, p2 =m? > 0, p est un vecteur du genre
tempa positif) cette propri&té est reliée au fait que l'ensemble des polarisations-
permises pour une solution de 1'&quation (18) homogéne & p fixe décrit le aous-

egpace orthogonal a p.

Le lecteur peut—il & l'aide de cette remarque en déduire les formes posaibles
du propagateur d'un champ de spin plus &levé ? Le comportement général d'un propa-
gateur en transformée de Fourier est-il pour p grand en p25 - 2, oll s est le
apin ?

Comme exercice &l&mentaire illustrant les considérations qui précédent, exa~
minons une situation oili 1'on veut connaftre le champ de radiation £mis par une

particule chargée {de charge. e) brutalement accélérée.
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&

ar = B2
‘ m

Fig. 4 - Une particule chargée est ins-
tantanément accélérée (dans la
boule noire) passant de la vi=-
tesse v, & la vitesse Ve

Le courant agsocié est :

o =l

d,.‘, (=) = e.g dr jl_ap(-") 54(1- x(r)):

Soient v, = pifm et v, = pf/m ses
quadri—vitesses initiales et finales.
8i 1'origine des temps et des coordon-
nées est choisie au moment et & 1l'em—
placement de la collision, et ei 7
désigne le temps propre, sa trajectoire

est décrite paramétriquement par :
iz
M
P
m

TLO

~lT) =
Tro

. X < £
2 td%e (P _ (22)
(m‘f &.p¢ EEEP)

Nous avons directement évalud la transformée de Fourier:

~ orbt t ~ X
o S I

L'équation déterminant le champ &lectromagnétique est :

oa”_of QA =J:P.

Le courant est bien conservé et nous choisissons la jauge de Lorentz 3+ A = 0.

De plus, on exige que lorsque t + —», le champ &lectromagnétique se réduise au

champ coumombien de la particule incidente (c'est-&-dire s'annule si on pouvait

faire ju + 0 lorsque t + «, ce qui rigoureusement est impossible en raison de la

conservation de la charge}.

retardée 3

Dans ce cas la solution & retenir est la solution

A () = 50{47.' Grer ('x—!'Jdl'p(‘I')
= §0‘4a' (Grd. (x-2') - GM ('x-z')) (} p("")
+ j‘d"x' Gy, (x-20¢ V(')
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La seconde forme exhibe la décomposition du champ a¥ pour des temps trés grands

positifs comme somme d'un champ de rayonnement (satisfaisant & l'équation homogéne)

.

et d'un champ coulombien attaché & la particule. Comme :
~)
G1n¢k - G;au Cg
(o’ Q0 () gV ().
~

J

A" Xy =
)"“'5‘()

Utilisant les représentations int8grales (11) et (22}:

\&-x Y

m} (2) = —Z-:-T-ngd,“& e(.ﬂo)g(.&)ol v(__&J
e a3k 1Hi1:x, I'E‘;yp :': ) c.c) | (23)
-‘CZH)5 2 li{l (: CHlb )

Le champ électromagnétique lui-méme est

FPVJ"TG'H. = DP A"“lmd,_ 39 AHM% =
'\ gw"& ec*,)ﬁc&‘)e‘n"“@,,;’;'a)-4,;’,,&)),
ACemys ¢

Or, la densitd d'&nergie rayonnée est donnée par la composante zéro—zéro du

tenseur TU\) qui, dTaprés la section 4, s'dcrit:
T _ FYF,° . La™ FUF,, .

Pour un quadrivecteur k du genre lumidre : k? = |§|, nous définissons deux quadri-
vecteurs du genre espaqe,drthogonaux entre eux et & k,

€4,€; ! ed.&-_o_ , €X==1 €, €& <0 .
Ufﬁlisant la fait que k °§(k) = 0 et notant &y = |ﬁ|, on trouve aisément que

-

1'énergie émise E i un temps positif, est donnée par:

a\‘-'*& 4,3 e ycbl

gdS-x T “(t,%) = @.'n') S Zin
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S§i nous anticipons sur l'interprétation de ce rayonnement en termes de quanta
[
a » + =l " . - L - »
d'impulsion k et d'&nergie ky = |k| (h = 1), on aura donc une énergie émise dans

1'é]ément de l'espace des phases d’& :

dEe L 4% gt 3| &b | epfl?
am? 2k, “lkpt R

Tenant compte, en outre, du fait que chaque photon transporte l'é&nergie k,, nous

-

voyons que notre caleul (semi—classique) conduit & 1l'expression suivante pour le

. 4 - . " e - . : +
nombre de photons dé polarisation € &mis dans 1'&l&ment d’k autour de k 4

dn= dE(e) o o*| £ _ f_'flg ‘ d% (24)
%, kpt £pFT g am® |

C'est ce qu'un calcul quantique & 1l'ordre le plus bas en.e fournit aussi, fondé

sur les diagrammes de Feynman (qui ne vont tarder & émerger) de la figure 5.

b, £
4 z

Pe Pe

Fig, 5 - Diagrammes de Feynman pour le bremsstrahlung, 2 l'ordre le plus bas.

Le processus en question est appel& le rayonnement de freinage ou bremsatrahlung.
On notera que l'énergie totale &mise est finie mais que le nombre total de phétons

ne l'est pas.

Jusqu'ici nous n'avons pas discuté explicitement le cas oil le membre de droite
de 1'&quation (1) dépend explicitement des inconnues, & savoir les champa ¢a. s'il
en eat ainsi la connaissance du propagateur libre est insuffisante pour obtenir
une solution, WNous allons esquisser la méthode d'approche perturbative permettant
de.traiter ce probl&me. Considérons un mod&le simple, un champ scalaire auto-

coupléd satisfaisant & 1'équation
@)= = V@) = 4(8) @)

oii V est une fonction (ce pourrait &tre E&_(Pﬂ } qui ne dépend des coordonnées x

at

que par l'interm&diaire de.¢.-
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Afin de domner un sens pré&cis aux manipulations qui vont suivre, nous imaginons V
multiplié par un coefficient g(x) de branchement adiabatique, c¢'est-d-dire qui
s'annule pour |x°| + © de manidre tr&s douce. Dans ces conditions ¢ tend vers

un champs libre & des temps tré&s grands. Ultérieurement on peut passer % la

limite g = cte {(1'unité par exemple).

Formellement ;
bl = ¢ + (%' Qla-x) yrae) 26)

ofi ¥ est un champ libre : (O +m?)Y = 0; le choix de la fonction de Green et de Y
dépend dea conditions gux limites exigées. Par exemple avec G = GF le propagateur
de Feynman, les parties de fréquences positives de ¢ et | coinciderons pour x; + =
et cellea de fréquence négative pour xy + ®, Si donc on impose ces conditionms pour
|xu| + ®, on pourra reconstruire } et on prendra pour propagateur GF. C'est le
choix que nous ferons. On notera que, au sens strict, ceci n'est valable que

grice 8 1'hypoth&se du branchement adiabatique.

Explicitons ces choix :

(26")

bl = bl + [d% 6 (2-x) g6)§ (=) -

On peut se proposer, questions de convergence mises 3 part, de trouver un

développement en série pour ¢ de la forme!

b= dx) + gol"'q_,‘ Ay (£52,) Gxe) 4o fa\am.,y,‘ A, (%)) -4 0u)s

(27)

Les noyaux qui figurent dans ces intégrales seront schématiséa par des diagrammes

en arbres, appellation qui va &tre justifide dans ce qui suit.

Tout d'abord, pour calculer les différents noyaux A il suffit d'itérer

-

. 1'équation, Le premier itéré-
d) (Il'z) = \_l) (x) + 56‘45\'. GF (:t -x') ﬂ,('.t') J. (4}(!’)1—5(1_42" C‘FI Cn-x")a (_x"_)d:@,(,ng) )

nous fournit :

Ag (x5 )= G (=204 (¥1xg)
. ' (
Py (2 g) = Gele-2y) &}(tkcxd) G G- )4 ( ()

28)

et ainsi de suite.
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Pour faire la comptabilitéZ de ces termes dont la complexité va croissant
il est commode de leur associer biunivoquement des diagrammes qui dans le cas
présent ont une structure topoclogique simple et constituent un premier exemple

de diagrammes de Feynman,

Rappelons que ®
i) =—d V() = 0Tt

aveac ;

fz R‘; +ap'."1' y Rpo= El_'(bcp)z‘ 2}491 ’ ;{-J-;—V(c#).

Convenons alors d'associer un segment joignant deux vertex marqués Xes xj, 2.
chaque propagateur GF(xi-xj). Il n'y & pas de probléme d'orientation puisque
"G, est une fonction symétrique de ses arguments. Nous reprégentons par un ver—

-F
tex (une boule) chaque terme

n P
) :)_;_f’m_ , _I_BR‘?,, |>:{"-n

ol 3P et T gt

le nombre de dérivées dtant &gal au nombre de lignes de propagateurs issues du

vertex et l'argument &tant le champ ¥ libre. Enfin un propagateur se termine

au point x.

Ainsi

Ag (=25 xq4) — O

c 4 Xy
Ay () 2,%,) — O— o)
* =, x,

Le lecteur vérifiera sans peine que la représentation graphique de
An+l(x; i, aas xn) est constituée par 1'ensemble des diagrammes connexes, en
arbte (c'eat-3-dire sans cycle), topologiquement distincts,Z n vertex, une ligne
se terminant.au point x externe. La notation x; ... x des vertex est arbitraire.
Comme An+l figure comme noyau intégrant dans g A'nu (=} :‘,...x,,) %(-xq)...%(-t,.))
et que le produit g(x;) ... g(xn) est symétrique, on peut sans dommage le symmé-

triser. Adnsi appliquant la r&gle précédente au calcul de Ay on trouve graphique-—

ment *

A 4 H q'.-———o.__._. O_____O . — f
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Soit algébriquement

A (22,2, 2)= G, (2-2,) &'/(q,(:r,)) GF (-x,'-:,_)é’(q,{:‘))GF(at,_-xs)d,'{\'L (43))

+ GF (- 2,) 3‘_' c'}"(.“x.)) GI—‘ (7'-;")(* (q; {1,)) » (29)
'G‘pf_"-l -3y) &- (‘-H’h)) '

Une seconde itération de l'&quation (26) fournit bien entendu le m@me ré&sultat.
51 le lagrangien d'interaction est un polynome Fini de degré N, les dérivées par
rapport & Y s'annuleront 3 partir de 1l'ordre N + 1, ¢'est~#~dire qu'on n'aura pas
i congidérer les vertex dont sont issus plus de N propagateurs., Ainsi Sigfint = Ap* /4!
(avec A < 0 classiquement) on pourra faire jouer 3 X + A(x) le rBle que nous fai-
sions jouer & g(x) et un vertex sera relid & d'autres par au plus gquatre lignes de
propagateurs. S5'il y a p < 4 propagateurs issus de ce vertex, il restera un fac-
tesr proportionnel & w"_P.

Si 1'on veut des noyeux symétrigues, on posera
Y q

Qs (=, 11;,...,:.“) = Zpermwfn.}iﬂrh G5 :tP-nJ”"'xPﬂ) 4 (30

et :
- Ozb 1 dq d4 .
¢ (x) = 4’ (.’-J + pory 1,8 Ay A (,IJ xu“l"n)s(’l)'“at’.)}

roms (31)

avec
Qo (25 2502 ) = 2 & (x;4) l -
a,."- O 62

5%(:.) Sf} (2a)

Les ri3gles de Feynman des diagrammes en arbres ont &té &tablies ci-dessus dans les
variables d'espace—temps. On peut aussi bien utiliser des expressions transformées
de Fourier. L'un des casse~td@te continuels de la théorie a trait aux conventions

de facteurs *i, (2m)"“... On conviendra ici d'affecter d'un " la transformée de

Fourier définie par :



etc ...

Ainsi ~

!
Ge (&) =
42 mtave
Pour expliciter les calculs prenoms afint = K¢rfr! Dans la dérivation de la
gérie perturbative, nous branchons cette interaction de manidre adiabatique

A+ A{x), puis nous passons i nouveau & le limite invariante par translation

A(x) > X, On aura

o X e = A ¢ -
(P-0. 2¢F (p-n' E=p!

rp (2 A % P
2 W dk. o "G ¢ ™ /4.
f ) (;r_r)dq Y.

Dans ces conditicns ¢

~ ~1B.x ~y 0 g -1p.x
< CP) = jd“"" € P () = ‘-P(P) * ? Sﬂd‘x 'erqxd' € F Am xi"l;"?">
= %(P) + $4Cp) oo+ B (B) +e

Les termes d'ordre zéro et un sont :

$n (P) = :lj CP) .
~ _ 4 -IIP.':!. o) = 2 tx "P--‘C qu ) €
¢,1 (P) = Jd%‘ d %, & Aa ("1’ )= % Jd O‘L " & f@;;ql (-%?:mz-h'e )
' a4 LC-Q‘+.+P{,-_,)?¢4 ~ ~
¥ o Cl'a|_‘_ Ci{ﬁru £ q«(ﬂ|)-"q‘(4hﬂn) !

e

Qb")! 5;)—4 (2

i'&(x-x.]
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L'intégration sur x et x; est immédiate et permet d'intégrer sur k. On note que

ces intégrations expriment la conservation de 1'impulsion—&nergie aux vertex si

on tient compte de celle emporté@e par les champs V. Tl vient ici :

Fw= AEY L Udh A% 3T iR $lR)-HEL) 09

pimbie @l JEmd  @me

Le méme mécanisme va &videmment jouer pour les diagrammes (en arbres) plus com-

plexes des ordres plus &levés.

L'expression ci-dessus suggére d'ajouter aux vertex dont se détachent p < r
propagateurs, r—p lignes les connectant 3 des champs ﬁ(kl) . m(kr_P); 1'expres-—

sion est & intégrer avec la mesure :

S dq‘L - -d"&nr :FC-EJ :FC‘&V.P) .
Canst o)

A chaque vertex dont les r impulsions entrantes sont portées par des propagateurs,
soit par des lignes externes, on satisfait & la conservation du quadri-moment.

Comme le diagramme est sans boucles ces régles de conservation sont suffisantes

pour déterminer les moments attachés aux propagateurs en fonction des lignea ex-
‘ternes, Un facteur (2m)" reste attaché 2 chaque vertex compensé par un facteur
1/(2m)" par propagateur. Pour les diagrammes en arbres en effet un terme & n vertex
posséde aussi n propagateurs., L'int8gration sur la variable x laisse un facteur

global (2ﬂ)”6(2p externes) de conservation globale du quadrimoment.

Les régles pour écrire ¢(p) au n-iéme ordre sont denc les suivantes

1) deasiner tous les diagrammes en arbre & n vertex, connexes, topologiquement
in8quivalents, une des lignes externes portant 1'impulsion (entrante) p.

De chaque vertex sont isaues s < r lignes externes et r-s lignes internes
de propagateurs;
2) aux lignes externes éventuellement issues du vertex {a), attacher les impul-

sions Ky ... kg et multiplier par un facteur

1§k dE F ) )

s! _ (=)
3) aux lignes internes d'impulsion k, attacher un propagateur ?E;_‘: )
M8

4) Multiplier par un facteur de symétrie attaché & chaque vertex égal au nombre
de lignes internes qui s'y attachent diminué d'une unité. On vérifiera que le

produit de ces facteurs augmentd des factorielles du point 2 n'est autre que
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1'ordre du groupe des transformations du diagramme qui le laissent invariant

8i on le considére comme une structure articulée aux vertex.

5) Afin de faire 1'intégration sur les moments externes, tenir compte de la
congervation de l'impulsion-&nergie totale en insérant le facteur

I
@m) 6(Zpexternes)'

6) Eafin, pour un diagramme A n vertex, il y aura un facteur A", Aingei le terme

du second ordre ¢,(p) correspond su seul diagramme !

Prey

L%
[

P ‘
Pr2 Pj

et s'dcrit explicitement ;

~ - Y2 4.4~ Lid o~ «
Fow= AT A BENTT Aoy S )om slpeg e 00

- -3 (z2mt G- (am* o)
(p+Z P)*- mbie

On voit que, une foils la brume dissipée, le seul facteur intéressant mis 3 part

la mesure et la conservation de l'impulsion-Znergie est le propagateur
(=1
(P +T ) -misie

Dans dea disgrammes d'ordre plus &levé, il ne faudra pas oublier le facteur de

gymétrie, Aingi ce facteur est 1/2! en ce qui-concerne les lignes internes pour

la diagramme du troiaiéme ordre

P

Le lecteur est invitd 2 vérifier pour lui-méme si les régles précédentes le sa-
tisfont et se déduisent de ce qui pré&c&dait, 1l'expérience montrant qu'il est quasi-
ment impossible de se servir de conventions &tablies par autrui. Néanmoins, la

démarche générale est claire si certains détails peuvent paraftre un peu obscurs,

On notera encore qu'il n'a jamais &t& encore queation de mBcanique quantigque
(N est déj3 caché dans le cas m? ¥ D pour des raisons dimensionnelles comme on
1'a vu, mais 81 1'on écrivait“m2 = £7%, oli £ est une longueur, alors on n'aurait

jemais eu besoin de mentionmner la constante de Planck).
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D'autre part, on peut envisager des probl@mes un peu plus compliqués que
celui d'un seul champ scalaire auto coupld, par exemple en introduire plusieurs,

se transformant comme des scalaires ou des vecteurs ... et couplé@s entre eux.

Enfin, la méthode exposée peut aussi s'utiliser dans des proeblémes classiques
pratiques, ol les conditions aux limites peuvent &tre différentes et les fonctions
de Green utilisdes aussi. L'iQée d'un développement perturbatif représenté dia-
grammatiquement est fort utile dans les domaines les plus vari&s, Il faut alors

i ien entendu, se préoccuper des propriétés convergence série.
aussi, bien entendu, p per des propriétés de g de la

La solution ¢ de 1'&quation:

(Da-‘m" )ch = ';T:al'hf ) (35)

que nous, avons &crite 4

ob ™
by = Yo+ 2 ;‘T S.-!T AT SCTRENT (36)

apparalt comme une fonctionnelle du champ libre {; mais nous pouvons envisager
la série (36) comme une fonctionnelle d'un champ ¥ arbitraire si nous substituons

partout ¥ + ¥. Le champ ¢ ainsi obtenu satisfera bien &videmment & 1'é&quation in-

-

tégrale

blw = A + [d¥’ G (x-x) -fff“ ),

LEI 4amt) P (1) = .D_;ef'-f' + (D-rm"') Xix) .
| 20 10
Posons i

@+m) XD = §y ™)

et choisissons la sclutiom

A (2 = fd4a’ Ge (=) 4 ) 5 37)
alors

¢ = [dt G, C*'*"% (b G+ dat2 469) -
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Cette &quation intégrale précise les conditions aux limites et la série (36) oii
V(%) est remplacé par g d%2! GF (x-2") d'ﬁ (x') en est une solution
formelle,

On dit qu'on a ajouté un terme de source '

5\0—-’ 'f& = ;lo"'d:xq" J

et ¢ est une fonctionnelle de la source définie par la condition que !

:)Stj: - EDP Ezgéz = 0

e > o
et 1'usage des propagateurs de Feynman (ou des conditions sur les fréquences po-
gitives et négatives & des temps infinis),

S5i on calcule 1'action
: 14, F. . 39
:I;* = ‘K CJ x é?ir ('di) ) (39)

&valude pour la solution ¢ &crite ci-dessus, on observera que sa variation par

rapport & j s'écrit :

SI&" = & (0 dte (2 2% LY
i; () cb* - +f ~ ( 2 lx) Zz'b,ucg—(:v) Sj.:c;\

= q'g-tx) (40)

Ceci généralise une propriété analogue obtenue dans la section 1, et gqui se réfé-

rait & des systémes & un nembre fini de degrés de libertés,

Tl est laissé au lecteur le soin de modifier légérement les régles données
plus haut pour tenir compte dans les diagrammes de la substitution ¢ + G * j,

qui revient & ajouter des propagateurs sur toutes les lignes externes.





