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Introduzione

Oggi, a distanza di secoli dall’inizio della ricerca dei costituenti fondamentali di
tutta la complessità e la bellezza del mondo, la più sofisticata e completa teoria
delle particelle e delle loro interazioni è nota come Modello Standard (MS).

Il MS è la sintesi di contributi sviluppatisi nell’arco di un ventennio ad opera di
più scienziati e su diversi fronti. Da un lato si colloca il percorso verso l’interazione
elettrodebole: nel 1963 Sheldon Glashow riuscì ad unificare interazione elettroma-
gnetica e debole; nel 1967, Steven Weinberg e Abdus Salam utilizzarono i risultati
di Peter Higgs per risolvere i problemi che le masse delle particelle causavano nell’in-
terazione elettrodebole. Sul fronte dell’interazione forte, la base è stata gettata da
Murray Gell-Mann e George Zweig quando nel 1964 proposero l’ipotesi dei quark;
da allora, è bastato poco tempo per rendersi conto del fatto che i quark necessita-
vano di un numero quantico aggiuntivo rispetto a quelli fino ad allora noti: l’ipotesi
del colore, di Moo-Young Han, Yoichiro Nambu e Oscar Greenberg, è del 1965; na-
sce così la Cromodinamica Quantistica, il cui complesso trattamento matematico
ha richiesto gli sforzi di scienziati del calibro di Richard Feynman e James Bjorken
per l’interpretazione degli esperimenti ad alte energie (1969), di David Gross, David
Politzer and Frank Wilczek per lo studio della libertà asintotica (1973); resta invece
ancora aperto il problema del confinamento.

I due fronti non sono però indipendenti: l’interazione elettrodebole e l’interazione
forte sono accomunate dal fatto di essere generate dal principio di gauge, che quindi
si pone come principio regolatore del MS stesso. D’altra parte, il fatto che il MS sia
una teoria di gauge è una caratteristica ben accolta anche dal punto di vista filosofico,
in quanto esclude l’esistenza di un riferimento privilegiato anche per quanto riguarda
le simmetrie interne.

Lo sviluppo del MS nel tentativo di includere i fenomeni osservati sperimental-
mente riguardanti particelle e interazioni si è svolto parallelamente allo sviluppo del
formalismo matematico su cui esso è fondato, ovvero la teoria quantistica dei cam-
pi. La teoria quantistica dei campi possedeva già un solido background nella QED
perfezionata di Bethe, Tomonaga, Schwinger, Feynman, Dyson; essa è stata gene-
ralizzata alle teorie non abeliane di Yang e Mills a partire dagli anni Sessanta per
adattarsi alle esigenze delle interazioni del MS, e perfezionata negli anni Settanta da
Stueckelberg, Kadanoff, Fisher, Wilson mediante lo sviluppo dei metodi del gruppo
di rinormalizzazione.

Alla prova degli esperimenti, il MS continua a dimostrarsi impeccabile. Dal
punto di vista qualitativo, esso ha previsto l’esistenza dei bosoni W e Z e dei quark
charm e top prima della loro osservazione sperimentale; d’altra parte, lo sviluppo
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INTRODUZIONE 2

tecnologico della fisica di precisione è arrivato a testare le previsioni quantitative del
MS al livello del per mille.

Nonostante il suo successo sperimentale privo smentite (se si esclude il fenomeno
dell’oscillazione dei neutrini, che può essere comunque accomodato in una modifica
del MS originale), è opinione comune che il MS non sia la teoria ultima dei costituenti
fondamentali del mondo. Le ragioni di questa idea sono di diverso tipo.

In primo luogo, il MS presenta ancora un difetto sperimentale e un problema
teorico, entrambi legati al bosone di Higgs. Affinchè nel MS le particelle abbiano
massa senza violare il principio di gauge, rendendo la teoria non rinormalizzabile, è
necessaria la presenza di almeno un campo di Higgs. Ad oggi esso non è ancora stato
osservato: il range di massa fino a circa 110 GeV è stato escluso dai dati raccolti
presso il collider LEP di Ginevra; d’altra parte, esiste un limite superiore teorico di
circa 1.4 TeV per la massa del bosone di Higgs, dettato dalla richiesta di unitarietà
per alcuni processi di scattering. Il range di energia tra 110 GeV e 1.4 TeV è in fase
di intensa esplorazione da parte del collider TeVatron di Chicago, e lo sarà ancora
maggiormente con la partenza degli esperimenti presso il collider LHC di Ginevra.
Per stabilire se l’esistenza del bosone di Higgs sia o meno un problema sperimentale
del MS, dobbiamo quindi attendere i risultati degli esperimenti citati; d’altra parte
è attualmente un problema teorico aperto il cosiddetto problema di gerarchia, che
riguarda le correzioni perturbative alla massa del bosone di Higgs per cui non si
riesce a stabilizzare tale massa alla scala elettrodebole.

Se i problemi appena citati riguardano una particella che il MS deve necessa-
riamente includere, una seconda categoria di problemi riguarda ciò che il MS non
include. Infatti, ci sono almeno due fenomeni fisici che il MS non descrive e non
può descrivere: l’interazione gravitazionale e la materia oscura. Il MS è attualmente
non compatibile con la Relatività Generale nel senso che non si è ancora riusciti
a formulare una teoria quantistica della gravità soddisfacente: la gravità non può
essere trattata come interazione di gauge quantistica allo stesso modo con cui il MS
descrive le altre interazioni. D’altra parte, la materia oscura è chiamata tale proprio
perché sappiamo che nell’Universo deve esserci dell’altra materia oltre a quella che
vediamo, ovvero quella che è costituita e interagisce come la materia descritta dal
MS.

L’ultimo ordine di problemi del MS è di natura filosofica, e quindi scientificamente
può anche non essere considerato un problema. Si tratta del fatto che il MS presenta
ben 28 parametri fondamentali, e questo non è gradito se si aspira ad una teoria
ultima della natura che sia semplice ed elegante. In realtà, queste caratteristiche
hanno da sempre guidato l’uomo nel tentativo di costruire una teoria dei costituenti
elementari (si pensi ai quattro elementi di Aristossene) ed hanno spesso stimolato
progressi effettivi nella loro ricerca (ad esempio, basta citare la tavola periodica di
Mendeleev o i quark di Gell-Mann). L’esperienza induce a pensare che anche in
questo momento la proliferazione di parametri che riteniamo fondamentali possa
essere un indizio dell’esistenza di una struttura sottostante.

I problemi discussi rendono evidente la necessità di costruire modelli di Nuova
Fisica oltre il MS che tentino di risolverli. La libertà di inventiva nell’ideare questi
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modelli è però vincolata dall’evidenza del successo finora indiscusso delle predizioni
del MS; questo significa che il MS, anche se non fosse la teoria ultima della natura, ne
dovrebbe essere comunque almeno un’eccellente approssimazione alle energie finora
esplorate. Di conseguenza, qualsiasi modello di Nuova Fisica, per avere possibilità
di successo, deve contenere il MS come suo limite per basse energie.

Da quanto detto emergono in sintesi due esigenze per la ricerca di fisica teorica
delle particelle: da un lato, cercare di estendere il MS mediante un modello che ne
colmi le lacune; ma dall’altro ricavare dal MS delle previsioni sempre più accurate
da confrontare con gli esperimenti, in modo da capire se e dove il MS fallisca e
quale dei modelli di Nuova Fisica faccia invece le previsioni corrette. É proprio di
questo che si occupa la fenomenologia del MS e dei modelli di Nuova Fisica, settore di
ricerca in cui questa Tesi è inquadrata. In particolare, ci occuperemo di quantità che
secondo il MS sono soppresse: se alle scale energetiche sperimentalmente in esame
cominciasse ad emergere qualche segnale di Nuova Fisica, esso sarebbe piccolo e
quindi più facilmente osservabile in quantità soppresse.

Allo studio della fisica del Bs è ampiamente riconosciuto un ruolo fondamentale
nella ricerca di Nuova Fisica. Infatti, se da un lato esso va a completare lo studio
della fisica dei mesoni neutri K, D, B, dall’altro lato esso dà accesso ad un settore
inesplorato della fisica del flavour: infatti, nella fisica del Bs non è coinvolto il
triangolo di unitarietà studiato intensamente finora, ma l’angolo βs appartenente ad
un altro triangolo di unitarietà. A questo elemento si aggiunge il fatto che l’angolo
βs è molto più piccolo di quelli analizzati finora, e quindi alcuni processi risultano
ulteriormente soppressi e quindi possibilmente ancora più adatti alla ricerca di effetti
di Nuova Fisica. Nel corso della Tesi ci occuperemo di diversi aspetti relativi alla
fisica del Bs, come la differenza di massa nell’oscillazione Bs − B̄s, e i processi che
coinvolgono la transizione b → s, che è una Flavour Changing Neutral Current e
quindi soppressa nel MS.

Il modello di Nuova Fisica di cui studieremo gli effetti è il Modello di Appelqui-
st, Cheng e Dobrescu (ACD) con una singola Dimensione Universale Extra (UED).
L’idea della possibile esistenza di dimensioni extra oltre alle quattro ordinarie risale
agli anni Venti, ad opera di Theodor Kaluza e Oskar Klein, ma poiché essa era stata
avanzata allo scopo di unificare elettromagnetismo e gravità, è stata abbandonata in
seguito ai successivi sviluppi circa l’interazione elettromagnetica. L’ipotesi è stata
riconsiderata a partire dagli anni Settanta, con l’introduzione delle teorie delle strin-
ghe. Da allora sono state formulate diverse teorie che contengono dimensioni extra,
le quali presentano una varietà di scenari ampia e molto diversificata, e soprattutto
riescono a risolvere alcuni dei problemi del MS elencati; per citare qualche esem-
pio: la Teoria delle Superstringhe è attualmente l’unica teoria coerente di gravità
quantistica; il Modello di Randall-Sundrum fornisce una spiegazione geometrica ai
problemi di gerarchia, i modelli con UED presentano candidati di materia oscura.
I modelli con dimensioni extra sono inoltre di elevato interesse in questo momento
storico in quanto è stato stimato che i loro effetti potrebbero cominciare a manife-
starsi alla scala delle centinaia di GeV, cioè proprio alle energie sperimentalmente
in esame oggi e nei prossimi anni. Risulta quindi evidente l’importanza dello studio
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della fenomenologia di questi modelli, in quanto è finalmente possibile il confronto
con i dati sperimentali in modo da poterli mettere alla prova per escluderne alcuni
e perfezionarne altri. Il lavoro di ricerca contenuto in questa Tesi è proprio mirato
ad ottenere delle previsioni sia del MS sia del Modello ACD riguardo eventi di cui
attulmente non sono ancora disponibili dati sperimentali ma che saranno studiati
intensamente nei prossimi anni dagli esperimenti CDF e D0 presso TeVatron e LHCb
presso LHC, o in una nuova B-factory.

La Tesi è strutturata nel modo seguente.
Nel Capitolo 1 sono contenute le nozioni di fisica del MS utilizzate nella Fisica del

Flavour. In particolare, nel Paragrafo 1.1 abbiamo richiamato la costruzione della
Lagrangiana Elettrodebole mediante il principio di gauge e la rottura spontanea
della simmetria; nel Paragrafo 1.2, ci siamo soffermati sulla parte dell’interazione
di Yukawa di tale Lagrangiana, che è la parte più interessante dal punto di vista
fenomenologico in quanto contiene la maggior parte dei parametri liberi del MS,
ovvero le masse dei fermioni e gli elementi della matrice di Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa; lo studio puramente fenomenologico della matrice CKM è presentato nel
Paragrafo 1.3, mediante l’introduzione e lo studio dei Triangoli di Unitarietà e una
rassegna sullo stato dell’arte in proposito.

Se il Capitolo 1 riguarda interamente il MS, il Capitolo 2 è dedicato allo stu-
dio del modello di Nuova Fisica in esame. Nel Paragrafo 2.1 sono presentate le
caratteristiche comuni dei modelli con dimensioni extra, mentre il Paragrafo 2.2 e il
Paragrafo 2.3 sono riservati al Modello ACD con una singola UED. In particolare,
nel Paragrafo 2.2 è descritto il comportamento dei campi quantistici in tale modello,
mentre nel Paragrafo 2.3 è analizzato come questi campi siano inseriti nella teoria
di gauge che estende il MS.

La trattazione della fenomenologia del mesone Bs comincia con il Capitolo 3.
Il Paragrafo 2.1 è appunto dedicato alla descrizione e al formalismo delle principa-
li caratteristiche della fenomenologia del Bs, dal mixing alla violazione di CP; la
spiegazione teorica e i calcoli del MS alla base di questi fenomeni sono esposti nel
Paragrafo 3.2. Nel Paragrafo 3.3 è invece presentato il lavoro originale di fenome-
nologia del Bs nel Modello ACD, con lo studio teorico svolto e la presentazione dei
risultati ottenuti circa la deviazione dei parametri del mixing rispetto al MS.

La presentazione dei risultati ottenuti prosegue nel Capitolo 4, che contiene lo
studio di alcuni decadimenti del Bs in stati finali che contengono i mesoni η o η′;
tali decadimenti sono particolarmente interessanti per la possibilità di estrarre dai
dati delle informazioni molto chiare circa la violazione di CP in questo settore.
Nel Paragrafo 4.1 sono presentati gli strumenti teorici utilizzati per lo studio di
questi decadimenti; i risultati ottenuti per i singoli decadimenti sono discussi nei due
paragrafi successivi: nel Paragrafo 4.2 i decadimenti semileptonici, nel paragrafo 4.3
i decadimenti adronici.

In Appendice abbiamo riportato una breve introduzione alla Operator Product
Expansion (OPE), uno strumento teorico indispensabile per lo studio di determinate
transizioni e ampiamente utilizzato nel corso di tutta la Tesi.



Capitolo 1

Il Settore del Flavour nel MS

1.1 La Lagrangiana elettrodebole

1.1.1 Il gruppo di gauge SU(2)L × U(1)Y

Cominciamo trattando il settore leptonico, e per semplicità soffermiamoci inizial-
mente solo sulla prima famiglia di leptoni: elettrone e neutrino elettronico. Fin
dagli studi di Lee e Yang del 1956 è noto che l’interazione elettrodebole viola massi-
mamente la parità [1]: solo il neutrino left-handed è coinvolto nei processi di questo
tipo. Questo implica che, detti ν(x) e e(x) i campi di neutrino ed elettrone, la cor-
rente debole carica (ad esempio di innalzamento di carica) deve avere una struttura
del tipo

Jµ(x) =
1

2
ν̄(x)γµ(1− γ5)e(x) (1.1)

in modo da selezionare solo la parte left-handed del neutrino (e right-handed dell’an-
tineutrino); questa struttura seleziona però anche la parte left-handed dell’elettrone,
e quindi il neutrino si accoppia solo a quest’ultima, mentre la parte right-handed
dell’elettrone non interagisce. Conviene quindi scrivere il campo elettronico come

e(x) = eL(x) + eR(x) (1.2)

con
eL(x) =

1

2
(1− γ5)e(x) (1.3a)

eR(x) =
1

2
(1 + γ5)e(x) (1.3b)

In questo modo, le correnti cariche possono essere scritte in modo compatto se si
costruisce

L(x) =

(
νL(x)
eL(x)

)
(1.4)

con cui
Jµ+(x) = L̄(x)γµσ+L(x) (1.5a)

Jµ−(x) = L̄(x)γµσ−L(x) (1.5b)

5
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dove σ± = 1
2
(σ1± iσ2) sono gli operatori di innalzamento e abbassamento di SU(2),

mentre
R(x) = eR(x) (1.6)

non compare in nessuna corrente carica. I campi eL(x) e eR(x) non sono singolar-
mente soluzioni dell’equazione di Dirac, a causa della presenza del termine di massa
dell’elettrone. Per il momento però trascuriamo la massa dell’elettrone (questa è
comunque una buona approssimazione ad energie moderatamente alte), e spegnamo
le interazioni; possiamo quindi scrivere la parte cinetica della Lagragiana:

L0(x) =
(
ν̄L(x) ēL(x)

)
i/∂

(
νL(x)
eL(x)

)
+ ēR(x)i/∂eR(x) (1.7)

La forma di questa Lagrangiana mostra una completa simmetria tra i campi νL(x)
e eL(x), ovvero un’invarianza per rotazioni globali del gruppo SU(2) nello spazio
νL(x) - eL(x); il numero quantico associato ad essa è l’isospin debole IW (Tab. 1.1).

Q IW I3
W YW

ν
(e,ν,τ)
L 0 1/2 1/2 −1

eL, µL, τL −1 1/2 −1/2 −1
eR, µR, τR −1 0 0 −2

φ+ 1 1/2 1/2 1
φ0 0 1/2 −1/2 1

Tabella 1.1: Numeri quantici elettrodeboli per i campi leptonici e di Higgs.

A questo punto possiamo applicare il principio di gauge [2], che se da un lato
è fisicamente auspicabile in quanto elimina la presenza di una scelta assoluta nello
spazio e nel tempo dello stato dovuto alla simmetria globale, dall’altro lato prescrive
come i campi fermionici si accoppiano ai campi vettoriali e quindi come interagiscono.
Applicare il principio di gauge consiste nell’imporre che la simmetria globale diventi
locale; la Lagrangiana non sarà però simmetrica per la stessa trasformazione resa
locale, e per ripristinare la simmetria bisognerà introdurre dei campi vettoriali che
si trasformino in un determinato modo sotto l’azione del gruppo. Nel nostro caso,
vogliamo imporre l’invarianza locale per trasformazioni U(x) di SU(2)L

L(x)→ U(x)L(x) (1.8a)

R(x)→ R(x) (1.8b)

per ripristinare l’invarianza della Lagrangiana dobbiamo intodurre tre campi vetto-
riali reali W a

µ (x) con a = 1, 2, 3 (quanti i generatori del gruppo) e costruiamo

Wµ(x) = W a
µ (x)

σa
2

(1.9)

che si trasforma secondo

Wµ(x)→ U(x)Wµ(x)U †(x)− i

g
U(x)∂µU

†(x) (1.10)
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dove g è una costante, e il tensore

Wµν(x) = W a
µν(x)

σa
2

(1.11)

con
W a
µν(x) = ∂µW

a
ν (x)− ∂νW a

µ (x)− gεabcW b
µ(x)W c

ν (x) (1.12)

con εabc costanti di struttura di SU(2), tale che la combinazione

1

2
Tr(Wµν(x)W µν(x)) (1.13)

che nella Lagrangiana rappresenta il termine cinetico per i campiW a
µ (x), sia invarian-

te. Nella Lagrangiana, sostituiamo la derivata ordinaria con la derivata covariante

Dµ = ∂µ + igIWWµ(x) (1.14)

e poniamo infine

W±
µ (x) =

1√
2

(
W 1
µ(x)±W 2

µ(x)
)

(1.15)

in modo da diagonalizzare le correnti cariche. Includendo quindi i campi di gauge,
la Lagrangiana diventa

L1(x) = L(x)i /DL(x) +R(x)i /DR(x)− 1

2
Tr(Wµν(x)W µν(x)) (1.16)

Sviluppando i calcoli, si vede che nella parte di interazione si ottengono due termini
di corrente carica esattamente del tipo di quelli osservati sperimentalmente, e un
termine di corrente neutra totalmente left-handed, che quindi non può descrivere le
correnti neutre osservate sperimentalmente che possiedono una componente right-
handed [3]. Una componente right-handed compare invece nella corrente elettroma-
gnetica, e da qui nasce l’idea di incorporare in questa descrizione anche l’interazione
elettromagnetica [4].

Notiamo un’altra simmetria nella Lagrangiana (1.7): l’invarianza di fase globale
U(1) del doppietto left-handed e del singoletto right-handed; il numero quantico
associato è l’ipercarica debole YW (Tab. 1.1) definita da

Q = I3
W +

YW
2

(1.17)

Questa definizione di ipercarica garantirà di ottenere la corrente elettromagnetica
puramente vettoriale. Applichiamo quindi nuovamente il principio di gauge impo-
nendo che questa invarianza sia locale; introduciamo quindi il campo vettoriale reale
Bµ(x), che si trasforma secondo

Bµ(x)→ U(x)Bµ(x)U †(x)− i

g′
U(x)∂µU

†(x) (1.18)

il relativo tensore
Bµν(x) = ∂µBν(x)− ∂νBµ(x) (1.19)
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e la derivata covariante per il nuovo gruppo SU(2)L × U(1)Y

Dµ = ∂µ + igIWWµ(x) + ig′YWBµ(x) (1.20)

Infine, mescoliamo i due campi W 3
µ(x) e Bµ(x), che non hanno corrispondente fisico

e che sono entrambi neutri e a massa nulla, in modo da ottenere i campi fisici di
interazione neutra ed elettromagnetica; possiamo infatti costruire i campi ortogonali

Zµ(x) = cos θWW
3
µ(x)− sin θWBµ(x) (1.21a)

Aµ(x) = sin θWW
3
µ(x) + cos θWBµ(x) (1.21b)

con
cos θW =

g√
g2 + g′2

sin θW =
g′√

g2 + g′2
(1.22)

θW è detto angolo di Weinberg. Per costruzione, Aµ(x) non si accoppia con il
neutrino; lo identifichiamo quindi con il campo elettromagnetico e quindi poniamo

gg′√
g2 + g′2

= e (1.23)

In conclusione, la Lagrangiana diventa

Le(x) = L̄(x)i /DL(x) + R̄(x)i /DR(x)− 1

2
Tr(Wµν(x)W µν(x))− 1

4
(Bµν(x)Bµν(x))

(1.24)
ovvero, sviluppando,

Le(x) = L kin
e (x) + L int

e (x) (1.25)

con

L kin
e (x) = ν̄L(x)i/∂νL(x) + ē(x)i/∂e(x)︸ ︷︷ ︸

termini cinetici di elettrone e neutrino

− 1

2
Tr(Wµν(x)W µν(x))− 1

4
(Bµν(x)Bµν(x))︸ ︷︷ ︸

termini cinetici di W±, Z, A

(1.26a)
L int
e (x) = − e√

2 sin θW
W+
µ (x)Jµ+(x) +

e√
2 sin θW

W−
µ (x)Jµ−(x)︸ ︷︷ ︸

interazioni di corrente carica

−

− e

sin θW cos θW
Zµ(x)JµNC(x)︸ ︷︷ ︸

interazione di corrente neutra

− eAµ(x)Jµem(x)︸ ︷︷ ︸
interazione elettromagnetica

(1.26b)

dove le correnti sono
Jµ+(x) = ν̄L(x)γµeL(x) (1.27a)

Jµ−(x) = ēL(x)γµνL(x) (1.27b)

JµNC(x) =
1

2
(ν̄L(x)γµνL(x))+

(
sin2 θW −

1

2

)
(ēL(x)γµeL(x))+sin2 θW (ēR(x)γµeR(x))

(1.27c)
Jµem(x) = −ēL(x)γµeL(x)− ēR(x)γµeR(x) = −ē(x)γµe(x) (1.27d)
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Applicando il principio di gauge per il gruppo di simmetria della Lagrangiana libera
SU(2)L×U(1)Y , abbiamo ottenuto la forma dell’accoppiamento tra campi fermionici
di materia e campi vettoriali di interazione, che riproduce le interazioni osservate
di correnti cariche e correnti neutre e include le interazioni elettromagnetiche. É
però totalmente assente qualsiasi termine di massa, sia dei fermioni che dei bosoni
vettori; e mentre per i fermioni possiamo anche trascurare la massa ad energie non
troppo basse, questo non è possibile per i bosoni W e Z che sappiamo fin dai
primi esperimenti avere massa molto grande, dell’ordine di parecchie decine di GeV.
Un termine di massa per questi campi viola l’invarianza di gauge; ma se anche
non volessimo preservare questa simmetria e aggiungessimo a mano i termini di
massa, si può dimostrare che otterremmo una teoria non rinormalizzabile [5]. Questo
problema si può risolvere aggiungendo dei nuovi campi, rompendo la simmetria in
modo opportuno e scegliendo un gauge particolare.

1.1.2 Rottura spontanea della simmetria SU(2)L × U(1)Y →
U(1)em

Si parla di rottura spontanea di simmetria per un sistema quando le sue equazioni
fondamentali (e quindi ad esempio la Lagrangiana o l’Hamiltoniana) presentano
una certa simmetria, mentre lo stato fondamentale no; quello che succede è che sono
presenti degli stati fondamentali degeneri (la simmetria delle equazioni si nasconde
nella degenerazione dello stato fondamentale), ed il sistema è costretto a sceglierne
uno, rompendo la simmetria.

L’esempio più semplice è una Lagrangiana del tipo

L (φ) =
1

2
(∂µφ)(∂µφ)− µ2

2
φ2 − λ

4
φ4 con µ2 < 0, λ > 0 (1.28)

(osserviamo che il termine in φ2 non è un termine di massa a causa del suo segno).
Essa è simmetrica per scambio φ ↔ −φ; la parte di potenziale (Fig. 1.1) però ha
due minimi simmetrici (a livello ad albero) in

φ = ±v con v =

√
−µ

2

λ
(1.29)

Se vogliamo applicare la teoria perturbativa, dobbiamo considerare le piccole per-
turbazioni del campo vicino al vuoto; questo ci induce a scegliere un minimo, ad
esempio +v, e a sviluppare il campo intorno ad esso:

φ(x) = v + η(x) (1.30)

la Lagrangiana si riscrive

L (η) =
1

2
(∂µη)(∂µη) + µ2η2 + termini in η3, η4 e costanti (1.31)

ovvero il campo η è un campo massivo (e autointeragente); questo ci fa intuire che
la rottura spontanea di simmetria possa essere utile per il nostro scopo di rendere
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-v v
Φ

VHΦL

Figura 1.1: Potenziale della Lagrangiana (1.29). Osserviamo che i due minimi sono
tra loro simmetrici per scambio v ↔ −v come la Lagrangiana, ma che quindi non
sono connessi da una trasformazione di simmetria continua.

massivi dei campi. Nel nostro caso però, a differenza dell’esempio precedente bisogna
rompere un gruppo di simmetria continuo; si applica perciò il teorema di Goldstone
che afferma che se una simmetria continua è rotta spontaneamente, applicando il
procedimento precedente si ottiene una particella scalare di massa nulla per ogni
generatore della simmetria che è rotta; quindi non solo non riusciamo a dare massa
ai nostri bosoni ma addirittura possiamo ottenere delle nuove particelle indesiderate.
Il problema può essere risolto però nelle teorie di gauge, applicando il meccanismo di
Higgs [6], ossia scegliendo tra gli infiniti vuoti degeneri un vuoto particolare (ovvero
scegliendo un opportuno pattern di rottura di simmetria) e sfruttando la liberà di
gauge per scegliendo un gauge opportuno che permette di dare massa al campo
desiderato ed eliminare i campi indesiderati.

La scelta più semplice [7] consiste nel considerare un doppietto di campi scalari
complessi

φ(x) =

(
φ+(x)
φ0(x)

)
=

1√
2

(
φ1(x) + iφ2(x)
φ3(x) + iφ4(x)

)
(1.32)

che obbedisce alla Lagrangiana

L3 = (∂µφ)†(∂µφ)− µ2φ†φ− λ(φ†φ)2 con µ2 < 0, λ > 0 (1.33)

che è simmetrica per trasformazioni di SU(2)L × U(1)Y e permette quindi di asse-
gnare a φ(x) i relativi numeri quantici (Tab. 1.1) e di applicare il principio di gauge
sostituendo alla derivata ordinaria la derivata covariante (1.20). Il vuoto di questa
Lagrangiana si ha per √

〈φ†φ〉0 =
v√
2

con v =

√
−µ

2

λ
(1.34)

ovvero
φ2

1 + φ2
2 + φ2

3 + φ2
4 = v2 (1.35)

cioè esistono infiniti vuoti degeneri, sulla superficie di un’ipersfera quadridimensiona-
le (Fig. 1.2). Il primo passo consiste nello scegliere un opportuno pattern di rottura
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Φ0 = v

ReHΦL

Im HΦL

VHΦL

Figura 1.2: Parte di potenziale della Lagrangiana (1.33), semplificato nel caso di
un solo campo complesso invece che un doppietto per renderlo visualizzabile. Si
vede come gli infiniti vuoti degeneri giacciono su una circonferenza (la superficie
di una sfera bidimensionale) collegati tra loro da una trasformazione continua di
U(1) che è anche la simmetria della Lagrangiana (SU(2)L × U(1)Y nel nostro ca-
so quadridimensionale). Scegliendo il vuoto φ0 si rompe spontaneamente questa
simmetria.

di simmetria; poiché fisicamente la simmetria preservata è quella elettromagnetica,
scegliamo un vuoto invariante solo per U(1)em:

φ0(x) =

(
0
v√
2

)
(1.36)

Possiamo parametrizzare le fluttuazioni intorno a questo vuoto in modo più conve-
niente, sostituendo ai quattro campi reali φ1, φ2, φ3, φ4 altrettanti nuovi campi reali
h, θ1, θ2, θ3 tali che

h = φ3 − v θ1 = φ2 θ2 = φ1 θ3 = φ4 (1.37)

in modo che vicino al vuoto si possa sviluppare

φ(x) = e
i
2
σ·θ(x)

(
0

v√
2

+ h(x)√
2

)
(1.38)

Se sostituiamo questi nuovi campi nella Lagrangiana, troviamo che θ1, θ2, θ3 sono
privi di massa: sono infatti i tre bosoni di Goldstone generati dalla rottura (da
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parte del vuoto) di tre dei quattro generatori della simmetria SU(2)L × U(1)Y . Ma
la Lagrangiana è ancora localmente gauge invariante per SU(2), e questo ci permette
di fissare il gauge punto per punto; se scegliamo il gauge unitario

θ1(x) = θ2(x) = θ3(x) = 0 ∀x (1.39)

possiamo eliminare i campi di Goldstone. Il doppietto si riduce a

φH(x) =

(
0

v√
2

+ h(x)√
2

)
(1.40)

e il campo scalare neutro h(x) si chiama campo di Higgs. La Lagrangiana (1.33)
diventa perciò

LH = (DµφH)†(DµφH) + λv2φ†HφH − λ(φ†HφH)2 (1.41)

ovvero, sviluppando,

LH =
1

2
(∂µh(x))(∂µh(x))︸ ︷︷ ︸

termine cinetico del campo di Higgs

− 1

2

(√
2λv
)2

h(x)2︸ ︷︷ ︸
termine di massa del campo di Higgs

+

+

(
1

2
gv

)2

W+
µ (x)W µ−(x)︸ ︷︷ ︸

termine di massa delle W±

+
1

2

(
1

2
v
√
g2 + g′2

)2

Zµ(x)Zµ(x)︸ ︷︷ ︸
termine di massa della Z

+

+
1

2
g2vW+

µ (x)W µ−(x)h(x) +
1

4
v(g2 + g′2)Zµ(x)Zµ(x)h(x)︸ ︷︷ ︸

vertici di interazione a tre linee del tipo V V h

+

+
1

4
g2W+

µ (x)W µ−(x)h(x)2 +
1

8
(g2 + g′2)Zµ(x)Zµ(x)h(x)2︸ ︷︷ ︸

vertici di interazione a quattro linee del tipo V V hh

−

−λvh(x)3 − λ

4
h(x)4︸ ︷︷ ︸

vertici di autointerazione a tre e a quattro linee di h

+
λv4

4︸︷︷︸
costante

(1.42)

Siamo quindi riusciti ad ottenere per i bosoni vettori delle masse

mW =
1

2
gv mZ =

1

2
v
√
g2 + g′2 (1.43)

mentre non compare un termine di massa per il campo elettromagnetico, proprio
grazie al pattern di rottura di simmetria scelto; il bosone di Higgs risulta a sua volta
essere massivo con massa

mh =
√

2λv (1.44)

Osserviamo che le masse dei bosoni W , Z e h sono tutte proporzionali a v; di
conseguenza, ci aspettiamo che esse siano tutte della stessa scala, detta appunto
scala elettrodebole.
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L’introduzione del campo di Higgs fornisce un metodo semplice per dare mas-
sa anche ai fermioni. Se infatti facciamo interagire il campo di Higgs con una
Lagragiana gauge invariante di tipo Yukawa

LY = −GeL̄(x)φ(x)R(x) + h.c. (1.45)

con la rottura di simmetria (φ→ φH) questa diventa, sviluppando,

LY = − Gev√
2
ē(x)e(x)︸ ︷︷ ︸

termine di massa per e

− Ge√
2
ē(x)e(x)h(x)︸ ︷︷ ︸

vertice di interazione a tre linee del tipo ffh

(1.46)

che da all’elettrone una massa
me =

Gev√
2

(1.47)

e (per costruzione) lascia il neutrino senza massa.
Riassumendo quanto detto fin qui, abbiamo costruito la Lagrangiana

L = Le + LH + LY (1.48)

In primo luogo abbiamo osservato che la Lagrangiana libera e massless della prima
famiglia di leptoni gode di invariaza SU(2)L × U(1)Y , quindi abbiamo applicato il
principio di gauge e mescolato in modo opportuno i campi di gauge per ottenere
la forma dell’interazione elettromagnetica, debole carica e debole neutra (Le); in
seguito abbiamo introdotto il campo scalare di Higgs, il cui ground state rompe
spontaneamente la simmetria SU(2)L×U(1)Y in U(1)em, e abbiamo fissato un gauge
in cui esso, interagendo con i bosoni vettori, genera per questi un termine di massa
(LH); infine abbiamo prescritto un’interazione del bosone di Higgs con i leptoni in
modo da generare un termine di massa anche per l’elettrone (LY ). Questa teoria
ha come parametri liberi l’accoppiamento elettromagnetico e, l’angolo di mixing tra
isospin debole e ipercarica debole θW , le masse della W±, del bosone di Higgs e di
tutti i fermioni; alcune delle sue predizioni sono invece l’esistenza dei bosoni vettori,
l’esistenza di correnti neutre, la massa della Z (e del fotone).

Se si assume l’universalità dell’interazione elettrodebole, il formalismo si esten-
de banalmente alle altre due famiglie di leptoni, aggiungendo gli analoghi termini
muonici e tauonici nella Lagrangiana libera e di interazione elettrodebole e nella
Lagrangiana di Yukawa.

1.2 La matrice di massa

1.2.1 L’interazione elettrodebole nel settore dei quark

Anche i quark, oltre ai leptoni, sono soggetti all’interazione elettrodebole; infatti,
fin dagli anni Quaranta è noto sperimentalmente che alcuni processi adronici, quali
il decadimento β o il decadimento del π, hanno tempi tipici dei processi deboli,
o coinvolgono neutrini (che possono interagire solo debolmente). In seguito, sia
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l’osservazione della violazione massimale della parità, sia il fatto che misurando la
costante di Fermi dal decadimento del µ e dal decadimento β si ottengano risultati
molto vicini hanno fatto ipotizzare che l’interazione debole dei quark avesse una
struttura analoga a quella dei leptoni.

I due quark all’interno della stessa famiglia hanno differenza di carica pari a 1,
proprio come il leptone carico e il suo neutrino, quindi possiamo costruire in modo
analogo i doppietti left-handed che danno origine alle correnti cariche. Tuttavia,
a differenza del neutrino, il quark con carica maggiore è massivo e ha anche una
componente right-handed; questa non è coinvolta nell’interazione debole ed è quindi
un singoletto di SU(2)L; ad esempio per la prima generazione

Lq(x) =

(
uL(x)
dL(x)

)
Ru(x) = uR(x) Rd(x) = dR(x) (1.49)

e così per le altre generazioni, in cui pedici u, d indicano all’interno della famiglia i
quark con carica maggiore e minore. I numeri quantici elettrodeboli dei quark sono
elencati in Tab. 1.2.

Q IW I3
W YW

uL, cL, tL 2/3 1/2 1/2 1/3
dL, sL, bL −1/3 1/2 −1/2 1/3
uR, cR, tR 2/3 0 0 4/3
dR, sR, bR −1/3 0 0 −2/3

Tabella 1.2: Numeri quantici elettrodeboli per i quark.

Noti i numeri quantici, applicando il principio di gauge si introduce ancora la
derivata covariante

Dµ = ∂µ + igIWWµ(x) + ig′YWBµ(x) (1.50)

e quindi si può scrivere la Lagrangiana

Lq(x) = L̄q(x)i /DLq(x) + R̄u(x)i /DRu(x) + R̄d(x)i /DRd(x) (1.51)

(e analogamente per le altre famiglie), che una volta sviluppata diventa

Lq(x) = L kin
q (x) + L int

q (x) (1.52)

con

L kin
q (x) = ū(x)i/∂u(x)︸ ︷︷ ︸

termine cinetico del quark di tipo u

+ d̄(x)i/∂d(x)︸ ︷︷ ︸
termine cinetico del quark di tipo d

(1.53a)

L int
e (x) = − e√

2 sin θW
W+
µ (x)Jµ+(x) +

1√
2 sin θW

W−
µ (x)Jµ−(x)︸ ︷︷ ︸

interazioni di corrente carica

−

− e

sin θW cos θW
Zµ(x)JµNC(x)︸ ︷︷ ︸

interazione di corrente neutra

− eAµ(x)Jµem u(x)− eAµ(x)Jµem d(x)︸ ︷︷ ︸
interazione elettromagnetica

(1.53b)
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dove le correnti sono
Jµ+(x) = ūL(x)γµdL(x) (1.54a)

Jµ−(x) = d̄L(x)γµuL(x) (1.54b)

JµNC(x) =

(
1

2
− 1

3
sin2 θW

)
(ūL(x)γµuL(x))−

(
1

2
− 2

3
sin2 θW

)(
d̄L(x)γµdL(x)

)
−

− 1

3
sin2 θW (ūR(x)γµuR(x)) +

2

3
sin2 θW

(
d̄R(x)γµdR(x)

)
(1.54c)

Jµem u(x) =
2

3
ū(x)γµu(x) (1.54d)

Jµem d(x) = −1

3
d̄(x)γµd(x) (1.54e)

L’estensione ai quark dell’accoppiamento di Yukawa per generarne le masse è
invece meno banale, a causa del fatto che entrambi i membri delle famiglie sono
massivi.

1.2.2 La matrice di Cabibbo-Kobayashi-Maskawa

Vogliamo costruire il più generale accoppiamento di Yukawa tra fermioni e campo di
Higgs, ossia il più generale accoppiamento in grado di generare un termine di massa
che sia invariante rispetto a SU(2)L × U(1)Y . Siano

ψL =

(
ψ1L

ψ2L

)
φ =

(
φ1

φ2

)
(1.55)

un doppietto fermionico left-handed e il campo di Higgs. Da queste possiamo
costruire due combinazioni invarianti per isospin:

φ†ψ = φ∗1ψ1L + φ∗2ψ2L (1.56a)

φT εψ = φ1ψ1L − φ2ψ2L con ε =

(
0 1
−1 0

)
(1.56b)

Questi devono essere combinati in tutti i modi possibili con i singoletti right-handed,
con il vincolo di conservare l’ipercarica; ne risulta

LY = −
(
ēR µ̄R τ̄R

)
C`


φ†
(
νeL
eL

)
φ†
(
νµL
µL

)
φ†
(
ντL
τL

)

+
(
ūR c̄R t̄R

)
C ′q


φT ε

(
uL
d′L

)
φT ε

(
cL
s′L

)
φT ε

(
tL
b′L

)

−

−
(
d̄′R s̄′R b̄′R

)
Cq


φT ε

(
uL
d′L

)
φT ε

(
cL
s′L

)
φT ε

(
tL
b′L

)

+ h.c.

(1.57)
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in cui C`, C ′q, Cq sono matrici complesse 3 × 3 arbitrarie; il motivo della presenza
dell’apice ai quark di tipo down sarà chiaro in seguito.

Ora osserviamo che le matrici C`, C ′q, Cq non sono totalmente arbitrarie. Infatti,
se per un qualsiasi vettore riga o colonna di (1.57) cambiamo base, ovvero applichia-
mo una trasformazione unitaria (costante), è immediato vedere che le Lagrangiane
di gauge di tipo Le e Lq non cambiano, mentre per lasciare LY invariata bisogna
modificare le matrici C; per esempio, se effettuiamo il cambio di baseeRµR

τR

→ U1

eRµR
τR

 (1.58)

con U1 ∈ U(3), allora si trasformerà anche

C` → U †1C` (1.59)

Di conseguenza, possiamo cambiare a piacere la base di ogni tripletto purché effet-
tuiamo le corrispondenti trasformazioni

C` → U †1C`V1 (1.60a)

C ′q → U †2C
′
qV2 (1.60b)

Cq → U †3CqV2 (1.60c)

Le precedenti indicano che sia su C` che su Cq abbiamo libertà di operare tra-
sformazioni biunitarie; quindi esse possono essere diagonalizzate, in quanto qualsiasi
matrice complessa può essere diagonalizzata mediante un’opportuna trasformazione
biunitaria; pertanto possiamo scrivere:

C` =

ce 0 0
0 cµ 0
0 0 cτ

 C ′q =

cu 0 0
0 cc 0
0 0 ct

 (1.61)

Questo non vale per Cq, in quanto la trasformazione unitaria a destra in (1.60c) è
fissata una volta diagonalizzata C ′q. Possiamo sfruttare solo la libertà di scegliere U3;
lo facciamo osservando che, presa Cq in forma iniziale qualsiasi, la matrice CqC†q è
hermitiana e quindi può essere diagonalizzata con una trasformazione unitaria; quin-
di scegliamo U3 in modo che U †3CqC†qU

†
3 = U †3CqV2V

†
2 C
†
qU3, e pertanto, ridefinendo

U †3CqV2 → Cq, abbiamo

CqC
†
q =

c2
d 0 0
0 c2

s 0
0 0 b2

t

 (1.62)

Da quest’ultima relazione possiamo dire che esiste una matrice V ∈ U(3) tale che
ridefinendo U †3CqV2 → Cq, abbiamo

Cq =

cd 0 0
0 cs 0
0 0 bt

V † (1.63)
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ma, poiché non abbiamo la libertà di moltiplicare Cq per una matrice unitaria a
sinistra, essa non può essere diagonalizzata. Invece, in virtù delle proprietà gruppali
di U(3) possiamo moltiplicare Cq a destra un numero arbitrario di volte, e per questo
possiamo ridefinire ancora

Cq = V

cd 0 0
0 cs 0
0 0 bt

V † (1.64)

La matrice unitaria V è detta matrice di Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) [8].
Una volta fissata la forma di C ′q e Cq, le (1.60b) e (1.60b) lasciano ancora delle

libertà residue; infatti possiamo ridefinire C ′q e Cq moltiplicandole a destra e a sinistra
per una matrice unitaria diagonale arbitraria

Uφ =

eiφ1 0 0
0 eiφ2 0
0 0 eiφ3

 (1.65)

ottenendo
C ′q → U †φC

′
qUφ = C ′q (1.66a)

Cq → U †φCqUφ = V ′

cd 0 0
0 cs 0
0 0 bt

V ′† con V ′ = UφV (1.66b)

Inoltre, detta

Uχ =

eiχ1 0 0
0 eiχ2 0
0 0 eiχ3

 (1.67)

si ha

Uχ

cd 0 0
0 cs 0
0 0 bt

U †χ =

cd 0 0
0 cs 0
0 0 bt

 (1.68)

Pertanto, la matrice CKM è definita a meno di una trasformazione

V → U †φV Uχ (1.69)

Ora, una matrice complessa unitaria N × N dipende da 2N2 parametri − N2

condizioni di unitarietà = N2 parametri indipendenti. É noto che una matrice di
questo tipo può essere parametrizzata al più con 1

2
N(N − 1) angoli, quindi restano

N2 − 1
2
N(N − 1) = 1

2
N(N + 1) fasi. La (1.69) ci permette di scegliere 2N fasi,

e poiché ne compariranno le differenze solo 2N − 1 saranno indipendenti, quindi
resteranno 1

2
N(N+1)−(2N−1) = 1

2
(N−1)(N−2) fasi complesse ineliminabili. Di

conseguenza, la matrice CKM, che è 3× 3, ha degli elementi complessi; invece, se ci
fossero solo due generazioni di quark, la matrice di massa sarebbe 2× 2 e potrebbe
essere completamente reale; questa caratteristica è di grande importanza in quanto
vedremo che si genera violazione di CP se e solo se la matrice di massa è complessa.
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Se ora sostituiamo questa forma delle matrici C`, C ′q, Cq nella (1.57) e rompiamo
la simmetria utilizzando la (1.40), ponendo

mx = cx
v√
2

(1.70)

otteniamo

LY =

{
−
(
ē µ̄ τ̄

)me 0 0
0 mµ 0
0 0 mτ

eµ
τ

− (ū c̄ t̄
)mu 0 0

0 mc 0
0 0 mt

uc
t

−
−
(
d̄′ s̄′ b̄′

)
V

md 0 0
0 ms 0
0 0 mt

V †

d′s′
b′

}(1 +
h(x)

v

)
(1.71)

in cui identifichiamo naturalmente le mx con le masse dei fermioni. Osserviamo
che però i campi d′, s′, b′, che abbiamo introdotto come partner di isospin debole
dei campi u, d, s, non sono in generale autostati di massa; l’interazione invece si
diagonalizza per i campi d, s, b ruotati con la matrice CKM:ds

b

 = V †

d′s′
b′

 (1.72)

e quindi

LY = −meēe−mµµ̄µ−mτ τ̄ τ −muūu−mcc̄c−mtt̄t−mdd̄d−mss̄s−mbb̄b︸ ︷︷ ︸
termini di massa dei fermioni

−

−me

v
ēeh− mµ

v
µ̄µh− mτ

v
τ̄τh− mu

v
ūuh− mc

v
c̄ch− mt

v
t̄th− md

v
d̄dh− ms

v
s̄sh− mb

v
b̄bh︸ ︷︷ ︸

termini di interazione dei fermioni con l’Higgs

(1.73)

La presenza della matrice CKM ha effetti importanti nelle interazioni elettro-
deboli nel settore dei quark. Infatti, le correnti cariche dei quark, ad esempio di
innalzamento, estendendo la (1.54a), sono

J+
µ =

(
ūL c̄L t̄L

)
γµ

d′Ls′L
b′L

 =
(
ūL c̄L t̄L

)
γµV

dLsL
bL

 (1.74)

e quindi nei vertici di interazione della (1.53b) se esplicitiamo i quark fisici (cioè
con massa definita) compaiono gli elementi della matrice CKM; in pratica questo
comporta che le correnti cariche coinvolgono non solo un quark di tipo up e il relativo
partner di tipo down, ma un quark di tipo up e tutti gli stati fisici di tipo down,
con accoppiamento proporzionale al relativo elemento di matrice CKM:

W+µJ+
µ = V11W

+µūLγµdL + V12W
+µūLγµsL + V13W

+µūLγµbL+

+ V21W
+µc̄LγµdL + V22W

+µc̄LγµsL + V23W
+µc̄LγµbL+

+ V31W
+µt̄LγµdL + V32W

+µt̄LγµsL + V33W
+µt̄LγµbL

(1.75)
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Da questa espressione è chiaro perché si indicano gli elementi della matrice CKM
come

V =

Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb

 (1.76)

Invece, in virtù dell’unitarietà della matrice CKM, è immediato vedere che essa non
compare nelle correnti neutre. Di conseguenza, mentre le correnti cariche cambiano
il flavour, quelle neutre lo lasciano invariato, ovvero il meccanismo CKM non prevede
l’esistenza delle cossiddette flavour changing neutral currents a livello ad albero [9].

Poiché sperimentalmente nella matrice CKM gli elementi diagonali sono prossimi
all’unità mentre tutti gli altri sono più o meno piccoli, l’accoppiamento dei quark di
tipo up con il relativo partner (fisico) di tipo down è favorito, mentre gli altri sono
detti Cabibbo-soppressi.

1.3 Fenomenologia della matrice CKM

1.3.1 Violazione di CP

Fino agli anni Cinquanta si credeva che tutte le interazioni dovessero obbedire a
simmetrie che nel mondo macroscopico sono chiaramente valide, anche se non c’era
alcuna prova matematica a garantirlo. La prima di queste simmetrie a rivelarsi
non valida è stata, come abbiamo visto, la trasformazione di parità P. Fino agli
anni Settanta sembrava però che fosse conservata la combinazione di parità P e
coniugazione di carica C, ovvero che ci fosse invarianza per trasformazioni di CP.

Vogliamo quindi vedere se il settore elettrodebole del MS gode di simmetria CP.
Per trasformazioni di CP i campi in esame si trasformano secondo

ν(x)→ eiφνγ0Cν̄
T
L (x′) (1.77a)

`(x)→ eiφ`γ0C ¯̀T
L(x′) (1.77b)

q(x)→ eiφqγ0Cq̄
T
L(x′) (1.77c)

~W µ(x)→ − ~W T
µ (x′) (1.77d)

Bµ(x)→ −Bµ(x′) (1.77e)

h(x)→ h(x′) (1.77f)

con x′ =
(
t −~x

)
e C = iγ2γ0 matrice di coniugazione di carica, e dove φν , φ`, φq

sono fasi. Applicando queste trasformazioni alla Lagrangiana completa, è immediato
verificare che sia i termini cinetici che i termini di massa sono invarianti per CP;
per esaminare i termini di interazione, sostituiamo le trasformazioni nelle correnti,
ottenendo

Jµem(x)→ −Jem µ(x′) (1.78a)

JµNC(x)→ −JNC µ(x′) (1.78b)
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mentre per le correnti cariche

JµCC(x) =
(
ν̄eL(x) ν̄µL(x) ν̄τL(x)

)
γµ

eL(x)
µL(x)
τL(x)

+
(
ūL(x) c̄L(x) t̄L(x)

)
γµV

dL(x)
sL(x)
bL(x)


→−

(
eiφe ēL(x′) eiφµµ̄L(x′) eiφτ τ̄L(x′)

)
γµ

eiφνeνeL(x′)
eiφνµνµL(x′)
eiφντ ντL(x′)

−
−
(
eiφd d̄L(x′) eiφs s̄L(x′) eiφb b̄L(x′)

)
γµV

†

eiφuuL(x′)
eiφccL(x′)
eiφttL(x′)


(1.79)

Ora, CP è una simmetria per la nostra Lagrangiana se le correnti trasformate per
CP o sono presenti nella Lagrangiana o sono equivalenti a correnti presenti nella
Lagrangiana. Evidentemente le correnti elettromagnetica e neutra trasformate sono
esse stesse presenti nella Lagrangiana non trasformata, e quindi l’interazione elettro-
magnetica e di corrente neutra conserva CP. Invece, osservando la (1.79), deduciamo
che l’unica possibilità affinché CP sia conservata anche dall’interazione di corrente
carica è che la trasformazione sia del tipo

JµCC(x)→ −eiχJ†CC µ(x′) (1.80)

Ci chiediamo quindi se possiamo mettere la (1.79) nella forma (1.80) scegliendo
opportunamente le fasi φx. Confrontando a questo scopo le (1.79) e (1.80), otteniamo
le condizioni

φe − φνe = χ φµ − φνµ = χ φτ − φντ = χ (1.81a)eiφd 0 0
0 eiφs 0
0 0 eiφb

V T

e−iφu 0 0
0 e−iφc 0
0 0 e−iφt

 = eiχV † (1.81b)

La (1.81b) si riscrivee−iφu 0 0
0 e−iφc 0
0 0 e−iφt

V

ei(φd−χ) 0 0
0 ei(φs−χ) 0
0 0 ei(φb−χ)

 = V ∗ (1.82)

Ma questa è una trasformazione del tipo (1.69), che abbiamo sempre possibilità
di operare sulla matrice CKM e che ci consente di ridefinirla. Di conseguenza,
possiamo concludere che l’interazione di corrente carica è simmetrica per CP se e
solo se possiamo mettere la matrice CKM in una forma tale che

V = V ∗ (1.83)

ovvero se possiamo rendere completamente reale la matrice CKM. Come abbiamo
visto, una matrice unitaria 3× 3 ha necessariamente degli elementi complessi, men-
tre una matrice unitaria 2× 2 è reale. Poiché la violazione di CP è stata verificata
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sperimentalmente [10], e abbiamo mostrato che l’unica possibile sorgente di viola-
zione di CP nel MS è nelle correnti elettrodeboli cariche, questo implica che devono
esistere almeno tre generazioni di quark.

Un modo di quantificare la violazione di CP consiste nel considerare le matrici
di massa dei quark

Mu =

mu 0 0
0 mc 0
0 0 mt

 Md = V

md 0 0
0 ms 0
0 0 mb

V † (1.84)

e il commutatore
C =

[
MuM

†
u,MdM

†
d

]
(1.85)

Dopo una seria di manipolazioni algebriche, si ottiene

detC = −2iFuFdJ (1.86)

con
Fu = (m2

u −m2
c)(m

2
c −m2

t )(m
2
t −m2

u) (1.87a)

Fd = (m2
d −m2

s)(m
2
s −m2

b)(m
2
b −m2

d) (1.87b)

J = Im[V11V
∗

21V22V
∗

12] (1.87c)

Questa quantità riassume le caratteristiche della violazione di CP mediante il mec-
canismo CKM, ovvero che CP è conservata se due quark dello stesso tipo hanno
massa uguale o se la matrice CKM è reale; inoltre, l’invariante di Jarlskog J [11]
non dipende dalla parametrizzazione scelta per la matrice CKM.

1.3.2 Forma canonica

La libertà di operare trasformazioni del tipo della (1.69) permette di trasformareV11 V12 V13

V21 V22 V23

V31 V32 V33

→
e−i(φ1−χ1)V11 e−i(φ1−χ2)V12 e−i(φ1−χ3)V13

e−i(φ2−χ1)V21 e−i(φ2−χ2)V22 e−i(φ2−χ3)V23

e−i(φ3−χ1)V31 e−i(φ3−χ2)V32 e−i(φ3−χ3)V33

 (1.88)

Potendo scegliere sei angoli, solo cinque differenze sono indipendenti, e quindi pos-
siamo fissare la fase di cinque elementi, che in forma canonica sono [34]

V11 ≥ 0 V12 ≥ 0 V13 ≥ 0 V21 ≤ 0 V31 ≤ 0 (1.89)

(e naturalmente reali). Ora sfruttiamo le condizioni di unitarietà di V . Le

(V11)2 + (V12)2 + (V13)2 = 1 (1.90a)

(V11)2 + (V21)2 + (V31)2 = 1 (1.90b)

e le (1.89) sono soddisfatte se introduciamo tre angoli θ1, θ2, θ3 tutti compesi tra 0
e π/2 e poniamo

V11 = c1 V12 = s1c3 V13 = s1s3 V21 = −s1c2 V31 = −s1s1 (1.91)
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dove ci ≡ cos θi e si ≡ sin θi. Consideriamo altre due condizioni di unitarietà:

V11V21 + V12V22 + V13V23 = 0 (1.92a)

(V21)2 + |V22|2 + |V23|2 = 1 (1.92b)

Dalla prima segue
c3V22 + s3V23 = c1c2 (1.93)

che ha soluzioni della forma

V22 = c1c2c3 + λs2s3 (1.94a)

V23 = c1c2s3 − λs2c3 (1.94b)

con λ numero complesso arbitrario. Sostituendo nella seconda, si ottiene

|λ| = 1 ⇒ λ = −eiδ con 0 ≤ δ ≤ 2π (1.95)

Altre due relazioni di unitarietà sono

V11V31 + V12V32 + V13V33 = 0 (1.96a)

(V31)2 + |V32|2 + |V33|2 = 1 (1.96b)

da cui segue analogamente
V32 = c1s2c3 − λ′c2s3 (1.97a)

V33 = c1s2s3 + λ′c2c3 (1.97b)

|λ| = 1 (1.97c)

e infine dalla condizione

V ∗21V31 + V ∗22V32 + V ∗23V33 = 0 (1.98)

si ottiene
λ′ = λ (1.99)

In conclusione, abbiamo ottenuto una forma canonica

V =

 c1 s1c3 s1s3

−s1c2 c1c2c3 − eiδs2s3 c1c2s3 + eiδs2c3

−s1s2 c1s2c3 + eiδc2s3 c1s2s3 − eiδc2c3

 (1.100)

con
0 ≤ θi ≤

π

2
i = 1, 2, 3 0 ≤ δ ≤ 2π (1.101)

In modo analogo si ricava la forma simile consigliata dal Particle Data Group [12]:

V =

 c1c3 s1c3 s3e
−iδ

−s1c2 − c1s2s3e
−iδ c1c2 − s1s2s3e

iδ s2c3

s1s2 − c1c2s3e
iδ −c1s2 − s1c2s3e

iδ c2c3

 (1.102)

In questa parametrizzazione l’invariante di Jarlskog si scrive

J = c1c2c
2
3s1s2s3 sin δ (1.103)
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1.3.3 Parametrizzazione di Wolfenstein

La parametrizzazione di Wolfenstein è una forma comoda dal punto di vista feno-
menologico in quanto si tratta di uno sviluppo in serie rispetto a un parametro
piccolo λ, suggerita dal fatto che sperimentalmente si trova una certa gerarchia tra
gli elementi della matrice CKM [13]. Ad esempio, a partire dalle misure sperimentali

Vus ≈ 0.22 |Vcb| ≈ 0.04 (1.104)

ha senso pensare che rispetto ad un parametro piccolo Vus sia del prim’ordine e |Vcb|
sia del second’ordine; poniamo quindi

Vus = λ |Vcb| = Aλ2 (1.105)

Al second’ordine in λ le condizioni di unitarietà sono soddisfatte scrivendo la matrice
CKM come

V =

1− λ2

2
λ 0

−λ 1− λ2

2
Aλ2

0 −Aλ2 1

 (1.106)

Osserviamo che a quest’ordine la matrice è reale.
Vogliamo quindi procedere con il terz’ordine in λ. Convenzionalmente si scelgono

le fasi in modo che i termini complessi siano quelli in λ3 e si assume che s2 e s3 siano
di ordine λ2. Introduciamo due nuovi parametri ρ e η, e poniamo

λ = s1 Aλ2 =
√
s2

2 + s2
3 + 2s2s3 cosδ A2λ4η = s2s3 sin δ Aλ2

√
η2 + ρ2 = s3

(1.107)
da cui la matrice CKM diventa

V =

 1− λ2

2
λ Aλ3(ρ− iη)

−λ 1− λ2

2
Aλ2

Aλ3(1− ρ− iη) −Aλ2 1

 (1.108)

Sottolineamo che sia la forma canonica (1.100) sia la forma di Wolfenstein (1.108)
della matrice CKM presentano quattro parametri liberi, ma mentre la prima è una
parametrizzazione esatta, quella di Wolfenstein è uno sviluppo troncato ad un certo
ordine.

Procedendo con l’ordine superiore, la definizione esatta dei parametri di espan-
sione non è unica. Un modo possibile per procedere consiste nel definire i nuovi
parametri in modo simile alle (1.107) ma con valore per tutti gli ordini in λ. Ad
esempio partendo dalla forma esatta (1.102) e definendo [15]

λ = s1 Aλ2 = s2 ρ =
s3

s1s2

cos δ η =
s3

s1s2

sin δ (1.109)

troviamo anche che la matrice CKM in funzione di questi parametri di Wolfenstein
soddisfa esattamente l’unitarietà. Basta poi espandere ogni elemento in serie di λ



CAPITOLO 1. IL SETTORE DEL FLAVOUR NEL MS 24

per ottenere la parametrizzazione in (λ,A, ρ, η) a qualsiasi ordine. Ad esempio al
quart’ordine

V =

 1− λ2

2
− λ4

8
λ Aλ3(ρ− iη)

−λ+ 1
2
A2λ5[1− 2(ρ+ iη)] 1− λ2

2
− λ4

8
(1 + 4A2) Aλ2

Aλ3
[
1− (ρ+ iη)

(
1− λ2

2

)]
−Aλ2 + 1

2
A(1− 2ρ)λ4 − iηAλ4 1− 1

2
A2λ4


(1.110)

A quest’ordine è consuetudine scrivere con ottima approssimazione

Vtd = Aλ3(1− ρ̄− iη̄) (1.111)

con
ρ̄ = ρ

(
1− λ2

2

)
η̄ = η

(
1− λ2

2

)
(1.112)

1.3.4 I triangoli di unitarietà

Come abbiamo visto, il MS prescrive molte condizioni sugli elementi della matrice
CKM

V =

Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb

 (1.113)

in quanto stabilisce che essa è unitaria. Esse sono relazioni di normalizzazione (la
somma dei moduli quadri degli elementi di ciascuna riga o colonna deve essere uguale
a uno) e di ortogonalità (i prodotti scalari delle righe tra loro e delle colonne tra
loro deve essere nullo). Se si ricavano sperimentalmente i valori degli elementi della
matrice CKM, la verifica di queste relazioni costituisce un test del MS.

Le relazioni di ortogonalità hanno un’immediata interpretazione geometrica. Se
ad esempio prendiamo la prima e la terza colonna, otteniamo la relazione

VudV
∗
ub + VcdV

∗
cb + VtdV

∗
tb = 0 (1.114)

che dice che i tre addendi tracciano un triangolo nel piano complesso. Le relazioni
di ortogonalità sono sei, e poiché valgono se e solo se la matrice CKM è unitaria,
i sei triangoli che esse disegnano sono chiamati triangoli di unitarietà (Fig. 1.3).
Gli angoli e i lati di questi triangoli non dipendono dalla scelta della fase e sono
quindi fisicamente misurabili; l’area è la stessa per tutti e sei i triangoli e vale 1

2
|J |.

Se misurando queste quantità non si ottenessero dei triangoli di questo tipo (ad
esempio se non si ottiene la somma degli angoli interni pari a 180◦, se le misure
dei lati non sono coerenti con quelle degli angoli, se vincoli ottenuti da processi
indipendenti non sono compatibili, ecc.), si avrebbero prove dell’esistenza di Nuova
Fisica.

In particolare, la relazione (1.114) coinvolge elementi di matrice CKM attual-
mente di particolare interesse, e talvolta quando si parla di triangolo di unitarierà
ci si riferisce solo a questo triangolo (Fig. 1.4). Riferendosi alla parametrizzazione
(1.111)-(1.110), troviamo che al quart’ordine i lati sono

VcdV
∗
cb = −Aλ3 VudV

∗
ub = Aλ3(ρ̄+ iη̄) VtdV

∗
tb = Aλ3(1− ρ̄− iη̄) (1.115)
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Figura 1.3: I sei triangoli di unitarietà.

Solo due dei sei triangoli hanno i tre lati tutti dello stesso ordine, ma questo è l’unico
dei due attualmente accessibile sperimentalmente; gli altri triangoli sono lunghi e
stretti. Poiché il parametro λ è noto con maggiore precisione rispetto ai parametri
ρ ed η, si preferisce riscalare il triangolo del fattore Aλ3 in modo che il vertice
superiore abbia proprio coordinate (ρ̄, η̄); sono sufficienti pochi calcoli trigonometrici
per ricavare i valori degli angoli in funzione di ρ̄ ed η̄. Infine, le lunghezze dei lati
sono

AC =

(
1− λ2

2

)
1

λ

|Vub|
|Vcb|

BC =
1

λ

|Vtd|
|Vcb|

(1.116)

Di conseguenza, la conoscenza di questo triangolo di unitarietà più gli elementi |Vus|
e |Vcb| contiene tutte le informazioni sulla matrice CKM (se questa è unitaria).

Nel caso della fisica del Bs, invece, il triangolo di unitarietà rilevante è quello

Figura 1.4: Il triangolo di unitarietà per eccellenza, riscalato per il fine-tuning dei
parametri ρ̄ ed η̄.
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dato dalla condizione
VusV

∗
ub + VcsV

∗
cb + VtsV

∗
tb = 0 (1.117)

ovvero quella che nella precedente sostituisce il quark s al quark d. In questo caso,
i lati sono

VusV
∗
ub = Aλ4(ρ− iη) VcsV

∗
cb = Aλ2 VtsV

∗
tb = −Aλ2 (1.118)

e come abbiamo anticipato il primo è molto più corto degli altri due; soprattutto, è
piccolo l’angolo

βs = arg

[
−VusV

∗
ub

VcsV ∗cb

]
= λ2η (1.119)

che interviene nella violazione di CP nei decadimenti e nel mixing del Bs. Quindi
questi processi sono Cabibbo-soppressi, e quindi eventuali segnature di nuova fisica
sono rivelabili più facilmente. Di conseguenza, la misura di βs rappresenta a breve
termine una ricerca di nuova fisica e a lungo termine una verifica del meccanismo
CKM.

Attualmente varie collaborazioni operano al fine di raccogliere i dati di tutti
i processi che coinvolgono transizioni elettrodeboli dei quark per effettuare dei fit
completi dei triangoli di unitarietà e della matrice CKM [16] (Fig. 1.5). Citiamo
qui alcuni dati salienti per inquadrare lo stato dell’arte [12]. Sono noti con buona
precisione gli elementi

• |Vud| = 0.97418± 0.00027 (da alcuni decadimenti β);

• |Vus| = 0.2255± 0.0019 (da decadimenti semileptonici dei K);

• |Vub| = (3.93± 0.36)× 10−3 (da decadimenti semileptonici dei B);

• |Vcd| = 0.230± 0.011 (da interazioni con neutrini e antineutrini);

• |Vcs| = 1.04± 0.06 (da decadimenti leptonici e semileptonici dei D);

• |Vcb| = (41.2± 1.1)× 10−3 (da decadimenti semileptonici dei B);

mentre è più difficile determinare

• |Vtd| = (8.1±0.6)×10−3 e |Vts| = (38.7±2.3)×10−3: attualmente non possono
essere determinati al livello ad albero dal decadimento del top, si determinano
da processi con loop quali le oscillazioni B − B̄ o decadimenti rari dei K e B;

• |Vtb| > 0.74: c’è solo un limite superiore dalla produzione del quark top singolo.

Più incerta e in continua evoluzione è la determinazione degli angoli del triangolo
di unitarietà:

• α =
(
88+6
−5

) ◦;
• sin 2β = 0.681± 0.025;

• γ =
(
77+30
−32

) ◦.
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Mettendo insieme questi dati indipendenti, si possono verificare le condizioni di
unitarietà; ad esempio si trova

• |Vud|2 + |Vus|2 + |Vub|2 = 0.9999± 0.0011;

• |Vcd|2 + |Vcs|2 + |Vcb|2 = 1.136± 0.125;

• |Vud|2 + |Vcd|2 + |Vtd|2 = 1.002± 0.005;

• |Vus|2 + |Vcs|2 + |Vts|2 = 1.134± 0.125;

• α + β + γ =
(
186+31

−32

) ◦;
ed altre relazioni, meno accurate ma comunque attualmente tutte compatibili con il
MS e che quindi impongono stretti vincoli sui modelli di Nuova Fisica.
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Figura 1.5: [17] (a): fit attuale del triangolo di unitarietà per eccellenza. (b): fit
attuale del triangolo di unitarietà rilevante nella fisica del Bs. Si vede come per
entrambi i triangoli tutti le indicazioni sperimentali indipendenti siano compatibili.



Capitolo 2

Il Modello ACD
con una Singola UED

2.1 I modelli con dimensioni extra

2.1.1 Motivazioni

L’idea delle dimensioni extra è stata proposta per le prime volte quando lo scenario
della fisica delle particelle era molto più incompleto di quanto lo sia oggi: Gunnar
Nordstrom nel 1916, Theodor Kaluza nel 1921, Oskar Klein nel 1926 [18] tentaro-
no con le dimensioni extra di unificare interazione elettromagnetica e interazione
gravitazionale.

Superato il loro scopo iniziale, quello della possibile esistenza di dimensioni extra
è diventato un paradigma sul quale sono state sviluppate diverse teorie, le quali fanno
ipotesi differenti sulle caratteristiche delle dimensioni extra; esse si propongono come
possibili estensioni del MS allo scopo di risolvere alcuni problemi (per il momento
non di natura sperimentale, ma solo concettuale) che il MS presenta; infatti, nei vari
modelli con dimensioni extra si è riusciti a [19]:

• risolvere il problema della gerarchia tra massa dell’Higgs e massa di Planck [20], [21];

• risolvere i problemi di gerarchia delle masse e della matrice CKM [22];

• generare rottura spontanea di simmetria senza introdurre il campo di Higgs [23];

• costruire una grande unificazione sopprimendo il decadimento del protone [24];

• ottenere dei buoni candidati di materia oscura [25], [35], [27];

• aprire delle vie sperimentali per la gravità quantistica [28].

Di conseguenza, le teorie con dimensioni extra sono di grande interesse in un momen-
to in cui si stanno effettuando test di precisione del MS, e quindi si cercano segnali
di Nuova Fisica che indichino in quale direzione tentare di includere i fenomeni non
descritti e possibilmente come risolvere i problemi concettuali.

29
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Figura 2.1: Rappresentazione grafica semplificata di una varietà con D = 4 + δ di-
mensioni: ad ogni punto dello spazio-tempo ordinario a 4 dimensioni (bidimensionale
nell’immagine) è associata una varietà compatta a δ dimensioni.

Un secondo motivo di interesse per queste teorie in questo momento è che, come
vedremo in seguito, se le dimensioni extra esistono, esse possono cominciare a ma-
nifestarsi alla scala del TeV, ovvero alle energie che saranno fittamente esplorate nei
prossimi anni dai nuovi collisionatori.

Le teorie con dimensioni extra propongono scenari molto diversi tra loro. In
primo luogo, esse differiscono per il numero di dimensioni extra che postulano e per
le varie metriche che propongono per lo spazio-tempo n-dimensionale. Inoltre, in
alcuni modelli i campi ordinari possono propagarsi nelle dimensioni extra, mentre in
altri essi sono vincolati a restare nelle dimensioni ordinarie e solo il campo gravita-
zionale può propagarsi nelle dimensioni extra. Tuttavia, nonostante queste profonde
differenze, ci sono delle caratteristiche comuni a tutti i modelli con dimensioni extra
motivate da esigenze fisiche, che andiamo ora ad analizzare.

2.1.2 Compattificazione

In tutti i modelli, le dimensioni extra sono compatte: le coordinate delle dimensioni
extra non possono estendersi fino a ±∞ come per le coordinate delle quattro dimen-
sioni ordinarie. La ragione di questa scelta è evidente: serve a giustificare il fatto
che noi non percepiamo le dimensioni extra. Ovviamente non si tratta solo della
nostra percezione cognitiva, ma anche e soprattutto delle misure sperimentali, che
finora sono in ottimo accordo con le previsioni di un modello a quattro dimensioni.
Di conseguenza, le extra dimensioni devono essere non solo limitate, ma anche molto
piccole, in modo da non modificare le previsioni alle energie finora esplorate: le teo-
rie devono contenere il MS come limite in cui le dimensioni extra hanno lunghezza
tendente a zero; è proprio in questo senso che si parla di estensioni del MS.
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2.1.3 Segno delle dimensioni extra

Bastano delle considerazioni di tipo classico per rendersi conto che le dimensioni
extra devono essere di tipo spazio, cioè devono avere lo stesso segno delle dimensioni
spaziali dello spazio di Minkowski. (Nel seguito, assumeremo che come al solito gli
indici latini assumano valori 1, 2, 3 e gli indici greci 0, 1, 2, 3, mentre gli indici latini
maiuscoli assumeranno i valori 0, 1, 2, 3, 5; indicheremo la quinta coordinata come
x5 o y).

Consideriamo una particella priva di massa che si muove in uno spazio piatto a
5 dimensioni, con una metrica che estende la metrica di Minkowski

g =


1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 ±1

 (2.1)

e assumiamo che anche in 5D valga l’invarianza di Lorentz. Allora il quadrato del
5-impulso sarà

p2 = 0⇒ p2 = gABp
ApB = p2

0 − |~p|
2 ± p2

5 = 0 (2.2)

dove (p0, ~p) è l’usuale quadrimpulso e p5 è l’impulso lungo la quinta dimensione. Da
questa relazione notiamo che se una particella è priva di massa in 5D, il quadrato
del suo quadrimpulso è

p2
0 − |~p|

2 = ∓p2
5 (2.3)

e quindi, poiché la particella deve soddisfare anche l’invarianza di Lorentz in 4D

pµp
µ = p2

0 − |~p|
2 = m2 (2.4)

essa su una ipersuperficie quadridimensionale apparirà come una particella massiva
con massa quadra

m2 = ∓p2
5 (2.5)

Di conseguenza, se la dimensione extra fosse di tipo tempo, essa avrebbe una massa
quadra negativa, cioè sarebbe un tachione. In tutti i modelli si preferisce evitare
la presenza di tachioni, in quanto questi generano importanti problemi di causalità.
Quindi sceglieremo una metrica con la quinta dimensione di tipo spazio:

g =


1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 (2.6)

Questo è un risultato generale: qualunque sia il numero di dimensioni extra, e
anche se la metrica non è diagonale o piatta, per evitare la presenza di tachioni
bisogna assumere che tutte le dimensioni extra siano di tipo spaziale.
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2.1.4 Eccitazioni di Kaluza-Klein

Nelle teorie con dimensioni extra, come conseguenza dell’esistenza stessa delle di-
mensioni extra e della loro compattificazione, si verifica la presenza delle eccitazioni
di Kaluza-Klein: ad ogni particella sono associati infiniti stati eccitati di massa.

Consideriamo ancora uno spazio piatto a cinque dimensioni con la metrica (2.6)
e quinta dimensione con estensione y1 ≤ y ≤ y2, e un campo scalare privo di massa
Φ(xµ, y). La Lagrangiana per questo campo è

L 5D =
1

2
∂AΦ∂AΦ (2.7)

e quindi l’azione è

S =

∫
d4x

∫ y2

y1

dy
1

2
∂AΦ∂AΦ (2.8)

Sotto determinate condizioni di regolarità, che assumiamo essere soddisfatte, pos-
siamo separare le variabili espandendo

Φ(xµ, y) =
∑
n

φn(xµ)χn(y) (2.9)

in cui trattiamo n come un indice discreto (vedremo in seguito il perché), ma in gene-
rale potremmo anche considerarlo continuo e sostituire alla sommatoria un’integrale;
questa ipotesi è soddisfatta in tutti i modelli in virtù delle geometrie proposte per
le dimensioni extra. Ora se per χn valgono:

• ortonormalizzazione: ∫ y2

y1

dyχnχm = δmn (2.10a)

• condizioni al contorno:
χn∂yχm|y2

y1
= 0 (2.10b)

• equazione da soddisfare: (
∂2
y +m2

n

)
χn = 0 (2.10c)

diventa possibile integrare la (2.8) sulla quinta dimensione, ottenendo

S =

∫
d4x

∑
n

1

2

[
∂µφn∂

µφn −m2
nφ

2
n

]
(2.11)

e quindi una Lagrangiana per una teoria effettiva quadridimensionale

L 4D =

∫ y2

y1

dyL 5D =
∑
n

1

2

[
∂µφn∂

µφn −m2
nφ

2
n

]
(2.12)

che è la Lagrangiana per n campi scalari φn di massa mn: in quattro dimensioni per
ogni campo “vero” 5D vediamo infiniti campi “effettivi” 4D, ovvero le sue eccitazioni
di Kaluza-Klein.
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Mostriamo ora che le ipotesi (2.10) sono ragionevoli. Infatti, l’equazione per il
campo scalare è

∂A∂
AΦ = 0 (2.13)

la quale, se assumiamo si possano separare le variabili, diventa∑
n

[
χn∂µ∂

µφn − φn∂2
yχn
]

= 0 (2.14)

che è soddisfatta se
∂2
yχn = Cnχn ∂µ∂

µφn = Cnφn (2.15)

dove Cn è negativo per evitare la presenza di tachioni:

Cn = −m2
n (2.16)

Le (2.15) sono coerenti con l’ipotesi (2.10c) e con il risultato (2.12). Ora, la (2.10c)
ha come soluzione generale

χn = Ane
imny +Bne

−imny (2.17)

dove An e Bn dipendono dalle condizioni al contorno per y = y1 e y = y2. Queste
condizioni al contorno sono fissate dal modello col solo vincolo di soddisfare l’ipotesi
(2.10b); ad esempio si può scegliere che la funzione d’onda si annulli ai bordi, o si
possono scegliere condizioni al contorno periodiche. Se imponiamo ad esempio che
χn si annulli al contorno, posto L = y2 − y1, otteniamo

χn =

√
2

πL
sin(mny) con mn =

n

L
(2.18)

ovvero la compattificazione della dimensione extra implica che le eccitazioni di
Kaluza-Klein sono quantizzate (il problema è analogo a quello della particella nella
scatola). Notiamo infine che le soluzioni sono ortonormali, come richiesto dall’ipotesi
(2.10a).

2.2 I campi quantistici nel Modello ACD

2.2.1 Ipotesi del Modello ACD con una singola UED

Il modello proposto da Appelquist, Cheng e Dobrescu [25] (Fig. 2.2), nella sua
versione più semplice, assume che:

• esista una singola dimensione extra;

• questa dimensione extra sia universale, ovvero tutti i campi possano propagarsi
in essa;
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Figura 2.2: Rappresentazione grafica semplificata della varietà proposta dal Modello
ACD: ad ogni punto dello spazio-tempo di MinkowskiM è associata l’orbifold S1

R/Z2.

• lo spazio-tempo sia la varietà M × (S1
R/Z2), ovvero le quattro dimensioni ordi-

narie abbiano la struttura di spazio di Minkowski, mentre la quinta dimensione
sia “arrotolata”. S1

R/Z2 è una orbifold, cioè una varietà in cui dei punti sono
identificati da un gruppo di simmetria finito: S1

R indica che la quinta dimensio-
ne è compattificata in una circonferenza di raggio R (che equivale ad imporre
condizioni al contorno periodiche), mentre il quoziente rispetto al gruppo Z2

indica che su questa circonferenza i punti y e −y sono identificati. Quest’ulti-
ma condizione significa che i valori che i campi assumono in questi punti sono
legati da una relazione del tipo

Φ(−y) = UΦ(y) (2.19)

dove U è una trasformazione unitaria che è una simmetria per il sistema. I
punti y = 0 e y = πR sono punti fissi per trasformazioni di Z2 combinate
con la proprietà di periodicità. Tornando all’esempio del campo scalare, le
condizioni al contorno periodiche implicano che la soluzione generale (2.17)
assuma la forma

χn = An cos(mny) +Bn sin(mny) (2.20)

Dobbiamo però implementare la condizione (2.19); notiamo che per un campo
scalare l’unica possibilità affinche U sia unitaria è che U ∈ U(1), quindi |U |2 =
1 e pertanto a meno di una fase U = ±1, ovvero i campi devono essere autostati
della parità P5. Ci saranno quindi due possibili soluzioni:

χeven
n ∝ cos(mny) χodd

n ∝ sin(mny) (2.21)

La scelta dell’orbifold S1
R/Z2 piuttosto che della semplice varietà S1

R è dettata,
come vedremo, dalla necessità di ottenere degli spinori chirali e una opportuna
riduzione quadridimensionale dei vettori.

In questa varietà ogni campo regolare può essere espanso in serie di Fourier lungo
la quinta dimensione; ad esempio per un campo scalare

Φ(xµ, y) =
∑
n∈Z

ei
n
R
yφn(xµ) (2.22)
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e di conseguenza per ogni campo è possibile la separazione delle variabili (2.9).
Questo modello aggiunge un solo parametro libero, il raggio di compattificazione

della quinta dimensione, ai parametri del MS. Il reciproco del raggio 1/R è una
scala di energia al di sopra della quale gli effetti della dimensione extra cominciano
a diventare rilevanti, mentre il MS deve ritrovarsi come limite per R → 0. Ci
aspettiamo quindi che, non avendo finora trovato discrepanze con le previsioni del
MS, questa scala sia almeno dell’ordine di alcune centinaia di GeV.

2.2.2 Campi scalari

Per quanto visto finora negli esempi, le condizioni al contorno per i campi scalari
sono

∂5Φ+(x, y)
∣∣
y=0

= ∂5Φ+(x, y)
∣∣
y=πR

= 0 (campo pari) (2.23a)

Φ−(x, 0) = Φ−(x, πR) = 0 (campo dispari) (2.23b)

da cui le rispettive espansioni di Kaluza-Klein sono

Φ+(x, y) =
1√
2πR

φ+
(0)(x) +

1√
πR

∞∑
n=1

φ+
(n)(x) cos (mny) (2.24a)

Φ−(x, y) =
1√
πR

∞∑
n=1

φ−(n)(x) sin (mny) (2.24b)

con mn = n
R
. Notiamo che il modo zero è presente solo nei campi pari. Le particelle

scalari del MS sono identificate con il modo zero dei campi pari, mentre il fatto che
i modi eccitati di Kaluza Klein non siano stati osservati direttamente è motivato dal
fatto che essi hanno massa di ordine almeno 1/R; invece, come vedremo, essi possono
entrare nei processi con loop e modificare le predizioni del MS per le particelle
osservate.

2.2.3 Campi spinoriali

In cinque dimensioni, uno spinore può ancora essere un oggetto a quattro componen-
ti; invece devono essere cinque le matrici di Dirac, in quanto ciascuna di esse deve
essere associata ad una derivata direzionale. Le matrici gamma saranno ancora 4×4
e dovranno soddisfare l’algebra di Clifford

{ΓA,ΓB} = 2gABI (2.25)

che è verificata dalla scelta

Γµ = γµ Γ5 = iγ5 (2.26)

L’equazione di Dirac in cinque dimensioni è quindi(
iΓA∂

A −m
)

Ψ = 0 (2.27)
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A questo punto possiamo vedere che ci sono dei problemi per ottenere degli spinori
chirali, quali sono quelli del MS (le basi del gruppo SU(2)L). Nel MS, uno spinore
ψ si dice chirale se soddisfa simultaneamente le equazioni

γ5ψ = ±ψ i/∂ψ = 0 (2.28)

Questo può essere realizzato in quanto in quattro dimensioni, se ψ soddisfa l’equazio-
ne di Dirac a massa nulla (la massa rompe la chiralità, infatti i fermioni acquistano
massa solo dopo la rottura spontantea della simmetria elettrodebole), anche γ5ψ la
soddisfa, in quanto γ5 anticommuta con tutte e quattro le matrici gamma. Questo
non vale invece in cinque dimensioni, in quanto abbiamo appena visto che γ5 diventa
una delle matrici di Dirac e quindi non anticommuta con tutte le matrici di Dirac co-
me avviene in quattro dimensioni; di conseguenza, le (2.28) in cinque dimensioni non
possono essere più soddisfatte simultaneamente; infatti, se Ψ soddisfa l’equazione di
Dirac in cinque dimensioni, non ne consegue che anche γ5Ψ la soddisfa:

iΓA∂
AΨ = 0 ⇒ γ5iγµ∂

µΨ + ∂yΨ = 0 (2.29a)

iΓA∂
A (γ5Ψ) = −γ5iγµ∂

µΨ + ∂yΨ 6= 0 (2.29b)

Questa proprietà può però essere ripristinata se all’azione di γ5 si associa la tra-
sformazione y ↔ −y che restituisce il segno corretto nella (2.29b). Diventa quindi
cruciale il ruolo della simmeria dell’orbifold S1

R/Z2. Infatti, dovendo soddisfare la
condizione (2.19), possiamo scegliere U = ±γ5 e quindi

γ5Ψ(y) = ±Ψ(−y) (2.30)

che è proprio la condizione che ci serve per ottenere degli spinori chirali in cinque
dimensioni.

Le condizioni al contorno che ne derivano sono

∂5Ψ+
R(x, y)

∣∣
y=0

= ∂5Ψ+
R(x, y)

∣∣
y=πR

= 0 e Ψ+
L(x, 0) = Ψ+

L(x, πR) = 0 (2.31a)

oppure

∂5Ψ−L(x, y)
∣∣
y=0

= ∂5Ψ−L(x, y)
∣∣
y=πR

= 0 e Ψ−R(x, 0) = Ψ−R(x, πR) = 0 (2.31b)

e quindi le espansioni dei campi spinoriali sono

Ψ+(x, y) =
1√
2πR

ψR(0)(x) +
1√
πR

∞∑
n=1

[
ψR(n)(x) cos (mny) + ψL(n)(x) sin (mny)

]
(2.32a)

Ψ−(x, y) =
1√
2πR

ψL(0)(x) +
1√
πR

∞∑
n=1

[
ψL(n)(x) cos (mny) + ψR(n)(x) sin (mny)

]
(2.32b)

Possiamo quindi identificare i modi zero, che sono left-handed o right-handed, con
i fermioni del MS (prima della rottura spontanea della simmetria); le eccitazioni
di Kaluza-Klein invece sono massive e si presentano in coppie left-handed e right-
handed.
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2.2.4 Campi vettoriali e interazioni di gauge

Un campo vettoriale VA in cinque dimensioni deve avere cinque componenti. Per
poter identificare con esso un campo vettoriale Vµ (a quattro componenti) del MS,
dobbiamo imporre che a basse energie la quinta componente non compaia. Questo
può essere fatto nella topologia della orbifold; infatti, possiamo imporre che le prime
quattro componenti Vµ siano pari rispetto a Z2, mentre la quinta componente V5 sia
dispari. Di conseguenza, le condizioni al contorno da imporre sono

∂5V
µ|y=0 = ∂5V

µ|y=πR = 0 e V 5(0) = V 5(πR) = 0 (2.33)

e quindi l’espansione di Kaluza-Klein è

V µ(x, y) =
1√
2πR

V µ
(0)(x) +

1√
πR

∞∑
n=1

V µ
(n)(x) cos (mny) (2.34a)

V 5(x, y) =
1√
πR

∞∑
n=1

V 5
(n)(x) sin (mny) (2.34b)

Nel MS i campi vettoriali compaiono come conseguenza dell’applicazione del
principio di gauge. Consideriamo un esempio semplice del tipo di una QED in
cinque dimensioni, ovvero una teoria con un solo fermione chirale e una lagrangiana
invariante rispetto ad U(1). Applicando il principio di gauge, la Lagrangiana diventa

L 5D = Ψ̄i /DΨ− 1

4
FMNF

MN con DM = ∂M − iẽAM , FMN = ∂MAN − ∂NAM
(2.35)

La Larangiana per la teoria efficace in quattro dimensioni è L 4D =
∫ πR
−πR dyL

5D;
la parte cinetica è costituita dai termini cinetici dei modi zero del fermione e del
campo di gauge e dai termini cinetici delle loro eccitazioni di Kaluza-Klein, mentre
la parte di interazione è

LI = L 0
I + L 0K

I + L K
I (2.36)

dove
L 0
I = eψ̄

(0)
L
/A

(0)
ψ

(0)
L (2.37a)

L 0K
I = e

∞∑
n=1

ψ̄(n) /A
(0)
ψ(n) + e

∞∑
n=1

[
ψ̄

(0)
L
/A

(n)
ψ

(n)
L + iψ̄

(0)
L A

(n)
5 ψ

(n)
R + h.c.

]
(2.37b)

L K
I =

1√
2

∞∑
n,m=1

[
ψ̄(n+m) /A

(m)
ψ(n) − iψ̄(n+m)A

(m)
5 ψ(n)

]
+

1√
2

∞∑
n,m=1

[
ψ̄(m) /A

(n+m)
γ5ψ

(n) + iψ̄(m)A
(n+m)
5 γ5ψ

(n)
]

+ h.c.
(2.37c)

con
e =

ẽ√
πR

(2.38)

Abbiamo costruito una teoria di gauge in cinque dimensione il cui limite per basse
energie corrisponde all’ordinaria QED. La teoria completa mostra inoltre che ai
vertici vale la conservazione della parità KK (−1)j, dove j è il numero che identifica
il modo di Kaluza-Klein [35], ovvero i modi di Kaluza Klein devono essere creati in
coppie dal modo zero.
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2.3 Estensione del MS mediante il Modello ACD

2.3.1 Il settore elettrodebole nel Modello ACD

Mostriamo come le considerazioni precedenti ci permettono di costruire un modello
a cinque dimensioni che abbia il MS come limite per le basse energie [29], [30].
Estendiamo la Lagrangiana elettrodebole a cinque dimensioni seguendo le indicazioni
che abbiamo ricavato nel paragrafo precedente:

L 5D = LF + LG + LH + LY (2.39)

con

LF = L̄`
(
iΓAD

A
)
L` + R̄`

(
iΓAD

A
)
R`+

+ L̄q
(
iΓAD

A
)
Lq + R̄u

(
iΓAD

A
)
Ru + R̄d

(
iΓAD

A
)
Rd

(2.40a)

LG = −1

4
WMNW

MN − 1

4
BMNB

MN (2.40b)

LH = (DAH)†
(
DAH

)
−

[
−µ2H†H +

λ̃

4!

(
H†H

)2

]
(2.40c)

LY = −L̄`Ỹ`HR` − L̄qỸu(iσ2H∗)Ru − L̄qỸdHRd + h.c. (2.40d)

dove la derivata covariante è DA = ∂A + ig̃IWWA + ig̃′YWBA; Ỹ`, Ỹu, Ỹd sono le
matrici degli accoppiamenti di Yukawa; i campi che compaiono nella (2.39) sono
campi in cinque dimensioni che quindi hanno gli sviluppi di Kaluza-Klein ricavati
nel paragrafo precedente: per i campi fermionici sono

L(x, y) =
1√
2πR
LL(0)(x) +

1√
πR

∞∑
n=1

[
LL(n)(x) cos (mny) + LR(n)(x) sin (mny)

]
(2.41a)

R(x, y) =
1√
2πR
RR(0)(x) +

1√
πR

∞∑
n=1

[
RR(n)(x) cos (mny) +RL(n)(x) sin (mny)

]
(2.41b)

e per i bosoni di gauge sono

Gµ(x, y) =
1√
2πR

Gµ
(0)(x) +

1√
πR

∞∑
n=1

Gµ
(n)(x) cos (mny) (2.41c)

G5(x, y) =
1√
πR

∞∑
n=1

G5
(n)(x) sin (mny) (2.41d)

Con queste scelte di parità, si vede che dal modo zero di L`,Lq si ottengono i
doppietti left-handed di leptoni e quark, da R`,Ru,Rd i singoletti right-handed (in
tutti i casi è sottointesa la somma sulle tre generazioni di leptoni o quark); la loro
interazione con il modo zero dei bosoni vettori è quella del MS se poniamo

g =
g̃√
2πR

g′ =
g̃′√
2πR

(2.42)
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Inoltre, il campo di Higgs a cinque dimensioni è

H(x, y) =

(
Φ+

Φ0

)
=

1√
2

(
−i (φ1 − iφ2)
φ0 + iφ3

)
(2.43)

in cui ogni campo scalare reale ha la sua espansione di Kaluza-Klein. Integrando sul-
la quinta dimensione (utilizzando le condizioni al contorno del paragrafo precedente)
per ottenere la teoria efficace in quattro dimensioni, si ricava

V (H) = − µ2H†H +
λ̃

4!

(
H†H

)2
=

= − µ2H(0)†H(0) +
λ

4!

(
H(0)†H(0)

)2
+
∞∑
n=1

(
−µ2 +m2

n

)
H(n)†H(n)+

+
∞∑
n=1

λ

4!

[(
H(0)†H(0)

) (
H(n)†H(n)

)
+
(
H(0)†H(n)

)2
+

+
(
H(0)†H(n)

) (
H(n)†H(0)

)
+ h.c.

]
(2.44)

con

λ =
λ̃√
2πR

(2.45)

Identifichiamo quindi il modo zero con il campo di Higgs ordinario, che quindi sarà
soggetto a rottura spontanea della simmetria e scelta del gauge unitario:

φ
(0)
0 (x) = v + h(x)

〈
H(0)

〉
0

=

(
0
v√
2

)
(2.46)

Invece, le eccitazioni di Kaluza-Klein del campo di Higgs hanno termine di massa con
segno opposto, in quanto pur non conoscendo i valori esatti ci aspettiamo comunque
m2
n > µ2; di conseguenza, il valore di aspettazione nel vuoto è zero e quindi non c’è

rottura spontanea di simmetria. Le masse che si ottengono per i campi reali sono:

m2(h) = 2µ2 ≡ m2
h m2(φ

(n)
0 ) = m2

h +m2
n (2.47a)

m2(φ
(0)
1 ) = m2(φ

(0)
2 ) = m2(φ

(0)
3 ) = 0 m2(φ

(n)
1 ) = m2(φ

(n)
2 ) = m2(φ

(n)
3 ) = m2

n

(2.47b)
Essendo a massa nulla, i campi φ(0)

1 , φ
(0)
2 , φ

(0)
3 possono essere quindi identificati con

i bosoni di Goldstone neccessari affinchè scegliendo il gauge unitario i campi W±, Z
acquistino massa. Applicando pertanto il meccanismo di Higgs, troviamo per le
masse dei bosoni vettori che quella del modo zero è uguale a quella del MS, mentre le
loro eccitazioni di Kaluza-Klein hanno massa aumentata di un termine n/R; poiché
quindi alla matrice di massa del MS si aggiunge una matrice diagonale, l’angolo
di mixing elettrodebole è lo stesso per tutti i modi di Kaluza-Klein ed è uguale
all’angolo di Weinberg. Possiamo quindi implementare il mixing in modo analogo
al MS

W±
M =

1√
2

(
W 1
M ±W 2

M

)
(2.48a)
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ZM = cos θWW
3
M − sin θWBM (2.48b)

AM = sin θWW
3
M + cos θWBM (2.48c)

e identificare con i loro modi zero le analoghe particelle del MS.
Abbiamo quindi ritrovato tutte le particelle del MS (i fermioni, i bosoni di gauge

e il bosone di Higgs) e la corretta forma per le loro interazione. Abbiamo però
ottenuto molti altri stati non presenti nel MS: le eccitazioni di Kaluza-Klein di tutte
le particelle del MS, le quinte componenti dei bosoni vettori W±(n)

5 , A
(n)
5 , Z

(n)
5 , le

eccitazioni dei bosoni di Goldstone φ±(n) =
(
φ1(n) ± φ2(n)

)
/
√

2, φ3(n). Queste ultime
sono mescolate tra loro:

G0(n) =
mnZ

(n)
5 + imZφ

3(n)√
m2
Z +m2

n

G±(n) =
mnW

±(n)
5 + imWφ

±(n)√
m2
W +m2

n

(2.49a)

a0(n) =
imZZ

(n)
5 +mnφ

3(n)√
m2
Z +m2

n

a±(n) =
imWW

±(n)
5 +mnφ

±(n)√
m2
W +m2

n

(2.49b)

Gli stati A(n)
5 , G0(n), G±(n) si comportano come bosoni di Goldstone dando massa

rispettivamente a A(n)
µ , Z

(n)
µ ,W

±(n)
µ ; invece, a0(n) e a0(n) sono eccitazioni di Kaluza-

Klein per particelle stabili non presenti nel MS (e quindi possibili candidati di
materia oscura).

Per quanto riguarda le masse dei fermioni, esse sono generate sia dall’accoppia-
mento di Yukawa con H(0), sia integrando sulla quinta dimensione le eccitazioni di
Kaluza-Klein. Nel settore dei quark, i termini rilevanti nella Lagrangiana di Yukawa
sono

LY =− YuL̄(0)
q H(0)R(0)

u − Yu
∞∑
n=1

L̄(n)
q H(0)R(n)

u −

− YdL̄(0)
q H(0)R(0)

d − Yd
∞∑
n=1

L̄(n)
q H(0)R(n)

d + h.c. + . . .

=− Yuv√
2
L̄(0)
q R(0)

u −
Yuv√

2

∞∑
n=1

L̄(n)
q R(n)

u −
Ydv√

2
L̄(0)
q R

(0)
d −

Ydv√
2

∞∑
n=1

L̄(n)
q R

(n)
d + h.c. + . . .

(2.50)

con

Yu =
Ỹu√
2πR

Yd =
Ỹd√
2πR

(2.51)

Poiché identifichiamo i modi zero dei fermioni con i quark, per costruzione Yu, Yd
sono le stesse del MS. Come nel MS, possiamo diagonalizare le matrici di massa di
Yukawa mediante una trasformazione biunitaria

Mu = − v√
2
S†uYuTu Md = − v√

2
S†dYdTd (2.52)

e quindi introdurre la matrice di Cabibbo-Kobayashi-Maskawa

VCKM = S†uTd (2.53)
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che è la stessa per tutti i modi di Kaluza-Klein ed è la stessa del MS: il Modello
ACD non modifica la matrice CKM nè le masse dei fermioni. Applicando ad ogni
flavour f = u, c, t, d, s, b la trasformazione unitaria(

R′f(n)

L′f(n)

)
=

(
−γ5 cosαf(n) sin cosαf(n)

γ5 sinαf(n) cosαf(n)

)(
R′′f(n)

L′′f(n)

)
(2.54)

con angoli di mixing
tan
(
2αf(n)

)
=

mf

n/R
(2.55)

si ottengono gli autostati di massa dei modi eccitati di Kaluza-Klein, che hanno
masse

mf(n) =
√
m2
f +m2

n (2.56)

L’estensione a cinque dimensioni della QCD si effettua in modo analogo, ma non
la esplicitiamo in questo contesto.

2.3.2 Regole di Feynman del Modello ACD

Parametri

Dalla Lagrangiana elettrodebole del Modello ACD con una singola UED

L 5D = LF + LG + LH + LY (2.57)

esplicitata nel paragrafo precedente, integrando sulla quinta dimensione (riduzione
dimensionale) si ottiene la teoria effettiva quadridimensionale che ha il MS come
limite a basse energie.

Abbiamo visto come il procedimento di riduzione dimensionale implica che alcuni
dei parametri che compaiono nella teoria effettiva siano riscalati rispetto a quelli
della teoria fondamentale in funzione del raggio di compattificazione della quinta
dimensione:

g =
g̃√
2πR

g′ =
g̃′√
2πR

λ =
λ̃√
2πR

Yu/d =
Ỹu/d√
2πR

(2.58)

Poiché per il momento non possiamo vedere direttamente eventuali eccitazioni
di Kaluza-Klein in quanto troppo massive, nei diagrammi che consideriamo i campi
in entrata e in uscita sono di modo zero; la conservazione della parità KK impone
quindi che nei processi a un loop gli altri due campi abbiano la stessa eccitazione; di
conseguenza, possiamo evitare di esplicitare questo numero. Le regole di Feynman
per i modi zero dei fermioni (che sono naturalmente le stesse del MS) sono diverse
da quelle per i loro modi eccitati. Utilizziamo quindi la seguente notazione per i
fermioni:

• u, d, e, ν per i modi zero, ovvero per gli stati del MS;

• Lu,Ld,Ru,Rd,Le,Re,Lν per le loro eccitazioni (n ≥ 1);
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• gli indici i = u, c, t e j = d, s, b per le generazioni di quark, i, j = e, µ, τ per le
generazioni di leptoni.

Posto mn = n
R
, le masse delle particelle sono

m2
f(n) = m2

f +m2
n m2

H(n) = 2µ2 +m2
n

m2
A(n) = m2

n m2
W (n) = m2

W +m2
n m2

Z(n) = m2
Z +m2

n (2.59)

Inoltre, posto si(n) = sinαi(n) e ci(n) = cosαi(n), definiamo i parametri si massa che
intervengono nell’accoppiamento fermione-Higgs:

m
(i)
1 = misi(n) +mnci(n) M

(i,j)
1 = mjci(n)

m
(i)
2 = mici(n) −mnsi(n) M

(i,j)
1 = mjsi(n)

m
(i)
3 = mi

mn

mW

si(n) −mW ci(n) M
(i,j)
1 = mj

mn

mW

ci(n)

m
(i)
4 = mi

mn

mW

ci(n) +mW si(n) M
(i,j)
1 = mj

mn

mW

ci(n)

dove mi e mj sono le masse dei modi zero dei quark rispettivamente di tipo up e di
tipo down.

Propagatori

• Campi scalari�kS S =
i

k2 −M2 + iε

S H(n) A5(n) G0
(n) G±(n) a0

(n) a±(n)

M mH(n)

√
ξmA(n)

√
ξmZ(n)

√
ξmW (n) mZ(n) mW (n)

• Campi spinoriali�kF F̄ =
i (/k +M)

k2 −M2 + iε

F e ν u d Le(n) Re(n) Lν(n) Lu(n) Ld(n) Ru(n) Rd(n)

M me 0 mu md me(n) me(n) mν(n) mu(n) md(n) mu(n) md(n)

• Campi vettoriali�kVµ Vν = − i

k2 −M2 + iε

[
gµν − (1− ξ) kµkν

k2 − ξM2 + iε

]
V A(n) W±

(n) Z(n)

M mA(n) mW (n) mZ(n)
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Vertici

• �W±
ν S∓

Z(0)µ

=
g

cWmW (n)

gµνC

ZW+G− : C = −s2
Wm

2
W + c2

Wm
2
n

ZW−G+ : C = s2
Wm

2
W − c2

Wm
2
n

ZW+a− : C = −mWmn

ZW−a+ : C = mWmn

• �S±1 , k1 S∓2 , k2

Z(0)µ

=
ig

2cWm2
W (n)

(k2 − k1)µC

ZG+G− : C = −
(
c2
W − s2

W

)
− 2c2

Wm
2
n

Za+a− : C = −2cWm
2
W −

(
c2
W − s2

W

)
m2
n

ZG+a− : C = mWmn

ZG−a+ : C = −mWmn

• �W+
ν , k2 W−

λ , k3

Z(0)µ, k1

= igcW [gνµ (k2 − k1)λ + gµλ (k1 − k3)ν +

+gλν (k3 − k2)µ

]
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• �F2 F̄1

Z(0)µ

=
ig

6cW
γµ (PLCL + PRCR)

Zūiui :

{
CL = 3− 4s2

W

CR = −4s2
W

Zd̄jdj :

{
CL = −3 + 4s2

W

CR = 2s2
W

Zν̄iνi :

{
CL = 3

CR = 0
Zējej :

{
CL = −3 + 6s2

W

CR = 6s2
W

ZL̄iuLiu :

{
CL = −4s2

W + 3c2
i(n)

CR = −4s2
W + 3c2

i(n)

ZR̄i
uRi

u :

{
CL = −4s2

W + 3s2
i(n)

CR = −4s2
W + 3s2

i(n)

ZL̄iuRi
u :

{
CL = −3si(n)ci(n)

CR = 3si(n)ci(n)

ZR̄i
uLiu :

{
CL = −3si(n)ci(n)

CR = 3si(n)ci(n)

• �F2 F̄1

W±
µ

=
ig√

2
γµPLCL

W+ūidj : CL = Vij W−d̄jui : CL = V ∗ij

W+L̄iudj : CL = ci(n)Vij W−d̄jLiu : CL = ci(n)V
∗
ij

W+R̄i
ud

j : CL = −si(n)Vij W−d̄jRi
u : CL = −si(n)V

∗
ij

W+ν̄iej : CL = δij W−ējνi : CL = δij

W+ν̄iLje : CL = δij W−L̄jeνi : CL = δij

W+ν̄iRj
e : CL = δij W−R̄j

eν
i : CL = δij
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• 	F2 F̄1

S±

=
g√

2mW (n)

(PLCL + PRCR)

G+ūidj :

{
CL = −miVij

CR = mjVij
G−d̄jui :

{
CL = −mjV

∗
ij

CR = miV
∗
ij

G+L̄iudj :

{
CL = −m(i)

1 Vij

CR = M
(i,j)
1 Vij

G−d̄jLiu :

{
CL = −M (i,j)

1 V ∗ij
CR = m

(i)
1 V

∗
ij

G+R̄i
ud

j :

{
CL = m

(i)
2 Vij

CR = −M (i,j)
2 Vij

G−d̄jRi
u :

{
CL = M

(i,j)
2 V ∗ij

CR = −m(i)
2 V

∗
ij

G+ν̄iej :

{
CL = 0

CR = mjδij
G−ējνi :

{
CL = −mjδij

CR = 0

G+ν̄iL̄je :

{
CL = 0

CR = m
(j)
1 δij

G−L̄jeνi :

{
CL = −m(j)

1 δij

CR = 0

G+ν̄iR̄j
e :

{
CL = 0

CR = −m(j)
2 δij

G−R̄j
eν
i :

{
CL = m

(j)
2 δij

CR = 0

a+L̄iudj :

{
CL = −m(i)

3 Vij

CR = M
(i,j)
3 Vij

a−d̄jLiu :

{
CL = −M (i,j)

3 V ∗ij
CR = m

(i)
3 V

∗
ij

a+R̄i
ud

j :

{
CL = m

(i)
4 Vij

CR = −M (i,j)
4 Vij

a−d̄jRi
u :

{
CL = M

(i,j)
4 V ∗ij

CR = −m(i)
4 V

∗
ij

a+ν̄iL̄je :

{
CL = 0

CR = m
(j)
3 δij

a−L̄jeνi :

{
CL = −m(j)

3 δij

CR = 0

a+ν̄iR̄j
e :

{
CL = 0

CR = −m(j)
4 δij

a−R̄j
eν
i :

{
CL = m

(j)
4 δij

CR = 0
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Oscillazioni del Bs nel MS
e nel Modello ACD

3.1 Fenomenologia del Bs

3.1.1 Dati anagrafici

Con mesone Bs si indicano due particelle neutre previste dal modello a quark, una
antiparticella dell’altra; il loro contenuto in quark è

B0
s → sb̄ B̄0

s → s̄b (3.1)

e i numeri quantici previsti sono

I
(
JP
)

= 0
(
0−
)

(3.2)

Il Bs è stato osservato per la prima volta nel 1993 dall’esperimento ALEPH presso
il collider LEP, prodotto dal decadimento della Z (Fig. 3.1) [31]. Attualmente le
misure danno [12]

Massa 5.3663± 0.0006 GeV

Vita media
(
1.476+0.024

−0.026

)
× 10−12 s

3.1.2 Equazione di evoluzione: mixing B0
s − B̄0

s

Per il Bs, come per i mesoni neutri dello stesso tipo come K0, D0 e B0, è possibile
la transizione con |∆B| = 2 nella sua antiparticella:

B0
s ↔ B̄0

s (3.3)

Analizzeremo in seguito i dettagli dell’interazione che genera questa transizione; ora
vogliamo scrivere e risolvere l’equazione che ne governa l’evoluzione.

46



CAPITOLO 3. OSCILLAZIONI DEL Bs 47

Figura 3.1: Visione “ad occhio di pesce” dell’evento Bs → ψ′φ e due suoi dettagli,
uno dei canali che hanno permesso alla Collaborazione ALEPH di osservare il mesone
Bs.

É facile vedere che l’equazione di Schroedinger non può funzionare con questo
sistema, in quanto essa è ottenuta per corrispondenza dalla meccanica non relati-
vistica, in cui non è presente l’energia di massa e quindi una particella non può
decadere. Infatti, risolvendo formalmente l’equazione di Schrodinger

i
d

dt
|ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 (3.4)

troviamo soluzioni del tipo
|ψ(t)〉 = e−iEt |ψ0〉 (3.5)

se ψ0 è autostato dell’energia; quindi la probabilità di trovare il sistema nello stato
iniziale è pari a 1. Questo è dovuto al fatto che l’Hamiltoniana è hermitiana. Se
però vogliamo costruire una teoria efficace e modifichiamo “a mano” l’Hamiltoniana
aggiungendo un termine immaginario −iΓ, l’equazione diventa

i
d

dt
|ψ(t)〉 = (H − iΓ) |ψ(t)〉 (3.6)

che ha soluzioni
|ψ(t)〉 = e−iEte−Γt |ψ0〉 (3.7)
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e quindi descrive il decadimento esponenziale del sistema, in quanto

〈ψ(t) |ψ(t)〉 = e−2Γt (3.8)

Utilizziamo quindi questo tipo di equazione. Nel prossimo paragrafo mostreremo
che questi non sono solo argomenti di plausibiltà ma derivano da un approccio
matematicamente rigoroso al problema.

Il fatto che il Bs e il B̄s possano evolvere l’uno nell’altro ci suggerisce di trattarli
come un sistema a due stati:

|Bs〉 =

(
1
0

) ∣∣B̄s

〉
=

(
0
1

)
(3.9)

per cui un generico stato di Bs sarà del tipo

|ψ(t)〉 = a(t) |Bs〉+ b(t)
∣∣B̄s

〉
(3.10)

Per quanto visto, l’Hamiltoniana efficace sarà la matrice 2× 2

H = M− i

2
Γ (3.11)

con M = M† e Γ = Γ†. Inoltre, l’invarianza CPT garantisce che una particella e
la sua antiparticella debbano avere la stessa massa e larghezza di decadimento, e
questo implica M11 = M22 ≡M1 e Γ11 = Γ22 ≡ Γ1. L’equazione è pertanto

i
d

dt

(
a(t)
b(t)

)
=

(
M1 − i

2
Γ1 M2 − i

2
Γ2

M∗
2 − i

2
Γ∗2 M1 − i

2
Γ1

)(
a(t)
b(t)

)
(3.12)

con M1 e Γ1 reali. Poiché H non è hermitiana, perdono validità alcuni teoremi che
valgono per l’equazione di Schroedinger, ad esempio gli autostati dell’Hamiltoniana
non saranno necessariamente ortogonali, o l’hamiltoniana non si potrà diagona-
lizzare necessariamente con una trasformazione unitaria; dovremo prestare quindi
particolare attenzione nel risolvere l’equazione per evitare di applicare proprietà non
valide.

Per semplicità di notazione, chiamiamo

H =

(
M1 − i

2
Γ1 M2 − i

2
Γ2

M∗
2 − i

2
Γ∗2 M1 − i

2
Γ1

)
=

(
α β
γ α

)
(3.13)

I suoi autostati e autovalori sono∣∣BL
s

〉
= p |Bs〉+ q

∣∣B̄s

〉
con autovalore µL = α +

√
βγ (3.14a)∣∣BH

s

〉
= p |Bs〉 − q

∣∣B̄s

〉
con autovalore µH = α−

√
βγ (3.14b)

con

p =

√
β√

|β|+ |γ|
q =

√
γ√

|β|+ |γ|
tali che |p|2 + |q|2 = 1 (3.15)
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Notiamo che gli autostati sono normalizzati ma non sono ortogonali. Ora, posto

V =
( ∣∣BL

s

〉T ∣∣BH
s

〉T) =
1√
|β|+ |γ|

(√
β
√
β√

γ −√γ

)
(3.16)

(notiamo che V non è unitaria) poissiamo diagonalizzare l’Hamiltoniana efficace
mediante la trasformazione

V−1HV =

(
µL 0
0 µH

)
(3.17)

Possiamo quindi diagonalizzare la nostra equazione, sfruttando il fatto che V non
dipende dal tempo:

i
d

dt

(
a(t)
b(t)

)
= H

(
a(t)
b(t)

)
⇒ i

d

dt

(
a(t)
b(t)

)
= V

[
V−1HV

]
V−1

(
a(t)
b(t)

)
⇒ i

d

dt

[
V−1

(
a(t)
b(t)

)]
=
[
V−1HV

] [
V−1

(
a(t)
b(t)

)] (3.18)

e se cambiamo base secondo (
c(t)
d(t)

)
= V−1

(
a(t)
b(t)

)
(3.19)

otteniamo l’equazione diagonale

i
d

dt

(
c(t)
d(t)

)
=

(
µL 0
0 µH

)(
c(t)
d(t)

)
(3.20)

Essa ha soluzione (
c(t)
d(t)

)
=

(
e−iµLtc(0)
e−iµH td(0)

)
(3.21)

Possiamo ora tornare nella base iniziale:(
a(t)
b(t)

)
= V

(
c(t)
d(t)

)
=

1√
|β|+ |γ|

(√
β [e−iµLtc(0) + e−iµH td(0)]√
γ [e−iµLtc(0)− e−iµH td(0)]

)
(3.22)

e quindi la soluzione finale è

|ψ(t)〉 =

√
β√

|β|+ |γ|
[
e−iµLtc(0) + e−iµH td(0)

]
|Bs〉+

+

√
γ√

|β|+ |γ|
[
e−iµLtc(0)− e−iµH td(0)

] ∣∣B̄s

〉
= e−iµLtc(0)

∣∣B̄L
s

〉
+ e−iµH td(0)

∣∣B̄H
s

〉
(3.23)
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Sottolineamo che, poiché µL e µH sono quantità complesse, il termine esponenziale
comprende sia una parte di oscillazione che una parte di decadimento:

µL,H =

(
M1 −

i

2
Γ1

)
±

√(
M2 −

i

2
Γ2

)(
M∗

2 −
i

2
Γ∗2

)
(3.24)

Esplicitiamo quindi formalmente le parti reali e complesse

µL,H = mL,H −
i

2
ΓL,H (3.25)

e introduciamo le quantità

∆µ = µH − µL = ∆m+
i

2
∆Γ ∆m = mH −mL ∆Γ = ΓL − ΓH

m =
mH +mL

2
Γ =

ΓH + ΓL
2

(3.26)

É chiaro anche che, mentre |Bs〉 e
∣∣B̄H

s

〉
sono autostati di flavour,

∣∣B̄L
s

〉
e
∣∣B̄H

s

〉
sono

autostati di massa (M) e larghezza (Γ):∣∣BL,R
s (t)

〉
= e−imL,H te−

ΓL,Rt

2

∣∣BL,R
s

〉
(3.27)

Esplicitiamo anche

p

q
=

√
M2 − i

2
Γ2

M∗
2 − i

2
Γ∗2

= −
∆m+ i

2
∆Γ

2M2 − iΓ2

= − 2M∗
2 − iΓ∗2

∆m+ i
2
∆Γ

(3.28)

Consideriamo ora i due stati iniziali interessanti dal punto di vista sperimentale:
chiamiamo

∣∣Bphys
s (t)

〉
lo stato che inizialmente è puro |Bs〉 (

∣∣Bphys
s (0)

〉
= |Bs〉), e

analogamente
∣∣B̄phys

s (t)
〉
lo stato che inizialmente è puro

∣∣B̄s

〉
(
∣∣B̄phys

s (0)
〉

=
∣∣B̄s

〉
).

Per questi l’evoluzione temporale è data da∣∣Bphys
s (t)

〉
= g+(t) |Bs〉+

q

p
g−(t)

∣∣B̄s

〉
(3.29a)

∣∣B̄phys
s (t)

〉
=
p

q
g+(t) |Bs〉+ g−(t)

∣∣B̄s

〉
(3.29b)

dove

g+(t) =
1

2

[
e−imLte−

ΓL
2
t + e−imH te−

ΓH
2
t
]

= e−imte−
Γ
2
t

[
cosh

∆Γ t

4
cos

∆m t

4
− i sinh

∆Γ t

4
sin

∆m t

4

] (3.30a)

g−(t) =
1

2

[
e−imLte−

ΓL
2
t − e−imH te−

ΓH
2
t
]

= e−imte−
Γ
2
t

[
cosh

∆Γ t

4
cos

∆m t

4
+ i sinh

∆Γ t

4
sin

∆m t

4

] (3.30b)
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Figura 3.2: Andamento nel tempo della probabilità P (Bs(t)) = |〈Bs(t) |Bs(t)〉|2 di
trovare un Bs in un campione che a t = 0 è costituito da soli Bs.

Quello che avviene è evidente: lasciando evolvere nel tempo uno stato iniziale di puro
Bs (B̄s), esso autointeragisce ed effettua transizioni in B̄s (Bs) in modo oscillatorio, e
contemporaneamente Bs e B̄s, ora mescolati, decadono esponenzialmente (Fig. 3.2).
Osserviamo però che ancora non conosciamo i parametri fondamentali di questo
comportamento mL,H e ΓL,H , in quanto è difficile esplicitare analiticamente la loro
dipendenza dai parametri dell’Hamiltoniana efficace M1,2 e Γ1,2.

Quanto detto finora si applica a tutti i sistemi di mesoni neutri citati: K0− K̄0,
D0 − D̄0, B0 − B̄0, B0

s − B̄0
s . Solo per i sistemi B0 − B̄0 e B0

s − B̄0
s possiamo però

applicare una proprietà che ci permette di effettuare delle utili approssimazioni.
Infatti, si vede empiricamente che per questi sistemi si ha

|Γ2| � |M2| (3.31)

Come vedremo, questo è dovuto alla gerarchia tra gli elementi della matrice CKM.
Questo ci permette di sviluppare in serie di |Γ2|

µL,H =

(
M1 −

i

2
Γ1

)
±

√(
M2 −

i

2
Γ2

)(
M∗

2 −
i

2
Γ∗2

)
'

'

[
M1 ±

(
|M2| −

|Γ2|2

8 |M2|2

)]
− i

2

[
Γ1 ±

Re (M2Γ∗2)

|M2|

] (3.32)

e quindi di esplicitare

mL,H '

[
M1 ±

(
|M2| −

|Γ2|2

8 |M2|2

)]
ΓL,H ' [Γ1 ∓ |Γ2| cosφ] (3.33)

dove abbiamo introdotto
φ = Arg

(
−M2

Γ2

)
(3.34)

che è una quantità che compare in molte osservabili legate all’oscillazione di questi
mesoni. Otteniamo quindi

m 'M1 Γ ' Γ1 (3.35a)
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∆m = 2 |M2|

[
1 +O

(∣∣∣∣M2

Γ2

∣∣∣∣2
)]

∆Γ = 2 |Γ2| cosφ

[
1 +O

(∣∣∣∣M2

Γ2

∣∣∣∣2
)]

(3.35b)

Inoltre, introducendo la fase φM = Arg(M2), e il parametro piccolo

a = Im
(

Γ2

M2

)
=

∣∣∣∣ Γ2

M2

∣∣∣∣ sinφ (3.36)

possiamo esplicitare anche

|p| = 1√
2

(
1 +

a

4

)
+O

(∣∣∣∣M2

Γ2

∣∣∣∣2
)

|q| = 1√
2

(
1− a

4

)
+O

(∣∣∣∣M2

Γ2

∣∣∣∣2
)

q

p
= −e−iφM

(
1− a

2

)
+O

(∣∣∣∣M2

Γ2

∣∣∣∣2
)

(3.37)

3.1.3 Violazione di CP

Adottiamo la convenzione di fase

CP
∣∣B0

s (P ρ)
〉

= −
∣∣B̄0

s (Pρ)
〉

(3.38)

Possiamo costruire delle combinazioni che siano autostati di CP pari (E) o dispa-
ri (O):∣∣BE

s

〉
=

1√
2

(
|Bs〉 −

∣∣B̄s

〉)
tale che CP

∣∣BE
s

〉
= +

∣∣BE
s

〉
(3.39a)

∣∣BO
s

〉
=

1√
2

(
|Bs〉+

∣∣B̄s

〉)
tale che CP

∣∣BO
s

〉
= −

∣∣BO
s

〉
(3.39b)

Ora consideriamo uno stato finale f e il suo coniugato per CP f̄ con la conven-
zione di fase

CP |f〉 = +
∣∣f̄〉 (3.40)

Vogliamo calcolare le ampiezze di transizione per B0
s , B̄

0
s → f, f̄ . Si ha

Γ (Bs(t)→ f) = Nf |〈f |Bs(t)〉|2 Γ
(
B̄s(t)→ f

)
= Nf

∣∣〈f ∣∣B̄s(t)
〉∣∣2 (3.41a)

Γ
(
Bs(t)→ f̄

)
= Nf̄

∣∣〈f̄ |Bs(t)〉
∣∣2 Γ

(
B̄s(t)→ f̄

)
= Nf̄

∣∣〈f̄ ∣∣B̄s(t)
〉∣∣2 (3.41b)

dove Nf,f̄ sono i fattori di normalizzazione e spazio delle fasi; poiché essi sono ci-
nematici, si ha Nf = Nf̄ (per Bs(t), B̄s(t) naturalmente intendiamo per brevità
gli stati che in precedenza abbiamo chiamato Bphys

s (t), B̄phys
s (t)). Introduciamo le

quantità

Af = 〈f |Bs〉 Āf = 〈f
∣∣B̄s

〉
Af̄ =

〈
f̄ |Bs〉 Āf̄ =

〈
f̄
∣∣B̄s

〉
λf =

q

p

Āf
Af
' −e−iφM

(
1− a

2

) Āf
Af

λf̄ =
p

q

Af̄
Āf̄
' −eiφM

(
1 +

a

2

) Af̄
Āf̄

(3.42)
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Sappiamo che la trasformazione di CP è definita a meno di una fase in virtù della
possibilità di ridefinire la fase delle particelle. Questo implica che anche le quantità
introdotte sopra contengano delle parti ridefinibili e quindi non osservabili. Si può
però provare che le quantità

∆m ∆Γ a φ

∣∣∣∣qp
∣∣∣∣ ∣∣∣∣Āf̄Af

∣∣∣∣ λf (3.43)

sono indipendenti dalle scelte di fase [32]; in particolare, è osservabile la fase di λf
che è l’unica quantità complessa.

Si vede immediatamente che in queste ampiezze le funzioni g+(t) e g−(t) entrano
solo nelle combinazioni

|g±(t)|2 =
1

4

[
e−ΓLt + e−ΓH t ± 2e−Γt cos (∆m t)

]
=

=
e−Γt

2

[
cosh

∆Γ t

2
± cos (∆m t)

] (3.44a)

g+(t)g∗−(t) =
1

4

[
e−ΓLt − e−ΓH t + 2ie−Γt sin (∆m t)

]
=

=
e−Γt

2

[
− sinh

∆Γ t

2
+ i sin (∆m t)

] (3.44b)

Esplicitando, si ottiene

Γ (Bs(t)→ f) = Nf |〈f |Bs〉|2
{
|g+(t)|2 + |λf |2 |g−(t)|2 + 2Re

[
λfg

∗
+(t)g−(t)

]}
=

= Nf |Af |2 e−Γt

{
1 + |λf |2

2
cosh

∆Γ t

2
+

1− |λf |2

2
cos (∆m t)

−Reλf sinh
∆Γ t

2
− Imλf sin (∆m t)

}
(3.45a)

Γ
(
B̄s(t)→ f

)
= Nf

∣∣〈f ∣∣B̄s

〉∣∣2 ∣∣∣∣pq
∣∣∣∣2 {|g−(t)|2 + |λf |2 |g+(t)|2 + 2Re

[
λfg+(t)g∗−(t)

]}
=

= Nf |Af |2 (1 + a) e−Γt

{
1 + |λf |2

2
cosh

∆Γ t

2
− 1− |λf |2

2
cos (∆m t)

−Reλf sinh
∆Γ t

2
+ Imλf sin (∆m t)

}
(3.45b)

Γ
(
Bs(t)→ f̄

)
= Nf

∣∣〈f̄ |Bs〉
∣∣2 ∣∣∣∣qp

∣∣∣∣2 {|g−(t)|2 +
∣∣λf̄ ∣∣2 |g+(t)|2 + 2Re

[
λf̄g+(t)g∗−(t)

]}
=

= Nf
∣∣Āf̄ ∣∣2 (1− a) e−Γt

{
1 +

∣∣λf̄ ∣∣−2

2
cosh

∆Γ t

2
−

1−
∣∣λf̄ ∣∣−2

2
cos (∆m t)

−Re 1

λf̄
sinh

∆Γ t

2
+ Im

1

λf̄
sin (∆m t)

}
(3.45c)
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Γ
(
B̄s(t)→ f̄

)
= Nf

∣∣〈f̄ ∣∣B̄s

〉∣∣2 {|g+(t)|2 +
∣∣λf̄ ∣∣2 |g−(t)|2 + 2Re

[
λf̄g

∗
+(t)g−(t)

]}
=

= Nf
∣∣Āf̄ ∣∣2 e−Γt

{
1 +

∣∣λf̄ ∣∣−2

2
cosh

∆Γ t

2
+

1−
∣∣λf̄ ∣∣−2

2
cos (∆m t)

−Re 1

λf̄
sinh

∆Γ t

2
− Im

1

λf̄
sin (∆m t)

}
(3.45d)

Mostriamo ora che ci sono tre osservabili indipendenti dalle scelte di fase che
caratterizzano la violazione di CP:∣∣∣∣qp

∣∣∣∣ ∣∣∣∣Āf̄Af
∣∣∣∣ λf =

q

p

Āf
Af

(3.46)

• Violazione di CP nel mixing: |q/p| 6= 1

Se CP fosse conservata, non sarebbero possibili transizioni tra gli autostati di
CP

∣∣BE
s

〉
e
∣∣BO

s

〉
: il loro decadimento dovrebbe essere puramente esponenziale

senza generare mixing tra essi. Noi però conosciamo già gli stati che soddisfano
questi requisiti: si tratta degli autostati di massa e larghezza

∣∣BL
s

〉
e
∣∣BH

s

〉
.

Pertanto, se CP è una simmetria per i sistemi di mesoni neutri, gli autostati
di CP devono coincidere con gli autostati di massa. Poiché abbiamo visto∣∣BE

s

〉
=

1√
2

(
|Bs〉 −

∣∣B̄s

〉) ∣∣BO
s

〉
=

1√
2

(
|Bs〉+

∣∣B̄s

〉)
(3.47a)∣∣BL

s

〉
= p |Bs〉+ q

∣∣B̄s

〉 ∣∣BH
s

〉
= p |Bs〉 − q

∣∣B̄s

〉
(3.47b)

è chiaro che questo è verificato se e solo se∣∣∣∣qp
∣∣∣∣ = 1 (3.48)

in quanto le fasi di |Bs〉 e
∣∣B̄s

〉
sono ridefinibili. Questa segnatura di violazione

di CP è chiamata violazione di CP nel mixing appunto perché dipende da come
|Bs〉 e

∣∣B̄s

〉
sono mescolati per formare gli autostati di massa e di CP.

Poiché abbiamo visto
p

q
=

√
M2 − i

2
Γ2

M∗
2 − i

2
Γ∗2

(3.49)

ne deriva che CP è violata se M2 e Γ2 hanno tra loro una fase relativa non
nulla.

• Violazione di CP nel decadimento:
∣∣Āf̄/Af

∣∣ 6= 1

É evidente che poiché i processi Bs → f e B̄s → f̄ sono tra loro coniugati
per CP, se CP è una simmetria per la Lagrangiana essi devono avere la stessa
probabilità, e quindi deve essere ∣∣∣∣Āf̄Af

∣∣∣∣ = 1 (3.50)
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Se si osservasse per tale quantità un valore diverso da 1, si avrebbe una segna-
tura di violazione di CP, chiamata quindi violazione di CP nel decadimento.

Ora, in un’ampiezza di transizione possono apparire due tipi di fasi non eli-
minabili. Le prime sono le fasi degli elementi della matrice CKM; esse sono
chiamate fasi deboli e compaiono in un processo e nel suo coniugato con se-
gno opposto. Le seconde possono comparire anche se la Lagrangiana è reale,
dalle parti di assorbimento dell’ampiezza di decadimento; esse sono dominate
dall’interazione forte e sono quindi chiamate fasi forti ; compaiono con lo stes-
so segno in un processo e nel suo coniugato e quindi conservano CP. Queste
considerazioni ci consentono di scrivere

Af =
∑
k

Ake
i(δk+φk) Āf̄ =

∑
k

Ake
i(δk−φk) (3.51)

da cui deduciamo che in un processo per avere violazione di CP nel decadi-
mento è necessario che il processo abbia almeno due contributi e che almeno
due di essi differiscano sia nella fase debole che nella fase forte.

• Violazione di CP nell’interferenza tra mixing e decadimento: λf 6= ±1

Per alcuni stati finali f è possibile sia la transizione Bs → f che la transizione
B̄s → f ; per questa ragione e a causa del mixing Bs−B̄s, la transizione Bs → f
ha due contributi:

Bs → f e Bs → B̄s → f (3.52)

che possono interferire tra loro. Nell’interferenza può comparire una fase che
viola CP; questa segnatura è pertanto chiamata violazione di CP nell’intera-
zione tra mixing e decadimento. Essa si realizza nella presenza di una fase
relativa non nulla tra q/p e Āf̄/Af .

Consideriamo ora uno di questi stati finali che sia anche autostato di CP:∣∣f̄CP〉 = ± |fCP 〉 (3.53)

In questo caso possiamo scrivere

λf =
q

p

Āf
Af

= ±q
p

Āf̄
Af

(3.54)

Ne deriva che, anche se non ci fosse violazione di CP né nel mixing né nel
decadimento, avremmo |λf | = 1 ma, se ci fosse violazione di CP nella loro
interferenza, risulterebbe comunque λf 6= ±1.

Vogliamo ora costruire delle quantità legate immediatamente ai dati sperimentali
che mostrino se c’è o meno qualche tipo di violazione di CP [32]. Introduciamo a
questo scopo la asimmetria dipendente dal tempo per gli autostati di CP f = fCP

af (t) =
Γ
(
B̄s(t)→ f

)
− Γ (Bs(t)→ f)

Γ
(
B̄s(t)→ f

)
+ Γ (Bs(t)→ f)

(3.55)
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ed esplicitiamo come essa contiene i vari tipi di violazione di CP:

af (t) = −
(
1− |λf |2

)
cos (∆m t)− 2 Imλf sin (∆m t)(

1 + |λf |2
)

cosh
(

∆Γ t
2

)
− 2 Reλf sinh

(
∆Γ t

2

)
= −Adir cos (∆m t) + Amix sin (∆m t)

cosh
(

∆Γ t
2

)
+ A∆Γ sinh

(
∆Γ t

2

) (3.56)

dove

Adir =
1− |λf |2

1 + |λf |2
Amix = − 2 Imλf

1 + |λf |2
(3.57)

sono nulle rispettivamente se è nulla la violazione di CP diretta (mixing e decadi-
mento) e se è nulla la violazione di CP nell’interferenza; mentre A∆Γ vale

A∆Γ = − 2 Reλf
1 + |λf |2

(3.58)

Un’altra quantità, utile soprattutto se non si dispone di un’adeguata risoluzione
temporale, è la asimmetria integrata

af =

∫∞
0
dt
[
Γ
(
B̄s(t)→ f

)
− Γ (Bs(t)→ f)

]∫∞
0
dt
[
Γ
(
B̄s(t)→ f

)
+ Γ (Bs(t)→ f)

] (3.59)

che vale
af =

1 + y2

1 + x2

Adir + Amix

1 + A∆Γy
(3.60)

dove
x =

∆m

Γ
y =

∆Γ

2Γ
(3.61)

3.2 Teoria delle oscillazioni del Bs nel MS

3.2.1 Approssimazione di Wigner-Weisskopf

Nei paragrafi precedenti abbiamo sviluppato un modello efficace per descrivere il
comportamento del mesone Bs. Ora vogliamo legare i parametri di questo modello
ai parametri del MS, in modo da poter fare delle previsioni o determinare dei vincoli.

Il formalismo per trattare il problema di mesoni mescolati e al tempo stesso
instabili è stato sviluppato da Weisskopf e Wigner [33]. In esso sono presenti tre
approssimazioni:

• sviluppo perturbativo arrestato al second’ordine;

• non interazione tra gli stati finali;

• un’approssimazione di calcolo che consiste nel sostituire ad una funzione solo
il contributo dominante del suo polo [34].
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Supponiamo che l’Hamiltoniana sia del tipo

H = H0 +H ′ (3.62)

dove H0 è il contributo dominante e H ′ è una piccola perturbazione. Supponiamo
che lo spettro di H0 consista di n autostati discreti |i〉 e di uno spettro continuo di
autostati |x〉:

H0 |i〉 = E0 |i〉 i = 1 . . . n (3.63a)
H0 |x〉 = Ex |x〉 (3.63b)

Uno stato generico può essere quindi espanso in questa base:

|ψ(t)〉 =
n∑
i=1

αi(t) |i〉+
∑
x

βx(t) |x〉 (3.64)

Esso obbedisce all’equazione di Schroedinger

i
d

dt
|ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 (3.65)

che è un’equazione per αi(t) e βx(t). La soluzione di questa equazione richiede
passaggi non banali di analisi complessa, quali la trasformazione di Laplace e la
teoria dei residui; ci limitiamo qui a dare il risultato. Posto

Wij = 〈i |H ′| j〉+
∑
x

〈i |H ′|x〉 〈x |H ′| j〉
(E0 − Ex)PV

− iπ
∑
x

δ (E0 − Ex) 〈i |H ′|x〉 〈x |H ′| j〉

(3.66a)
M = E0I + W (3.66b)

troviamo che la soluzione è

α(t) = e−iM tα0 (3.67a)
β(t) = . . . (3.67b)

Non riportiamo β(t) perché non ci interessa; invece, notiamo che per la sua forma
α(t) è soluzione dell’equazione

i
d

dt
α(t) = Mα(t) (3.68)

che ha la forma di un’equazione di Schroedinger, ma al posto di una Hamiltoniana
(hermitiana) troviamo un operatore non hermitiano.

Comincia quindi ad essere chiaro il collegamento di questo modello con il siste-
ma di mesoni neutri. Lo spettro discreto degenere è costituito dai due autostati di
flavour, mentre lo spettro continuo da tutti gli stati intermedi e finali in cui essi
possono decadere. Se consideriamo sia i mesoni che gli stati finali, essi obbediscono
ad’un’equazione di Schroedinger ordinaria; se invece ci limitiamo a considerare solo
i mesoni, troviamo che questi obbediscono ad un’equazione con la stessa forma di
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quella di Schroedinger ma governata da un operatore non hermitiano che noi abbia-
mo chiamato Hamiltoniana efficace. Con un procedimento rigoroso abbiamo quindi
mostrato che il comportamento del sistema di mesoni neutri è proprio quello che
avevamo ipotizzato con argomenti di plausibilità: essi effettuano transizioni l’uno
nell’altro e contemporaneamente decadono esponenzialmente.

Riscriviamo quindi le relazioni precedenti per il sistema Bs − B̄s. H0 è l’Hamil-
toniana di interazione forte; il suo spettro è composto dalla parte discreta

H0 |Bs〉 = m |Bs〉 H0

∣∣B̄s

〉
= m

∣∣B̄s

〉
(3.69)

e da una parte continua; H ′ è l’Hamiltoniana di interazione debole. I due mesoni
evolvono secondo l’equazione

i
d

dt

(
Bs

B̄s

)
= Heff

(
Bs

B̄s

)
(3.70)

con
Heff = mI + W (3.71a)

Wij = 〈i |H ′| j〉+
∑
x

〈i |H ′|x〉 〈x |H ′| j〉
(E0 − Ex)PV

− iπ
∑
x

δ (E0 − Ex) 〈i |H ′|x〉 〈x |H ′| j〉

(3.71b)
dove i, j = Bs, B̄s. Come ogni matrice, Heff può essere scomposta nella sua parte
hermitiana M = M† e nella sua parte non hermitiana Γ = Γ†:

M =
1

2

(
Heff + H†eff

)
Γ = i

(
Heff −H†eff

)
(3.72)

in modo che
Heff = M− i

2
Γ =

(
M1 − i

2
Γ1 M2 − i

2
Γ2

M∗
2 − i

2
Γ∗2 M1 − i

2
Γ1

)
(3.73)

in cui abbiamo implementato anche l’invarianza CPT come spiegato in precedenza.
Abbiamo quindi ottenuto rigorosamente l’equazione di evoluzione per il sistema di
mesoni neutri utilizzata in precedenza.

3.2.2 Calcolo dell’Hamiltoniana efficace

Dal calcolo del paragrafo precedente segue che i parametri dell’Hamiltoniana efficace
valgono

M1 = m+ 〈Bs|H ′ |Bs〉+
∑
x

|〈Bs|H ′ |x〉|2

(m− Ex)PV
(3.74a)

Γ1 = 2π
∑
x

δ (m− Ex) |〈Bs|H ′ |x〉|2 (3.74b)

M2 = 〈Bs|H ′
∣∣B̄s

〉
+
∑
x

〈Bs |H ′|x〉
〈
x |H ′| B̄s

〉
(m− Ex)PV

(3.74c)

Γ2 = 2π
∑
x

δ (m− Ex) 〈Bs |H ′|x〉
〈
x |H ′| B̄s

〉
(3.74d)
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Le relazioni precedenti sono proprio quelle che cercavamo, in quanto esprimono
i parametri che compaiono nella descrizione fenomenologica del Bs, e quindi ne-
gli esperimenti, alle quantità del MS (m, H ′ e tutte le ampiezze di transizione).
Analizziamole quindi singolarmente in dettaglio.

Osserviamo che M1 è l’unica quantità che contiene un termine di ordine zero: m
è la massa del Bs (e B̄s) se questo fosse stabile, e H ′ è l’Hamiltoniana di interazione
debole che causa la transizione Bs − B̄s e i decadimenti negli altri stati finali. Il
secondo e il terzo termine sono quindi molto più piccoli della massa del Bs, e quindi
possiamo porre con ottima approssimazione

M1 = m (3.75)

Passiamo ora ad analizzare Γ1. |〈Bs|H ′ |x〉|2 è la probabilità della transizione
Bs → x; la delta di Dirac δ (m− Ex) implementa la conservazione dell’energia; Γ1 è
poi ottenuta da questi sommando su tutti gli stati finali e moltiplicando per 2π che in
questo caso è proprio il fattore di proporzionalità tra la sezione d’urto e la larghezza
di decadimento. Di conseguenza, per definizione di larghezza di decadimento, Γ1 è
proprio la larghezza di decadimento Γ del Bs:

Γ1 = Γ (3.76)

Per quanto riguarda M2 e Γ2, essi sono presenti negli elementi non diagonali
dell’Hamiltoniana effettiva, quindi ci aspettiamo che regolino la transizione Bs ↔
B̄s. Consideriamo quindi il processo Bs ↔ B̄s, che è governata dall’Hamiltoniana
H ′, ed effettuiamo lo sviluppo perturbativo della sua matrice di transizione:

M
(
Bs → B̄s

)
= 〈Bs|H ′

∣∣B̄s

〉
+

∑
x:Ex 6=m

〈Bs |H ′|x〉
〈
x |H ′| B̄s

〉
(m− Ex)

+

+
∑

x:Ex 6=m

∑
y:Ey 6=m

〈Bs |H ′|x〉 〈x |H ′| y〉
〈
y |H ′| B̄s

〉
(m− Ex) (m− Ey)

+ . . .

(3.77)

La prescrizione Ex 6= m è equivalente a quella del valor principale; notiamo quindi
cheM2 coincide con i primi due termini dello sviluppo perturbativo della transizione
Bs → B̄s. Di conseguenza, possiamo identificare

M2 = M
(
Bs → B̄s

)
(3.78)

Osserviamo ora che ∑
x

. . . 〈Bs |H ′|x〉
〈
x |H ′| B̄s

〉
(3.79)

è presente sia in M2 che in Γ2; essa rappresenta l’ampiezza di probabilità per la
transizione Bs → x → B̄s (e viceversa), sommata per tutti gli stati intermedi che
lo consentono (ad esempio quelli con S = B = 0). La differenza è che mentre in
M1 non compaiono gli stati intermedi con Ex = m (ovvero gli stato intermedi sono
off mass shell), in Γ2 la presenza della delta di Dirac indica che gli stati intermedi
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sono tutti e soli quelli on mass shell. Di conseguenza, Γ1 aggiunge all’ampiezza della
transizione Bs → B̄s, che contiene solo gli stati intermedi off shell, il contributo degli
stati intermedi on shell:

Γ2 = M on shell (Bs → B̄s

)
(3.80)

Calcolare M
(
Bs → B̄s

)
, sia off shell che on shell, è un’impresa ardua, in quan-

to la somma sugli stati intermedi implica che bisogna calcolare tutti i canali di
decadimento comuni a Bs e B̄s:

Bs → D+
s D

−
s , Bs → J/ψ φ, Bs → J/ψ η, Bs → π+ π+ π0, Bs → π0 π0, . . .

(3.81)
Per rendere il problema trattabile, si fa l’assunzione che la somma su tutto lo spazio
delle fasi adronico possa essere approssimato dalla somma su tutto lo spazio delle
fasi dei singoli quark [35]. Questa ipotesi riduce drasticamente il numero di processi
da calcolare. Infatti, la transizione Bs ↔ B̄s può avvenire solo tramite i seguenti
diagrammi a box:


Bs B̄s

u, c, t

W− W+

ū, c̄, t̄

s

b̄

b

s̄

�Bs B̄su, c, t

W−

W+

ū, c̄, t̄

s

b̄

b

s̄

• Calcolo di M2

Di tutte le combinazioni di flavour dei quark virtuali dei diagrammi a box mo-
strati, il contributo dominante a M2 deriva dai grafici in cui viene scambiato
solo il quark top [36]. Infatti, detti i e j i flavour dei quark scambiati, la se-
zione d’urto è proporzionale a |VibV ∗is|2|VjsV ∗jb|2; a causa della gerarchia tra gli
elementi ella matrice CKM, le combinazioni dominanti sono |VcbV ∗cs|2|VcsV ∗cb|2
e |VtbV ∗ts|2|VtsV ∗tb|2, che sono dello stesso ordine. D’altra parte, il meccani-
smo GIM prevede che la sezione d’urto sia proporzionale alle masse dei quark
scambiati; di conseguenza, il contributo con i due charm è soppresso come
m2
c/m

2
t .

I diagrammi a box possono essere calcolati con l’ausilio della OPE (cfr. Ap-
pendice A). A corte distanze, i quattro punti di interazione possono essere
sovrapposti in un unico punto, ovvero il diagramma a box si riduce ad un
diagramma effettivo a quattro fermioni.
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�
t

t̄

s

b̄

b

s̄ 
t t̄

s

b̄

b

s̄

→�OLL

s

b̄

b

s̄

L’Hamiltoniana efficace a quattro femioni è

H |∆F |=2 =
G2
F

8π2
(VtbV

∗
ts)

2C (mt,mw, µ)OLL(µ) (3.82)

dove il coefficiente di Wilson C (mt,mW , µ) e l’operatore a quattro fermioni
OLL(µ) sono rispettivamente

C (mt,mW , µ) = m2
WS0(xt)η̂b (3.83a)

OLL(µ) = s̄γν
(
1− γ5

)
bs̄γν

(
1− γ5

)
b (3.83b)

S(xt) è la funzione di Inami-Lim [37], che si ottiene calcolando il box:

S0(xt) =
4xt − 11x2

t + x3
t

4(1− xt)2
− 3x3

t lnxt
2(1− xt)3

(3.84)

il parametro η̂b contiene le correzioni dovute all’interazione forte, e poiché il
processo avviene a piccole distanze, è calcolabile perturbativamente [38]. Dato
che i quark b̄, s, b, s̄ sono confinati all’interno degli adroni, siamo interessati a
〈Bs|H |∆F |=2

∣∣B̄s

〉
; a questo scopo poniamo

〈Bs|OLL

∣∣B̄s

〉
=

2

3
m2
Bsf

2
BsBBs (3.85)

dove fBs è la costante di decadimento del Bs, e dove viene definita la quantità
non perturbativa BBs . Otteniamo quindi infine

M2 = 〈Bs|H |∆F |=2
∣∣B̄s

〉
=

G2
F

12π2
(VtbV

∗
ts)

2mBsm
2
WS0(xt)η̂bf

2
BsBBs (3.86)

Il parametro η̂b si calcola con metodi perturbativi; attualmente è stato calco-
lato al next-to-leading order in αs. Per i parametri fBs e BBs sono noti i valori
dalle simulazioni su reticolo [39]:

η̂b 0.55± 0.01

fBs 231± 15 MeV

BBs 0.86± 0.06

Come abbiamo mostrato nel paragrafo precedente, il valore di M2 è legato ad
una quantità sperimentalmente accessibile, ∆m; la previsione del MS è dunque

∆m ' 2|M2| = 19.30± 6.68 ps−1 (3.87)
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• Calcolo di Γ2

Nel caso di Γ2, poiché gli stati intermedi devono essere on shell, lo scambio del
quark top non è energeticamente consentito, pertanto il contributo dominante
deriva dallo scambio di due charm. Inoltre, poiché gli stati intermedi sono reali,
non possiamo integrarli in un operatore effettivo; possiamo però integrare le
due W , ottenendo

�c

c̄

s

b̄

b

s̄

→ �c

c̄

s

b̄

b

s̄

L’Hamiltoniana efficace per questo diagramma è

Hon shell =
G2
F

24π
(VcbV

∗
cs)

2 m2
b

mBs

[−F (µ)Q+ FS(µ)QS]

[
1 +O

(
ΛQCD

mb

)]
(3.88)

dove gli operatori effettivi sono

Q = s̄γν
(
1− γ5

)
bs̄γν

(
1− γ5

)
b (3.89a)

QS = s̄γν
(
1 + γ5

)
bs̄γν

(
1 + γ5

)
b (3.89b)

Scriviamo i loro elementi di matrice come

〈Bs|Q
∣∣B̄s

〉
=

2

3
m2
Bsf

2
BsBBs (3.90a)

〈Bs|QS

∣∣B̄s

〉
=

5

12
m2
Bsf

2
Bs

m2
Bs

(mb +ms)
2B

S
Bs (3.90b)

Le funzioni F (µ) e FS(µ) sono funzioni dei coefficienti di Wilson C1(µ) e C2(µ)
(cfr. Appendice A). Otteniamo quindi [40]

Γ2 = 〈Bs|Hon shell
∣∣B̄s

〉
'

'G
2
F

6π
(VcbV

∗
cs)

2m2
bmBsf

2
Bs

[
−2

3
BBsF (µ) +

5

12

m2
Bs

(mb +ms)
2B

S
BsFS(µ)

]
'

'
(

fBs
245 MeV

)2 [
(0.234± 0.035)BS

Bs − (0.080± 0.020)
] Γ

2
+

+ una piccola parte immaginaria
(3.91)

Abbiamo visto che anche Γ2 è legato ad una quantità sperimentalmente acces-
sibile, ∆Γ; il MS prevede quindi

∆Γ ' 2|Γ2| sinφ = 0.070± 0.0042 ps−1 (3.92)
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• Calcolo di φ

Abbiamo visto che, anche se M2 e Γ2 assumono valori complessi, solo tre delle
quattro quantità che li costituiscono sono indipendenti dalle scelte di fase e
quindi osservabili:

|M2| |Γ2| φ = Arg
(
−M2

Γ2

)
(3.93)

Quindi |M2| e |Γ2| sono i moduli delle quantità appena calcolate, mentre φ
dipende dalla loro fase relativa. Poiché abbiamo visto

Arg (M2) = Arg
[
(VtbV

∗
ts)

2] = 2Arg (VtbV
∗
ts) (3.94a)

Arg (−Γ2) = Arg
[
(VcbV

∗
cs)

2] = 2Arg (VcbV
∗
cs) (3.94b)

otteniamo

φ = Arg
(
−M2

Γ2

)
= Arg (M2)− Arg (−Γ2) '

' 2 [Arg (VtbV
∗
ts)− Arg (VcbV

∗
cs)] = 2Arg

(
−VtbV

∗
ts

VcbV ∗cs

) (3.95)

Ma l’angolo

βs = Arg
(
−VtbV

∗
ts

VcbV ∗cs

)
(3.96)

è proprio uno degli angoli di uno dei triangoli di unitarietà (appunto quello
che nel Capitolo 1 abbiamo presentato come il triangolo di unitarietà coinvolto
nel settore del Bs). Di conseguenza, la determinazione di φ, che è un parame-
tro fondamentale del mixing del Bs, ci fornisce direttamente informazioni su
quest’angolo:

φ = 2βs (3.97)

Attualmente, si stima
βs ' 0.02 (3.98)

3.3 Teoria delle oscillazioni del Bs nel Modello ACD

3.3.1 Contributo dei modi di Kaluza-Klein

Abbiamo visto che l’esistenza di una singola UED compattificata nell’orbifold S1
R/Z2

dà luogo nelle quattro dimensioni ordinarie ad una teoria effettiva in cui ad ogni
particella sono associate delle eccitazioni di massa molto pesanti, che si accoppiano
secondo le regole di Feynman che abbiamo elencato. In accordo al modello, questi
nuovi stati non sono stati osservati direttamente perché troppo massivi per le attuali
scale di energia degli esperimenti; però essi possono comunque contribuire come
particelle virtuali nei processi a loop, generando delle deviazioni dalle predizioni del
MS e quindi fornendo una prova indiretta della loro esistenza. Poiché, come abbiamo
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spiegato, il mixing del Bs è generato da processi a loop, esso è un processo adatto
per studiare eventuali deviazioni dovute alla presenza di dimensioni extra.

In analogia con quello che abbiamo fatto nel paragrafo precedente, dobbiamo
ricavare i parametri dell’Hamiltoniana efficace mediante le prescrizioni del Modello
ACD. Cominciamo quindi con l’osservare che nè M1 nè Γ1 vengono modificati dal
Modello ACD, in quanto abbiamo identificato M1 con la massa del Bs e Γ1 con
la sua larghezza, e questi sono parametri che in questo contesto stiamo assumendo
essere liberi. Invece, sia M2 che Γ2 sono determinati dalle ampiezze di processi
a loop; per quanto riguarda Γ2 però, abbiamo visto che esso coinvolge solo stati
intermedi on shell, e quindi ancora i modi eccitati di Kaluza-Klein non contribuiscono
perché troppo pesanti e quindi non permessi energeticamente; essi possono invece
contribuire in M2 perché in esso gli stati intermedi sono off shell. Osserviamo infine
che, poiché la fase relativa tra M2 e Γ2 dipende solo dagli elementi di matrice CKM,
e come abbiamo visto il Modello ACD non modifica la matrice CKM, anche φ è lo
stesso del MS. In conclusione, nel mixing del Bs il Modello ACD prevede eventuali
deviazioni solo per |M2|.

Consideriamo quindi i processi che contribuiscono a M2 = 〈Bs|H |∆F |=2
ACD

∣∣B̄s

〉
:

dobbiamo stabilire quali delle eccitazioni di Kaluza-Klein compaiono come particelle
virtuali, oltre al quark top e alle W± del MS. Per quanto abbiamo visto dalle regole
di Feynman del Modello ACD, esse sono (omettendo il numero di eccitazione n) [29]:

�ui,Liu,Ri
u

W±, G±, a± W±, G±, a±

ūj, L̄ju, R̄j
u

s

b̄

b

s̄

�ui,Liu,Ri
u

W±, G±, a±

W±, G±, a±

ūj, L̄ju, R̄j
u

s

b̄

b

s̄

Nel MS, il calcolo del box è incluso nella funzione di Inami-Lim S0(xt); analoga-
mente, chiamiamo il risultato del calcolo del box per ogni eccitazione n

Sn (xt, xn) con xn =
m2
n

m2
W

mn =
n

R
(3.99)

Dobbiamo infine sommare i contributi di tutti i diagrammi. Posto

S (xt, R) = S0(xt) +
∞∑
n=1

Sn (xt, xn) (3.100)

otteniamo che l’Hamiloniana a quattro fermioni nel modello ACD diventa

H
|∆F |=2
ACD =

G2
F

16π2
(VtbV

∗
ts)

2m2
W η̂bS (xt, R)OLL (3.101)
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e quindi M2 vale

M2(R) = 〈Bs|H |∆F |=2
ACD

∣∣B̄s

〉
=

G2
F

12π2
(VtbV

∗
ts)

2mBsm
2
WS (xt, xn) η̂bf

2
BsBBs (3.102)

che dipende dal raggio di compattificazione dell’orbita. Di conseguenza, una misura
di un valore di M2 diverso da quello previsto dal MS può dare informazioni non solo
sull’eventuale esistenza di dimensioni extra, ma anche sulla loro compattificazione.

3.3.2 Calcolo della serie di Kaluza-Klein

Abbiamo definito Sn (xy, xn) come il contributo dei diagrammi che coivolgono parti-
celle di modo n (per la conservazione della parità KK, le coppie hanno tutte lo stesso
numero n). Chiamiamo F

(
xi(n), xj(n)

)
il contributo a Sn (xy, xn) dei diagrammi in

cui sono presenti i quark virtuali (i, j) con tutti i possibili bosoni. Sn (xy, xn) è
quindi dato dalla somma per i, j = u, c, t delle F

(
xi(n), xj(n)

)
, ma l’unitarietà della

matrice CKM ci consente di scrivere

Sn (xy, xn) = F
(
xt(n), xt(n)

)
+ F

(
xu(n), xu(n)

)
− 2F

(
xt(n), xu(n)

)
(3.103)

Notiamo che al crescere di n le masse dei diversi flavour si avvicinano tra loro, e
xt(n) → xu(n) → 1; di conseguenza, in accordo al meccanismo GIM i modi con alto
n vengono soppressi (Fig. 3.3), e questo determina la convergenza della serie di
Kaluza-Klein.

2 4 6 8 10
n

0.01

0.02

0.03

0.04

SnHxt,xnL

Figura 3.3: Contributi Sn (xy, xn) dei diagrammi con stati virtuali di modi n al
variare di n, calcolati per R = 1/500 GeV−1. Si vede come i contributi dominanti
provengano solo dai primissimi termini, mentre al crescere di n i contributi sono
sempre maggiormente soppressi.
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I contributi dei diversi diagrammi alle F (xt, xn) sono i seguenti [29]:

FWW (n) =
M2

W

M2
W (n)

U(xt(n), xu(n)) (3.104a)

FWG(n) = −2
M2

Wmt(n)mu(n)

M6
W (n)

[
m

(t)
1 ct(n) +m

(t)
2 st(n)

] [
m

(u)
1 cu(n) +m

(u)
2 su(n)

]
Ũ(xt(n), xu(n))

(3.104b)

FWa(n) = −2
M2

Wmt(n)mu(n)

M6
W (n)

[
m

(t)
3 ct(n) +m

(t)
4 st(n)

] [
m

(u)
3 cu(n) +m

(u)
4 su(n)

]
Ũ(xt(n), xu(n))

(3.104c)

FGa(n) =
1

2

M2
W

M6
W (n)

[
m

(t)
1 m

(t)
3 +m

(t)
2 m

(t)
4

] [
m

(u)
1 m

(u)
3 +m

(u)
2 m

(u)
4

]
U(xt(n), xu(n))

(3.104d)

FGG(n) =
1

4

M2
W

M6
W (n)

[
(m

(t)
1 )2 + (m

(t)
2 )2

] [
(m

(u)
1 )2 + (m

(u)
2 )2

]
U(xt(n), xu(n)) (3.104e)

Faa(n) =
1

4

M2
W

M6
W (n)

[
(m

(t)
3 )2 + (m

(t)
4 )2

] [
(m

(u)
3 )2 + (m

(u)
4 )2

]
U(xt(n), xu(n)). (3.104f)

dove le funzioni U and Ũ sono

U(xt, xu) =
x2
t log xt

(xt − xu)(1− xt)2
+

x2
u log xu

(xu − xt)(1− xu)2
+

1

(1− xu)(1− xt)
(3.105a)

U(xt, xt) =
2xt log xt
(1− xt)3

+
1 + xt

(1− xt)2
(3.105b)

Ũ(xt, xu) =
xt log xt

(xt − xu)(1− xt)2
+

xu log xu
(xu − xt)(1− xu)2

+
1

(1− xu)(1− xt)
(3.105c)

Ũ(xt, xt) =
(1 + xt) log xt

(1− xt)3
+

2

(1− xt)2
(3.105d)

Da queste, si ottiene

Sn(xt, xn) =
1

4(xt − 1)3xt

[
6xnxt − 5x2

t − 12xnx
2
t + 15x3

t + 10xnx
3
t − 11x4

t − 4xnx
4
t + x5

t

− 2xn(xt − 1)3(3xn + 3xnxt − xt) ln
xn

1 + xn
+
(
− 6x2

n + 2xnxt + 12x2
nxt

− 6xnx
2
t − 2x3

t + 14xnx
3
t − 2x2

nx
3
t + 6x4

t − 2xnx
4
t

)
ln
xt + xn
1 + xn

]
(3.106)
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che manipolata diventa

Sn (xt, xn) =
1

4(xt − 1)3xt

{ (
−5x2

t + 15x3
t − 11x4

t + x5
t

)
+

+ 2
(
3xt − 6x2

t + 5x3
t − 2x4

t

)
xn+

+ (2xt)(xt − 1)3

[
xn ln

(
xn

1 + xn

)]
−

− 6 (1 + xt) (xt − 1)3

[
x2
n ln

(
xn

1 + xn

)]
+

+ 2
(
−x3

t + 3x4
t

) [
ln

(
xt + xn
1 + xn

)]
+

+ 2
(
xt − 3x2

t + 7x3
t − x4

t

) [
xn ln

(
xt + xn
1 + xn

)]
+

+ 2
(
−3 + 6xt − x3

t

) [
x2
n ln

(
xt + xn
1 + xn

)]}
(3.107)

Per sommare la serie delle Sn, introduciamo i seguenti integrali:

I1(a) = a

∫ 1

0

dy
1

ay + xn
= ln (a+ xn)− ln (xn) (3.108a)

I2(a) = a2

∫ 1

0

dy
y

ay + xn
= a+ xn ln (xn)− xn ln (a+ xn) (3.108b)

I3(a) = a3

∫ 1

0

dy
y2

ay + xn
=
a2

2
− axn − x2

n ln (xn) + x2
n ln (a+ xn) (3.108c)

che ci consentono di riscrivere i diversi termini logaritmici che compaiono in Sn (xt, xn):

ln

(
xt + xn
1 + xn

)
= I1(xt)− I1(1) (3.109a)

xn ln

(
xn

1 + xn

)
= I2(1)− 1 (3.109b)

xn ln

(
xt + xn
1 + xn

)
= I2(1)− I2(xt)− 1 + xt (3.109c)

x2
n ln

(
xn

1 + xn

)
= −I3(1) +

1

2
− xn (3.109d)

x2
n ln

(
xt + xn
1 + xn

)
= I3(xt)− I3(1) +

1

2

(
1− x2

t

)
+ xn (xt − 1) (3.109e)

Ora possiamo scambiare la sommatoria e l’integrale, e utilizzando la relazione

∞∑
n=1

1

c+ n2
=

1

2c

[√
cπ coth

(√
cπ
)
− 1
]

(3.110)
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possiamo sommare gli integrandi degli In(a):

∞∑
n=1

I1(1) =
1

2

∫ 1

0

dy
1

y
[πmWR

√
y coth (πmWR

√
y)− 1] (3.111a)

∞∑
n=1

I2(1) =
1

2

∫ 1

0

dy [πmWR
√
y coth (πmWR

√
y)− 1] (3.111b)

∞∑
n=1

I3(1) =
1

2

∫ 1

0

dy y [πmWR
√
y coth (πmWR

√
y)− 1] (3.111c)

∞∑
n=1

I1(xt) =
1

2

∫ 1

0

dy
1

y
[πmtR

√
y coth (πmtR

√
y)− 1] (3.111d)

∞∑
n=1

I2(xt) =
xt
2

∫ 1

0

dy [πmtR
√
y coth (πmtR

√
y)− 1] (3.111e)

∞∑
n=1

I3(xt) =
x2
t

2

∫ 1

0

dy y [πmtR
√
y coth (πmtR

√
y)− 1] (3.111f)

ovvero
∞∑
n=1

In

(
M2

m2
W

)
=

1

2

(
M2

m2
W

)n−1

J(n−2),M(R) (3.112)

con

Jα,M(R) =

∫ 1

0

dy yα [πMR
√
y coth (πMR

√
y)− 1] (3.113)

Sostituendo e semplificando, troviamo infine

S (xt, R) = S0(xt) +
∞∑
n=1

Sn (xt, xn) =

=
4xt − 11x2

t + x3
t

4(1− xt)2
− 3x3

t lnxt
2(1− xt)3

+

+
1

4(xt − 1)3xt

[
x3
t (3xt − 1) J−1,mt(R) +

(
−1 + 3xt − 7x2

t + x3
t

)
J0,mt(R)+

+
(
−3 + 6xt − x3

t

)
J1,mt(R) + xt (1− 3xt) J−1,mW (R) + (4xt) J0,mW (R)+

+ xt (−5 + 3xt) J1,mW (R)

]
(3.114)

In Fig. 3.4 è mostrato l’andamento di S (xt, R) in funzione di R, mentre in
Tab. 3.1 sono elencati i valori che essa assume per alcuni valori di R. Come ci
aspettiamo, per R = 0 ritroviamo il valore del MS, ovvero il valore della funzione
di Inami-Lim; la deviazione dal MS aumenta all’aumentare del raggio di compatti-
ficazione del MS. Osserviamo però che questa deviazione è ad esempio del 3% per
R = 1/500 GeV−1 e del 18% per R = 1/200 GeV−1, da confrontare con gli errori
del 6-7% da cui è affetto ciascuno dei due parametri non perturbativi fBs e BBs .
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0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
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4

SHxt, RL

Figura 3.4: Andamento di S (xt, R) al variare del raggio di compattificazione della
quinta dimensione R. Per R = 0 si trova il valore della funzione di Inami-Lim.

S (xt, 0) (SM) 2.50516

S
(
xt, 1/1000 GeV−1

)
2.52356

S
(
xt, 1/500 GeV−1

)
2.57959

S
(
xt, 1/200 GeV−1

)
2.97423

S
(
xt, 1/100 GeV−1

)
4.13387

Tabella 3.1: Valori numerici di S (xt, R) per alcuni valori di R.

La quantità accessibile ∆m è direttamente proporzionale a S (xt, R), e quindi nel
Modello ACD aumenta del 3% o del 18%, ma è anche proporzionale alla combina-
zione f 2

Bs
BBs , che porta un errore di quasi il 20% e che quindi può nascondere gli

eventuali effetti di dimensioni extra (Fig. 3.5).
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Figura 3.5: Andamento di ∆m al variare di R. Si vede come per R piccolo la crescita
di ∆m è comunque compresa all’interno dell’errore della previsione del MS.



Capitolo 4

Decadimenti Bs→ η(′)` ¯̀ e Bs→ η(′)ψ
nel MS e nel Modello ACD

4.1 Aspetti generali

4.1.1 I mesoni η ed η′

Nell’ambito del modello a quark, i mesoni sono descritti dagli elementi delle basi
delle rappresentazioni irriducibili ottenute dal prodotto tensoriale della rappresen-
tazione fondamentale e della rappresentazione coniugata del gruppo di flavour. Se
consideriamo solo i quark up, down e strange, il gruppo è SU(3)f e le rappresenta-
zioni irriducibili sono date da 3⊗ 3̄ = 1⊕8; combinando due quark con spin opposto
si ottengono quindi nove mesoni pseudoscalari. Di questi, ci sono tre stati con gli
stessi numeri quantici per la terza componente dell’isospin e l’ipercarica, I3 = 0,
Y = 0:

• il singoletto: ∣∣η1
〉

=
|uū〉+

∣∣dd̄〉+ |ss̄〉
√

3
(4.1)

• lo stato appartenente al tripletto di isospin ottenuto dal prodotto 2⊗2 = 1⊕3
cui appartengono il π+ e il π−, che viene quindi identificato con il π0:

∣∣π0
〉

=
|uū〉 −

∣∣dd̄〉
√

2
(4.2)

• lo stato ortonormale ai primi due:

∣∣η8
〉

=
|uū〉+

∣∣dd̄〉− 2 |ss̄〉
√

6
(4.3)

Oltre al π0, si osservano altri due stati con questi numeri quantici, noti come η e η′.
Tuttavia essi non possono essere identificati con gli stati η1 e η8 di SU(3)f , in quanto
le loro masse violano fortemente le formule di massa. Pertanto, gli stati osservati
devono essere combinazioni lineari di quelli di di SU(3)f .

71
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Sono stati formulati due diversi schemi per descrivere il sistema η−η′: lo schema
singoletto-ottetto (SO) e lo schema quark-flavour (QF); noi utilizziamo quest’ulti-
mo, in quanto, a meno di un piccolo contributo che viola la regola di Zweig, è
possibile descrivere la sovrapposizione degli stati mediante un solo parametro [41].
Nell’ambito dello schema quark-flavour, si definiscono i due stati

|ηq〉 =
|uū〉+

∣∣dd̄〉
√

2
(4.4a)

|ηs〉 = |ss̄〉 (4.4b)

e il mixing è descritto dalla rotazione(
η
η′

)
=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
ηq

ηs

)
(4.5)

In conclusione, il contenuto in quark della η e della η′ è

|η〉 = cosφ
|uū〉+

∣∣dd̄〉
√

2
− sinφ |ss̄〉 (4.6a)

|η〉 = sinφ
|uū〉+

∣∣dd̄〉
√

2
+ cosφ |ss̄〉 (4.6b)

Secondo le ultime analisi sperimentali, il valore di φ, estratto dal processo φ(1029)→
η(′)γ, è φ = (40.4± 0.9)◦ [42].

4.1.2 Hamiltoniana efficace della transizione b→ s

Nel seguito, andremo a studiare alcuni processi del Bs che coinvolgono la transizione
b→ s. Il MS proibisce le FCNC al prim’ordine, e di conseguenza questa transizione
è ottenuta solo mediante diagrammi di ordine superiore. Poiché tali processi sono
fortemente soppressi, essi sono particolarmente adatti alla ricerca di effetti di Nuova
Fisica che come sappiamo devono essere piccoli alle scale energetiche attuali.

Preliminarmente, osserviamo che la transizione b→ s può essere mediata da un
qualsiasi quark virtuale di tipo up. Nel limite in cui questi quark sono massless,
la somma dei tre contributi è nulla in virtù dell’unitarietà della matrice CKM. Se
quindi consideriamo le masse dei quark, i contributi non si cancellano e dipendono
dalle tre differenze di massa tra esse; poiché il quark top è molto più massivo degli
altri due, il suo contributo è dominante. Di conseguenza, nel seguito considereremo
con ottima approssimazione solo i contributi derivanti dalla presenza nel loop del
quark top.

La transizione b→ s può essere trattata mediante la OPE (Appendice A). Essa ci
permette di esprimere l’Hamiltoniana ∆B = −1, ∆S = 1 in modo efficace mediante
degli operatori locali Oi pesati dai coefficienti di Wilson Ci:

H =
4GF√

2
VtbV

∗
ts

10∑
i=1

Ci(µ)Oi(µ) (4.7)
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in cui gli operatori locali sono

O1 = (c̄Lαγ
µbLβ) (s̄LβγµcLα) (4.8a)

O2 = (c̄Lαγ
µbLα) (s̄LβγµcLβ) (4.8b)

O3 = (s̄Lαγ
µbLα)

[
(ūLβγµuLβ) + . . .+

(
b̄LβγµbLβ

)]
(4.8c)

O4 = (s̄Lαγ
µbLβ)

[
(ūLβγµuLα) + . . .+

(
b̄LβγµbLα

)]
(4.8d)

O5 = (s̄Lαγ
µbLα)

[
(ūRβγµuRβ) + . . .+

(
b̄RβγµbRβ

)]
(4.8e)

O6 = (s̄Lαγ
µbLβ)

[
(ūRβγµuRα) + . . .+

(
b̄RβγµbRα

)]
(4.8f)

O7 =
e

16π2
mb (s̄Lασ

µνbRα)Fµν (4.8g)

O8 =
gs

16π2
mb

[
s̄Lασ

µν (λa/2)αβ bRβ

]
Ga
µν (4.8h)

O9 =
e2

16π2
(s̄Lαγ

µbLα) `γµ ¯̀ (4.8i)

O10 =
e2

16π2
(s̄Lαγ

µbLα) `γµ ¯̀ (4.8j)

dove α, β sono indici di colore, Fµν e Ga
µν sono i tensori dei campi elettromagnetico

e gluonico. Gli operatori locali derivano dai seguenti processi:

• O1 e O2 sono operatori a quattro fermioni che derivano dallo scambio di una
W, con diverse combinazioni di colore:

�W−
b

s

c̄

c

→ �b
s

c̄

c

• O3 . . . O6 sono i “pinguini” di QCD:

�
W−

t t

g
q̄

sb

q

→ �b
q

q̄

s
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• O7 e O8 sono i “pinguini” magnetici:

�
W−

t t

γ

sb

→ �γ

b

s

�
W−

t t

g

sb

→ �g

b

s

• O9 e O10 sono i “pinguini” deboli neutri:

�
W−

t t

Z

sb

→ �Z

b

s

I coefficienti di Wilson C1 . . . C10 sono stati calcolati all’ordine next-to-next-to-
leading [43]; poiché però le deviazioni nel Modello ACD sono state calcolate al
leading order, in questo contesto ci limitiamo ad esso. Riportiamo i risultati di cui
faremo uso in seguito.

• C1(µ) = −3
αs(µ)

4π
ln
m2
W

µ2

• C2(µ) = 1 +
3

N

αs(µ)

4π
ln
m2
W

µ2
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• C7(µ) = η
16
23C

(0)
7 (mW ) +

8

3

(
η

14
23 − η

16
23

)
C

(0)
8 (µW ) + C

(0)
2 (mW )

8∑
i=1

hiη
αi

dove η = η(µ) = αs(mW )/αs(µ),

C
(0)
2 (mW ) = 1 C

(0)
7 (mW ) = −1

2
D(xt), C

(0)
8 (mW ) = −1

2
E(xt)

a1 =
14

23
a2 =

16

23
a3 =

6

23
a4 = −12

23
a5 = 0.4086 a6 = −0.4230 a7 = −0.8994 a8 = 0.1456

h1 = 2.2996 h2 = −1.0880 h3 = −3

7
h4 = − 1

14
h5 = −0.6494 h6 = −0.0380 h7 = −0.0185 h8 = −0.0057

D(xt) = −(8x3
t + 5x2

t − 7xt)

12(1− xt)3
+
x2
t (2− 3xt)

2(1− xt)4
lnxt

E(xt) = −xt(x
2
t − 5xt − 2)

4(1− xt)3
+

3x2
t

2(1− xt)4
lnxt

• C9(µ) = PNDR
0 +

Y (xt)

sin2 θW
− 4Z(xt) + PEE(xt)

dove PNDR
0 = 2.60± 0.25, l’ultimo addendo è trascurabile, e

Y (xt) =
xt
8

[
xt − 4

xt − 1
+

3xt
(xt − 1)2

lnxt

]
Z(xt) =

18x4
t − 163x3

t + 259x2
t − 108xt

144(xt − 1)3
+

[
32x4

t − 38x3
t − 15x2

t + 18xt
72(xt − 1)4

− 1

9

]
lnxt

• C10(µ) = C10 = − Y (xt)

sin2 θW

Osserviamo inoltre che all’ordine leading (αs = 0) C1, C3 . . . C6, C8 sono nulli, e
C2 = 1.

Per i processi in esame, scegliamo come scala di rinormalizzazione µ = mb =
4.8 GeV. In Tab. 4.1 sono mostrati i valori numerici che i coefficienti di Wilson
C1, C2, C7, C9, C10 assumono nel MS, utilizzando i valorimt = 172.7 GeV,mW = 80.4
GeV, sin2 θW = 0.2312 [12].

4.1.3 Coefficienti di Wilson nel Modello ACD

Abbiamo visto che il Modello ACD prevede deviazioni dal MS dovute al fatto che
nei processi a loop contrubuiscono anche tutte le eccitazioni di Kaluza-Klein delle
particelle virtuali. Poiché mediante la OPE le particelle virtuali vengono integrate,
ne deriva che nel Modello ACD gli operatori locali restano gli stessi, mentre vengono
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C1(mb) −0.273

C2(mb) 1.091

C7(mb) −0.301

C9(mb) 4.170

C10 −4.464

Tabella 4.1: Valori di alcuni coefficienti di Wilson nel MS alla scala di
rinormalizzazione mb.

modificati i loro coefficienti di Wilson. È questa una caratteristica che accomuna
il Modello ACD ad una serie di altri modelli detti di Minimal Flavour Violation.
Non tutte le estensioni del MS hanno questa caratteristica: ad esempio, modelli con
correnti deboli right-handed possono produrre operatori nell’Hamiltoniana efficace
diversi dagli operatori O1 . . . O10 elencati.

Per calcolare i coefficienti di Wilson, bisogna seguire una procedura analoga a
quella svolta nel capitolo precedente: prima bisogna calcolare il diagramma conte-
nente i modi n, poi sommare i diagrammi su tutti i modi. Si trova ancora che le
funzioni che contengono i risultati del calcolo dei diagrammi vengono modificate nel
modo seguente:

F (xt)→ F ′ (xt, R) = F (xt) +
∞∑
n=1

Fn (xt, xn) (4.9)

Nel nostro caso saranno modificate in questo modo le funzioni D(xt), E(xt), Y (xt),
Z(xt) precedentemente introdotte nei coefficienti di Wilson.

Il calcolo è stato effettuato al leading order [29]. Il calcolo dei diagrammi con i
modi n restituisce le funzioni

Dn(xt, xn) =
xt(−37 + 44xt + 17x2

t + 6x2
n(10− 9xt + 3x2

t )− 3xn(21− 54xt + 17x2
t ))

36(xt − 1)3
+

+
xn(2− 7xn + 3x2

n)

6
ln

xn
1 + xn

−

− (−2 + xn + 3xt)(xt + 3x2
t + x2

n(3 + xt)− xn(1 + (−10 + xt)xt))

6(xt − 1)4
ln
xn + xt
1 + xn

(4.10a)

En(xt, xn) =
xt(−17− 8xt + x2

t − 3xn(21− 6xt + x2
t )− 6x2

n(10− 9xt + 3x2
t ))

12(xt − 1)3
−

− 1

2
xn(1 + xn)(−1 + 3xn) ln

xn
1 + xn

+

+
(1 + xn)(xt + 3x2

t + x2
n(3 + xt)− xn(1 + (−10 + xt)xt))

2(xt − 1)4
ln
xn + xt
1 + xn

(4.10b)
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Yn(xt, xn) = Zn(xt, xn) =

=
xt

8(xt − 1)2

[
x2
t − 8xt + 7 + (3 + 3xt + 7xn − xtxn) ln

xt + xn
1 + xn

]
(4.10c)

Per sommare la serie di questi contributi si fa uso di relazioni simili a quelle utilizzate
nel capitolo precedente, che permettono di invertire la sommatoria con l’integrale e
di sommare l’integrando. Posto

J(R,α) =

∫ 1

0

dy yα
[
coth(πMWR

√
y)− x1+α

t coth(πmtR
√
y)
]

(4.11)

si ottiene:
∞∑
n=1

Dn(xt, xn) =− xt(−37 + xt(44 + 17xt))

72(xt − 1)3

+
πMWR

2

[∫ 1

0

dy
(2y1/2 + 7y3/2 + 3y5/2)

6
coth(πMWR

√
y)

+
(−2 + 3xt)xt(1 + 3xt)

6(xt − 1)4
J(R,−1/2)

− 1

6(xt − 1)4
[xt(1 + 3xt)− (−2 + 3xt)(1 + (−10 + xt)xt)] J(R, 1/2)

+
1

6(xt − 1)4
[(−2 + 3xt)(3 + xt)− (1 + (−10 + xt)xt)] J(R, 3/2)

− (3 + xt)

6(xt − 1)4
J(R, 5/2)

]
(4.12a)

∞∑
n=1

En(xt, xn) =− xt(−17 + (−8 + xt)xt)

24(xt − 1)3

+
πMWR

4

[∫ 1

0

dy (y1/2 + 2y3/2 − 3y5/2) coth(πMWR
√
y)

− xt(1 + 3xt)

(xt − 1)4
J(R,−1/2)

+
1

(xt − 1)4
[xt(1 + 3xt)− (1 + (−10 + xt)xt)] J(R, 1/2)

− 1

(xt − 1)4
[(3 + xt)− (1 + (−10 + xt)xt)] J(R, 3/2)

+
(3 + xt)

(xt − 1)4
J(R, 5/2)

]
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Figura 4.1: Deviazione rispetto al MS dei coefficienti di Wilson C7, C9, C10 nel
Modello ACD al variare del raggio di compattificazione R.

∞∑
n=1

Yn(xt, xn) =
∞∑
n=1

Zn(xt, xn) =

=
xt(7− xt)
16(xt − 1)

− πMWRxt
16(xt − 1)2

[3(1 + xt)J(R,−1/2) + (xt − 7)J(R, 1/2)]

(4.12b)

L’andamento dei coefficienti C ′7 (xt, R), C ′8 (xt, R), C ′10 (xt, R) al variare del raggio
di compattificazione della quinta dimensione è mostrato in Fig. 4.1; per R = 0 si
ritrova il valore del MS (Tab. 4.1). Osserviamo che l’effetto della dimensione extra
consiste in una soppressione del contributo della corrente elettromagnetica rispetto
a quello di corrente neutra che invece è esaltato.

4.1.4 Fattori di forma

La transizione b → s avviene tra quark confinati all’interno degli adroni; in parti-
colare, nei casi che andremo ad analizzare, il quark b è confinato nel Bs e il quark
s nella η. Di conseguenza, i quark b e s non sono descritti dagli spinori di Dirac
e quindi non possiamo applicare le proprietà che si utilizzano di solito per calco-
lare le transizioni tra particelle asintoticamente libere (ad esempio, le relazioni di
completezza degli spinori).

In generale, l’ampiezza di transizione tra uno stato iniziale i e uno stato finale f
è data da

M = 〈f |H |i〉 (4.13)

Se, come nel nostro caso, non è banale esplicitare il legame tra gli stati iniziale e finale
e gli stati coinvolti nella transizione, è necessario parametrizzare opportunamente
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questo elemento di matrice mediante funzioni che, almeno in linea di principio,
possono essere calcolate; queste funzioni prendono il nome di fattori di forma.

Nel caso di nostro interesse, ovvero la transizione b → s tra i due mesoni
pseudoscalari Bs e η, la parametrizzazione standard è la seguente:

〈η(pη)| s̄γµb |Bs(pBs)〉 =

[
(pBs + pη)µ −

m2
Bs
−m2

η

q2
qµ

]
F η

1 (q2)−
[
m2
Bs
−m2

η

q2
qµ

]
F η

0 (q2)

(4.14a)

〈η(pη)| s̄iσµνqνb |Bs(pBs)〉 =
[
(pBs + pη)µ q

2 −
(
m2
Bs −m

2
η

)
qµ

] F η
T (q2)

mBs +mη

(4.14b)

dove qµ = (pBs − pη)µ. Essa è determinata combinando nel modo più generale
possibile i vettori indipendenti che si possono costruire con le quantità caratteristiche
del sistema, compatibilmente con i vincoli imposti dalle caratteristiche del sistema
stesso.

Poiché i fattori di forma parametrizzano il confinamento dei due quark all’interno
dei rispettivi adroni, e quindi le loro interazioni sia con il quark spettatore sia con
i quark del mare e i gluoni, essi sono quantità non perturbative. I fattori di forma
sono calcolabili con vari metodi non perturbativi, ma in ogni caso portano un errore
piuttosto elevato. Nel seguito, utilizzeremo e confronteremo i fattori di forma calco-
lati con tre diversi approcci. In nessuno dei tre è però disponibile il risultato per la
transizione Bs → η(′); utilizzeremo il risultato che essi forniscono per la transizione
B0 → K0, che differisce solo per il quark spettatore (d piuttosto che s), assumendo
quindi che i fattori di forma siano invarianti rispetto a SU(3)f almeno per il flavour
del quark spettatore. In questa approssimazione, si ha

〈K| s̄Γb |B〉 = 〈sq̄| s̄Γb |bq̄〉 ≡ 〈ss̄| s̄Γb |bs̄〉 = − 1

sinφ
〈η| s̄Γb |Bs〉 (4.15)

in cui φ è l’angolo di mixing tra η e η′ nello schema QF. Pertanto, i fattori di forma
per Bs → η(′) si ricavano da quelli per B0 → K0 utilizzando le relazioni

FBs→η(q2) ' −FB→K(q2) sinφ (4.16a)

FBs→η′(q2) ' FB→K(q2) cosφ (4.16b)

• Set I: ottenuto mediante le three-point function QCD sum rules [44].

I risultati possono essere scritti nel modo seguente:

F0(q2) =
F0(0)(

1− q2

m2
0

) (4.17a)

F1(q2) =
F1(0)(

1− q2

m2
1

) (4.17b)

FT (q2) = − FT (0)(
1− q2

m2
0

)(
1− q2

m2
1

) (4.17c)

dove i parametri valgono
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F0(0) 0.25± 0.03

F1(0) 0.25± 0.03

FT (0) 0.28± 0.06

m0 7 GeV

m1 5 GeV

• Set II: ottenuto mediante le Light-Cone Sum Rules (LCSRs) [45].

Anche in questo caso risultati possono essere scritti in un modo simile:

F0(q2) =
r(0)

1− q2

m2
0

(4.18a)

F1(q2) =
r

(1)
1

1− q2

m2
1

+
r

(1)
2(

1− q2

m2
1

)2 (4.18b)

FT (q2) = −

 r
(T )
1

1− q2

m2
1

+
r

(T )
2(

1− q2

m2
1

)2

 (4.18c)

dove i parametri valgono

r(0) 0.3302± 13%

r
(1)
1 0.1616± 13%

r
(1)
2 0.1730± 13%

r
(T )
1 0.1614± 13%

r
(T )
2 0.1981± 13%

m0 6.12 GeV

m1 5.41 GeV

• Set III: ottenuto mediante le LCSRs nell’approssimazione di Soft-Collinear
Effective Theory (SCET) [46].

In questa approssimazione, si assume che il quark pesante dello stato iniziale
interagisca con gli altri gradi di libertà con scambi di energia molto minori
della sua massa, in modo da poter scrivere il suo impulso come

pµQ ' mQv
µ (4.19)
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Inoltre, se il mesone leggero è emesso con alta energia, e cioé se q2 � M2,
allora si può trascurare la massa e assumere che tutto il momento sia portato
dal quark emesso, che quindi è

p′µq ' E ′nµ− (4.20)

dove n− = (1, 0, 0, 1). In questa approssimazione, le Lagrangiane di QCD dei
due quark assumono una forma semplificata

LQ ' Q̄v (iv ·D)Qv (4.21a)

Lq ' q̄n
/n+

2
(in− ·D) qn (4.21b)

dove n+ = (1, 0, 0,−1) e nel rest frame del Bs n+ = 2v − n−, Dµ = ∂µ −
igsA

µ è la derivata covariante della QCD, Qv(x) = eimQv·x 1+/v

2
Q(x) e qn(x) =

eiEqn−·x
/n−/n+

4
q(x) sono le componenti dominanti degli spinori dei quark pesante

e leggero. Poiché queste Lagrangiane non contengono matrici di Dirac, gli
elementi di matrice tra stato iniziale e finale non dipenderanno dalla struttura
della corrente, e quindi i fattori di forma non saranno tra loro indipendenti; in
particolare, si trova che sono legati ad un’unica funzione ξ(q2) secondo

F0(q2) =
n+ · p′

mBs

ξ(q2) (4.22a)

F1(q2) = ξ(q2) (4.22b)

FT (q2) = −mBs +mη

mBs

ξ(q2) (4.22c)

dove n+ · p′ si può scrivere

n+ · p′ = mBs

(
1− q2

m2
Bs

)
+

m2
η

mBs

−
m2
η

mBs

1(
1− q2

m2
Bs

) (4.23)

La funzione ξBs→η si ottiene da quella ξB→K come è stato mostrato; il risultato
per ξB→K(q2) si calcola mediante le SCET-LCSRs e può essere parametrizzato
nel modo seguente

ξ(q2) = ξ(mB)

[
−a+

b

(n+ · p′)
+ c (n+ · p′)

]
(4.24)

dove i parametri valgono

ξ(mB) 0.335± 0.09

a 2.418

b 13.765

c 0.154

In Fig. 4.2 è mostrato l’andamento di ciascun fattore di forma in funzione di q2

per ogni set di calcolo.
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Figura 4.2: Fattori di forma F0(q2), F1(q2), FT (q2) per la transizione Bs → η: set I
in rosso, set II in azzurro, set III in verde.

4.2 I decadimenti rari Bs → η(′)` ¯̀

In questa sezione descriviamo l’analisi dei canali Bs → η(′)`¯̀, dove ` può essere un
leptone carico o un neutrino. I risultati riportati nel seguito sono sono stati da noi
ricavati in [47].

4.2.1 Decadimenti Bs → η(′)e+e− e Bs → η(′)µ+µ−

Consideriamo il decadimento che coinvolge due leptoni carichi: Bs → η(′)`+`−. Ab-
biamo elencato e analizzato gli operatori locali che contribuiscono alla transizione
b → s; di questi, O3 . . . O6 e O8 non portano alla formazione di leptoni; O1 e O2

descrivono la formazione di risonanze cc̄ che possono essere facilmente identificate
e tagliate dallo spettro sperimentale; di conseguenza, al processo in esame contri-
buiscono solo gli operatori O7, O9, O10. Negli operatori O9 e O10 la coppia `+`−

è generata dal decadimento di una Z integrata negli operatori stessi; invece, in O7

essa è prodotta dal campo elettromagnetico Fµν . Scritto questo campo in funzio-
ne del potenziale Aµ, notiamo che, poiché sia σµν che Fµν = ∂µAν − ∂νAµ sono
antisimmetrici negli indici µ e ν, il loro prodotto può essere scritto come

σµνFµν = 2σµν∂µAν (4.25)

Ora se consideriamo la trasformata di Fourier dei potenziali, si ha

∂µAν → iqµAν (4.26)

�Aµ = jmu→ Aµ = − 1

q2
jµ = − 1

q2
e¯̀γµ` (4.27)
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I contributi a questo processo sono quindi

�
ηBs

W−

t t

γ

s

s̄s̄

b

¯̀

` �
ηBs

W−

t t

Z

s

s̄s̄

b

¯̀

`

L’Hamiltoniana efficace della transizione b→ s ¯̀̀ è pertanto

H =
4GF√

2
VtbV

∗
ts

e2

8π2
[ − C7mb (s̄Liσ

µνqνbR)
1

q2
¯̀γµ`+

1

2
(s̄Lγ

µbL) ¯̀γµ
(
C9 + C10γ

5
)
` ]

(4.28)
Come abbiamo anticipato, l’ampiezza invariante è data dell’elemento di matrice

tra gli stati adronici della precedente hamiltoniana:

M = 〈η(p′)|H |Bs(p)〉 (4.29)

Utilizzando quindi le parametrizzazioni mediante i fattori di forma, e osservando che

〈η(pη)| s̄LγµbL |Bs(pBs)〉 =
1

2
〈η(pη)| s̄γµb |Bs(pBs)〉 (4.30a)

〈η(pη)| s̄LiσµνqνbL |Bs(pBs)〉 =
1

2
〈η(pη)| s̄iσµνqνb |Bs(pBs)〉 (4.30b)

essa diventa

M =
GFVtbV

∗
tse

2

4
√

2π2

{
− C7mb

[
(p+ p′)

µ
q2 −

(
m2
Bs −m

2
η

)
qµ
] FT (q2)

mBs +mη

1

q2
¯`(k)γµ`(k

′)

+
1

2

[
(p+ p′)µ F1(q2) +

m2
Bs
−m2

η

q2

(
F0(q2)− F1(q2)

)]
¯̀γµ
(
C9 + C10γ

5
)
` ]

}
(4.31)

Fin qui il discorso è valido per tutti e tre i flavour delle coppie di leptoni carichi.
Se però ci limitiamo ai leptoni molto più leggeri del Bs e della η (e e µ), possiamo
trascurarne le masse e quindi utilizzare l’equazione di Dirac massless per semplificare
la (4.31), che diventa

M =
GF e

2VtbV
∗
ts

4
√

2π2

{
2C7mbFT (q2)

mBs +mη

ū(k)/pv(k′) + F1(q2)ū(k)/p
(
C9 + C10γ

5
)
v(k′)

}
(4.32)

Nel sistema di riposo del Bs, la massa invariante dei due leptoni, che sono carichi
e quindi sono rivelabili direttamente, èM2

`+`− = q2 e può variare tra 0 e (mBs −mη)
2;
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pertanto è utile calcolare l’ampiezza di decadimento differenziale in funzione di q2.
Essa vale

dΓ

dq2

(
Bs → η(′)`+`−

)
=
G2
F |VtbV ∗ts|

2 α2

1536π5m3
Bs

{ ∣∣∣∣− 2C7mb

mBs +mη

FT (q2) + C9F1(q2)

∣∣∣∣2 +

+
∣∣C10F1(q2)

∣∣2}λ3/2
(
m2
Bs ,m

2
η, q

2
)

(4.33)

e, come ci aspettiamo per un decadimento a tre corpi di questo tipo, dipende dalla
funzione triangolare

λ(a, b, c) = a2 + b2 + c2 − 2ab− 2ac− 2bc (4.34)

Dall’ampiezza di decadimento differenziale si ottiene quella integrale, che per defi-
nizione è

Γ =

∫ (mBs−mη)2

0

dΓ

dq2
dq2 (4.35)

In Fig. 4.3 e in Fig. 4.4 sono mostrati i branching ratios (calcolati utilizzando
come vita media del Bs il valore τBs = 1.470 × 10−12 s [12]) rispettivamente per i
decadimenti Bs → η`+`− e Bs → η′`+`−, per tutti e tre i set di fattori di forma,
mettendo in evidenza le deviazioni del Modello ACD dal MS. Osserviamo che in
tutti i casi il Modello ACD prevede una larghezza di decadimento maggiore rispetto
al MS.

In Tab. 4.2 sono elencati i risultati numerici del branching ratio integrale nel MS
per ogni set di fattori di forma. Nè per questi decadimenti, nè per i due succes-
sivi decadimenti rari che andremo ad analizzare, sono disponibili al momento dati
sperimentali.

set I set II set III

BR (Bs → η`+`−)× 107 1.1± 0.3 2.5± 0.7 3.2± 1.7
BR (Bs → η′`+`−)× 107 1.1± 0.3 2.3± 0.6 2.9± 1.5

Tabella 4.2: Branching ratio integrali per Bs → η(′)`+`− per ogni set di fattori di
forma, calcolati nel MS.
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Figura 4.3: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione Bs → η`+`−, ottenuti utilizzando il set I (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV−1 (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV−1 (in verde).
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Figura 4.4: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione Bs → η′`+`−, ottenuti utilizzando il set I (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV−1 (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV−1 (in verde).
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4.2.2 Decadimento Bs → η(′)τ+τ−

Abbiamo visto che l’elemento di matrice invariante per i processi Bs → η(′)`+`− è
la (4.31). Il leptone τ , però, ha massa è mτ = 1.777 GeV che naturalmente non può
essere trascurata; quindi dobbiamo rimanipolare la (4.31) utilizzando questa volta
l’equazione di Dirac con massa non nulla. Si ottiene

M =
GFαVtbV

∗
ts

2
√

2π

{[
C9F1 − 2C7 (mbms)

FT
mBs +mη

]
ū(k)/pv(k′)+

+ 2
[
C10F1

]
ū(k)

[
/p−mτ

(
m2
Bs
−m2

η

q2
+ 1

)]
γ5v(k′)+

+ 2mτ

(
m2
Bs
−m2

η

q2
+ 1

)[
C10F0

]
ū(k)γ5v(k′)

} (4.36)

Da quest’ultima ricaviamo la larghezza di decadimento differenziale, che vale

dΓ

dq2

(
Bs → η(′)τ+τ−

)
=
G2
F |VtbV ∗ts|2α2

29π5

λ1/2(m2
Bs
,m2

η, q
2)

m3
Bs

√
1− 4m2

τ

q2

1

3q2
p(q2)

(4.37)
dove

p(q2) = 6m2
τ (m

2
Bs −m

2
η)

2|b(q2)|2+

+ λ(m2
Bs ,m

2
η, q

2)
[
(2m2

τ + sq2)|c(q2)|2 − (4m2
τ − q2)|a(q2)|2

]
(4.38a)

a(q2) = C10F1(q2) (4.38b)
b(q2) = C10F0(q2) (4.38c)

c(q2) = C9F1(q2)− 2(mb +m2
q)C7

FT (q2)

mBs +mη

(4.38d)

e in cui questa volta q2 varia nell’intervallo 4m2
τ ≤ q2 ≤

(
mBs −mη(′)

)2

.
In Fig. 4.5 e in Fig. 4.6 sono mostrati i branching ratio rispettivamente per i

decadimenti Bs → ητ+τ− e Bs → η′τ+τ− per i tre set di fattori di forma e la loro
dipendenza dal raggio di compattificazione nel Modello ACD. Anche in questo caso
il Modello ACD prevede una larghezza di decadimento maggiore rispetto al MS.

In Tab. 4.3 sono elencati i risultati numerici del branching ratio integrale nel MS
per ogni set di fattori di forma.

set I set II set III

BR (Bs → ητ+τ−)× 108 3.0± 0.5 8.0± 1.5 10.2± 5.6
BR (Bs → η′τ+τ−)× 108 1.6± 0.3 2.3± 0.8 4.7± 2.5

Tabella 4.3: Branching ratio integrali per Bs → η(′)τ+τ− per ogni set di fattori di
forma, calcolati nel MS.
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Figura 4.5: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione Bs → ητ+τ−, ottenuti utilizzando il set I (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV−1 (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV−1 (in verde).
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Figura 4.6: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione Bs → η′τ+τ−, ottenuti utilizzando il set I (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV−1 (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV−1 (in verde).
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4.2.3 Decadimento Bs → η(′)νν̄

Per il decadimento che coinvolge i neutrini vale lo stesso discorso fatto per i leptoni
carichi sul ruolo degli operatori locali, eccetto per il fatto che i neutrini non posso-
no essere prodotti dal decadimento di un fotone; pertanto neanche l’operatore O7

contribuisce.
Possiamo riscrivere quindi l’Hamiltoniana efficace per questo processo come

H =
GF√

2

α

2π sin2(θW )
VtsV

∗
tb (CLOL + CROR) (4.39)

con
OL = b̄γµ

(
1− γ5

)
sν̄γµ

(
1− γ5

)
ν (4.40a)

OR = b̄γµ
(
1 + γ5

)
sν̄γµ

(
1 + γ5

)
ν (4.40b)

dove lasciando liberi i coefficienti CL e CR teniamo conto anche di possibili violazioni
della simmetria elettrodebole SU(2)L × U(1)Y ; nel MS si ha

cSML = ηXX(xt) (4.41a)

cSMR = 0 (4.41b)

in cui si può porre il coefficiente di QCD ηX = 1 [48]. La funzione X(xt) deriva dal
calcolo del diagramma del processo; nel MS si trova [37]

X(xt) =
xt
8

[
xt + 2

xt − 1
+

3xt − 6

(xt − 1)2
lnxt

]
(4.42)

Come nel caso dei leptoni carichi, questa è la funzione che viene modificata dai
contributi delle eccitazioni di Kaluza-Klein nel Modello ACD; essa diventa

X ′(xt, R) = X(xt) +
∞∑
n=1

Xn(xt, xn) (4.43)

con Xn(xt, xn) = Yn(xt, xn) = Zn(xt, xn) introdotte e calcolate nel paragrafo prece-
dente. L’andamento del coefficiente di Wilson CL al variare del raggio di compatti-
ficazione R è mostrato in Fig. 4.7.

Dato che i neutrini non possono essere rivelati direttamente, è utile definire
Emiss l’energia della coppia neutrino-antineutrino nel sistema di riposo del Bs e
considerare la variabile adimensionale x = Emiss/mbs , in funzione della quale q2 =
m2
Bs

(2x− 1) +m2
η e che può variare nel range

1

2

[
1−

(
mη

mBs

)2
]

6 x 6 1− mη

mBs

(4.44)

In termini di questa variabile, l’ampiezza di decadimento differenziale è

dΓ

dx

(
Bs → η(′)ν̄ν

)
=

(
|cL|2 + |cR|2

)
|F1(q2)|2

16π3mBs

λ3/2
(
m2
Bs ,m

2
η, q

2
)

(4.45)
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Figura 4.7: Deviazione rispetto al MS del coefficiente di Wilson CL nel Modello
ACD al variare del raggio di compattificazione R.

in cui abbiamo sommato sulle tre specie di neutrini che chiaramente non possono
essere distinte.

In Fig. 4.8 e in Fig. 4.9 sono mostrati i branching ratios rispettivamente per
i decadimenti in η e in η′; anche in questo caso nel Modello ACD prevede una
larghezza di decadimento maggiore rispetto al MS.

In Tab. 4.4 sono elencati i risultati numerici del branching ratio integrale nel MS.

set I set II set III

BR (Bs → ηνν̄)× 106 0.9± 0.2 2.5± 0.7 2.7± 1.5
BR (Bs → η′νν̄)× 106 0.9± 0.2 2.1± 0.5 2.4± 1.3

Tabella 4.4: Branching ratio integrali per Bs → η(′)`+`− per ogni set di fattori di
forma, calcolati nel MS.
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Figura 4.8: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione Bs → ηνν̄, ottenuti utilizzando il set I (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV−1 (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV−1 (in verde).
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Figura 4.9: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione Bs → η′νν̄, ottenuti utilizzando il set I (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV−1 (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV−1 (in verde).
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4.3 Il decadimento Bs → η(′) J/ψ

4.3.1 Calcolo del branching ratio

Il decadimento Bs → φJ/ψ è stato considerato finora il “golden mode” per lo studio
della violazione di CP nel sistema del Bs e per la stima dell’angolo βs del triangolo
di unitarietà; questo perché l’asimmetria di questo decadimento è dominata dalla
violazione di CP nell’interferenza e pertanto si può effettuare un’analisi molto chiara
dei dati. Questo canale di decadimento presenta però lo svantaggio che lo stato finale
è costituito da due particelle vettoriali, e pertanto la sua parità CP dipende dal loro
momento angolare relativo.

Questo problema non si presenta per il canale Bs → η(′) J/ψ; esso ha gli stessi
vantaggi di pulizia in quanto le η hanno lo stesso flavour della φ, ma lo stato finale
è autostato di CP. D’altra parte, questo processo costituisce una sfida sperimentale,
in quanto le η decadono principalmente in due fotoni, che è necessario rivelare ed
analizzare per ricostruirle.

Partiamo nuovamente dall’Hamiltoniana della transizione b → s ottenuta me-
diante la OPE:

H =
4GF√

2
VtbV

∗
ts

10∑
i=1

Ci(µ)Oi(µ) (4.46)

Gli operatori che determinano la produzione dello stato cc̄ sono

O1 = (c̄Lαγ
µbLβ) (s̄LβγµcLα) (4.47a)

O2 = (c̄Lαγ
µbLα) (s̄LβγµcLβ) (4.47b)

I contributi a questo processo sono quindi del tipo

�
ηBs

J/ψ

W−
s

s̄s̄

b

c

c̄

Utilizzando le identità di Fierz, essi possono essere riscritti come

O1 = (s̄Lβγ
µbLβ) (c̄LαγµcLα) (4.48a)

O2 = (s̄Lβγ
µbLα) (c̄LαγµcLβ) (4.48b)
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Ora, poiché i quark sono confinati all’interno degli adroni, dobbiamo calcolare
elementi di matrice che saranno del tipo

〈η J/ψ| (s̄LγµbL) (c̄LγµcL) |Bs〉 (4.49)

Si tratta di un calcolo non banale. Applichiamo l’ipotesi di fattorizzazione naive [49]:
essa è basata sull’evoluzione spazio-temporale dei prodotti di decadimento, ed è
accurata quando nello stato iniziale c’è un quark pesante e nello stato finale solo
quark leggeri. A livello dei quark, il processo è b → s(cc̄); s e (cc̄) si allontanano
in direzioni opposte con momento elevato; pertanto, quando la coppia (cc̄) forma
la J/ψ, essa è già lontana dal quark s e quindi dalla η. Di conseguenza, si può
assumere che la J/ψ non sia soggetta ad interazioni di colore con la η (trasparenza
al colore); questo implica che possiamo immaginare che il Bs interagisca solo con la
η e che la J/ψ sia creata dal vuoto, ovvero

〈η J/ψ| (s̄LγµbL) (c̄LγµcL) |Bs〉 ' 〈η| (s̄LγµbL) |Bs〉 〈J/ψ| (c̄LγµcL) |0〉 (4.50)

Ora il calcolo può essere svolto, in quanto abbiamo già introdotto

〈η(p′)| s̄LγµbL |Bs(p)〉 =
1

2

{[
(p+ p′)µ −

m2
Bs
−m2

η

q2
qµ

]
F1(q2)−

[
m2
Bs
−m2

η

q2
qµ

]
F0(q2)

}
(4.51)

e inoltre possiamo scrivere

〈J/ψ(q, ε)| (c̄LγµcL) |0〉 =
1

2
fJ/ψmJ/ψεµ (4.52)

che definisce la costante di decadimento della J/ψ fJ/ψ.
Utilizzando queste definizioni, e tenendo conto del fatto che il diagramma di O2

è soppresso di colore, ricaviamo

M =
4GF√

2
VcbV

∗
cs

1

4

(
C1 +

C2

Nc

)
fJ/ψmJ/ψεµ

×
{[

(p+ p′)µ −
m2
Bs
−m2

η

q2
qµ

]
F1(q2)−

[
m2
Bs
−m2

η

q2
qµ

]
F0(q2)

} (4.53)

Trattandosi di un decadimento a due corpi, q2 è fissato a q2 = m2
J/ψ. Calcoliamo

quindi la larghezza di decadimento totale, che vale

Γ
(
Bs → η(′)J/ψ

)
=
G2
F |VcbV ∗cs|2

8πm3
Bs

(
C1 +

C2

Nc

)2 ∣∣fJ/ψ∣∣2 (F1(m2
J/ψ)

)2
λ3/2

(
m2
Bs ,m

2
η,m

2
Jψ

)
(4.54)

Questo calcolo vale anche per la prima eccitazione radiale della J/ψ, la ψ(2S),
che è energeticamente permessa, sostituendo massa e costante di decadimento ap-
propriate. Naturalmente, poiché gli operatori O1 e O2 descrivono diagrammi ad
albero, queste larghezze non sono modificate nel Modello ACD. I risutati numerici
sono presentati in Tab. 4.5. Attualmente l’unico dato sperimentale disponibile è il
limite superiore per per il canale Bs → η J/ψ: BR (Bs → η J/ψ) < 3.8× 10−3 [12].
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Nell’analisi di questi risultati, sottolineiamo che la fattorizzazione naive è un’ap-
prossimazione molto forte; poiché essa è ricavata nel limite in cui il numero di colori
tende ad infinito, per migliorarla talvolta si preferisce omettere i contributi sop-
pressi di colore, nel nostro caso C2/Nc. Se lo facciamo, otteniamo risultati diversi
dell’ordine un fattore 10 rispetto a quelli elencati.

set I set II set III

BR (Bs → ηJ/ψ)× 105 7.9± 30% 18.3± 26% 21.7± 54%
BR (Bs → η′J/ψ)× 105 9.0± 30% 20.9± 26% 26.2± 54%
BR (Bs → η ψ(2S) )× 105 3.3± 30% 9.0± 26% 11.0± 54%
BR (Bs → η′ψ(2S) )× 105 3.1± 30% 8.3± 26% 11.4± 54%

Tabella 4.5: Valori numerici per i branching ratio; essi sono stati calcolati utlizzando
fJ/ψ = 208 MeV, fψ = 149 MeV, estratti dai branching ratios per J/ψ(ψ)→ e+e−.

4.3.2 Analisi della violazione di CP

Abbiamo anticipato che il canale Bs → η(′) J/ψ si presta particolarmente per lo
studio qualitativo e quantitativo della violazione di CP nel sistema del Bs. Infatti,
esso presenta solo violazione di CP nell’interferenza, in quanto:

• abbiamo visto ∣∣∣∣qp
∣∣∣∣ ' 1− 1

2

∣∣∣∣ Γ2

M2

∣∣∣∣ sinφ φ = 2βs (4.55)

Questo implica che, per quello che sappiamo attualmente su βs, si ha [32]∣∣∣∣qp
∣∣∣∣− 1 < O

(
10−2

)
(4.56)

indipendentemente dal modello. Di conseguenza, possiamo porre |q/p| = 1 e
affermare che per il Bs la violazione di CP nel mixing è praticamente nulla.

• Poiché il decadimento in esame è dominato da una sola fase debole, non c’è
violazione di CP nel decadimento.

Queste osservazioni, unite al fatto che lo stato finale η J/ψ è autostato (pari) di CP,
implicano che la violazione di CP nell’interferenza è caratterizzata da

λf = e−iφ ≡ λ λf̄ = eiφ ≡ 1

λ
(4.57)

e che le ampiezze di decadimento dipendenti dal tempo divengono

Γ (Bs(t)→ η J/ψ) = Γ (Bs → η J/ψ) e−Γt×

×
[
cosh

(
∆Γ

2
t

)
− cosφ sinh

(
∆Γ

2
t

)
+ sinφ sin (∆mt)

]
(4.58a)
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Γ
(
B̄s(t)→ η J/ψ

)
= Γ (Bs → η J/ψ) e−Γt×

×
[
cosh

(
∆Γ

2
t

)
− cosφ sinh

(
∆Γ

2
t

)
− sinφ sin (∆mt)

]
(4.58b)

Dallo studio di questi decadimenti, caratterizzati dal decadimento esponenziale
determinato quasi totalmente da Γ (in quanto ∆Γ/Γ � 1), e dall’oscillazione de-
terminata da ∆m, si possono quindi ricavare informazioni sul parametro di mixing
∆m. La larghezza di decadimento Γ può essere ricavata con più pulizia dallo studio
del decadimento untagged, ovvero con lo stato iniziale composto sia da Bs che da
B̄s; in questo modo si elimina infatti la parte oscillante (Fig. 4.10):

Γuntagged (Bs(t)→ η J/ψ) = (Bs(t)→ η J/ψ) +
(
B̄s(t)→ η J/ψ

)
= 2Γ (Bs → η J/ψ) e−Γt

[
cosh

(
∆Γ

2
t

)
− cosφ sinh

(
∆Γ

2
t

)]
(4.59)
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BR HBs HtL ® J�Ψ ΗL

Figura 4.10: Branching ratio dipedente dal tempo per i decadimenti Bs → η J/ψ
tagged (in azzurro e in verde) e untagged (in rosso).

Per estrarre i parametri ∆Γ e φ, ricorriamo allo studio delle asimmetrie introdotte
nel capitolo precedente. L’asimmetria dipendente dal tempo vale in questo caso

a(t) = − sinφ sin (∆mt)

cosh
(

∆Γ
2
t
)
− cosφ sinh

(
∆Γ
2
t
) (4.60)

e presenta quindi una parte oscillante da cui estrarre ancora ∆m, e una parte
esponenziale che è in pratica l’unico modo per accedere a ∆Γ (Fig. 4.11).

Invece, φ può essere ricavato più agevolmente dall’asimmetria integrata:

aint =
1 + x2

1 + y2

sinφ

1− cosφ
(4.61)

che è quindi la quantità più importante per la stima dell’angolo βs del triangolo di
unitarietà. Nel MS, troviamo aint = −3.4× 10−5 ± 30%.
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5.0 ´ 1013 1.0 ´ 1014 1.5 ´ 1014 2.0 ´ 1014 2.5 ´ 1014 t HGeV-1L
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a HtL HBs ® J�Ψ ΗL

Figura 4.11: Asimmetria dipendente dal tempo per il decadimento Bs → ηJ/ψ. Si
vede come la frequenza di oscillazione sia molto più piccola della scala esponenziale.

Come abbiamo mostrato nel capitolo precedente, l’unica quantità tra quelle coin-
volte in questo decadimento che può essere significativamente modificata nel Modello
ACD è ∆m, della quale abbiamo calcolato la deviazione. Di conseguenza, nel Mo-
dello ACD troviamo modificate sia tutte le frequenze delle quantità oscillanti che
l’asimmetria integrata, dipendente da x = ∆m/Γ. Naturalmente, per poter misura-
re eventuali deviazioni di ∆m dalle frequenze, bisogna poter apprezzare intervalli di
tempo molto piccoli, in quanto ∆m ∼ O(10−11) GeV (Fig. 4.12). Di conseguenza,
lo studio di deviazioni rispetto al MS è più agevole tramite l’asimmetria integrata,
se Γ, ∆Γ e φ sono noti con buona precisione (Fig. 4.13).

5.0 ´ 1011 1.0 ´ 1012 1.5 ´ 1012 2.0 ´ 1012 t HGeV-1L

-0.04

-0.02

0.02

0.04

a HtL HBs ® J�Ψ ΗL

Figura 4.12: Dettaglio della asimmetria dipendente dal tempo nel MS (in rosso), nel
Modello ACD con R = 1/500 GeV (in azzurro), nel Modello ACD con R = 1/200
GeV (in verde).
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Figura 4.13: Deviazione dal MS dell’asimmetria integrata nel Modello ACD al
variare del raggio di compattificazione della quinta dimensione.



Conclusioni

Nonostante il suo successo sperimentale senza smentite, è opinione diffusa che il Mo-
dello Standard non sia la teoria ultima della fisica delle particelle, ma solo una teoria
efficace per basse energie. Questa opinione è dovuta non solo ai problemi teorici e
sperimentali del MS circa il campo di Higgs, ma anche da un lato al fatto obiettivo
che esso non include fenomeni quali la gravità o la materia oscura, e dall’altro, in
misura relativa, all’idea “estetica” che esso presenti un numero troppo elevato di
parametri liberi. Tutto questo indica la necessità sia di formulare modelli di Nuova
Fisica oltre il MS, sia in modo ancora più urgente di studiare la fenomenologia del
MS in modo da scoprire se e dove esso fallisce.

Questa Tesi si colloca in questo filone di ricerca. Abbiamo considerato un ar-
gomento di fisica del beauty, il settore del mesone Bs, e abbiamo ricavato delle
previsioni di precisione sia nell’ambito del MS, sia nell’ambito di un modello di
Nuova Fisica, il Modello ACD con una singola UED. Attualmente non sono disponi-
bili dati sperimentali per nessuna delle quantità osservabili calcolate, ma lo saranno
in un futuro prossimo per mezzo di TeVatron, LHC ed eventualmente Super-B.

Il Modello ACD con una singola UED postula che lo spazio-tempo consti di cin-
que dimensioni, e che topologicamente sia il prodotto cartesiano tra l’ordinario spazio
di Minkowski M4 e l’orbifold S1

R/Z2, ovvero che per ogni punto dello spazio-tempo
quadridimensionale ci sia una quinta dimensione “arrotolata” in una circonferenza
di raggio R. I campi si propagano in questa varietà pentadimensionale, ma sotto
determinate ipotesi possiamo integrare sulla quinta dimensione ed ottenere una teo-
ria effettiva quadridimensionale, che per R → 0 si riduce al MS come deve essere.
Affinché gli effetti della quinta dimensione siano piccoli abbastanza da non essere
stati osservati finora, R deve essere altrettanto piccolo: la scala di energia R−1 fissa
la scala di energia a cui gli effetti della quinta dimensione cominciano a diventare
evidenti. Abbiamo mostrato come l’integrazione della quinta dimensione implichi
nella teoria effettiva quadridimensionale l’esistenza per ogni particella di massa m
(anche nulla) l’esistenza di infiniti stati eccitati di massa mn = m+n/R con n inte-
ro, chiamati torri di Kaluza Klein. Naturalmente, se R è piccolo, la massa di questi
stati è troppo elevata perché, almeno per il momento, essi possano essere osserva-
ti direttamente; tuttavia, questi modi eccitati possono contribuire come particelle
virtuali nei processi a loop, modificandone le ampiezze.

Questo è il motivo per cui ci siamo occupati dell’oscillazione Bs − B̄s, che è
generata da diagrammi a box, e dei decadimenti semileptonici del Bs, che coinvol-
gono diagrammi a pinguino; il confronto della previsioni ottenute con i futuri dati
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sperimentali sarà in grado di accettare o rigettare il Modello ACD con queste carat-
teristiche, ed eventualmente di imporre dei vincoli sul raggio di compattificazione
della quinta dimensione. In particolare, abbiamo trovato che:

• La differenza di massa ∆m tra gli autostati di massa BH
s e BL

s prevista dal
Modello ACD è maggiore rispetto a quella prevista dal MS. Questa quantità è
osservabile in quanto governa l’oscillazione Bs− B̄s: la frequenza di tale oscil-
lazione è inversamente proporzionale a ∆m. La differenza di massa è quindi
misurabile o studiando l’evoluzione temporale di un campione inizialmente pu-
ro, oppure analizzando le asimmetrie dei decadimenti adronici, come abbiamo
mostrato per il decadimento in J/ψ η(′). Il Modello ACD non modifica invece
le altre due osservabili coinvolte nell’oscillazione dei mesoni neutri, ovvero ∆Γ
e la fase relativa tra le due differenze.

• La larghezza di decadimento dei processi Bs → η(′)`¯̀ e maggiore nel Modello
ACD rispetto al MS, qualsiasi sia la coppia di leptoni nello stato finale. Questa
differenza può essere osservata sia nella larghezza differenziale che in quella
integrale.

Il limite delle previsioni trovate è costituito dalle incertezze dovute alla presenza
di quantità non perturbative nella determinazione del valore delle osservabili. Infatti,
il Modello ACD predice delle deviazioni rispetto al MS che, a seconda del valore di
R, sono di meno del 20% per i valori di R accettabili; le deviazioni quindi sono
dell’ordine degli errori portati dalle quantità non perturbative, quali ad esempio i
fattori di forma. Di conseguenza, questi risultati saranno maggiormente significativi
con la diminuzione dell’errore teorico sui calcoli non perturbativi.

Da tutto il lavoro emerge comunque che, allo scopo di scoprire se e cosa c’è oltre
il Modello Standard, è necessario lo sforzo sinergico di vari settori della fisica delle
particelle. L’impegno creativo di chi formula modelli capaci di risolvere i problemi
che via via si incontrano è basilare, ma è vano senza i calcoli di fenomenologia che
determinano le previsioni dei vari modelli; queste sono al loro volta poco predittive
se gli errori delle quantità derivanti dallo studio della QCD, mediante metodi non
perturbativi o mediante le simulazioni su reticolo, sono troppo elevati. Infine, le pre-
visioni vanno confrontate con i dati sperimentali: è necessario quindi uno strumento
che produca eventi, degli esperimenti che rivelino le quantità di interesse, e l’analisi
dei dati ottenuti. Solo il lavoro congiunto di fisici di settori diversi può portare
all’avanzamento della nostra conoscenza dei costituenti elementari della Natura.



Appendice A

Operator Product Expansion

A.1 Teoria generale
In teoria quantistica dei campi, i prodotti di operatori calcolati nello stesso punto
dello spazio-tempo non sono quantità ben definite. Infatti, ogni volta che in teoria
quantistica dei campi si trovano quantità di questo tipo, emergono delle divergenze;
ad esempio, per il campo scalare:

• la quantità φ(x)2 che compare nel termine di massa dell’Hamiltoniana genera
un’energia del vuoto divergente;

• il propagatore

〈0|T [φ(x)φ∗(y)] |0〉 = −i∆ (x− y) = −i
∫

d4p

(2π)4

e−ip(x−k)

m2 − p2 − iε
(A.1)

è singolare per x = y.

La Operator Product Expansion (OPE), congetturata da Wilson nel 1969 [50] e
provata da Zimmerman nel 1970 [51], permette di dare un senso ai prodotti di
operatori calcolati nello stesso punto.

Consideriamo un processo che coinvolge due operatori O1 e O2 separati da una
distanza piccola x, e altri n campi φ(yi) più lontani; ad esempio, in un processo
deboleO1 eO2 potrebbero essere gli operatori di corrente carica e i φ(yi) gli operatori
di creazione e distruzione degli stati esterni [52]. L’ampiezza di questo processo viene
ricavata dalla funzione di Green

G12 (x; y1, . . . , yn) = 〈O1(x)O2(0)φ(y1 . . . φ(xn)〉 (A.2)

in cui abbiamo omesso per alleggerire la notazione l’ordinamento temporale del
membro a destra. Nel limite x → 0 il prodotto O1(x)O2(0) può dare luogo ad una
singolarità nell’origine; tuttavia, questa può essere descritta da un solo operatore
posizionato nell’origine che abbia gli stessi numeri quantici del prodotto. É utile
sviluppare questo operatore su una base standard; i coefficienti di questo sviluppo
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potranno dipendere solo da x e alcuni saranno singolari per x → 0. Combinando
queste osservazioni, Wilson ipotizzò che per il limite x→ 0 si potesse espandere

O1(x)O2(0)→
∑
N

C12
N (x)ON(0) (A.3)

dove i coefficienti C12
N (x) sono funzioni complesse di x, dette coefficienti di Wilson.

Di conseguenza, anche la funzione di Green si può espandere secondo

G12 (x; y1, . . . , yn) =
∑
N

C12
N (x)GN (y1, . . . , yn) (A.4)

dove
GN (y1, . . . , yn) = 〈ON(0)φ(y1) . . . φ(xn)〉 (A.5)

sono le funzioni di Green calcolate con gli operatori ON(0), e quindi la dipendenza
da x e le eventuali singolarità sono interamente contenute nei coefficienti di Wilson.

Se analizziamo dimensionalmente l’espansione

A(x)B(y) ∼
∑
C

FAB
C (x− y)C(y) (A.6)

vediamo che la dimensione di FAB
C è dF = dA + dB − dC , e quindi la singolarità

è del tipo (x− y)dC−dA−dB ; questo implica che più l’operatore C è complicato e
quindi ha alta dimensionalità, meno la funzione FAB

C sarà singolare. Questo significa
che i contributi più importanti provengono dagli operatori locali più semplici ed è
quindi possibile troncare la serie quando essa ancora non presenta troppe difficoltà
di calcolo.

Proviamo la validità della OPE, nel caso generale di un numero qualsiasi di
operatori [53]. Consideriamo dei punti x1, x2 . . . vicini ad un punto x e più lontani
rispetto a dei punti y1, y2 . . .; siano Â1, Â2, . . . B̂1, B̂2 . . . degli operatori quantistici e
A1, A2, . . . B1, B2 . . . i loro corrispondenti campi classici. Si ha

〈0|T
[
Â1(x1)Â2(x2) . . . B̂1(y1)B̂2(y2) . . .

]
|0〉 =

=

∫ [∏
`,z

dφ`(z)

]
A1(x1)A2(x2) . . . B1(y1)B2(y2) . . . eiS[φ]

(A.7)

Ora consideriamo una sferaBx(R) centrata in x e con raggioRmolto più grande delle
distanze tra gli xi ma molto più piccolo delle distanze tra gli yi. Se la Lagrangiana
è locale, possiamo separare due contributi per l’azione:

S[φ] =

∫
z∈Bx(R)

d4zL (z) +

∫
z /∈Bx(R)

d4zL (z) (A.8)
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ottenendo quindi

〈0|T
[
Â1(x1)Â2(x2) . . . B̂1(y1)B̂2(y2) . . .

]
|0〉 =

=

∫  ∏
`,z∈Bx(R)

dφ`(z)

 A1(x1)A2(x2) . . . exp
(
i

∫
z∈Bx(R)

d4zL (z)

)
×

×
∫  ∏

`,z /∈Bx(R)

dφ`(z)

 B1(y1)B2(y2) . . . exp
(
i

∫
z /∈Bx(R)

d4zL (z)

) (A.9)

cui bisogna imporre condizioni di differenziabilità sulla superficie della sfera. A
parte queste condizioni al contorno, i campi Ai dentro la sfera sono indipendenti dai
campi Bi fuori dalla sfera; di conseguenza, l’integrale all’interno della sfera può essere
calcolato, e sarà espresso in termini dei valori dei campi Ai e delle loro derivate sulla
superficie della sfera (e che pertanto dipenderanno dal centro x). Pertanto, questo
integrale sarà costituito da una serie di operatori (classici) O(x) formati da prodotti
di campi classici e loro derivate; i coefficienti di questo sviluppo saranno funzioni
complesse dipendenti dalle differenze di coordinate UA1,A2,...

O (x1 − x, x2 − x, . . .); in
sintesi:∫  ∏

`,z∈Bx(R)

dφ`(z)

 A1(x1)A2(x2) . . . exp
(
i

∫
z∈Bx(R)

d4zL (z)

)
∼

∼
∑
O

UA1,A2,...
O (x1 − x, x2 − x, . . .)O(x)

(A.10)

D’altra parte, i campi Bi al di fuori della sfera non dipendono dall’interno, e quindi
l’integrale al di fuori della sfera resta invariato anche per R→ 0, e quindi

O(x)

∫  ∏
`,z /∈Bx(R)

dφ`(z)

 B1(y1)B2(y2) . . . exp
(
i

∫
z /∈Bx(R)

d4zL (z)

)
=

=

∫ [∏
`,z

dφ`(z)

]
O(x)B1(y1)B2(y2) . . . exp

(
i

∫
d4zL (z)

)
=

= 〈0|T
[
Ô(x)B̂1(y1)B̂2(y2) . . .

]
|0〉

(A.11)

Mettendo insieme questi risultati, otteniamo

〈0|T
[
Â1(x1)Â2(x2) . . . B̂1(y1)B̂2(y2) . . .

]
|0〉 =

=
∑
O

UA1,A2,...
O (x1 − x, x2 − x, . . .) 〈0|T

[
Ô(x)B̂1(y1)B̂2(y2) . . .

]
|0〉

(A.12)

che mostra come il prodotto di operatori Ai calcolati in punti xi vicini ma diversi
(che è non locale) possa essere espanso in termini di operatori locali O(x) accoppiati
da funzioni singolari UA1,A2,...

O (x1 − x, x2 − x, . . .) che sono i coefficienti di Wilson.
Un altro aspetto della OPE che la rende utile nei calcoli è che la dipendenza

dall’impulso dei coefficienti di Wilson è governata dalle equazioni del gruppo di
rinormalizzazione.
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A.2 Applicazione all’interazione elettrodebole

A.2.1 Hamiltoniana efficace

Quando si considerano le interazioni deboli dei quark, bisogna tenere sempre con-
to del fatto che i quark sono confinati all’interno degli adroni; di conseguenza, le
interazioni forti cui i quark sono soggetti sono caratterizzate dalle tipiche scale ener-
getiche adroniche di O(1 GeV), molto più basse della scala delle interazioni deboli
O(mW,Z). Risulta quindi molto utile sviluppare una teoria effettiva a basse energie
per descrivere le interazioni deboli dei quark.

Utilizziamo a questo scopo il formalismo dell’integrale funzionale. Il funzionale
generatore delle funzioni di Green dei campi soggetti alle interazioni elettrodeboli è

ZW ∼
∫ [
DW+

] [
DW−] exp{i ∫ d4xLW

}
(A.13)

dove

LW =− 1

2

(
∂µW

+
ν − ∂νW+

µ

) (
∂µW− ν − ∂νW−µ)+m2

WW
+
µ W

−µ+

+
g

2
√

2

(
J+
µW

+µ + J−µW
−µ) (A.14)

con
J+
µ = VUDŪγµ

(
1− γ5

)
D J−µ =

(
J+
µ

)† (A.15a)

U = (u, c, t) D = (d, s, b) (A.15b)

Scegliamo il gauge unitario per il campo W , e introduciamo l’operatore

Kµν (x, y) = δ(4) (x− y)
[
gµν
[
∂2 +m2

W

)
− ∂µ∂ν

]
(A.16)

A meno di una derivata totale, si ha

ZW ∼
∫ [
DW+

] [
DW−] exp{i ∫ d4x d4yW+

µ (x)Kµν (x, y)W−
µ (y)+

+ i
g

2
√

2

∫
d4x

[
J+
µW

+µ + J−µW
−µ]} (A.17)

L’integrale funzionale è gaussiano, e quindi può essere calcolato introducendo l’in-
verso di Kµν , ovvero ∆µν tale che∫

d4y Kµν (x, y) ∆νλ (y, z) = gλµδ
(4) (x− z) (A.18)

che è il propagatore del campo W nel gauge unitario:

∆µν (x, y) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−y)∆µν(k) con ∆µν(k) = − 1

k2 −m2
W

(
gµν −

kµkν
m2
W

)
(A.19)
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Svolgendo quindi l’integrale funzionale, a meno di termini costanti si arriva a

ZW ∼ exp
{
− i
∫
d4x d4y

g2

8
J−µ (x)∆µν (x, y) J+

ν (y)

}
(A.20)

Possiamo quindi riscrivere la Lagrangiana come

LW (x) = Lkin(x)− g2

8

∫
d4y J−µ (x)∆µν (x, y) J+

ν (y) (A.21)

in cui il secondo termine contiene la propagazione della W tra due correnti cariche
ed è quindi non locale.

Fin qui non abbiamo fatto altro che applicare il formalismo del path integral per
ricavare le regole di Feynman dell’interazione debole (carica). Ora però utilizziamo
il fatto che nel contesto che ci interessa le energie dei quark sono molto più piccole
della scala energetica debole, e quindi l’impulso scambiato k in (A.19) è tale che
k2 � m2

W . Questo ci permette di effettuare lo sviluppo in serie di k2/m2
W di ∆µν(k):

∆µν(k) =

(
gµν −

kµkν
m2
W

)[
1 +

(
k2

m2
W

)
+

(
k2

m2
W

)2

+ . . .

]
(A.22)

e di conseguenza ∆µν (x, y), che conterrà da trasformate di Fourier di polinomi che
restituiscono funzioni delta di Dirac e loro derivate, diventerà la somma di una serie
convergente di operatori locali, ovvero prodotti di operatori calcolati nello stesso
punto dello spazio-tempo.

Se ad esempio arrestiamo la serie all’ordine zero, troviamo

∆µν (x, y) ' gµν
m2
W

δ(4) (x− y) (A.23)

da cui

L eff
W (x) = Lkin(x)− g2

8m2
W

J−µ (x)J+µ(x) =

= Lkin(x)− GF√
2
V ∗UDVU ′D′OL(x)

(A.24)

con
OL =

[
D̄(x)γµ

(
1− γ5

)
U(x)

] [
Ū ′(x)γµ

(
1− γ5

)
D′(x)

]
(A.25)

Nella parte di interazione di questa Lagrangiana efficace riconosciamo proprio l’in-
terazione a quattro fermioni “alla Fermi”, che già sappiamo essere valida a basse
energie; troviamo quindi che questa interazione effettiva è l’ordine zero della OPE
per la Lagrangiana elettrodebole. Osserviamo inoltre che se proseguiamo con la
serie, troviamo operatori di dimensione maggiore, ma che il contributo dominante
deriva dall’operatore con dimensionalità più bassa.

Nel calcolo che abbiamo effettuato abbiamo considerato solo la Lagrangiana elet-
trodebole; dobbiamo quindi completare il procedimento aggiungendo anche l’inte-
razione forte. Questo implica che dobbiamo aggiungere agli spinori dei quark un
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indice di colore, e considerare tutte le possibili interazioni di colore. Possiamo quindi
estendere l’Hamiltoniana efficace precedente:

Heff =
GF√

2
V ∗UDVU ′D′ [C1(µ)O1(x) + C2(µ)O2(x)] (A.26)

con

O1 =
(
D̄αUβ

)
V−A

(
Ū ′βD

′
α

)
V−A (A.27a)

O2 =
(
D̄αUα

)
V−A

(
Ū ′βD

′
β

)
V−A (A.27b)

e dove C1(µ) e C2(µ) sono i coefficienti di Wilson, che contengono la parte non
perturbativa dei diagrammi (dovuta alla QCD) che si esplicita nella loro dipenden-
za dalla scala di rinormalizzazione µ. Come è evidente dall’espressione di Heff, i
coefficienti di Wilson hanno la forma di accoppiamenti effettivi per i vertici effettivi
descritti dagli operatori locali. Naturalmente, se non ci fossero gli effetti di QCD,
avremmo C1 = 0 e C2 = 1.

A.2.2 Calcolo dei coefficienti di Wilson

I coefficienti di Wilson sono calcolabili mediante una procedura nota come matching
della teoria completa con la teoria effettiva. Come questa stessa espressione sugge-
risce, essa consiste nel calcolare le ampiezze invarianti sia nella teoria completa che
nella teoria effettiva per poi imporre che esse siano uguali. Calcoliamo quindi queste
due ampiezze al leading order, ovvero considerando le correzioni di QCD dovute allo
scambio di un gluone [15].

• Ampiezza completa

Lo scambio di un gluone nella transizione U D′ → DU ′ può avvenire nei
seguenti modi:

 W+

D′

U

U ′

D

!W+

D′

U

U ′

D

"W+

D′

U

U ′

D

Nel secondo e nel terzo diagramma è contenuto il prodotto delle cariche di
colore T aαβ e T aγδ, che utilizzando l’algebra di SU(3) vale

T aαβT
a
γδ = − 1

2Nc

δαβδγδ +
1

2
δαδδβγ (A.28)
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Ponendo gli impulsi esterni uguali tra loro e trascurando le masse dei quark,
troviamo

Mfull =
GF√

2
V ∗UDVU ′D′

{[
1 + 2CF

αs
4π

(
1

ε
+ ln

µ2

−p2

)]
S2 +

3

Nc

αs
4π

ln
m2
W

−p2
S2−

− 3
αs
4π

ln
m2
W

−p2
S1

}
(A.29)

in cui abbiamo posto

S1 = 〈Q1〉tree =
(
D̄αUβ

)
V−A

(
Ū ′βD

′
α

)
V−A (A.30a)

S2 = 〈Q2〉tree =
(
D̄αUα

)
V−A

(
Ū ′βD

′
β

)
V−A (A.30b)

e in cui le singolarità 1/ε vanno eliminate rinormalizzando i campi dei quark,
ottenendo

Mfull =
GF√

2
V ∗UDVU ′D′

{(
1 + 2CF

αs
4π

ln
µ2

−p2

)
S2+

3

Nc

αs
4π

ln
m2
W

−p2
S2−3

αs
4π

ln
m2
W

−p2
S1

}
(A.31)

• Ampiezza efficace

All’ampiezza efficace

Meff =
GF√

2
V ∗UDVU ′D′ (C1(µ) 〈Q1〉+ C2(µ) 〈Q2〉) (A.32)

contribuiscono invece i seguenti diagrammi:

#
D′

U

U ′

D

$
D′

U

U ′

D

%
D′

U

U ′

D

Con le stesse ipotesi del calcolo precedente, si ottiene

〈Q1〉(0) =

[
1 + 2CF

αs
4π

(
1

ε
+ ln

µ2

−p2

)]
S1 +

3

Nc

αs
4π

(
1

ε
+ ln

m2
W

−p2

)
S1−

− 3
αs
4π

(
1

ε
+ ln

m2
W

−p2

)
S2

(A.33a)
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〈Q2〉(0) =

[
1 + 2CF

αs
4π

(
1

ε
+ ln

µ2

−p2

)]
S2 +

3

Nc

αs
4π

(
1

ε
+ ln

m2
W

−p2

)
S2−

− 3
αs
4π

(
1

ε
+ ln

m2
W

−p2

)
S1

(A.33b)

Tuttavia, rinormalizzando i campi dei quark, si eliminano solo le divergenze
del primo addendo dei due operatori. Per eliminare anche le altre divergenze,
si ricorre ad una rinormalizzazione moltiplicativa nota come rinormalizzazione
degli operatori. Si trova che la relazione tra i precedenti operatori e gli operatori
rinormalizzati è

〈Qi〉(0) = Z−2
q Zij 〈Qj〉 (A.34)

in cui Z−2
q rimuove le divergenze nei primi addendi e

Z = 1 +
αs
4π

1

ε

(
3
Nc
−3

−3 3
Nc

)
(A.35)

rimuove le divergenze nei secondi e terzi addendi. I campi rinormalizzati sono
quindi

〈Q1〉 =

(
1 + 2CF

αs
4π

ln
µ2

−p2

)
S1 +

3

Nc

αs
4π

ln
m2
W

−p2
S1 − 3

αs
4π

ln
m2
W

−p2
S2 (A.36a)

〈Q2〉 =

(
1 + 2CF

αs
4π

ln
µ2

−p2

)
S2 +

3

Nc

αs
4π

ln
m2
W

−p2
S2 − 3

αs
4π

ln
m2
W

−p2
S1 (A.36b)

Imponendo ora Mfull = Meff, ricaviamo l’espressione dei coefficienti di Wilson:

C1(µ) = −3
αs
4π

ln
m2
W

µ2
(A.37a)

C2(µ) = 1 +
3

Nc

αs
4π

ln
m2
W

µ2
(A.37b)

Poiché nei processi adronici la scala di energia è µ ∼ O(1 GeV), mantremW ∼ 80
GeV, nei coefficienti di Wilson compaiono logaritmi dal valore elevato, e per sommarli
correttamente bisogna adottare le tecniche del gruppo di rinormalizzazione.
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