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Introduzione

Oggi, a distanza di secoli dall’inizio della ricerca dei costituenti fondamentali di
tutta la complessita e la bellezza del mondo, la piu sofisticata e completa teoria
delle particelle e delle loro interazioni é nota come Modello Standard (MS).

I1 MS é la sintesi di contributi sviluppatisi nell’arco di un ventennio ad opera di
pitl scienziati e su diversi fronti. Da un lato si colloca il percorso verso 'interazione
elettrodebole: nel 1963 Sheldon Glashow riusci ad unificare interazione elettroma-
gnetica e debole; nel 1967, Steven Weinberg e Abdus Salam utilizzarono i risultati
di Peter Higgs per risolvere i problemi che le masse delle particelle causavano nell’in-
terazione elettrodebole. Sul fronte dell’interazione forte, la base ¢ stata gettata da
Murray Gell-Mann e George Zweig quando nel 1964 proposero l'ipotesi dei quark;
da allora, & bastato poco tempo per rendersi conto del fatto che i quark necessita-
vano di un numero quantico aggiuntivo rispetto a quelli fino ad allora noti: 'ipotesi
del colore, di Moo-Young Han, Yoichiro Nambu e Oscar Greenberg, ¢ del 1965; na-
sce cosi la Cromodinamica Quantistica, il cui complesso trattamento matematico
ha richiesto gli sforzi di scienziati del calibro di Richard Feynman e James Bjorken
per 'interpretazione degli esperimenti ad alte energie (1969), di David Gross, David
Politzer and Frank Wilczek per lo studio della liberta asintotica (1973); resta invece
ancora aperto il problema del confinamento.

I due fronti non sono pero indipendenti: 'interazione elettrodebole e 'interazione
forte sono accomunate dal fatto di essere generate dal principio di gauge, che quindi
si pone come principio regolatore del MS stesso. D’altra parte, il fatto che il MS sia
una teoria di gauge € una caratteristica ben accolta anche dal punto di vista filosofico,
in quanto esclude 'esistenza di un riferimento privilegiato anche per quanto riguarda
le simmetrie interne.

Lo sviluppo del MS nel tentativo di includere i fenomeni osservati sperimental-
mente riguardanti particelle e interazioni si € svolto parallelamente allo sviluppo del
formalismo matematico su cui esso é fondato, ovvero la teoria quantistica dei cam-
pi. La teoria quantistica dei campi possedeva gia un solido background nella QED
perfezionata di Bethe, Tomonaga, Schwinger, Feynman, Dyson; essa ¢ stata gene-
ralizzata alle teorie non abeliane di Yang e Mills a partire dagli anni Sessanta per
adattarsi alle esigenze delle interazioni del MS, e perfezionata negli anni Settanta da
Stueckelberg, Kadanoff, Fisher, Wilson mediante lo sviluppo dei metodi del gruppo
di rinormalizzazione.

Alla prova degli esperimenti, il MS continua a dimostrarsi impeccabile. Dal
punto di vista qualitativo, esso ha previsto l'esistenza dei bosoni W e Z e dei quark
charm e top prima della loro osservazione sperimentale; d’altra parte, lo sviluppo
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tecnologico della fisica di precisione ¢ arrivato a testare le previsioni quantitative del
MS al livello del per mille.

Nonostante il suo successo sperimentale privo smentite (se si esclude il fenomeno
dell’oscillazione dei neutrini, che puo essere comunque accomodato in una modifica
del MS originale), ¢ opinione comune che il MS non sia la teoria ultima dei costituenti
fondamentali del mondo. Le ragioni di questa idea sono di diverso tipo.

In primo luogo, il MS presenta ancora un difetto sperimentale e un problema
teorico, entrambi legati al bosone di Higgs. Affinché nel MS le particelle abbiano
massa senza violare il principio di gauge, rendendo la teoria non rinormalizzabile, &
necessaria la presenza di almeno un campo di Higgs. Ad oggi esso non é ancora stato
osservato: il range di massa fino a circa 110 GeV é stato escluso dai dati raccolti
presso il collider LEP di Ginevra; d’altra parte, esiste un limite superiore teorico di
circa 1.4 TeV per la massa del bosone di Higgs, dettato dalla richiesta di unitarieta
per alcuni processi di scattering. Il range di energia tra 110 GeV e 1.4 TeV ¢ in fase
di intensa esplorazione da parte del collider TeVatron di Chicago, e lo sara ancora
maggiormente con la partenza degli esperimenti presso il collider LHC di Ginevra.
Per stabilire se I'esistenza del bosone di Higgs sia o meno un problema sperimentale
del MS, dobbiamo quindi attendere i risultati degli esperimenti citati; d’altra parte
¢ attualmente un problema teorico aperto il cosiddetto problema di gerarchia, che
riguarda le correzioni perturbative alla massa del bosone di Higgs per cui non si
riesce a stabilizzare tale massa alla scala elettrodebole.

Se i problemi appena citati riguardano una particella che il MS deve necessa-
riamente includere, una seconda categoria di problemi riguarda cio che il MS non
include. Infatti, ci sono almeno due fenomeni fisici che il MS non descrive e non
puo descrivere: l'interazione gravitazionale e la materia oscura. Il MS é attualmente
non compatibile con la Relativitd Generale nel senso che non si & ancora riusciti
a formulare una teoria quantistica della gravita soddisfacente: la gravita non puo
essere trattata come interazione di gauge quantistica allo stesso modo con cui il MS
descrive le altre interazioni. D’altra parte, la materia oscura é chiamata tale proprio
perché sappiamo che nell’Universo deve esserci dell’altra materia oltre a quella che
vediamo, ovvero quella che ¢ costituita e interagisce come la materia descritta dal
MS.

L’ultimo ordine di problemi del MS ¢ di natura filosofica, e quindi scientificamente
puo anche non essere considerato un problema. Si tratta del fatto che il MS presenta
ben 28 parametri fondamentali, e questo non é gradito se si aspira ad una teoria
ultima della natura che sia semplice ed elegante. In realta, queste caratteristiche
hanno da sempre guidato I’'uomo nel tentativo di costruire una teoria dei costituenti
elementari (si pensi ai quattro elementi di Aristossene) ed hanno spesso stimolato
progressi effettivi nella loro ricerca (ad esempio, basta citare la tavola periodica di
Mendeleev o i quark di Gell-Mann). L’esperienza induce a pensare che anche in
questo momento la proliferazione di parametri che riteniamo fondamentali possa
essere un indizio dell’esistenza di una struttura sottostante.

I problemi discussi rendono evidente la necessita di costruire modelli di Nuova
Fisica oltre il MS che tentino di risolverli. La liberta di inventiva nell’ideare questi
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modelli é pero vincolata dall’evidenza del successo finora indiscusso delle predizioni
del MS; questo significa che il MS, anche se non fosse la teoria ultima della natura, ne
dovrebbe essere comunque almeno un’eccellente approssimazione alle energie finora
esplorate. Di conseguenza, qualsiasi modello di Nuova Fisica, per avere possibilita
di successo, deve contenere il MS come suo limite per basse energie.

Da quanto detto emergono in sintesi due esigenze per la ricerca di fisica teorica
delle particelle: da un lato, cercare di estendere il MS mediante un modello che ne
colmi le lacune; ma dall’altro ricavare dal MS delle previsioni sempre pitu accurate
da confrontare con gli esperimenti, in modo da capire se e dove il MS fallisca e
quale dei modelli di Nuova Fisica faccia invece le previsioni corrette. E proprio di
questo che si occupa la fenomenologia del MS e dei modelli di Nuova Fisica, settore di
ricerca in cui questa Tesi ¢ inquadrata. In particolare, ci occuperemo di quantita che
secondo il MS sono soppresse: se alle scale energetiche sperimentalmente in esame
cominciasse ad emergere qualche segnale di Nuova Fisica, esso sarebbe piccolo e
quindi piu facilmente osservabile in quantita soppresse.

Allo studio della fisica del B, é ampiamente riconosciuto un ruolo fondamentale
nella ricerca di Nuova Fisica. Infatti, se da un lato esso va a completare lo studio
della fisica dei mesoni neutri K, D, B, dall’altro lato esso da accesso ad un settore
inesplorato della fisica del flavour: infatti, nella fisica del B, non é coinvolto il
triangolo di unitarieta studiato intensamente finora, ma l’angolo (s appartenente ad
un altro triangolo di unitarieta. A questo elemento si aggiunge il fatto che I’angolo
(s € molto piu piccolo di quelli analizzati finora, e quindi alcuni processi risultano
ulteriormente soppressi e quindi possibilmente ancora pit adatti alla ricerca di effetti
di Nuova Fisica. Nel corso della Tesi ci occuperemo di diversi aspetti relativi alla
fisica del By, come la differenza di massa nell’oscillazione By — Bj, e i processi che
coinvolgono la transizione b — s, che ¢ una Flavour Changing Neutral Current e
quindi soppressa nel MS.

Il modello di Nuova Fisica di cui studieremo gli effetti ¢ il Modello di Appelqui-
st, Cheng e Dobrescu (ACD) con una singola Dimensione Universale Extra (UED).
L’idea della possibile esistenza di dimensioni extra oltre alle quattro ordinarie risale
agli anni Venti, ad opera di Theodor Kaluza e Oskar Klein, ma poiché essa era stata
avanzata allo scopo di unificare elettromagnetismo e gravita, é stata abbandonata in
seguito ai successivi sviluppi circa l'interazione elettromagnetica. L’ipotesi ¢ stata
riconsiderata a partire dagli anni Settanta, con 'introduzione delle teorie delle strin-
ghe. Da allora sono state formulate diverse teorie che contengono dimensioni extra,
le quali presentano una varieta di scenari ampia e molto diversificata, e soprattutto
riescono a risolvere alcuni dei problemi del MS elencati; per citare qualche esem-
pio: la Teoria delle Superstringhe ¢ attualmente 1'unica teoria coerente di gravita
quantistica; il Modello di Randall-Sundrum fornisce una spiegazione geometrica ai
problemi di gerarchia, i modelli con UED presentano candidati di materia oscura.
I modelli con dimensioni extra sono inoltre di elevato interesse in questo momento
storico in quanto é stato stimato che i loro effetti potrebbero cominciare a manife-
starsi alla scala delle centinaia di GeV, cioé proprio alle energie sperimentalmente
in esame oggi e nei prossimi anni. Risulta quindi evidente I'importanza dello studio
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della fenomenologia di questi modelli, in quanto € finalmente possibile il confronto
con i dati sperimentali in modo da poterli mettere alla prova per escluderne alcuni
e perfezionarne altri. Il lavoro di ricerca contenuto in questa Tesi & proprio mirato
ad ottenere delle previsioni sia del MS sia del Modello ACD riguardo eventi di cui
attulmente non sono ancora disponibili dati sperimentali ma che saranno studiati
intensamente nei prossimi anni dagli esperimenti CDF e DO presso TeVatron e LHCh
presso LHC, o in una nuova B-factory.

La Tesi é strutturata nel modo seguente.

Nel Capitolo 1 sono contenute le nozioni di fisica del MS utilizzate nella Fisica del
Flavour. In particolare, nel Paragrafo 1.1 abbiamo richiamato la costruzione della
Lagrangiana Elettrodebole mediante il principio di gauge e la rottura spontanea
della simmetria; nel Paragrafo 1.2, ci siamo soffermati sulla parte dell’interazione
di Yukawa di tale Lagrangiana, che é la parte piu interessante dal punto di vista
fenomenologico in quanto contiene la maggior parte dei parametri liberi del MS,
ovvero le masse dei fermioni e gli elementi della matrice di Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa; lo studio puramente fenomenologico della matrice CKM & presentato nel
Paragrafo 1.3, mediante 'introduzione e lo studio dei Triangoli di Unitarieta e una
rassegna sullo stato dell’arte in proposito.

Se il Capitolo 1 riguarda interamente il MS, il Capitolo 2 ¢ dedicato allo stu-
dio del modello di Nuova Fisica in esame. Nel Paragrafo 2.1 sono presentate le
caratteristiche comuni dei modelli con dimensioni extra, mentre il Paragrafo 2.2 e il
Paragrafo 2.3 sono riservati al Modello ACD con una singola UED. In particolare,
nel Paragrafo 2.2 é descritto il comportamento dei campi quantistici in tale modello,
mentre nel Paragrafo 2.3 ¢ analizzato come questi campi siano inseriti nella teoria
di gauge che estende il MS.

La trattazione della fenomenologia del mesone By comincia con il Capitolo 3.
Il Paragrafo 2.1 ¢ appunto dedicato alla descrizione e al formalismo delle principa-
li caratteristiche della fenomenologia del By, dal mixing alla violazione di CP; la
spiegazione teorica e i calcoli del MS alla base di questi fenomeni sono esposti nel
Paragrafo 3.2. Nel Paragrafo 3.3 & invece presentato il lavoro originale di fenome-
nologia del B, nel Modello ACD, con lo studio teorico svolto e la presentazione dei
risultati ottenuti circa la deviazione dei parametri del mixing rispetto al MS.

La presentazione dei risultati ottenuti prosegue nel Capitolo 4, che contiene lo
studio di alcuni decadimenti del B, in stati finali che contengono i mesoni n o 7';
tali decadimenti sono particolarmente interessanti per la possibilita di estrarre dai
dati delle informazioni molto chiare circa la violazione di CP in questo settore.
Nel Paragrafo 4.1 sono presentati gli strumenti teorici utilizzati per lo studio di
questi decadimenti; i risultati ottenuti per i singoli decadimenti sono discussi nei due
paragrafi successivi: nel Paragrafo 4.2 i decadimenti semileptonici, nel paragrafo 4.3
i decadimenti adronici.

In Appendice abbiamo riportato una breve introduzione alla Operator Product
Expansion (OPE), uno strumento teorico indispensabile per lo studio di determinate
transizioni e ampiamente utilizzato nel corso di tutta la Tesi.



Capitolo 1
Il Settore del Flavour nel MS

1.1 La Lagrangiana elettrodebole

1.1.1 1l gruppo di gauge SU(2), x U(1)y

Cominciamo trattando il settore leptonico, e per semplicita soffermiamoci inizial-
mente solo sulla prima famiglia di leptoni: elettrone e neutrino elettronico. Fin
dagli studi di Lee e Yang del 1956 ¢ noto che I'interazione elettrodebole viola massi-
mamente la parita [1]: solo il neutrino left-handed ¢ coinvolto nei processi di questo
tipo. Questo implica che, detti v(x) e e(z) i campi di neutrino ed elettrone, la cor-
rente debole carica (ad esempio di innalzamento di carica) deve avere una struttura
del tipo

JH(w) = 5PN~ 2)e(a) (1)

in modo da selezionare solo la parte left-handed del neutrino (e right-handed dell’an-
tineutrino); questa struttura seleziona pero anche la parte left-handed dell’elettrone,
e quindi il neutrino si accoppia solo a quest’ultima, mentre la parte right-handed
dell’elettrone non interagisce. Conviene quindi scrivere il campo elettronico come

e(x) =ep(z) + er(x) (1.2)
con ]
er(w) = 5(1=7")e() (1.3a)
1
er(x) = 5(1 +7%)e(x) (1.3b)
In questo modo, le correnti cariche possono essere scritte in modo compatto se si
costruisce (@)
(VLT
L(x)= (eL(x)) (1.4)
con cui )
Ji(x) = L@)yo. L) 1.50)
JH(z) = L(x)y'o_L(x) (1.5b)
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dove o4 = 3(071 ti03) sono gli operatori di innalzamento e abbassamento di SU(2),
mentre

R(z) = ep(z) (1.6)

non compare in nessuna corrente carica. I campi ey (x) e eg(x) non sono singolar-
mente soluzioni dell’equazione di Dirac, a causa della presenza del termine di massa
dell’elettrone. Per il momento perod trascuriamo la massa dell’elettrone (questa é
comunque una buona approssimazione ad energie moderatamente alte), e spegnamo
le interazioni; possiamo quindi scrivere la parte cinetica della Lagragiana:

_ _ g (ve(T _ ,
Zo(z) = (7r(z) ep(x))id <€ng;) + ep(r)ider(x) (1.7)
La forma di questa Lagrangiana mostra una completa simmetria tra i campi vy (z)

e er(z), ovvero un’invarianza per rotazioni globali del gruppo SU(2) nello spazio
v (x) - er(x); il numero quantico associato ad essa é 'isospin debole Iy, (Tab. 1.1).

Q Iw I}, Yw

ST 0 12 12 1
€L, UL, TL —1 1/2 —1/2 —1

er, g, 7R —1 0 0 —2
oF 1 1/2 1/2 1
¢ 0 1/2 —-1/2 1

Tabella 1.1: Numeri quantici elettrodeboli per i campi leptonici e di Higgs.

A questo punto possiamo applicare il principio di gauge [2], che se da un lato
é fisicamente auspicabile in quanto elimina la presenza di una scelta assoluta nello
spazio e nel tempo dello stato dovuto alla simmetria globale, dall’altro lato prescrive
come i campi fermionici si accoppiano ai campi vettoriali e quindi come interagiscono.
Applicare il principio di gauge consiste nell'imporre che la simmetria globale diventi
locale; la Lagrangiana non sara perd simmetrica per la stessa trasformazione resa
locale, e per ripristinare la simmetria bisognera introdurre dei campi vettoriali che
si trasformino in un determinato modo sotto 1’azione del gruppo. Nel nostro caso,
vogliamo imporre 'invarianza locale per trasformazioni U(x) di SU(2),

L(x) — U(z)L(x) (1.8a)
R(z) — R(z) (1.8b)

per ripristinare l'invarianza della Lagrangiana dobbiamo intodurre tre campi vetto-
riali reali W¢(x) con a = 1,2, 3 (quanti i generatori del gruppo) e costruiamo
Oq

- (1.9)

Wala) = Wi()
che si trasforma secondo

Wola) = V@)W,V (2) = U (@)0,0 (@) (1.10)
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dove g ¢ una costante, e il tensore

a Oaq
W(x) = WW(:(;)? (1.11)
con
W;j,/@) = 0,W7(z) — 0,W;(x) — geachﬁ(m)Wf(x) (1.12)
con €4 costanti di struttura di SU(2), tale che la combinazione
1
5 Tr(W () WH (z)) (1.13)

che nella Lagrangiana rappresenta il termine cinetico per i campi W;f(x), sia invarian-
te. Nella Lagrangiana, sostituiamo la derivata ordinaria con la derivata covariante

D, = 8, + iglyW,(z) (1.14)

e poniamo infine
1

V2

in modo da diagonalizzare le correnti cariche. Includendo quindi i campi di gauge,
la Lagrangiana diventa

W (z) (W, (z) £ Wi(x)) (1.15)

ZLi(x) = L(2)iPL(x) + R(z)iPR(x) — %Tr(WW(x)W“"(x)) (1.16)

Sviluppando i calcoli, si vede che nella parte di interazione si ottengono due termini
di corrente carica esattamente del tipo di quelli osservati sperimentalmente, e un
termine di corrente neutra totalmente left-handed, che quindi non puo descrivere le
correnti neutre osservate sperimentalmente che possiedono una componente right-
handed [3]. Una componente right-handed compare invece nella corrente elettroma-
gnetica, e da qui nasce I'idea di incorporare in questa descrizione anche l'interazione
elettromagnetica [4].

Notiamo un’altra simmetria nella Lagrangiana (1.7): U'invarianza di fase globale
U(1) del doppietto left-handed e del singoletto right-handed; il numero quantico
associato ¢ l'ipercarica debole Yy (Tab. 1.1) definita da

Q=1+ YTW (1.17)
Questa definizione di ipercarica garantira di ottenere la corrente elettromagnetica
puramente vettoriale. Applichiamo quindi nuovamente il principio di gauge impo-
nendo che questa invarianza sia locale; introduciamo quindi il campo vettoriale reale
B,,(x), che si trasforma secondo

By(w) = V(@) Bu()U' () = ZU@)0,U (@) (1.18)

il relativo tensore

B, (z) = 0,B,(x) — 0,B,(x) (1.19)
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e la derivata covariante per il nuovo gruppo SU(2), x U(1)y
D, =0, +iglwW,(z) +ig'YwB,(x) (1.20)

Infine, mescoliamo i due campi W7 (x) e B, (z), che non hanno corrispondente fisico
e che sono entrambi neutri e a massa nulla, in modo da ottenere i campi fisici di
interazione neutra ed elettromagnetica; possiamo infatti costruire i campi ortogonali

Zy(x) = cos Oy W (x) — sin Oy B, (x) (1.21a)
A, (z) =sin GWWE(:B) + cos Oy B, () (1.21b)

con )
cos Oy = J sin Oy = J (1.22)

/92+g/2 /92 +g/2
Oy ¢ detto angolo di Weinberg. Per costruzione, A,(x) non si accoppia con il

neutrino; lo identifichiamo quindi con il campo elettromagnetico e quindi poniamo

/
L (1.23)

NZEe

In conclusione, la Lagrangiana diventa

L) = L)L) + R@)DR() — 3 TeW, )W (1)) — 3 (B (2) B (2))
(1.24)

ovvero, sviluppando, . '
L) = 29"(a) + L) (1.25)
LIa) = my(e)idv () + e(@)idelx) — 5 Te(Wo ()W (2) — (B ) B (1)

termini cinetici di elettrone e neutrino

~
termini cinetici di W*, Z, A

(1.26a)
Pt ) = - W) (2) + — W () J () —
) = = g T DI + W @) )
. interazioni di corrente carica (126b)
7 1 _ A p
§in GW cos HW N(:U)JNC(m)I € M(x)‘]em<x>
~~ interazione elettromagnetica
interazione di corrente neutra

dove le correnti sono
JY(x) = vr(z)y"er(x) (1.27a)
J (z) = ep(x)y"vp(x) (1.27b)

1 } 1\ _ ) _

Joolx) = 3 (vp(z)y*vp(x))+ (sm2 Ow — 5) (er(z)v"er(x))+sin? Oy (eg(x)yer(x))
(1.27¢)

JE (z) = —ep(x)yep(x) — er(x)yer(x) = —e(z)y"e(x) (1.27d)
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Applicando il principio di gauge per il gruppo di simmetria della Lagrangiana libera
SU(2)r,xU(1)y, abbiamo ottenuto la forma dell’accoppiamento tra campi fermionici
di materia e campi vettoriali di interazione, che riproduce le interazioni osservate
di correnti cariche e correnti neutre e include le interazioni elettromagnetiche. E
pero totalmente assente qualsiasi termine di massa, sia dei fermioni che dei bosoni
vettori; e mentre per i fermioni possiamo anche trascurare la massa ad energie non
troppo basse, questo non é possibile per i bosoni W e Z che sappiamo fin dai
primi esperimenti avere massa molto grande, dell’ordine di parecchie decine di GeV.
Un termine di massa per questi campi viola l'invarianza di gauge; ma se anche
non volessimo preservare questa simmetria e aggiungessimo a mano i termini di
massa, si puo dimostrare che otterremmo una teoria non rinormalizzabile [5]. Questo
problema si puo risolvere aggiungendo dei nuovi campi, rompendo la simmetria in
modo opportuno e scegliendo un gauge particolare.

1.1.2 Rottura spontanea della simmetria SU(2); x U(l)y —
U(Dem

Si parla di rottura spontanea di simmetria per un sistema quando le sue equazioni
fondamentali (e quindi ad esempio la Lagrangiana o I'Hamiltoniana) presentano
una certa simmetria, mentre lo stato fondamentale no; quello che succede é che sono
presenti degli stati fondamentali degeneri (la simmetria delle equazioni si nasconde
nella degenerazione dello stato fondamentale), ed il sistema & costretto a sceglierne
uno, rompendo la simmetria.
L’esempio piu semplice é una Lagrangiana del tipo
N 1 M MQ s Ay 2
20) = 50,0)@0) - L7~ Tt e p2<0, A0 (129)
(osserviamo che il termine in ¢? non ¢ un termine di massa a causa del suo segno).
Essa ¢ simmetrica per scambio ¢ < —¢; la parte di potenziale (Fig. 1.1) pero ha
due minimi simmetrici (a livello ad albero) in
112
¢ ==xv con v =4/—"- (1.29)
Se vogliamo applicare la teoria perturbativa, dobbiamo considerare le piccole per-
turbazioni del campo vicino al vuoto; questo ci induce a scegliere un minimo, ad
esempio +uv, e a sviluppare il campo intorno ad esso:

o(z) =v+n(x) (1.30)

la Lagrangiana si riscrive
1
L(n) = 5(@7})(8“7}) + p?n* 4 termini in n*, n* e costanti (1.31)

ovvero il campo 1 & un campo massivo (e autointeragente); questo ci fa intuire che
la rottura spontanea di simmetria possa essere utile per il nostro scopo di rendere
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V(o)
A

Figura 1.1: Potenziale della Lagrangiana (1.29). Osserviamo che i due minimi sono
tra loro simmetrici per scambio v <+ —v come la Lagrangiana, ma che quindi non
sono connessi da una trasformazione di simmetria continua.

massivi dei campi. Nel nostro caso pero, a differenza dell’esempio precedente bisogna
rompere un gruppo di simmetria continuo; si applica percio il teorema di Goldstone
che afferma che se una simmetria continua é rotta spontaneamente, applicando il
procedimento precedente si ottiene una particella scalare di massa nulla per ogni
generatore della simmetria che é rotta; quindi non solo non riusciamo a dare massa
ai nostri bosoni ma addirittura possiamo ottenere delle nuove particelle indesiderate.
Il problema puo essere risolto pero nelle teorie di gauge, applicando il meccanismo di
Higgs [6], ossia scegliendo tra gli infiniti vuoti degeneri un vuoto particolare (ovvero
scegliendo un opportuno pattern di rottura di simmetria) e sfruttando la libera di
gauge per scegliendo un gauge opportuno che permette di dare massa al campo
desiderato ed eliminare i campi indesiderati.

La scelta pit semplice [7| consiste nel considerare un doppietto di campi scalari

T ) -nla) e

che obbedisce alla Lagrangiana
Ly = (0,0)1(0"0) —1*'¢ = A(9'¢)*  con pF <0, A>0 (1.33)

che ¢ simmetrica per trasformazioni di SU(2); x U(1)y e permette quindi di asse-
gnare a ¢(x) i relativi numeri quantici (Tab. 1.1) e di applicare il principio di gauge
sostituendo alla derivata ordinaria la derivata covariante (1.20). Il vuoto di questa

Lagrangiana si ha per
/ v 2
<¢T¢>O = E con v = —7 <134)

¢+ @5 + 93 + ¢ = v (1.35)

cioe esistono infiniti vuoti degeneri, sulla superficie di un’ipersfera quadridimensiona-
le (Fig. 1.2). 1l primo passo consiste nello scegliere un opportuno pattern di rottura

ovvero
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M©

Figura 1.2: Parte di potenziale della Lagrangiana (1.33), semplificato nel caso di
un solo campo complesso invece che un doppietto per renderlo visualizzabile. Si
vede come gli infiniti vuoti degeneri giacciono su una circonferenza (la superficie
di una sfera bidimensionale) collegati tra loro da una trasformazione continua di
U(1) che & anche la simmetria della Lagrangiana (SU(2);, x U(1)y nel nostro ca-
so quadridimensionale). Scegliendo il vuoto ¢y si rompe spontaneamente questa
simmetria.

di simmetria; poiché fisicamente la simmetria preservata e quella elettromagnetica,
scegliamo un vuoto invariante solo per U(1)em:

go(z) = (;) (1.36)

Possiamo parametrizzare le fluttuazioni intorno a questo vuoto in modo piu conve-

niente, sostituendo ai quattro campi reali ¢y, @2, @3, @4 altrettanti nuovi campi reali
h, 91, 92, 93 tali che

h=¢3—v 01 = ¢ b2 = ¢1 O3 = ¢4 (1.37)
in modo che vicino al vuoto si possa sviluppare
Lo-0(x) 0
() = ez oo h(z) (1.38)
V2 V2

Se sostituiamo questi nuovi campi nella Lagrangiana, troviamo che 61, 05,63 sono
privi di massa: sono infatti i tre bosoni di Goldstone generati dalla rottura (da
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parte del vuoto) di tre dei quattro generatori della simmetria SU(2); x U(1)y. Ma
la Lagrangiana ¢ ancora localmente gauge invariante per SU(2), e questo ci permette
di fissare il gauge punto per punto; se scegliamo il gauge unitario

01(x) = O2(z) = 03(x) =0 Vzx (1.39)

possiamo eliminare i campi di Goldstone. Il doppietto si riduce a

0
H(T) = | o | h(= 1.40
Ou () <7§+%> (1.40)

e il campo scalare neutro h(x) si chiama campo di Higgs. La Lagrangiana (1.33)
diventa percio

L = (Do) (D ér) + MPdhom — Mohom)? (1.41)

ovvero, sviluppando,

iy — é(@uh(x))(ﬁ“h(x)z - %(@v)zh(x)i +

termine cinetico del campo di Higgs  termine di massa del campo di Higgs

+ (lgv>2W:(LE)W“(aZZ +1 <lvm)22u(x)Z“(x) +

2 2\ 2
termine di m;,ssa delle W+ termine di r?lrassa della Z
1 - 1
+ §QQUW:(m)WM (:E)h(l’) + ZU(QQ + QIQ)Zu(x)ZM(x)h(m) + (1'42)

TV
vertici di interazione a tre linee del tipo VVh

G @W @) + (6 + ) Z,(0) 2 (@)h(e)? ~

8 o
TV
vertici di interazione a quattro linee del tipo VV hh
A vt
—\vh(z)® — Zh(z)* + —
4 4
N ~~ d ~~~

vertici di autointerazione a tre e a quattro linee di A costante

Siamo quindi riusciti ad ottenere per i bosoni vettori delle masse

1 1
mwy = §gfu my = §vx/g2 + g”? (1.43)
mentre non compare un termine di massa per il campo elettromagnetico, proprio
grazie al pattern di rottura di simmetria scelto; il bosone di Higgs risulta a sua volta
essere massivo con massa

mp = V2 (1.44)

Osserviamo che le masse dei bosoni W, Z e h sono tutte proporzionali a v; di
conseguenza, ci aspettiamo che esse siano tutte della stessa scala, detta appunto
scala elettrodebole.
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L’introduzione del campo di Higgs fornisce un metodo semplice per dare mas-
sa anche ai fermioni. Se infatti facciamo interagire il campo di Higgs con una
Lagragiana gauge invariante di tipo Yukawa

Ly = -G L(2)¢(x)R(z) + h.c. (1.45)
con la rottura di simmetria (¢ — ¢y) questa diventa, sviluppando,

Gev _ Ge _
NG é(x)e(x) \/ﬁe(x)e(x)h(x) (1.46)
——— —— N — _

termine di massa per e  vertice di interazione a tre linee del tipo ffh

B = -

che da all’elettrone una massa

G.v
Me = 1.47
- (1.47)
e (per costruzione) lascia il neutrino senza massa.
Riassumendo quanto detto fin qui, abbiamo costruito la Lagrangiana
L =L+ Ly + L (1.48)

In primo luogo abbiamo osservato che la Lagrangiana libera e massless della prima
famiglia di leptoni gode di invariaza SU(2); x U(1)y, quindi abbiamo applicato il
principio di gauge e mescolato in modo opportuno i campi di gauge per ottenere
la forma dell'interazione elettromagnetica, debole carica e debole neutra (.Z.); in
seguito abbiamo introdotto il campo scalare di Higgs, il cui ground state rompe
spontaneamente la simmetria SU(2);, X U(1)y in U(1)em, € abbiamo fissato un gauge
in cui esso, interagendo con i bosoni vettori, genera per questi un termine di massa
(Zy); infine abbiamo prescritto un’interazione del bosone di Higgs con i leptoni in
modo da generare un termine di massa anche per lelettrone (%y). Questa teoria
ha come parametri liberi ’accoppiamento elettromagnetico e, ’angolo di mixing tra
isospin debole e ipercarica debole Ay, le masse della W*, del bosone di Higgs e di
tutti i fermioni; alcune delle sue predizioni sono invece |’esistenza dei bosoni vettori,
'esistenza di correnti neutre, la massa della Z (e del fotone).

Se si assume 'universalita dell’interazione elettrodebole, il formalismo si esten-
de banalmente alle altre due famiglie di leptoni, aggiungendo gli analoghi termini
muonici e tauonici nella Lagrangiana libera e di interazione elettrodebole e nella
Lagrangiana di Yukawa.

1.2 La matrice di massa

1.2.1 L’interazione elettrodebole nel settore dei quark

Anche i quark, oltre ai leptoni, sono soggetti all'interazione elettrodebole; infatti,
fin dagli anni Quaranta ¢ noto sperimentalmente che alcuni processi adronici, quali
il decadimento 3 o il decadimento del 7, hanno tempi tipici dei processi deboli,
o coinvolgono neutrini (che possono interagire solo debolmente). In seguito, sia
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I'osservazione della violazione massimale della parita, sia il fatto che misurando la
costante di Fermi dal decadimento del y e dal decadimento (3 si ottengano risultati
molto vicini hanno fatto ipotizzare che 'interazione debole dei quark avesse una
struttura analoga a quella dei leptoni.

I due quark all’interno della stessa famiglia hanno differenza di carica pari a 1,
proprio come il leptone carico e il suo neutrino, quindi possiamo costruire in modo
analogo i doppietti left-handed che danno origine alle correnti cariche. Tuttavia,
a differenza del neutrino, il quark con carica maggiore ¢ massivo e ha anche una
componente right-handed; questa non é coinvolta nell’interazione debole ed ¢ quindi
un singoletto di SU(2)r; ad esempio per la prima generazione

L@ = (") Ru@) =une)  Ru@)=dple)  (L49)
dL (ZE)

e cosl per le altre generazioni, in cui pedici u, d indicano all'interno della famiglia i

quark con carica maggiore e minore. I numeri quantici elettrodeboli dei quark sono

elencati in Tab. 1.2.

Q Iw Ly Yy
UL,CL,tL 2/3 1/2 1/2 1/3
dL,SL,bL —1/3 1/2 —1/2 1/3
UR,CR7tR 2/3 0 0 4/3
dR,SR,bR —1/3 0 0 —2/3

Tabella 1.2: Numeri quantici elettrodeboli per i quark.

Noti i numeri quantici, applicando il principio di gauge si introduce ancora la
derivata covariante

D, =0, +iglwW,(z) +ig'YwB,(x) (1.50)
e quindi si puo scrivere la Lagrangiana
() = Ly(2)iDLy(2) + Ru(2)iDR.(z) + Ra(z)iDRa(x) (1.51)

(e analogamente per le altre famiglie), che una volta sviluppata diventa

Zy(x) = L) + L () (1.52)
con
kin — . 7, .
2 (x) = u(z)idu(x) + d(x)idd(x) (1.53a)
termine cinetico del quark di tipo v termine cinetico del quark di tipo d
. e 1
LNg) = —— W (2) I (1) + —W (2)J"(2) —
() \\/§SiH9W u()-i—() \/§SiH9W ,u() ()
. interazioni di corrente carica (153b)
- M%@ﬂﬁc@) —eAu(x) S5, (x) . eAu(r) S, 4()
g interazione elettromagnetica

interazione di corrente neutra
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dove le correnti sono

JY(x) = ag(z)y"dp(x) (1.54a)
JH(z) = dp(z)y"ug (o) (1.54b)
Kol = (5 = goin o ) (aulorrun(o)) = (5 - 3 s ) (dulePda(o) -
- % sin? Oy (g (x)y ug(x)) + gsin2 Ow (dr(z)7"dr(z))
(1.54c)
Ty () = Zu(z) ulo) (1.544)
Jem a(T) = —éc?(x)v“d(x) (1.54e)

L’estensione ai quark dell’accoppiamento di Yukawa per generarne le masse &
invece meno banale, a causa del fatto che entrambi i membri delle famiglie sono
massivi.

1.2.2 La matrice di Cabibbo-Kobayashi-Maskawa

Vogliamo costruire il pitu generale accoppiamento di Yukawa tra fermioni e campo di
Higgs, ossia il pitl generale accoppiamento in grado di generare un termine di massa
che sia invariante rispetto a SU(2), x U(1)y. Siano

we () o= (2) 15

un doppietto fermionico left-handed e il campo di Higgs. Da queste possiamo
costruire due combinazioni invarianti per isospin:

O = ¢ + Pyibar (1.56a)
et = ity — oo, con = <_01 (1]) (1.56b)

Questi devono essere combinati in tutti i modi possibili con i singoletti right-handed,
con il vincolo di conservare l'ipercarica; ne risulta

() el
Ly =—(er fir Tr)Ce| o' <V“L> + (ar cr tr)Cl | ¢Te (C/L) -
Hr SL

vy t
o (%) o (i)
¢Te (Z,L)
L

—(dp S Bp)Cy| 6T () | +ne
L
t

¢'e bi

(1.57)
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in cui Cy, Cy, Cy sono matrici complesse 3 x 3 arbitrarie; il motivo della presenza
dell’apice ai quark di tipo down sara chiaro in seguito.

Ora osserviamo che le matrici Cy, Cf, C; non sono totalmente arbitrarie. Infatti,
se per un qualsiasi vettore riga o colonna di (1.57) cambiamo base, ovvero applichia-
mo una trasformazione unitaria (costante), ¢ immediato vedere che le Lagrangiane
di gauge di tipo .Z, e £, non cambiano, mentre per lasciare %y invariata bisogna
modificare le matrici C'; per esempio, se effettuiamo il cambio di base

€R €R
pr | — U | ur (1.58)
TR TR

con U; € U(3), allora si trasformera anche
c, — Ufc, (1.59)

Di conseguenza, possiamo cambiare a piacere la base di ogni tripletto purché effet-
tuiamo le corrispondenti trasformazioni

C, — UiCV; (1.60a)
Cl — USCIVy (1.60b)
C, — UlC, Vs (1.60c)

Le precedenti indicano che sia su Cy che su C, abbiamo liberta di operare tra-
sformazioni biunitarie; quindi esse possono essere diagonalizzate, in quanto qualsiasi
matrice complessa puo essere diagonalizzata mediante un’opportuna trasformazione
biunitaria; pertanto possiamo scrivere:

ce 0 0 c, 0 0
Co=10 ¢, 0 Co=10 c 0 (1.61)
0 0 ¢ 0 0 ¢

Questo non vale per C,, in quanto la trasformazione unitaria a destra in (1.60c) &
fissata una volta diagonalizzata C;. Possiamo sfruttare solo la liberta di scegliere Us;
lo facciamo osservando che, presa € in forma iniziale qualsiasi, la matrice Cq(]; é
hermitiana e quindi puo essere diagonalizzata con una trasformazione unitaria; quin-
di scegliamo Uj in modo che UngCgUg = U?]:Cq‘/g‘éTCgUg, e pertanto, ridefinendo
UngVg — (), abbiamo

20 0
CCI=10 ¢ 0 (1.62)
0 0 b

Da quest’ultima relazione possiamo dire che esiste una matrice V' € U(3) tale che
ridefinendo UJC,V, — C,, abbiamo

Cd 0 0
Co=(0 ¢ 0]VI (1.63)
0 0 b
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ma, poiché non abbiamo la liberta di moltiplicare C; per una matrice unitaria a
sinistra, essa non puo essere diagonalizzata. Invece, in virtu delle proprieta gruppali
di U(3) possiamo moltiplicare C, a destra un numero arbitrario di volte, e per questo
possiamo ridefinire ancora

Cd 0 0
C,=V 10 ¢ 0|V (1.64)
0 0 b

La matrice unitaria V' & detta matrice di Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) [8].

Una volta fissata la forma di C} e C, le (1.60b) e (1.60b) lasciano ancora delle
liberta residue; infatti possiamo ridefinire Cj e C; moltiplicandole a destra e a sinistra
per una matrice unitaria diagonale arbitraria

et 0 0
Us=1| 0 €% 0 (1.65)
0 0 e
ottenendo
C,— UlCiU, = C, (1.66a)
Cd 0 O
Co— UlCU,=V'| 0 ¢ 0|VT  conV' =UsV (1.66b)
0 0 b
Inoltre, detta
et 0 0
U= 0 ex 0 (1.67)
0 0 e
si ha
Cdq 0 O Cd 0 O
U0 ¢ 0JUI=10 ¢ 0 (1.68)
0 0 bt O O bt

Pertanto, la matrice CKM ¢é definita a meno di una trasformazione
vV - UlVU, (1.69)

Ora, una matrice complessa unitaria N x N dipende da 2N? parametri — N2
condizioni di unitarietA = N? parametri indipendenti. E noto che una matrice di
questo tipo puo essere parametrizzata al piu con %N (N — 1) angoli, quindi restano
N?2 —IN(N —1) = iN(N + 1) fasi. La (1.69) ci permette di scegliere 2N fasi,
e poiché ne compariranno le differenze solo 2N — 1 saranno indipendenti, quindi
resteranno 3 N(N +1) — (2N —1) = 1(N —1)(N —2) fasi complesse ineliminabili. Di
conseguenza, la matrice CKM, che é 3 x 3, ha degli elementi complessi; invece, se ci
fossero solo due generazioni di quark, la matrice di massa sarebbe 2 x 2 e potrebbe
essere completamente reale; questa caratteristica ¢ di grande importanza in quanto

vedremo che si genera violazione di CP se e solo se la matrice di massa € complessa.
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Se ora sostituiamo questa forma delle matrici Cy, Cy, C, nella (1.57) e rompiamo
la simmetria utilizzando la (1.40), ponendo

v
My = Cp—e 1.70
7 (1.70)
otteniamo
me. 0O 0 e m, 0 O U
.Zy:{—(eﬂr) 0 m, 0 pl—(@ et | 0 m O c|—
0 0 m, T 0 0 my t
mg 0 0 d
- - h
—(d’ 5 b’)V 0 m, 0 |VT|S }(1—1— (x))
0 0 my v v
(1.71)

in cui identifichiamo naturalmente le m, con le masse dei fermioni. Osserviamo
che pero i campi d’,s',b, che abbiamo introdotto come partner di isospin debole
dei campi u,d, s, non sono in generale autostati di massa; l'interazione invece si
diagonalizza per i campi d, s, b ruotati con la matrice CKM:

d d
s|=Vvi|s (1.72)
b v
e quindi
Ly = —mee — myfifh — M TT — Myt — Meec — mytt — mgdd — mg35s — mpbb —
termini di massa dei fermioni
Me _ m

CPeoen — Penun — Mrerh — Mguh — Pecen — Man — M gan — Mossn — Moppp
v v v v v v v v v

J/

Vv
termini di interazione dei fermioni con I'Higgs

(1.73)

La presenza della matrice CKM ha effetti importanti nelle interazioni elettro-
deboli nel settore dei quark. Infatti, le correnti cariche dei quark, ad esempio di
innalzamento, estendendo la (1.54a), sono

dy, d
Th=(ar e o)y sy | = (@ e G) 7V | s (1.74)
bl, br

e quindi nei vertici di interazione della (1.53b) se esplicitiamo i quark fisici (cioé
con massa definita) compaiono gli elementi della matrice CKM; in pratica questo
comporta che le correnti cariche coinvolgono non solo un quark di tipo up e il relativo
partner di tipo down, ma un quark di tipo up e tutti gli stati fisici di tipo down,
con accoppiamento proporzionale al relativo elemento di matrice CKM:

WHTE = Vi Wiy, dy + VigW g sy, + VisW iz y,br+
+ Vo W ey, dy, + Voo W e y,sp, + VasW e y,br+ (1.75)
+ Ve W ydy, + Vo Wy sy, + Vas W ,0y,
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Da questa espressione é chiaro perché si indicano gli elementi della matrice CKM
come

Vud Vus Vub
Vi=|Va Ve Ve (1.76)
Via Vie Vi

Invece, in virtu dell’'unitarieta della matrice CKM, é immediato vedere che essa non
compare nelle correnti neutre. Di conseguenza, mentre le correnti cariche cambiano
il flavour, quelle neutre lo lasciano invariato, ovvero il meccanismo CKM non prevede
'esistenza delle cossiddette flavour changing neutral currents a livello ad albero [9].

Poiché sperimentalmente nella matrice CKM gli elementi diagonali sono prossimi
all'unita mentre tutti gli altri sono pitt 0 meno piccoli, 'accoppiamento dei quark di
tipo up con il relativo partner (fisico) di tipo down ¢é favorito, mentre gli altri sono
detti Cabibbo-soppressi.

1.3 Fenomenologia della matrice CKM

1.3.1 Violazione di CP

Fino agli anni Cinquanta si credeva che tutte le interazioni dovessero obbedire a
simmetrie che nel mondo macroscopico sono chiaramente valide, anche se non c’era
alcuna prova matematica a garantirlo. La prima di queste simmetrie a rivelarsi
non valida é stata, come abbiamo visto, la trasformazione di parita P. Fino agli
anni Settanta sembrava pero che fosse conservata la combinazione di parita P e
coniugazione di carica C, ovvero che ci fosse invarianza per trasformazioni di CP.

Vogliamo quindi vedere se il settore elettrodebole del MS gode di simmetria CP.
Per trasformazioni di CP i campi in esame si trasformano secondo

v(x) — ey Cot (o) (1.77a)
U(z) — Py COT (2) (1.77b)
q(x) — €190 (2') (1.77¢)
Wh(z) — W (') (1.77d)
BH(z) — —B,(z") (1.77e)
h(xz) — h(x) (1.771)

con 7’ = (t —f) e C' = i7*7° matrice di coniugazione di carica, e dove ¢,, ¢y, @,
sono fasi. Applicando queste trasformazioni alla Lagrangiana completa, ¢ immediato
verificare che sia i termini cinetici che i termini di massa sono invarianti per CP;
per esaminare i termini di interazione, sostituiamo le trasformazioni nelle correnti,

ottenendo
ng<$> - _Jem u(x/) (178&)

Jeo(x) = —Ine u(2) (1.78b)
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mentre per le correnti cariche

er(r) dp(z
Joo(@) = (Zer(x) Dur(x) Trp(x)) | po(e) | + (an(z) e(z) to(x) "V | sp(o)
71() br ()

| | | e ()

o (el (e ey a)) v | @S | -

vy p (')

o . o e'Pu(a')

— (e®dg(a’) e 5(a)) €?bi(a’)) 7, V1 ef¢CcL(x’)

ety (')

(1.79)

Ora, CP é una simmetria per la nostra Lagrangiana se le correnti trasformate per
CP o sono presenti nella Lagrangiana o sono equivalenti a correnti presenti nella
Lagrangiana. Evidentemente le correnti elettromagnetica e neutra trasformate sono
esse stesse presenti nella Lagrangiana non trasformata, e quindi 'interazione elettro-
magnetica e di corrente neutra conserva CP. Invece, osservando la (1.79), deduciamo
che l'unica possibilita affinché CP sia conservata anche dall’interazione di corrente
carica € che la trasformazione sia del tipo

Joc(r) — _eiXJcTJC H(ZU/) (1.80)

Ci chiediamo quindi se possiamo mettere la (1.79) nella forma (1.80) scegliendo
opportunamente le fasi ¢,. Confrontando a questo scopo le (1.79) e (1.80), otteniamo
le condizioni

ng - ¢Ve =X ¢,u - (éu# =X ¢T - (byf =X (181&)
et 0 0 e 0 |
0 €% 0 |Vl 0 e 0 |=exVi (1.81Db)
0 0 el 0 0 e

La (1.81b) si riscrive

e 1bu 0 0 ei(Pa—x) 0 0
0 0 ef’L'(bt O O ei(¢b_x)

Ma questa ¢ una trasformazione del tipo (1.69), che abbiamo sempre possibilita
di operare sulla matrice CKM e che ci consente di ridefinirla. Di conseguenza,
possiamo concludere che l'interazione di corrente carica ¢ simmetrica per CP se e
solo se possiamo mettere la matrice CKM in una forma tale che

V=V (1.83)

ovvero se possiamo rendere completamente reale la matrice CKM. Come abbiamo
visto, una matrice unitaria 3 X 3 ha necessariamente degli elementi complessi, men-
tre una matrice unitaria 2 x 2 & reale. Poiché la violazione di CP é stata verificata
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sperimentalmente [10], e abbiamo mostrato che l'unica possibile sorgente di viola-
zione di CP nel MS é nelle correnti elettrodeboli cariche, questo implica che devono
esistere almeno tre generazioni di quark.

Un modo di quantificare la violazione di CP consiste nel considerare le matrici
di massa dei quark

M,=(0 m. O My=V |0 mg 0]V (1.84)
0 0 my 0 0 my
e il commutatore
C= [MuMg, MM} (1.85)
Dopo una seria di manipolazioni algebriche, si ottiene
detC' = —2iF, FyJ (1.86)
con
Fy = (my —mg)(mg —mg)(mi —my) (1.87a)
Fu = (m3 = m?)(m? — m?) (m? — m?) (1.87b)
J = Im[Vi Vi, Vao Vi) (1.87¢)

Questa quantita riassume le caratteristiche della violazione di CP mediante il mec-
canismo CKM, ovvero che CP ¢ conservata se due quark dello stesso tipo hanno
massa uguale o se la matrice CKM ¢ reale; inoltre, I'invariante di Jarlskog J [11]
non dipende dalla parametrizzazione scelta per la matrice CKM.

1.3.2 Forma canonica

La liberta di operare trasformazioni del tipo della (1.69) permette di trasformare

Vit Viz Vis e Il P Rl
Vo Vi Vag | — | e 02XV emi@2mxe)V,  emi02mxs) Y, (1.88)
Var Viy Vag e Ps=x)V,, om0 X)L, emildsxs) Y/,

Potendo scegliere sei angoli, solo cinque differenze sono indipendenti, e quindi pos-
siamo fissare la fase di cinque elementi, che in forma canonica sono [34]

Viin >0 Vig >0 Vis >0 Vo1 <0 V31 <0 (1.89)

(e naturalmente reali). Ora sfruttiamo le condizioni di unitarieta di V. Le
(Vin)® + (Va2)* + (Vig)? = 1 (1.90a)
(Vi)? + (Var)® + (Var)? = 1 (1.90b)

e le (1.89) sono soddisfatte se introduciamo tre angoli 6y, 6, 05 tutti compesi tra 0
e 7/2 e poniamo

Vii=a Vi = sic3 Vig = 5183 Vo1 = =512 Va1 = —s151 <1~91)
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dove ¢; = cos0; e s; = sinf;. Consideriamo altre due condizioni di unitarieta:

ViiVar + VigVag + VigVaz = 0 (1.92a)
(Var)? + [Vas|* + |Vas|* = 1 (1.92b)
Dalla prima segue
63‘/22 —+ 53‘/23 — C1C9 (193)
che ha soluzioni della forma
‘/22 = C1C2C3 + )\8283 (194&)
‘/23 — C1C9S83 — )\8203 (194b)

con A numero complesso arbitrario. Sostituendo nella seconda, si ottiene
N =1 = A=—-¢?con0<§<2r (1.95)

Altre due relazioni di unitarieta sono

VinVar + VigVas + VigVas = 0 (1.96a)
(Va1)? + [Vao|* + [Vas|? = 1 (1.96b)
da cui segue analogamente
Vag = €159¢3 — N o83 (1.97a)
Vas = ¢15955 + Neacs (1.97b)
Al =1 (1.97¢)
e infine dalla condizione
Va1 Var + Voo Vag + VasVag = 0 (1.98)
si ottiene
N =) (1.99)

In conclusione, abbiamo ottenuto una forma canonica

C1 S1C3 51853
V = | —s1c0 ci1e9c3 — €95983  ¢1Co55 + €090 (1.100)
—81S9 18903 + €0cy83 15983 — €Pcocy
con

0<6;<— i=123 0<6§<2r (1.101)

|

In modo analogo si ricava la forma simile consigliata dal Particle Data Group [12]:

—id

C1C3 S1C3 S3€
V = | =810 — 1895367 109 — 15953 S9c3 (1.102)
$189 — €1Co55€" — €189 — $1C283€"  Cocs

In questa parametrizzazione l'invariante di Jarlskog si scrive

J = c1c2c3513253 sin § (1.103)
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1.3.3 Parametrizzazione di Wolfenstein

La parametrizzazione di Wolfenstein ¢ una forma comoda dal punto di vista feno-
menologico in quanto si tratta di uno sviluppo in serie rispetto a un parametro
piccolo A, suggerita dal fatto che sperimentalmente si trova una certa gerarchia tra
gli elementi della matrice CKM [13]. Ad esempio, a partire dalle misure sperimentali

Vie & 0.22  |Viy| & 0.04 (1.104)

ha senso pensare che rispetto ad un parametro piccolo V,, sia del prim’ordine e |V
sia del second’ordine; poniamo quindi

Vis = A |Vop| = AN? (1.105)

Al second’ordine in A le condizioni di unitarieta sono soddisfatte scrivendo la matrice
CKM come
-2 A 0
V= —x 1-2 ax (1.106)
0 —AN 1

Osserviamo che a quest’ordine la matrice é reale.

Vogliamo quindi procedere con il terz’ordine in \. Convenzionalmente si scelgono
le fasi in modo che i termini complessi siano quelli in A® e si assume che s, e s3 siano
di ordine A?. Introduciamo due nuovi parametri p e 1, e poniamo

A =5 AN? = \/53 + 83 + 259583 cos; AP\ = 598380 AN/ + p? = s3

(1.107)
da cui la matrice CKM diventa
1-& A AN(p—in)
V= )\ g AN? (1.108)
AN (1 —p—in) —AN? 1

Sottolineamo che sia la forma canonica (1.100) sia la forma di Wolfenstein (1.108)
della matrice CKM presentano quattro parametri liberi, ma mentre la prima € una
parametrizzazione esatta, quella di Wolfenstein & uno sviluppo troncato ad un certo
ordine.

Procedendo con l'ordine superiore, la definizione esatta dei parametri di espan-
sione non ¢ unica. Un modo possibile per procedere consiste nel definire i nuovi
parametri in modo simile alle (1.107) ma con valore per tutti gli ordini in A. Ad
esempio partendo dalla forma esatta (1.102) e definendo [15]

2 S3 S3 .
A =51 AN = s9 p=——cosd n=——sind (1.109)
5152 S152
troviamo anche che la matrice CKM in funzione di questi parametri di Wolfenstein
soddisfa esattamente I'unitarieta. Basta poi espandere ogni elemento in serie di A
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per ottenere la parametrizzazione in (A, A, p,n) a qualsiasi ordine. Ad esempio al
quart’ordine

-X-x oA AN (p — in)
V=] A+ 1AL —2(p+in)] — A X1 4447) AN?
AN3 [1 — (p+in) ( - %)] CAN 4 LA — 2p)A1 —ipANt 1 — 142\
(1.110)

A quest’ordine é consuetudine scrivere con ottima approssimazione

Vig = AN (1 — p —in) (1.111)

ﬁzp(l—A;) 772?7(1—%2) (1.112)

1.3.4 I triangoli di unitarieta

con

Come abbiamo visto, il MS prescrive molte condizioni sugli elementi della matrice

CKM

Vud Vus Vub
V=1Va Ve Va (1.113)
Via Vis Vi

in quanto stabilisce che essa ¢ unitaria. Esse sono relazioni di normalizzazione (la
somma dei moduli quadri degli elementi di ciascuna riga o colonna deve essere uguale
a uno) e di ortogonalita (i prodotti scalari delle righe tra loro e delle colonne tra
loro deve essere nullo). Se si ricavano sperimentalmente i valori degli elementi della
matrice CKM, la verifica di queste relazioni costituisce un test del MS.

Le relazioni di ortogonalitd hanno un’immediata interpretazione geometrica. Se
ad esempio prendiamo la prima e la terza colonna, otteniamo la relazione

ViV + VeaVigy + ViaViy = 0 (1.114)

che dice che i tre addendi tracciano un triangolo nel piano complesso. Le relazioni
di ortogonalita sono sei, e poiché valgono se e solo se la matrice CKM ¢ unitaria,
i sei triangoli che esse disegnano sono chiamati triangoli di unitarieta (Fig. 1.3).
Gli angoli e i lati di questi triangoli non dipendono dalla scelta della fase e sono
quindi fisicamente misurabili; 'area ¢ la stessa per tutti e sei i triangoli e vale %\J |.
Se misurando queste quantitd non si ottenessero dei triangoli di questo tipo (ad
esempio se non si ottiene la somma degli angoli interni pari a 180°, se le misure
dei lati non sono coerenti con quelle degli angoli, se vincoli ottenuti da processi
indipendenti non sono compatibili, ecc.), si avrebbero prove dell’esistenza di Nuova
Fisica.

In particolare, la relazione (1.114) coinvolge elementi di matrice CKM attual-
mente di particolare interesse, e talvolta quando si parla di triangolo di unitariera
ci si riferisce solo a questo triangolo (Fig. 1.4). Riferendosi alla parametrizzazione
(1.111)-(1.110), troviamo che al quart’ordine i lati sono

VeaVi = —AN? ViV = AX3(p +in) ViaVip = AN*(1 — p—in)  (1.115)
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ds " uc .
VeaVes 8 * 3 VudVed
9/\4thVts VeV 9
VuaVas T vV
sb " ct .
6 VtSth 5 8 Vcths
o VeaVii/ 6
Vcchb 77U ub 2 Vcthﬂ!:J
bd Vcbvcﬁ tu Vts us=i<
Vb Vad VipVia ViaVad Vir Vb

Figura 1.3: I sei triangoli di unitarieta.

Solo due dei sei triangoli hanno i tre lati tutti dello stesso ordine, ma questo é I'unico
dei due attualmente accessibile sperimentalmente; gli altri triangoli sono lunghi e
stretti. Poiché il parametro A é noto con maggiore precisione rispetto ai parametri
p ed n, si preferisce riscalare il triangolo del fattore AX® in modo che il vertice
superiore abbia proprio coordinate (p, 77); sono sufficienti pochi calcoli trigonometrici
per ricavare i valori degli angoli in funzione di p ed 7. Infine, le lunghezze dei lati

SOno A\ 1|V 1 |Vidl
AC = (12 ) 2wl ol 1.116
< 2 ) A Ve A V| ( )

Di conseguenza, la conoscenza di questo triangolo di unitarieta pit gli elementi |V
e |Vip| contiene tutte le informazioni sulla matrice CKM (se questa ¢ unitaria).
Nel caso della fisica del B, invece, il triangolo di unitarieta rilevante ¢ quello

Cepm)

ViaVin % Vs
‘/cd V;‘; ‘/cd ‘/CZ

A0,0) B(1,0)

Figura 1.4: Il triangolo di unitarieta per eccellenza, riscalato per il fine-tuning dei
parametri p ed 7.
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dato dalla condizione
VsV + VsV + ViV, = 0 (1.117)

ovvero quella che nella precedente sostituisce il quark s al quark d. In questo caso,
i lati sono

VsV, = AN (p—in) Vi, Vi = AN Vi,V = — AN (1.118)

e come abbiamo anticipato il primo é molto pitt corto degli altri due; soprattutto, é
piccolo I’angolo
Vus Vi 2
Bs = arg { VCSVC’J A (1.119)

che interviene nella violazione di CP nei decadimenti e nel mixing del B;. Quindi
questi processi sono Cabibbo-soppressi, e quindi eventuali segnature di nuova fisica
sono rivelabili piu facilmente. Di conseguenza, la misura di 3 rappresenta a breve
termine una ricerca di nuova fisica e a lungo termine una verifica del meccanismo
CKM.

Attualmente varie collaborazioni operano al fine di raccogliere i dati di tutti
i processi che coinvolgono transizioni elettrodeboli dei quark per effettuare dei fit
completi dei triangoli di unitarieta e della matrice CKM [16] (Fig. 1.5). Citiamo
qui alcuni dati salienti per inquadrare lo stato dell’arte [12]. Sono noti con buona
precisione gli elementi

o |V, =0.97418 +0.00027  (da alcuni decadimenti [3);

o |V,s| =0.2255 £ 0.0019 (da decadimenti semileptonici dei K);

o |V =(3.9340.36) x 1073  (da decadimenti semileptonici dei B);
o V4 =0.230£0.011 (da interazioni con neutrini e antineutrini);

o |V | =104+£0.06 (da decadimenti leptonici e semileptonici dei D);

o [Vl =(41.24+1.1) x 107  (da decadimenti semileptonici dei B);
mentre & piu difficile determinare

o |Vig| = (8.1+0.6)x 1073 e |V;5| = (38.742.3) x 1073: attualmente non possono
essere determinati al livello ad albero dal decadimento del top, si determinano
da processi con loop quali le oscillazioni B — B o decadimenti rari dei K e B;

e |Vip| > 0.74: c¢’¢ solo un limite superiore dalla produzione del quark top singolo.

Pit incerta e in continua evoluzione ¢ la determinazione degli angoli del triangolo
di unitarieta:

e a=(8870)°;
o sin23 = 0.681 + 0.025;

o v = (7713 °.
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Mettendo insieme questi dati indipendenti, si possono verificare le condizioni di
unitarieta; ad esempio si trova

o Vil + |Vis|?> + [Vin|? = 0.9999 + 0.0011;

o [Veal® 4 [V ? + [Vip|> = 1.136 £ 0.125;
o [Vid|* + [Veal* + [Vig|* = 1.002 = 0.005;
o [Visl? + |Vi|? + |Vis|> = 1.134 4+ 0.125;

a+ B+ = (1861%)

ed altre relazioni, meno accurate ma comunque attualmente tutte compatibili con il
MS e che quindi impongono stretti vincoli sui modelli di Nuova Fisica.
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Figura 1.5: [17] (a): fit attuale del triangolo di unitarieta per eccellenza. (b): fit
attuale del triangolo di unitarieta rilevante nella fisica del B,. Si vede come per
entrambi i triangoli tutti le indicazioni sperimentali indipendenti siano compatibili.



Capitolo 2

I1 Modello ACD
con una Singola UED

2.1 I modelli con dimensioni extra

2.1.1 Motivazioni

L’idea delle dimensioni extra é stata proposta per le prime volte quando lo scenario
della fisica delle particelle era molto pitt incompleto di quanto lo sia oggi: Gunnar
Nordstrom nel 1916, Theodor Kaluza nel 1921, Oskar Klein nel 1926 [18] tentaro-
no con le dimensioni extra di unificare interazione elettromagnetica e interazione
gravitazionale.

Superato il loro scopo iniziale, quello della possibile esistenza di dimensioni extra
é diventato un paradigma sul quale sono state sviluppate diverse teorie, le quali fanno
ipotesi differenti sulle caratteristiche delle dimensioni extra; esse si propongono come
possibili estensioni del MS allo scopo di risolvere alcuni problemi (per il momento
non di natura sperimentale, ma solo concettuale) che il MS presenta; infatti, nei vari
modelli con dimensioni extra si ¢ riusciti a [19]:

e risolvere il problema della gerarchia tra massa dell’Higgs e massa di Planck [20], [21];
e risolvere i problemi di gerarchia delle masse e della matrice CKM [22];

e generare rottura spontanea di simmetria senza introdurre il campo di Higgs [23];

e costruire una grande unificazione sopprimendo il decadimento del protone [24];

ottenere dei buoni candidati di materia oscura [25], [35], [27];

e aprire delle vie sperimentali per la gravita quantistica [28|.

Di conseguenza, le teorie con dimensioni extra sono di grande interesse in un momen-
to in cui si stanno effettuando test di precisione del MS, e quindi si cercano segnali
di Nuova Fisica che indichino in quale direzione tentare di includere i fenomeni non
descritti e possibilmente come risolvere i problemi concettuali.

29
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Figura 2.1: Rappresentazione grafica semplificata di una varieta con D = 4 + § di-
mensioni: ad ogni punto dello spazio-tempo ordinario a 4 dimensioni (bidimensionale
nell'immagine) é associata una varietd compatta a ¢ dimensioni.

Un secondo motivo di interesse per queste teorie in questo momento ¢ che, come
vedremo in seguito, se le dimensioni extra esistono, esse possono cominciare a ma-
nifestarsi alla scala del TeV, ovvero alle energie che saranno fittamente esplorate nei
prossimi anni dai nuovi collisionatori.

Le teorie con dimensioni extra propongono scenari molto diversi tra loro. In
primo luogo, esse differiscono per il numero di dimensioni extra che postulano e per
le varie metriche che propongono per lo spazio-tempo n-dimensionale. Inoltre, in
alcuni modelli i campi ordinari possono propagarsi nelle dimensioni extra, mentre in
altri essi sono vincolati a restare nelle dimensioni ordinarie e solo il campo gravita-
zionale puo propagarsi nelle dimensioni extra. Tuttavia, nonostante queste profonde
differenze, ci sono delle caratteristiche comuni a tutti i modelli con dimensioni extra
motivate da esigenze fisiche, che andiamo ora ad analizzare.

2.1.2 Compattificazione

In tutti i modelli, le dimensioni extra sono compatte: le coordinate delle dimensioni
extra non possono estendersi fino a +=0o0 come per le coordinate delle quattro dimen-
sioni ordinarie. La ragione di questa scelta é evidente: serve a giustificare il fatto
che noi non percepiamo le dimensioni extra. Ovviamente non si tratta solo della
nostra percezione cognitiva, ma anche e soprattutto delle misure sperimentali, che
finora sono in ottimo accordo con le previsioni di un modello a quattro dimensioni.
Di conseguenza, le extra dimensioni devono essere non solo limitate, ma anche molto
piccole, in modo da non modificare le previsioni alle energie finora esplorate: le teo-
rie devono contenere il MS come limite in cui le dimensioni extra hanno lunghezza
tendente a zero; & proprio in questo senso che si parla di estensioni del MS.
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2.1.3 Segno delle dimensioni extra

Bastano delle considerazioni di tipo classico per rendersi conto che le dimensioni
extra devono essere di tipo spazio, cioé devono avere lo stesso segno delle dimensioni
spaziali dello spazio di Minkowski. (Nel seguito, assumeremo che come al solito gli
indici latini assumano valori 1,2, 3 e gli indici greci 0, 1, 2, 3, mentre gli indici latini
maiuscoli assumeranno i valori 0, 1,2, 3, 5; indicheremo la quinta coordinata come
T50Y).

Consideriamo una particella priva di massa che si muove in uno spazio piatto a
5 dimensioni, con una metrica che estende la metrica di Minkowski

1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0

g=10 0 -1 0 o0 (2.1)
00 0 -1 0
00 0 0 =1

e assumiamo che anche in 5D valga l'invarianza di Lorentz. Allora il quadrato del
5-impulso sara
P’ =0=p* = gappp” = pi — [pI" £p =0 (2:2)

dove (po, p) & I'usuale quadrimpulso e ps & I'impulso lungo la quinta dimensione. Da
questa relazione notiamo che se una particella € priva di massa in 5D, il quadrato
del suo quadrimpulso &

P — " = F03 (2.3)

e quindi, poiché la particella deve soddisfare anche I'invarianza di Lorentz in 4D

pupt = p — |pI* = m? (2.4)

essa su una ipersuperficie quadridimensionale apparira come una particella massiva
con massa quadra

m? = Fp} (2.5)

Di conseguenza, se la dimensione extra fosse di tipo tempo, essa avrebbe una massa
quadra negativa, cioé sarebbe un tachione. In tutti i modelli si preferisce evitare
la presenza di tachioni, in quanto questi generano importanti problemi di causalita.
Quindi sceglieremo una metrica con la quinta dimensione di tipo spazio:

1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0

g=10 0o -1 0 o0 (2.6)
00 0 -1 0
00 0 0 -1

Questo € un risultato generale: qualunque sia il numero di dimensioni extra, e
anche se la metrica non é diagonale o piatta, per evitare la presenza di tachioni
bisogna assumere che tutte le dimensioni extra siano di tipo spaziale.
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2.1.4 Eccitazioni di Kaluza-Klein

Nelle teorie con dimensioni extra, come conseguenza dell’esistenza stessa delle di-
mensioni extra e della loro compattificazione, si verifica la presenza delle eccitazion:
di Kaluza-Klein: ad ogni particella sono associati infiniti stati eccitati di massa.

Consideriamo ancora uno spazio piatto a cinque dimensioni con la metrica (2.6)
e quinta dimensione con estensione y; < y < 5, € un campo scalare privo di massa
®(z#,y). La Lagrangiana per questo campo &

LD = %8A<I>8A<I> (2.7)

e quindi 1’azione ¢
Y2 1
= /d%/ dy=0,90"® (2.8)
Y1 2

Sotto determinate condizioni di regolarita, che assumiamo essere soddisfatte, pos-
siamo separare le variabili espandendo

bzt y) = Z% )Xy (2.9)

in cui trattiamo n come un indice discreto (vedremo in seguito il perché), ma in gene-
rale potremmo anche considerarlo continuo e sostituire alla sommatoria un’integrale;
questa ipotesi € soddisfatta in tutti i modelli in virtu delle geometrie proposte per
le dimensioni extra. Ora se per Y, valgono:

e ortonormalizzazione:

Y2
/ dyXnXm = Omn (2.10a)
Y1
e condizioni al contorno:
Xn me‘y2 =0 (210b)
e equazione da soddisfare:
(24 m2) xn=0 (2.10c)

diventa possibile integrare la (2.8) sulla quinta dimensione, ottenendo
1
5— / d'x zn: 5 [0,000" 0, — m26%] (2.11)
e quindi una Lagrangiana per una teoria effettiva quadridimensionale

Y2
PP = / dy. L% = § % [0,600" ¢, — M2 7] (2.12)
Y1

n

che é la Lagrangiana per n campi scalari ¢,, di massa m,,: in quattro dimensioni per
ogni campo “vero” 5D vediamo infiniti campi “effettivi” 4D, ovvero le sue eccitazioni
di Kaluza-Klein.
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Mostriamo ora che le ipotesi (2.10) sono ragionevoli. Infatti, I'equazione per il
campo scalare ¢

040 =0 (2.13)
la quale, se assumiamo si possano separare le variabili, diventa
> [Xn0u0" b — 6u02xn] =0 (2.14)
che ¢é soddisfatta se
Ooxn = Cuxn 040" 6 = Crhy (2.15)

dove C,, & negativo per evitare la presenza di tachioni:

C, = —m? (2.16)

n

Le (2.15) sono coerenti con 'ipotesi (2.10c) e con il risultato (2.12). Ora, la (2.10c)
ha come soluzione generale

Xn = Ape™Y + B,e” MY (2.17)

dove A,, e B, dipendono dalle condizioni al contorno per y = y; e y = 5. Queste
condizioni al contorno sono fissate dal modello col solo vincolo di soddisfare I'ipotesi
(2.10b); ad esempio si puo scegliere che la funzione d’onda si annulli ai bordi, o si
possono scegliere condizioni al contorno periodiche. Se imponiamo ad esempio che
Xn» si annulli al contorno, posto L = ys — ¥, otteniamo

2
Xn = HE sin(myy) con  m, = % (2.18)

ovvero la compattificazione della dimensione extra implica che le eccitazioni di
Kaluza-Klein sono quantizzate (il problema ¢ analogo a quello della particella nella
scatola). Notiamo infine che le soluzioni sono ortonormali, come richiesto dall’ipotesi

(2.10a).

2.2 I campi quantistici nel Modello ACD

2.2.1 Ipotesi del Modello ACD con una singola UED

II modello proposto da Appelquist, Cheng e Dobrescu [25| (Fig. 2.2), nella sua
versione pitt semplice, assume che:

e esista una singola dimensione extra;

e questa dimensione extra sia universale, ovvero tutti i campi possano propagarsi
in essa;
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Figura 2.2: Rappresentazione grafica semplificata della varieta proposta dal Modello
ACD: ad ogni punto dello spazio-tempo di Minkowski M ¢ associata 1'orbifold Sk /Z.

e lo spazio-tempo sia la varieta M x (Sk/Z,), ovvero le quattro dimensioni ordi-
narie abbiano la struttura di spazio di Minkowski, mentre la quinta dimensione
sia “arrotolata”. Sk/Zy ¢ una orbifold, cio¢ una varieta in cui dei punti sono
identificati da un gruppo di simmetria finito: Sk indica che la quinta dimensio-
ne ¢ compattificata in una circonferenza di raggio R (che equivale ad imporre
condizioni al contorno periodiche), mentre il quoziente rispetto al gruppo Zs
indica che su questa circonferenza i punti y e —y sono identificati. Quest’ulti-
ma condizione significa che i valori che i campi assumono in questi punti sono
legati da una relazione del tipo

D(—y) = Ud(y) (2.19)

dove U ¢ una trasformazione unitaria che é una simmetria per il sistema. I
punti y = 0 e y = mR sono punti fissi per trasformazioni di Zs combinate
con la proprieta di periodicita. Tornando all’esempio del campo scalare, le
condizioni al contorno periodiche implicano che la soluzione generale (2.17)
assuma la forma

Xn = A, cos(myy) + B, sin(m,y) (2.20)

Dobbiamo pero implementare la condizione (2.19); notiamo che per un campo
scalare I'unica possibilita affinche U sia unitaria ¢ che U € U(1), quindi |U]? =
1 e pertanto a meno di una fase U = 41, ovvero i campi devono essere autostati
della parita P5. Ci saranno quindi due possibili soluzioni:

even odd

X' o cos(my,y) oS o sin(myy) (2.21)

La scelta dell’orbifold S}/Z, piuttosto che della semplice varieta S}, & dettata,
come vedremo, dalla necessita di ottenere degli spinori chirali e una opportuna
riduzione quadridimensionale dei vettori.

In questa varieta ogni campo regolare puo essere espanso in serie di Fourier lungo
la quinta dimensione; ad esempio per un campo scalare

Ot y) = 3 g, (a) (2.22)

nez
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e di conseguenza per ogni campo ¢ possibile la separazione delle variabili (2.9).

Questo modello aggiunge un solo parametro libero, il raggio di compattificazione
della quinta dimensione, ai parametri del MS. Il reciproco del raggio 1/R ¢ una
scala di energia al di sopra della quale gli effetti della dimensione extra cominciano
a diventare rilevanti, mentre il MS deve ritrovarsi come limite per R — 0. Ci
aspettiamo quindi che, non avendo finora trovato discrepanze con le previsioni del
MS, questa scala sia almeno dell’ordine di alcune centinaia di GeV.

2.2.2 Campi scalari

Per quanto visto finora negli esempi, le condizioni al contorno per i campi scalari
sono

050 (x, y)‘yzo = 0507 (x, y)‘y:ﬂR =0  (campo pari) (2.23a)

Q™ (2,0) =0 (z,7R) =0 (campo dispari) (2.23b)

da cui le rispettive espansioni di Kaluza-Klein sono

O (2, ) = \/217T_R¢( Z% cos (mny) (2.24a)
O (z,y) = wlr_R;% () sin (my) (2.24D)

con m, = %. Notiamo che il modo zero ¢ presente solo nei campi pari. Le particelle
scalari del MS sono identificate con il modo zero dei campi pari, mentre il fatto che
i modi eccitati di Kaluza Klein non siano stati osservati direttamente ¢ motivato dal
fatto che essi hanno massa di ordine almeno 1/R; invece, come vedremo, essi possono
entrare nei processi con loop e modificare le predizioni del MS per le particelle
osservate.

2.2.3 Campi spinoriali

In cinque dimensioni, uno spinore puo ancora essere un oggetto a quattro componen-
ti; invece devono essere cinque le matrici di Dirac, in quanto ciascuna di esse deve
essere associata ad una derivata direzionale. Le matrici gamma saranno ancora 4 x 4
e dovranno soddisfare 1’algebra di Clifford

{Ta,I'p} =2gapl (2.25)
che ¢ verificata dalla scelta
'y = [y =ivs (2.26)
L’equazione di Dirac in cinque dimensioni ¢ quindi

(iT40" —m) ¥ =0 (2.27)
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A questo punto possiamo vedere che ci sono dei problemi per ottenere degli spinori
chirali, quali sono quelli del MS (le basi del gruppo SU(2)). Nel MS, uno spinore
1 si dice chirale se soddisfa simultaneamente le equazioni

Yb =+ i =0 (2.28)

Questo puo essere realizzato in quanto in quattro dimensioni, se ¢ soddisfa I’equazio-
ne di Dirac a massa nulla (la massa rompe la chiralita, infatti i fermioni acquistano
massa solo dopo la rottura spontantea della simmetria elettrodebole), anche 51 la
soddisfa, in quanto ~; anticommuta con tutte e quattro le matrici gamma. Questo
non vale invece in cinque dimensioni, in quanto abbiamo appena visto che 75 diventa
una delle matrici di Dirac e quindi non anticommuta con tutte le matrici di Dirac co-
me avviene in quattro dimensioni; di conseguenza, le (2.28) in cinque dimensioni non
possono essere pitl soddisfatte simultaneamente; infatti, se ¥ soddisfa I’equazione di
Dirac in cinque dimensioni, non ne consegue che anche 5V la soddisfa:

L4000 =0 = 75i7,0"V +0,¥ =0 (2.29a)
iL40% (35V0) = —75i7,0"V + 9,¥ # 0 (2.29b)

Questa proprieta puo perd essere ripristinata se all’azione di 75 si associa la tra-
sformazione y < —y che restituisce il segno corretto nella (2.29b). Diventa quindi
cruciale il ruolo della simmeria dell’orbifold S}/Z,. Infatti, dovendo soddisfare la
condizione (2.19), possiamo scegliere U = 45 e quindi

Y (y) = £V(-y) (2.30)

che ¢ proprio la condizione che ci serve per ottenere degli spinori chirali in cinque
dimensioni.
Le condizioni al contorno che ne derivano sono

85\11;5(1:,y)‘ = 05V} (, y)‘y:ﬂR =0 e Uf(z,0)=V](x,7R)=0 (2.31a)
oppure
05V (z y)‘ = 85\112(x,y)‘y:ﬂR =0 e Vgi(z,0)=V¥gz,mR)=0 (2.31b)

e quindi le espansioni dei campi spinoriali sono

\I/+(Qf,y) - \/—wR \/ﬁz wR COS (mny) +¢L(n)(x) sin (mny)]
(2.32a)
- = ! N cos (m sin (m
v (fv,y)—mtb o(z) + \/—Z[% () cos (mny) + Yrem) () sin (my,y)]
(2.32b)

Possiamo quindi identificare i modi zero, che sono left-handed o right-handed, con
i fermioni del MS (prima della rottura spontanea della simmetria); le eccitazioni

di Kaluza-Klein invece sono massive e si presentano in coppie left-handed e right-
handed.



CAPITOLO 2. IL MODELLO ACD 37

2.2.4 Campi vettoriali e interazioni di gauge

Un campo vettoriale V4 in cinque dimensioni deve avere cinque componenti. Per
poter identificare con esso un campo vettoriale V,, (a quattro componenti) del MS,
dobbiamo imporre che a basse energie la quinta componente non compaia. Questo
puo essere fatto nella topologia della orbifold; infatti, possiamo imporre che le prime
quattro componenti V), siano pari rispetto a Z,, mentre la quinta componente Vj sia
dispari. Di conseguenza, le condizioni al contorno da imporre sono

HVH, o= V", _ g =0 e V°(0)=V’(xR) =0 (2.33)

e quindi I'espansione di Kaluza-Klein é

Vi(z,y) = \/2;7r_V \/ﬁ Z Vi (@) cos (mny) (2.34a)
V3(a,y) = —— 3 V3, () sin (may) (2.34D)

Nel MS i campi vettoriali compaiono come conseguenza dell’applicazione del
principio di gauge. Consideriamo un esempio semplice del tipo di una QED in
cinque dimensioni, ovvero una teoria con un solo fermione chirale e una lagrangiana
invariante rispetto ad U(1). Applicando il principio di gauge, la Lagrangiana diventa

- 1
$5D = \IJZID‘IJ—Z}WMNFMN con DM IaM—ZéAM, FMN IaMAN—aNAM

(2.35)
La Larangiana per la teoria efficace in quattro dimensioni ¢ £4P = fffR dy. P
la parte cinetica é costituita dai termini cinetici dei modi zero del fermione e del
campo di gauge e dai termini cinetici delle loro eccitazioni di Kaluza-Klein, mentre
la parte di interazione é

L=+ 4" + 24 (2.36)

dove
'i’ﬂl _ L)A( ) (0) (2.37&)

L= 3 GOAOG 1 e 3 [FOAD Y 4 GO APu 1] (237
n=1

n=1

1 - " m n - 7 (n+m m n
IZ [¢<n+m>A< Jp)  japltm) 40 )]
\/ﬁnmzl
) oo (2.37¢)
e 30 B AT i AT ] e,
\/§n,m:1
con 5

e=—2 (2.38)

VTR
Abbiamo costruito una teoria di gauge in cinque dimensione il cui limite per basse
energie corrisponde all’ordinaria QED. La teoria completa mostra inoltre che ai
vertici vale la conservazione della parita KK (—1)7, dove j ¢ il numero che identifica
il modo di Kaluza-Klein [35], ovvero i modi di Kaluza Klein devono essere creati in
coppie dal modo zero.
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2.3 Estensione del MS mediante il Modello ACD

2.3.1 1l settore elettrodebole nel Modello ACD

Mostriamo come le considerazioni precedenti ci permettono di costruire un modello
a cinque dimensioni che abbia il MS come limite per le basse energie [29], [30].
Estendiamo la Lagrangiana elettrodebole a cinque dimensioni seguendo le indicazioni
che abbiamo ricavato nel paragrafo precedente:

L = Lo+ Lo+ L+ L (2.39)
con
Lr = Zg (iFADA) Ly + 7@@ (iFADA) R+ (2 40 )
_ _ _ .aVa
+ L, (iC4D?) L+ Ry (iTaD?) Ry + Ry (iTaD?) Ry
1 1
L = —ZWMNWMN — ZBMNBMN (2.40b)
A
Ly = (DaH)' (D*H) — | —*H'H + 5 (H'H)* (2.40¢)
Ly = —LY;HRy — LY, (i0° H )R, — L,Y;HR, + h.c. (2.40d)

dove la derivata covariante ¢ Dy = 04 + iglwWa + i§'Yiw Ba; E,}}u,?d sono le
matrici degli accoppiamenti di Yukawa; i campi che compaiono nella (2.39) sono
campi in cinque dimensioni che quindi hanno gli sviluppi di Kaluza-Klein ricavati
nel paragrafo precedente: per i campi fermionici sono

1 1 &
L(x,y) = L ) + L () cos (m,y) + Lremy(x)sin (m,
(2.41a)
R(5,4) = —=Rato)(#) + = 3 [Rooy () 08 () + Rooy () sin (2p)]
V2T R ViR —
(2.41b)
e per i bosoni di gauge sono
1 1 «—
GH'(x,y) = \/ﬁGl{o) (x) + NS ; Gl () cos (m,y) (2.41c¢)
1 oo
Go(z,y) = — G? () sin (m,, 2.41d

Con queste scelte di parita, si vede che dal modo zero di £y, £, si ottengono i
doppietti left-handed di leptoni e quark, da Ry, R, R4 i singoletti right-handed (in
tutti i casi & sottointesa la somma sulle tre generazioni di leptoni o quark); la loro

interazione con il modo zero dei bosoni vettori & quella del MS se poniamo
g / g

9= V2rR 7= V2T R

(2.42)
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Inoltre, il campo di Higgs a cinque dimensioni ¢

ot I [(—i(¢1 —igo)
H(x,y) = = — _ 2.43
(®3) (<I>°> \/§< Go + i3 (243)
in cui ogni campo scalare reale ha la sua espansione di Kaluza-Klein. Integrando sul-

la quinta dimensione (utilizzando le condizioni al contorno del paragrafo precedente)
per ottenere la teoria efficace in quattro dimensioni, si ricava

A 2
V(H)= — i’H'H + a (H'H)" =

A 0
= — M2H( )TH( ) + — m ( TH(O) + Z M + ’ITL (")TH(”)+

(2.44)
G )\ n n n 2
+;E [(H(OﬁH(m) (H™TH™Y) 4 (HOTEM)? 4
+ (HO M) (HMTHO) + he]
con ~
Ao 2 (2.45)

V2TR

Identifichiamo quindi il modo zero con il campo di Higgs ordinario, che quindi sara
soggetto a rottura spontanea della simmetria e scelta del gauge unitario:

V2

P@)=v+h(z) (H?) = ( ! > (2.46)

Invece, le eccitazioni di Kaluza-Klein del campo di Higgs hanno termine di massa con
segno opposto, in quanto pur non conoscendo i valori esatti ci aspettiamo comunque
m?2 > u?; di conseguenza, il valore di aspettazione nel vuoto ¢ zero e quindi non c’¢
rottura spontanea di simmetria. Le masse che si ottengono per i campi reali sono:

m*(h) =22 =m2  m*@) =m2 +m? (2.47a)

m (@) = m*(¢)") = m* (@) =0 m* (@) = m*(¢") = m*(¢") = m?

(2.47Db)
Essendo a massa nulla, i campi ¢§0), (0) ¢3 possono essere quindi identificati con
i bosoni di Goldstone neccessari afﬁnche scegliendo il gauge unitario i campi W*, Z
acquistino massa. Applicando pertanto il meccanismo di Higgs, troviamo per le
masse dei bosoni vettori che quella del modo zero € uguale a quella del MS, mentre le
loro eccitazioni di Kaluza-Klein hanno massa aumentata di un termine n/R; poiché
quindi alla matrice di massa del MS si aggiunge una matrice diagonale, ’angolo
di mixing elettrodebole € lo stesso per tutti i modi di Kaluza-Klein ed é uguale

all’angolo di Weinberg. Possiamo quindi implementare il mixing in modo analogo
al MS

Wi =—= Wy £ W) (2.48a)

1
V2
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Zy = coS GWW}\} — sin Oy By (2.48b)
Ay = sin Oy W3, + cos Oy By (2.48c¢)

e identificare con i loro modi zero le analoghe particelle del MS.

Abbiamo quindi ritrovato tutte le particelle del MS (i fermioni, i bosoni di gauge
e il bosone di Higgs) e la corretta forma per le loro interazione. Abbiamo pero
ottenuto molti altri stati non presenti nel MS: le eccitazioni di Kaluza-Klein di tutte
le particelle del MS, le quinte componenti dei bosoni vettori Wi ("),Aén), Zé"), le
eccitazioni dei bosoni di Goldstone ¢=" = (¢! + ¢?™)) /\/2,¢3™) . Queste ultime
sono mescolate tra loro:

mn Z8 + im 3™ mnWE® 4 gy )

GO(n) _ Gi(n) — 2.49a
Vm% +m? Vmy, +m2 ( )

. (n) 3(n . +(n) +(n
@000 = 22 T sy Wy mag (2.49b)

Vm% +m? Vmid, +m2

Gli stati A(n GO G s comportano come bosoni di Goldstone dando massa
rispettivamente a A, ) . 2y, () Wi( ) invece, a®™ e a®™ sono eccitazioni di Kaluza-
Klein per partlcelle stablh non presenti nel MS (e quindi possibili candidati di
materia oscura).

Per quanto riguarda le masse dei fermioni, esse sono generate sia dall’accoppia-
mento di Yukawa con H®| sia integrando sulla quinta dimensione le eccitazioni di
Kaluza-Klein. Nel settore dei quark, i termini rilevanti nella Lagrangiana di Yukawa

Sono

Yy = — YUZ((IO)H(O)RELO) -Y, Z Et(]n)H(O)R’ELn)_

n=1

— Y LOHORY YdZE(”)H IR fhe + ...

n=1
)

Y, u - Y, v - You 5 0 Yaqu — 5 (n)
=— LR — 2N LR — S LORD - SN LR hie. +
q U q U q d d
V2 V2 & V2 g

con

(2.51)

Poiché identifichiamo i modi zero dei fermioni con i quark, per costruzione Y, Yy
sono le stesse del MS. Come nel MS, possiamo diagonalizare le matrici di massa di
Yukawa mediante una trasformazione biunitaria

v
M, = ——S1y,T, My = ——=Siv,T, 2.52
Nk @=Ly (2.52)

e quindi introdurre la matrice di Cabibbo-Kobayashi-Maskawa

Verar = SIT; (2.53)
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che é la stessa per tutti i modi di Kaluza-Klein ed ¢ la stessa del MS: il Modello
ACD non modifica la matrice CKM né le masse dei fermioni. Applicando ad ogni
flavour f = wu,c,t,d, s,b la trasformazione unitaria

R/ . R//
( ,f(n)) _ (—75 COS Clf(m) SN COS af(n)) ( /],”(n)) (2.54)
7 Vs cosasm ) \ L

con angoli di mixing
m
tan (2ap(n)) = —n/% (2.55)

si ottengono gli autostati di massa dei modi eccitati di Kaluza-Klein, che hanno

masse
Mi(ny = \/ M} +m2 (2.56)

L’estensione a cinque dimensioni della QCD si effettua in modo analogo, ma non
la esplicitiamo in questo contesto.

2.3.2 Regole di Feynman del Modello ACD

Parametri

Dalla Lagrangiana elettrodebole del Modello ACD con una singola UED
PP = Lo+ Lo+ Ly + Ly (2.57)

esplicitata nel paragrafo precedente, integrando sulla quinta dimensione (riduzione
dimensionale) si ottiene la teoria effettiva quadridimensionale che ha il MS come
limite a basse energie.

Abbiamo visto come il procedimento di riduzione dimensionale implica che alcuni
dei parametri che compaiono nella teoria effettiva siano riscalati rispetto a quelli
della teoria fondamentale in funzione del raggio di compattificazione della quinta
dimensione:

g= g g/: g/ N\ = 5\ Y,y = ffu/d
VorR VorR VorR Y R

Poiché per il momento non possiamo vedere direttamente eventuali eccitazioni
di Kaluza-Klein in quanto troppo massive, nei diagrammi che consideriamo i campi
in entrata e in uscita sono di modo zero; la conservazione della paritd KK impone
quindi che nei processi a un loop gli altri due campi abbiano la stessa eccitazione; di
conseguenza, possiamo evitare di esplicitare questo numero. Le regole di Feynman
per i modi zero dei fermioni (che sono naturalmente le stesse del MS) sono diverse
da quelle per i loro modi eccitati. Utilizziamo quindi la seguente notazione per i
fermioni:

(2.58)

e u,d, e, v per i modi zero, ovvero per gli stati del MS;

o L, L4, Ru,Ra,Le, Re, L, per le loro eccitazioni (n > 1);
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e gli indici i = u,c,t e j =d, s,b per le generazioni di quark, 7,7 = e, u, 7 per le
generazioni di leptoni.

Posto m, = %, le masse delle particelle sono
My =My My M = 27+ my

Inoltre, posto sji) = Sin () € Cin) = COS (), definiamo i parametri si massa che
intervengono nell’accoppiamento fermione-Higgs:

m&") = M;Si(n) T MnCin) Mfi’j) = M;Ci(n)
mg) = MiCi(n) — MnSi(n) Ml(m) = MjSi(n)

@ _ o Mn ) M) M
ms my; M Si(n) mw Ci(n) 1 m; mw Ci(n)
@0 _ . M . A — o, M
my m; mw Ci(n) + mMw Si(n) 1 m; mw Ci(n)

dove m; e m; sono le masse dei modi zero dei quark rispettivamente di tipo up e di
tipo down.

Propagatori

e Campi scalari

7

Se--w---05 _ b
k k2 — M? + q¢
0 + 0 +
S| Hwy — Asw) G Gl Uy )

M | mu@y VEmawy VEmzwy VEmwmy mzmy mwe)
e Campi spinoriali

F P kM)
k k2 — M? 4+ e

F ‘ e v u d Lew) Rewm)y Lum) Lum) Lin) Rum) TRawm)

M ‘ me 0 my, my Men)  Mem) Muym)  Mumn) Mdn) Mumn)  Mdn)
e Campi vettoriali
1 krEY
VMM/\/\/\MV,, = —_—_— g“y—(l—f) -
k k2 — M? + ie k2 — EM? + ie

V| Aw W5, Zw

M | mag) Mwe)  Mzm)
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Vertici
W= - ST
[ J //
g
_= gp,I/C’
CWInw (n)
aon
IW*TG™ : C = —siymiy, + ciym?
ZW~-G": C = symyy, — ciym?
IWtra™ : C = —mym,
ZW=at : C =mym,
o SE. ki ~_ - S ks
= ko — ki) C
QCwm%/V(n) (2 1)“
aon

Zataw : C = =2cwmiy — (cy — siy) mi,
ZG a™ : C =mym,
ZG at : C=—mym,

o WS ks W, ks

= igcw [guu (kQ - kl)x + Gux (kl - k3)y +
+g>\V (k?) - kQ)M}
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i
6_97# (PLCL + PRCR)
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Zdd o
CR = 28W
. Cr = —3 + 653
Zelel L B 2+ W
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ZRR Y o 4o )
rR = —4sy + 357,
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ig
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WRIV : Oy =6,
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Capitolo 3

Oscillazioni del Bs nel MS
e nel Modello ACD

3.1 Fenomenologia del B;

3.1.1 Dati anagrafici

Con mesone By si indicano due particelle neutre previste dal modello a quark, una
antiparticella dell’altra; il loro contenuto in quark ¢

BY — sb BY — 5b (3.1)
e 1 numeri quantici previsti sono
I(JF)=0(07) (3.2)

Il B, é stato osservato per la prima volta nel 1993 dall’esperimento ALEPH presso
il collider LEP, prodotto dal decadimento della Z (Fig. 3.1) [31]. Attualmente le
misure danno [12]

Massa 5.3663 £ 0.0006 GeV
Vita media (1.4767005) x 1072 s

3.1.2 Equazione di evoluzione: mixing B? — B?

Per il B,, come per i mesoni neutri dello stesso tipo come K° DY e B°, ¢ possibile
la transizione con |AB| = 2 nella sua antiparticella:

B® < B° (3.3)

Analizzeremo in seguito i dettagli dell’interazione che genera questa transizione; ora
vogliamo scrivere e risolvere I’equazione che ne governa 1’evoluzione.

46
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T e

Figura 3.1: Visione “ad occhio di pesce” dell’evento By, — 10'¢ e due suoi dettagli,
uno dei canali che hanno permesso alla Collaborazione ALEPH di osservare il mesone
Bs.

E facile vedere che 'equazione di Schroedinger non puo funzionare con questo
sistema, in quanto essa é ottenuta per corrispondenza dalla meccanica non relati-
vistica, in cui non ¢ presente ’energia di massa e quindi una particella non puo
decadere. Infatti, risolvendo formalmente 1’equazione di Schrodinger

d
i () = H (1)) (34)

troviamo soluzioni del tipo '
[(t) = e™" o) (3.5)

se 1 ¢ autostato dell’energia; quindi la probabilita di trovare il sistema nello stato
iniziale ¢ pari a 1. Questo ¢ dovuto al fatto che ’'Hamiltoniana ¢ hermitiana. Se
pero vogliamo costruire una teoria efficace e modifichiamo “a mano” ’'Hamiltoniana
aggiungendo un termine immaginario —:I', I’equazione diventa

d .
i [W(t) = (H —il) [(t) (3.6)

che ha soluzioni

(1)) = e Fre ™ [aby) (3.7)
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e quindi descrive il decadimento esponenziale del sistema, in quanto

(W(t) [o(t)) = e (3.8)

Utilizziamo quindi questo tipo di equazione. Nel prossimo paragrafo mostreremo
che questi non sono solo argomenti di plausibiltd ma derivano da un approccio
matematicamente rigoroso al problema.

Il fatto che il B, e il B, possano evolvere I'uno nell’altro ci suggerisce di trattarli
come un sistema a due stati:

m=(o) =) 39

per cui un generico stato di By sara del tipo
(1) = a(t) | Bs) +b(t) | By) (3.10)

Per quanto visto, I’Hamiltoniana efficace sara la matrice 2 x 2

7
H=M - §F (3.11)
con M = Mf e I' = I'l. Inoltre, l'invarianza CPT garantisce che una particella e
la sua antiparticella debbano avere la stessa massa e larghezza di decadimento, e
questo implica M1 = My, = My e I'y; = 'y = I'y. L’equazione é pertanto

con M e I'y reali. Poiché H non é hermitiana, perdono validita alcuni teoremi che
valgono per I'equazione di Schroedinger, ad esempio gli autostati dell’Hamiltoniana
non saranno necessariamente ortogonali, o I'hamiltoniana non si potra diagona-
lizzare necessariamente con una trasformazione unitaria; dovremo prestare quindi
particolare attenzione nel risolvere I’equazione per evitare di applicare proprieta non

valide.
Per semplicita di notazione, chiamiamo

M1 — ifl M2 — lFQ [0 /6
H = 2 2 = 3.13
(MZ* — §F2 M1 — 5F1) (’)/ « ( )

I suoi autostati e autovalori sono

|BE)Y = p|Bs) + q|Bs) con autovalore pr = o+ /[y (3.14a)
|BI') = p|Bs) — q|Bs) con autovalore pug = a —+/fy (3.14b)

con

Vi V7

p=—Y2 S tali che Ipl>+lgl*=1  (3.15)

N R SR
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Notiamo che gli autostati sono normalizzati ma non sono ortogonali. Ora, posto

ve (s ey - (2 V) e

(notiamo che V non ¢ unitaria) poissiamo diagonalizzare 'Hamiltoniana efficace
mediante la trasformazione

0
V-IHV = [ HE 3.17
(O MH) (3.17)

Possiamo quindi diagonalizzare la nostra equazione, sfruttando il fatto che V non
dipende dal tempo:

N z’% ( f) — V[V iHV] V! (Z((f))) (3.18)
= v ()] = [ ).
¢ se cambiamo base secondo
()6
otteniamo equazione diagonale
WG e
Essa ha soluzione o
(i) = (i) 62

Possiamo ora tornare nella base iniziale:

(o) v () = e (2 r i) oo

e quindi la soluzione finale &

VB

B0} = o [ e0) 4 (O] B +
i efi,uLtC 0) — efi,thd 0 B (323)
+ e [e0) 0)]|2.)

= e i) ’BSL> + et d(0) |Bf>
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Sottolineamo che, poiché py e py sono quantita complesse, il termine esponenziale
comprende sia una parte di oscillazione che una parte di decadimento:

prH = <M1 - %H) + \/(M2 - %Fz) (M; - %FQ) (3.24)

Esplicitiamo quindi formalmente le parti reali e complesse

7
WL, H = ML H — §FL,H (3.25)

e introduciamo le quantita
Au:,uH—,uL:Am—i—%AF Am =mpyg —myp, AT'=T;, —-Ty

r r
m = mHTW = % (3.26)

E chiaro anche che, mentre | B,) e | BI) sono autostati di flavour, | BX) e |BX) sono
autostati di massa (M) e larghezza (T'):

BLR(t —imp, gt — LR BLR
| ()> e e 2 ‘ > (3.27)

S

Esplicitiamo anche

(3.28)

p  |[My—4ily  Am+4LAT  2My —il}
g \ Mj—ils  2My—ily  Am+ AT

Consideriamo ora i due stati iniziali interessanti dal punto di vista sperimentale:
chiamiamo |BP"*(t)) lo stato che inizialmente ¢ puro |B,) (|B2™*(0)) = |B,)), e
analogamente |B2"*(t)) lo stato che inizialmente ¢ puro |B,) (|B2"4(0)) = |B,)).
Per questi I’evoluzione temporale ¢ data da

s q —
| BEMe()) = g+ (t) |Bs) + 59—(75) | B.) (3.29a)
_ s p —
| BEe(t)) = 9+ 1B +9-(1) |B,) (3.29h)
dove
gi(t) = % [efimLtefFTLt 4 efimHtefFTHt}
Ty, ATt Amt . ATt . Amt (3.30a)
=e e 2" |cosh 1 coS Y 1 sinh 1 sin 1
g-(t) = % [e_im”e‘%t — eTimtem ]
a1y ATt  Amt . ATt . Amt (3.30b)
=e e 2' [cosh 1 cos 1 + 4 sinh 1 sin 1
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P(Bs(t))
10

0.8r
0.6-
04r

0.2

B 12 12 12 12 t(Gev

2x 10 4x 10 6x 10 8x 10

Figura 3.2: Andamento nel tempo della probabilita P (B,(t)) = |(By(t) | Bs(t))|* di
trovare un By in un campione che a t = 0 é costituito da soli B;.

Quello che avviene ¢ evidente: lasciando evolvere nel tempo uno stato iniziale di puro
B, (B,), esso autointeragisce ed effettua transizioni in B, (B,) in modo oscillatorio, e
contemporaneamente B, e B;, ora mescolati, decadono esponenzialmente (Fig. 3.2).
Osserviamo perd che ancora non conosciamo i parametri fondamentali di questo
comportamento my, g e I'y , in quanto e difficile esplicitare analiticamente la loro
dipendenza dai parametri dell’Hamiltoniana efficace Mz e I'y o.

Quanto detto finora si applica a tutti i sistemi di mesoni neutri citati: K° — K9,
DY — DY BY— B BY— BY. Solo per i sistemi B® — B® e B? — BY possiamo perd
applicare una proprieta che ci permette di effettuare delle utili approssimazioni.
Infatti, si vede empiricamente che per questi sistemi si ha

IT| < [My] (3.31)

Come vedremo, questo ¢ dovuto alla gerarchia tra gli elementi della matrice CKM.
Questo ci permette di sviluppare in serie di |y

=M —=I'| | + My — =T My — =I5 ~
KL H ( 1 B 1) \/( 2 5 2>( 2 9 2)

T |2 ' Re (M,T3) (3.32)
~ | My £ | [ My] — =2 — =N+ —=
1 (' d 8|Mg\2>] 2{ YA ]
e quindi di esplicitare
Ty
mp g~ | M+ | | M,y — A Ipm~ It F T2 cos @] (3.33)
2
dove abbiamo introdotto Iy
¢ = Arg (—F—;) (3.34)

che ¢ una quantita che compare in molte osservabili legate all’oscillazione di questi
mesoni. Otteniamo quindi

m ~ M, ~Ty (3.35a)
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tro(|iE vro (|3 )| @

Iy
Inoltre, introducendo la fase ¢ = Arg(Ms), e il parametro piccolo
sin ¢ (3.36)

I Ty Ty
pry m —_— — —_—
¢ M) |

possiamo esplicitare anche

2
)] Al = 2|T'y| cos ¢

2 2
|p|:%(1+%)+0<‘]¥—;> |q\=%<—%)+(9<‘]¥—;>
1 _eion (1 —~ 9) +0 (’% 2) (3.37)
p 2 2
3.1.3 Violazione di CP
Adottiamo la convenzione di fase
CP|B)(P?)) =—|BY(F,)) (3.38)

Possiamo costruire delle combinazioni che siano autostati di CP pari (E) o dispa-

ri (O):

|BE) = % (IBs) — | Bs)) tale che  CP|BF)=+|BF)  (3.39)
1BOY = % (1B.) +|B.)) tale che  CP|B%) = —|BO)  (3.30D)

Ora consideriamo uno stato finale f e il suo coniugato per CP f con la conven-
zione di fase

CPIf)=+|f) (3.40)

Vogliamo calcolare le ampiezze di transizione per BY, BY — f, f. Si ha

D(By(t) — [) = N; [(f IB{O) T (Bot) — f) = N7 [{f [Bs@))]F (3.41a)
T (By(t) = ) = N7 [(FIB) T (Bu(t) = F) = N5 |[(F | B,(t))]* (3.41b)

dove N, 7,7 sono 1 fattori di normalizzazione e spazio delle fasi; poiché essi sono ci-
nematici, si ha Ny = Nj (per By(t), Bs(t) naturalmente intendiamo per brevita
gli stati che in precedenza abbiamo chiamato BP"s(t), BP™3(t)). Introduciamo le

quantita

Ar= (/1B Ap=(7|B.)
A;= ([ |Bs) A;=(f|Bs)
_Q&N_*M’M _a & __]_?A_fw_ich a A_f
=l e (1 2>Af e <1+2)Af (3.42)
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Sappiamo che la trasformazione di CP ¢ definita a meno di una fase in virtu della
possibilita di ridefinire la fase delle particelle. Questo implica che anche le quantita
introdotte sopra contengano delle parti ridefinibili e quindi non osservabili. Si puo
pero provare che le quantita

A

Am AT a6 '@‘ 7

p Ag

sono indipendenti dalle scelte di fase [32]; in particolare, ¢ osservabile la fase di A;
che é I'unica quantita complessa.

Si vede immediatamente che in queste ampiezze le funzioni g, (t) e g_(¢) entrano

solo nelle combinazioni

Af (3.43)

1
lg+(D)]* = 1 [ehe + et £ 2e M cos (Am t)] =
y Ky (3.44a)
= {cosh + cos (Am t)}
1
g+(t)g=(t) = ) [e7het — et 4 2ie M sin (Am t)] =
It AT ¢ (3.44b)
= ¢ 5 [— sinh —5— +isin (Am t)}

Esplicitando, si ottiene

L (By(t) = f) = Ny [{f 1B {lg+ (O + A7 [g- (O] +2Re [ApgL(t)g-(1)] } =

2 2
= Ny | AP e { L+l cosh ALt + L=yl cos (Am t)
2 2 2
—Resinh % — ImAssin (Am t)}
(3.45a)
2
D, D, 2 p *
T (Bs(t) = f) =Ny [{f | Bs)] p {lg-@)1° + IAs* g+ (O + 2Re [Arg4 ()= (1)] } =
2 2
= Ny AP (1 +a)e ™ { ! +£>\f| cosh Ag t_1 g\ﬂ cos (Am t)
—ReAy sinh ALt + ImA s sin (Am t)}
(3.45b)
2
= 2|q 2 .
D (B) = F) =Ny [F 1B 2] {lo-(OF + I\l Lo OF + 2Re [rgg 097 (0]} =
. 1+ a7 1— A7
z./\/'f|Af}2 (1—a)e_rt{+’—f|cosh ALt Al cos (Am t)
2 2 2
—Rei sinh ALt + Imi sin (Am t)}
A7 2 Af

(3.45¢)
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[ (By(t) — f) = Ny [{f | Bo)[* {!g+(t)|2 + A 1g- () + 2Re [Afgi(t)gf(t)]} =

-2 oy 2
:Nf‘Af{Qe_Pt{l—'—‘;f’ coshAgt—i-1 |2/\f‘ cos (Am t)

1 AT 1
—Re—sinh L Im— sin (Am t)}
A\ 2 Y

(3.45d)

Mostriamo ora che ci sono tre osservabili indipendenti dalle scelte di fase che
caratterizzano la violazione di CP:

q Af q Ay
q Ar A, = 147 3.46
’P‘ ‘Af T p A (3.46)

e Violazione di CP nel mixing: |q/p|# 1

Se CP fosse conservata, non sarebbero possibili transizioni tra gli autostati di
CP ‘Bf > e ’BSO>: il loro decadimento dovrebbe essere puramente esponenziale
senza generare mixing tra essi. Noi pero conosciamo gia gli stati che soddisfano
questi requisiti: si tratta degli autostati di massa e larghezza BSL> e |Bf >
Pertanto, se CP € una simmetria per i sistemi di mesoni neutri, gli autostati
di CP devono coincidere con gli autostati di massa. Poiché abbiamo visto

By _ L 1
‘Bs > o \/§ ( \/5
’BsL> :p|Bs>+Q|Bs> ’BsH> :p|Bs> _Q{Bs> (347b)

|Bs) — | Bs)) |BY) = —= (1B.) + | Bs)) (3.47a)

é chiaro che questo é verificato se e solo se
q
- =1 3.48
g a9

in quanto le fasi di |Bs) e }BS> sono ridefinibili. Questa segnatura di violazione
di CP ¢ chiamata violazione di CP nel mixing appunto perché dipende da come
|Bs) e |BS> sono mescolati per formare gli autostati di massa e di CP.

M, — il
Y i R (3.49)
q M3 — 313

ne deriva che CP ¢é violata se M5 e I'y; hanno tra loro una fase relativa non
nulla.

Poiché abbiamo visto

e Violazione di CP nel decadimento: ‘Af/Af| #1

E evidente che poiché i processi By — f e By — f sono tra loro coniugati
per CP, se CP é una simmetria per la Lagrangiana essi devono avere la stessa
probabilita, e quindi deve essere

—‘ =1 (3.50)
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Se si osservasse per tale quantita un valore diverso da 1, si avrebbe una segna-
tura di violazione di CP, chiamata quindi violazione di CP nel decadimento.

Ora, in un’ampiezza di transizione possono apparire due tipi di fasi non eli-
minabili. Le prime sono le fasi degli elementi della matrice CKM; esse sono
chiamate fasi deboli e compaiono in un processo e nel suo coniugato con se-
gno opposto. Le seconde possono comparire anche se la Lagrangiana ¢é reale,
dalle parti di assorbimento dell’ampiezza di decadimento; esse sono dominate
dall’interazione forte e sono quindi chiamate fasi forti; compaiono con lo stes-
S0 segno in un processo e nel suo coniugato e quindi conservano CP. Queste
considerazioni ci consentono di scrivere

Af = Z Akei(§k+¢k) AJF = Z Akei(ék_qsk) (351)
k k

da cui deduciamo che in un processo per avere violazione di CP nel decadi-
mento € necessario che il processo abbia almeno due contributi e che almeno
due di essi differiscano sia nella fase debole che nella fase forte.

e Violazione di CP nell’interferenza tra mixing e decadimento: A\ # +1

Per alcuni stati finali f ¢ possibile sia la transizione By — f che la transizione
B, — f; per questa ragione e a causa del mixing B, — B, la transizione By, — f

ha due contributi: )
B, — f e B, — B, — f (3.52)

che possono interferire tra loro. Nell’interferenza pud comparire una fase che
viola CP; questa segnatura é pertanto chiamata violazione di CP nell’intera-
zione tra mixing e decadimento. Essa si realizza nella presenza di una fase
relativa non nulla tra ¢/p e Af/A;.

Consideriamo ora uno di questi stati finali che sia anche autostato di CP:

|fop) = * 1 fop) (3.53)

In questo caso possiamo scrivere

A A
A= 92y _ 947 (3.54)
pA;r  pAy
Ne deriva che, anche se non ci fosse violazione di CP né nel mixing né nel
decadimento, avremmo |[Af| = 1 ma, se ci fosse violazione di CP nella loro

interferenza, risulterebbe comunque Ay # £1.

Vogliamo ora costruire delle quantita legate immediatamente ai dati sperimentali
che mostrino se ¢’¢ o meno qualche tipo di violazione di CP [32]. Introduciamo a
questo scopo la astmmetria dipendente dal tempo per gli autostati di CP f = fop

U (Bs(t) = f) =T (Bu(t) — f)
I (Bs(t) = f) + T (Bs(t) — f)

as(t) = (3.55)
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ed esplicitiamo come essa contiene i vari tipi di violazione di CP:

(1- |)\f|2) cos (Am t) — 2 ImAysin (Am t)

ar(t) = —
S0 = = 5 A/ cosh (BL1) — 2 RoA, sinh (A1) -

B _Adir cos (Am t) + Apix sin (Am t) '

cosh (%) + Aar sinh (%)
dove )

1— 1A 2 ImA

dir — % mix — _—fz (357)
L+ [Ag L+ [Ag|

sono nulle rispettivamente se ¢ nulla la violazione di CP diretta (mixing e decadi-
mento) e se é nulla la violazione di CP nell'interferenza; mentre Aar vale

QRG)\JC
Anp = ——— 3.58
TR WE (3:58)

Un’altra quantita, utile soprattutto se non si dispone di un’adeguata risoluzione
temporale, ¢ la asimmetria integrata

_ Jodt [T (Bs(t) = f) =T(Bs(t) — f)]
YT [T (Ba(t) — f) 4T (Bult) — /)] (3.59)
che vale
1+ y? A + Awix -
YT T+ Aary 60)
dove . N
T y (3.61)

T or
3.2 Teoria delle oscillazioni del B, nel MS

3.2.1 Approssimazione di Wigner-Weisskopf

Nei paragrafi precedenti abbiamo sviluppato un modello efficace per descrivere il
comportamento del mesone B,. Ora vogliamo legare i parametri di questo modello
ai parametri del MS, in modo da poter fare delle previsioni o determinare dei vincoli.

Il formalismo per trattare il problema di mesoni mescolati e al tempo stesso
instabili & stato sviluppato da Weisskopf e Wigner [33|. In esso sono presenti tre
approssimazioni:

e sviluppo perturbativo arrestato al second’ordine;
e non interazione tra gli stati finali;

e un’approssimazione di calcolo che consiste nel sostituire ad una funzione solo
il contributo dominante del suo polo [34].
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Supponiamo che I’'Hamiltoniana sia del tipo
H = Hy+ H' (3.62)

dove Hj ¢ il contributo dominante e H' ¢ una piccola perturbazione. Supponiamo
che lo spettro di Hy consista di n autostati discreti |i) e di uno spettro continuo di
autostati |z):

Hylz) = E, |z) (3.63b)
Uno stato generico puo essere quindi espanso in questa base:

n

() = aeu(t)]i) + Z Ba(t) (3.64)

=1

Esso obbedisce all’equazione di Schroedinger

d
i [W(t) = H[¥(t) (3.65)

che ¢ un’equazione per «;(t) e (,(t). La soluzione di questa equazione richiede
passaggi non banali di analisi complessa, quali la trasformazione di Laplace e la
teoria dei residui; ci limitiamo qui a dare il risultato. Posto

, (i |H'| ) IH EX ) "
UUEED IS e 300 (B = Ex) 1) (1)
(3.66a)
M= EJI+W (3.66b)
troviamo che la soluzione &
at) = e oy (3.67a)
Bt)=... (3.67b)

Non riportiamo ((t) perché non ci interessa; invece, notiamo che per la sua forma
a(t) e soluzione dell’equazione

i—a(t) = A at) (3.68)
dt

che ha la forma di un’equazione di Schroedinger, ma al posto di una Hamiltoniana
(hermitiana) troviamo un operatore non hermitiano.

Comincia quindi ad essere chiaro il collegamento di questo modello con il siste-
ma di mesoni neutri. Lo spettro discreto degenere ¢ costituito dai due autostati di
flavour, mentre lo spettro continuo da tutti gli stati intermedi e finali in cui essi
possono decadere. Se consideriamo sia i mesoni che gli stati finali, essi obbediscono
ad’un’equazione di Schroedinger ordinaria; se invece ci limitiamo a considerare solo
i mesoni, troviamo che questi obbediscono ad un’equazione con la stessa forma di
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quella di Schroedinger ma governata da un operatore non hermitiano che noi abbia-
mo chiamato Hamiltoniana efficace. Con un procedimento rigoroso abbiamo quindi
mostrato che il comportamento del sistema di mesoni neutri & proprio quello che
avevamo ipotizzato con argomenti di plausibilita: essi effettuano transizioni I'uno
nell’altro e contemporaneamente decadono esponenzialmente.

Riscriviamo quindi le relazioni precedenti per il sistema By — B,. Hy é 'Hamil-
toniana di interazione forte; il suo spettro ¢ composto dalla parte discreta

Hy|B)=m|B)  Ho|B.)=m|B.) (3.69)

e da una parte continua; H’ ¢ I’'Hamiltoniana di interazione debole. I due mesoni

evolvono secondo 'equazione
d (Bs\ B,
Z% (BS) = Heff (BS) (370)

con
Hep=ml+ W (3.71a)
i|H' |z H' ,
= 6115+ 3 T i Y0 (B ) ) (1)
(3.71b)

dove i,j = B,, B;. Come ogni matrice, Heg puo essere scomposta nella sua parte
hermitiana M = M e nella sua parte non hermitiana I' = I'f:

1
M= (Flo + H, ) T =i (Hor — Hiy) (3.72)
in modo che . .
1 M, — Iy My — LT,
He =M--TI'= * % * % 3.73

in cui abbiamo implementato anche I'invarianza CPT come spiegato in precedenza.
Abbiamo quindi ottenuto rigorosamente 1’equazione di evoluzione per il sistema di
mesoni neutri utilizzata in precedenza.

3.2.2 Calcolo del’Hamiltoniana efficace

Dal calcolo del paragrafo precedente segue che i parametri dell’Hamiltoniana efficace
valgono

: (Bl H' |2)”
M, = m + (B,| H' |B,) +Z—E> (3.74a)
Ty =21Y 6(m— E,) (B H |z)|" (3.74b)
My = (5 |By + Y BT By (3.74c)

(m — E:r)PV
Ty =27 Y 6(m— E,)(B,|H'|z)(x|H| B,) (3.74d)

xT
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Le relazioni precedenti sono proprio quelle che cercavamo, in quanto esprimono
i parametri che compaiono nella descrizione fenomenologica del B,, e quindi ne-
gli esperimenti, alle quantita del MS (m, H’' e tutte le ampiezze di transizione).
Analizziamole quindi singolarmente in dettaglio.

Osserviamo che M; ¢ I'unica quantita che contiene un termine di ordine zero: m
¢ la massa del B, (e By) se questo fosse stabile, e H' ¢ 'Hamiltoniana di interazione
debole che causa la transizione By, — By e i decadimenti negli altri stati finali. Il
secondo e il terzo termine sono quindi molto pit piccoli della massa del By, e quindi
possiamo porre con ottima approssimazione

M, =m (3.75)

Passiamo ora ad analizzare T';. |(B,| H' |z)|” & la probabilita della transizione
B — x; la delta di Dirac 6 (m — E,) implementa la conservazione dell’energia; I'y &
poi ottenuta da questi sommando su tutti gli stati finali e moltiplicando per 27 che in
questo caso € proprio il fattore di proporzionalita tra la sezione d’urto e la larghezza
di decadimento. Di conseguenza, per definizione di larghezza di decadimento, I'; &
proprio la larghezza di decadimento I' del By:

Iy =T (3.76)

Per quanto riguarda M, e I'y, essi sono presenti negli elementi non diagonali
dell’Hamiltoniana effettiva, quindi ci aspettiamo che regolino la transizione B, <
B,. Consideriamo quindi il processo B, < B, che ¢ governata dall’Hamiltoniana
H’, ed effettuiamo lo sviluppo perturbativo della sua matrice di transizione:

(Bs |H'| z) <x|H'|B>
(m— E,)

M (B, — B,) = (B,|H'|B.)y+ >

z:Ey#m
NP IRpY

(Bs |H’|$ ( |H'| y) {y |H'| Bs)

(3.77)

La prescrizione E, # m é equivalente a quella del valor principale; notiamo quindi
che M5 coincide con i primi due termini dello sviluppo perturbativo della transizione
By — B,. Di conseguenza, possiamo identificare

My = # (Bs — Bs) (3.78)
Osserviamo ora che

> . (BJ|H'|z){x|H'B,) (3.79)

xT

é presente sia in M, che in I'y; essa rappresenta ’ampiezza di probabilita per la
transizione B, — = — B, (e viceversa), sommata per tutti gli stati intermedi che
lo consentono (ad esempio quelli con S = B = 0). La differenza é che mentre in
M; non compaiono gli stati intermedi con E, = m (ovvero gli stato intermedi sono
off mass shell), in T'y la presenza della delta di Dirac indica che gli stati intermedi
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sono tutti e soli quelli on mass shell. Di conseguenza, I'; aggiunge all’ampiezza della
transizione B, — B, che contiene solo gli stati intermedi off shell, il contributo degli
stati intermedi on shell:

Ty =" "" (B; — B,) (3.80)

Calcolare .# (BS — BS), sia off shell che on shell, ¢ un’impresa ardua, in quan-
to la somma sugli stati intermedi implica che bisogna calcolare tutti i canali di
decadimento comuni a B, e By:

B,—D!D;, B,—J/Y¢, Bs—J/pn By—a" a7 B,—x"x" ...

(3.81)
Per rendere il problema trattabile, si fa I’assunzione che la somma su tutto lo spazio
delle fasi adronico possa essere approssimato dalla somma su tutto lo spazio delle
fasi dei singoli quark [35]. Questa ipotesi riduce drasticamente il numero di processi
da calcolare. Infatti, la transizione By < B, pud avvenire solo tramite i seguenti
diagrammi a box:

e Calcolo di M,

Di tutte le combinazioni di flavour dei quark virtuali dei diagrammi a box mo-
strati, il contributo dominante a M, deriva dai grafici in cui viene scambiato
solo il quark top [36]. Infatti, detti ¢ e j i flavour dei quark scambiati, la se-
zione d’urto ¢ proporzionale a |ViVii|*|V;sV}3 %5 a causa della gerarchia tra gli
elementi ella matrice CKM, le combinazioni dominanti sono |V V||V, V|2
e [V Vit ||VisVii|?, che sono dello stesso ordine. D’altra parte, il meccani-
smo GIM prevede che la sezione d’urto sia proporzionale alle masse dei quark
scambiati; di conseguenza, il contributo con i due charm ¢ soppresso come
I diagrammi a box possono essere calcolati con 'ausilio della OPE (cfr. Ap-
pendice A). A corte distanze, i quattro punti di interazione possono essere
sovrapposti in un unico punto, ovvero il diagramma a box si riduce ad un
diagramma effettivo a quattro fermioni.
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b 7 5 b
Orr
_)
s t b s
L’Hamiltoniana efficace a quattro femioni ¢
|AF|=2 G%‘ *\2
H = g2 (VaeVie)” € (my, m, 1) Orr(u) (3.82)

dove il coefficiente di Wilson C' (my, my, ) e I'operatore a quattro fermioni
Opr(p) sono rispettivamente

C (my, myy, 1) = miySo(x,) My (3.83a)
OrL(p) =5v (1 —=7°)bsy" (1 —7°)b (3.83b)
S(z;) é la funzione di Inami-Lim [37], che si ottiene calcolando il box:
4oy —11a? 4z} 3zilnz,
_ _ 84
SO(xt) 4(1 _ It)z 2(1 _ xt)3 (3 8 )

il parametro 7, contiene le correzioni dovute all’interazione forte, e poiché il
processo avviene a piccole distanze, é calcolabile perturbativamente [38]. Dato
che i quark b, s, b, 5 sono confinati all’interno degli adroni, siamo interessati a
(B,| HIAF=2 |BS>; a questo scopo poniamo

_ 2
(Bs|Op1 \Bs> = §m2BS f.B5, (3.85)

dove fp, € la costante di decadimento del By, e dove viene definita la quantita
non perturbativa Bp,. Otteniamo quindi infine

G%
1272

Il parametro 7, si calcola con metodi perturbativi; attualmente ¢ stato calco-
lato al next-to-leading order in ay. Per i parametri fp, e Bp, sono noti i valori
dalle simulazioni su reticolo [39]:

My = (B,| HAF1=2|B,) = (Vi Vo) mp,m¥,So(xe) i f3, Be,  (3.86)

A 0.5540.01
fp 23115 MeV
Bp, 0.86 4 0.06

Come abbiamo mostrato nel paragrafo precedente, il valore di M é legato ad
una quantita sperimentalmente accessibile, Am; la previsione del MS é dunque

Am ~ 2| M| = 19.30 & 6.68 ps~* (3.87)
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e Calcolo di I',

Nel caso di I'y, poiché gli stati intermedi devono essere on shell, lo scambio del
quark top non ¢ energeticamente consentito, pertanto il contributo dominante
deriva dallo scambio di due charm. Inoltre, poiché gli stati intermedi sono reali,
non possiamo integrarli in un operatore effettivo; possiamo pero integrare le
due W, ottenendo

j=all
ol
Nl
S
Al
|

L’Hamiltoniana efficace per questo diagramma é

s = OE (e T (e + F(s) [1+ 0 (R
247‘(’ cbVes mBS S s my
(3.88)
dove gli operatori effettivi sono

Q=57 (1-7")b57" (1 -7")b (3.89a)
Qs = 57, (1 +7 ) bs~” ( + 75) b (3.89b)

Scriviamo i loro elementi di matrice come

_ 2
(Bs| Q ‘Bs> = gmésfésBBs (3.90a)
m, S

(Bs| Qs |Bs) = 12 my fh.—————Bj, (3.90b)

(m b+m8>2

Le funzioni F'(u) e Fs(p) sono funzioni dei coefficienti di Wilson C(u) e Ca(p)
(cfr. Appendice A). Otteniamo quindi [40]

FQ — <B |Hon shell |BS> ~
G2

2
~ E (v, V) mimg, f7, [——BBSF(M) +

3 12 (my + my)

2
~ (MJLMW) [(0.234 + 0.035) B, — (0.080 + 0.020)]

+ una piccola parte immaginaria

l\DI’ﬁ

(3.91)

Abbiamo visto che anche I'y € legato ad una quantita sperimentalmente acces-
sibile, AT'; il MS prevede quindi

AT ~ 2|Ty| sin ¢ = 0.070 % 0.0042 ps ™" (3.92)
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e Calcolo di ¢

Abbiamo visto che, anche se Ms e I'y assumono valori complessi, solo tre delle
quattro quantita che li costituiscono sono indipendenti dalle scelte di fase e
quindi osservabili:

My

A ) 6= Arg (‘?) (3.93)

Quindi M| e |T'g| sono i moduli delle quantita appena calcolate, mentre ¢
dipende dalla loro fase relativa. Poiché abbiamo visto

Arg (M) = Arg [(VaV;3)?] = 2Arg (Vi V3) (3.942)
Arg (—T5) = Arg [(VayVi3)*] = 2Arg (Vo Vi5) (3.94b)

otteniamo

¢ = Arg <—%) = Arg (Ms) — Arg(—TI') =~

T
? oy (3.95)

~ 2 [Arg (VpVj2) — Arg (Vi V)] = 2Arg [ ——2t2

Ve Vs

Ma l'angolo
Vin Vi

= Arg | — 2 ts 3.96
5 rg( e ) (3.96)

¢ proprio uno degli angoli di uno dei triangoli di unitarieta (appunto quello
che nel Capitolo 1 abbiamo presentato come il triangolo di unitarieta coinvolto
nel settore del By). Di conseguenza, la determinazione di ¢, che & un parame-
tro fondamentale del mixing del By, ci fornisce direttamente informazioni su
quest’angolo:

¢ =20, (3.97)

Attualmente, si stima
Bs ~ 0.02 (3.98)

3.3 Teoria delle oscillazioni del B, nel Modello ACD

3.3.1 Contributo dei modi di Kaluza-Klein

Abbiamo visto che 'esistenza di una singola UED compattificata nell’orbifold Sk /Z,
da luogo nelle quattro dimensioni ordinarie ad una teoria effettiva in cui ad ogni
particella sono associate delle eccitazioni di massa molto pesanti, che si accoppiano
secondo le regole di Feynman che abbiamo elencato. In accordo al modello, questi
nuovi stati non sono stati osservati direttamente perché troppo massivi per le attuali
scale di energia degli esperimenti; perd essi possono comunque contribuire come
particelle virtuali nei processi a loop, generando delle deviazioni dalle predizioni del
MS e quindi fornendo una prova indiretta della loro esistenza. Poiché, come abbiamo
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spiegato, il mixing del B ¢ generato da processi a loop, esso ¢ un processo adatto
per studiare eventuali deviazioni dovute alla presenza di dimensioni extra.

In analogia con quello che abbiamo fatto nel paragrafo precedente, dobbiamo
ricavare i parametri dell’Hamiltoniana efficace mediante le prescrizioni del Modello
ACD. Cominciamo quindi con l'osservare che né M; né I'y vengono modificati dal
Modello ACD, in quanto abbiamo identificato M; con la massa del B, e I'; con
la sua larghezza, e questi sono parametri che in questo contesto stiamo assumendo
essere liberi. Invece, sia M, che I'y sono determinati dalle ampiezze di processi
a loop; per quanto riguarda I'y pero, abbiamo visto che esso coinvolge solo stati
intermedi on shell, e quindi ancora i modi eccitati di Kaluza-Klein non contribuiscono
perché troppo pesanti e quindi non permessi energeticamente; essi possono invece
contribuire in M, perché in esso gli stati intermedi sono off shell. Osserviamo infine
che, poiché la fase relativa tra M, e I's dipende solo dagli elementi di matrice CKM,
e come abbiamo visto il Modello ACD non modifica la matrice CKM, anche ¢ ¢ lo
stesso del MS. In conclusione, nel mixing del B, il Modello ACD prevede eventuali
deviazioni solo per |Ms)|.

Consideriamo quindi i processi che contribuiscono a My = (B HJL‘ACIEZQ ‘BS>:
dobbiamo stabilire quali delle eccitazioni di Kaluza-Klein compaiono come particelle
virtuali, oltre al quark top e alle W del MS. Per quanto abbiamo visto dalle regole
di Feynman del Modello ACD, esse sono (omettendo il numero di eccitazione n) [29]:

=i i i + ot ot
wl, LI R W=.G*,a

u', LR W=, G*, a*

Nel MS, il calcolo del box ¢ incluso nella funzione di Inami-Lim Sy(z;); analoga-
mente, chiamiamo il risultato del calcolo del box per ogni eccitazione n

Sn (x4, 1) con T, = m%:/ Mo =5 (3.99)

Dobbiamo infine sommare i contributi di tutti i diagrammi. Posto
S (21, R) = So(we) + > _ Sn (x4, 7) (3.100)
n=1

otteniamo che ’'Hamiloniana a quattro fermioni nel modello ACD diventa

- Gy . R
Hieh ™ = F;Q (VVia)* miy S (21, R) Orp (3.101)
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e quindi M, vale

2
AF|=2 | 5 G * ~

My(R) = (Bi| Hicp * |Be) = 1555 (VVi2)* m,miy S (ae,20) oS, B, (3.102)

che dipende dal raggio di compattificazione dell’orbita. Di conseguenza, una misura

di un valore di M, diverso da quello previsto dal MS puo dare informazioni non solo

sull’eventuale esistenza di dimensioni extra, ma anche sulla loro compattificazione.

3.3.2 Calcolo della serie di Kaluza-Klein

Abbiamo definito S, (z,, z,) come il contributo dei diagrammi che coivolgono parti-
celle di modo n (per la conservazione della parita KK, le coppie hanno tutte lo stesso
numero n). Chiamiamo F (%‘(n), a:j(n)) il contributo a S, (z,z,) dei diagrammi in
cui sono presenti i quark virtuali (é,7) con tutti i possibili bosoni. S, (zy,x,) €
quindi dato dalla somma per 2,5 = u,c,t delle (:L‘,'(n), xj(n)), ma l'unitarieta della
matrice CKM ci consente di scrivere

Notiamo che al crescere di n le masse dei diversi flavour si avvicinano tra loro, e
Ti(n) — Tum) — 1; di conseguenza, in accordo al meccanismo GIM i modi con alto
n vengono soppressi (Fig. 3.3), e questo determina la convergenza della serie di
Kaluza-Klein.

Sh(%:%n)

0.04f
0.03}
0.02}

001" ’

Figura 3.3: Contributi S, (z,,x,) dei diagrammi con stati virtuali di modi n al
variare di n, calcolati per R = 1/500 GeV~1. Si vede come i contributi dominanti
provengano solo dai primissimi termini, mentre al crescere di n i contributi sono
sempre maggiormente soppressi.
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I contributi dei diversi diagrammi alle F' (x4, x,,) sono i seguenti [29]:

M2
Fwww = MQVE/) U(Z4(n)> Tu(n)) (3.104a)
Wi(n
M2 M) May(n) [ t 1T u u 1~
FWG(”) =—2 WMé () ) ) mgt)ct(n) + mé )St(n) mg )Cu(n) + mg )Su(n) U<xt(n)a mu(n))
Wi(n - - - -
(3.104Db)
M2 M) Mayn) [ t t 1T u u 1 7
Fiva(m) = —2—+ Mé ()) A ey +mP sy | (18 Cuny + 18 su) | U(@etays Tugy)
Wi(n - - - -
(3.104c)
1 MI%V [ ), (@) ), @ (w), (u) (u), _(u)
Feam) = §M3V( : _ml My’ + my my ] [ml ms 4+ my 'my } U<xt(n)axu(n))
(3.104d)
LMy 10 e, 2] [ e L (o (w2
L ME 10 e, 2] [ e, (o (w2
Faa(n) = 7276 (m ) + (m ) } [(m ) + (m4 ) } U(a:t(n),xu(n)). (3.104f)
4MW(n) L

dove le funzioni U and U sono

2 2
Ulana) = 7 _ﬁj?ﬁxﬁ T _x;j;)(glx_" I xu)l Ty (3105
Uy, 20) = ?ft_bfj; (11_+Zf)2 (3.105b)
Uy, x,) = o _x;i(;?fi e _xzj;)flx_" o T A e ) (3.105¢)
O () = QF oz | 2 (3.105d)

(1 —my)3 (1 —my)?

Da queste, si ottiene

1
Sn(we, 2) = ————— |6zp2; — by — 122,27 + 1527 + 102,2) — 11z} — da,a) + af
4(.fl','t — 1) Tt
— 2z, (2 — 1)*(32, + 3zp2r — 24) In . f_n + ( — 622 + 22,7, + 12022,
Ty

Ty + Xy,
— 61,27 — 200 + 14w, 2} — 2022} + 62} — anxf) In 1t+ 1
Ln

(3.106)
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che manipolata diventa

1

Sn bl n - 0
(xt v ) 4(1‘75 — 1)33715

{ (—5xf + 1527 — 11a} + :L‘f) +

+2 (3xt — 627 + 57} — Qxf) Tpt

+ (22, (z — 1)° {xn In (1 j;"nxn) }_

—6(1+ ) (w — 1)° {x 1“(1?%)%
+2 (—ab + 323 {m (?i xn) ]+

Tn

+2 (:L‘t — 3%} + T} —:r;?) {xnln (xt —i—xn) }—l—

1+,

Ty + T,
+2 (=3 + 6z, — x}) [ﬁm(HJC”)”

(3.107)
Per sommare la serie delle S,,, introduciamo i seguenti integrali:
! 1
Li(a) = a/o dyay e In(a+x,) —In(z,) (3.108a)
1
L(a) = a® /0 dyay i/_ i a+x,In(x,) —z,1n(a+ x,) (3.108b)
1 % a2
I3(a) = a3/0 dyay el az, — z21n (z,) + 22 In (a + ,) (3.108c¢)

che ci consentono di riscrivere i diversi termini logaritmici che compaiono in S,, (x4, z,):

n (ﬁﬁ?) = Ii(z,) — L(1) (3.109a)
2, In (1 f_”gc ) = L(1) -1 (3.109b)
Tt + Tn
T, In < T2 ) =I(1) = L(zy) — 1 + 24 (3.109c¢)
2 () = — (1) + L T, (3.109d)
" 1+, 2
22n (2 A I3(xy) — I3(1) + E (1—a7) +ap (z — 1) (3.109¢)
" 1+, 2 ! "

Ora possiamo scambiare la sommatoria e 'integrale, e utilizzando la relazione

i = \/_7rcoth (Ver) —1] (3.110)

¢+ n?
n=1
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possiamo sommare gli integrandi degli 1,,(a):

0 1
ZIl(l) = %/0 dy i [mmw R\/y coth (mmw R\/y) — 1] (3.111a)
n=1
0 1 1
ng(l) = 5/0 dy [mmw Ry/y coth (mmw R./y) — 1] (3.111b)
n=1
0 1
Zlg(l) = %/0 dy y [rmw R+/y coth (mmw R+/y) — 1] (3.111c)
n=1
S IR
S hiw) = /0 dy ~ [rme Ry coth (i Ry7) — 1 (3.111d)
n=1
% 1
Z Ly(xy) = %/ dy [mmyR.\/y coth (mm,R\/y) — 1] (3.111e)
n=1 0
oo I’? 1
Zlg(xt) = ?/ dy y [rmyR+/y coth (tm,R+/y) — 1] (3.111f)
n=1 0
OvVVero , , .
. M 1 M*\"
con

Jort(R) = /0 dy v [*MR\/j coth (xMR\/G) — 1] (3.113)

Sostituendo e semplificando, troviamo infine

S (x4, R) = So(xy) + Z Sy (T4, ) =

n=1
dwy — a4 o} 373 In z
41— )2 2(1 — x4)3

+— [mf (Bxy — 1) J_1m, (R) + (—1 + 3z — T2l + I?) Jo.m, (R)+
4([Et — 1) Tt

+ (=3 + 62 — 2)) Jim, (R) + 3¢ (1 = 324) J_1myy (R) + (4¢) Jomyy (R)+

+ x (=5 + 3xy) JLmW(R)}
(3.114)

In Fig. 3.4 ¢ mostrato "andamento di S (2, R) in funzione di R, mentre in
Tab. 3.1 sono elencati i valori che essa assume per alcuni valori di R. Come ci
aspettiamo, per R = 0 ritroviamo il valore del MS, ovvero il valore della funzione
di Inami-Lim; la deviazione dal MS aumenta all’aumentare del raggio di compatti-
ficazione del MS. Osserviamo perd che questa deviazione ¢ ad esempio del 3% per
R = 1/500 GeV~! e del 18% per R = 1/200 GeV~!, da confrontare con gli errori
del 6-7% da cui ¢ affetto ciascuno dei due parametri non perturbativi fz, e Bg..
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S(X'[v R)

GeVv !

0.002 0.004 0.006 0.008 O.OlOR( )
Figura 3.4: Andamento di S (z;, R) al variare del raggio di compattificazione della
quinta dimensione R. Per R = 0 si trova il valore della funzione di Inami-Lim.

S (z4,0) (SM) 2.50516
S (24,1/1000 GeV™')  2.52356
S (z¢,1/500 GeV™')  2.57959
5
5

2;,1/200 GeV™')  2.97423
2;,1/100 GeV™')  4.13387

Tabella 3.1: Valori numerici di S (x;, R) per alcuni valori di R.

La quantita accessibile Am é direttamente proporzionale a S (x4, R), e quindi nel
Modello ACD aumenta del 3% o del 18%, ma & anche proporzionale alla combina-
zione fés Bg,, che porta un errore di quasi il 20% e che quindi puo nascondere gli
eventuali effetti di dimensioni extra (Fig. 3.5).
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Amg (GeV)
3.x 1071} -

25x 1071

2.x 107 1F

15x 107 1]
1.x 1071 F

5.x 107 2F

. I . . . I . . . I . . . I . . . I -1
0.002 0.004 0.006 0.008 0.010R (Gev)

Figura 3.5: Andamento di A,, al variare di R. Si vede come per R piccolo la crescita
di Am é comunque compresa all’interno dell’errore della previsione del MS.



Capitolo 4

Decadimenti B; — )00 e Bs — nlly
nel MS e nel Modello ACD

4.1 Aspetti generali

4.1.1 I mesonin ed 7/

Nell’ambito del modello a quark, i mesoni sono descritti dagli elementi delle basi
delle rappresentazioni irriducibili ottenute dal prodotto tensoriale della rappresen-
tazione fondamentale e della rappresentazione coniugata del gruppo di flavour. Se
consideriamo solo i quark up, down e strange, il gruppo ¢ SU(3); e le rappresenta-
zioni irriducibili sono date da 3®3 = 1®8; combinando due quark con spin opposto
si ottengono quindi nove mesoni pseudoscalari. Di questi, ci sono tre stati con gli
stessi numeri quantici per la terza componente dell’isospin e l'ipercarica, I3 = 0,
Y =0:

e il singoletto:
ity = lutt) + |dd) + |s5)
V3
e lo stato appartenente al tripletto di isospin ottenuto dal prodotto 22 =143
cui appartengono il 7 e il 77, che viene quindi identificato con il 7

uiL) } dJ>

(4.1)

o _ |
) = (4.2)
o) = 2B
e lo stato ortonormale ai primi due:
g utt) + |dd) — 2|s5)
= 4.3
) = NG (4.3)

Oltre al 70, si osservano altri due stati con questi numeri quantici, noti come 7 e 7.
Tuttavia essi non possono essere identificati con gli stati n* e n® di SU(3), in quanto
le loro masse violano fortemente le formule di massa. Pertanto, gli stati osservati
devono essere combinazioni lineari di quelli di di SU(3);.

71
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Sono stati formulati due diversi schemi per descrivere il sistema 1 —7': lo schema
singoletto-ottetto (SO) e lo schema quark-flavour (QF); noi utilizziamo quest’ulti-
mo, in quanto, a meno di un piccolo contributo che viola la regola di Zweig, ¢
possibile descrivere la sovrapposizione degli stati mediante un solo parametro [41].
Nell’ambito dello schema quark-flavour, si definiscono i due stati

o lua) + }d@
In?) = — 5 (4.4a)
%) = |s5) (4.4b)

e il mixing é descritto dalla rotazione

ny COS¢ —Sin¢ 77(]
(’7,) B <Sin¢ cos ¢ ) (775> (4.5)

In conclusione, il contenuto in quark della n e della " &

|n) = cos w — sin ¢ |s8) (4.6a)
|n) = sin ¢M + cos ¢ |sS) (4.6Db)

V2

Secondo le ultime analisi sperimentali, il valore di ¢, estratto dal processo ¢(1029)
Ny, & ¢ = (40.4 £0.9)° [42].

4.1.2 Hamiltoniana efficace della transizione b — s

Nel seguito, andremo a studiare alcuni processi del B, che coinvolgono la transizione
b — s. Il MS proibisce le FCNC al prim’ordine, e di conseguenza questa transizione
¢ ottenuta solo mediante diagrammi di ordine superiore. Poiché tali processi sono
fortemente soppressi, essi sono particolarmente adatti alla ricerca di effetti di Nuova
Fisica che come sappiamo devono essere piccoli alle scale energetiche attuali.

Preliminarmente, osserviamo che la transizione b — s puo essere mediata da un
qualsiasi quark virtuale di tipo up. Nel limite in cui questi quark sono massless,
la somma dei tre contributi é nulla in virtt dell’'unitarieta della matrice CKM. Se
quindi consideriamo le masse dei quark, i contributi non si cancellano e dipendono
dalle tre differenze di massa tra esse; poiché il quark top ¢ molto pitt massivo degli
altri due, il suo contributo ¢ dominante. Di conseguenza, nel seguito considereremo
con ottima approssimazione solo i contributi derivanti dalla presenza nel loop del
quark top.

La transizione b — s puo essere trattata mediante la OPE (Appendice A). Essa ci
permette di esprimere 'Hamiltoniana AB = —1, AS = 1 in modo efficace mediante
degli operatori locali O; pesati dai coefficienti di Wilson C;:

4G 10
H="2v.v*N" ()0, 4.7
7 tX; (1) Oi (1) (4.7)
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in cui gli operatori locali sono

O1 = (cLaV"brs) (5087:CLa) (4.8a)
Oy = (CLa¥"bra) (SLaVuCLA) (4.8D)
03 = (gLa’Y“bLa) [(amwum) + ...+ (Z_JLg’yubL/g)} (48C)
04 = (gLa’Y“bLﬁ) [(_m%um) + ...+ (Z_JLg’y“bLa)] (48d)
05 = (gLa’Y“bLa) [(ERB’Y/LURB) + ...+ (l_?Rﬁ’yﬂbRg)} (486)
06 = (gLa’Y“bLﬁ) [(H}w%u}ga) + ...+ (bRﬁ’yﬂbRQ)] (48f)
€ = v
07 = 167‘(‘2 my (SLaO"u bRa) F/“/ (48g)
Js = v (ya a
08 = 167T2mb |:SLOZO"u ()\ /2)aﬁ bRﬂi| G;W (48}1)
2
€ _ = .
Oy = 1672 (5La7"bra) vl (4.81)
2
€ _ = .
OlO = 1672 (SLoﬂ/#bLo) £7y£ (48J>

dove a, (3 sono indici di colore, Fy,, e G}, sono i tensori dei campi elettromagnetico
e gluonico. Gli operatori locali derivano dai seguenti processi:

e (O, e Oy sono operatori a quattro fermioni che derivano dallo scambio di una
W, con diverse combinazioni di colore:

e Os...0q sono i “pinguini” di QCD:
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e O7 e Og sono i “pinguini” magnetici:

W

e Oy e Oy sono i “pinguini” deboli neutri:

I coefficienti di Wilson C] ... (4 sono stati calcolati all’ordine next-to-next-to-
leading [43|; poiché pero le deviazioni nel Modello ACD sono state calcolate al
leading order, in questo contesto ci limitiamo ad esso. Riportiamo i risultati di cui
faremo uso in seguito.

as (1)
L Cl(ﬂ) = -3 A IHF

3 as(p) | miy

=1 7
° CQ(M) + N 4r n ,u2
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8
16 8/ 1 1 -
o Ci(w) = B0 (mw) + 5 <7723 - n?S) C () + C (mw) Y han™

i=1

dove n = n(p) = as(mw)/as(p),

1 1
& mw) =1 G (mw) = =5 D), G mw) = =3 B(w)

4 16 6 12
=03 2= 93 =03 “= T3
a5 = 04086 ag=—04230  a;=—08994  ag = 0.1456

3 1

=22 — 1L s= 2 S

hy=22096 0880 hy=—> hy= -

hs = —0.6494 he = —0.0380 h7 = —0.0185 hg = —0.0057

(823 + b — Twy) 222 — 3xy)

D(w) = — 1
(1) R0 —a)? 2=zt
zy(z? — bz — 2) 3z?
B(z,) = — 1
(z2) 41—z, 21—t
Y ()

o Co(p)=PNPE 1 —47(x;) + PgE(x,)

)
sin” Oy
dove PVPR = 2.60 & 0.25, l'ultimo addendo ¢ trascurabile, e

Tt | Ty — 4 3.1},5

V() =2
(xt) 8 Tt — 1 + (It — 1)2

In xt}

Z(wy) = 18z} — 1632} + 25927 — 108z,  [32x] — 38z} — 152§ + 18z, 1 I,
144(zy — 1)3 72(xy — 1)4 9
Y(x
o Ci(p)=Cio= —.(Q—t)
sin® Oy
Osserviamo inoltre che all’ordine leading (as = 0) C1,C5...Cq, Cg sono nulli, e

Cy, =1.

Per i processi in esame, scegliamo come scala di rinormalizzazione y = my;, =
4.8 GeV. In Tab. 4.1 sono mostrati i valori numerici che i coefficienti di Wilson
C1, Cs, Cr, Cy, Chp assumono nel MS, utilizzando i valori m; = 172.7 GeV, my, = 80.4
GeV, sin® Oy = 0.2312 [12].

4.1.3 Coefficienti di Wilson nel Modello ACD

Abbiamo visto che il Modello ACD prevede deviazioni dal MS dovute al fatto che
nei processi a loop contrubuiscono anche tutte le eccitazioni di Kaluza-Klein delle
particelle virtuali. Poiché mediante la OPE le particelle virtuali vengono integrate,
ne deriva che nel Modello ACD gli operatori locali restano gli stessi, mentre vengono
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1 (ms) —0.273
Ca(my) 1.091
Cr () —0.301
Co(my) 4.170
Cho —4.464

Tabella 4.1: Valori di alcuni coefficienti di Wilson nel MS alla scala di
rinormalizzazione my,.

modificati i loro coefficienti di Wilson. E questa una caratteristica che accomuna
il Modello ACD ad una serie di altri modelli detti di Minimal Flavour Violation.
Non tutte le estensioni del MS hanno questa caratteristica: ad esempio, modelli con
correnti deboli right-handed possono produrre operatori nell’Hamiltoniana efficace
diversi dagli operatori Oy ... Oy elencati.

Per calcolare i coefficienti di Wilson, bisogna seguire una procedura analoga a
quella svolta nel capitolo precedente: prima bisogna calcolare il diagramma conte-
nente i modi n, poi sommare i diagrammi su tutti i modi. Si trova ancora che le
funzioni che contengono i risultati del calcolo dei diagrammi vengono modificate nel
modo seguente:

F(z,) — F' (2, R) = F(z) + Y F, (21, 2,) (4.9)

n=1

Nel nostro caso saranno modificate in questo modo le funzioni D(x;), E(x;), Y (x),
Z(x;) precedentemente introdotte nei coefficienti di Wilson.

II calcolo ¢ stato effettuato al leading order [29]. Il calcolo dei diagrammi con i
modi n restituisce le funzioni

x(—37 + 44xy + 1722 + 622 (10 — 9z + 327) — 37,(21 — Hdx; + 172?)) N

Dn(xta xn) =

36(z; —1)3
T, (2 — Ty, + 322) T
6 1+,
(=24 @y 4 3wy (m + 322 + 22 (34 x) — xp(1+ (=10 + x4) 7)) Iy ¥n +
6(z; —1)* 1+,
(4.10a)
B, (21, 1,) = (=17 = 8wy + af — 31, (21 — 62y + 27) — 627 (10 — 9z, + 327))
12(z, — 1)°
1 xn
— éxn(l +x,)(—14 3z,)In T $n—1—
L (At za)(e+3ef + 2,3 + @) = 21+ (Z10 + 20)20)) | Tn + &
2(xy — 1)4 1+,

(4.10D)
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Yn(xta xn) = Zn(qjta xn) =
Ty 2 T+ x, ] (4.10¢)
= —— |2 =82+ 7+ (34 32 + T2, — 12,) In

8(:L't—1)2 |: t t ( t n t TL) 1+xn
Per sommare la serie di questi contributi si fa uso di relazioni simili a quelle utilizzate
nel capitolo precedente, che permettono di invertire la sommatoria con l'integrale e

di sommare l'integrando. Posto

J(R,a) = /0 dy y* [coth(m My R\/y) — z;* coth(mm,R\/y)] (4.11)
si ottiene:
= o my(—3T 4 2y (44 + 172y))
; D, 2n) == 72z, — 1)
- 1 1/2 3/2 5/2
+ MzWR /0 ay 2 7y6 39" coth(x My B )
(—2 + 3xy)ze (1 + 3ay)
60z, — 1)1 J(R,—1/2)
1
I [2:(1 4 3x) — (=2 4 3x) (L + (=10 + z¢) )] J(R, 1/2)
+ m (=24 3x)(3+ ) — (14 (=10 4+ x)z)] J(R, 3/2)
(3 + 2y)

(4.12a)

> xt(—17—|— (—8‘{‘33})1})
2 Bularw) = - 24(z, — 1)
n=1

MwR| [!
+ z 4W / dy (y'/% 4 2y%/% — 3y°/%) coth(mMw R\/y)
0

(1 + 3xy)
(2 — 1)1

J(R,—1/2)

+ (1 +3z) — (1 + (=10 4 x)zy)] J(R, 1/2)

R
1
@

(34 z¢)
+ mJ(R, 5/2)]

3+x) — (1+ (=10 + z)zy)] J(R, 3/2)
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Co(x, R)
Ci(x, R) 5-
01l ~
. . . . . = 3f
0.002 0.004 0.006 0.008 A lOR eV

I . . . . -1,
0.002 0.004 0.006 0.008 0.010R @V

Cuo(x, R)
PR

I . . . . -1
0.002 0.004 0.006 0.008 0.010R @V

T

—10b

Figura 4.1: Deviazione rispetto al MS dei coefficienti di Wilson C%7, Cy, Cjy nel
Modello ACD al variare del raggio di compattificazione R.

Z Yo (zy, z,) = Z Zn (T4, Tn) =
n=1 =

n=1
xt( —xt) B WMWR.CEt
16(z; — 1)  16(z; —1)?

\]

3(1 4+ 2) J(R, —1/2) + (2, — T)J(R, 1/2)]
(4.12b)

L’andamento dei coefficienti C”, (z, R), C§ (x4, R), C}, (x4, R) al variare del raggio
di compattificazione della quinta dimensione é mostrato in Fig. 4.1; per R = 0 si
ritrova il valore del MS (Tab. 4.1). Osserviamo che Ueffetto della dimensione extra
consiste in una soppressione del contributo della corrente elettromagnetica rispetto
a quello di corrente neutra che invece é esaltato.

4.1.4 Fattori di forma

La transizione b — s avviene tra quark confinati all’interno degli adroni; in parti-
colare, nei casi che andremo ad analizzare, il quark b ¢ confinato nel By e il quark
s nella n. Di conseguenza, i quark b e s non sono descritti dagli spinori di Dirac
e quindi non possiamo applicare le proprieta che si utilizzano di solito per calco-
lare le transizioni tra particelle asintoticamente libere (ad esempio, le relazioni di
completezza degli spinori).
In generale, 'ampiezza di transizione tra uno stato iniziale ¢ e uno stato finale f
¢ data da
A = (| H i) (4.13)

Se, come nel nostro caso, non é banale esplicitare il legame tra gli stati iniziale e finale
e gli stati coinvolti nella transizione, ¢ necessario parametrizzare opportunamente
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questo elemento di matrice mediante funzioni che, almeno in linea di principio,
possono essere calcolate; queste funzioni prendono il nome di fattor: di forma.

Nel caso di nostro interesse, ovvero la transizione b — s tra i due mesoni
pseudoscalari By e n, la parametrizzazione standard ¢ la seguente:

2 2 2 2
(n(py)| 570 |Bs(ps,)) = [(sz + ), — B, m”qu} F(¢*)— [w%} F(q°)
(4.14a)

= v 2 2 2 F;((ﬁ)
()| 510,00 D Bolp)) = [ (0, + o) = (o, =) ] =T (4:140)
dove ¢, = (pB, — pn)u. Essa é determinata combinando nel modo piu generale

possibile i vettori indipendenti che si possono costruire con le quantita caratteristiche
del sistema, compatibilmente con i vincoli imposti dalle caratteristiche del sistema
stesso.

Poiché i fattori di forma parametrizzano il confinamento dei due quark all’interno
dei rispettivi adroni, e quindi le loro interazioni sia con il quark spettatore sia con
i quark del mare e i gluoni, essi sono quantita non perturbative. I fattori di forma
sono calcolabili con vari metodi non perturbativi, ma in ogni caso portano un errore
piuttosto elevato. Nel seguito, utilizzeremo e confronteremo i fattori di forma calco-
lati con tre diversi approcci. In nessuno dei tre ¢ pero disponibile il risultato per la
transizione B, — nV ). utilizzeremo il risultato che essi forniscono per la transizione
B — K, che differisce solo per il quark spettatore (d piuttosto che s), assumendo
quindi che i fattori di forma siano invarianti rispetto a SU(3) s almeno per il flavour
del quark spettatore. In questa approssimazione, si ha

1
(K|5I'b|B) = (sq| sI'b|bg) = (ss|sI'b|bs) = “ino (n] sT'b | Bs) (4.15)
sin
in cui ¢ é 'angolo di mixing tra n e ' nello schema QF. Pertanto, i fattori di forma
per By, — n") si ricavano da quelli per BY — K° utilizzando le relazioni
FB=(¢?) ~ —FB=K(¢*)sin ¢ (4.16a)
FB=7 (%) ~ FE=K (%) cos ¢ (4.16Db)

e Set I: ottenuto mediante le three-point function QCD sum rules [44].

I risultati possono essere scritti nel modo seguente:

__R(0)

Fo(q®) = - (4.17a)
(1-%)
2 F1(0)
() = 77—~ (4.17b)
(1-%)
Pr(¢®) = — q_FT(O) (4.17¢)

dove i parametri valgono
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Fy(0) 0.254+0.03
Fi(0) 0.25+0.03
Fr(0) 0.28 £ 0.06
mo 7 GeV
my 5 GeV

e Set II: ottenuto mediante le Light-Cone Sum Rules (LCSRs) [45].

Anche in questo caso risultati possono essere scritti in un modo simile:

, (0)
Folq”) = p (4.18a)
1- 4
mo
(1) (1)
F(f) = — o+ —2 (4.18b)
—E"(-4)
(T) (T)
Fr(?) = — | g + 2 (4.18c)

dove i parametri valgono

70 0.3302 & 13%
ri 0.1616 + 13%
ri 0.1730 + 13%
r{" 0.1614 + 13%
r{") 0.1981 =+ 13%
mo 6.12 GeV
my 5.41 GeV

e Set III: ottenuto mediante le LCSRs nell’approssimazione di Soft-Collinear
Effective Theory (SCET) [46].

In questa approssimazione, si assume che il quark pesante dello stato iniziale
interagisca con gli altri gradi di liberta con scambi di energia molto minori
della sua massa, in modo da poter scrivere il suo impulso come

P =~ mqu” (4.19)
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Inoltre, se il mesone leggero ¢ emesso con alta energia, e cioé se ¢ < M?,
allora si puo trascurare la massa e assumere che tutto il momento sia portato
dal quark emesso, che quindi é

Pt~ E'n” (4.20)

dove n_ = (1,0,0,1). In questa approssimazione, le Lagrangiane di QCD dei
due quark assumono una forma semplificata

Lo=~Q,(iv-D)Q, (4.21a)
L, ~ cjn% (in_ - D) gy (4.21Db)

dove ny = (1,0,0,—1) e nel rest frame del By ny = 2v —n_, D' = o' —
igsA* ¢ la derivata covariante della QCD, Q,(x) = eimQ“'w%Q(:c) e qn(z) =

eiE‘I"—'m%q(x) sono le componenti dominanti degli spinori dei quark pesante

e leggero. Poiché queste Lagrangiane non contengono matrici di Dirac, gli
elementi di matrice tra stato iniziale e finale non dipenderanno dalla struttura
della corrente, e quindi i fattori di forma non saranno tra loro indipendenti; in
particolare, si trova che sono legati ad un’unica funzione £(¢?) secondo

/
_ 4P

Fo(q?) = £(a) (4.22a)
mBs
Fi(¢*) = &(¢%) (4.22D)
mp, + m
Fr(¢®) = ——=—¢(¢%) (4.22¢)
mp,
dove n, - p’ si puo scrivere
2 m2  m? 1
ng-p =mp, (1— L) 4 —1 — —" (4.23)
my, mp, Mg, (1 _ )
mp,

La funzione £5s77 si ottiene da quella £7% come ¢ stato mostrato; il risultato
per 87K (¢?) si calcola mediante le SCET-LCSRs e puo essere parametrizzato
nel modo seguente

() = €lma) |~ + st e ) (4.24)
dove i parametri valgono
&(mp) 0.335 +0.09
a 2.418
b 13.765
c 0.154

In Fig. 4.2 & mostrato 'andamento di ciascun fattore di forma in funzione di ¢?
per ogni set di calcolo.
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Fo(c?) F1(0®
0.8r

0.6F

04

0.2

qA(Gevd)

= 2
qu : A(Gev?)

Figura 4.2: Fattori di forma Fy(¢?), Fi(¢?), Fr(¢*) per la transizione By — n: set I
in rosso, set II in azzurro, set III in verde.

4.2 1 decadimenti rari B, — n' 7

In questa sezione descriviamo 1’analisi dei canali B, — nU )%, dove ¢ puo essere un
leptone carico o un neutrino. I risultati riportati nel seguito sono sono stati da noi
ricavati in [47].

4.2.1 Decadimenti B, — n’e*e~ e B, — nutu~

Consideriamo il decadimento che coinvolge due leptoni carichi: B, — 1 0=, Ab-
biamo elencato e analizzato gli operatori locali che contribuiscono alla transizione
b — s; di questi, Oz...04 € Og non portano alla formazione di leptoni; O; e O,
descrivono la formazione di risonanze c¢ che possono essere facilmente identificate
e tagliate dallo spettro sperimentale; di conseguenza, al processo in esame contri-
buiscono solo gli operatori O, Og, O19. Negli operatori Oy e Oy la coppia £T¢~
é generata dal decadimento di una Z integrata negli operatori stessi; invece, in Oy
essa ¢ prodotta dal campo elettromagnetico F),,. Scritto questo campo in funzio-
ne del potenziale A,, notiamo che, poiché sia ¢*” che F,, = 9,4, — 0,A, sono
antisimmetrici negli indici 4 e v, il loro prodotto puo essere scritto come

o E,, = 201, A, (4.25)

Ora se consideriamo la trasformata di Fourier dei potenziali, si ha

OuAy — 1q, A, (4.26)
: 1. 1 -
OA, = jmu— A, = — g = _?eg%g (4.27)
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I contributi a questo processo sono quindi

5 - 5 5 - 5
By U] By n
b s b s
t L t L
v Z
14 14
l l

L’Hamiltoniana efficace della transizione b — sf¢ & pertanto

4G e? , 1- 1, _
H= T;V}b‘@@ [ — Crmy (51i0" q,bR) ?KWMK + 5 (5.7"0r) v, (C’g + 01075) 0]
(4.28)

Come abbiamo anticipato, I’ampiezza invariante ¢ data dell’elemento di matrice
tra gli stati adronici della precedente hamiltoniana:

A = (n(p")| H | Bs(p)) (4.29)
Utilizzando quindi le parametrizzazioni mediante i fattori di forma, e osservando che
(n(py)| 57,0 |Bs(ps,)) (4.30a)

<77(p77)| 5i0,,4"b |Bs(pB,)) (4.30b)

(n(py)| 32701 | Bs(pB,)) =

(n(po)| 5110,,4"01 | Bs (pB,)) =

N~ N =

essa diventa
_ GpVpViie?
4272

+ % {(p +9), Fa(d®) +

Fr(¢®) 1,7

{ = Com (047 = (o, = ) ] 2D i)

2 2
mp, — My

T (E(R) - F() | B (€ ) 1
(4.31)
Fin qui il discorso ¢ valido per tutti e tre i flavour delle coppie di leptoni carichi.
Se pero ci limitiamo ai leptoni molto piu leggeri del By e della n (e e u), possiamo

trascurarne le masse e quindi utilizzare I’equazione di Dirac massless per semplificare
la (4.31), che diventa

M =

Gre* ViV [ 2C:myFr(q?) / . i /
4\/57:2 {2 v Fr(q )u(k)m(k: ) + Fi(q”)u(k)p (Cg + Choy ) U(k()} |
4.32

Nel sistema di riposo del By, la massa invariante dei due leptoni, che sono carichi
e quindi sono rivelabili direttamente, ¢ M7 ,- = ¢* e pud variare tra 0 e (mp, — m,)";

mp, +my
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pertanto ¢ utile calcolare 'ampiezza di decadimento differenziale in funzione di ¢2.
Essa vale

r
5—(12 (Bs — n(’)€+£—> —

G2 |V Vii|? o2 2C7my ) 2
> — F CoF1(q?
1536mom3, mp, +m, r(q) + GoRla)) +

CR () }W (.2, )
(4.33)

e, come ci aspettiamo per un decadimento a tre corpi di questo tipo, dipende dalla
funzione triangolare

Ma, b, c) = a* + b* + ¢* — 2ab — 2ac — 2bc (4.34)

Dall’ampiezza di decadimento differenziale si ottiene quella integrale, che per defi-

nizione € ( -
mBs—Mn) dT"
I'= — dg? 4.35
/0 aq2 1 (4.35)

In Fig. 4.3 e in Fig. 4.4 sono mostrati i branching ratios (calcolati utilizzando
come vita media del Bj il valore 75, = 1.470 x 107'? s [12]) rispettivamente per i
decadimenti By, — nl™¢~ e B, — n'{T{~, per tutti e tre i set di fattori di forma,
mettendo in evidenza le deviazioni del Modello ACD dal MS. Osserviamo che in
tutti i casi il Modello ACD prevede una larghezza di decadimento maggiore rispetto
al MS.

In Tab. 4.2 sono elencati i risultati numerici del branching ratio integrale nel MS
per ogni set di fattori di forma. Né per questi decadimenti, né per i due succes-
sivi decadimenti rari che andremo ad analizzare, sono disponibili al momento dati
sperimentali.

set I set 11 set 11T

BR(B, — ntt~)x 107 11403 25+£07 32+17
BR(B, —» n/{*)x 107 11403 23+06 29415

Tabella 4.2: Branching ratio integrali per By, — 77(’)€+€* per ogni set di fattori di
forma, calcolati nel MS.
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Figura 4.3: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione By — nft{~, ottenuti utilizzando il set T (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV~! (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV~! (in verde).
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Figura 4.4: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione By — 00T~ ottenuti utilizzando il set I (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV~! (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV~! (in verde).
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4.2.2 Decadimento B, — n)r+7-

Abbiamo visto che I’elemento di matrice invariante per i processi By — n! A/l
la (4.31). Il leptone 7, pero, ha massa ¢ m, = 1.777 GeV che naturalmente non puo
essere trascurata; quindi dobbiamo rimanipolare la (4.31) utilizzando questa volta
I’equazione di Dirac con massa non nulla. Si ottiene

M= Gg‘)‘%{ {chl — 207 (mym) %ﬁmn}ﬂ(mm(%H
+9 [CmFJ a(k) [p —m, <@ + 1)} Vo) + (4.36)
4 om, (w n 1> [ClOFO} u(k;)fy%(k’)}

Da quest’ultima ricaviamo la larghezza di decadimento differenziale, che vale

dl’ G2’va*|2052 )\1/2(sz m2 q2) 4m2 1
ar m o+ =) _ GElVeVi o My CAmZz 1
dq2< s >IN T T ) 2975 m?sz e 3q2p(Q)
(4.37)
dove

p(g*) = 6mz(m, —my)?[b(q®) P+

A, m2, ) [(2m2 + s (@) — (4m2 — Pla(¢)F]  (4.38a)
a(q®) = CroFi(g%) (4.38b)
b(q*) = CroFo(q”) (4.38¢)

F 2

c(¢®) = CoFy(¢?) — 2(my + m3)Cr r(7) (4.38d)

mp, + my

e in cui questa volta ¢* varia nell’intervallo 4m?2 < ¢ < (mBS - mn(,)>2.

In Fig. 4.5 e in Fig. 4.6 sono mostrati i branching ratio rispettivamente per i
decadimenti B, — n7t7~ e By — 1/t 7~ per i tre set di fattori di forma e la loro
dipendenza dal raggio di compattificazione nel Modello ACD. Anche in questo caso
il Modello ACD prevede una larghezza di decadimento maggiore rispetto al MS.

In Tab. 4.3 sono elencati i risultati numerici del branching ratio integrale nel MS
per ogni set di fattori di forma.

set I set 11 set 111

BR(Bs —ntt77) x10® 3.0+05 80415 102+56
BR (B, —»n'tt77) x 108 1.6+£03 23408 4.7+25

Tabella 4.3: Branching ratio integrali per By — n V- per ogni set di fattori di
forma, calcolati nel MS.
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Figura 4.5: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione By — n7 77, ottenuti utilizzando il set I (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV~! (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV~! (in verde).
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Figura 4.6: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione By — 17777, ottenuti utilizzando il set I (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV~! (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV~! (in verde).



CAPITOLO 4. DECADIMENTI DEL B, 90

4.2.3 Decadimento B, — n(’)uﬂ

Per il decadimento che coinvolge i neutrini vale lo stesso discorso fatto per i leptoni
carichi sul ruolo degli operatori locali, eccetto per il fatto che i neutrini non posso-
no essere prodotti dal decadimento di un fotone; pertanto neanche 1'operatore Oy
contribuisce.

Possiamo riscrivere quindi I’Hamiltoniana efficace per questo processo come

GF (0%
= —— 75—V, V3 (CLOL + CrO 4.39
V3 2msin () i (CLOL + CrOR) (4.39)
con )
O =07"(1=7") sy, (1 =7")v (4.40a)
Or =by" (1+7°) sy, (1+7°) v (4.40Db)

dove lasciando liberi i coefficienti C';, e C'r teniamo conto anche di possibili violazioni
della simmetria elettrodebole SU(2), x U(1)y; nel MS si ha

M = nx X (2) (4.41a)

M =0 (4.41Db)

in cui si puo porre il coefficiente di QCD ny =1 [48|. La funzione X (x;) deriva dal
calcolo del diagramma del processo; nel MS si trova [37]

X(x) =

Ty | Ty + 2 31',5 )
=t +
8 Ty — 1 (.T,'t — ]_)2

In xt} (4.42)

Come nel caso dei leptoni carichi, questa ¢ la funzione che viene modificata dai
contributi delle eccitazioni di Kaluza-Klein nel Modello ACD; essa diventa

X'(x, R) = X () + Y Xp(y,70) (4.43)

n=1

con X, (x4, x,) = Yyo(xy, ) = Zy (x4, x,) introdotte e calcolate nel paragrafo prece-
dente. L’andamento del coefficiente di Wilson C';, al variare del raggio di compatti-
ficazione R ¢ mostrato in Fig. 4.7.

Dato che i neutrini non possono essere rivelati direttamente, ¢ utile definire
FEliss energia della coppia neutrino-antineutrino nel sistema di riposo del By e
considerare la variabile adimensionale x = Fqs/m,, in funzione della quale ¢* =

m%_ (2 — 1) + m? e che puo variare nel range

1 2
- [1 _ (_mn ) ] <z UL (4.44)
2 mBS mBs

In termini di questa variabile, ’ampiezza di decadimento differenziale &

N
|

£ (Bs - T](,)ﬂl/) =

2
(e + lea’) IE I
dx

16m3mp,

(mZBS, mg, q2) (4.45)
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Figura 4.7: Deviazione rispetto al MS del coefficiente di Wilson C7, nel Modello
ACD al variare del raggio di compattificazione R.

in cui abbiamo sommato sulle tre specie di neutrini che chiaramente non possono
essere distinte.

In Fig. 4.8 e in Fig. 4.9 sono mostrati i branching ratios rispettivamente per
i decadimenti in 1 e in 7’; anche in questo caso nel Modello ACD prevede una
larghezza di decadimento maggiore rispetto al MS.

In Tab. 4.4 sono elencati i risultati numerici del branching ratio integrale nel MS.

set I set I1 set 111

BR(B, — nqvv) x 105 09402 25+£0.7 27415
BR(Bs — n'vy) x 105 09+0.2 21+05 24+1.3

Tabella 4.4: Branching ratio integrali per By — nU Voto- per ogni set di fattori di
forma, calcolati nel MS.
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Figura 4.8: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione By, — nui, ottenuti utilizzando il set I (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV~! (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV~! (in verde).
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Figura 4.9: Branching ratio differenziale (a sinistra) e integrale (a destra) della
transizione B, — n/vi, ottenuti utilizzando il set I (prima riga), il set II (seconda
riga) e il set III (terza riga) di fattori di forma. I branching ratio differenziali sono
ottenuti nel MS (in rosso), nel Modello ACD con R = 1/500 GeV~! (in azzurro),
nel Modello ACD con R = 1/200 GeV~! (in verde).
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4.3 1l decadimento B, — ") J /1

4.3.1 Calcolo del branching ratio

11 decadimento By — ¢ J/1 & stato considerato finora il “golden mode” per lo studio
della violazione di CP nel sistema del B; e per la stima dell’angolo (3, del triangolo
di unitarieta; questo perché l'asimmetria di questo decadimento ¢ dominata dalla
violazione di CP nell’interferenza e pertanto si puo effettuare un’analisi molto chiara
dei dati. Questo canale di decadimento presenta pero lo svantaggio che lo stato finale
é costituito da due particelle vettoriali, e pertanto la sua parita CP dipende dal loro
momento angolare relativo.

Questo problema non si presenta per il canale B, — nU ) /1; esso ha gli stessi
vantaggi di pulizia in quanto le n hanno lo stesso flavour della ¢, ma lo stato finale
é autostato di CP. D’altra parte, questo processo costituisce una sfida sperimentale,
in quanto le 1 decadono principalmente in due fotoni, che & necessario rivelare ed
analizzare per ricostruirle.

Partiamo nuovamente dall’Hamiltoniana della transizione b — s ottenuta me-

diante la OPE:

e 10
H=—"2V, V! > Cil)Oi(p) (4.46)
vz TS
Gli operatori che determinano la produzione dello stato c¢ sono
O1 = (€La"brp) (5L8VuCLa) (4.47a)
Oz = (€LaV"bra) (SLaVuCLA) (4.47Db)

I contributi a questo processo sono quindi del tipo

5 - 5
By n
W
b s

C
c J/

Utilizzando le identita di Fierz, essi possono essere riscritti come

01 = (gLﬁfyubLﬂ> (ELa’yuCLa) (448&)
Oy = (5087"b1a) (CLaVuCLB) (4.48b)
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Ora, poiché i quark sono confinati all’interno degli adroni, dobbiamo calcolare
elementi di matrice che saranno del tipo

(n J/¥| (s19"br) (Cryuce) | Bs) (4.49)

Si tratta di un calcolo non banale. Applichiamo U'ipotesi di fattorizzazione naive [49]:
essa € basata sull’evoluzione spazio-temporale dei prodotti di decadimento, ed é
accurata quando nello stato iniziale ¢’é¢ un quark pesante e nello stato finale solo
quark leggeri. A livello dei quark, il processo ¢ b — s(cc); s e (cc) si allontanano
in direzioni opposte con momento elevato; pertanto, quando la coppia (c¢) forma
la J/1, essa & gia lontana dal quark s e quindi dalla . Di conseguenza, si puo
assumere che la J/1) non sia soggetta ad interazioni di colore con la n (trasparenza
al colore); questo implica che possiamo immaginare che il By interagisca solo con la
n e che la J/1 sia creata dal vuoto, ovvero

(n T/l (5:7%01) (Coyuer) |Bs) = (n| (527"be) | Bs) (J/4| (€rucr) [0) - (4.50)

Ora il calcolo puo essere svolto, in quanto abbiamo gia introdotto

N = 1 / szs — m727 2 m235 m2
W) 59 [Bo(p)) = 50 (PP = — 5 | Fild)= q—qu Fo(q*)
(4.51)
e inoltre possiamo scrivere
_ 1
(J/o(a, ) (ervuer) [0) = 5 fappmpen (4.52)

che definisce la costante di decadimento della J/v f;y.
Utilizzando queste definizioni, e tenendo conto del fatto che il diagramma di O,
é soppresso di colore, ricaviamo

AGp . C
M = NG VcbVCS4 (01 Ty ) Fappmuapen

m2 — m?2 m2 — m2
X { [(erp’)M - %(Ju} Fi(¢?) - [%%} Fo(qQ)}

Trattandosi di un decadimento a due corpi, ¢* ¢ fissato a ¢* = m? /- Calcoliamo
quindi la larghezza di decadimento totale, che vale

(4.53)

]2

8’:@‘/ : (Ol i %) ‘fJ/¢‘ (£ me))Q)\?’/z (m, miy, m3,)
(4.54)
Questo calcolo vale anche per la prima eccitazione radiale della J/1, la 1(25),
che é energeticamente permessa, sostituendo massa e costante di decadimento ap-
propriate. Naturalmente, poiché gli operatori O; e Oy descrivono diagrammi ad
albero, queste larghezze non sono modificate nel Modello ACD. I risutati numerici
sono presentati in Tab. 4.5. Attualmente I'unico dato sperimentale disponibile é il
limite superiore per per il canale By — nJ/1: BR(Bs — nJ/v) < 3.8 x 1073 [12].

D (B, —n"J/v) =
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Nell’analisi di questi risultati, sottolineiamo che la fattorizzazione naive ¢ un’ap-
prossimazione molto forte; poiché essa é ricavata nel limite in cui il numero di colori
tende ad infinito, per migliorarla talvolta si preferisce omettere i contributi sop-
pressi di colore, nel nostro caso Cy/N,. Se lo facciamo, otteniamo risultati diversi
dell’ordine un fattore 10 rispetto a quelli elencati.

set I set I1 set IIT

BR (B, — nJ/i) x 10°  7.94+30% 18.3+26% 21.7 +54%
BR(B, — n/J/¢) x 10°  9.0+£30% 20.9+26% 26.2+54%
BR(
BR(

B, —n1h(25)) x 105 3.3+30% 9.0426% 11.0+54%
B, — q'9(25)) x 10° 31+30% 834+26% 11.4+54%

Tabella 4.5: Valori numerici per i branching ratio; essi sono stati calcolati utlizzando
fip =208 MeV, fy =149 MeV, estratti dai branching ratios per J/¢ () — e*e™.

4.3.2 Analisi della violazione di CP

Abbiamo anticipato che il canale B, — nU ) J /1 si presta particolarmente per lo
studio qualitativo e quantitativo della violazione di CP nel sistema del B,. Infatti,
esso presenta solo violazione di CP nell’interferenza, in quanto:

e abbiamo visto

’qw 1Ty

p 2 | M,

Questo implica che, per quello che sappiamo attualmente su f;, si ha [32]

sin ¢ ¢ = 28, (4.55)

‘g‘ ~1<0(107?) (4.56)

indipendentemente dal modello. Di conseguenza, possiamo porre |¢/p| =1 e
affermare che per il By la violazione di CP nel mixing ¢ praticamente nulla.

e Poiché il decadimento in esame ¢ dominato da una sola fase debole, non c’e
violazione di CP nel decadimento.

Queste osservazioni, unite al fatto che lo stato finale n J/1) & autostato (pari) di CP,
implicano che la violazione di CP nell’interferenza ¢ caratterizzata da

1
3 (4.57)

e che le ampiezze di decadimento dipendenti dal tempo divengono
D (Bs(t) = nJ/v) =T (Bs —nJ/v)e'x
X [cosh (%t) — cos ¢ sinh (%t) + sin ¢ sin (Am t)
(4.58a)

)\f:e_wz)\ )\Jz:ei¢
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D (By(t) — 0 J/0) =T (B, — 0 J/) e T
X [cosh (%t) — cos ¢ sinh (%t) — sin ¢ sin (Am t)
(4.58b)

Dallo studio di questi decadimenti, caratterizzati dal decadimento esponenziale
determinato quasi totalmente da I' (in quanto AT'/T" < 1), e dall’oscillazione de-
terminata da Am, si possono quindi ricavare informazioni sul parametro di mixing
Am. La larghezza di decadimento I' puo essere ricavata con pitu pulizia dallo studio
del decadimento untagged, ovvero con lo stato iniziale composto sia da B che da
By; in questo modo si elimina infatti la parte oscillante (Fig. 4.10):

Funtagged (Bs(t) -1 J/¢) = (Bs(t) - J/w) + (Bs(t) - J/w)

=2I' (B, = nJ/Y)e ™ [cosh (%t) — cos ¢ sinh <%t)1
(4.59)

BR (Bs () » Jy )
0.00004f
0.00003?
0.00002: |

0.00001 |

1x10% 2x10% 3x10% 4x10% 5x10% 6x10%

Lt (Gevh

Figura 4.10: Branching ratio dipedente dal tempo per i decadimenti B, — nJ/y
tagged (in azzurro e in verde) e untagged (in rosso).

Per estrarre i parametri Al e ¢, ricorriamo allo studio delle asimmetrie introdotte
nel capitolo precedente. L’asimmetria dipendente dal tempo vale in questo caso
sin ¢ sin (Am t)
cosh (%t) — cos ¢ sinh (%t)

a(t) = (4.60)

e presenta quindi una parte oscillante da cui estrarre ancora Am, e una parte
esponenziale che ¢ in pratica ['unico modo per accedere a AI' (Fig. 4.11).
Invece, ¢ puo essere ricavato pitt agevolmente dall’asimmetria integrata:

1+a? sing
14921 —cos¢

(4.61)

Qint =

che é quindi la quantita pitt importante per la stima dell’angolo (3, del triangolo di
unitarieta. Nel MS, troviamo aj = —3.4 x 107° £ 30%.



CAPITOLO 4. DECADIMENTI DEL By 98

a (Bs—> Jyn)
100

0.5

t(GevY

».0x 10% 25%x 10

—-05-

—-1.0+

Figura 4.11: Asimmetria dipendente dal tempo per il decadimento Bs; — nJ/v. Si
vede come la frequenza di oscillazione sia molto piu piccola della scala esponenziale.

Come abbiamo mostrato nel capitolo precedente, I'unica quantita tra quelle coin-
volte in questo decadimento che puo essere significativamente modificata nel Modello
ACD é& Am, della quale abbiamo calcolato la deviazione. Di conseguenza, nel Mo-
dello ACD troviamo modificate sia tutte le frequenze delle quantita oscillanti che
I'asimmetria integrata, dipendente da x = Am/T". Naturalmente, per poter misura-
re eventuali deviazioni di Am dalle frequenze, bisogna poter apprezzare intervalli di
tempo molto piccoli, in quanto Am ~ O(10711) GeV (Fig. 4.12). Di conseguenza,
lo studio di deviazioni rispetto al MS ¢é piti agevole tramite ['asimmetria integrata,
se I', AT' e ¢ sono noti con buona precisione (Fig. 4.13).

a(t) (Bs - Jy )
004*
0.02 /m
‘ O o .‘ ARRTY ‘2.‘ ‘1‘ — t(GeVh
—0.04:*

Figura 4.12: Dettaglio della asimmetria dipendente dal tempo nel MS (in rosso), nel
Modello ACD con R = 1/500 GeV (in azzurro), nel Modello ACD con R = 1/200
GeV (in verde).
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A (Bs = Jyrm)

. I . . . I . . . I . . . I . . . I -1
0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 R(GeV')
—0.00001F J—

~0.00002"

—0.00003

~0.00004-

Figura 4.13: Deviazione dal MS dell’asimmetria integrata nel Modello ACD al
variare del raggio di compattificazione della quinta dimensione.



Conclusioni

Nonostante il suo successo sperimentale senza smentite, &€ opinione diffusa che il Mo-
dello Standard non sia la teoria ultima della fisica delle particelle, ma solo una teoria
efficace per basse energie. Questa opinione ¢ dovuta non solo ai problemi teorici e
sperimentali del MS circa il campo di Higgs, ma anche da un lato al fatto obiettivo
che esso non include fenomeni quali la gravita o la materia oscura, e dall’altro, in
misura relativa, all’idea “estetica” che esso presenti un numero troppo elevato di
parametri liberi. Tutto questo indica la necessita sia di formulare modelli di Nuova
Fisica oltre il MS, sia in modo ancora piu urgente di studiare la fenomenologia del
MS in modo da scoprire se e dove esso fallisce.

Questa Tesi si colloca in questo filone di ricerca. Abbiamo considerato un ar-
gomento di fisica del beauty, il settore del mesone B, e abbiamo ricavato delle
previsioni di precisione sia nell’ambito del MS, sia nell’ambito di un modello di
Nuova Fisica, il Modello ACD con una singola UED. Attualmente non sono disponi-
bili dati sperimentali per nessuna delle quantita osservabili calcolate, ma lo saranno
in un futuro prossimo per mezzo di TeVatron, LHC ed eventualmente Super-B.

I1 Modello ACD con una singola UED postula che lo spazio-tempo consti di cin-
que dimensioni, e che topologicamente sia il prodotto cartesiano tra l’ordinario spazio
di Minkowski M, e l'orbifold S}/Z,, ovvero che per ogni punto dello spazio-tempo
quadridimensionale ci sia una quinta dimensione “arrotolata” in una circonferenza
di raggio R. I campi si propagano in questa varietd pentadimensionale, ma sotto
determinate ipotesi possiamo integrare sulla quinta dimensione ed ottenere una teo-
ria effettiva quadridimensionale, che per R — 0 si riduce al MS come deve essere.
Affinché gli effetti della quinta dimensione siano piccoli abbastanza da non essere
stati osservati finora, R deve essere altrettanto piccolo: la scala di energia R™! fissa
la scala di energia a cui gli effetti della quinta dimensione cominciano a diventare
evidenti. Abbiamo mostrato come l'integrazione della quinta dimensione implichi
nella teoria effettiva quadridimensionale I’esistenza per ogni particella di massa m
(anche nulla) l'esistenza di infiniti stati eccitati di massa m,, = m+n/R con n inte-
ro, chiamati torri di Kaluza Klein. Naturalmente, se R € piccolo, la massa di questi
stati & troppo elevata perché, almeno per il momento, essi possano essere osserva-
ti direttamente; tuttavia, questi modi eccitati possono contribuire come particelle
virtuali nei processi a loop, modificandone le ampiezze.

Questo ¢ il motivo per cui ci siamo occupati dell’oscillazione By, — Bj, che ¢é
generata da diagrammi a box, e dei decadimenti semileptonici del By, che coinvol-
gono diagrammi a pinguino; il confronto della previsioni ottenute con i futuri dati
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sperimentali sara in grado di accettare o rigettare il Modello ACD con queste carat-
teristiche, ed eventualmente di imporre dei vincoli sul raggio di compattificazione
della quinta dimensione. In particolare, abbiamo trovato che:

e La differenza di massa Am tra gli autostati di massa BZ e BL prevista dal
Modello ACD ¢ maggiore rispetto a quella prevista dal MS. Questa quantita é
osservabile in quanto governa 'oscillazione By — B,: la frequenza di tale oscil-
lazione é inversamente proporzionale a Am. La differenza di massa ¢ quindi
misurabile o studiando ’evoluzione temporale di un campione inizialmente pu-
ro, oppure analizzando le asimmetrie dei decadimenti adronici, come abbiamo
mostrato per il decadimento in J /v nV ). 11 Modello ACD non modifica invece
le altre due osservabili coinvolte nell’oscillazione dei mesoni neutri, ovvero AT’
e la fase relativa tra le due differenze.

e La larghezza di decadimento dei processi By — nU 0l e maggiore nel Modello
ACD rispetto al MS, qualsiasi sia la coppia di leptoni nello stato finale. Questa
differenza puo essere osservata sia nella larghezza differenziale che in quella
integrale.

Il limite delle previsioni trovate & costituito dalle incertezze dovute alla presenza
di quantita non perturbative nella determinazione del valore delle osservabili. Infatti,
il Modello ACD predice delle deviazioni rispetto al MS che, a seconda del valore di
R, sono di meno del 20% per i valori di R accettabili; le deviazioni quindi sono
dell’ordine degli errori portati dalle quantita non perturbative, quali ad esempio i
fattori di forma. Di conseguenza, questi risultati saranno maggiormente significativi
con la diminuzione dell’errore teorico sui calcoli non perturbativi.

Da tutto il lavoro emerge comunque che, allo scopo di scoprire se e cosa c¢’é oltre
il Modello Standard, ¢ necessario lo sforzo sinergico di vari settori della fisica delle
particelle. L’impegno creativo di chi formula modelli capaci di risolvere i problemi
che via via si incontrano ¢ basilare, ma ¢ vano senza i calcoli di fenomenologia che
determinano le previsioni dei vari modelli; queste sono al loro volta poco predittive
se gli errori delle quantita derivanti dallo studio della QCD, mediante metodi non
perturbativi o mediante le simulazioni su reticolo, sono troppo elevati. Infine, le pre-
visioni vanno confrontate con i dati sperimentali: & necessario quindi uno strumento
che produca eventi, degli esperimenti che rivelino le quantita di interesse, e I’analisi
dei dati ottenuti. Solo il lavoro congiunto di fisici di settori diversi pud portare
all’avanzamento della nostra conoscenza dei costituenti elementari della Natura.



Appendice A

Operator Product Expansion

A.1 Teoria generale

In teoria quantistica dei campi, i prodotti di operatori calcolati nello stesso punto
dello spazio-tempo non sono quantita ben definite. Infatti, ogni volta che in teoria
quantistica dei campi si trovano quantita di questo tipo, emergono delle divergenze;
ad esempio, per il campo scalare:

e la quantita ¢(x)? che compare nel termine di massa dell’Hamiltoniana genera
un’energia del vuoto divergente;

e il propagatore

d4p e—ip(x—k)

01T [9(2)6" ()] [0) = il (z — ) = —i / (A1)

(2m)4 m? — p? — ie
é singolare per z = y.

La Operator Product Expansion (OPE), congetturata da Wilson nel 1969 [50] e
provata da Zimmerman nel 1970 [51|, permette di dare un senso ai prodotti di
operatori calcolati nello stesso punto.

Consideriamo un processo che coinvolge due operatori O; e Oy separati da una
distanza piccola z, e altri n campi ¢(y;) piu lontani; ad esempio, in un processo
debole O; e O, potrebbero essere gli operatori di corrente carica e i ¢(y;) gli operatori
di creazione e distruzione degli stati esterni [52|. L’ampiezza di questo processo viene
ricavata dalla funzione di Green

Gz (2591, -5 yn) = (O1(2)O2(0)¢(y1 - o(n)) (A.2)

in cui abbiamo omesso per alleggerire la notazione l'ordinamento temporale del
membro a destra. Nel limite  — 0 il prodotto O;(x)O2(0) pud dare luogo ad una
singolarita nell’origine; tuttavia, questa puo essere descritta da un solo operatore
posizionato nell’origine che abbia gli stessi numeri quantici del prodotto. E utile
sviluppare questo operatore su una base standard; i coefficienti di questo sviluppo
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potranno dipendere solo da z e alcuni saranno singolari per x — 0. Combinando
queste osservazioni, Wilson ipotizzo che per il limite x — 0 si potesse espandere

O1(2)05(0) = Y | Cx(x)On(0) (A3)

dove i coefficienti C'3?(x) sono funzioni complesse di x, dette coefficienti di Wilson.
Di conseguenza, anche la funzione di Green si puo espandere secondo

Gl? (m;yla"wyn 2012 GN yla--'7yn) <A4)

dove
GN Y1y Un) = (On(0)D(y1) ... P(xy)) (A.5)

sono le funzioni di Green calcolate con gli operatori Oy (0), e quindi la dipendenza
da x e le eventuali singolarita sono interamente contenute nei coefficienti di Wilson.
Se analizziamo dimensionalmente 1’espansione

y) ~ Y FEP (z—y) C(y) (A.6)

vediamo che la dimensione di FAB ¢ dp = dy + dg — dg, e quindi la singolarita
¢ del tipo (x — y)dc da=ds, questo implica che p1u I'operatore C' ¢ complicato e
quindi ha alta dimensionalita, meno la funzione F4P sara singolare. Questo significa
che i contributi piti importanti provengono dagli operatori locali pit semplici ed é
quindi possibile troncare la serie quando essa ancora non presenta troppe difficolta
di calcolo.

Proviamo la validita della OPE, nel caso generale di un numero qualsiasi di
operatori [53]. Consideriamo dei punti x, x5 ... vicini ad un punto x e piu lontani
rispetto a dei punti y;,ys . . .; siano 1211, AQ, e Bl, B,... degli operatori quantistici e
Ay, Ay, ... By, By ... 1loro corrispondenti campi classici. Si ha

O1T [As(1) Aa(wa) . Bi (1) Bale) .| 10) =
-/ [Tao

Ora consideriamo una sfera B, (R) centrata in = e con raggio R molto piu grande delle
distanze tra gli x; ma molto pit piccolo delle distanze tra gli y;. Se la Lagrangiana
é locale, possiamo separare due contributi per 1’azione:

Ai(@1)As(2) . Bi(y1) Ba(ye) . "1 (A7)

Slg] = /ZGBI(R)d 2z ZL(z) —|—/¢Bz( )d 2 Z(2) (A.8)



APPENDICE A. OPERATOR PRODUCT EXPANSION 104

ottenendo quindi

(0T [Al(xl)/ig(xg) . Bl(yl)Bz(yQ) | 10}y =

:/ [T dou= Al(xl)Ag(xg)...eXp<i/z

K zGBT(R)

d4z.$(z)) X (49)

€B.(R)

< / [T o) | Bilwn)Bolyn) .. exp (z /zéBw(R)d‘lz.Z(z))

_Z,ngBI(R)

cui bisogna imporre condizioni di differenziabilita sulla superficie della sfera. A
parte queste condizioni al contorno, i campi A; dentro la sfera sono indipendenti dai
campi B; fuori dalla sfera; di conseguenza, I'integrale all’interno della sfera puo essere
calcolato, e sara espresso in termini dei valori dei campi A; e delle loro derivate sulla
superficie della sfera (e che pertanto dipenderanno dal centro z). Pertanto, questo
integrale sara costituito da una serie di operatori (classici) O(z) formati da prodotti
di campi classici e loro derivate; i coefficienti di questo sviluppo saranno funzioni

complesse dipendenti dalle differenze di coordinate U, A1, 4z, (7 —x,x9 —x,...); In
sintesi:
/ H d¢g Ay (1) Ag(za) . .. exp (z/ d*z ciﬂ(z)) ~
0,2€Ba( 2€B:(R) (A.10)

~ Z Ugl’Az’“' (x1 —z,29 —x,...) O(2)
o

D’altra parte, i campi B; al di fuori della sfera non dipendono dall’interno, e quindi
I'integrale al di fuori della sfera resta invariato anche per R — 0, e quindi

o) [| TI )| Bt Bat).com (i

£,2¢ Bz (R) 2¢ Bz (R)

d4z.$(z)) =

A1l
- / Hd¢£(2) O(z)Bi(y1)Ba(y2) - - . exp ( /d4z ZL(z )) A
= (01T [O@)Bi(y) Balye) .| 0)
Mettendo insieme questi risultati, otteniamo
O1T [As(21) Aa(wa) .. Bi (1) Bale) -] 10) =
(A.12)

=2 U8 w—ma =) OIT [O@ B Balm) .| 10)

che mostra come il prodotto di operatori A; calcolati in punti x; vicini ma diversi
(che & non locale) possa essere espanso in termini di operatori locali O(x) accoppiati
da funzioni singolari US“A2"“ (x1 — x,9 — x,...) che sono i coefficienti di Wilson.

Un altro aspetto della OPE che la rende utile nei calcoli ¢ che la dipendenza
dall'impulso dei coefficienti di Wilson é governata dalle equazioni del gruppo di
rinormalizzazione.
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A.2 Applicazione all’interazione elettrodebole

A.2.1 Hamiltoniana efficace

Quando si considerano le interazioni deboli dei quark, bisogna tenere sempre con-
to del fatto che i quark sono confinati all’interno degli adroni; di conseguenza, le
interazioni forti cui i quark sono soggetti sono caratterizzate dalle tipiche scale ener-
getiche adroniche di O(1 GeV), molto pit basse della scala delle interazioni deboli
O(mw,z). Risulta quindi molto utile sviluppare una teoria effettiva a basse energie
per descrivere le interazioni deboli dei quark.

Utilizziamo a questo scopo il formalismo dell’integrale funzionale. Il funzionale
generatore delle funzioni di Green dei campi soggetti alle interazioni elettrodeboli &

Zw ~ / [DW*] [DW~] exp {z / d4x$W} (A.13)

dove
1 —-v VAT — —
Ly == 5 (@W) = a,W) ("W = 0" W) + my, WEW=r+
g R (A.14)
+——=(J W WH
2\/§ ( % % )
con B .
JF=VupUn, (1-7°) D J=(J)) (A.15a)
U= (u,c,t) D = (d,s,b) (A.15b)
Scegliamo il gauge unitario per il campo W, e introduciamo 1'operatore
K (v,y) = 6W (z —y) (9w [0° +miy) — 0,0,] (A.16)
A meno di una derivata totale, si ha
Zw w/ [DWﬂ [DW‘} exp{i/d% d*y WJ(:L‘)K“V (2, ) W, (y)+
(A.17)

. 9 4 iU+ —Tr—
+i—— [ d'x |[JTWTH 4+ JWH
22\/5/ x[u p }}

L’integrale funzionale ¢ gaussiano, e quindi puo essere calcolato introducendo I'in-

verso di K, ovvero A, tale che

/ d'y K, (2,y) A™ (y,2) = g3 (2 — 2) (A.18)

che ¢ il propagatore del campo W nel gauge unitario:

ke 1 ko
A (2,7) = / G AL e AulF) =~ (gw_ﬂz;_z
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Svolgendo quindi 'integrale funzionale, a meno di termini costanti si arriva a

T ~ exp{ i / diz d'y %Ju‘(:c)A‘“’ (z,1) Jj(y)} (A.20)

Possiamo quindi riscrivere la Lagrangiana come

2

Liv(a) = Ban(o) = % [y @A (2,9) 13 ) (A.21)
in cui il secondo termine contiene la propagazione della W tra due correnti cariche
ed é quindi non locale.

Fin qui non abbiamo fatto altro che applicare il formalismo del path integral per
ricavare le regole di Feynman dell'interazione debole (carica). Ora perd utilizziamo
il fatto che nel contesto che ci interessa le energie dei quark sono molto piu piccole
della scala energetica debole, e quindi I'impulso scambiato k£ in (A.19) é tale che
k* < mi,. Questo ci permette di effettuare lo sviluppo in serie di k*/m3, di A, (k):

k. k, k2 E2 0\ 2
AW,(]C) = (gwj — 77,;—2) 1+ (m—%/v) + (m—%v> + ...

W
e di conseguenza A, (x,y), che conterra da trasformate di Fourier di polinomi che
restituiscono funzioni delta di Dirac e loro derivate, diventera la somma di una serie
convergente di operatori locali, ovvero prodotti di operatori calcolati nello stesso
punto dello spazio-tempo.

Se ad esempio arrestiamo la serie all’ordine zero, troviamo

(A.22)

By () = 2560 (2 — ) (A.23)
da cui
L (1) = Ln(@) — Si T () T () =
o w (A.24)
= gkin(ilj') — TI;VJDVU/D/OL(Z')
O = [D(x)yu (1 - 75) U(x)} [U’(m)vu (1 - 75) D’(m)] (A.25)

Nella parte di interazione di questa Lagrangiana efficace riconosciamo proprio 'in-
terazione a quattro fermioni “alla Fermi”, che gia sappiamo essere valida a basse
energie; troviamo quindi che questa interazione effettiva é I'ordine zero della OPE
per la Lagrangiana elettrodebole. Osserviamo inoltre che se proseguiamo con la
serie, troviamo operatori di dimensione maggiore, ma che il contributo dominante
deriva dall’operatore con dimensionalita pitt bassa.

Nel calcolo che abbiamo effettuato abbiamo considerato solo la Lagrangiana elet-
trodebole; dobbiamo quindi completare il procedimento aggiungendo anche l'inte-
razione forte. Questo implica che dobbiamo aggiungere agli spinori dei quark un
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indice di colore, e considerare tutte le possibili interazioni di colore. Possiamo quindi
estendere ’'Hamiltoniana efficace precedente:

Gr

Her = 5 Vop Voo [CL (O () + Co (1) O()] (A.26)
O1= (DuUs),,_, (UDL),,_, (A.27a)
Oy = (DuUa),,_, (U5DG),,_, (A.27Db)

e dove Cy(u) e Co(p) sono i coefficienti di Wilson, che contengono la parte non
perturbativa dei diagrammi (dovuta alla QCD) che si esplicita nella loro dipenden-
za dalla scala di rinormalizzazione pu. Come € evidente dall’espressione di H.g, i
coefficienti di Wilson hanno la forma di accoppiamenti effettivi per i vertici effettivi
descritti dagli operatori locali. Naturalmente, se non ci fossero gli effetti di QCD,
avremmo C; =0 e Cy = 1.

A.2.2 Calcolo dei coefficienti di Wilson

I coefficienti di Wilson sono calcolabili mediante una procedura nota come matching
della teoria completa con la teoria effettiva. Come questa stessa espressione sugge-
risce, essa consiste nel calcolare le ampiezze invarianti sia nella teoria completa che
nella teoria effettiva per poi imporre che esse siano uguali. Calcoliamo quindi queste
due ampiezze al leading order, ovvero considerando le correzioni di QCD dovute allo
scambio di un gluone [15].

e Ampiezza completa

Lo scambio di un gluone nella transizione U D’ — DU’ pud avvenire nei
seguenti modi:

U D U D U D
w+ W+ W+
D' U D U n U’

Nel secondo e nel terzo diagramma ¢ contenuto il prodotto delle cariche di

colore T4; e T;, che utilizzando I'algebra di SU(3) vale

a a 1 1
apls = —W%ﬁ%a + 5(5@5@ (A.28)
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Ponendo gli impulsi esterni uguali tra loro e trascurando le masse dei quark,

troviamo
Gr as (1 1 3 g m%,v
Mg = —=VipVups |1+2Cp— | —+In— — 2 ln—~8,—
full \/§UD UD{|:+ F47T(€+H_p2 S2+Nc47rn—p252
2
s . My
— SE In _—])251}
(A.29)
in cui abbiamo posto
S1 = (Q)iree = (Dals)y,_, (UDL),,_, (A.30a)
Sy = (Q2)iree = (Dala)y_, (UsD5),,_, (A.30b)
e in cui le singolarita 1/e vanno eliminate rinormalizzando i campi dei quark,
ottenendo
Gr_ ., a2 3 as., mi, s, miy
'%full = EVUDVU/D/{ (1 +20FE lnj S2+NCEID —_p282_3E ln_—p2
(A.31)
e Ampiezza efficace
All’ampiezza efficace
Gr. .,
Met = EVUDVU’D’ (Ci(p) (@) + C2(p) (Q2)) (A.32)
contribuiscono invece i seguenti diagrammi:
U D U D U D
D/ U/ D/ U/ D/ Ul

Con le stesse ipotesi del calcolo precedente, si ottiene

s (1 2 3 a, (1 2
(@) = [1 +2CFZ—7T (— +1In %)] St + FZ_’N (— +1In m_m;) S —

as (1 m?
3= (24 mM*)s
s (e + n—pQ) 2
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) as (1 2 3 a, (1 mi,
<Q2> — 1+QCF— ——l—h’l— 52"‘__ —+ln— SQ—
4 \ € — T 2

as (1 m?
3= (24 mM*)g
4w (e * n—pQ) !

(A.33b)

Tuttavia, rinormalizzando i campi dei quark, si eliminano solo le divergenze
del primo addendo dei due operatori. Per eliminare anche le altre divergenze,
si ricorre ad una rinormalizzazione moltiplicativa nota come rinormalizzazione
degli operatori. Sitrova che la relazione tra i precedenti operatori e gli operatori
rinormalizzati €

(@) = 2,22, (Qy) (A.34)
in cui Z, 2 rimuove le divergenze nei primi addendi e
asl (2 -3
Z=1+-"=("MN A.35
* 47 € (—3 N%) ( )
rimuove le divergenze nei secondi e terzi addendi. I campi rinormalizzati sono
quindi
Q1) = (1+20p221 ) gy B0y Mg g My g (A.36a)
= —In—; ——In—5 —-3—In— .36a
! Far —p? v —p? ! 4 —p? 2

2 2 2

Qg 7] 3 as . My Qs . My
= (1+20r—In—; — —In—28 —3—"In—25; (A.36b
(@2) ( +2Cr n_p2> SQ+NC47T n_p282 3 n_p281 (A.36D)

Imponendo ora .#;y = Mg, ricaviamo 'espressione dei coefficienti di Wilson:

B 3 as, miy

Poiché nei processi adronici la scala di energia ¢ p ~ O(1 GeV), mantre my, ~ 80
GeV, nei coefficienti di Wilson compaiono logaritmi dal valore elevato, e per sommarli
correttamente bisogna adottare le tecniche del gruppo di rinormalizzazione.
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