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Kapitel 1

Einleitung

Die Geawalt einer Sprachebestehticht darin,
dasFremdeauszugrenzersonderrdarin,dass
mansieversteht.

Alexander von Humboldt

Manchmalfehleneinemeinfach die Worte — und dasnicht nur beim Schreibereiner
Einleitung.

Greift manGalileis vielzitierte Metaphervon der Mathematikals der Sprachejn der
das“Buch der Natur” geschrieberist, auf, so kannmansagendassauchdie Physik
gelaggentlichvor diesemProblemsteht.

Seltengehtdiese‘Sprachlosigkit” derPhysiler dabeiaufeineUnkenntnisdermathe-
matischerlLiteratur zuriick.Vielmehrverliefenbisherdie Entwicklungender Mathe-
matik und der Physikim wesentlicherparallel,wodurcheszwangslaufigmmerwie-
der zu Situationenkommt, in denendie eine Wissenschaftler jeweils anderereinen
Schrittvorauseiltunddiesedannin ihremWindschatterhintersichherzieht.

Ein immeigrinesBeispiel fur diesegegenseitigeBefruchtungvon Mathematikund
Physikist sicherlichdie QuantenmechanilDie Notwendigleit siein einengeeigneten
mathematischeRahmerzufassengabdenAnstol3zur EntwicklungbedeutendeDis-
ziplinenwie derFunktionalanalysidnsbesonderentstandn diesemZusammenhang
die Theorieder nichtkommutatven OperatorAlgebren,welchein der Quantentheo-
rie die Rolle der Algebrader klassischerDbserablen,alsoder Funktionenauf dem
Phasenraurdesbetrachteteisystemsfibernehmen.
Demg@enitbefandEinsteindasWorterbuchderAllgemeinenRelatvitatstheoriedie
Riemannsch&eometriebereitsfertig vor. Er erkanntdediglichihre Relevanzfir sei-
ne physikalischerlJberleggungen womit er zugleichden erstenGrundsteirfiir unser
heutigeggeometrische¥erstandnisller Wechsalirkungenlegte,zu demspatemoch
einigesgesagtwird. Die allgemeineRelatvitatstheoriebeschreibtdabeidie — dem
Standardmodeldier elektroschwachenund starlen Wechsekirkungenals Buhnedie-
nende- RaumzeialsLorentzschéMannigfltigkeit (M, ¢), derenmetrischeiTensorg
nicht nur die metrische(und die kausale)StrukturdieserRaumzeitsonderrauchdas
GravitationsfeldbeschreibtDamitwird g aberselbstzu einemdynamischerreld,das
bei vorgegebenerRandbedingungeaindeutigdurchdie Einsteinschetfreldgleichun-
gen bestimmtwird. Weil esauf LorentzscherMannigfltigkeiten keine ausgezeich-



netenKlassernvon Koordinatensystemagibt, fordertmanin modernerFormulierun-
gendie KovarianzdieserFeldgleichungemnterbeliebigenlokalenKoordinaten-und
Lorentz-TransformationenEs ist bemerlkenswert,dassdiese Forderunggemeinsam
mit der Kontinuitatsgleichundir den Enegie-Impuls-Ensorgentigt,um ihre Form
eindeutigfestzulgen. Bis auf die beidenexperimentellzu bestimmenderParameter
(die Gravitations- sowie die kosmologischeKonstantebeschreibtEinsteinsTheorie
alsodie einzigekonsistenteDynamik (mit Bewegungsgleichungemweiter Ordnung)
von Raumzeiten.

DieseréasthetischsehrbefriedigendeAspekt der AllgemeinenRelatvitatstheorieist
aberzugleichdie hauptsachlich&rsachdir die Schwierigleitenbei (dembisherer
folglosenVersuch)ihrer QuantisierungDie gangigenFormulierungenvon Quanten-
feldtheoriensetzemamlich stetseine fest vorgegebeneRaumzeitvoraus,dennesist
(unteranderemhichtklar, wie mansogrundlgendeForderungerandie Theoriewie
zumBeispiel:

Messungernn raumartig zueinandetiegendenPunktensollten einander
nichtbeeinflussen.

formulierensoll, wenn die Metrik selbst(und damit auchdie kausaleStruktur der
Raumzeit)Quantenfluktuationeanterworfenist. Es stellt sichalsodasProblem.eine
Quantentheorieu formulieren,ohnedabeieinefest vorgegebeneHintergrundmetrik
vorauszusetzen.

Die gesuchtd-ormulierungsollte dabeinaturlichso gewahlit sein,dassesmoglichist,
die von einemZustanddieserTheoriebeschrieben®aumzeitzu rekonstruieren An-
dersausgedricktbenétigtman eine gentigendgrosseZahl von (explizit bekannten)
Obsenablen des Gravitationsfeldes,also von Funktionalender Metrik, welche un-
ter allen Diffeomorphismer{Koordinatentransforntianer) invariantsind. Esist aber
selbstin derklassischernichtquantisiertenAllgemeinenRelatvitatstheoriekein sol-
cher vollstéandigerSatzvon Obserablenbekannt.

Darliberhinauskann aberauchkeineswes behauptetverden,dasseine allgemein
akzeptiertd_ehrmeinungdariberexistiert, wie wechselirkendeQuantenfeldtheorien
bei fest vorgegebeneRaumzeitauf mathematischkonsistentéMeisezu formulieren
sind; insbesondergibt es Hinweise auf mogliche Inkonsistenzerdes Standardmo-
dellsbeihohenEnegien.

Bei diesenUberlegungenwurdeallerdingsstetsvorausgesetztiassdie Raumzeitwuch
beisehrkleinenAbstanderdie StruktureinerRiemannscheGeometrieaufweist.
Nun scheineraberdie empirischerBegriffe, in welchendie rdumlichenMaf3bestim-
mungengegrindetsind, der Begriff desfestenKdrpersund desLichtstrahls,im Un-
endlichkleinerihre Gultigkeit zu verlieren;esist alsosehrwohl denkbadasslie Maf3-
verhaltnissedlesRaumsim UnendlichkleinerdenVoraussetzungedieserGeometrie
nicht gemassind, und dieswirdemanin der Tatannehmemdissensobaldsich da-
durchdie Erscheinungenuf einfacheréWeiseerklarenliessen.

Es gibt nichtsNeuesunterder Sonne;der letzte Absatzist nicht von mir. Er stammt
ausB.Riemanngabilitationswrtrag“Uber die Hypothesenwelcheder Geometriezu
Grundeliegen” ausdemJahr1854.RiemanrfiihrtedieseUberlegungzudemSchluss:
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“Es mussalso entwederdasdem Raumzu GrundeliegendeWirkliche eine diskre-

te Mannigfltigkeit bilden, oderder Grundder Mal\erhéltnisseausserhalbin darauf
wirkendenbindenderKraftengesuchtwerdert, undersahdamitEinsteinsAllgemei-

ne Relatvitatstheorievoraus.

Gleichzeitigerinnertdiese<itat auchdaran dassmandie Informationiiberdie Raum-
zeit stetsauseinemrealen,und insbesonderguantenmechanischd/lessprozesge-

winnenmuss.Eswurdebereitsin [Sh] und spaterauchin [DFR] auf die Mdglichkeit

einerUnscharferelatiofilir die Messungverschiedendfoordinaterhingaviesen.Das

Argumentin [DFR] basiertdabeiauf der Idee,dassmanfiir eine méglichstgenaue
MessungeinerOrts-Koordinater,, einehoheEnegie in einemkleinenRaumbereich
konzentrieremuss.Dies kannzur AusbildungeinesschwarzenLochsflihren,dessen
Ereignis-Horizontdanndie Messgenauigit der UbrigenKoordinatenbegrenzt.Die

Raumzeitwérein diesemFall — ebensawie der Phasenraurder Quantenmechanik

nichtkommutatv.

WennmandieseMdglichkeit nicht von vornhereinausden Uberlegungenzur Quan-

tengraitation ausschliessemdchte,so wird mansicherlichnicht ohneneuemathe-
matischeBegriffsbildungenauslommen wobeiaberwahrscheinlichweitausmehrals

nur“ein paarmeueWarter” bendétigtwerden Dasmogenweiteregelieheneywennauch

viel modernereZeilenerlautern.

... the modernphysicaldevelopmentshave requireda mathematicghat
continually shifts its foundationsand getsmore abstract Non-euclidean
geometryandnon-commutatie algebraswhich wereat onetime consi-
deredto be purelyfictions of the mind andpastimedor logical thinkers,
have now beenfoundto be very necessaryor the descriptionof general
factsof the physicalworld. It seemdikely thatthis procesf increasing
abstractiorwill continuein thefutureandthatadvancein physicsis to be
associateavith a continualmodificationandgeneralisatiorf the axioms
at the baseof the mathematicsatherthanwith a logical developmentof
ary onemathematicaschemeon a fixedfoundation.

The most powerful methodof adwvancethat canbe suggestedt present
is to emplg all theresource®f pure mathematicsn attemptso perfect
andgeneralizeéhe mathematicaformalismthat forms the existing basis
of theoreticalphysics,and after eachsuccessn this direction, to try to
interpretthe nev mathematicateaturesn termsof physicalentities(by a
procesdike Eddingtons Principleof Identification).

Ganzneuwarendiesemodernanmutendeorte, die jeder Arbeit Uiber Nichtkom-
mutatve Geometriegut zu Gesichtstehenwirden,aberauchnicht: Sie sind ausder
Einleitung zu PA.M.Diracs beriihmterArbeit Giber magnetischéMonopoleausdem
Jahrl1931entnommenentstammemlsoeinerZeit vor derderzeitguiltigen Formulie-
rungder Quantenfeldtheoriand nur kurz nachder Formulierungder Quantenmecha-
nik in ihrer heutigenForm. (In dieserArbeit gabiibrigensdasHopf-Biindel,welchem
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auchin TeilendervorliegendenArbeit einezentraleRolle zukommt, seinDeblitin der
Physik.)

EinederneuererVerallgemeinerungen undin gewissenSinnauchPerfektionierun-
gen- desmathematischefRormalismuswelchein vielerlei Hinsichtflr die Losung
der obenangesprocheneRroblememalgeschneideru sein scheint,ist die Nicht-
kommutatve Geometrie.

Vereinfichendgesagtjst dieseneuemathematisch®isziplin ausder Erkenntnisher
ausentstandendassman (fast)alle geometrischeBegriffe in die — fir die Quanten-
feldtheorierelevante— Spracheson OperatorAlgebrentibersetzelann,unddasssich
bei diesemProzesglie Maglichkeit zu vielfaltigen, naturlichenVerallgemeinerungen
ergibt. Dabeiwird insbesonderdie fur die “Fusionierung”der AllgemeinenRelatvi-
tatstheoriemit der Quantenmechanikotwendige‘Globalisierung”der Beschreiling
von RiemannscheMannigfltigkeitenerreicht.

Man sollte deshalbabernochnicht auf einebaldige“freundliche Ubernahme’speku-
lieren. Einige der noch zu bewaltigendenAufgabenwerdenim Folgendenherausge-
arbeitet.Dazu— und damitin Zukunft die Benutzungderartmodischer‘buzzwords”
vermiedenverdenkann—ist esallerdingsnotwendigetwaskonkreterzu werden,

1.1 DasWorterbuch der Nichtkommutativen Geometrie

eswertkain gutérpelzgémachbusschleché hor

JiddishesSprichwort [SN]

Nichtkommutatve Geometrieverallgemeinertiele unterschiedliché&ebieteder Ma-
thematik,unteranderenDifferentialtopologieindvor allemRiemannsch&eometrie.
Esverstehtsichdahervon selbst,dassesin einersokurzenArbeit wie dervorliegen-
dennicht moglichist, einenauchnur annéherndollstandigenUberblick tiberdieses
Feldzu gebenzumal(nachwie vor) mehrereunterschiedlich@ugénge- mit dement-
sprechendunterschiedlichevor- und Nachteilen— zu einigen Aspektender Nicht-
kommutatven Geometrieund insbesondereur “Nichtkommutatven Riemannschen
Geometrieexistieren.

In dieserArbeit wird nur der von A.Connesentwiclkelte Zugangverwendetder mit
dem Begriff desspektralenTripels zur Zeit wohl als einzigereine koordinatenfreie
Beschreibng desGravitationsfeldegestattetSpektraleTripel, die als Nichtkommu-
tative Verallgemeinerungon RiemannscheBpin-Mannigéaltigkeiten aufgefisstwer
denkdnnen,bedurfenfir ihre Definition Uberraschen@venigermathematischevor-
kenntniseunddeshallist esmdglich, sie bereitszu diesemfrihenStadiumder Arbeit
einzufiihrenMan kannsich abersicherschondenlen, dasssich hinter dieserschein-
barenEinfachheitder Definition in Wirklichkeit eineVielzahlvon héchstnichttrivia-
len Theoremerausden verschiedensteiieilgebietender Mathematikverbirgt. Auf
eine Erlauterungaller FeinheitendieserDefinition mussdeshalbverzichtetwerden.
Andererseitermoglichtein solcheerzichtauf“technischeDetails” aberauch einen
grobenundgelagentlichrechtblumigformuliertenAbrissderdiesemKonzeptzugrun-
deliggendenPhilosophiezu geben Daserfordertallerdingsdie Verwendungvon Be-
griffen, die in der(sich darananschlielenderiyefinition desspektralenTripels nicht
bendtigtwerden Eine groReZahl dieserBegriffe wird im Verlaufder Arbeit nocher-
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klartwerdenundesist deshalldurchausnéglichdenfolgenderAbschnittbeimersten
Lesender Arbeit zu Uberspringenund gleich bei der Definition der spektralenTripel
weiterzulesen.

1943 entdecktenGelfand und Naimark beim Studium der Darstellungstheorie/on
C*-Algebren,ein (spatemachihnenbenannteszuvor aberschonvon Stone[St] be-
merktes)Theorem[GN], dasmangetrostals dasSamenkrn der Nichtkommutatve
Geometriebezeichnerkann.Im Wesentlicherbesagtes, dasseine unitale kommuta-
tive C*-Algebra.A stetsalsdie AlgebraC'(X) der Funktionenauf einemkompakten
Hausdorf-Raum X aufgefsstwerdenkann,

A kommutatv =3 A=C(X).
Umgelehrtist C'(X') mit dempunktweiserProduktvon FunktionenundderNorm

1] = masx{| ()]}

naturlicheinekommutatve C*-Algbra, undweil die konstanteFunktion f (z) = 1 in

dieserAlgebraliegt, ist C(X') auchunital.

In AnbetrachtlieserAquivalenzvon kompakterHausdorf-Raumerundunitalenkom-
mutativen C*-Algebrenliegt esdannnahe nichtkommutativeunitale C*-Algebrenals
nichtkommutatve kompakteHausdorf-RaumeaufzutissenDiesegrundlgiendeldee
der Nichtkommutatven Geometriekam aberselbsterstandlicherst sehrviel spater
auf. Solangemannur dasGelfand-Naimark-Theoremur Verflgunghatte,wére das
Wort “Nichtkommutatve Geometrie"auchnur ein “Dréhn-Wort” (buzz-word) gewe-

sen(welcheallerdingsaucherstsehrviel spaterin Modekamen).

DiesesSamenkrn ging dann Anfang der sechzigerJahrein Form des Serre-Swan
Theoremsauf, demzufolggederendlich-erzeugterojektive Modul tber A = C(X)
isomorphzumRaumder stetigenSchnittein ein VektorblndelE UberX ist.

E=pA" o  E=T(X,E).

Ein Modul & heil3t dabeiendlich-erzeugprojekti, wenn es eine selbstadjungierte
(n x n)-Matrix p mit Eintrdgenaus.4 gibt, mit

P =p und & =pA™.

SolcheProjektorerp steherdannalsofiir kommutatves.A in Eins-zu-Eins-Krrespondez
mit Vektorbiindelrniber X, sie existierenaberauchwenn .4 nichtkommutatv ist, so
dassmannunmehrauchvon nichtkommutatven Vektorblndelrsprecherkonnte.
DiesesTheoremmachteauchzum erstenMal die Nutzlichkeit desGelfand-Naimark
Theoremsaugenfallig:Es stelltenamlichzumeinender Topologiealgebraischdg-
lichkeitenzur Berechnungler K-Theorie (alsoder Aquivalenklassewon Vektorbiin-
deln)von kompakterRaumereur Verfligung,und zumanderenwaszunachseinmal
die wichtigereAnwendungwar, zeigteesin weitausstarlkeremMaleals dasGelfand-
Naimark-Theorenallein, dassundwie MethodernausderTopologiezum Studiumder
Darstellungstheorigon OperatorAlgebreneingesetztverdenkdnnen.
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Der somitgebildeteKeimling der Nichtkommutatven Geometriebrauchtedannaber
nochein paarJahrebis er langsanzu wachserund Wurzelnzu schlagerbegann.Der
fur dasVerstandnigler spektralenTripel vielleicht wichtigste Wurzelstrangder zu
dieserZeit gebildetwurde (aberkeineswegs der einzige),geht dabeiauf eine Idee
Atiyahszurtck.

VektorbindelibereinemRaum X kannman faserweiseaddieren,und esist daher
sinnvoll nachlinearenAbbildungenzu suchenwelcheAquivalenzklassefp] von Vek-
torblindelnganzeZahlenzuordnenDie von solchenAbbildungenk™(X) — Z gebil-
detedualeTheoriederK-TheorienennntmanK-Homologie.

Bemerkung 1.1.1. K-Theorie ist eine Kohomologie-Theoriégm Sinn der algebrai-
schenGeometrieder  deutetdaraufhin, dasses nebenden Aquivalenzklassewon
Vektorbiindelnk®(X) nocheinezweite K -Gruppe, K1 (X), gibt, die algebraischals
Zusammenhangsknponenta derGruppederunitdrenMatrizenu (beliebigerRangs)
mit EintrAgenaus.A beschrieberwird. Diese Gruppewird in der Arbeit allerdings
nicht bendtigt,weil siefur alle hier betrachtetemeispieleohnehintrivial ist. Deshalb
wird sieauchin diesemAbschnittunbertcksichtigbleiben.

Atiyah fandeinesehrnatirliche algebraischéoglichkeit, solchelinearenAbbildun-
genzukonstruierengdie wiederum ebensavie dasSerre-Swn-TheoremkeinenWert
auf die Kommutatvitat der Algebralegt. Der grundlgende,von Atiyah eingeflihrte
Begriff ist dabeiderfolgende:

Definition 1.1.2. Ein Fredholm-Modul Gibereinerunitalenx-Algebra.A ist eineTri-
pel (#,A, F), gebildetaus einer x-Darstellungn der Algebra A als beschréankte
Operatorerauf einemHilbertraum.7# und einemselbstadjungierte@peratorF’ mit
F? = 1, sodassfur alle Algebra-Elemente: € .A der Kommutator[F, w(a)] ein
kompakterOperatorist.

Ein Fredholm-Moduheil3tgerade wennzusatzlichein selbstadjungierte®peratory
auf 7 existiert mit

7 =1, [7(a),7] =0 und Fy = —4F.

Fur geradeFredholm-ModulrkannmandenHilbertraumstetsin die EigenrGumezu
denEigenwertent-1 von v zerlegen, 7 = 4. @ 5 undin dieserAufspaltung
habendie Darstellungder Algebraundder OperatorF' danndie Gestalt:

0= ) r~(a0):

mit entspreche®peratorerP, Q.

Gegeberseinunein solchergeradeiFredholm-Modul 57, A, F',~) sawie ein Projek-
tor p € M, (A), dereinenendlich-erzeugteprojektven Modul Uber A beschreibt.
Zur Definition der Paarung([p], (¢, F')) € Z vergréRertmandenFredholm-Modul
zundchsso zu einemFredholm-Modul(#%,, A, F,,, v, ), dassmanauchp (in offen-
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sichtlicherWeise)daraufdarstellerkann:

g, = HC,
F, = F® 1,

m(a) = w(a)® 1, a€A
T = 7@ In.

Naturlich lasstsich auchdie damitdefinierteDarstellungr,, (p) (die (n x n)-Matrix
mit Eintragenr, (p;;)) wiederin ihre jeweiligen Einschrankungen:: (p) auf 7. zer
legen.Mit diesenDefinitionenzeigtmandann,dassderOperator

()P, (p) : A —

ein Fredholm-Operatoist, dasheif3tder Kernund der Kokern (der Kerndesdazuad-
jungiertenOperatorskind endlichdimensionalind folglich seinIndex wohldefiniert
ist. (Der Index einesFredhoml-Operator® ist alsdie ganzeZahl

Ind (O) = dimKern(O) — dimKokern(O)

definiert. Weil F' selbstadjungiertind folglich Ind(F') = 0 ist, verwendetman den
OperatorP.)

Proposition 1.1.3. Die Paarung:

([p), (42, F)) = Ind (] (p) P, (p))

hangtnur von der Aquivalenzklassép] von p in Ky(A) ab, das heisstsie ist eine
wohldefinierteAbbildungvon Ky(.A) nach Z.

Damit ist dannklar, dassman geradeFredholm-Modulntiber A als Elementeder
K-Homologie K°(A) auffasserkann.Wie spéatergezeigtwurde, ist die Homologie-
TheorieK°(A) sogaisomorphzur GruppederHomotopie-KlassemongeraderFredholm-
Moduln[J&] [Kas]. (Der Index hangtnaturlichnur von derHomotopieklassgon 7, F
ah Die Gruppenstrukturst fur Fredholm-Modulniberdie direkte Summedefiniert.)
Dasist die wesentlicheAussagedesAtiyah-Janich-Theorems.

Das Bemerlenswertean dieserAussagest, dasshier zum erstenMal ein geometri-
schesObjekt mit Hilfe von OperatorAlgebren konstruiertwurde (die topologische
Konstruktionder i -HomologiewurdeerstspatergefunderiBD]). Deshallkkannman
dieseEntdeckunggsicherlichals eine der Wurzelnder Nichtkommutatven Geometrie
bezeichnenDasTageslichterblickte diesePflanzemeinesErachtensabererstspater
alsnamlichAnwendungervon nichtkommutatven Algebrenin der Geometriegefun-
denwurden(zum Beispielzur Erarbeitungder MaRRtheorieauf demRaumder Blatter
einertrans\ersalerfoliation, eine AnwendungdesNichtkommutatven Torus).

EineSchwierigleit derobigenBeschreibingderK-HomologiedurchFredholm-Moduln
bestehtdarin, dassesin der Praxissehrschwerist, denIndex desrechtabstrakten
Operatorsr,! (p) P, (p) auszurechnergumal man zuvor Uberhauptersteinmalein
geeigneteg’ gefunderhnabenmuss.
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Beispielefir solcheOperatorert” kannmanabermit Hilfe von elliptischenDifferen-
tialoperatorerkonstruieren(Ein Differential-Operatoheil3telliptisch, wenner end-
lichdimensionalerKern hat, dannkann manihn insbesonderauf demunendlichdi-
mensionaletiKomplementesKernsinvertieren.Differential-Operatore® sindnicht
beschranktunddeshalkist D? # 1, sodass(.##, A, D) kein Fredholm-Moduist. Es
kannaberstetsein geeigneted” als

j— D| = VDD~
D]

definiertwerdenundesist wohlbekanntdassn jederHomotopie-Klassgon Fredholm-
Moduln ein Reprasentarexistiert, welcherauf dieseWeisekonstruiertwerdenkann.
Allerdingswird die Eigenschaftf’? = 1 fiir die Paarungmit der K -Theorienicht di-
rekt verwendetsondermur die daraudolgendenEigenschaftemlesKernsvon P, @,
die manstattdesseraberauchdurchdie Elliptizitat von D sicherstellerkann.Insbe-
sonderespieltdie BeschranktheilesOperatorg GiberhaupkeineRolle fiir denindex
(solanger;’ (p) Pr;,, (p) beschrankist). Man gehtdeshalbvon (beschranktenjeraden
Fredholm-Moduln(#, A, F, ) zu (unbeschrankteri-Zyk eln (#, A, D, ) Uber
SolcheK-Zykel werdendannganzanalogzu denFredholm-Modulndefiniert,wobei
nur die Bedingungan F2 durcheineBedingungandenKernvon D ersetztwird. Der
selbstadjungiert®peratorD kanndannwiederals

_( 0 D+
(o %)
zerleggt werden,und die Paarungmit einerKlasse[p] ausder K-Theorieschreibtsich
dannals:

([p), (2, D)) = Ind (7} (p) D, (p)) -

Im Gegensatzu dementsprechendefAusdruckfir denOperatorP einesbeliebigen
Fredholm-Modulskann dieserindex abermit Hilfe einerlokalen Index-Formel als
Integral einerd-Form (in d Dimensionenperechnetverden[AtS].

Dasim weiterenVerlaufwichtigsteBeispielfur einenK-Zykel ist der Dirac-K-Zyk el
UbereinerRiemannschepin-Mannigéltigkeit M. Der Hilbertraum.# ist dannals
RaumL2(M, S) derquadratintgrablenSchnittein dasSpin-BiindelS gegebenwéh-
rendderOperatorD der Dirac-Operatoist. Die lokale Index-Formellautetin diesem
Beispiel“explizit”

~

ind (3 (1) Dz ) = [ AMDeh(p)

Hierbeiist A(M) = 1 + L Tr(R?) + O(R*) + .... die Dichte desDirac-Genusglie
mit Hilfe desRiemannscheKrimmungstensor® berechnetverdenkann. Sie setzt
sichals Summevon FormendesGradestk zusammenyndweil in dieserArbeit nur
Beipielemit Dimensionerkleinerals4 angesprochewerdenwird sie deshaltkeine
Rolle spielen.

Die Chern-Klasseh(p), diejedemElementder K -Theorie(sieh&ngtnurvom Repré-
sentanterab) einegesdilossend-orm zuordnetjst explizit als

hip) = 3 chon(p) = 3 3 Tr(p (dp)) = Te(eX)
k=0 k=0
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gegeben.(K = pdpdp ist die KrimmungdesZusammenhangsdp auf demvon
p beschriebeneBiindel.) Die GeschlossenhedieserForm ist vielleicht nicht ganz
offensichtlich,folgt aberleicht ausp? = p. Dannist namlichdp p = (1 — p) dp unter
Ausnutzungder ZyKklizitat der Spurfolgt dchoy (p) = 0 fur alle k.

Es stellte sich dannnatirlich die Frage,ob ein Analogonzur obigenlokalen Index-
Formelfur Spin-Mannigéltigkeitenauchfir nichtkommutatve RAumeexistiert. Die-
seFrage,die mittlerweile positiv beantvertet wordenist [CM1], war sichereineder
wichtigstenTriebfedernauf demWeg zum Begriff derspektralenripel.

Der erste(und fiir dasFolgendewichtigste) Schritt, bestehtdarin, die lokale Index-
Formel fir kommutatve Algebrenin die Spracheder OperatorAlgebren zu Uber
setzenDer Begriff der Differentialformen- die als Zielraum desChern-Charakters
benétigtwerden— wurde als erstesiibersetz{CIHES]. Die entsprechendebiberset-
zungender de-Rham-Brmenin Hochschild-kbhomologiebeziehungsweisder de-
Rham-Homologién die (periodischeyyklischeKohomologiewerdenhier abernicht
bendtigt.Viel wichtigerist die konkreteDarstellungdieseDifferentialformeraufdem
Hilbertraum.# = L?(M, S).

WennmandenDirac-OperatoD schematisclals

D =—iE"V,

schreibtwobeiV,, die KomponentemlesSpin-Zusammenhangsd E* = v%¢, das
“geslashte'Vielbein,

EVEY + E"EF = —2¢"
bezeichnetsoist fur jedeFunktionf € C (M)

[D, f1 = (9uf)E* = c(df).

Dabeiwurdebereitsdie sogenannt€lifford-Wirkung c¢(d f ) derEinsformd f = (9, f )da*
eingefihrtdie eineDarstellungderEinsformenalsbeschrankt®peratorermuf L2 (M, S)
ist. FormenhodhererGradedassersichdannnatirlichalsantisymmetrisiert@®rodukte
von Einsformendarstellen.

Auf die gleicheWeisekannmanim Ubrigenauchfir einenFredholm-Modulermit-
telsdf = —i[F, f] (de-Rham)-Diferentialformerauf demHilbertraumdarstellen.

Sehrviel komplizierterist es,dasIntegral von Formenauf L2(M, S) zu realisieren.
BetrachtemandenFredholm-Modul(L?(M, S),C*® (M), F = %) ubereinerkom-
paktenRiemannsche$pin-Mannigéltigkeit M so stimmtdasintegral [,, f fur ei-

ne beliebigestetigeFunktion f € C*°(M) mit der OperatorSpurihrer Darstellung
Trm(f) Uberein.Die Integrationvon Differentialformerkannmanabernicht mit Hilfe

der“gewodhnlichen”Spurvon Operatorererhalten.

Definition 1.1.4. Ein Fredholm-Modul(#, A, F') heif3tn-summierbar falls fur alle

a€ A
da ® —i[F n(a)] € L)

ist. (47, A, F') heildt(n, co)-summierbar fallsfur allea € A

([F,m(a)])" € £L1(22)
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ist.

(L"(2#) bezeichnetlasldeal aller OperatorerO mit der Eigenschafflr (O*O)" =
> urp(0O)™ < oo, wobei g (O) die absteigendjeordneterEigenwertedesselbstad-
k

jungiertenOperatorsO*O bezeichnetDas Ideal £*° (innerhalbder beschréankten
Operatoren)st der Abschlussder Mengealler Operatorentir die

N
def 1
Tr,(0O) = su 0) < 00
o0 s Do

ist. Tr,, istdie sogenannt®ixmier-Spur derenDefinition eigentlichetwassubtilerals
die anggebendst, worauf auchdasAnhangsels hinweist. Der Namedeutetschon
daraufhin, dassessich (verblifenderweiseum eineechteSpurhandeltdasheifRtes
ist Tr, (aA + 8B) = aTr,(A) + BTr,(B) undfir alle Operatored € £ und
alle beschrankte®peratorers ist

Try,(TS) = Tro(ST),

sieist alsozyklisch.)

Wennein Fredholm-Modul-summierbaist, sofolgt dasgeden-Form

(=)™ folF, f1]- - [F, fn] SpurKlasseist, und mankannsie dannmit Hilfe der Spur
Uber 7 integrieren. Der Fredholm-Modul(L?(M, S),C®(M),F = %) ist aber
(mit d =dimM) nicht d-summierbarsondern(d, co)-summierbarDas Integral von
d-Formenwird deshallmit Hilfe der Dixmier-Spurgebildet.

Die DarstellungeinerDifferentialformdesGrades! =dimM

(=) fo[D, f1] -+ [D, fd]

vermittelsdesDirac-Operatordat denzusatzlicherMakel kein kompakterOperator
zusein;dieserkannaberdurchMultiplikation mit | D|~¢ behoberwerden Manlandet
dannwiederin demDixmier-ldeal £1:°°, wasmansich am besterklar macherkann,
wennmandie Summeuber die charakteristischekiVerte u1,,(D) = |p|, p € R? des
Dirac-Operatorswuf dem(euklidischenR? betrachtet:

P

B 1 [ dlpldQ
(D) = o [ 'u')' < oo

Die Ausagegilt aberfiir alle RiemannscheBpin-Mannigéltigleitender Dimensiond,
dennflr die Existenzder Dixmier-Spurist nur dasasymptotisch&/erhaltender cha-
rakteristischeVertevon D entscheidendjnddieseshangtnurvonderDimensionab:
Lokal, in einerinfinitesimalenmgehungeinesPunktesseherja alle d-dimensionalen
RiemannscheMannigfltigkeitenwie derR? aus.

Esgilt dannConnesberiihmteSheorem

Satz1.1.5. Fur dasgeradespektale Tripel (L?(M, S), C(M), D, ~) tibereinerkom-
paktenRiemanndeen Spin-Mannigfaltigkit der Dimensiond ist mit einerbekannten
KonstanterC, die fur dasWeitere abernicht wichtig ist:

Tr,(fID|™)) = C [ fdV
/
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fur jedeFunktionf € C' (M) undmit der VolumenformdV” auf M. Desweiteengilt

Tro (vfolD, f1] -+~ [D, f4)|D|~%) = C/fodf1 A AdS
M

far alle fo, f1,--- fq € COO(M>

Die Graduierungy istim tibrigenalsy = E1E? ... E¢ gegebenalsoalsdasAnalogon
von s in einerbeliebigengeraderDimension.In ungerademimensionerist aufdem
Spin-BiindektetsE'E? . .- B4 = 1.

Wennmanbedenktdassdie E# die Darstellungder Basis-Diferentialedz* sind,so
ist klar, dassy als DarstellungderVolumenformaufgeasstwerdenkann.

DerDirac-OperatoiD einerRiemannsche8pin-Mannigéaltigkeit A enthaltabemicht
nur die InformationtberdenDifferentialkalkilauf M: Mit ConnesAbstandsformel

d(z,y)= sup {[f(z)—f(y)l}
D, fllI<1
lasstsich auchder geodéatisché\bstandd(x, y) zweierPunktex,y € M, und somit
die gesamteMetrik auf M, ausdem Dirac-Operatorrekonstruieren Einendirekten,
anschaulicheBeweisdieser-ormelgibt esabemurin einerDimensionwo derDirac-
Operatordurch—id, gegebenist, undsomit

X X
swp {1f@) — Sk = s 31 [DA1F =1 1=y
D, fllI<1 D, £11<1
Y Y
folgt. In h6herenDimensionemrmussman auf etwas raffiniertere Argumentezurtick-
greifen.

Der Dirac-K-Zykel, der die Ubersetzungind die (nichtkommutatie) Verallgemeine-
rung der lokalen Index-Formel in die Sprachevon OperatorAlgebrengestattetyver
schliisselalsozugleichdie vollstandigelnformation tiberdie zugrundeligendeRie-
mannsché&pin-Mannigéltigkeit. DieserUmstandasstsichabernurausnutzenywenn
mandiesenspeziellenK-Zykel (77, A, D) in der algebraischesprachecharakteri-
sierenkann.Diesleistetderim folgendenreingefuhrteBegriff desspektralenTripels.

Definition 1.1.6. [CspT] Ein reelles,geradesspektrales Tripel ist ein Quintupel
(A, A,D,~,J), bestehenduseinemgeraderK-Zykel (77, A, D, ), sowie einem
antiunitarerOperator.J auf.# mit

[a, Jb*T 1 =0 Va,b € A,

sodasddie folgendensiebenAxiome erflillt sind.

1. KlassischeDimension: Esexistiert einenichtneyative ganzeZahl d, die klassi-
scheDimensionsodass

|D|=% € £1>° und Tr, #0

ist. Wennd ungeradest, soist v = 1 undfolglich [D,~] = 0. Furgeradesl ist
hinggen{D,~} = 0.
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2. Regularitat: Fiur jedesa € A sind sovohl der Operator[D, a] als auchdie
Operatoren

[| D], a] und [|DI,[D, a]]
beschrankt.

3. Endlichkeit: Die AlgebraA ist einePréaC*-Algebraund der Raumderglatten
Vektoren

% L (\Def (D*),
wobeiDef(D*) c 2 denDefinitionsbereictdesOperatorsD* bezeichnetist
einendlicherzeugteprojektiver Modul tiber A.
4. Realitat: Die Realitatstruktuc/ erfullt
J? = el, Jy =¢€"yJ und JD =¢€DJ,

wobeidie VorzeicherdenfolgendenTabellenenthommersind:

dmod8 |0 2 4 6
€ + - - +
¢ + + + +
" + - + =

€

wenndie Dimensiongeradg(modulog) ist, beziehungsweise

dmod8 |1 3 5 7
€ + - - +
e - + - +

fur ungeradddimensionen.
5. Ordnung-Eins-Bedingung: Esgilt fur allea,b € A
[[D,al], Jb*J] = 0.
6. Orientierung: EsexistierenAlgebra-Elementé(’), a(()j) ...afij),sodass

y=> b Jaf'[D,a{’]- - [D, ]
J

ist, unddartiberhinaudie Hochschild-Zylel-Bedinging

by := ZJb*Ja(()j)agj)[D,agj)]---[D,a((ij)]
J
+ ZZ )™ Jb*Ja{) (D, a]- - [D,a) a9, ]--- (D, a]
j m=l1

+ ()Y 5 Taf e (D01 [D, 0]
J

erfullt ist.
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7. Poincaré-Dualitat: Die durch

q([pl, [¢°])) = ([P @ ¢°], (4, D))

mit Hilfe derIndex-Paarungmit dem K-Zykel (77, A, D) definiertebilineare
Abbildung

q : KoA) XK,A° — Z

ist nicht entartetdasheif3tesfolgt ausq([p], [p]) = 0 stets,dassdie Klasse[p]
trivial ist.

DieseDefinition bedarfnunnocheinigerErlauterungen
Bemerkung 1.1.7. Zur Realitatsstruktut/

e Mit Hilfe der Realitatsstruktufoder auchLadungsknjugation).J ist auf #
eineDarstellungdersogenanntenppositeAlgebra.A° definiert:

a®® Jarg = a’t® = (ba)°.

DieseDarstellungkommutiertnachVoraussetzungnit der Darstellungder Al-
gebra,[a, b°] = 0. Der Hilbertraum.7# kanndaherauchals Bimodul tiber.4
aufgehsstwerden:

a(yb) = (a)b = ab®y = aJb*J 14, Y €A a,bcE A

In denfolgendenBemerkungemnvird klar werden,wozu die Existenzeinersol-
chenDarstellungbendtigtwird. Wenndie Algebra.A kommutatv ist, und jeder
Links-Modul deshalbzugleichein Rechts-Modulist, verlangtman Ja*J~! =
a® = a.

¢ Im klassischemeispieldesDirac-K -Zykels Uibereiner(kompakten)Riemann-
schenSpin-Mannigéltigkeit ist J durchdenOperatorder Ladungsknjugation
gageben.DerenExistenzund Eigenschafterfiolgen ausden Eigenschafterder
Clifford-AlgebraCl,, ebensawie die Tabellenfir die Parametek, ¢/ unde”.

¢ Wennman(im kommutatvenFall) zumDirac-OperatoiD einU (1)-Eichpotential
A addiert,soqgilt (entsprechender Dimensionvon M modulog)

J(D+ A)J ' =4(D - A).

Die in denobigenAxiomen geforderte(Anti-)Kommutationsrelatiozwischen

D und J ermdglichtes daherden metrischerAnteil D = E#(0, + w,) von
dem*“elektromagnetischenAnteil A = E* A, zu trennen.Esist, wennman

die Existenzder Darstellungvon 4° voraussetztaberdurchausmoglich auf

die ForderungdieserRelationzwischenD und J zu verzichtenln diesemFall
beschreibtman (fir kommutatves A) eine (kompakteRiemannsché Spin¢-
Mannigfaltigkeit. Auf dieserexistiertzwar ein Dirac-Operatqrdieser(anti-)kommutiert
abemichtmit demOperator/ (welcheraufgrundderEigenschaftederClifford-
Algebraimmerexistiert).
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Bemerkung 1.1.8. Die Ordnung-Eins-Bedingurstelltim klassischeffall sicher dass
D ein Differential-OperatoersterOrdnungist.

Im allgemeinerfall benétigtmandasAxiom auchfur die FormulierungderPoincaré-
Dualitatfir Formen.DieserPunktsoll hier abertibegangenverden.

Bemerkung 1.1.9. Das Axiom der Orientierungbesagtim kommutatven Fall ein-
fach,dass~y als Darstellungder Volumenformauf # aufgefisstwerdenkann.Die
Hochschild-Zylel-Bedingung ist dannaquialentzur totalenAntisymmetriedesAus-
drucksfiir 4. (Hochschild-Zyll sind die nichtkommutatve Ubersetzungron Diffe-
rentialformen Auch die langwierigeErlauterungliesesPunktssoll hier Gibersprungen
werden.)

Bemerkung 1.1.10. Die Dimensiondesspektralerilripelswird natdrlichfur die For-
mulierungdesAxiomsderQOrientierungoendtigt. Dariberhinausichertsie (vermittels
der Dixmier-Spur) aberdie ExistenzeinesIntegrals mit den entsprechendekigen-
schaften.

Bemerkung1.1.11. Das Axiom der Poincaré-Dualitatimpliziert (iber den Chern-
Isomorphismusdlie NichtentartunglerPaarung

001 [ anes

fur beliebigegeschlossenke-Formena;, 3.

Ein vielzitiertes“Theorem” von Sullivan besagt,dassdieseBedingunghinreichend
und notwendigist, um sicherzustellendassim kommutatven Fall A = C(M) der
topologischeRaum M mit der StruktureinerglattenMannigfltigkeit (einemglatten
Atlas) versehemwerdenkann.Connegitiert diesesTheoremallerdingswie folgt:

We canthusasserthat,in the simply connectedtase a closedmanifold
is, in a ratherdeepsensemore or lessthe samething as a homotogy
type X satisfyingPoincaréduality in ordinary homologytogetherwith
a preferredelementry € KO,(X) which inducesPoincaréduality in
K O-theorytensoredy Z[1].

DasbevorzugteElementder K -Homologie,welchesdie Poincaré-Dualitain der K-

Theorieinduziert,die sogenannteundamentalklasgelasBild derVVolumenformunter
demChern-lsomorphismusist fir Spin-Mannigéltigkeitenals Dirac-K -Zykel reali-

siert.

Fir die FormulierungdiesesAxioms, welchesja Projektorenaus K, (.A) und solche
ausk,(A°) =2 K,(A) paart,bendtigtmandie Bimodul-Strukturvon s#. Nur dadurch
ist sichegestellt,dassdie Projektorerp € M, (A) undq® € M,,(A°) auf# @ C* ®

C™ miteinandekommutieren.

Esist, wie bereitsin denobigenBemerkungemngedeutetvurde,nicht sehrschwierig
ausdenDateneinesspektralerTripelsfur einekommutatve AlgebraA = C(M) die

Cliffordwirkung(uber[D, a]) —unddamitdie Spinstrukturauf M — zurekonstruieren.
Dannfolgt auch,dassderOperatorD von derForm

D:Egvﬂ+pa
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ist, mit einer matrixwertigenFunktion p, welchedie geforderten(Anti-)Kommutat-
ionsrelationererfullt. DieseFunktionp wird aberdurchdie Axiome, die ja Aussagen
Uberdie Kommutatorervon Funktionenmit D, beziehungsweisdie Asymptotik des
Spektrumsamnachen nicht weiter eingeschranktAlle OperatorenD + p fihrenauch
auf die gleicheMetrik. Der Raumaller Operatorendie auf dieseMetrik fuhren,ist

offensichtlichein affiner Raum.

Satz1.1.12. [CspT] SeiA = C*° (M), wobeiM einekompakteglatte Mannigfaltig-
keit der Dimensiond sei.

1. EsseidesWeiteren (47, A, D,~J) ein spektales Tripel. Dann existiert eine
durch

d(z,y) = sup {[f(x) - f(y)l}

D, flll<1
eindeutigbestimmteMetrik g auf M.

2. Die Metrik g hangtnur vonder unitarenAquivalenzklasséesspektalenTripels
ah. Die Meng aller unitaren Aquivalenzklassevon spektalen Tripeln, welche
zur gleichenMetrik korrespondiegn, bildeneinedurch die verschiedenerSpin-
struktuen o auf M parametrisierteendliche Menge vonaffinenRaumenA,,.

3. DasFunktional W Res(|D|?>~4) hatauf jedemRaumA, ein eindeutig@s Mini-
mum.DiesesMinimumist der Dirac-K-Zylel (mit p = 0).

4. Fur denDirac-Zylel ist

W Res(|D|?>4) = —cd/ R\/gd%x
M

mit einerbekannterghier nicht relevanten)positivenKonstantere,.

W Res bezeichnetlassogenannt®Vodzicki-Residuumeine Spurauf demRaumder
Pseudodferentialopeataren. (Esistim WesentlicherlsIntegraldesSymbolso_,(x, €)
der Ordnung—d UberdasKospharenbindejegeben.In der Folge wird esaberkei-
ne Verwendungfinden, weshalbes nicht weiter erlautertwerdenmuss.)Der Dirac-
Operatorwird hier also Giber ein Variationsprinzipkonstruiert.Interessanterweisist
dasrelevante Funktionaldabeiflir den Dirac-Operatorals Einstein-Hilbert-WWkung
derAllgemeinenRelatvitatstheoriggegeben Man kanndie Dynamikvon Raumzeiten
dannauchalsDynamikvon (beliebigen)kspektralerTripelnformulieren.Die Variation
desFunktionalsW Res(|D|?>~%) liefert bei der Variation tiber alle spektralenTripel
zur gleichenMetrik die Einstein-Hilbert-Vitkung, derenVariationtiberalle Metriken
dannaufdie Losungerder Einstein-Gleichungefilihrt.
Esmussaberbetontwerdendasgdie Axiomeflr spektralélripel nuraufRiemannsche
Mannigfaltigkeiten, also solchemit einereuklidischenSignaturder Metrik, anwend-
barsind.Der physikalischrelevanteFall einerLorentzschefRaumzeitkanndamitzur
Zeit nichtbeschriebemverdenwofiir eseineReihevon gutenGriindengibt. Daswohl
schwierigsteProblembei der VerallgemeinerunglesKonzeptsder spektralenTripel
auf Lorentz-Mannigaltigkeiten ist die KonstruktioneinerIntegrationmit Hilfe eines
hyperbolischerOperators Die EigenwertedesDirac-Operatorssind in diesemFall
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namlichasymptotisctals +,/p,p* gegebenund (abgesehedavon, dasssie nichtal-

le reell sind) jederdieserEigenwerteist unendlichfich entartet.(Diese Entartungist

proportionalzum VolumendesHyperboloidenp,p# = P = const.) Im Hinblick

auf physikalischeAnwendungemussdiesesProblemnatirlichin (méglichstnaher)
Zukunft geldstwerden;vorerstkannmansich damitbehelfenmit Hilfe von spektra-
len Tripeln euklidischeModelle fiir Gravitation zu konstruierendie mandannspater
“Wick-rotiert”. Wie derfolgendeAbschnittzeigt, egebensichdabeieineReiheinter

essantemwennauchnicht mehrganzsoneuerPerspektien.

1.2 Die nichtkommutative Beschieibung des Standardmo-
dells

SpektraleTripel gestattereinediffeomorphismusiariante Beschreilbing desGravita-
tionsfeldesDieserSacherhaltdirfte bereitsim letztenAbschnittklar gevordensein,
erwird im weiterenVerlaufder Arbeit abernochgenaueherausgearbeitet.
Zugleich bietet sich aberauchdie Mdéglichkeit einer Verallgemeinerunguf Nicht-
kommutatve Raume unddiesist im Hinblick auf die vermuteteNichtkommutatvitat
der Raumzeitbei kleinen Abstandenvon besondereninteresseEs ist dabeikeines-
wegsklar, ob einesolchenichtkommutatve Strukturerstbei Enegienin derNaheder
Planck-Skalaichtbarwird; ebensogukdnntesie sichauchschonin demheuteexpe-
rimentellzuganglicheBereich,undinsbesondera dermathematischeStrukturdes
Standardmodell&iderspigeln.

Dieseldee — die elektroschwicheund die starle Wechselirkung als Vorbotenei-
nernichtkommutatven Strukturder Raumzeitwufzubssen- ist auchdeshalbattraktv,
weil dasStandardmodelivohl kaumalsmalkelloseSchénheibezeichnewverdenkann.
Esgibt viel zuviele freie Parameterinsbesondera denfermionischerMassenmatri-
zen,undvor allemmussdermassgebendédiggs-Mechanismuadhocin dasModell
eingefihriwerden gbensavie die (maximale)Paritats\erletzung Dartiberhinaukann
mansich auchdartiiberwundern,dassalle FermionendesStandardmodellsntweder
unterder Singulett-oderder Fundamentaldarstellgrdernichtabelschei&ichgruppen
transformieren.

Die letztereFragebirgt aberschonden Ansatzpunkfur die nichtkommutatve Ana-
lyse der mathematische®truktur des Standardmodellin sich. Die Eichgruppedes
Standardmodellkannnamlichals GruppederunitarenElementesinerendlichdimen-
sionalerreellenAlgebra

Af=M3;(C)oHaC

aufgehsstwerden Hierbeiist H die reelleAlgebrader Quaternionen

a={( % 2) laP+isr -1},

derenunitareUnteigruppedie GruppeSU (2) ist. Die AlgebraM3(C) derkomplexen
(3 x 3)-Matrizenwird ebensawvie die AlgebraC als AlgebrauberdenreellenZahlen
aufgehsstWegenderzubeachtendehinearitathatdie Algebra.A s nur5 nichttriviale
irreduzibleDarstellungen:
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¢ Die beideneindimensionalearstellungenin denennur C nichttrivial daige-
stelltist (einmalalsMultiplikation mit z, einmalmit z, wasfir diereelleAlgebra
C maoglichist).

¢ Die beidenanalogendreidimensionalerbarstellungerfur A/3(C), die der 3-
undder3-Darstellungder GruppeSU (3) entsprechen.

¢ Die zweidimensional®arstellungderUnterAlgebraH, welchederFundamen-
taldarstellungler SU(2) entspricht.

Damit auchlokale Eichtransformationemls unitéare Elementeeiner entsprechenden
Algebraaufgefisstwerdenkdnnen tensoriermandieseAlgebranunnochmit denre-
ellwertigenFunktioneraufeinervierdimensionalefRiemannscher§pin-Mannigéltigkkeit
M, underhéltsomitdie nichtkommutatve Raumzeit

A=C®(M)® A,

fur die nunmehrein spektralesripel zu konstruierenst.

Der Hilbertraumdurfte, mit einerEinschrankundglar sein:Man fassteinfachalle ele-
mentarerchiralenFermionfeldezueinemgrosserHilbertraumzusammenAllerdings
kannmanwegendereuklidischerSignaturder Metrik nicht mit Weyl-Spinorenarbei-
ten. Deshalbwerdendie chiralenFermionendurchViererSpinorenbeschriebenywas
allerdingseine Verdopplungder Fermionfelderzur Folge hat. Eine weitereVerdopp-
lung kommtdadurchins Spiel,dassmanzur Definition derLadungsknjugation./, so-
wohl die Teilchenalsauchdie Antiteilchenalsunabhangig&pinorereinfiihrenmuss.
Daswird im sechsterKapitel erlautert.Dort findet der Leserauchdie vollstandige
Darstellungder Algebra.A auf demresultierenden

H =L M,S)®CP,

welchenaturlichsogewahltist, dassalle Quantenzahleder Fermionerbezuglichder
drei Eichgrupperstimmen.Die Eichtransformationesind dabeials

Y% = uypu* = uJuJ e ue A wu* =utu =1, (1.1)

gegebenwasdannaufderentsprechendeBasisderchiralenFelderzum Beispiel

(0 ) = et (3165 ) 307

mit A(z) € U(1) undUyeax(z) € SU(2) fUr allex € M, bedeutetDie vollstandigen
EinzelheitendieserDarstellung(und die Erklarungder Zahl 90) werdenspater— im
Abschnitt6.5 — nochanggeben,an dieserStelle soll nur andie grundlgendenide-
enund ErgebnissalieserAnwendungder spektralenTripel erinnertwerden.Es muss
abernochauf eine auftretendeSchwierigleit hingeviesenwerden:Die Hyperladun-
gender Quarkssind drittelzahlig, wohinggyen die AlgebraC nur die Darstellungen
zudenLadungernt, —1 aufweist.Allerdingsist die unitareGruppederAlgebra.A; als
Uy =U(3)xSU(2)xU (1) gegebengnthéltalsoeineliberzahligd’ (1) in demFaktor
U(3). Die, von der HyperladungerzeugteEichgruppel’ (1) wird dannals geeignete
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KombinationderbeidenU (1)-Faktorengewvahit, wahrenddie verbleibendd/ (1) ver
mittels der sogenanntetynimodularitdtsbedinggnvon Hand eliminiert wird. (Das
siehtzwar ein wenig nachBasteleiaus,esist aberalles andereals trivial, dassdie
EichtransformationedesStandardmodell8berhaupin dieserf~ormrealisiertwerden
konnen.Fir die meistenYang-Mills-Theorierwaredasnicht moglich.)

Die Verwendungder“adjungierten”Darstellung(1.1) als Eichtransformatioregrin-
detsichin der(Anti-)KommutationsrelatioderLadungsknjugationJ mit demDirac-
OperatorD, welchenesals Nachsteszu konstruierergilt. D sollte nattrlichkovari-
antunterden Eichtransformationetransformierengdasheif3tfir jedesu € A sollte
der transformierteOperatoru(u*)°D(u)°u* selbstein Dirac-Operatorsein, also al-
len Axiomen fur spektraleTripel gentigenMan prift leicht nach,dassdiestatsach-
lich immerderFall ist. Wie Ublich kannein solcherkovarianterDirac-Operatodurch
einenHintergrund-Dirac-Operat Dy (derauchdenSpinzusammenhargnthéalt)so-
wie Eichpotentialed (selbstadjungiertBins-Formen)alsD 4 = D+ A parametrisiert
werden.

BeiderWahldesHintergrund-Dirac-Operats Dy gibt esdanneineMengeFreiheiten.
EinedurchdasErgebnismotivierte Wahl ist

D =iE'V, ® Ty + 1M,

wobeidie (90 x 90)-Matrix M die entsprechend8usammerdssunggller fermioni-
schenMassenmatrizerst. Mit Hilfe diesesDirac-Operatorgassensich nun die Zu-
sammenhangd alsbeliebigeselbstadjungiert&insformen

A= Z a;[Dy, bj] = Z a; {c(db;) + v5[M, b;]}

konstruierenDie Massenmatrizenertauschemicht mit allen Elementender Alge-

bra, sonstwarensie ja eichirvariant. Die Massentermeler Fermionensind abernur

unterden GruppenSU(3) und U(1).,, invariant. Es mussbetontwerden,dassdie

Mdglichkeit die Massenmatrixn dasnichtkommutatie Differential zu integrieren,
die (maximale)Paritats\erletzungderelektroschwchenwWechselirkung voraussetzt.
Es tritt dahernebender Darstellungder tblichenEichfelder A, W, G,, desStan-
dardmodellsnochein weiteres,skalareg-eld auf, so dassder allgemeinekovariante
Dirac-Operato(in einervereinfichtenSchreibweisedlie Form

D = Do+ E*(Ay + Wy + Gp) + 756 M

hat. Das Skalarfeld ¢ transformiertsich (als Teil des Zusammenhangs)nter den
EichtransformationederUnteigruppel (1) x SU(2) als

OM = UpMU* + UM, U]
(undist invariantunterder GruppeSU (3)). Verschiebtmandiesed~eldgeman
oM =M+ M
sotransformiertsich homogen,

o= UpU™,
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und zwar genaumit den QuantenzahledesHiggsfeldesmit demesdannnatirlich
identifiziertwerdenkann.DasHiggsfeldtritt hier alsoals Folge der Paritatsverletzung
als Teil deskEichzusammenhangs Erscheinungund mussnicht mehrvon Handhin-
zugefigtwerden.

Damit sind nunalle wesentlicheringredienzerdesStandardmodelh einemspektra-
len Tripel vereinigt.InsbesonderéndetdabeidasHiggsfeldin sehrnatirlicheiWeise

eineneueRolle als gleichberechtigtePartnerder GibrigenBosonendesStandardmo-
dells,ndmlichalseinerder Anteile desZusammenhangs.

Esgibt mehrereMdglichkeitenmit Hilfe der DatendiesesspektralerTripelsein Wir-
kungsfunktionafir die physikalischerielderzu konstruieren.

Ein nahdiegenderAnsatzbestehtlarin,demublichenKonzepterYang-Mills-Theorien
zu folgen. Man bildet dazudie (Zwei-Form der) KrimmungF = dA + A2 desZu-
sammenhangd, und konstruiertdie Yang-Mills-Wirkung, die in diesemnichtkom-
mutativen Beispielauchals Connes-Lott-Wkung [CL] bezeichnetird, danngemar3

SCL = (FvF)v

wobei (-, -) einmit Hilfe derDixmier-SpurkonstruiertesnvariantesSkalarprodukauf

dem Raumder Zwei-Formenist. Auf die Schwierigkiten bei der Konstruktiondes
Differentialsfiir Eins-Formensoll andieserStelleder Arbeit ebenswenig eingeyan-
genwerdenwie aufdie DiskussiorderFreiheiterbeiderWahldesinvariantenSkalar

produkts welcheflir die Anpassungler Kopplungsknstanta andie experimentellen
Wertesehrwichtig sind ((MP][TS]).

In lokalenKoordinatenstimmt die Connes-Lott-Wkung mit der Wirkung desStan-
dardmodelldiberein,was sehrbemerlenswertist, weil mandabeialsoinsbesondere
dasHiggs-Potential/ (o) = A¢|* — &|¢[* als Anteil der Yang-Mills-Wirkung auf
einemnichtkommutatven Rauminterpretiert.(Wie daszur spontanerSymmetrieb-
rechungfuhrendePotentialV' (H) zustandekommt, kannmansich leicht vorstellen,
wennmanbedenktdassm ZusammenhangigentlichdasFeld¢ = ¢ — 1 auftaucht.)

Die zweiteMoglichkeit zur KonstruktioneinerWirkung entsprichtabersehrviel mehr
dem Geist der spektralenTripel, die ja eigentlich als Beschreibng von Riemann-
schenGeometrienalso dem Gravitationsfeld, gedachtsind. Die wesentlichelnfor-
mationiberdasGravitationsfeldstecktdabei(in Form desSpin-Zusammenhangsd
desVielbeins)im Dirac-OperatarDie EigenwertediesesOperatorssind unterallen
unitdrenTransformationer- alsoinsbesonderenter Diffeomorphismen- invariant.
Wennmansie als Funktionalder Metrik aufasst(indemmandenDirac-Operatorls
dynamischeé/ariableverwendet)so sind sie demnaclkgute ObservablerdesGravita-
tionsfeldesMit diesenObsenrablenkanndannauchdie Wirkung — alsasymptotische
EntwicklungeinerCut-of-Spurvon D? — gebildetwerden:

Lemma1l.2.1([CC). ] Seix : R — R eineFunktion,die gentigendschnell fir R >
u — oo abfallt. Desweiteen sei D der allgemeinekovariante Dirac-Opeator des
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obigenspektalen Tripels,und A einereellepositiveKonstanteDannist

d D?
Si ey (F) (1.2)
43 43
4 4 2
= —A A 1.3
/M\/‘(jdfv{&r2 +487T2R + (1.3)
9

+ ['St.mod +

1
uv po - 2 —2
120" Cuupr + PR O . (L4

HierbeibezeibnetC),, ., denWeyl-TensordesGravitationsfeldesind £y 04 iSt die
vollstandig Yang-Mills-Higgs-Lagrangedchte desStandadmodells.

DieseAussageseinunnochmit ein paarBemerkungerrlautert.

Bemerkung 1.2.2. Die (vonmir gevahlte)obigeFormulierungdassC s; moq dievoll-
standigeYang-Mills-Higgs-Lagrangeéchte desStandardmodellst, ist eigentlichet-
wasungenauWie sichzeigtkannmandie Kopplungsknstanterin dieserLagrange-
dichte namlich nicht ganzgenauan die experimentelleniWerte anpassenWennman
bedenktdassmanzur AnpassunglersiebenexperimentellerParametezu denfunf
Parameternn g, my , sin Oy, gs, ge1 1+ desbosonischetsektorsdesStandardmodells
kommenja nochdie Gravitations- und die kosmologischélonstantehinzu) nur vier
freie Parametetbei der Konstruktionder Wirkung zur Verfigunghat, ist die Abwei-
chungallerdingserstaunlichgering. Dariiberhinauserhaltman eine Vorhersageder
Higgsmasse:

myg =182+20 GeV.

Die Berechnungder Kopplungsknstantenist allerdingssehraufwendig,vor allem
weil manzunéchstechtunrealistisch&Vertefindet.Insbesonderemibt sichdie Ein-

schrankung
5
g3 =92 = 591

andie Kopplungsparametater drei EichgrupperdesStandardmodelldie Ideebe-

stehtaberohnehindarin, die Theorieals effektive Theoriebei einer Cut-of-Skala A

anzuseherDie experimentellenVerteder Kopplungsparametdrei der Z-Massefin-

det man dannausder obigen Relation zwischenden Kopplungsknstantenbei der
SkalaA mit Hilfe desRenormierungsflussegsist aberwohl bekanntdasssichdie

Kopplungsknstanterdes Standardmodellsicht genauin einemPunkt(bei entspre-
chendhohenEnegien)treffen, auchwennsie sichrechthnahekommen[AdBF]. Des-
halb kannmanauf dieseWeise,wennmanvon einersolchen‘Vereinheitlichung'der
Wechsealirkungenstartet natirlichauchnicht zum Standardmodelturiickgelangen.
Allerdings machtdiese Renormierungsgruppen-Algae auchnur dannSinn, wenn
zwischender Z-Masseundder Skalal0'3-10'7 GeV keineneuePhysikauftritt, was
ohnehinkeinesehrattraktive Vorstellungist.

Bemerkung 1.2.3. Die spektrale Wirkung Try(D?) ist invariantunterallen unitar
en Transformationerauf dem Hilbertraum,also nicht nur unter Diffeomorphismen.
ConnesdrehtdieseBeobachtungum, und verlangt,dasseine physikalischsinnvolle
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Wirkung spektal invariant sein muss,sich also als Summeuber eine Funktion der
EigenwertedesDirac-Operatorschreibedassermuss.

Die Einstein-Hilbert-Vitkung ist abernicht spektralinvariant. Es ist auchwohlbe-
kannt,dassmandie Metrik einer RiemannscheiSpin-)Mannigéltigkeit nicht voll-
standigausdemSpektrumdesDirac-Operatorsekonstruiererkann:

Onecannothearthe shapeof adrum.

DesWeiterenschlieRtdie Poisson-Algebraler EigenwertedesDirac-Operatorgals
FunktioneraufdemPhasenraurderAllgemeinenRelatvitatstheorieaufgeasst)nicht,
sodassdiesekeinenvollstéandigenSatzvon Obserablenfiir dasGravitationsfeldbil-

den.

Strenggenommerist die spektraleWirkung aberauchkeine Wirkung. Das wurde
namlichvoraussetzergassman Anfangs-und Endwerteso vorgebenkann, dasssie
ein eindeutigegExtremumbesitzt. Etwasgenaueformuliert, sollteesmdglichseindie
RandwertalesmetrischermensorsaufzweibeliebigerraumartigerHyperflachervor-

zugebenDie spektraleWirkung ist aberals Integral Giberdie ganzeMannigfaltigkeit
gegebenDie einzigmdglicheRandbedingungst die Wahl der (flachen,R = 0) Me-
trik im UnendlichenDie daraudolgenderBewegungsgleichungeim Vakuum(wenn
mandie Fermionenund die Eichbosonervernachlassigtpesagerahernur, dassdie
RaumzeitineEinstein-Mannigdltigkeit (G = 0) ist. Dasist zwar sichereinespek-
tral invarianteAussageaberviel lernenkannmandarausicht.

Die nichtkommutatve Beschreiling des Standardmodellgst natirlich nur eine der
unzahligerphysikalischerAnwendungerder Nichtkommutatven Geometriepunddie
obige Darstellungbeziehtsich auch ausschlieRlichrauf Connes’Zugang([D-VKM
1,2][RW 1,2][CES][RH][HPS][PP]).Es gibt viele weitereBeschreibngendesStan-
dardmodellsals Yang-Mills-Theorieauf einemnichtkommutatven Raum([TS][G-B
¢] [MP][PSS][KE]), die alle in natirlicherWeisedasHiggs-Feldals Eichbosonbe-
schreibenJederdieserAnséatzehat im Vergleich mit dem hier verwendetemnsatz
Vor- undNachteile sodasseszumgegenwartigerzeitpunktsicherlichwiinschenwert
ware,dieseZugangezu ihremVorteil zu einemeinzigenzu fusionieren.
Connes’Zugangist aberzur Zeit dereinzige,derdasStandardmodebils einenAnteil
desGravitationsfeldesauf einemnichtkommutatven RaumbeschreibtDieserAspekt
der Vereinheitlichungmachtihn zum einenbesonderattraktiy, andererseitexistie-
rengeradein diesemZugangzur Zeit die meistenoffenenFragendie teilweiseoben
bereitsangedeutetvurden.

¢ Die Conneschéormulierungarbeitetmit einereuklidischenSignaturder Me-
trik. Es ist sichernotwendigeine Lorentzsbe Formulierungzu finden. Dann
wird esauchmdglichseinmit Weyl-Spinorenzu arbeiten so dassauchdaszur
Zeit nochrechtstdrendwirkendeProblemder Fermiorverdopplungdabeigeldst
wirde.

e DasModell enthélteine iberzahligel/(1), die mit Hilfe dersogenannteini-
modularitatsbedinguy von Handeliminiert werdenmuss.

e Esist zur Zeit nicht klar, ob man das Axiom der Poincaré-Dualitabuchim
Nichtkommutatven Fall benétigt.In derBeschreibingdesStandardmodeliger
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hindert(unteranderemyliesesAxiom denEinbaudermittlerweileexperimentell
nachgwiesenerrechtshandigeheutrinos.

o Bei der KonstruktiondesDirac-Operatorgyibt esviel zu viele Freiheiten.Die
obigeWahlist zumgegenwartigerZeitpunktausschlieBlicldurchdasErgebnis
begriindet Esmussdeshallin Zukunftuntersuchtverdenob sichdieserirac-
Operatordurchzusatzlicheeigenschafteriz.B. neueSymmetrienauszeichnet.
DiesekdnntendannauchHinweiseauf mdglicheneuePhysikbeihéhererEner
gienliefern.

Von der BeantwortungzumindeseinigerdieserFragenhéngtdie Zukunft dieserphy-

sikalischerAnwendungderNichtkommutatven Geometrieah Andererseitsinddiese
Problemeklar eingggrenzt,undihre Losungwird fragloszu einembessereivVerstand-
nisderPhysikdesStandardmodelliihren.Dasmacht(wenigstenstir mich) dengro(3-

tenReizderNichtkommutatven Geometrieaus.

1.3 Uber den Aufbau der Arbeit

“Ein Anfangundein Endepro Buchwarenetwas,dasmir nicht behagteEin gutesBuchkann
dreivollig verschieden@&nfangehabengdie nurim vorausschauendéflissenihresVerfassers
zusammenhangeond mindestensiundertmabkoviele Schlussg lasstFlann  O'Brien
denHeldenseinesRomandn Shwimmen-Zwei-Vag verkiindenDesserliterarische
Versucheendendannaucherwartungsgemald einervom Autor weidlich ausgekste-
tenKatastrophewelcheim WesentlichermufgrundderstriktenWeigerunglesfiktiven
Literaten,sichauf eineneindeutigerSchlusdestzulgen,entsteht.

In derphysikalischeriteraturistesdemggenibenichtsallzu Ungavihnlichesvenn
ein Text viele, scheinbawnollig verschiedenénfangehat. Bei vielen physikalischen
Fragestellungeist esja sinnvoll, sichdemProblemvon vielenunterschiedlicheAus-
gangspunktenundhernunddieseStratgie schlagsichdannauchbeimAufschreiben
derResultaten einerentsprechende8prunghaftigkit nieder Nattrlich solltenauch
hier alle unterschiedlicheZugangdetztlich auf dasselb&iel hinarbeitenauchwenn
diesesnichtimmererreichtwird.

DaszentraleleitthemadervorliegendenArbeit, die esaufvier verschiedendeile mit
zugehdrigemnfangenbringt, ist die soeberbeschriebenBormulierungdesStandard-
modellsalsein Anteil desGravitationsfeldesauf einemgeeignegevéhltennichtkom-
mutativen Raum,und insbesonderélie im vorigen Abschnittangedeutetergffenen
Fragen

Im Vordegrund steht dabeivor allem das Problemder QuantisierungdiesesMo-
dells, beziehungsweisdie Frage,wie man auf beliebigennichtkommutatven Rau-
menQuantenfeldtheoriformulierenkann.Eine derauftretenderSchwierigleitenbe-
stehtdabeiin derim Hinblick auf nichtkommutatve Beispieleurvermeidlichergloba-
len Formulierungder Nichtkommutatven Geometrie Quantenfeldtheoriest demge-
genuberublicherweisen einerlokalen Spracheformuliert, und esist deshalbnicht
offensichtlichwie man ihre grundleggendenKonzepte ,wie zum Beispiel die (Anti-
JKommutationsrelationemu gleichenZeiten, auf nichtkommutatve Raumeutbertra-
gensoll.
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Die in letzter Zeit erschopfendliskutiertenperturbatien Modelle Gber dem Moyal-
deformiertenR™ ([G-BV(] [Kr-Diss][KrRW][G-BM] + 100) bilden dabeisicherlich
eineAusnahmeln diesemBeispielgibt esndmlich Derivationen,so dassmaneinen
Impulsraumdefinierenkann.Die Nichtkommutatvitat der zugrundeligendenRaum-
zeitkommtdanndurchzusétzlichglmpuls-abhangigegyhaserdktorenin denFeynman-
RegelnzumAusdruck.Dabeispieltin der Formulierungauchdie TatsachesineRolle,
dasddie RaumzeidurchDeformationausdemkommutatvenR™ henorgeht.Die per
turbativen Aspekteder entsprechendeQuantenfeldtheorisolltendannebenélls nur
eineDeformationihresbekannterkommutatven Analogonssein,zumindesgehtdie-
seAnnahmein alle betrachteteodelleein.

Die in dernichtkommutatven BeschreilbngdesStandardmodeligerwendeteilgebra
ist aberkeineDeformationderFunktioneniiberderRaumzeitEsgibt auchkeinenmir
bekannterGrundzu vermutendasseinehypothetischélgebra,die dasStandardmo-
dell zu héhererEnegienfortsetzt,einesolcheDeformationseinsollte, zumaldasnur
einenweiterenfreien Parametein die Theorieeinfihrenwirde.

Eine naheliegendeMdglichkeit, an die obenangesprochendufgabe der Ubertra-
gungvon Lokalitatin die nichtkommutatve Spracheneranzugehenwirde darin be-
stehen eine moéglichstvollstandigbekannteQuantenfeldtheori¢liber einerkommu-
tativen Raumzeit)in die globaleSprachezu UbersetzenAllerdings werdenlblicher
weisedie spektralenTripel fir kommutatve Algebrenmit Hilfe lokaler Koordinaten
ang@ebensodass- alsnotwendige/orbereitungeinessolchenProjektes- zuerstein
kommutatves Beispielvollstandigin der (globalen)Sprachevon OperatofAlgebren
ausgearbeiteverdenmuss.Diesgeschiehtn denbeidenKapitelndeserstenTeils der
Arbeit fir dasBeispielder zweidimensionalersphéare auf der mit dem Schwinger
Modell einederambesterverstandene@uantenfeldtheorieexistiert, derenUbertra-
gungabernochZukunftsmusikist.

Im letztenTeil der Arbeit werdendrei weitereProjekteangesprochermlie sichnochin
einemsehrfriihenStadiumbefindenunddie alle durchdasProblemderQuantisierung
auf nichtkommutatven R&umermotiviert sind.

Beim Studiumder Sphareergibt sich (alsNebenresultatilannaucheineMdéglichkeit,
eineweitere Schwierigleit ausdemWeg (zu Quantenfeldtheorierdie mit Hilfe von
spektralenTripelnformuliert sind) zu raumen Esgibt ndmlich— auRerdenNichtkom-
mutativenTori, die aberwiederDeformationersind,— keineausgearbeiteteBeispiele
fur nichtkommutatve Algebren.Die Ausarbeitungler Spharewvareohnedie Ausnut-
zungihrer SU(2)-Symmetriekaummdglich.Die dort verwendetéMethodekannauch
ohnebesonderdliihe auf nichtkommutatve Algebrenmit entsprechendeBymmetri-
enilbertragewerdenundmankanndannmit analogerrechnilenwie aufderSphare
versuchennichtkommutatve spektraleTripel “ausihren Symmetrierheraus”zu kon-
struierenDieseUbertragungst dasThemadeszweitenTeils. Dort werdenaucheinige
neue wennauchunspektakular8eispieleerarbeitet.

Symmetriervon spektralefTripeln sindnattrlichauchim Hinblick auf Anwendungen
in derHochenggiephysikinteressant:

DasspektraleTripel desStandardmodellst ein Tensorproduktlesspektralentripels
einerkommutatven Mannigfaltigkeit mit einemspektralentripel fir einenichtkom-
mutatve endlichdimensional@lgebra. SolchespektralenTripel kdnnenvollstandig
klassifiziertwerden,wasim erstenKapitel desdritten Teils geschiehtMit dersoge-
schafenenVergleichsmdglichkit kannman dannauchan die Aufgabeherangehen,
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die mathematisch8trukturdesStandardmodellg/eiter zu untersuchennsbesondere
stellt sich ja die Frageinwiefern sich das Standardmodeljegeniiberanderenyang-
Mills-Higgs-TheorienauszeichnetWie sich zeigt gibt es aberimmer noch viel zu
viele Theoriendie sichebensovie dasStandardmodelinit Hilfe von spektralerirri-
pelnkonstruiereassenEsist aberdenkbardasssichdasStandardmodelloderseine
Fortsetzungzu hdherenEnegien) durchzusatzlichesymmetriendie ausder Formu-
lierung als spektralesTripel resultieren,auszeichnetSo existiert zum Beispiel mit
derg-DeformationderuniversellenEinhiillenderderLie-Algebrasi(2, C) eineHopf-
Algebra,die sovohl die innerenSymmetrienu(1) @ su(2) & su(3) alsauchdie Lie-
AlgebraderLorentzgruppes!(2, C), alsUnteralgebremnthalt.Esst eineinteressante,
offeneFrage,ob diese(odereineahnliche)Hopf-Algebraauf die Differentialalgebra
desStandardmodellwirkt. Bei einerpositvenBeantwortungdieserFragekbnnteman
dabeisehrviel tberdie StrukturderfermionischerMassenmatrizefernen,denndie-
segehenjain dasnichtkommutatie Differentialein unddie Freiheiterbeiihrer Wahl
durftendaherdurcheinesolcheSymmetrie-Anforderungingeschrankiverden Diese
Ideeist die wesentlicheMotivation fir die im zweitenKapitel diesesTeils durchge-
fuhrteUntersuchungnéglicherHopf-Symmetriervon diskreterspektralerripeln (in
demim funften Kapitel erarbeitetersinn).

Uberspitztausgedriickipeschaftigsichdie Mathematikmit demAuslotenvon (Denk-
)Mdoglichkeiten, wohingegen die Physikvor allem dasErfasserdesExistierendenn
ihren Mittelpunkt riicktt. So geseherist die vorliegendeArbeit sehrmathematisch,
und man sollte dementsprechenduch keine bahnbrechendeuenErkenntnisseflr
die Physikvon ihr erwarten.Vielmehrist sie von demBemuhengepragt.einige, flr
die nichtkommutatve Beschreibng desStandardmodelland seiner(hypothetischen)
Quantisierungelevante, mathematisch&trukturenmdaglichstgriindlichzu verstehen.
Dasfuhrt allerdingsaufeineReiheneuerundvor allemsehrkonkretey offenerFragen
in diesemZusammenhangdzinige dieserFragenkdnnteneine Richtungfir weitere
UntersuchungederStrukturdesStandardmodellen RahmerderNichtkommutatven
Geometrieaufweisen.

Um nur ein Beispiel herauszugreifersei dasProblemdesEinbausder rechtshandi-
gen Neutrinosin dasModell erwahnt.Bei der im dritten Teil der Arbeit erarbeite-
ten Klassifikationder endlichenGeometrierzeigt sich ndmlich,dass,im Gegensatz
zu friherenErwartungengdieserEinbaukeineswgs durcheinenur geringfiigigeAn-
derungder Axiome (den Verzichtauf die Forderungder Poincaré-Dualitaterreicht
werdenkann.SolangedasModell euklidisd formuliertist, sindmassie Neutrinosin
diesemModell nicht gestattetAllerdings sollte mandasModell ohnehinauf Lorentz-
Mannigfaltigkeitenformulieren,undin diesemFall diirfteder Einbauderrechtshandi-
genNeutrinosmdglichsein.Im viertenTeil wird dasKkonzeptder“spektralenQuadru-
pel” erlautert dasich in Zusammenarbeinit TomasKopf alserstenVersuchaufdem
Weg zu einer“kausalen”FormulierungdesModells (die ja auchausanderenbereits
angesprochene@rindernwichtig ist) erarbeitehabe.

“Wennmanein Buchschreibt,sotut mandiesebenso sehrum verstandenals auchum nicht

Dabei entstehtallerdingsder Eindruck, dassauchin der Mathematik“nichts, dases nicht gibt”
existiert.
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verstanderzu werden” schriebF.Nietzsche  in Die fréhliche Wissenshaft, womit
er daraufanspielte,dassman sich stetsauf eine bestimmtepotenzielleLeserschaft
festlgenmuss,unddadurchnotgedrungemandereGruppenals Leserausschliesst.
DieserDissertatiorkonnteallein schonausPlatzmangekeine systematisch&infih-
rung in die verwendeterKonzepteausder Nichtkommutatven Geometrievorange-
stelltwerdenDariibetinaussindin denletztenJahrerohnehineinigeausgezeichnete,
einfihrendeAbhandlungerzudiesemThemaerschienelG-BFV] [Lb][Mb][Monsaraz]),
sodasseinegewisseVertrautheidesLeseramit denBegriffen derNichtkommutatven
Geometrievorausgesetaverdenkann.

Andererseitsehlt esin denerwahnterEinfuhrungerankonkretennichttrivialen Bei-
spielenwelcheesin dervorliegenderArbeit in Hille und Fulle gibt. Dadurchdrangt
sie sich als Erganzungzu einemder erwahnterBlchergeradeziauf, und der Stil, in
demdie Arbeit verfasstwurde,istim Wesentlichewon dieseNorstellunggepragtDie
wichtigstenverwendeteBegriffe werdenandenentsprechendeBtellen,andenersie
bendétigtwerden,kurz zusammengeasst,so dassein Hin- und Herblatternzwischen
verschiedeneiiextenunndtigist. Es existierenzumeistaberkeineErlauterungemlie-
serBegriffe, in der Hoffnung, dassdieseausdenbehandelterBeispielenvon selbst
henorgehen.
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1.3Uber den Aufbau der Arbeit
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Die spektrale Sphare
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In den folgendenKapiteln sollen die grundleggendenldeen der Nichtkommutatven
Geometrign moglichsteinfacherWeiseanhandeineseigentlichrechtnaheliegenden
Beispielsveranschaulichiverden.

DiesesBeispiel,die algebraisch®eschreibngder“Spin-Geometrie'derzweidimen-
sionaleSpharewurdein derArbeit [Rio] begonnenund spatetin [Monsarat vollen-
det. Die “Vollendung”bestehtdabeiim Auffinden einesreellen,geradenspektalen
Tripels, dem zentralenBegriff der Nichtkommutatven Geometrie Diesesspektrale
Tripel wird in beidenArbeitenaberimmernochlokal — alsomit expliziten Koordina-
tenundKartenwechselr beschrieberDie globale koordinatenfreiddeschreibingist
ein neuesResultatdervorliegenderArbeit.

Ein reelles,geradesspektralesTripel, bestehendaus insgesamffiinf algebraischen
Daten: einem Hilbertraum 57, einer auf 77 dagestelltenC*- Algebra, und drei
ausgezeichnete@peratorerauf 7 (je einerfur “reell’/ “gerade”, savie der Dirac-
Operator)codiertdie gesamténformationeinerRiemannsche8pin-Mannigéltigkeit.
Bei expliziter KenntnisdieserDatenkannmandiesengeometrischefRaumalso zu-
mindestim PrinziprekonstruierenLeidersind nur sehrwenigenichttriviale Beispiele
fur spektraleTripel explizit bekanntDies erschweridasArbeitenmit denabstrakten
Begriffen, da mannur sehrschwerein Gefuhlfir ihre Bedeutundin beiderleiSinn)
erhalt. Auch fehlt esdadurchan guten“Spielzeugmodellen”an denenldeenaufihre
Tragfahigleit getestetverdenkénnen.Insbesonderest esnatirlichwichtig herauszu-
finden,wie die RelonstruktionderzugrundeligendenGeometrigatsachlichdurchzu-
fuhrenist.

Insofernstellt die Sphareeine Ausnahmedar. Sie ist einerseitsein vor allemtopolo-
gischhéchstnichttriviales Beispiel, die konkretenBerechnungeibleibenabertrotz-
demberschaubao existierenzum Beispielunendlichviele nichtaquvalenteLini-
enbundeldeshalbist essinnvoll, die Rolle und die explizite KonstruktiondesSpin-
bundelsdastoplogischnichttrivial ist, genaueru studieren.

Vor allem*“lebt” mit dem SchwingefModell einederam bestenausgearbeitetennd
verstandeneiQuantenfeldtheorieauf der Sphare Will man also die Quantisierung
von Feldtheorienn die globale Spracheder Nichtkommutatven Geometrieliberset-
zen,soist hiereingutesSpielzeugmodellorhandenandemmanwesentlichéAspekte
lernenkann.Dartberhinaugkannmandie klassischesphareauchzu einernichtkom-
mutativen “Quantenspharetieformieren Es ist dannzu hoffen, dasseine verallge-
meinerteVersiondes(quantisiertenschwingerModells auf dieser‘Quantensphére
formuliert werdenkann.Letztlich ist mannattrlichan der Quantisierunckomplizier
terer nichtkommutatver Modelle interessiertiein solchesSpielzeugmodelivird mit
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SicherheitschoneineReiheldeenund Impulsehierfur mit sichbringen.

Dasses Uberhauptmadglich ist, zu einer vollstandigen,expliziten Beschreiling der
Sphéarezu gelangenliegt (naturlich)anihrer SU(2)-Symmetrie TatséchlicHaRtsich
die gesamteKonstruktionvollsténdig auf die Forderung dieser Symmetriezurtick-
fuhren.FragtmannacheinerRiemannsche®pin-Mannigéltigkeit mit einerSU (2)-
SymmetriesogelangtmanzudemhierangesprochenespektralerTripel fur die zwei-
dimensionaleéSphére savie zu einemweiterenfir die dreidimensional&phéarealso
die Gruppenmannigiftigkeit der Gruppe SU(2). DiesesVerfahren,spektraleTripel
ausihren Symmetrienzu konstruierenJafit sich naturlichauchfir andereGruppen
durchfiihrenBenutztmandie Gruppel (1) x U (1), sogelangtmanzumnichtkommu-
tativenTorus,einemderwenigerwohlbekanntemichtkommutatvenBeispiele Die im
viertenKapitel dagestellteverbliifend einfacheKonstruktionzeigt die Tragfahigleit
unsereSymmetrie-konzeptesDie Feuerprobenamlichdie Konstruktioneinesneuen
nichtkommutativerBeispiels,stehtandieserStelleabernochaus.

Da diesemKapitel keine Einfihrungin Nichtkommutatve Geometrievorangestellt
war, ist esurvermeidlich,dassder eine oderandereverwendeteBegriff einemNeu-
ling auf diesemGebiet(noch)nicht vertrautist. Einige der verwendetemBegriffe aus
denGebieterOperatorAlgebren,Differentialtopologiaund-geometriaverdenanden
Stellen,andenensie bendétigtwerden kurz erlautert Die GbrigensindandieserStelle
alsbekanntvorausgesetzt.

Am BeispielderSphéardasstsichsehrschdndie Naturlichkeit undvor allemdie Nitz-
lichkeit der Nichtkommutatven Sprachezeigen Die Ublichelokale Konstruktionzum
Beispielvon VektorbindelndesClifford-Bundels,oderder Metrik ist namlichnicht
nur technischmihsamsonderrauchmit vielen Fallstricken versehenDiesevermei-
detman,wennmandie spektraleSpracheverwendetpbschomrmandie geometrische
Vorstellungvon einerKugeloberflacheinbii3t,die engmit der iblichen,lokalenBe-
schreilung verbundenist.



Kapitel 2

Von der lokalen zur globalen
Beschreibung der Sphare

Ziel dieseKapitelsist es,eineBeschreiling der Spin-Strukturauf derzweidimensio-
nalenSphareS? anzugebergie ohnedie VerwendundokalerKoordinaterauslommt.
Im erstenSchrittwird esnétig sein,die Topologieder Sphareglobal zu beschreiben.
Da diestechnischetwasaufwendigelist, soll ein kurzer Ausflug zum Kreis zunachst
die zugrundeligendeldee herausarbeiterin einemnachsterSchrittwerdendannei-
nigeVektorblndeldaruntedasSpinblindeliibersetztsodassineexplizite Beschrei-
bungder K-Theorieder S moglichwird.

Die zentraleAufgabeist die BerechnunglesDirac-Operatorswelchedannim nach-
stenKapitel systematiscldurchgefiihrivird. (Hier werdennur ein paareinfacheUber
setzungserschrifenangegeben.DerDirac-OperatoaufderSphardst invariantunter
derWirkung der GruppeSU (2), und dieseForderundegt ihn zugleichfest. (Der Be-
griff Sphéarewird hier also ausschlie3licrauf die Kugeloberflachengevandt, nicht
aberaufeineglattezweidimensional®lannigfltigkeit, die darausdurchDeformation
entsteht.)

Die hauptsachlich#otivationeinesPhysilers,sichdiesemProblemzu stellen,dirfte
klar sein.Im nachsterKapitel soll ndmlich die Sphéareausein paarrecht abstrak-
ten Daten- im Wesentlicherdem SpektrumdesDirac-Operators rekonstruiertwer-
den.Dass,undwie diesmdglichist, wird in diesemKapitel geklart. AuRerdemwird
zugleichdie dominanteRolle herausgearbeitetlie den Symmetriender Spharezu-
kommt.

2.1 Die C*-AlgebrenC'(S!) und C(S?)

AusgangspunkderNichtkommutatven Geometrigst dasGelfand-Naimark-Theorem.
Um esformulierenzu kénnen seienkurz die verwendeterBegriffe definiert:

EineBanad-Algebra®l ist eineAlgebra,die zuséatzlichmit einerNorm || - || versehen
undin dieserNorm vollstandigist. Die Norm || - || ordnetjedemElementa € 2 eine
reelleZahl||a|| zu,undzwar so,dassstets

1. Jlall > 0 und|ja]| =0 a=0;
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2. ||laal| = |af||a|| fura € C;
3. [la+ bl < llall + (18] ;
4. ||abl| < lallljo]

erfullt ist. Vollstandigleit bedeutetdassalle Cauchyfolgen(||a, — anm|| < €, wenn
n, m grof3genuggenahlt sind)auchin 2 korvergieren.

Ist die Banach-Algebralartibethinausmit einerinvolution, alsoeinerAbbildunga €
A — a* € A mit denEigenschaften

1. a"*=a
2. (ab)* = b*a*
3. (aa + Bb)* = aa* + Bb*
versehemundgilt dannauchnoch
la™[| = {lall,
sonenntman®l eineBanach-Algebra.
Definition 2.1.1. EineC*-Algebra ist eineBanachi-Algebra.4 mit der Eigenschaft
la*all = |la]®
fur allea € A.

Die obige C*-Bedingungst ein UberbleibsekinerDarstellungvon A auf einemHil-
bertraumsZ. In diesemFall waredie Norm Giber

lall* = sup{{aw, av) |¥ € 55 (4, ) = 1}

gegeben.Sieist also eine notwendigeBedingung,damit tiberhauptine Darstellung
einerBanacfi-Algebraauf einemHilbertraum.# existierenkann.Es gilt in der Tat
sogar:

Lemma 2.1.2. Sei. A eine C*-Algebra. Dannist A isomorphzu einerin der Norm
abgestlossenenselbstadjungierterlgebra vonbestiranktenOperatoren auf einem
Hilbertraum.

(DerBegriff "abgeschlosserRannhier gleichwertigmit "vollstandig”verwendetver
den.SelbstadjungiertheginerAlgebrameintnatirlich,dassmit jedemElementauch
dasAdjungiertein derAlgebraliegt.)

Genauwwie in derQuantenmechanikannmandanndie Zustande) € 42, (,¢) =1
alslineareFunktionalew,, aufderAlgebrageman

wy(a) & (w, ap)

aufassenEsseidabeistetsvorausgesetztlassy nichtim Kernirgendeineg\lgebra-
Elementediegt, sodassdieselinearformnicht entartetist. Wennmandie Norm

def
lwl| = sup{|w(a)] ; [lall = 1}

aufdenlinearenFunktionaleniiber.A einflhrt,lassersichdie sokonstruierterspezi-
ellenLinearformenretwaseleganterwie folgt charakterisieren:
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Definition 2.1.3. Einlinearef~unktionakv UibereinerC*-Algebraheil3tpositiv, wenn
w(a*a) >0
fur allea € A gilt. Gilt daribemhinaus||w|| = 1, sonenntmanw Zustand.

Zu jedemZustandw auf .4 kannman eine Darstellungauf einemHilbertraumkon-
struierensodassw(-) = (¢,-¢) fur einy € 2, (¢,¢) = 1. Diesist die Gelfand-
Naimark-Seal-Konstruktionwelchehier abernicht benétigtwird.

Auf denpositivenlinearenFunktionalenist danneinenattrlicheOrdnungdefiniert:

W) > w2 & W] — Wy ist positiv;
mansagtdannw; majorisiertws.

Definition 2.1.4. Ein Zustandw Uber.A wird alsreiner Zustand definiert,wennjedes
vonw majorisiertdineareFunktionalvon derForm Adw mit 0 < A < 1ist.

DieseDefinition entsprichgenawderquantenmechanischeddatmaneineDarstellung
von A auf 7, soist fur jedenZustandy € s aufderUntermengedy C ¢ eine
Darstellungvon A definiert.Der durche definierteZustandiber.A ist dannund nur
dannrein,wenndieseDarstellungrreduzibelist.

Fur kommutativeAlgebren.A sind aberalle irreduziblenDarstellungereindimensio-
nal. DeshalbassersichreineZustéandén diesemFall auchals Charakteralefinieren:
Ein Charakterist ein x-HomomorphismusachC, alsoeinelineare Abbildung x

A — Cmit x(a*) = x(a) und

x(ab) = x(a)x(b).

SolcheCharakterekdnnendannals eindimensional®arstellung(ayy = x(a) - )
der Algebraaufgefsstwerden.Ein Zustandist dahergenaudannrein, wenner ein
Charakteiist.

Furnichtkommutatve Algebrendieim Allgemeinemurwenigeeindimensional®ar
stellungen- alsoCharaktere- haben pestehtieseEins-zu-Eins-Krrespondenzwi-
scherreinenZustanderund Charakteremicht.

Aus diesemGrundmachtfur nichtkommutatve Algebrennur der Begriff “reiner Zu-
stand” Sinn, und er wird deshalbgleich fur die FormulierungdesGelfand-Naimark-
Theoremsherangezogen.

Die Beispielefiir kommutatve C*-Algebrenlassersichrechteinfachcharakterisieren:

Satz2.1.5. (Gelfand, Naimark 1943)

SeiA einekommutativeC*-Algebra und M der Raumder reinenZustéandevon A,

dannist M, versehenmit der Gelfand-Dpolagie ein lokalkompakter topolaisther

Hausdorf-Raumund A ist isomorphzu der Algebra Cy(M) der stetigen Funktionen
auf M, weldheim Unendlidhenverschwinden Insbesondearist M dannundnur dann
kompaktwennA unital ist.

Der Begriff "im Unendlichenverschwindenwird der Anschaulichkit zuliebever-
wendet.In einerabstraktersituationhatmansichunterCy (M) die Verwllstandigung
der Algebrader stetigenFunktionenmit kompaktemrragerin der Supremums-Norm
vorzustellen.Fir kompakteRaumegibt es selbsterstandlichkein “Unendlich” und
deshalbwird dannim folgendereinfachC(M) geschrieben.



40 2.1Die C*-Algebren C(S') und C(S?)

2.1.1 Symmetrienund Normen

Fur denKreis S, dersich als die Menge{e?* € C | ¢ € [0,2n]} beschreiberaRt,
besagkin Satzvon N.Wiener dasssichbeliebigestetigeFunktioneralsPotenzreihén

e’ entwickeln lassenAlgebraischbetrachtethatC'(S!) alsoeinenunitarenErzeuger
u,

Damitist die C*-AlgebraC(S!) abernochnicht eindeutigspezifiziert Esmussnoch
festgelgt werden,welche Potenzreihery” fyu® in C(S') korvergierensollen,und
welchenicht. Diesist &quivalentzur Definition einerNorm, dennC(S') kannja auch
auchalsNorm-AbschluR desRaumeglerPolynomein » angesehewerden.Gesucht
sind geeigneteBedingungendie die Norm auf allen Polynomenso fixieren, so dass
dasGelfand-Naimark-Theorerdie im Abschlusgesultierend&*-Algebraals C'(S*)
identifizierenkann.Eswird bald klar werden,dassdie Relationender Algebraallein
dazunichtimstandesind. Andersausgedriicktesgibt verschieden€'*-Algebrenmit
genaueinemunitdarenErzeuger keinenweiterenRelationen,aberunterschiedlichen
Normen.

Im Allgemeinen,dasheil3tbei einertberihre Erzeugemund derenRelationenvorge-
benenbeliebigenAlgebra, wird essehrschwersein,die Bedingungeran die Norm
konkretanzugebenDa der Kreis aberein homogeneRaumfir die GruppeU (1) ist,
emibt sichausderinduziertenGruppenwirkung

u" s eMY", e e U(1),
aufdie AlgebraderPolynomein u eineeleganteMdglichkeit:

Proposition 2.1.6. Die Bedingung
|1+ e || = 2. Va € [0, 27] (2.1)

legt auf eindeutig¢ Weiseeine C*-Norm auf der Algebra der Polynomein « fest.Die
sich nach demNorm-Absblu ergebendeC*-Algebra istisomorphzuC(S?!).

Beweis:

JederCharaktery aufdervon u erzeugterAlgebraist eindeutigdurchseineAuswer
tungaufu fixiert. Weil w unitérist, ist y (u) einekomplexe Zahlmit |x(u)| = 1. Wenn
derRaumderCharakteraviedermit M bezeichnewird, ist demnach:

McCst
alstopologischeRaum.WegendesGelfand-Naimark-Theoremist

11+ e~ uf = sup [1+ e *x(u)]. (2.2)
XEM

Daherkann||1 + e~**u|| nurdann2 sein,wennein y € M existiert, sodassy (u) =
el

Da die Algebranamlichunital ist, ist M kompakt.Wéaree'® ¢ M, sotréafe diesalso
aufeinekompletteoffeneUmgelung V' > €@ innerhalbder S! zu,alsoV N M = 0.
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Daswirdeaberbedeutetendassdie Normvon ||1 + e~*@u|| unmdglich2 seinkann.
Die FunktionF (y) = |1 + e~*y| istauf S \ V schlieRlichstrengkleinerals2, und
|1 + e~**u|| ist einfachdasSupremunvon F auf M.

LangerRedekurzerSinn:

M =S [

(Ein strengerBeweis ist dasnatirlich nur wennmanWienersTheorembenutzt.An-
sonstenware die von u erzeugteAlgebranachdieserPropositioneine Unteralgebra
von C'(S') und eswéare immer noch zu zeigen,dass(2.1) tiberhauptals C*-Norm
Sinnmacht.)

WesentlichamobigenArgumentist, dassx alle Werte[0, 27] durchlauferkann.(Eine
dichteUntermengdnattestrenggenommegeniigtaberdaswareeinewenighilfreiche
Haarspalteregenvesen.)Betrachtetman statt desKreiseszum Beispiel dasintenall
[0, 7] auf derreellenAchse,solassersich die stetigenFunktionennochimmerin ¢
entwicklen,wobeiabernun ¢ € [0, 7] ist. Fur die Normvon 1 4 e~ findetman
dannwieder2 fallsa € [0, 7], aber

, 3
14+e™ul|=v2+2cosa <2 a € (=m,2m),
2
und
) 3
1+eull=v2—2cosa <2 a € (m,=m).
2

Wie diesesGegenbeispiebeweist,ist eineC*-Algebradurchihre Erzeugeundderen
Relationennoch nicht eindeutigfestgelgt. Allerdings ist esrichtig, dassdie Norm
eindeutigist, wenn alle korvermgenten/drergernten Potenzreihervollstandig bekannt
sind, mandie entsprechend€*-AlgebraalsoalsMengekennt.

Besonderslegant formulieren lasstsich (2.1), wenn man bertcksichtigt,dassdas
Algebra-Elementl + e~y auchals Resultatder Wirkung des Gruppenelementes
e~ ¢ U(1) auf 1 4+ u angesehemerdenkann. (2.1) kanndannals Invarianzder
Norm unterdieserWirkung verstanderwerden.Weil die Norm dannbereitsals die
Supremums-Nornauf C'(S*) bestimmtist, gilt dieselnvarianzautomatiscHir alle
f € C(S") undinsbesonderést sie wohldefiniertfiir alle f € C(S'). Das wa-
re im obigen Gegenbeispielnicht der Fall gewvesen(zum Beipiel ist die Funktion
flo) = m auf [0, 7] stetig, f (¢ + 7) abernicht).

Klarerweiseist die Gruppenwirkungf (¢) — f(¢ + a) ein «—Automorphismuson
(J(Sl), undalssolchemufsienormerhaltengein.Man kénnte statt(2.1) zu fordern,
C(S1) alsoauchals diejenigeC*-Algebramit einemunitarenErzeugern: definieren,
bei der sich die U (1)-Wirkung v~ ¢'*u als x—Automorphismerauf die gesamte
Algebrafortsetzt.In physikalischemnwendungermatmannormalerweisgleicheine
Darstellungder C*-Algebraauf einemHilbert-Raum.s# gegebenDie obigeCharak-
terisierungder Norm vermittelsx—Automorphismerist dannéquivalentzu der Exi-
stenzeinerzyklischenDarstellungder Algebraauf einemHilbertraum,der selbsteine
(unitare)Darstellungder U (1) tragt (mit U, bezeichnet)sodasse’u = U,ulU} auf
A gilt. Diesist eineKonsequenausderfolgendenwohlbekannten
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Proposition2.1.7. Seivy der zyklistie Vektor einer zyklistien Darstellungder C*-
Algebra A auf 7. Dannist der Zustand
w(a) ® (o, o) Va e A
invariant untereinemx—Automorphismus von A, also
w(t(a)) = w(a) Va € A,
wennundnur wenneseinenunitaren Opemator U, auf #Z gibt, sodal
UraU! = 7(a) Va € A.

Ein solcherZustandw kannnaturlichkeinreinerZustandsein:Damiterinvariantunter
derErsetzung: +— e*®y ist, muRautomatischo(u™) = 0, fallsn # 0, gelten.Reine
ZustandesindaberCharaktereunddiesekénnen,auf« ausgaertet,nicht Null sein.
Die zuséatzlichaVahlw(1) = 1 definiertabereinensolchen(“unreinen”) Zustandund
mit Hilfe derGNS KonstruktionfindetmaneineentsprechendParstellung.

2.1.2 C(S?).
Die zweidimensional&pharest als Untermannigdltigkeit
S2={ZcR : |7 =1}
in denR? eingebettetind mit der, von der flachenMetrik desR? induzierten Metrik
versehenBekanntermalRetassensich alle stetigenFunktionenauf S? in Kugelfla-

chenfunktionerentwickeln. Dies motiviert die Wahl der vier Erzeugera, b, ¢4, die
denRelationen

ab = 4dcqc_ (2.3)
ey e =1 (2.4)
gentigenDie Involutionistauf.A (= C' ($?)) danndurch
a* = b
= cx

definiert. Der Grund, c+ einzufihrenwird spaterklar. Mit Hilfe der Kugelflachen-
funktionensinddie Erzeugeiin lokalenKoordinaterals

a = ei‘PsinG:\/%rYl,H((p,G)

b = e “¥sinf

(cy —c_) = cosf = \/%Yl,o(cp, 0) (2.5)

zuidentifizieren.Demnachist dervon denErzeugerru, b, (c+ — ¢ ) aufgespannté-
neareUnterraumnvariantunterderWirkung derGruppeSU (2). Der Bequemlichleit
halberwird in derFolgeabermit derLie-Algebrasu(2) gearbeitetDieseist dannals
Lsa = a, Li(cy —c-) = 0, L3b=—b
Lia=0, Li(cy —co) a, Lib=—-2(cy —c-)
L_a=2(cy —c_), L_(cy —co) —b, L_b=0,
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auf denErzeugerrdagestelltund wird auf beliebigePolynomeaus.A vermittelsder
Leibniz-Reayel

Li3(fg) = (L+3f)g+ f(Ltag),

alsoals Derivationen,fortgesetzt Man prift leicht nach,dassdies mit der Relation
(2.3) vertraglichist. Zum Beispiel L3(ab) = 0 = 4Ls(c4c—) oder nicht ganzso
offensichtlich:

a a

Lildere) =4 ((§)e- +ex(=3)) = —2a(er - c-) = L (ab),

wobeimanLy 3(c; + c—) = L4 31 = 0 benutzt.

Die Verwendungler Leibniz-Reayel fir die Fortsetzungder Wirkung der Lie-Algebra
aufPolynomeist einenotwendigeBedingungdamitdie resultierendd®arstellungder
GruppeSU(2) durchx—Automorphismerrealisiertseinkann. Bezeichneimanalso
furT' € SU(2) dieentsprechendéneareWirkungauf f € AmitT.f € A, soqilt:

L.(fg) = T.f)T.9),
L.(f) = ([T.f),
Genauwwie beimKreis kannmannundie Norm fixieren,indemmandie Invarianzftr

alleT" € SU(2) auf einemElementvon A, welchesseinMaximumgenaueinmalauf
S2 annimmt,fordert. Eine solcheFunktionist

Vf,g € A.

f:1+a7

welchenurin ¢ = 0, § = § ihrenMaximalert 2 erreicht.Die Norm auf A ist dann
eindeutigdurchdie Bedingund

|14 T.af =2 VI € SU(2). (2.6)

bestimmt.Umgelehrthattemanauchdie von (2.3),(2.4)erzeugteC*-Algebra. A mit
derNorm(2.6)alsAusgangspunkiehmerundmit Hilfe desGelfand-Naimark-Theorems
A = C (5?) zeigenkonnen.

An dieserStellesindnochein paarBemerkungerangebrachtZunachseinmalist aus
(2.6) unterZuhilfenahmeder Dreiecksungleichungnd der Tatsachedassaus(c; —
c_)?+ab=1|a| < 1folgt,

lall =1

zu schlieenlndem man a durch ein geeignete€lementaus SU(2) auf c; — c_
abbildet,zeigtmandann,mit etwasmehrMihe, ||c4 || = 1 unddamitauch

|1 — ab|| = 1.

Man kdnntenunversuchtsein,aus(2.3) auf (¢4 — c—) = v/1 — ab zuschlieBenund
damitsowvohl ¢4 alsauchc_ zu eliminieren.Die Wurzel als Potenzreih&orvergiert
in A, und1 — ab ist, wie manan

11— (1 ab)|| = fJabl| = [lal* =1,

'EshattenatirlichgenigteinedichteUntermengeron SU(2)/U (1) = S? zuverwenden.
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erkennt,ein positvesElement.(c; — c_) abernicht, denn
11— (cs —c )l =2lle =2 > 1.

Die Quadratwurzelst nattrlich immer als positives Elementdefiniert. Hier wurde
mehrfich die wohlbekanntelatsachererwendetdassein selbstadjungierteElement
f einerunitalenC*-Algebrapositiv ist, wennundnurwenn

I
[1£1]

Auchist keinerdervier Erzeugeinvertierbar Dieszeigtmanameinfachsterdurchdie
explizite Konstruktionvon Charakterendie auf demjeweiligen Erzeugewerschwin-
den,wie, zumBeispiel,die durch

=l <L

x+(cx) =0,  xilex) =1=x<x(a).

definiertenCharakteredie offenbardie einzigenCharakteremit y.(c+) = 0 sind.
Man kannsie zur Beschreibing von Kartenauf 2, demRaumder Charakterebenut-
zen:

Im Folgenderseidie Gelfand-Tansformiertevon f € .4 mit f bezeichnet(f ist die
durch

F00 “ x(h)

definiertestetigeFunktionaufdemRaumderreinenZustande.pannist die Abbildung

b
0 T |-

von $% \ x_ nachR? ein HoméomorphismusMan kannalsodie Karte (52 \ x_, 2)
definieren Analogdefiniertman(sS2 \ x, £), mit

Q>

[\
>

~

b - a
Im UberlappderbeidenKarten$? \ (x; U x_) sinddie lokalenKoordinaten: und¢
durchz¢ = 1 verknipft.

Eshandelssichnatiirlichumdie tiblichenkomplexenKoordinaterauf $?. Geometrisch
findetmansiemit einerstereographischeProjektion,also

- 0 - 6
z = €% cot 2’ & =e"Ptan 3 (2.7

Im Hinblick auf (2.4) stellenc,, c_ eineZerlegungder Eins beziiglichdieserKarten
dar Dasist der wesentlicheGrund beide mitzuschleppenwas abererst spaterganz
klar wird.

Mit Hilfe derRelationen(2.3),(2.4) kannmanjedesf € A als

oo
f= Z o a"b ey + fooa™b™c

n,m=0
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zerlggen,wobeidie Koefizientenf,!, ., f..., durch f eindeutigbestimmtsind. Diesist
fur technischeArgumentemanchmalbhilfreich, zeigtaberauch,dassdasWachstums-
verhaltenvon A demeiner Algebramit zwei ErzeugerrohneRelationenentspricht,
wie esfiir einezweidimensional®lannigfltigkeit wie S? auchseinsoll.

Im Allgemeinenwird manabereineZerleggungvon f € A in die Kugelflachenfunk-
tionen,die homogendolynomen a, b, ¢+ — c_ sind,vorziehenDieswird Ausgangs-
punktim nachsterKapitel sein.

2.2 Die K-Theorie der Algebra C(S?)

Im GegensatzumR? ist dasTangentialbiindeder Sphareopologischnichttrivial. Es
gilt nun,diesenSacherhaltin die algebraisché&prachezu UbertragenEs sei darauf
hingeviesen,dassm folgendemur glatteFunktionerbetrachtetverden Vorerstwird
weiterhindasSymbol. A, nunmehifir glatteFunktionenyerwendetSpatemird dann
etwasklarerzwischenglattenundstetigenFunktionenunterschieden.
Bekanntlichist ein differenzierbare¥ektorbiindelE —— M Ubereinerdifferenzier
barenMannigfltigkeit M durch eine weitereMannigfaltigkeit £ sowie eine stetige
Projektion(eine Surjektion)r : E — M gegeben,so dassdasUrbild 7 1(m) je-
desPunktesn € M ein VektorraumderfestenDimensionr ist. Etwasanschaulicher
ausgedricktist £ diejenigeMannigfaltigkeit, die entstehtwennin jedemPunktder
Mannigfaltigkeit M ein VektorraumC™ angeklebwvird. Damitist dasBiindelim All-
gemeinematurlichnochnichteindeutigcharakterisierimmerhinist damitaberschon
dastriviale Biinde)

E=MxC

vollstandig beschriebenLokal, dasheif3tin jeder offenenMenge U; einer offenen
Uberdeckung{Ui}i:L___,m (M seikompakt,dannist m endlich)ist ein Vektorbiindel
perDefinitionimmertrivialisierbar dasheil3tesexistierenDiffeomorphismen

d)i : U; % C — Fﬁl(Ui)
mit der Eigenschaft
w(pi(m,v)) =m Vm € Uj.

Insbesondersind die ¢;(m) bei festemm linear Dannsind, in einemnichtleeren
UberlappU; N U; zweierKarten(beifestemm € U; N U;) auchdie Abbildungen

def

tij(m) = ¢ (m);(m)

linearvon C" nachC’, alsot;; € GL(r,C). Darlberhinausgeltendie Konsistenzbe-
dingungen

tik(m)tkj(m) = tij(m) m e U;NU,NU; # 0.
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DieseKonsistenzbedingungezusammemit der Differenzierbarkit dert;;(m) in m,
beschreibemgerade dassdie lokalen (trivialen) Buindel iberdenU;, an den Schnitt-
stellenU; N U; differenzierbazusammengeklelsind.

Die strukturerhaltendeAbbildungenvon (Vektor)Biindeln,die Bundel-Morphismen,
E s M undE' =5 M, sinddurchein PaarglatterAbbildungen(f, p), gegebenso
dassdasDiagramm

&
&

<
<

kommutiert. AnschaulichheilRtdas,dassf die Faserr—!(p) UibereinemPunktp € M

aufdie Faserr’~*(p(p)) tiberp(p) abbildet.

Offenbarsind, bei gegebenenBiindel E — M, die Ubeigangsmatrizem;; nur bis

aufeineBasisvahlin denFaserrderlokalenTrivialisierungeindeutig Darliberinaus
machtesauchkeinenSinn,Blndel,die stetigineinandefiberfliihrtwerdenkénnen,zu

unterscheidergzumalja auchdie Wahl der offenenUmgelungenderlokalenTriviali-

sierungnichteindeutigist. DaherwerdeniiblicherweiseAquivalenzklassebetrachtet.

T

Zwei Biindel, E — M und E' = M, heiRenaquivalent,wenneseinenBiindel-
Morphismus(f, id/), gibt, sodassdasDiagramm

f

E E'

S
S

kommutiert.

Um nunzu einerglobalen algebraischeBeschreibing einesVektorbiindelzu gelan-
gen,betrachtetmandie Schnittein diesesBundel.Ein (glatter) Schnittist eineglatte
Abbildungs : M — E, diew o s = idy, erflllt. Klarerweiseist s(p) dannfir jedes
p € M einElementderFaserr—!(p). DenRaumderglattenSchnittebezeichneman
ublicherweisamit I'( M, E'). DamanSchnittepunktweisemit Funktionenmultiplizie-
renkann,hatI’(M, E) die StruktureinesA-Moduls.

Ebensawie dasBlindel,ist auchein Schnitts zunachseinmalnur lokal, in der Form
lokaler Schnittes; := s|y,, sinnvoll anzugebenHat dasBlindeldenRangr, so gibt
esin jederderoffenenUmgetungent;, i = 1, ... ,m, derlokalenTrivialisierungdes
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Blndels;r Iinearunabhéngigé;chnitteoz(‘n, g =1,...,r, mit derenHilfe derlokale
Schnitts; als

S; = aqaz(q)
zerleggt werdenkann.Die Komponentei,, sinddabeiaufU; glatteFunktionenDadie
s; im Blndelleben,mussin einemnichtleererl/; N U; naturlichauch

8; = ti58 (2.8)

gelten,wobeinicht Gberj summiertwird. Ein globalerSchnitts wird dannalsodurch
dasm-Tupel(sy, ... ,sm) beschriebensodass(2.8) erfillt ist.

Der erste Schritt zu einer “Globalisierung” der Schnitte,bestehtdarin, die lokalen
Schnittes; in globalwohldefinierteObjektezu verwandeln Dazuverwendetnaneine
Zerlegungy+- - -+, = 1 derEins,supp ¥; C U;, diemansowahlt,dasssiezudem
fur alle 7 v; > 0 erfullt. Dannsind die Komponentervon v; := /4;s; auf ganzM
r glatteFunktionenwelcheallerdingsauf3erhallvon U; verschwindenNaturlichsind
die v; keineSchnittein dasbetrefendeBundel,denn(2.8)gilt fur sienicht. Allerdings
gilt stattdessen

v = ( Vitij %'_1) Vj-

Es st auchoffensichtlich,dassin jedemPunktnur r» derv; linear unabhéangigsein
kdnnen.SchreibtmanwiederdasTupel (v1, ... ,vy), dasja nunin jedemPunktals
VektoreinesC™" wohldefiniertist, somusseseinenProjektorp vom Rangr auf C"™"
gebenmit p(vy,... ,vy) = (v1,...,vy) flr alle soausdenSchnittendesBindels
konstruierter(vy, . .. ,vy,). Dadiesin jedemPunktderFall seinmuss st zuerwarten,
dasssichp zueinemElementausM,, (.A), denn x n-Matrizenmit (n = mr) Eintrégen
ausA fortsetzt.Man prift leicht nach,dassdiestatsachlichder Fall ist. Explizit sind
die Eintragevon p dannals

pij = VUit \/Uj
gegeben
Z( Vit lﬁj) vi o= >ty /i,
j =
= wztﬂ?ﬁj&
= | D Wy | Vs
J
= U;.

Da der Ubelgangs; nachv; offensichtlichumkehrbarist, hatmandanngezeigt,dass
I'(M, E) als.A-Modul isomorphzu

& =pA"
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ist. Einen.4-Modul dieserForm (mit p> = p € M,(A)) nenntmaneinenendlich
erzeugtenprojektiven Modul. Umgelehrt kannauseinemsolchenendlicherzeug-
tenprojektiven Modul stetsein eindeutigbestimmtes/ektorbindetekonstruiertwer-
den.(Dabeiist die FaseriberjedemPunktalspC™ konstruiert.)Diesist dasbekannte
Serre-SwanTheorem.

Die Aquivalenzzweier— durchProjektorerp, ¢ beschriebener Biindeliibersetzsich
dannin die unitare Aquivalenz dieserProjektoren Es ist dabeisehrwichtig zu be-
achten,dassProjektorendie dasselbeBlindelbeschreibenkeineswegs in derselben
Matrix-Algebraiber A liegenmussenEs ist schliesslichdurchausméglich zur Be-
schreilung desgleichenBiindelseineunterschiedlichénzahlvon Kartenzu verwen-
den.(Dasist ja aucheinerder Griindefiir denBegriff der Aquivalenzvon Biindeln.)

Definition 2.2.1. Zwei Projektorerp € M, (.A) undq € M,,(A) heiRenaquialent,
p ~ g wenneinunitaresElementu € M, ., (.A) existiert, mit

(50)=2(03)"

EineeleganteredazuéquivalenteDefinition, die in derPraxisoft nutzlicherist, beruht
aufdemBegriff derpartiellenlsometrie.

Proposition 2.2.2. Esistp ~ ¢ genaudann,wenneine(n x m)-Matrix v mit Eintra-
genausA existiert, sodass

p = wvv*, und qg=v*v
ist.

Ein Beweisfindetsich zum Beispielin [G-BFV] . Weil &quivalenteBundeldasselbe
Biindelbeschreibenist esfiir theoretischdJberlegungensinnvoll, auschlieRlichmit
Aquivalenzklassefp] weiterzuarbeiten(In praktischerRechnungemverdenim wei-
terenaberstetskonkreteReprasentanteverwendet.)

Wennmannur an dentopologischerEigenschaftereinesRaumesnteressierist, so
ist esdartibethinausratsamstattder Aquivalenzklassemur die stabilenAquivalenz-
klassenvon Vektorblindelrzu betrachtenZwei (Aquivalente)Bindel E, E' Giber M
heiRendabeistabil aquivalent,wennestriviale Bindel F, F’ tiber M gibt, sodassdie
Summenbindel & F undE’ @ F' aquivalentsind. Die Summeist dabeialsdirekte
Summeder Fasern die ja VektorrAumesind, Uber jedemPunkt zu verstehenDiese
stabilenAquivalenzklasserbilden — mit der Summed von Vektorbiindelnals Ver-
kniipfung— eineabelscheGruppekK(.A). Die algebraisch&onstruktionvon Ky (A),
aufderEbeneder C*-Algebrenund projektven Moduln, verlauftdannwie folgt:

Die Whitney-SummeFE @ F' Ubersetzsichin die algebraisch&pracheals

el (59,

was schonin der obigen Definition verwendetwurde. Eine Differenzvon Aquiva-
lenzklassernist abernoch nicht definiert. Andersausgedriicktgibt esunterder Ver
knipfung® von projektven Moduln nicht zu jedemElementein InversesUm dieses



Von der lokalen zur globalenBeschribung der Sphare 49

formal zu definieren verdoppeltman zunachstenRaumder Aquivalenzklassenon
Vektorblindelndashei3t man betrachteZzwei-Tupel ([p], [¢]) von solchenAquiva-
lenzklassenmit dernaheliegenderDefinition der Summe

() la) @ () la) < (W] @ [o]', [ @ [a]")

DanndefiniertmaneineneuerlicheAquivalenzrelationindemmanzwei solcheTupel
([p], [q]) und ([p])', [q)") &quivalentnennt,wenn es einetriviale Aquivalenzklassér]
gibt (analogzumtrivialenBiindelvom Rangr), sodass

pleld @] =dep e

ist. NachAbdivision dieserAquivalenzrelatiorentstehtdanndie GruppeKg(.A) wo-
bei mansichdie Element€g([p], [¢]) alsformaleDifferenzenp] — [¢] vorstellenkann.
Die abdvidierte Aquivalenzrelationbesagtgerade dassdieseDifferenzeneindeutig
definiertsind.Insbesonderest dannnamlichfir alle Klassen[p] von Bundeln

([p); [p]) ~ ({07, [0])

undsomit

([p], [01) & ([0]; [p1) ~ ([0], [O])-

Alle Klassen([p], [¢]) sindfolglich &quialentzu einerKlasseder Form ([r], [0]) oder
aberzu einerKlasse([0], [r]). Der Grundfur diesesogenannt&rothendieck-Kon-
struktion,alsodie KonstruktioneinerGruppe liegt in denverbesserte(funktoriellen)
Eigenschaftervon Ko(A) gegentiberder Halbgruppeder (Aquivalenzklasservon)
VektorbundelnEFurdasWeitereist abemureinedieselEigenschafterdie Homotopie-
Invarianz, von Bedeutung:

Zwei (Klassenvon) Projektorenp] € M, (A) und[q] € M,,(A), die in offensicht-
licher Weisein M,,+,(A) eingebettetverden,heilendabeiHomotopie-aquialent,
wennmansie,bildlich gesprocherinnerhalbderProjektorerin M, ., (A) ineinander
deformiererkann.Esist wohlbekanntdassfur solcheHomotopie-aqwialentenPro-
jektorenstets([p], [0]) ~ ([¢], [0]) ist. SiedefiniereralsodieselbeKlassein K(.A).
(Die UbrigenEigenschaftekannmandenanggebenerLehrbicherqAt1][wW O] ent-
nehmen,ebensowie die allgemeineFormulierungder Homotopie-Aquialenz. Die
obigenAndeutungerbeschreibemamlichnur einenSpezialéll.)

Furdie Sphardst
Koy(A)=ZaZ

einwohlbekannteResultat K (A) ist stetsein Modul tiberZ: Weil manAquivalenz-
klasservon Vektorbiindelmit sich selbstaddieren(und subtrahierenkann,ist auch
dasProdukteiner solchenKlassemit einerganzenZahl wohldefiniert. Multipliziert
manzumBeispielein Biindelvom RangEinsmit einerpositvenganzerZahln, erhalt
manein Bindelvom Rangn.

Firdie Spharebildendeshalldie Linienbiindel alsosolcheBiindelmit r = Rang p =
1 eineBasis(liberZ) von Ky(A).
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Explizite Reprasentantefiir jede Aquivalenzklassén Ky (.A), die mannatirlichnur
aufdenLinienblndelnangebemuss sindwohlbekann{siehe[Rio], [Monsaraz]) Es
reichtdabei,in Ms(A) zu arbeitenweil diesbereitsReprasentanteiiir jede Aquiva-
lenzklasseemibt. Die obenzitiertenErgebnissesind allerdingsin einerlokalenSpra-
cheformuliert. Um zu einerglobalenBeschreibbng zu gelangenmussmandahemeue
Représentanteangeben.

Jedeslementp € My (A), kannals

1
p=5 (no 1 + 7i7)
mit Algebra-Elementem; € A, parametrisieriverden,wobei, wie Ublich, o; die
dreiPauli-MatrizenbezeichnetWie manleichtnachrechnest p einselbstadjungierter
Projektorvom RangEins,also
pr=p=p Spurp = 1
dannund nur dannwenndasQuadrupelon Algebra-Elementemg, 7 € A denBe-
dingungen

ng =1, n

* 2 _
i = Ni, gni—l

genugtim Fall derSphared = C(S?) ist#i € A? alsoeinestetigeAbbildung $? —
S2.

Als FolgederHomotopie-IvarianzderK-Theorieentsprechedie Aquivalenzklassen
von LinienbiindelngenaudenHomotopieklasserolcherAbbildungenwelchegerade
durcheineganzeZahln, die Windungszahlgcharakterisiersind. Die Aufgabebesteht
alsodarin,zujederganzerZahln, einestetigeAbbildungS? — S$? mit Windungszahl
n zufinden.Flrn > 0, sindsolcheAbbildungenin lokalenKoordinaterdurch

sin p sin(nf)
= | cosypsin(nh)
cos(nf)

gegeben.Zur Ubertragungder Komponentervon 77 in algebraische€globale) Aus-
druclke sinddie folgenderhomogenerPolynomentitzlich

n

Prrl) = Y (1} ) fes - Han)

k gerade

Pung(n) = 3 (—1)3(;‘)(c+—c>"—’“<ab>’“zi (2.9)

k ungerade

die einfachdie Entwicklungervon cos(nf) = Pye, unde' sin(nf) = @Pyp,(n) sind.
Deshalbist auch

Pyer(n)? 4 abPypg(n)? = 1
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und beidesind selbstadjungiertDie Projektorenwelchedie Klasse[1,n] (1 ist der
Rang,n die Windungszahlyeprasentierersind danneinfachals

1 (14 Pypr(n) aPyng(n)
O QS @10)

zuschreibenFirnegative n (n = 0 istdastriviale Bindelmitp = 1 € A) nimmtman

1 ( 1+ Pger(n)  bPung(n) ) (2.11)

P-n=73 aPyng(n) 1 — Pyer(n)

Esisteigentlichklar, dasglie Pojektorerny, alle Linienblindel-alsojedeWindungs-
zahlk € Z —uberderSphéarebeschreiberzur Sicherheitundweil die entsprechenden
Formelnspéaterohnehinbendétigtwerden,soll diesnun aberauchnoch mit Hilfe der
Chern-zahl

Ch(p+n) = /32 cha(p+n)

derdurchdie Projektoremn.,, beschriebeneBlndeldemonstriertverden(Die Chern-
Zahl ist ja bekanntermaf3edas(2ri)-facheder WindungszahkinesLinienbindels.)
Hierbeiist

cha (p:l:n) = Tf(p;l:n dpin dp:l:n);
undfir n > 0 berechnemanleicht (in denobenverwendeteriokalen Koordinaten
(0,¢)

dp, = 1 —nsin(nf) d (—in cos(n@) df + sin(nf) dp)e™? )
n — .

2 ( (in cos(n@) d@ + sin(nf) dp)e™* nsin(nf) dd
Damit (unddemanalogerAusdruckfir n < 0) folgt dannnachkurzerRechnung
cha(pin) = :l:ig sin fdp A d6.

Insbesonderdiir n = 1, ist somitderberiihmteBott-Projektor

Ct %
=% 2 ), (2.12)
5 c
global beschriebenEr ist (lokal) bezuglichder Zerlegungder Eins ¢, c_ definiert,
mit Ubeilgangsfunktionen

__ e _ Ve
2/ere- Vb

welchenatiirlichnurim UberlappderbeidenKartenwohldefiniertsind.

Die Modulnp.,,.A2 werdenin derFolgestetsmit &4.,, bezeichnetDasdurchdenBott-
Projektorp; beschriebenBundelwird in derLiteratur(undhier) alsHopf-Biindelbe-
zeichnet.

fr

(=€¥) =/

DadasSpin-BlndelliberderSpharewelchemm nachsterKapiteleinezentraleRolle
zukommenwird, als

,5’ - 5_1_1 D 5_1,
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gegeberist, ist essichemotwendig die StrukturdesModuls &, 1 detaillierterzuunter
suchenBevor die tatsachlichestrukturanggebernwird, magdie folgendeProposition
einenEindruckvon derKomplexitat diesesProblemdir allgemeineModuln geben.

Proposition 2.2.3. Seic = < ;1 ) € &;1. Danngilt:
2

1. Esgenlgtf; anzugben,dannist f, eindeutigdurch (1 — p41)o = 0 bestimmt.
2. Analgg zul.,ist o durch f5 eindeutigbestimmt.

3. fi1 kannwederl, noch ¢_, noch b sein.

4. fyistnichtl, ¢y, odera.

5. Esexistiert y € $2 mit x(f1) = x(f2) = 0.

Der einfacheBeweis basiertauf denGelfand-Transformierterder Erzeuger5. besagt
einfach, dasses keine nirgendsverschwindenderschnittedes nichttrivialen Hopf-
Bundelsgibt. (Zum Beweis dieserAussagebetrachtetmandie beidenBasisschnitte
o+, dieweiteruntendefiniertwerden.)

JedeElements € &1 kannals
c=o0.8"+o s, st,sTeAd

geschriebemverdenwobei

o_:<cg+>, 0+:(c%_>. (2.13)

Weil detp = 0, sindo ., o— nichtunabhangigiber.A (UberC sindsiees):

ga_ —C404 =C_0_ — gmr =0. (2.14)
DieseGleichungenassersichabernichtauflésendie Erzeugesindja nichtinvertier
bar Anderntllswéareé’, ; einfreierModul, beschriebalsodie Schnittein eintriviales
Bundel. Dementsprechensind, bei gegebenenv die Algebra-Elemente™, s~ auch
nichteindeutigbestimmtMankannaberzu einereleganterBeschreibngderSchnitte
o € &1 gelangenwennmandie Symmetrie-EigenschafteshesHopf-Bundelsaus-
nutzt.

Ein VektorBiindel E —— M heiRtG-homoger(fiir eineLie-GruppeG), wennesein
Paar(, p) vonGruppenwirkungegibt, diefiir jedesg € G einenBundel-Morphismus
(7(g9),p(g)) darstellensodassdasDiagramm

7(9)

E E
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kommutiert.
Ganzanalogdefiniertman:

Definition 2.2.4. Ein (endlich erzeugterprojektiver) A-Modul & hei3tG-homogen,
wennesein Paarvon Gruppenwirkungeltr, p) gibt, sodassdasDiagramm

7(9)
&

&

ERA ERA

T(9)®p(9)

fur alleg € G kommutiert,undp(g) ein Algebra-Automorphismug;(g) lineartber
Q) ist.

Auf die Lie-Algebrag von G Ubertragenpedeutetdies (fir dasHopf-Biindel) die
ExistenzeinerWirkung von g auf& derForm

Ji:idg®Li+Ti®idA,

aufSchnittec =0, ® sT +0_®s™.

Gesuchist alsonur nochdie lineareWirkung ; auf die beidenSchnittes ... Wohlde-
finiertheitder r; verlangtdann,dassdie Abhangigleit (2.14) dieserSchnittetiber. A
respektiertvird. Gemeinsammit denVertauschungsrelatien der su(2) fixiert diese
Bedingungsie eindeutig.Man findet

1
T304 = T - 04,

2
wasgleichzeitigdie Notationerklart.Zum Beispielist dann
a a la 1
J3 (50'7 - CJrO'Jr) == 50'7 - 550'7 - §C+O'+ = 0,

undéahnlichfir J_, unddie weitereGleichungin (2.14).

Es sollte noch einmal betontwerden,dassdie Existenzeiner solchenWirkung kei-
ne spezielleEigenschaflesHopf-Biindels(und desdazukonjugiertenBiindelsé’ 1)
ist. Alle Linienblindelliberder Sphéaresind SU (2)-homogenDieseTatsachevird im
nachsterAbschnittherausgearbeitet.

Durchdie Zerlegungvon &4 in irreduzibleSU (2)-Darstellungergelangtmanso zu
einerBasistiberC von &4 ;. FurdasvollstandigeSpinbundel = &}, @ &_; istdas
aberetwaseinfacheralsfiir & allein.

2.3 DasreelleSpinbindel

Demaufmerksameheserwird sichemichtentgangemsein,dasssichdieanggebenen
Reprasentantein K, (.A) unteranderendurchdie Eigenschaft

Pinyj :p*—n,ij 1, =1,2
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fi IT
f2 I3

in &_,, vorhandenDasgibt bereitsein erstesBild von denjenigerBindelnvom Rang
zwei, welchemdglicherweiseals SpinorBilindeldienenkénnen:
Die Spin-Gruppen zwei euklidischerDimensionen{J (1), wird von

(b 2):

daszugleichals GraduierungChiralitat) v dienenmuss,erzeugt Eine wohldefinierte
Wirkung existiert alsonur auf Moduln der Form &, & &-,,, savie auf dengetwiste-
tenModuln &, ® (&1, © &-,,), wenndie Wirkung auf &, trivial ist. Die getwisteten
Moduln erfullen allerdingséy ® (&4 ® E-pn) = Ex+n ® 6 Unddasergibt dann
denallgemeinsteModul vom Rang2.

Esist aberbekanntdassdaseinzigereelle Spinblindeliberder Sphéareals

auszeichnerfkalls ( ) alsoin &, existiert,soist daskonjugierteElement

I =E D E

gegebenist. In diesemFall wird dannalsodie Realitatsstruktu(Ladungsknjugation)

J(zj) - (j;_ﬁf) by € Euy, b€ E

mit demDirac-Operatorvertauschen.

Weil dasZiel diesesKapitels ausschliellichdarin besteht,die Spin-Geometrieder
Sphérein die globaleSpracheder Nichtkommutatven Geometriezu Ubersetzenyird
in der Folge ausschlie3lichmit diesemBindelgearbeitetEine systematischélerlei-
tungdieserGeometrigfolgt im nachsterKapitel.

Esmussbetontwerdendassauf.¥ zwar derErzeugeder Spingruppe; globalwohl-
definiertist, eine ahnlicheWirkung der beidenanderernPauli-Matrizenexistiert aber
nicht. (Zum Beispiel wére ja o2 nebendiagonainit Eintrag 1. Sie wirde daherdie
beidenindquivalentenBiindel &, aufeinandeabbilden,wasin dieserWeiseoffen-
sichtlich nicht wohldefiniertist.) Im nachsterKapitel wird dasCliffordbindel,und
damitdie Clifford-Wirkung, mit Hilfe der Differentialalgebr&onstruiert.

Um die Strukturvon . auszuarbeitemussmannur
0 1 cy L ) ( 0 -1 ) ( . -4 >
= = 1-pu
( -1 0 ) ( ¢ 1 0 -3 e *
~———
p-1

bemerlen. Folglich ist &, genauwie &1, ein SU(2)-homogeneModul, wobeir;

durch
0 1\ _ (0 -1
1 0)701 o
ersetziist. Dariiberhinausist ihre direkteSummealso.#, einfreier Modul,

=2 A%
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unddamitals SU (2)-Darstellungdquivalentzu
1 > 1 pa 2k+1 > 2k+1
S 2V ®A:@(V§®V’“> — (@VT> @ (@VT> ;
k=0 k=0 k=0

wobei V7 die (25 + 1)-dimensionalérreduzibleDarstellungvon SU(2) bezeichnet.
Man zeigtauchleicht,dassé’ 1, &1 dquivalenteSU (2)-Darstellungerbilden. Daher
gilt dannauch

1%

o0
& =@PvH.
k=0
Der Vollstandiglkit halberseidie ausdensogenanntefispinor harmonics’gebilde-
te Basisvon . noch kurz angefihrt.In lokalen, komplexen Koordinatensind die-
se (beiden)von Penroseund Goldbeger [GP] entdeckterFunktionenserieffiir | =
13 s oundme{-1l,—-1+1,...1—1,1}als

21202
Yt (2,2) = O > ( -3 ) ( I+1 )zr(_z)s’
: (1+ 22)H+3 L5 r s
und
Y (22) = Cip————— 3 ( I+3 ) ( -3 )Zr(_z)s’
’ (14 2z)*2 oL r $

in dendblichenkomplexenKoordinatern: = 2% gegeben(AnalogeAusdricle gelten
dannin der anderenKarte, mit den Koordinaten¢.) Die KoefizientenC; ,, lauten

explizit
o 21 [+ m) (- m)!
Cum = (1) AT \/(l+%)!(l—l)!'

2

PhysikalisctkannmandieseSchnittein eintopologischnichttrivialesBindelals(ska-
lare) Wellenfunktionereinessonstfreien Teilchensim Feld einesmagnetischeio-
nopolsim Zentrumder Sphéarenterpretieren[GB][PAM-D]

Mit Hilfe der "spinor harmonics”lassensich die entsprechendekigenschnitteder
Operatoren/s und.J? danngeman

bm _ v+ [ 7
X+m_Yl,m(1>

bm e [ 7
S at

fir &41, beziehungsweise

fur &_1, angeben.
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Man kannsich leicht vorstellen,dasses nicht ganzeinfachist, dieseAusdriicle ab-
zuleiten.Noch unangenehmeist esaber inre naive Ubersetzundn die algebraische
Sprachemit z — 57— durchzufuihrenDasist zum Gllick aberauchgarnicht notwen-
dig.

&1 = py1.A? ist derUnterraum(von 42) der Schnitteim Kernvon

c_ _g
1—p+1=< 2 )

Wie obenang@eben)aRtsich.4? geman
A=2ViegA=2VT,
k=0

in irreduzibIeDarsteIIungerzerIegen Demzufolgekénnendie Eigenfunktionerp(ﬂ’rm
(undanalogdie y"™) wie jederbeliebigeVektorin .42 als

w = anfSr (1)
a7 (o)
i ()
e ()

zerlegt werden,wobei schondie entsprechende@lebsch-Gordan-#efiizienten ein-

gesetzlwurden Damit sind die lerm abernochnicht automatischn &, ;. Dazumuss

ja(l— p+1)x+ = 0 gelten,unddiesschranktdie Wahlderbishemochunbestimmten
KoeffmentenA ein:
Esist zunachselnmaleinebekannte(und leichtzu beweisende)atsachedass

aym = (+m+1)I+m+2)
! (20 + 3)(21 + 1) i+1

C—m)l—m—1)
_\/ (21 —1)(20 + 1) iy

- _\/<Z—m+1><Z—m+2> m1

(20 4+ 3)(20 + 1) 41

G+m+m—1)_,_
+\/ Q@ e

2 2

Ym
(20 +3)(20 + 1) bl

L [Gm)i—m) .,
jEE\/(zz D@ 1) (2.15)
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unddamitkannman (1 — p+1)xljrl, (wasameinfachsten)st, berechnenDie resultie-
rendeBedingungandie AljE wird dannganzeinfach

Af=A;.

Der verbleibendeKoefiizient A, entsprichtnur einer Normierungvon Xf;m. Esist
allerdings(noch)kein SkalarprodukivorhandenbeziiglichdesserNormierungerde-
finiert sein konnten,so dassdieserKoefizient (vorlaufig) willklrlich als A, = 1
gewahltwird. Zum Beispielist dann

(1) (3)+(5)

(wennmandie korrekteNormierungder Kugelflachenfunktione(R.5) benutzt).
Ganzanalogkannmanauchfir &_; vorgehen Hier ist aberzu beachtendassp_1 =
oo(1—py1)a, b # (1 —pyy) ist. Zur BerechnunglerGleichungerfiir & fihrt man
deshaltambesterzuersteinenBasiswechselermittelso durch.Dannist Xl_’m in der
neuenBasisals

Ilm _ - [—m m*% 1
N T (o
_JI+m_m+i (0
oy (1)

l+m+1_ m-1 1

—Bf Y ?
! 204+2 3 (o)
l—m+1 m—{—l 0

Y » 5o 2
BZV TR <1>

anzusetzenwobei fir die Glebsch-GordarZerlegung die Darstellungder 7; in der
neuenBasiszu bertcksichtigerst. Die Zugehdrigleit zu &_; verlangtdann

+_ —
B =B, .

Mit diesenEigenfunktionenbewaffnet, kdnnte man sich nun an die Definition des
Dirac-Operatorhieranvagen.Ganzeinfachist diesemProblemabernicht beizulom-
men,weil eine Cliffordwirkungimmernochnicht gefundenist. Fir die Spharemuss
aberderLaplace-OperatoalsunterDrehungerinvarianterDifferentialoperatozwei-
ter Ordnung,von derForm

A = (al? 4+b) 1,

sein,wobei die zweidimensionalé&inheitsmatrixandeutetdassdieserOperatorauf
Z = A? wirkt. (Derklassisché.aplace-OperatantsprichtlerWahla = 1,b = —i.
Der Dirac-OperatorD mussebenélls invariant,oderbesseraquiariantsein,in dem

Sinne,dasser mit denGeneratorewertauschtDannist er als

Ly+%1 V2L )

o
D=c'Li+=1y=
olitg e <\/§L+ Py
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gegebensodassauchdie Lichneravicz-Formel,

1

D?>’=A+ -

+ %

gilt. DiesenOperatomussteananjetztnatirlichnochin die obigeBasis,alsobeziglich

derZerlegung.” = &1 @ &1 umrechnenDannhatteer die Form

0 o

mit einemvon Penrosaind Goldbeg [GB][PN] (die einenwesentlichdirekterenweg
beschrittengingefuhrterDifferentialoperatod : &1 — &_1.

2.4 (G-homogeneBindel

Wie weiterobenangedeutesindalle Linienbiindeliberder SphareSU (2)-homogen.
Es stellt sich daherdie Frage,wie man solche G-homogenerBiindel konstruieren
kann.Eine Mdglichkeit, die in der Folge dagestelltwerdensoll, bestehtin der Ver
allgemeinerunglerobigenKonstruktionfir dasHopf-Biindel Eineweitere,vollkom-
menallgemeingdafiraberauchtechnischaufwendigerg Methodewird im nachsten
Kapitel vorgestellt.

Da die folgendenAusssagerin offensichtlicherWeiseauchauf beliebigekompakte
Lie-Gruppenund entsprechendkommutativeAlgebrenverallgemeinertverdenkén-
nen,seider Einfachheithalberweiterhindie GruppeG = SU(2) betrachtetwelche
aufdie AlgebraA = C(S?) wirkt.

Ganzanalogzum Hopf-Bundelkannmannun eine beliebigeirreduzible Darstellung
V! zumSpini mit der AlgebratensorierenMan erhaltso einenprojektiven Modul

E=Vig A= A"
aufdemeinesu(2)-Wirkung derForm
Ji= g1 @ L+ 7 @id g
definiertist. DieseWirkung genlgtoffenbarder Kovarianz-Bedingung
Ji(ae)=a (J;e)+ (Lja)e Veec E;,ac A

Auf dieseWeisehatmanalsoein(triviales)SU(2)-homogeneBindelvom Rang2i+1
konstruiert.

Um nun SU (2)-homogeneBiindel vom RangEins zu konstruiererzerlegt mandas
Bundel E; in entsprechendeinienblindel Esgilt namlich:

Satz2.4.1. JedesBundel E; kannals Whitng-Summevon SU(2) — homogenen Li-
nienblindelreerlegt werden.

Beweis:
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Dastriviale Bundel E; kannin irreduzibleDarstellungerder GruppeSU (2) gemaf

E=VeA = é(vl@avk)
k=0

Ps

(V\l*k\ DD Vk+l>
k=0

zerlggt werden Fir ganzzahligéVertevon! erhaltmanalso

l [e'9)
E=P|(Vie--aVi]e P (Ve oV,
—_— —
k=0 2%k+1 k=i+1 20+1

wahrendflr halbzahligéNVerte

E= @ (Vie---aVi|e P VEg. .. aVk
N— N—
k=12, 2%k+1 k=14+1,142,... 2+1

ist. Im FolgenderseizunachsterFall ganzzahligei-WertebetrachtetDannexistiert

dietriviale Darstellungl’® in derZerlegungvon E; genateinmal.Die von V° erzeugte
Untermenge, = V- A desModuls E ist offensichtlichein endlicherzeugteModul

&o UberA. Seipy derProjektorauf &, also

Eo = po k.

NachKonstruktionkommutiertpy mit der Wirkung der Algebraauf E;. Andersaus-
gedruckt:p, ist ein Elementder.4-linearenEndomorphismetirnd 4 (E;) destrivialen
BindelsE;. Firkommutatve AlgebrenA ist aber

Enda(Ep) = May11(A).

po istalsoein Projektorin My 11 (.A) undderModul & ist folglich einendlicdh erzeug-
ter projektiverModul, und perKonstruktionerftillt er die obigeKovarianz-Bedingung
fur SU(2)-homogeneBiindel.Die DarstellungV'! existiert dreimalin der Zerlegung
von E;, wobei aberzu bedenkn ist, dassbei der Multiplikation von V0 mit denEr-
zeugerrm, b, c4, die ja selbsteine (I = 1)-Darstellungbilden,einesolcheDarstellung
V! entstehtdie zum Modul & gehdrt.Man betrachtetlaherim nachsterSchritt nur
nochdenSummanden

(Vievievh)\ ((V1 eV'e V) ﬂeo)

in derZerlegungvon E; \ &. Dieserist als SU (2)-Darstellungisomorphzu V! ¢ v,
undfir jedederbeidenUnterdarstellungekannmanwiederendlicherzeugteprojek-
tive Moduln V! - A konstruierenAuf dieseWeisekannmanbis zur DarstellungV*
fortfahren wobeimanfiir die KonstruktiondesneuenModulsausV* & - .- @ V¥ na-
tirlich jeweils nur daskomplemen( isomorphzu V* @ V* ) derbereitskonstruierten
Moduln verwenderdarf. Man erhaltso Schritt fur Schrittinsgesamel + 1 SU(2)-
homogendiindel.Weil derRangdesurspriinglichemBindels2] + 1 war, haberdiese
RangEins.
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Fir halbzahligd agumentiertmananalog.Damit ist der Beweis der obigenBehaup-
tung, dassdasBiindel E; vollstéandigin SU(2)-homogend.inienblindelzerlegt wer-
denkann,abgeschlossen

Die so— durch Zerlegung einestrivialen Bindels— konstruierterLinienbundelsind
keineswgs triviale Linienblndel.Das sieht man schondaran,dasssie als SU(2)-

Darstellungenund damitauchals Moduln Giber .4 indquivalentsind,dennesgibt fur

ko € {1,...,1} jeweils nurzwei Blindelmit derZerIegung@,;“;ko VE, undnureines
mit ko = 0.

Mit Hilfe einerAnleiheim nachsterKapitelkannmansogamochmehriiberdie Struk-

tur dieserLinienblndelsagen:

Dort ( im erstenAbschnittdesKapitels“Die spektraleBeschreibing”) wird namlich

gezeigt,dasszu jedemky € {1,...,l} jeweils genauzwei Linienblindellberder

Sphéaramit derZerIegungEB,;“;ko V* existieren.(Bisherwurdeja nur gezeigtdasses
mindestengweigibt.)

Betrachtetman einenbeliebigenprojektiven Modul p. A", soist klar, dassdie Spal-
teno; € AN desProjektorsals erzeugend&chnitte(oderekiirzer: Basisschnittejles
Biindelsverwendewerdenkénnen.(Zu jedemSchnitts € A" existierenN Algebra-
Elementeqs;, sodasss = ). a;o0; ist.) Auf der Sphéaresinddie N Komponenterer

o; dannLinearkombinationerderKugelflachenfunktionein},,,. Erinnertmansichnun

wiederan die Projektorenp..,, auf der Sphare(ausdemvorletztenAbschnitt),soist

klar, dassdie Windungszahl desBilindelszugleichder grof3teauftretendéNert der
Quantenzahl ist. Fir die Bundel &, gibt esalso Kugelflachenfunktioneibis zur

OrdnungY,,,,, in denKomponentemlerBasisschnitteaberkeinehdhererOrdnungen.
Die hier konstruierterLinienbiindelwerdenaus SU(2) Darstellungeny*o erzeugt.
Die BasisschnittelesBiindelssind demnacHeweils Elementeder Vo, Die héchste
OrdnunganKugelflachenfunktionemliein denBasisschnittemon Bl'JndeIneB,‘jO:,CO vk,
welchedurchZerlegungvon E; gevonnenwerden {iberhaupauftreterkann,ist2/. (In

demBundel@;°, V*, dennV' hatja einenAnteil ausV' @ V)

Mit diesenVorbetrachtungemewnaffnet kann man nun die Linienbtndel,die in der
Zerlegungder E; auftretenperechnen:

Lemma 2.4.2. JedesLinienbiindel£,, tiberder Sphae S? ist SU (2)-homaen, und
esgilt fur ganzzahligs!

l
El = A21+1 =~ (9@0 53] @ ((9@+2n @ 5—271) ’

n=1
beziehungsweise

I
E~ P (€200 &)

n=

[M[°S

1
PXP R

fur halbzahligs!.
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Beweis:

Weil dasBundel E; trivial ist, undimmerp,,, ~ (1 — p_,) gilt, istleichteinzusehen,
dasgeweils beideVorzeicherderWindungszahhuftreten.

DenBeweisfuhrt mandurchvollstandigelnduktion.

Fur E, ist die Aussageffensichtlichrichtig. Betrachtetmannun E'; , soenthalterdie
darauskonstruierten_inienbUndelausschIieBIicHnaIbzahligd)arstéllungenWie oben
gezeigtwurde,ist die héchsteOrdnungderin denBasisschnitterauftretenderkugel-
flachenfunktioner? - % = 1. Dadie beidenauftretenderiinienbiindeloffenbarnicht
aquialentzumtrivialenBundelmit n = 0 sind,misserdieseKugelflachenfunktionen
auchtatsachlichauftretenundesfolgt

Ei =813 E.

1
2

Weiter gehts mit E;: Hier existiert ein Bundel,dasmit k, = 0 startet,und dieses
wurde bereitsals dastriviale Linienbindelidentifiziert. AuRerdemfindet man zwei
Biindel,dievonV'! erzeugiverden Die hochstenoglicheWindungszahist hier2-1 =
2. Eskdnnenalsonur nochdie Linienbiindelmit Windungszahl oderWindungszahl
2 auftretenDie ZerlegungderBundel &y, in irreduzibleSU (2)-Darstellungerstartet

abermit V2 , wie geradegezeigtwurde.Also ist
E1 =& ® Ero® Eo.

Auf dieseWeisekannmannun Schrittfiir Schrittalle auftretendehinienblindeliden-
tifizieren.g

Die in denobigenBeweisenangevendete'K onstruktion”derLinienbindeldurchZer

legungvon E; in irreduzible SU (2)-Darstellungerist zwar fur einenExistenzbeveis
gut geeignetabermit Sicherheitnicht flr die explizite KonstruktiondesProjektors
desBiindels.Deshalbsoll nunnocheineMethodezur BerechnunglieserProjektoren
herausgearbeiteterden.Eine zweite Methodewird dannim nachsterKapitel vorge-
stellt.

SeiE; = @, pr. A2t mit (21 + 1) selbstadjungierteRrojektorerp,,. Die Darstellung
J; der su(2) auf E; setztsich dannund nur dannauf py E; fort, wennder Projektor
Pr € My+1(A) mit derDarstellungJ; kommutiert,

[Ji,pk] = 0.

Verwendetmandie Matrix-Indizes (py) s der (20 + 1) x (21 4 1)-Matrix pj, soist
dieseGleichungaquivalentzu

Li ((pr)ap) = ([Pk: Til) o - (2.16)

Proposition 2.4.3. Die Losung@nderGleichung(2.16)mit Spur p = 1 steherin Eins-
zu-Eins-Krrespondenmit denSU (2)-homaenenLinienbiindelniberder Sphée.

Zur LésungdieserGleichunggeht man wie folgt vor: Die Matrizen auf V! bilden
ihrerseitseine SU (2)-Darstellung(m — umu*) :

2
My 11(C) = PV,
k=0
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und esexistiert somiteinelineareBasisTy, von sphérischefensorerin My 41 (C).
Diesetransformiereralsogemal:

(73, Thg) = qTkq> [T Tig) = vV (k — @) (k + g+ 1) Tt

JedeElementp € My 41 (A) kanndamitals

2l +k

p:Z Z fqukq fkqe-A

k=0 g=—k

zerlegt werden.Da die Ty, linearunabhangigind, ist die Gleichung(2.16)dannund
nur dannerfillt, wennfir alle ¢:

Li(frq) = —[7is Thyl = frq ~ Yi(—g)
ist.
Somitgilt
A +k
P=Y_> ckg¥iqThe kg €C,
k=0q¢=—k

unddie mdglicheWahlderKoefiizientenwird durchLésungerderalgebraischenGlei-
chungen

p® =p, Spur p =1

bestimmt.(Die Multiplikationsregeln fir Ty, - T, und die Kugelflachenfunktionen
kannmanmit Hilfe desWignerEckart-Theoremsechtleicht berechnen.Es bleibt
demLeseriberlasserzu Uberprifendasszum Beispielder Bott-Projektor

Ct %
2

Cc_

alsLosungdieserGleichungergefundernwerdenkann.

Esmussdaraufhingaviesenwerden,dassmit der hier erarbeitetedK onstruktionsme-
thodezwar jedesSU (2)-homogene.inienbiindelgefundenwerdenkann,umgelehrt
abernicht jederProjektor derein solchesSU (2)-homogenes.inienbundeldefiniert,
automatiscleineLésungderGleichung(2.16)ist. Vonden,im zweitenAbschnittdie-
sesKapitels ang@ebenenProjektorenpy,, € Ms(A) l6senoffenbarnur die Bott-
Projektorerp; dieseGleichung.

Projektorenn M, (.A) (undinsbesonderdie p.,,) sindvon derForm

1 .
pnzg(]l—}_nio-z)a

mit Algebra-Elementen;, die derGleichung}_, n? = 1 geniigen.

Die GruppeSU (2) wirkt nunals Unteigruppeder Automorphismerauf die Algebra
A= C(S?).FiralleT € SU(2) (mit derWirkungT.f auf Funktionenf € .4) und
allen;, ist

(1 + (T.ny) 0*)

N | =

I'p=
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deshalbwiederein Projektor:

2; T.n;)? = (Zn):l.

Dadie Projektorernp.,, abemur Kugelflachenfunktionehis zur Ordnungn enthalten,
und da die WindungszahbesBindelsnur durch dieseOrdnungbestimmitist, folgt,
dasgderProjektorT".p.,, jeweilsagivalentzup..,, ist,undsomitdefinierterdasgleiche
Bindel.

Fur|n| = 1 kannmanfur jedesl’ € SU(2) unitareMatrizenU (I") mit

F-p:l:l = U(F)pilU(F)*

finden.( Die ErzeugerieserunitarenDarstellungU (T") der GruppeSU(2) sind na-
turlich die 7;.) Im Fall |n| > 1, ist diesaberoffenbarnicht méglich.
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2.4 G-homogeneBundel




Kapitel 3

Die spektrale Beschreibung

Im vorigenKapitel wurdenalle algebraischefRelationendie zur Rekonstruktionder
Sphéarendtig sind, zur Verfligunggestellt.Die dortige Vorgehensweisést abernoch
rechtunsystematischind die gegebeneBeschreibing nattrlichnochviel zu nahean
derklassischemlsdassmandarausviel GbereinesolcheRekonstruktionlernenkdnn-
te. Zumindestwird aberdie Rolle der SU(2)-Symmetriedeutlich,dennohnedie ex-
plizite Kenntnisder Darstellungstheoriéler SU(2) ware mangar nicht erstso weit
gekommen.

Hier wird nunein systematischeéWeg eingeschlagerhei demdie gesamtéonstruk-
tion desspektralenTripels auf dieserSymmetrieberuht.Potentiellkanndasso erar
beiteteVerfahrenspektraleTripel zu jederbeliebigenSymmetrie-Gruppdéiefern. Wie
sichspaterzeigenwird, sogarzu Quantengruppen.
WenndieseSymmetrievermittelslsometrienwirkt, so muf3 sie zunachseinmal auf
den Spinorendagestelltsein. Da sie zudemauf die Algebra, und diesewiederum
auchauf die Spinorenwirkt, muf3 dieseWirkung kovariant sein.Dasist bereitseine
so machtigeEinschrankungn die moglichenSpinbundeldassmandie Darstellung
derAlgebra,unddamitdie Projektorerderzugehérigerendlicherzeugtemprojektiven
Moduln, explizit darauskonstruiererkann. Tatsachlichkann mansogardie Algebra
selbstodergenauenlle Komodul-Algebrerfir dieseSymmetriedarausestimmen.
IsometriensolltenaulRerdemmit demDirac-Operatovertauscheristrenggenommen
nurdiejenigerisometriendiedie Spinstruktuinvariantlassenaberdiesewird hierso-
wiesouberdie Isometrierkonstruiert) Zusammemit derBedingungdassderDirac-
Operatorein Differential-OperatoersterOrdnungist, fixiert ihn dasbis auf triviale
Normierungervollstandig.

Als EndegebnisdieseKapitelsemgibt sicheineCharakterisierungerkompletterRie-
mannscheispin-Strukturauf der Spharedie mit demSpektrumeinigerwenigerOpe-
ratorenauslommt. Aus diesemSpektrumésstsichdie geometrischénformationdann
wiederzurtickgavinnen,washier, mal wiederwegender Symmetrie auchnichtallzu
schwierigist.

3.1 Kovariante Darstellungenvon C(5?)

...undmankannihr mit Hilfe der Algebrabeikommen.Man mussdabei
abergraduellvorgehen,dennsonstkannes passierengassmandie gan-
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ze Nachtdamitverbringt,einenkleinenTeil davon mit Rechenschiebern
undKosinenundandererahnlicheninstrumenterzu beveisen,ohnezum
Schlussandaszu glaubenwasmanbewiesenhat. Wenndasnamlichpas-
sierte,somusstamaneszurickwerfolgen,bismandie Stellegefunderhat,
andenermmanseineeigenerFaktenundZiffern, sowie siein derAlgebra
von Hall und Knight daigelegt sind, wieder glaubenkann,und von dort
aus missteman sich wieder zu der betrefenden Stelle vorarbeiten bis
mandasGanzeanstandigglaubt,und nicht nur Teile halb geglaubtwer-
denoderein Zweifel im Kopf zurtickbleibt,der einenplagenwirdewie
einim BettverlorenetHemdknopf.

...undSiewurdensichiberdie hoheAnzahlvon Leutenin dieserGegend
wunderndie halb Menschund halb Fahrradsind.

Flann O’'Brien, Der dritte Polizist

Als ersterSchrittsollte dasSpinblndektwassystematischeabgeleitetverden . Start-
punktist die Wirkung dersu(2) aufdie AlgebraC(S?) = A:

Loa = a, L()C = 0, L()b = —b
Lia=0, Lic = a, Lib=—-2¢c
L _a=2c, L ¢ = -b, L b=0. (3.2)

Dabeiwird abnun,derBequemlichkit zuliebe mit

def
C = C4 —C—
gearbeitet.
Die irreduziblenDarstellungemlersu(2) zumSpinl werderweiterhinmit V! bezeich-
net.Fur|l,m) € V7 istalso

Lil,m) = /I—m)(I+m+1)|l,m+1)
L |l,m) = {I-m+1)(1+m)|l,m—1)
Lo|ll,m) = mll,m).

Da das SpinbiindelSU (2)-homogenist, werdennun die kovarianten Darstellungen
derAlgebra.A konstruiert. Dasheifl3t,eswird eineDarstellungauf einemHilbertraum
# gesuchtder ausserdeneine Darstellungder su(2) tragt, und zwar so, dassfir
i=+,3

Li (fll,m)) = (Lif) I, m) + f (L4|l, m)) Vilbm)e A, feA

gilt. DieseForderungwirkt auf denerstenBlick harmlos,ist in Wirklichkeit aberder
Koénigswey zu spektralenTripeln mit bestimmtenlsometrien.Wie mittlerweile klar
seindurfte, ist sie vollig aquivalent zu der Forderung,dass.# als (Abschlussder)
Schnittein ein SU(2)-homogeneBindelaufgesstwerdenkann. Gleichzeitigbe-
sagtsie aberauch,dassdie SU (2)-Transformationerauf die Algebranormerhaltend
wirken. Die Norm der Algebraliegt alsoauchschonfest. Weil sich die Algebren,auf
diedie SU(2) alsAutomorphismemwirkenkann,ebenélls leichtklassifiziererlassen,
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hattemanim Prinzipauchdie Algebraausdieserorderungonstruiererkénnen(Die
DarstellungderAlgebraauf sichselbstist der PrototypeinersolcherkovarianterDar
stellung.)Fir die Sphéreist dasaberrechtaufwendigund soll daheran dieserStelle
nochubersprungemwerden Ein einfachereBeispiel,andemsichdie Vorgehensweise
verdeutlichendsst,ist derNichtkommutatve Torus,derim néachsterKapitel aufseine
Symmetrierzuriickgefihrivird.

Es bedarfeigentlichkeiner Erwahnungdasssich der Hilbertraumeinerkovarianten
Darstellungn die irreduziblenDarstellungerzerlegenlassernwird

#= @ (Vinx),
1=0,3,1,...

wobeiabernochnichtklar ist, welcheV in % vorhandersind.
Auf 57 wird ausserdenein invariantesSkalarprodukverwendetgesgilt alsofir die
geeignenormierteBasis

<la m|lla ml> = 5l,l’ 5m,m’a

und auchdies musskaumbegriindetwerden.Als einfacheKonsequenzlesWigner
Eckart-Theorememibt sichdannfolgendes

Korollar 3.1.1. EinekovarianteDarstellungvon.A aufeinemHilbertraum.s# ist von
der Form

all,m) = Alfm|l-|-1,m+1)-|-A°|l,m-|—1)-|—Aljm|l—1,m-|-1), (3.2)
bll,m) = Bf ll+1,m—-1)+B%,m—-1)+B |l-1,m-1), (33)

cl,m)y = C’f"m|l+1,m)—|—00|l,m+1)+C’ljm|l,—1,m). (3.4)
Die Koefizientend; , , B ., C;, sindvonder Form
AL, = —/l-m)l-m—-1)a (I) (3.5)
Ay = VI-m)(I+m+1)a°Q) (3.6)
AL, = =V/U+m+1)(I+m+2)a*(l) (3.7)
B, = Vli+m)l+m—-1)a () (3.8)
Bly = V{I+m)l-m+1)a() (3.9)
B, = VI-m+1)(1-m+2)at(l) (3.10)
Cim = (l=m)(l+m)a (1) (3.11)
Clpn = —ma®(l) (3.12)
Gty = —VI+m+D)(I-m+1)a’(]) (3.13)

mit zunadistnoch unbestimmtekoefizientena? (1).

Die Zahlena’(1) sind dabeidie reduziertenMatrixelemente(a, b, ¢ bilden ja einen
VektorOperator) die Vorfaktorenim Wesentlicherie auftretenderClebsch-Gordan-
Koefiizienten.Esist schonan dieserStelleklar, dasshalb-und ganzahligeSpinsent-
koppeln.## ist alsoauchals.A-Modul die direkte Summeder SU (2)-Darstellungen
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mit ganzzahligenundder SU (2)-Darstellungemnit halbzahligentpin.

Ganzso beliebigkénnendie o (1) natirlich nicht sein. Man priift leicht nach,dass
¢* = cunda* = b nurdannerfiillt ist wennauch

a ()=a"(l-1) (3.14)
gilt. Die definierenderRelationerderAlgebra
ab+c2 =1

sawie die Kommutatvitéat, sind ebenélls nicht von selbsterflillt. Aus diesenBedin-
gungerkannmandaherdie o/ (1) bestimmen.
Aus derKommutatvitat ab = ba folgt die Relation

A1+ 1)(20+4) = a®(1)21, (3.15)

wennmansichdenTerm |l,m) — |l + 1, m) anschautund diesehat die folgende
interessant&onsequenz:

Existiertin s derWert] = 0, dannista®(l) = 0.

Daswird spatemochverstéandlichExistiertaberkein Vektorzul = 0 in s# — insbe-
sonderalsofir halbzahligd-Werte— sohatdieseRekursionsarschriftauchvon Null
verschieden&dsungen:

(1) = mao, (3.16)

mit einerunbestimmteKonstanter. (Die Rekursiorbeginntdannbeidemkleinsten
auftretendeWertvon1.)

Daruiberhinaugindetmanin der |I,m) — |I,m) Komponente/on ab = ba die Glei-
chung

a (I+1D2%20+3)—a (D)*20-1) =a®(1)?,

die manohneviel Mihe explizit 16st. (Auch hier hangtdie Losungwiederdavon ab,
beiwelchemWertl, von! die Rekursiorstartet.\Damitsinddie o (1) dannbisaufeine
Konstantevollstandigbestimmt,und diesebestimmtmanmit dernochverbleibenden
Relationab + ¢ = 1. Zusammerdssend:

Lemma3.1.2. Esgibt zujedemly, = 0,+3,+1,+3,... jeweils genaueinekovari-
anteDarstellung#* der Algebra C/(S5?).
Insbesonderist

M = P v

1=0,1,2,...
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Fur 74 ist die Darstellungdurch Korollar 3.1.1und

a%(l) = 0,
1

a () = N eSO 1=0,1,2,...

bestimmtundfir £ durch 3.1.1und
2

1

U = =" fiir £
(D) A0 +1) Ur 72
_ 1 13
(6% (l) = 2_l l = 5, 5,.

Esist natirlichnichtschwierigauchdie Lésungereu denandererStartwerterdy anzu-
gebenlm Folgenderwerdendiesel 6sungerabernicht weiterbeachtetundesmacht
wenig Sinn dasohnehinschongrol3eArsenalbendtigterFormelnunndétigweiter auf-
zubldhen.Allerdings ist es wichtig zu bemerlen, dassman diese Losungenfindet,
unddassesauchnicht schwierigist sie zu finden.Aus demletztenKapitel ist ndmlich
klar, dassesunendlichviele nichtaquvalenteSU (2)-homogené.inienblndeliberder
Sphéareayibt. Wie die obigeRechnungeigt, stellt dasLdsenderKovarianz-Bedingung
mit Hilfe desWignerEckart-Theoremeinesehreffektive Moglichkeit dar, alle solche
Bindelzu konstruieren.

Strenggenommesollte manalle HiIbertréiumejﬁsE in die folgendenBetrachtungen
einbeziehenEssoll ja gezeigtwerdendassmanmit denAxiomenfir spektraleTripel
tatsachlichdasSpin-Blindeliiberder Spharekonstruiererkann.Der damitverbunde-
ne technischeAufwandwére aberzu grof3, und da sich die Argumentewiederholen
wirden,wéreesauchrechtlangweilig fir denLeser Deshalbwird nur ein ungeeig-
neterKandidat,namlichs# mitgeschlepptDie einzigeFeinheit,die demLeserdabei
entgehtsinddie “getwistetenSpinbindel”,

En Qa L.

Auf diesenexistiert zwar ein Dirac-OperatorD und eine Realitatsstruktur/, diese
kommutierenabernicht, DJ # JD. Die getwistetenSpinbtindelsind deshalbty-
pischeBeispielefur Spin¢-Strukturendie nicht zu Spin-Strukturengeliftet werden
kénnen.Leider wirde es den RahmendieserArbeit sprengereinen“spektralenBe-
weis” dieserAussagerzu fihren.

Esist anzumerkn, dasses aucheine Vorzeichenfreiheibei jedemeinzelnena™ (1)
gibt (Die Relationersindja quadratisch)Man zeigtaberleicht, dassdieseVorzeichen
in eine Redefinitionder Basisabsorbiertwerdenkénnen.Der Grund dieserVorzei-
chenfreiheitist die Tatsachedassauchalle Relationender Algebraquadratisctsind.
Die Multiplikation derErzeugemit —1 ist alsoein AutomorphismuslerAlgebra.
Der Teufel stecktaberim Detail. Wie im obigen Theoremangedeutetist dasVor-
zeichenvon o? alles andereals irrelevant. Die drei Darstellungens#, £~ haben

natUrlichdie Struktureinesendlicherzeugterprojektiven Moduls,und dieseStruktur
gilt esalsnachstesierauszuarbeiten.
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3.1.1 Die Struktur von %

Auf 74 ist die Darstellungder Algebraalsoexplizit durch

dlmy — _\/(l+m+1)(l+m—|—2) .
bm) = NS

Jr\/(l—m)(l—m—1)
VeRI+ )20 - 1)

VIi—m+ I —m+2)
V@ +3)20+1)

VU+m)i+m-1) )
V(20 +1)(2 - 1) P=1,m—1), (3.18)

 UrmADi-—m+1) .

dhm = V2 +3) (20 +1) [+ 1,m)

/e D@—))

1 —1,m+1), (3.17)

bl,m) = I+ 1,m—1)

|1 —1,m) (3.19)

gegeben Erwartungsgemalst dasidentischmit der Darstellung(2.15) der Algebra
auf sich selbstwobeidie |/, m) dann(bis auf globaleVorfaktoren)mit denKugelfla-
chenfunktionerzu identifizierensind. Etwas“gelehrter’ ausgedriickt

Proposition 3.1.3. Der Modul 77 ist ein freier Modul mit einemErzeugr |0, 0).

Beweis: Man Uberlayt sichleicht, dasszu beliebigemi der Vektor |/, 1) proportional
zud!|0,0) seinmuss.Durchm-facheAnwendungvon L_ bekommtmandann|i, m),
dennnachKonstruktionist ja

L |l,m)=+(0—-m+1)(I+m)|l,m—1) = (L_P(a,b,c))|0,0),  (3.20)

wenn|l,m) = P(a,b,c)|0,0) und P(a,b,c) € A ist. Die Behauptundgolgt dann
durchvollstéandigelnduktion Uberm. Nachzutragetbleibt, dassP(a, b, ¢) ein homo-
genesPolynomvom Grad! ist, wie mandurchAnwendungvon L? soforteinsieht.

3.1.2 Die Struktur von J#*

Daswar einfach. Etwas schwierigerwird es fir ji”f. Man kann zwar analogzum

2
Vorgehenbei % beweisen,dasssich jeder Vektor in = aus|3,1) und 3, —3)

erzeugenasst,die beidenSchnittesindabernichtunabhanzgig]berA. Die Darstellung
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derAlgebraaufdieserHilbertraumerist als:

VIi+m+ 1)1+ m+2)

all,m,+) = — T I+ 1,m+1,)
j:\/(l_;ll()l(iﬁ;?1+l)\l,m+l,j:>
v & — D11, 1),

bll,m,£) = Vii-m \/;)i m+2)|l+1,m—1,j:)
L/ 21&( )m+1)u,m_17i>
\/(l+m2>_ D i1

dlmty = _ViEm \/ﬂm“)uﬂ,m,i)
?ﬁlhmi)

(l_%l+m)\l—l,m,i)

gegebenDurchexplizite Rechnungiberzeugmansichnunleichtvon derRichtigkeit
derfolgenden

Proposition3.1.4. In jfj geltendie Relationen
2

-t tdiin = -5
Ty g™ = Tl
11 1 1
C|§, 27 >+b|§ 5 +> - 57_§7+>7
wohinggenin £
2
1 1 11 11
CL|§,—§, >+C|§,§,—> - |§7§7_>
1 1 11 1 1
C|§’_§’ >+b|§a§a_> _|2’_§a_>

ist.

In derhier gewahltenSchreibweisést esoffensichtlich,dassder Unterschiedder Re-

lationengeradevom Vorzeichervon o herriihrt.Es genligtauchein einzigerBlick

auf (2.14),undvielleicht die Erinnerunganc = ¢4 — c—, um einzusehenr;lasst%”l+

damitals £’+1 identifiziertist. Die dort gewahltenGeneratoremwr , o_ sind geragde

3030 |3 =3, +)-

Vollig analoglst%”_ = &_;.Hieristaberwiederp_; # 1 — p1; zubeachtenObige
2

Relationgilt namlichfir (1 — p1).A2.
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3.2 J und dasTomita-Takesaki-Theorem

Esist nunander Zeit, denalgebraischemintegrundder Ladungsknjugation.J ge-
nauerzubeleuchtenln derFolgeseizunachseinebeliebige, kommutativeC*-Algebra
A, dagestelltauf einemHilbertraum.7#, gegeben.

EinenVektor|y) € ## nenntmanzyklisch, wenndie Menge

{al¥)|a € A}

dichtin 7 liegt. Wennausal|y) = 0 fur a € A stetsa = 0 folgt, so sagtman,
|1) seisepariefend. Im Beispielder Sphéarefir die Darstellungauf.7j, ist |0, 0) ein
zyklischer separierendevektor

DaA|vy) dichtin 4 liegt, liegt esnahedendurch

def &
Jaly) = a*|¢)
definiertenantilinearenOperator.J auf seineEigenschafterzu untersuchenKlarer-
weiseist J antiunitar

(Jap|Tby) = (a*y[b™) = (blayy) = (ar)[by)) a,b € A,

und da J dicht definiertist, setztes sich dannzu einemantiunitarenOperatormit
J? = 1 auf # fort. Daruiberhinausist Ja.J = a* fur allea € A (weil |¢) separierend
ist, istinsbesonderkein a € A als0 dagestellt),

JaJbly) = Jab™[¢)) = ba”[y) = a”bly).

Dasist zugegebenermalenochnicht sehrtiefsinnig. Man kann,falls ein zyklischer
separierende¥ektor existiert, die gleiche Abbildung aberauchfir nichtkommuta-
tive C*-Algebren oder genauerfir von Neumann-Algebrerbetrachten Eine von
NeumannAlgebra isteine(selbstadjungiertd)nterAlgebraderbeschrankte®pe-
ratorenauf .#, die gleichihrem Bikommutantens” ist. (Der Kommutante’ einer
solchenAlgebraist die Mengealler beschrankter®peratorerdie mit der gesamten
Algebravertauschen.Jedevon Neumann-Algebrést aucheineC*-Algebra,die Um-
kehrunggilt abernicht.

Fir nichtkommutatve von Neumann-Algebremvird J tGblicherweiseabermit S be-
zeichnetOffenbarist S dannim Allgemeinenwederantiunitar nochist SaS = a*.
Fur beide Eigenschafterwurde ja die Kommutatvitat verwendet.Im Allgemeinen
wird SaS noch nicht einmalin </ liegen,und S ist auchnicht notwendigerweise
beschranktEin rechttiefsinnigesResultaist aberder

Satz3.2.1. (Takesaki, Tomita)
Sei.« einevon-Neumann-Akpra mit zykliskiem,separieendemvektor |) auf 7.

SeiS der Abstlussdesdurch Sya|t)) el a*|y) dicht definiertenantilinearen Opefa-
tors, sowie

S=JyA

die Polarzerlggungvon S. (Dannist J alsoantiunitar A = S*S').



Die spektrale Beschibung 73

Danngilt
JdJ =4,
<« und.«’ sindalsoantiisomorph,
J? =1,
undesgilt
NI N7 = of vVt € R

Der Beweisist sehrtechnischundkannzumBeispielin [Bra-Rob]gefundenverden.
Leichtzu zeigenist nur

SaSbly) = Sab”|¢) = ba”|¢h) = bSa|y) = bSaS[y),

dennS|y) = |¢). Dasheilt,dassS«/ S C /', wasdie entsprechendBigenschaft
von J wenigstenglausibelmacht.

Fur konkreteBeispiele undinsbesonderéir 74 beider Spharejst J aberrechtein-
fachzu berechnenDie Eigenschafteikdnnendann,wennmanwill, explizit nachge-
pruft werden.

3.2.1 74

Wie bereitsangesprocherist in .25 mit |0,0) der zyklische, separierendé&/ektor
schnellausfindiggemachtinsbesonderést klar, dasszu jedem|l,m) eina;,, € A
existiert, sodass|l,m) = a;,,|0,0). Um die Abbildung J konstruiererzu kénnen,
brauchtmanalsodasVerhaltender Polynomeg; ,,, unterderAdjunktion a; ,,, — azm.
Zu diesemZweckist essinnvoll die Abbildung

S:su(2) — su(2)
Li — -Li, i=+,3

einzufihrendie manalsAntipodedersu(2) bezeichnetEsgilt dannbekanntermalen,
wennauchin verénderteSchreibweise

g(a*) = ((Sg)*a)", Vg € su(2),a € A. (3.21)

Zu einemexpliziten Beweis auf den Erzeugerna, b, ¢, der hier Gbersprungemwird,
benutztman natirlich auchdie bekannterEigenschafterLy = Lo, LY = L der
Cartan-Basislersu(2). Ein kleinesBeispielist

Li(e)=Lyc=a=b"=—(=b)*" = ~(L_¢)" = (~L4)"¢)* = ((SL+)"e)".
Man rechnetdannauchdie Identitat
2(a*) = (E%)*

sofortnach.
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Angewendetauf|l, m) = a; ,,|0,0) emibt sichdarausdassa;,, |0, 0) ein Eigervektor
von Ly zumEigenwert—m ist. DurchAnwenderdesCasimilﬂOperatorsﬁ2 folgt dann

J|i,m) = i, —m).

DasVorzeichen- einenweiterenVorfaktor kanneswegen.J? = 1 nicht geben-wird
(zumBeispiel)durchKoefizientervergleich, mit Hilfe von (5.46),ausderGleichung

T (cll,m)) = ¢*aj,,]0,0) = caf,,[0,0) = ¢ (|1, —m))
berechnetMan findet,durchausicht unerwartet,die folgende

Proposition 3.2.2. Fir die Darstellungvon A auf 7 ist der modulae Operator J
desTomita-Takesaki-Theamsdurch

Jll,m) = (=1)5™|1, —m)

gegeben.

3.2.2 %”%

Furdie beidenDarsteIIungemlerAIgebraaufjiﬂljE gibt eskeinenzyklischen separie-

rendenVektor. ., die direkteSummederbeidezn,ist aberein freier Modul, und man

konntehier, in beidenKomponentewvon A? getrenntdasTomita-Takesaki-Theorem

anwendenDaswirdeaber— abgesehedavon, dassesnicht sehrsystematischvare

— zu einemfalschenErgebnisfuhren, weil die Aufspaltungs#," @& 5, dabeinicht
2 2

bericksichtigwirde.

Derrichtige Weg bestehwiederdarin,die Symmetrierder SphareauszunutzerOben
wurde die Antipode S der Lie-Algebra su(2) eingefihrt,und dies mag dort etwas
Ubertriebergewirkt habenNunwird esaberwichtig:

Um die Identitat L(a*) = ((SL)a)*) sicherzustellenist es eine naheliegendezu-
satzlihme Forderungandie DatendesspektralenTripels,dassJ die Antipodeauf 77
implementiert:

JLJ = (SL)* (3.22)
Dannfolgt namlichfur alle L € su(2), alle|) € # undalle Algebra-Elemente:

(L(a"))[¥) = L(JaJ)lp) = (JaJ)L|y)
J((JLJ)a) J|Y) — J (a(JLJ)) J|i)
J((SL)"a) J|¢) — J (a(SL)") J|)
((SL)*a) [4) — (a(SL)*)" |¥)
((SL)*(a))" )
(Die SchreibweiseL(a*)) |1) soll dabeianzeigendassnur das Algebra-Element
L(a*) auf|y) wirkt.)
Die Gleichung(3.22)ist abernichtautomatiscldurchjedeRealitatsstruktud erfillt.
Daswird spatemochklar. Die physikalische_adungsknjugationgentgtaberdieser
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Gleichung.Letztlich bedeute(3.22)namlichnur, dassdie Antiteilchenunterderkon-
jugiertenDarstellungtransformierersollen.

Daaus(3.22)insbesonderd L? = L2 folgt, kanneinesolcheAbbildung.J (mit J? =
1) nur dannexistierenwennjedeim Hilbertraum.7# (existente)irreduzible SU(2)-
Darstellungzweimal(beziehungsweisie einergerademnzahl) existiert. Wennman
nur 4, ,ﬁfft betrachtetsokommenals Spin-Bliindeldemnachur

2

H = My D A und H = HE O AE
2 2

in Betracht.IndiesemAbschnittwerdennatiirlichnur die Raumes#* @ s= betrach-
tet, o
Wegen

JLoJ = —Lg

undJ? = 1 istklar, dassesVorzeichen()\;,,)> = 1 gibt, sodassfir alle I, m,+) €
J% entweder

J|,m, +) = Ny |, m, £)
oder
JIl,m, £) = Nl m, F)

ist. An dieserStelle sind eigentlichauchLinearkombinationerdieserbeidenWahlen
mdglich. Die Realitatsstruktug antvertauschaberauchmit der Graduierungy, und
dadieseihrerseitsmit denDarstellungerder SU(2) und der Algebra . A vertauscht,
verbleibemur diesebeidenMdéglichkeiten.Die Gleichungen

JLiJ = —Ls
fihrendannauf
AmAm+1) = MmAym—1) = —1
mit derallgemeinerLésung
=0 A

Die Vorzeichen\; bleibendabeiunbestimmtDie gesuchtdrealitatsstruktumussaber
auchJcJ = ¢* = cundJaJ = b erfillen.Esist:

Vi-m+ 1)1 —m+2)

Jad|l,m,£) = +NA [+1,m—1,-
aJ|l,m,+) TAIAL41 NGRS l+1,m )
VIE+m)(l—m+1)
Iym—1,-
2000+ 1) [l =1,
I [+m—1
g Y m =)

V21
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Vemleichtmandiesmit

Bl,m, £) = \/(l_m\—;%_m+2)|l+l,m—l,i)
VI+m)(l—m+1)
(1 +1)
JTEm+m-1,

ol I—1,m—1,%),

sofolgt sofort,dassnurauf s, @5, einesolcheRealitatstruktuexistiert. In diesem
Fall ist wieder ’ ’

+

|I,m—1,+)

J|,m, £) = (=D, m, F).

(Die Gleichungfiir ¢ rechnetmananalognach.)

3.3 v und der Dirac-Operator

Jetztkann man endlich zur KonstruktiondesDirac-Operatorschreitendem Hohe-
punktdieserRechnung.

NachdemvorigenAbschnittist nunklar, dassdiesemur aufdenHilbertraumens# &
H beziehungsweisg?," @ £, zusucherist.

Die AufspaltungderHilb2ertraur?nebeziehtsich aufdie Eigenrdumdzu denEigenwer

ten £1) der Graduierungy. Der Operatory — die Darstellungder Volumenformauf
2 —vertauschimit der Algebraund mit der Darstellungder su(2). (Deshalbsinddie

beidenEigenrAumevon ~ identischmit denbeidenkovariantenUntermoduln(tiber. A4

) von #Z.) In zwei (euklidischen)Dimensionerantikommutierty mit der Ladungs-
konjugationJ.

Der Dirac-OperatorD auf der Spharest ein selbstadjungierte©peratorauf .5, der
mit v antvertauschtAulRerdemist er invariantunterder Wirkung der GruppeSU (2),

dasheif3ter vertauschimit derenDarstellungauf 7. Aus diesenEigenschafterfiolgt

bereits,dasseskomplexe Konstanteni; gibt, sodass

Dl|l,m,+) = d;|l,m, —) D|l,m,-) = El\l,m, +)

(auf derBasis|l, m,£) von ) gilt. Wegender Gleichung[D, J] = 0, diein zwei
euklidischerDimensionemyilt, misserdiesesogarreell sein,

d eR

Die Konstantend;, dasSpektrumvon D, sind durchdie obigenEigenschafteraber
nochnichtfixiert. Die wichtigsteEigenschaftnamlichdie TatsachegassD ein Differential-
OperatotersterOrdnungst, wurdeabemochgarnichtberticksichtigtAlgebraiscHait
siesichin die sogenannt®©rdnung-Eins-Bedingung tibersetzen:

(D, f],9] =0, Vf,g €A (3.23)

Mit Hilfe dieserBedingungkannmandie Konstanteni; dann(bis auf eine triviale
Normierung)bestimmenundauchdenRaums# @ 74 alsmdoglichenKandidaterfur
dasSpinbundehusschliessen.
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331 4 e G

Als Ersteswird derFall 54 @ 73 abgeschlossemannist fir denGeneratow (mit
(5.46

)¢a+m+na+m+m

[D,alll,m,+) = (dig1—di NCEDICES) l+1,m+1,-)
+(di-1 — dy) \/\(;(;fi)il)(;l":;) - 1m+1,-),
AusderGleichung
[[D,a],c] =0
emgibt sichsomitin derKomponenté +— [ + 2 :
div2 —2dpp1 +dp =0
mit derallgemeinerLdosung
d=al+p a,B eER

SetztmandieseLdsungin diel! — [ ein, sowird man(mit ein paarUmformungen)
aufdie Gleichung

(+m)y/l-m)(I+m+1) (—-m+1)/I+m+1)(1—m)

20 +1)(2 — 1) 20 +3)20 + 1)

gefuhrt,alsoeinenoffensichtlichenwiderspruch.
Proposition 3.3.1. Auf %4 & 2 gibt eskeineninvariantenDirac-Opeator.

Dasist auchnichtweiterverwunderlichDaderModul .77 trivial ist, sinddie Elemen-
tevon 4Z nichtsanderesls Funktionenauf der Sphare Gesuchtvar alsonacheinem
invarianterDifferential-Operatoerster Ordnungauf C(S?). Esist wohlbekanntdass
ein solcherOperatornicht existiert. Man kann dies (zum Beispiel) als Korollar aus
demberuhmterfigelsatz”:

Esgibt keinenirgendsverschwindendenvektorfelderauf S2 .

schliessenEin Differential-Operatokannja als Vektorfeld aufgefisstwerden,und
wenndiesesinvariantunterder SU(2) seinsoll, so mussesiberallauf 5? denglei-
chenWertannehmenWegendeslgelsatzeyverschwindetesdannalsotiberall.

Differential-Operatoregibt esabermehrals genugauf C'(S?) undfir jedensolchen
Differential-Operatod definiert

D|l,m,+) = 9|l,m,—), Dl|l,m, =) = 0*|l,m,+)

einenOperatoyrderalle bisheraufgefiihrterEigenschaftelesDirac-Operator$at.
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Ein (euklidischer)Dirac-Operatoist aberelliptisch,dasheil3t, dassseinHauptsymbol
invertierbarsein muss.(Daswird im flnften Kapitel genauererlautert.)Weil dieses
Hauptsymbolaberwieder als Vektorfeld iiber $? aufgehsstwerdenkann,folgt mit

demlgelsatz:

Esgibt keinenelliptischenDifferential-Operatoauf 74 & 7% , dermit o antikommu-
tiert.

In den Axiomen fur spektraleTripel ist dieseEigenschafidie Elliptizitat) wie folgt
eingebaut:

Wie obenbereitsangedeuteist y die Darstellungder Volumenformauf demHilber-
traumdesspektralenTripels. Dasbedeutetdasses Algebra-Elementef;, g;, h; gibt,
sodass

v = Z filD, ] [D, hi]

ist. Weil ~ invertierbarist, ist auch dies— wieder wegen deslgelsatzes- fur kei-

nen selbstadjungiertei®perator(der mit v antikommutiertund die Ordnung-Eins-
Bedingungerfullt) moglich. Ein Beweis diesersehrplausiblenAussagést allerdings
rechtaufwendig.

332 H =" oA

In 5% = " @ 5, liegendie VerhaltnissemunganzandersHier ist fir deninvari-
antenOperétorD

)\/(l+m+1)(l+m+2)

D, alll, m, = —(di4+1—4d [+1, 1,—
[D, a|l,m, +) (di+1 —di ST I+1,m+1,-)
VI-m)I+m+1)

VI—mi—m—1)
+(dj—1 — d [l—1,m+1,-),
(l 1 l) \/27 ‘ m >

undausder! — [ + 2-Komponenteon [[D, a], ¢] = 0 erhdltmanwiederdie allge-
meineLdsung

d=aol+p a, B eR

Diesmalist es( mit dieserLésung)aberauchmdoglich,alle andererauftretendertlei-
chungereu erfillen:
In derKomponenté — [ + 1 von[[D, a], ¢] zumBeispielfindetmandie Gleichung

a\/(l+m+1)(l+m+2)( m__ m+1 >
V2 +2 2(1+1)  (20+2)(1+2)
VIi+Am+2)l—-m+1)/l-m)(+m+1)

V2042 20(1+ 1)
Vi+tm+ 1) —m+2)/I(—m+1)({I+m+2)
) V2042 (20 +2)(1 +2) ’

= 2(al + )

+2(al+a+p
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die dannundnur dannerfillt ist, wenn
(6]
P=3

gilt. In diesemFall verschwindetlannauchdie (I — [)-Komponenteauchwenndie
Rechnungechtmuihsarist.

Ganzanalogrechnetmandie Ordnung-Eins-Bedingunguchfir alle andererKombi-
nationervon Generatoremach.

Proposition 3.3.2. Die EigenwertedesDirac-Opeators auf S? sind (bei festerSka-
lierung a € R) durch

1

Ali:ia(l+§

PR

N | o

1
) l_§7

gegeben.

3.4 Poincaré-Dualitat und abschlieRendeBemerkungen

Esist nunander Zeit Abschiedvon der Spharezu nehmenpbwohl nochlangenicht
allesgesagtist. In denletzten Abschnittenwurde dasreelle geradespektraleTripel
(#,A,D,~, J) vollstandigin derspektralerSpracheausgearbeitet.

Der Hilbertraumwurdeals s# = 7, @ s, identifiziert, wobei 7= die Schnitte

in dasHopfbindelund sein konjugiértesbeéeichnetAndere Hilbertr%iume,und So-
mit Algebra-Darstellungersind nicht mit allen Axiomenfur spektraleTripel (die im
funften Kapitel erlautertwerden)vertraglich.Daswurde an (wenigen)ausgeahlten
Beispielendemonstriert.

Der Dirac-Operatokonntemit Hilfe derOrdnung-Eins-Bedingun@ndseinen(Anti-
)Kommutations-Relationemit .J und+) berechnetverden.

Strenggenommesind abernochnicht alle Axiome fur spektraleTripel gezeigt.Zum
einenist nochzu beweisen,dassy die Darstellungder Volumenformauf # ist. Da~y
als Operatoirfestvorgegeben

Y|, m, £) = £|l,m, £),

unddie klassisché&/olumenformauf der Spharevohlbekannist, ist daseineeinfache
RechnungMan mussnur die Identitét

v = a[D,b][D,c] — a[D, c|[D,b] + ¢[D,b][D, a]
— ¢[D,a][D,b] +b[D,[D,a] —b[D,a][D, |

auf der Basis|l, m, £) nachprufenDasist zwar nicht schwierig(und auchgesche-
hen), aberziemlich unubersichtlich(es gibt 42 Summanden)weshalbes hier nicht
vorgefuhrtwird.

Desweiterersinddie analytischerkigenschaftenesspektralerripelsnochnichtge-
zeigt:Erstensnusserdie Differentiale[ D, f] fur alle Algebra-Elementg beschrankte
Operatorerauf 77 sein,washier nicht gezeigtwerdensoll, weil dereinzigeschnelle
Weg, dieszu tun, darinbestehtdieseDifferentialein lokale Ausdricle zurtickzuiber
setzen.
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DasAxiom derklassischerbimensionist demggeniberam schnellsterin deralge-
braischerSprachezu zeigen Die nichtverschwindendeoharakteristischeWertedes
Dirac-Operatorsindals

Mk =N, k=1,2,...4n n=12,3,...

gegebenundjederdieserEigenwertdst 4n-fachentartet Demzufolgeist
N

1 11 N4n<
logan:zk:—_logan_:lm o

2
—1 Mn,k

Die Dimensionder Sphérdst alsotatsachlici? ;-).

Lastnot leastgilt esaucheinetopologischeEigenschafdesSpin-Blindelsdie soge-
nanntePoincaré-Dualitahachzuprifen.

Zur Erinnerung: DasAxiom derPoincaré-Dualitdbesagtdasglie sogenannt&chnitt-
form ¢ der K-Theorie,alsodie durch

q(lpl, ) = (P @ 4], (42, D))

mit Hilfe derIndex-Paarungmit dem K-Zykel (7, A, D) definiertebilineareAbbil-
dung

g : K.A)xKeA) — Z

nicht entarteist.
Die Index-Paarungberechnetmanameinfachsteriiberdie lokale Index-Formel

~

(4. (2#.D)) = 5 [ AdDehip 0)

211

In zweiDimensionernst stetsA (M) = 1, dennderDirac GenusA (M) isteineSumme
von FormendesGradestk k£ =0,1,2...

Die demnackheinzig relevanteChern-Klassevom hochsterGrad— hier alsochs(p) —
hatdaribethinausfir Linienbindeldie niitzlicheEigenschaft

cha(p ® q) = cha(p) + cha(q),

wasmansichleicht tberleggt, wennmanberucksichtigtdassder Chern-Charakteals
ch(p) = e berechnetverdenkann,wobei F danndie Kriimmungeinesbeliebigen
Zusammenhangaufdemdurchp beschriebeneBiindelist. (Die einfachsteNahlwére
F =pdpdp.)

WegenderBilinearitat

a(pelpld) = qlplla) + a(lp], [a)
pl.ld@ld]) = alpllah) + alpl, [dD

derSchnittform genugtes,dieseauf einerBasisderGruppek, (C(S?)) zuberechnen
(K1(C(S?)) istjatrivial). Mit demim vorigenKapitel abgeleiteterZwischenresultat

q
q
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cha(py) = i%dV, wobeidV die Volumenformauf der Sphérebezeichnetfolgt dann
furallek,l € Z

d 1
an q([pr], [p]) = 5 / cha(pr @ p1) =k +1.
T S2

Insbesonderést alsoggy = 0, waszu erwartenwar: Fur jedestriviale Biindel tiber
einerMannigfltigkeit verschwindetler Chern-Charakteund somitdie Schnittform.
Mit diesemErgebniskannmannunzum BeweisderPoincaré-Dualitdschreiten.

Proposition 3.4.1. Die Scnittform q,; = k + [ auf der Sphae S? ist nicht entartet:
wennfir eineKlasse

2] = EP & lpi] k& € Z
k

in Ko(C(S?)) die Gleichung
q([=], [p]) = 0 V[p] € Ko(C(S?))
gilt, sofolgt, dass|x] trivial ist (dasheif3t[x] besdreibteintriviales Blindel).

Beweis:Seialsoq([z], [p]) = 0 fur alle [p] undfir ein[z] = ©g&k[pk]-
Esseinocheinmalandie Tatsache

[Px] © [p—&] = 2[po]

erinnert. Man kann deshalbohne Beschrankungler Allgemeinheité, > 0 fur alle
k # 0 voraussetzen.
Ausq([z], [pi]) = 0 folgt dannsofortdie Gleichung

> &k+1)=0
k
diefir alle [ geltenmuss.Dasist abernur dannmaglich, wennsowohl
> & =0 alsauch > &k =0
k k

gelten.Weil die &, fur k # 0 positiv sind,folgt dannrasch

Ek = k-
Dasbedeutetiber

2] = @ & ([px] @ [p—+]) @ &olpo] = (Z §k> [Po]- N

k>0 k>0

Bei der Konstruktiondes spektralenTripels in diesemKapitel kam den Symmetri-
en der Sphareeine zentraleRolle zu. Ohne die Beriicksichtigungder Symmetrie-
Eigenschafteraller Beteiligten (57, A, D, ~, J) wéaredie Rechnungiberhaupnicht
durchfuihrbargenvesen DieseEigenschaftersollendeshalbnoch einmalkurz zusam-
mengehsstwerden:
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3.4 Poincaré-Dualitat und abschlieRendeBemerkungen

Die AlgebraA = C(S5?) ist eineModul-Algebratiberder Lie-Algebrasu(2),
dasheif3tesexistiert eineDarstellungder su(2) auf.A, sodasdur alle f, g € A
unddie DarstellungL; € su(2)

Li(fg) = Li(f)g + fLi(g)

gilt.

Auf demHilbertraum.7# existiert eine Darstellungvon su(2) unddie Darstel-
lung von A auf 7 ist kovariantbezuglichdiesersu(2)-Darstellung,

Li(f) = Li(f)¥ + fLi(¥) feA vet
Der Dirac-OperatotD kommutiertmit der Darstellungder Symmetrierauf 52

Die Graduierungy kommutiertmit denZ;.

Die Realitatsstruktud implementierdie AntipodeSL; = —L; auf 5

JLJ = (SL)* L € su(2).

Die EigenschaftlerRealitatsstruktumussbesonderbenorgehoberwerden Siemacht
esnamlichmoglichdie Realitatsstruktug zukonstruierenwasbesondersvichtig ist,
wenndaseinzigeandergmir bekannteHilfsmittel — dasTomita-Takesaki-Theorem
versagt.

Uberhauphatsichin denletztenAbschnittergezeigtdassdie Symmetrierder Sphare
einesehreffizienteMéglichkeit darstellendasspektral€eTripel zu konstruierenDanur
wenigeBeispieleflr spektraleTripel bekanntsind, gibt daszu der Hoffnung Anlass,
dassman mit Hilfe von Symmetrie-Uberlgungenneue(und hoffentlich auchniitz-
liche) Beipiele konstruiererkann.Im sechsterKapitel werdeneinige einfacheneue
Beispiele,die mit dieserMethodegefunderwurden,vorgestellt. Nattrlich wird dort
dannauchdie allgemein€eTheorieflr spektraleTripel mit bestimmterSBymmetrierer
arbeitetZuvor soll ein einfachespekanntespichtkommutatves Beispielnocheinmal
die Tragfahigkit dieser‘Briicke” demonstrieren.
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Wasist dennsoschonanDreieclenundKreisen?
B.Mandelbrot

Die Bedeutungron Symmetrienn der Physikkannkaumuberbetontverden.Vor al-
lemsindin allenzurZeitverwendetem heorienderfundamentaleiVechselirkungen
sowvohl die Dynamikalsauchdie Kinematikweitestgehendurchdie zugrundeligen-
denSymmetrierfestgel@t.

Im FallederKinematikbeziehtsichdieseAussageaturlichaufdie ausder Symmetrie
abgeleitetericrhaltungssatzaelenerjederphysikalischdProzesgdendie entsprechen-
de Theoriebeschreibtunterworfenist. Soist die ErhaltungdesViererImpulseseine
Konsequenzer Poincaré-Kvarianzder Theorie,auf derenDarstellungstheorianter
anderemdermoderneTeilchen-Begriff beruht.Man kannaberauchdie Ladungserhal-
tung,die ausderglobalenU (1)-Symmetriefolgt, zur Kinematikrechnen.
Setztmaneinengewissenexperimentellerfinput” voraus soist auchdie Dynamikder
Theorie— alsodie Wechsekirkungstermean der Lagrange-Dichte- durchihre Sym-
metrienbestimmt.Hierzitbenodtigtmanaberauchnoch die Anforderungeinerkonsi-
stentenQuantisierbarkit, alsoetwa die Renormierbarit oderdie Abwesenheitvon
Anomalien,die aberebenélls engmit der zugrundeligendenSymmetrieverwoben
sind. Der Zusammenhangwischender Lagrangedichteler Theorieundihren Sym-
metrienberuhtdabeiin allenFallenaufdemEichprinzip,wobeifur die Gravitationdie
Spin-GruppeSL(2,C), welchedie Freiheitbei der Wahl desmitbewegten Vierbeins
beschreibtrelevantist. (Dartiberhinaudendtigtmanaberauchnochdie Diffeomor
phismusgruppealsodie freie Wahl derverwendeterKoordinaten.)

Ein weitererwichtiger Aspektvon Symmetrierbestehin ihrer Nutzlichkeit beimL6-
senvon Differentialgleichungnt. Fastalle bekannterLésungender Feldgleichungen
derfundamentaleheorienzeichnersichdurchein hohesMalRanzuséatzlichersym-
metrienaus.Erinnertsei nur an die Robertson-\allker-Metrik, die manim wesentli-
chenausdemAnsatzeinerisotropenhomogeneiassererteilungausdenEinstein-
Gleichungerableitet. Denkt manan Riemannsché&lannigfaltigkeit mit euklidischer
Signatursowdaredie Spharesinanaloge8eispiel,welcheszugleichdenBogenzuriick
zu denspektralenTripeln schlagt.m vorigenTeil wurdeja am Beispielder S? schon
angedeutetwie sichdie zusatzlicherBymmetrieneinessolchenhomogenerRaumes
in die algebraisch&pracheaderspektralentripel UbersetzetassenDassoll im néch-
stenKapitel noch einmal an einemnichtkommutatven Beispiel, welcheskann man
sichbestimmtschondenlen, verdeutlichtwerden.Die allgemeing~ormulierung die,
im Hinblick auf nichtkommutatve Beispiele,zugleicheine ErweiterungdesSymme-
triebayriffs von Gruppenauf Quantengruppeheinhaltetwird dannim daraufolgen-
denKapitel vorgestellt.Esist aberdurchaudohnenswertzuvor nocheinmalkurz auf
die allenspektralenTripeln eigene'Symmetrie” einzugehen.

Die durchein spektraledripel beschrieben&eometriehangtselbsterstandlichicht
von dergewvahltenBasisim Hilbertraumah Diesist, kurz gesagtder Begriff deruni-
taren Aquivalenz spektralerTripel. Ganzso blutleer wie es sich nun anhérenmag,
ist diesesKonzeptabernicht. Die unitarenOperatorenalso die Basiswechselauf

!Lie-Gruppenhabernihre EntdeckungyeradedieserEigenschafizu verdanlen.
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2 beschreibemamlichdie Wirkung der Diffeomorphismerder zugrundeligenden
Mannigfaltigkeit ebensawie die Spin-GruppeaundeventuelleweitereSymmetrienwie
Eichtransformationeind Familiensymmetrienin diesemSymmetrie-Bgriff verei-
nensichalsoalle obenangesprochene®ymmetrien.

Definition 3.4.2. Zwei spektraleTripel (4, A1, D1,71, J1) und (54, Aa, Da, 2, J2)
heiRenunitar aquivalent wenneineunitarelineareAbbildung

U : 4 — 7
existiertderart,dass
Ay = UAU?,
Dy, = UDU",
Y2 = UnU%,
Jo = UJU*

ist.

Die beidenHilbertraumekdnnendannnatirlichidentifiertwerden,sodasslU nureine
unterschiedlichgasisvahl beschreibtin der Folge sollte der LeserdiesenUmstand
stetsim Hinterkopf behaltengbensovie dasBeispieldesspektralerripelsdesStan-
dardmodells.

Der wichtigste Speziallall dieserunitarenAquivalenzenwird durchdie Einschréan-
kung A, = A; = A charakterisiertU definiertdannin offensichtlicheAVeiseeinen
Automorphismugler Algebra.4, und mankannnundrei wichtige Spezialfalleunter
scheiden:

e U vertauschinit der Algebra,derangesprocheng&utomorphismusgst danntri-
vial. Denkt man nun an dasspektraleTripel des Standardmodellsso kénnen
die ElementedesHilbertraumals Schnittein ein Vektorblindel @ V' Uberder
RaumzeitM interpretiertwerden.

[U,a] =0 Va € A

bedeutetlanneinfach,dassl/ zumeinennur in denFaserndesBiindelswirkt,
zumandererdort aberauchmit denin A enthaltenerMatrizen,die auf V' wir-
ken,vertauschtEsist, wie gleichklar wird, sinnvoll sichaufsolcheU, die aus-
serdemmit v und J vertauschenzu beschrang&n. Wennesjeweils nur eineFa-
milie von Fermionergabe sowaredie UntegruppesolcherunitéarerOperatoren
isomorphzur Gruppe

Map(M, Spin(4)),

der Funktionenauf der Raumzeitmit Wertenin der SpingruppeWennU nicht
mit .J vertauschtewéarees,ausgeertetin einembeliebigernPunkt,nurin Spin¢,
vertauschesnicht mit v landetmanin Pin().

Weil esmehralsnur eineFamilieim Standardmodeljibt, kannU auch(punkt-
weise)die einzelnerFamilienaufeinandeabbilden Solangeesdie Quantenzah-
len derFermionerdabeiunberihridsstwird esimmernochmit A vertauschen.
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Im BeispieldesStandardmodellst die UnteigruppederunitarenAquivalenzen,
die sovohl mit der Algebra, alsauchmit v und.J vertauscher wennmandie
rechtshandigeMeutrinosunbertcksichlasst— als

Map(M,G), G = Spin(4) x U(3)°

gegeben.Wie die GruppelU (3)® zustandekommt, wird in Kapitel 7.5 erklart,
ebensawie die physikalischeBedeutungdieserTransformationenKlar ist na-
turlich, dassim Allgemeinenunter Transformationeraus dieserUnteilgruppe
D; # D5 seinwird, selbstwenndieseTransformationekonstantiufderRaum-
zeitsind,dassaberbeideDirac-Operatorelie gleichePhysikbeschreiben.

¢ Der nachstewichtige Fall, der abernur fur nichtkommutatve Algebrenauf-
tritt, ist dereinesU, daszwar nicht mit der Algebravertauschtaberselbstein
Algebra-Elementst, U € A. Dieseinneren Automorphismetkdénnendannim
Beispiel des Standardmodellsls Funktionenauf M mit Wertenin der Eich-
gruppe alsoalslokale Eichtransformationennterpretiertwerden.

¢ Lastnotleastdie grosstdntegruppederunitarenAquivalenzernvonspektralen
Tripeln zur gleichenAlgebra,.die darausdurch Division mit denerstenbeiden
Untelgrupperhenorgeht:Die Diffeomorphismusgrupp®/ennman,wie eshier
bishergetanwurde,denHilbertraumund die Darstellungder Algebrafesthalt,
dannsind allerdingsnicht alle Diffeomorphismensondernnur diejenigendie
die Volumenforminvariantlassenunitar auf.7# dagestellt.

Es ist sehrinteressantdassalle diese,physikalischrelevanten, Symmetrienin der
Spracheder spektralerilripel in einemeinzigenvereintwerden.Die Vereinigungder
Diffeomorphismusgruppsiit deninnerenSymmetrienspielt bei der spektralen\ir-
kung,die sovohl dasStandardmodelllsauchdie Einstein-Hilbert-Vikkung beinhal-
tet, eineRolle. Die Vereinigungmit denFamiliensymmetrier§ U (3)5 fandbisheraber
nochkeineBeachtung.
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Kapitel 4

Der Nichtkommutative Torus und
seineSymmetrien

Als weiterelllustrationderangesprochendfonstruktioneinesspektralerripels“aus
denSymmetrierheraus”,seidie GruppeU (1) x U(1) angefuhrtDa essichgleich-
zeitig um ein sehreinfachestrotzdemaberinteressanteBeispielhandelt,kannman
dieseKapitelwohl auchals“Auslaufen’nachdenAnstrengungebeiderS? ansehen,
wasaberkeineswgs hei3ersoll, dassderNichtkommutatve Torusein Auslaufmodell
ist. Im Gegenteil:In Zusammenhanait der Stringtheorigst dieseAlgebrawiederins
Zentrumdeslinteressegeruckt.

U(1) x U(1) hatzwei kommutierendé&seneratorem , dz,

[61,d2] =0,
undalleirreduziblenDarstellungeV,,,,, sindnattrlicheindimensional¢charakterisiert
durchzweiganzeZahlenn,m :

(51|7’L, m) = n|n,m), (41)
do|n,m) = m|n,m) |n,m) € V. 4.2)
Als nachstedrauchtmaneineAlgebra,auf derdie Generatoremler Gruppeals Deri-
vationendagestelltwerdenkénnenUm die DiskussiordervielenFallenichtausufern
zulassenist esratsamsichauf Algebrenzubeschréanén, die jedeirreduzbileDarstel-

lung V,,,,, genaueinmalenthaltenDanngibt esautomatisctgenawzweiinvertierbae
Erzeugell, V', welchesichzudemals |1, 0) beziehungsweisi, 1) transformieren:

00U =1, 60U =0, 4.3)
a0V =0, 6V =V. (4.4)
Klarerweisest
UM V™ = pU"V™, 0UV™ = mmU"V™,
VU™ = nVTU", 0 VTU™ = mV™U™,

undwennmanfir denKommutatorder Erzeugewnersuchsweisein Polynomansetzt,
erhaltmansofort,daf3

UV = \VT, AeC (4.5)
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geltenmul3,indemmansukzessie é1, 6o anwendetZum Beispielfolgt fir die erste
OrdnungetwabeiUV —VU = aU, durcheinmaligeAnwendungvon §, soforta = 0.
Bei PolynomerhdhererGradesst natirlichanzunehmergasslieseausiber.A unab-
hangigenrSummandebestehendamitmit einemKoefiizientewvermleich agumentiert
werdenkann.

Um noch eine %-Struktur und eine Norm zu finden, die mit der Relation(4.5) ver
traglichist, und somitdurch Abschlussin der Norm eine C*-Algebra.A zu erhalten,
konstruiertmanals nachsteginekovarianteDarstellungauf einemHilbertraum. L.
Dasheif3t.7# soll selbsteineDarstellungron U (1) x U (1) tragen sowie eineDarstel-
lungvon A, sodal}

0 (Vin,m)) = (&V)|n,m)+V (é;i|n,m)) 4.7)
fur alle Vektoren|n, m) aus# gilt. Im Folgendenwird angenommendassdie in
%) existierenderin, m) eineOrthonormalbasibilden, wasdie InvarianzdesSkalar

produktesimpliziert. Welchen, m in 5% vorhandersind, wird nicht vorausgesetzt.
Ohnehinbelommtmanausder Anwendungvon é; aufU|n,m) sofort

Uln,m) = 37 Afyfn +1,k).
k

Anwendungvon §, aufdieseGleichungliefert dann

mAg, = kAL, vk
undsomit(analogfir V)
Uln,m) = A7ln+1,m), (4.5)
Vinm) = BJln.m+1) (*9)

mit zunéchsnochunbestimmterKonstanterA (= A7), BI*(= BY,,). Weil, wie
manleicht sieht,

Ufln,m) = A™ ||n—1,m), (4.10)
V*n,m) = BIlln,m—1) (4.11)

gilt, ist einewohldefiniertex-Strukturauf der Algebradurch
vUr=0"U=1=VV*=V*V (4.12)
gegebenwasaber

A7 =1=|B Vn, m,

'Der Grundfiir dasAnhangseD wird spaterklar
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und|\| = 1 erfordert. AuRerdenist dann

j%: @ Vam (4-13)

n,meZ

klar. Estaucheralsoalle irreduziblenDarstellungergenauveinmalauf, dennihre Uni-
taritdtverbietetdie ExistenzeinesVektorsim Kernvon U, U*, V oderV*.

Es mussnun nur nochdie KommutatorrelatiolV. = AVU implementiertwerden.
Dasist dquivalentzuderGleichung

AR = ABT AT
welchedurch

AT = e A™ len| = 1,2 € R,

n

B™ = cpanel) lem| = 1,

allgemeingeldstwird. Weil die gesuchteéDarstellungabernur modulounitarerAqui-
valenzinteressiertkannmanstets

Uln,m) = [n+1,m),
Vin,m) = X""|n,m + 1), (4.14)

erreichenAul3erdensiehtmansofort,dasgederVektor|n, m) als
|n,m) = U"V"™|0,0) (4.15)

geschriebemwerdenkann.Folglichist|0, 0) einzyklischer(dashei3tA|0, 0) liegt dicht
in 743), undsogareinseparierendefal0,0) =0, a € A< a = 0) Vektor Tomita’s
Theorembesagtannin diesemFall, dassdie antilineareAbbildung

Jo H - A (4.16)
al0,0) — a*|0,0) (4.17)
= |n,m) — X" —n,—m) (4.18)

mit J¢ = 1 einenAnti-lsomorphismusion A auf seinenKommutantend’ geman

d
a s Joa*Jy lef a®

induziert. Sprich:[a, b°] = 0, Ya,b € A unda — a° ist (offensichtlich)antilinear
injektiv undsurjektiv. Zum Beweis,dassa’ in A’ liegt, brauchtmannur

Ulln,m) = XN""|n+1,m), (4.19)
Von,m) = |n,m+1) (4.20)

einzusetzen)ndderRestist ganzeinfach,z.B.

[V*, U n,m) = (AN — A7) g 4 1,m — 1) = 0.
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(Schwierigerzu zeigenist nur die Surjektvitat.) Offenbarist U = U°,V = V° nurim
kommutatvenFall A = 1.
Um nun, wie bei der Sphare eine Graduierungy definierenzu kénnen,sawie ein

mit v antikommutierendes/ das.J? = —1 erfiillt, verdoppeltmanwie tiblich den
Hilbertraum.Ab sofortwird alsoauf

H = I S I
gearbeitetundwie zuvor

_ 1 0 . 0 —Jp
I CIED I Gy

definiert.Die Wirkung der SymmetrigruppelU (1) x U(1) sowie die Darstellungvon
A werdenin offensichtlichetWeiseauf 77 fortgesetztwasebensowie die nunmehr
verwendetdefinition von Jy klar seinsollte.

Gesuchtist nun - last but not least- der Dirac-OperatarDa er selbstadjungiersein
muf3,sowie mit v antivertauschesoll, hater sicherdie Form

0 o0
D=4 o)

Um einensinnvollen Dirac-Operatofindenzu kénnenkannmanwiederfordern,dass
die Wirkung derGruppeU (1) x U(1) isometrischsei, D alsoinvariantsei,und somit
mit denbeidenGeneratoren, §» vertauscheBezeichnemandie Basisin denbeiden
Eigenrdumerwon ~ mit |n, m, +) sobedeutetlieseForderungschlicht

oln,m, —) = dp m|n, m,+). (4.21)

Zur Berechnungder d,, ,,, und damit letztlich des Spektrumsvon D zieht man nun
wiederdie “OrdnungEins”-Bedingundheran Allerdingsist hierim Allgemeinena® #

a, unddie Forderung|[[D, V],U*] = 0 Vk ist nicht(nichttrivial) zuerfillen.Durchaus
mdoglich, und in der Axiomatik nichtkommutatver spektralerTripel daherstatt der
kommutatven“OrdnungEins”-Bedingunggefordert,st die Bedingung

[D,a],t°] = 0 Va,be A

unddiesfuhrtin derTatauchfur A # 1 ansZiel: Zun&chstinmalist obigeBedingung
gleichwertigzu

[[0,a],b°] =0 Va,b € A,
unddasfuhrt direkt auf die beidenGleichungen

dn—I—Q,m = an—l—l,m_dn,m,

dn,m+2 - 2dn,m+1_dn,m

mit derLosungd,, ., = an+pm+o «, 3,0 € C. WeitereGleichungergibt esnicht.
Damanin D aberstetseineKonstantevernachlassigekann,undauchdie Skalierung
von D beliebigist, wahlt manameinfachsten

dpm =n+m7 TeC.
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Die entsprechendéegigenwertevon D kannmannatirlichganzgeradlinigberechnen.
Esist abersaviesosinnvoller dasSpektrumvon D? zu betrachtenDie Eigenwerte

pinm(D?) = [+ mr]?

sindzweifachentartei(D hatdie Eigenwertet|n + mr|) undmit ein ganzklein wenig
Mihefindetman,dassdie Summederendlichen(alsom = n = 0 herausgenommen)
Eigenwertevon D2 logarithmischdivergentist

1 1

li — — < 00.

Roeo InR ) Z _|n+mr|? >
n2+m2<R?2

Die Dimensiondesnichtkommutatven Torusist also 2. Die standardgemafigech-
nung, die nichts mit der Symmetriedes Torus zu tun hat, sei hier nicht vorgefihrt.
Sie kann, ebensowie die Berechnungvon ~ als Hochschildzykl (Zwei-Form), in
[Monsara gefundenverden,wo manaucheinige sehrinteressant®eferenzerzum
Thema“Nichtkommutatver Torus”, dasin anderenAspektenhéchstnichttrivial ist,
nachschlagekann.

Zum AbschlussdiesesKapitels sollte aberzumindestnoch die eigentlicheAlgebra,
namlich die PraC*-Algebra A der “glatten” Funktionen,und die C*-Algebra der
“stetigen Funktionen” A ausgearbeitesein. Die Berechnungvon D ist schlieBlich
nur konsistentwenn es tiberhauptdifferenzierbareElementein A gibt, was bisher
stillschweigendangenommemvurde.

Betrachtetmaneinebeliebige zunachsformale,Potenzreihe

a= Z ak,rUkVT
k,r

sowie einenbeliebigemormierterVektoré = )~ &, ,|n, m), soberechnemansofort

n,m

2

lag ] =

9,8

E :fo,paqfo,sfp

0,p

(4.22)

Das siehtwenig ermutigendaus,aberwichtig ist nur die Erkenntnis, dassdie Be-

schranktheitsbedgung an denOperatora (||a&|| < oo V& € H#3) von A unabhéngig
ist. Esgenigtalso,sichaufdenkommutatvenFall zu beschrankn,undhierkannman

wiederdirekt dasGelfand-Naimark-TheoreranwendenDa der Torus7? alstopolo-

gischerRaumeinfach.S* x S ist, undman

1+ U] = 2= |1+ oV Va

unmittelbareinsiehtjst A = C(T?) fur A = 1.
Bezeichnemandie Abbildunga — [D, a] mit d sogilt

dla = Z agr(k +r)URVT,
k,r
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a € Aistalsodannund nur dannglatt, wenndie a;, schnellerals jede Potenzvon
(k + r)~! abfallen(r spieltdannfiir die KorvergenzderReihekeineRolle). Weil das
ohnehinbedeutetdassa in A liegt, kannmandie dichteUnteralgebraA kurz durch

A= a, UMV | sup(l+k+r)ag, <oo & ap, €S(Z%) (4.23)
l
k,r

charakterisierenS(Z?) bezeichnehier denSchwartz-RaunderschnellfallendenFol-

gen.

Eine AbhandlungiberdenNichtkommutatven Torusfangt tiblicherweisemit dieser
Definitionvon A, natlrlichgemeinsanmit derRelationU'V = AVU, an.DenHilber-

traums7) mussmandanniibereineGNS-Konstruktionfinden.Verwendetvird hierzu
die Spur

70 Z akﬂ«Uer = ap,0
k,r

auf A. % istalsoder Abschlussvon A, mit demSkalarprodukta|b) = 7 (ab*).

Die Existenzder Spurr, ist engmit der Symmetrie-GruppeesTorusU (1) x U(1)
vertunden(Das Skalarprodukkannja auchiberseinelnvarianzunterder Gruppen-
wirkungdefiniertwerden) Ein &hnliche?hanomenvird sichbeiderNichtkommutati-
venSphéarezeigenwo es,aul3eim kommutatven Fall, sogamocheineweiterenicht-
triviale Spurgibt, die engmit den Eigenschafterer Symmetrie-Gruppéd/, (su(2))
verlundenist.



Kapitel 5

H-symmetrischespektrale Tripel

Wie dasBeispieldesvorigenKapitelszeigtist esgelegentlichmoglicheinekompakte
Lie-GruppealsSymmetrie-Gruppeinesspektraleripelszu einernichtkommutatven
Algebra,aufdie dieseGruppeals Unteigruppeder Automorphismenwirkt, zu etablie-
ren. Die Kompaktheitder Gruppeist dabeivor allem auspraktischenGriindenwich-
tig. Die irreduziblenDarstellungersind dannnamlich alle endlichdimensionalynd
insbesonder&dnnendie Algebraund der Hilbertraumeinessolchensymmetrischen
spektralenTripelsin endlichdimensional&nterraumezerlegt werden.Dadurchwird
esdannmdglichdasspektral€eTripel systematisctzu konstruieren.

Weil mannaturlichdaraninteressiertst, moglichstviele neuenichtkommutatve Bei-
spielezufinden,undweil die Wirkungeinerkompakterlie-Gruppeaufeinenichtkommutatve
Algebraeherdie Ausnahmeals die Regel darstellt,liegt esnahe,nacheiner Verall-
gemeinerungler kompaktenLie-Gruppenzu suchenWie bereitsangedeutetvurde,
sollte dieseVerallgemeinerundabeivor allemdenfolgenderKriterien genligen:

¢ EssollteeinegeeignetaVirkung aufeineAlgebraexistieren,die so beschdaen
ist, dasskovarianteDarstellungerder Algebraexistieren.

¢ Alle Darstellungerdieserverallgemeinertersymmetriesollten endlichdimen-
sionalsein.

DiesenAnforderungergentigerdie von Woronavicz eingefihrterkompaktenQuan-
tengruppendie im wesentlichereine C*-Verwllstdndigungvon bestimmterunitalen
Hopf-Algebrensind.Daswird im nachsterAbschnittkurz erlautertim darauffolgen-
denAbschnittwird dann,basierendufdemKonzeptderkompakterQuantengruppen,
derBegriff desH-symmetrischeispektralenTripelseingefuhrt.

Es sollte noch daraufhingeviesenwerden,dassdie Suchenacheinemverallgemei-
nertenSymmetriebgriff nattrlichnicht nur durchdie Notwendigleit neuerBeispiele
motiviert ist. Vielmehrist die Motivation, etwasvereinfichendgesagtahnlichzu der
urspringlicherMotivationfur die Einfihrungvon Supegruppenin die Physik.Esist
wohlbekanntdasskeineLie-Gruppeexistiert, unterwelcherdasVakuumeinerQuan-
tenfeldtheoriénvariantseinkénnte die sovohl die Poincaré-GruppalsauchLiegrup-
penderinnerenSymmetrierdesStandardmodellalsUnteigrupperbeinhaltetlst man
alsoaneinersolchenVereinheitlichungaller Symmetriendie denvier fundamentalen
Wechselirkungenzugrunddiegen,interessiertso mussmandie Kategorie der Lie-
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GruppenverlassenEine ersteVerallgemeinerundpilden die Supegruppenund die
darausabgeleitetersupersymmetrischepheorien.
Quantengruppehildeneineumfassender¥erallgemeinerungesSymmetriebagriffs,
die derangesprocheneMotivation vollauf gerechtwird. Einerseitsgibt eszum Bei-
spiel mit der g-Deformationder (euklidischen) Spin-Gruppebei ¢> = 1 ein Beispiel
fir eineQuantengruppalie im Wesentlicherdie gleicheDarstellungstheoriwie die
vollstandigeSymmetrigruppedes Standardmodellfiat, also die Darstellungerder
Spin-Gruppeund die der inneren Symmetrienvereint. AndererseitsauchenHopf-
Algebrenin sehrnaturlicherWeiseals Symmetrienvon niederdimensionale@uan-
tenfeldtheorieim Zusammenhangit der Zopfgruppen-Statistilauf. Es gibt zwar
keine (mir bekanntenyichttrivialen Beispiele,die fur realistischevierdimensionale
Theorienrelevantsind, aberzumindesteigtdiesesiederdimensionalBeispiel,dass
Quantengruppergderetwas prazisergesagtiquasitriangularédopf-Algebren,genau
die richtigen Eigenschafterhaben,um als Symmetrienvon Quantenfeldtheorieau
dienen.

5.1 Kompakte Quantengruppen

5.1.1 Hopf-Algebren

Einfihrungenin die Theorieder Hopf-Algebren([CP][Deb][Mb][pink][Wcom]) gibt
esmittlwerweileweit mehrals solchetiberNichtkommutatve Geometrie Eswird in
derFolge eineVertrautheidesLesersmit diesemBegriff vorausgesetzDerfolgende
Abschnittdientohnehinnur zur Erinnerungan Definitionenundwichtige Eigenschaf-
ten, bevor im nachsterAbschnittWoronaviczs Definition, die sehrviel eleganterist,
besprochemwerdenkann. Aus diesemGrund wird die folgendeDarstellungnur die
wichtigstenDefinitionenstichwortartig zusammerdgssen Fur eine ausfuhrlichePra-
sentationware ohnehinwederRaumnochZeit. Die gewvéhlte Darstellungfolgt (sehr
eng)[CP], einesehrguteReferenzst [Deb].

Definition 5.1.1. Eine unitale Algebra tberC ist ein C-Vektorraum A, zusammen
mit einerbilinearenAbbildungy : A ® A — A, demProdukt,undeinerlinearen
Abbildung: : C — A, der Eins-Abbildung,so dassdie folgendenDiagramme
kommutieren:

id®L

A®C AR A

1%

dasdazu“geflippte”
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L®id
CeA

A A

IR

welchedie EigenschafterdesEins-Elementesharakterisierergovie die Assoziatvi-
tat:

peid
AA®R A A®A
ideou 1z
AR A A

Eine Algebraist kommutatv, wenndasDiagramm

A®A

A®A

kommutiert,wobei

c : ARA - AR A
a1 ®az — az®a;

derFlip-Automorphismusst.

Dassoll, wie schonbetontwurde,nicht weiter erlautertwerden.Vielmehrdientdiese
Definition einzig dem Zweck den Leseran die relevantenDiagrammezu erinnern,
bevor diesenundurchumdreherder Pfeiledualisiertwerden.

Definition 5.1.2. EinekounitaleK o-Algebra GiberC ist ein C-Vektaraum A, zusam-
menmit einerlinearenAbbildungA : A — A ® A, demKoprodukt,und einer
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linearenAbbildunge : A — C, der Ko-Eins-Abbildung,so dassdie folgenden
Diagrammekommutieren:

id®e
A C A® A
= A
A : A
id
dasdazu“geflippte”
e®id
CeA A® A
o A
A : A
id

welchedie Eigenschaftedesko-Eins-Elementangebensowie die Ko-Assoziatvitat:

Agid
ARAR® A AR A
ideA A
AR A A

EineKo-Algebraist kokommutaty, wenndasDiagramm

g

A A

A A

A A

A

A

kommutiert.
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Ahnlich wie man fiir jede Algebra A die “opposite” Algebra .4° mit dem Produkt
1 o o, dasautomatischlwohldefiniertist, definiererkann,ist auchzu jederKo-Algebra
A eine“opposite”’Ko-AlgebraA, mit demKoprodukto o A gegeben.

FurdasKoprodukteinesElementes € A wird in derFolge Sweedler&urz-Notation

Aa) = agy @ a(g)

stattdeslanglichenA(a) = 3, a(1); ® a(a); verwendet.
Der Begriff einesHomomorphismuson Algebrenmussan dieserStellewohl kaum
ins Gedachtnigzuruckgeruferwerden.

Definition 5.1.3. Ein Homomorphismuson Ko-AlgebrenA, B ist einelineare Ab-
bildung

¢ : A—B
mit denzusatzlicherkigenschaften
(p@p)oAa=Apoyp und €BOY = €.

Eine Hopf-Algebraist savohl eine Algebraals aucheine Ko-Algebra,versehermit
Vertraglichkeitsanfodemngen an Produktsownie Koprodukt,und mit einer zusatzli-
chenStrukturausgestattet:

Definition 5.1.4. EineHopf-Algebra H tberC ist ein Vektorraumsodass
1. H istsowvohl eineAlgebraalsaucheineKo-Algebra.

2. Die Multiplikation p : H ® H — H unddieEins: : C — H sind
Homomorphismewon Ko-Algebren.

3. Die KomultiplikationA : H — H ® H unddie Ko-Einse : H — C sind
Homomorphismewon Algebren.

4. Auf H existierteinelineareAbbildung
S : H—H,

die Antipode,sodassdie folgendenDiagrammekommutieren:

seid
AR A

A A

A

A

LRE

und



100 5.1 Kompakte Quantengruppen

ides
AR A

A®A

LQe€

FurHopf-AlgebrenistdannnatirlichauchA$, alsodie Algebramit umgelehrtemPro-
duktundKoprodukt,definiert.Die folgenderBemerkungestellendie fir dasWeitere
wichtigstenEigenschaftewon Hopf-Algebrenzusammen.

Bemerkung5.1.5. Dasklassisch@eispielfiir eineHopf-Algebraist die AlgebraC'(G)
der Funktionenauf einer kompaktenLie-GruppeG, mit dem punktweisenProdukt
von Funktionen.(\) = A1, A € C sowie, mit der IdentifikationC(G) @ C(G) =
C(G x @G), die naturlich die Wahl einesentsprechendefiensorprodukteson C*-
Algebrenvoraussetzt,

A(f)(g1,92) = f(g192), e(f)=1rf(e) und  S(f)(g) = flg™")
mit e demneutralerElementvon G.

Bemerkung5.1.6. WennH eineendlichdimensionalelopf-Algebraist, sokannman
stetsdie zu H dualeHopf-AlgebraH* definieren.H* ist dabeiderdualeVektorraum
zu H, mit derPaarung(.,.) : H* ® H — C. DasdualeProdukty* in H* wird Uiber

<hvu*(a®/8)>:<h(1)7a><h(2)7/8> h€H7 CK,BEH*

mit Hilfe desKoproduktesson H definiert,und dasdualeKoproduktA* analogmit
Hilfe desProdukteq:

<N(f & h)vA*(a» = <f7 O‘(1))<h7a(1)>'

Wenn H unendlichdimensia ist, soldsstsich auf dieseWeiseimmernochein Pro-
duktauf H* definierenDie entsprechendBefinition eineskoproduktesfunktioniert
abernurin AusnahmefallenDie auftretendeObstruktionriihrt von der Tatsachénher,

dassH*® H* im AllgemeinennureineechteUnteralgebraon (H @ H)*, wohinobige
Definitionvon A* abbildet,ist. MankannabertrotzdemstetseinedualeHopf-Algebra
definierenDieseist allerdingsnichtaufdemDualraumvon H, alsoH* definiert,son-
dernaufderim FolgenderdefiniertenUnteralgebrgbeziiglichy*) H? von H*:

H % {0 e H | A*(a) € H* @ H').

Dassiehtrechtnaheliegendaus.Es ist abernicht ganzeinfach zu zeigen,dassdie
AbbildungenA*, 1* tatséchlichauf H¢ wohldefiniertsind.

Im obigenBeispielC(G) ist C(G)? isomorphzur universellerEinhiillenderi/(g) der
Lie-Algebrag von G. Auf denElementeril” € g, denprimitiven ElementerderHopf-
Algebral{(g), istdann

AT)=T®1+1®T, e(T) =0 und S(T) = -T.
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Bemerkung5.1.7. Ein Hopf-ldeal I einerHopf-AlgebraH ist ein zweiseitigeddeal
derAlgebraH, mit denzusatlicherEigenschaften

AN =I®1+1®1, e(I)=0 und S(I)cI.

Bemerkung5.1.8. Die fiur das Weitere wichtigste Bemerkungbetrifft die Antipo-
de S. Aus den beidenkommutierenderDiagrammenin 4. folgt, dassS ein Anti-
Isomorphismuson H ist. Esgilt also

S(fh) = S(h)S(f) fhe H.

(EinenBeweisfindetmanin [Deb].) Alternatv kannman.S deshalbauchalsIsomor
phismus

S : H—H)

von Hopf-Algebrenauffassen(Ein Isomorphismuson Hopf-Algebrenist einelinea-
re Abbildung, die sonvohl ein Algebra-Homomorphismusls auchein Ko-Algebra-
Automorphismusst.) Folglich ist S? ein Automorphismusson H. Fiir kommutatve
Hopf-Algebren,also die Funktionenauf Gruppen,ist stetsS? =id, ebensowie fiir
kokommutatve Hopf-Algebrenalsodie universellerEinhillendernvon Lie-Algebren.
Im Allgemeinenist aberS? #£id.

Die beiweitemwichtigsteEigenschaftron Hopf-Algebren zumindesim Zusammen-
hangmit H-symmetrischespektralenTripeln, rihrtabervonihrer Darstellungstheo-
rie her Diesehat namlich eine &hnlicheStrukturwie diejenigevon Gruppen.Insbe-
sonderast esmaoglich Darstellungerzu tensorierenganzim Gegensatzu beliebigen
Algebren wo mit 7, m3 —wegenderfehlenderLinearitat— m; ® my keineDarstellung
definiert.

Definition 5.1.9. Sei H eineHopf-AlgebratberC, V ein komplexer Vektorraum.V/
ist ein Links- H-Modul wenneinelineareAbbildung

A HV=SV

existiert, sodassdie folgendenDiagrammekommutieren:

pR Ly
HH®V HRV
Ty@A A
HeV \%

alsodie Vertraglichleit mit demProduktin H, sawie die analogeEigenschaffir die
Eins:
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L®]1V
CoV

HoV

1%

1y

Ein RechtsH-Modul wird analogdefiniert.

Dabeiwird natirlichnur die Algebra-Strukturvon H verwendetIn der Folge wird
zumeiststatt\(h @ v) einfachh > v geschriebenwennimmerdiesnicht zu Missver-
standnissefiihrenkann.

Definition 5.1.10. Sei H ein Hopf-AlgebratberC, V ein komplexer Vektorraum.V
ist ein Links- H-K omodul wenneinelineareAbbildung

p + Vo>HRV

existiert, sodassdie folgendenDiagrammekommutieren:

A®]1V
HHRQV HV
1y ®p p

HeV |4

alsodie Vertraglichleit mit demProduktin H, sawie die analogeEigenschaffir die
Eins:

e® 1y
CoVv

HoV

IR

1y

Ein RechtsH-Komodul wird analogdefiniert.

In der Folgewerdenzumeistabernur H-Moduln verwendetStatt H-Modul wird oft
aucheinfachvon einerDarstellungvon H gesprochen.
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Bemerkung5.1.11. WennV' ein H-Modul ist, soist V' automatischauchein H*-
Komodul.JederH-Komodulist auchein H*-Modul. Im letzterenFall zum Beispiel
ist eineWirkungvon H* aufV als

abv= (a, h(1)>v(2)
definiert,wobei\(v) = h(1) @ v(g) ist.

Bemerkung5.1.12. SindzweibeliebigelLinks-H-Moduln V, W gegebensoist auch
V @ W einLinks-H-Modul mit dereinfachenDefinition

ho (v @w) = (k) >v) @ (hg) > w).

WegenderLinearitdtdesKoproduktesiefiniertdieseinelineare Abbildungvon H in
die Endomorphismewon V' @ W. Die Darstellungs-Eigenschaifit ebenélls offen-
sichtlich,weil A ein Algebrenhomomorphismusn H ist.

Bemerkung5.1.13. Die Antipode S von H ermdéglichtdie Definition einer Darstel-
lungvon H aufdemDualraumV* jederDarstellungl’ von H gemass

(h> & v) = (£, S(h) > o),

mithe H, € V*undv € V.

Mankanndie Paarung(., .) auchalslineareAbbildungvon V* ® V' nachC auffassen.
Auf demTensorprodukist abergemésslerobigenBemerkungstetseine Darstellung
von H definiert,und esist fur dasFolgendewichtig, derenVerhaltenunter(.,.) zu
studierenDazuseinocheinmalandie Antipoden-Eigenschaft

(no (S@id)A) (h) = e(h)

erinnert.Esist dann:

h (& v) (h(1y > & b2y > v)
= (£, S(h )Dh() v)

(€ (no (S®id)oA)(h)>v)
(

h){€, v)-

Die obigeDarstellungvon H auf V* ist alsomit dertrivialen, eindimensionalear-
stellungvon H, welcheja durche(h) gegebenist, vertraglich.Insbesonderexistiert
somit stetseine Darstellungvon H auf denEndormorphismerEnd(V) =V @ V*
einerDarstellungV’, welchefir O € End(V') explizit als

= €

(h > O)U = h(l) > O(S(h(Q)) > ’U)

gegebenist. DieseDarstellungvon H aufdenOperatorerinergegegebenDarstellung
aufV istin demim FolgendererlauterterSinnmit derWirkung derOperatorerauf V’
vertauscht:
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Fur dasVerstandnigier folgendenerRechnungsollte mansich nocheinmaldie Ko-
Assoziatvitat, (id ® A) o A = (A ®id) o A, dieauchals

hya) @ haye) @ he) = ha) @ he)a) @ b))

geschrieberwerdenkann, ins Gedachtniszurtickrufen.Genauwie oben,fasstman
nundenAusdruckOw flir einenbeliebigenOperatorO alsElementvon End(V)®V,
welcheamit derentsprechendefensorprodukt-Darstellungerseherst, auf.

Proposition5.1.14. Esist stets
(hy > O)(hy>v) = hp (Ov).
Beweis:

(h1y > O)(hyp ) = hayay > (O (S(hayz) > hz) U))
= hgy> (0 (S(he))) b hye) > v))
= hqy> (O (e(hz)v))
— (i[d®@e) o A)(h) > (Ov)
)

= hop (Ov). [}

DieseBemerkungwird spatemwichtig, weil damitzumBeispielaufdenEndomorphis-
menvon H ® V eineDarstellungvon H definiertist. Es machtdaherinsbesondere
Sinn von einemunter H invariantenProjektorfir einenendlich erzeugterprojekti-
ven Modul zu sprecheninvarianzbedeutedabeih > p = ¢(h)p. Dasentsprichtder
trivialen,eindimensionale®arstellungvon H.

WennderVektorraumV mit zusatzlicherStrukturenausgestattast, sowird manna-
turlich bemihtsein, die (Ko-)Modul-Strukturmit diesenvertraglichzu wahlen.Be-
sondersnteressanist selbsterstandlichderFall, wennV selbsteineAlgebraist. Man
erhaltdanndie angesprochengerallgemeinerunger Wirkung einerGruppeals Au-
tomorphismeraufeineAlgebra.

Definition 5.1.15. Eine unitaleAlgebra A heif3tLinks- H-Modul-Algebra, wennsie
ein Links-Modulfur die Hopf-AlgebraH ist, undwennzuséatzlichfir alleh € H und
a,b € A die Bedingungen

ho (ab) = (hqy > a) (k) >b) und holg=ce(h)ly
erfillt sind.Rechts-H-Modul-Algebr en sindanalogdefiniert.

Die Bedingungan die Wirkung von H auf dasEins-Elementvon H kann man so
auffassendassl € A einetriviale Darstellungunter H bildet.

Definition 5.1.16. Eine unitale Algebra A heisstLinks- H-Komodul-Algebra wenn
sieein Links-Koodulfur die Hopf-AlgebraH ist,undwennzusatzlichfir allea, b € A
die Bedingungen

p(ab) = p(a)p(b) und p(la) =1g @14

erfullt sind,wennalsop ein Algebrenhomomorphismust. Rechts# -K omodul-Algebren
sindanalogdefiniert.
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In der Folgewerdenzumeistabernur H-Moduln und H-Modul-Algebrenverwendet.
Statt H-Modul wird oft aucheinfachvon einer Darstellung von H gesprochendie

Darstellungauf einer H-Modul-Algebrawird oft auchals kovariante Darstellung

bezeichnet.

Bemerkung5.1.17. Die Bedingungan die Vertraglichkeit desKoproduktesvon H
mit dem Produkteiner H-Modul-Algebrawird im Wesentlicherdurch das Tensor
produktvon Darstellungervon H diktiert. DasProduktvon A ist ja eine Abbildung
von A ® A nachA, unddie entsprechendBedingungstellt dannsicher dassmit der
Tensorproduktdarsteihg \g zu derDarstellungh von H auf.A die Gleichung

podg=Aopu

gilt.

Esmussaberdaraufhingeviesenwerden,dassdie naturlicheDarstellungeinerHopf-
Algebraaufsichselbstim Allgemeinennicht kovariantist. Fr die universelleEinhl-
lendeeinerLie-Algebraist ja zumBeispiel

Li(LiLy) # (LiLj) Ly + L;(LiLy,).
Demg@enlbeiist die adjungierte Darstellung
hvok=hay-k-S(heg)) h,k € H
einerHopf-Algebraauf sichselbstimmerkovariant.Zum Beispielist fir ¢/ (g)
Liv> Ly = [Li, L],

unddie Kovarianz-Eigenschafblgt dannausder Leibniz-Reayel fir denKommutator
(in U(g)). Die meisten,in der Folge aufgelisteterEigenschaftervon solchenkova-
riantenDarstellungerkannmansich anhanddiesesBeispielsplausibelmachen(was
allerdingsdemLeseruberlassemleibt).

Bemerkung5.1.18. Wenn.4 eine H-Modul-Algebraist, soist die oppositeAlgebra
A° mit

hov a0 (S(h)>a)’
automatiscteine H2-Modul-Algebra.Daswird spatersehrwichtig werden.

WennmanHopf-AlgebrenC*-algebraisctbeschreibemill, sobendtigtmannattirlich
nocheinelnvolution:

Definition 5.1.19. EineHopf-*-Algebra isteineHopf-AlgebraH , die einex-Algebra
ist, sodassdie Komultiplikation A : H — H ® H unddie Ko-Einse : H — C
(mit dennaturlichen«-Strukturenauf H @ H undC)

x-Homomorphismesind.

Zur Erinnerung:Ein x-Homomorphismugwischenzwei x-Algebren A, B ist ein Al-
gebrenhomomorphismysmit derEigenschaftp(a*) = p(a)*, a € A.
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Bemerkung5.1.20. Aus denBedingungeran A unde folgt (mit etwasMuihe)
S(a)* = S (a").

Definition 5.1.21. Eine kovariante Darstellungvon H auf einer x-Algebra.4 heil3t
unitar, wennfir jedesa € A undalleh € H die Gleichung

hea* = (S(h*)>a)*
erfullt ist.

(DieseDefinition kannmansichamehesterplausibelmachenwennmanandie Dar
stellungeinerHopf-Algebraauf dem DualraumeinesDarstellungsraumdenkt. Falls
mandieseRaume( A und.A*) identifizierenkann,soist die obigeDefinition aquivalent
zuderForderung

(a,h>b) = (h* > a,b)

die schonetwasvertrauteiist.) EsbleibtdemLeserliberlasserzu Uberprifendassie
adjungierteDarstellungeinerHopf-+-Algebraauf sich selbstimmer unitarist, wasin
derFolgeabernicht benétigtwird.

5.1.2 Kompakte Quantengruppen

Fur die Konstruktionvon spektralenTripeln mit Hilfe von Hopf-Symmetrienwird
es hilfreich — wennauchnicht unbedingtnotwendig— sein, wenn sich Hilbertraum
und AlgebradesspektralenTripels in endlichdimensionaldDarstellungerder Hopf-
Algebrazerleggenlassen AllgemeineHopf-Algebrenhabenaber— wenniberhaupt
nur sehrwenigeendlichdimensionalérreduzible,unitdreDarstellungen.
Deshalbbeschrankiman sich am bestenvon Anfang an auf solcheHopf-Algebren,
die ausschlieRRlicrendlichdimensionalérreduzible Darstellungerbesitzen,und dies
ist die ursprunglichedefinierendecigenschafton kompakterQuantengruppemlitt-
lerweile gibt es abereine wesentlichelegantereC*-algebraischéefinition, auf die
mich Prof. J.Varilly aufmerksamgemachthat, und die im folgendenAbschnittkurz
erlautertwerdensoll.

Definition 5.1.22. Ein PaarG = (A, A), bestehenduseinerseparableminitalenC*-
Algebra A undeinemunitalenx-Algebra-Homomorphismua : A — A ® A heil3t
kompakte Quantengruppewenndie folgenderbeidenBedingungererfiillt sind:

1. A istkoassoziati

2. Die beidenMengen

B, = {(b@1)A(a) ; a,be A} (5.1)
Br = {(1®b)A(a) ; a,be A} (5.2)

sinddichteUntermengewvon A ® A.
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Bemerkung5.1.23. Wenn die Algebra .4 kommutatv ist, also nachdem Gelfand-
Naimark-Theorermein Raum X existiert mit A = C(X), soist X eine kompakte
Gruppe,daswird spaternochklar werden.Die Gruppenstruktuauf denreinenZu-
standervon A kanndabeimit Hilfe desKornvolutionsprodulg

(€1 % &2)(a) = (&1 ® §2)A(a) £,6€X  a€eA

rekonstruiertwerden,von dessenNohldefiniertheitman sich leicht selbstliberzeugt,
die Assoziatvitat diesesProduktsfolgt ausder Koassoziatiitat von A. Insbesondere
ist dannfir die entsprechendeGelfand-Tansformiertena von Algebra-Elementen
a€A

A(a)(€1,82) = a(ér * &2).

Die Dichtheits-Bedingung5.1) besagtlann,dasst; (€1)é2(&2) fur beliebigeElemente
c1 ® co von A ® A stetsalskonvergenteReihevon Termender Form 8(51)&(51 * &9)
geschriebemverdenkann.Dasist sichernur dannmdéglich, wenndie linke Kiirzungs-
eigenschaft

Ex&1=E6x&% = & =&
erfullt ist, dennnur dannist fir jedes¢ die Abbildung

e+ C(X) = C(X)
a(1) = Tea(§) = a(€* &)

surjektiv. Die Bedingunger(5.1),(5.2)fordernalsoim wesentlicherdie (beidseitige)
KurzungseigenschaftesKonvolutionsprodits .

Esist sehrbemerlenswertdassmanersthier, in demC*-algebraischefRahmengr

kannte dasgederkompakteRaum,dereineassoziatie, stetigeVerknipfungmit die-

serKirzungseigenschalftesitzt,automatiscteinekompakteGruppeist. Die Existenz
desneutralerElementssowie die Existenzund Stetigleit der Inversionmiissemicht

gefordertwerden.

Diesekurze Definition bedarfnun naturlich einer entsprechendéangenErlauterung.
Vor allemmussherausgearbeiteterden dassundwarumausdenbeidengeforderten
Eigenschaftervon A gemeinsanmmit den Eigenschaftereiner C*-Algebradie Exi-

stenzeinerHopf-Algebra A folgt, die dichtin A liegt. Die Beweisesindviel zu lang

und zu technischals dassman sie an dieserStelle sinnvoll wiederholenkann, aber
zumindestie entscheidendeldeenderKonstruktionsolltenerklartwerden.

Schonin der(kommutatven) TheoriederkompaktenGruppenfolgendie meisterEi-
genschaftererDarstellungstheoriausder ExistenzdesHaarMaReswelchemauch
hier die zentraleRolle zukommt.

Satz5.1.24. SeiG = (A, A) einekompakteQuantengruppeDann existiert ein ein-
deutiger Zustand(ein positivesnormiertedinearesFunktional)h auf A mit

(id ® h)A(a) = (h @id)A(a) = h(a) -1 € A Va € A.

h heil3tdasHaar-MalR von@.



108 5.1 Kompakte Quantengruppen

Bemerkung5.1.25. Mankannsichschondenlen,dassh im Fall eineskommutatven
A = C(X) dasHaarMal derkompaktenGruppeX ist, also

h(a) = /X ap(©)a(e).

Damit lasstsich auchdie Invarianz-Eigensch erklaren:Esist dannnamlichwegen
derInvarianzdesHaarMal3es:

(doWAG@)E) = (@) /X aps(€) o (€)

Esist der Beweis diesesSatzespei demdie Eigenschaftemer C*-Algebrains Spiel
kommen.Woronawicz konstruiert,analogzum obigen kkommutatven Beispiel, das
HaarMalR alsLinearkombinationvon reinenZustanderfintegral), sprich:alsunendli-
cheReihe,derenKornvergenzdurchdie Norm-Eigenschafteron A gesicherwird.
AusderExistenzdiesedHaarMalReskannmandannaufdie folgendenutzlicheEigen-
schaftschliel3en

Proposition5.1.26. SeiG einekompakteQuantengruppeDannist jedeirreduzible
unitare Darstellungvon G endlichdimensional.

Mit “unitare Darstellung”ist hier, derin der Literatur GblichenKornventionfolgend,
eigentlichx-Ko-Darstellunggemeint.DieseBegriffsbildung bietetsich fir Quanten-
gruppenan, was durch die folgendeWiederholungeineskleinen Teils der harmoni-
schenAnalyseauf kompaktenGruppenplausibelgemachtwerdensoll. Sie dient zu-
gleichalsVorbereitungauf die weiteruntenfolgendenAussagen.

Sei X einekompakteGruppe Dannkannmaneine N,-dimensionalérreduzible,uni-
tareDarstellung
u® @ X = My, (C)

offenbarals N2-Tupel von stetigenFunktionenug;, € C(X) auffassen(Fur SU(2)
sinddaszumBeispieldie Matrix—EintrageD%)m, (0, ¢, x) derbekannterD-Matrizen.)
Esist wohlbekanntdassdie AlgebraC(X) unterderrechtsrgularenDarstellungin
einedirekte Summealler irreduziblenDarstellungereerlegt werdenkann, wobei je-
de Darstellunggenaueinmal auftritt. Mit anderenWorten: Die Funktionenu% bil-
deneinelineare Basisvon A. Daruiberhinausist fur eine Darstellungper Definition
u(é1)u(é2) = u(& * &) und dasKoproduktvon C'(X') hatauf dieserBasisfolglich
die besonderginfacheForm

Alug) =" ufl, @ upy.
k
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(Nebenbebemerkt:DasProduktder Algebra-Elemente:d; untereinandeentspricht
danndem Tensorierenvon DarstellungenMan kanndeshalbdie AlgebraC'(X) als
die Mengealler Darstellungemer Gruppe versehemit derdirektenSummeunddem
Tensorprodukals VerkniipfungenansehenUmgelehrtkannmandie Gruppeausdie-

ser Hopf-Algebraauf dem gleichenWeg rekonstruieren Diese Beobachtungst im

WesentlicherderInhalt der Tannaka-Krein-Dualitéfiiir kompakteGruppen.)

Der DarstellungsraunC™e ist vom Standpunkider Hopf-AlgebraC'(X) ein Links-

Ko-Modul mit

Ap(ef) =) ud @ ef
J

auf der entsprechendeBasise® von CNe. Es existiert (wie fur Hopf-Algebra)na-
turlich aucheine Rechts-K-Modul-Struktuy die hier wohl kaumexplizit angegeben
werdenmuss.

Mit dieserKo-Wirkung von C(X) existiert dannautomatiscraucheine Wirkung der
dualenHopf-Algebragemar’

ey = Z(x,u%) ® e5.
J
Damitgelangtmandannzur urspringlicheefinition derunitdrenDarstellungervon
kompakterQuantengruppen:
Siesindals x-Darstellungerder dualenHopf-AlgebraC (X)? definiert.

(Dasmachtin derTerminologigja auchSinn,weil manvon Quantegruppensprechen
mochte,undnichtvon“quantisierterFunktionenalgebreilberkompaktenGruppen”.)

Proposition5.1.27. SeiG = (A, A) einekompakteQuantengruppeEsexistiert eine
lineare Basisug; in A, wobeia die irreduziblen,unitaren Ko-Darstellungn von G
parametrisiert,sodass

> uf (ufy)" = 5
k
> ) g = by
ist. DesWeiterengilt fur dieseBasis
Aluf) = D uff @ug;.
k
Damitist mandannschonein grol3esStiickweiter, dennvon nunankannmanmit der

Basisuy;, weiteragumentierenund damitdenHauptsatdbeweisen:

Satz5.1.28. SeiG = (A, A) einekompakteQuantengruppendsei A die Menge al-
ler Linearlombinationenvon Matrix-Elementeraller endlichdimensionalemnitéaren
DarstellungenvonG. Danngilt:

1. Aisteinedichte x-Unteralgebra von .4 und
A(A) C A®aqyq A,

wobeimit®,,, dasalgebraisthe Tensorpodukt(ohneNorm-Absbluss)bezeib-
netwurde
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2. (A, A],) ist eineHopf+-Algebra. Die Antipodeund die Ko-EinsdieserHopf-
Algebra sindals

gegeben.

Es sei noch erwahnt,dassWoronavicz die obige Antipode mit Hilfe des Tomita-
Takesaki-Theoremkonstruiert.DieseTatsacheawird in der Folge abernicht verwen-
det;siespieltabereinegrofReRolle beiderVerallgemeinerunderkompakterGruppen
zu lokalkompakterQuantengruppemei denendie Algebradannalsonicht mehruni-
talist ([KV1], [KV2]).

5.2 H-symmetrischespektrale Tripel

Die soebeneingefuhrtenkompaktenQuantengrupperignensich henorragendals
Symmetriervon spektralerripeln. In diesemAbschnittsollendie allgemeinerDefi-
nitionenhierzuprasentiertverden.Theoremegie die ExistenzdieserStrukturerunter
bestimmtenVoraussetzungereigen,konntenwir leider nicht bewveisen.Im klassi-
schen kommutatven Fall ist allerdingswohlbekanntund deshalbhier nicht von In-
teresse)dassorientierbarenomogendraumestetseineinvarianteMetrik besitzenlin
diesemFall existierenalsoimmer 2/ (g)-symmetrischespektraleTripel. Eigenschaf-
tendieser(balddefinierten)H -symmetrischespektralentripel lassersich (zur Zeit)
ebenélls nur an konkretenBeispielenbeweisen.Aus diesemGrundwird dieserAb-
schnittder mit Abstandkiirzesteder ganzenArbeit sein,das"Auge desSturms”ge-
wissermalien.

Erlauternlassensich solchemathematischeBegriffe meineskErachtensohnehinam
besteranhandvon konkreten nicht zu trivial gevéhltenBeispielenZwei solcheBei-
spielewarendiesermKapitel vorangestelltWeiterewerdenin denfolgendenAbschnit-
tenundKapitelnerlautert.

GgyeberseieinekompakteQuantengruppé’, ihre dualeHopf-AlgebraH, sowie eine
Links-H-Modul-Algebra.A.

Wennmanvoraussetztdassauf demHilbertraumdesspektralenTripelseineDarstel-
lung von H existiert, soinduziertdieseeineWirkung von H auf die Operatorerauf
2 und somitauchauf 7(.A), wobeiabera priori nicht klar ist, dassdieseWirkung
nicht aus.A herausfiihrtEsist dahereine nattrlichezusatzlicheForderung,dassdie
Wirkung von H auf (.A4) mit der urspringlichenWirkung von H auf .A) Uberein-
stimmt. Als AnalogoneinerinvariantenMetrik werdender Dirac-OperatorD, und

ausdemKommutantervon H gewahlt.

Etwassubtilerist nur die Symmetrie-Bedingungn die RealitatstrukturJ: Die Rea-
litatsstrukturinduziert eine Darstellungder oppositeAlgebra . 4° von A auf A. Mit

derWirkung von H auf A existiert stetsaucheine Wirkung von Hg, alsoder Hopf-

Algebramit derumgelehrtenMultiplikation und Komultiplikationwie diejenigevon

H (Eins,Koeinsund Antipodesindgleich),auf die Algebra.A°,

h°>a® = (S(h)>a)’.
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Die AntipodeS von H istin Woronaviczs TheorieeineAntiisomorphismugwischen
H und H, diein zyklischen separierendeDarstellungervon demantilinearerOpe-
ratorderTomita-Takesaki-Theoriénduziertwird. EinezyklischeseparierendBarstel-
lung von A wird aberim Allgemeinennicht zyklischundseparierendiir die Algebra
H, diejaviel groReiist, sein.DeshaltkannmanWoronavicz' Konstruktionhier nicht
direkt Ubertragen(Aus diesemGrundwurdesie obenauchnicht erlautert.)
Andererseitsvird durchdie Realitatsstruktur/ und die Links-Wirkung von # auf
A automatischeine Rechts-Vitkung von H auf .4 induziert,die manaberauchals
Links-Wirkung deroppositeHopf-AlgebraH? auffasserkann.Esist danneinenattir
liche Anforderung dassdieseDarstellungmit dervon derAntipodevon H herriihren-
denulbereinstimmtund somit

Jh*sa*J = Jh T e Ja* T = S(h) b a®

gilt. EssolltealsoJh*J ! = S(h) sein.

Zumindestn denbereitsbespochenenBeispielenaberaud in allen, die noch vorge-
stelltwerden,erweistsich dieseForderungsowohlals erfillbar als aud als nitzlich.
Wennmanvoraussetztgassdie kovarianteDarstellungvon H auf A unitar ist, soist
die obigeBedingungim Ubrigen&aquivalentzu der Forderungdassauchdie Darstel-
lungvon H aufdemHilbertraum.s# unitérist.

Definition 5.2.1. Ein spektralesTripel (7, A, D,~, J) heil3t H-symmetrisch (oder
H-kovariant),wobei H die dualeHopf-Algebrazu einerkompaktenQuantengruppe
G ist,

H=G",
wennzusatzlichdie folgendenBedingungererfillt sind:

e Die AlgebraA ist eineLinks-H-Modul-Algebraunddie Darstellungvon H auf
A istunitar

Auf demHilbertraum.7# existiert eineDarstellungvon H. Die Darstellungvon
A istkovariantbeziglichdieserDarstellungdasheil3tesist fir alleh € H, alle
a € Aundalley € 57

ho (azﬂ) = (h(l) > a) (h(z) > w) . (5.3)

Der Dirac Operatotkommutiertmit allenElementerh, € H:

[D,h] =0

Die Graduierungy kommutiertmit allenh € H:

[’77 h] =0

Die Realitatsstruktuty implementiertdie Antipodevon H aufdemHilbertraum
2, dasheilRt,esqilt fur alleh € H

Jh*Jt = S(h)
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Bemerkung5.2.2. Insbesondersind die beidenzuwvor besprochenespektralenrri-
pel fur die Sphareund den nichtkommutatven Torus U (su(2))-symmetrischbezie-
hungsweisé/ (u(1) @ u(1))-symmetrisch.

Wegen desKoproduktesA(L;) = L; ® 1 x 1 ® L; Ubersetztsich die Kovarianz-
Bedingungfir die Darstellungder Algebrain

Li(a) = (Lia)Y + a(Liy)),

alsodie Leibnizregel,beziehungsweisgie Kovarianz-Bedingunéir SU (2)-homogene
Vektorblindel.

Die Symmetrie-Bedingungn die Realitatsstruktuwurdebei der Spharebereitsvor-
gefuihrt,beim Torusist sie besonderginfach. Die Antipodeist auf den Generatoren
einerLie-Algebraals S(L;) = —L; gegebenBeim Torusist Ly, = _ia%i’ wahrendJ
die komplexe Konjugationist. Dannist klarerweise

JL;J =L; = —L; = S(L;).
Die Kommutationsrgelnfir D und~ sindperKonstruktionebenélls erfillt.

Bemerkung5.2.3. In dem Begiff des H-symmetrischerspektralenTripels, der als
VerallgemeinerungerWirkung von Lie-Algebrenvon kompaktenGruppenaufzufis-
senist, wird mit der Wirkung von Hopf-AlgebrengearbeitetDie universellenEin-
hallendenvon solcherLie-Algebrensind naturlichkeinekompakterQuantengruppen
(die dualeHopf-AlgebraC'(G) ist kompakt).Furdenzur MotivationverwendeterZu-
sammenhangwischender Antipode und der Realitatsstruktumachtdasaberkeinen
Unterschied.

MankanndasBild auchdualisiererundzu KowirkungenibegehenDerentsprechen-
de Begriff des H-kosymmetrischerspektralenTripels wird gelegentlichim Kapitel
UberdiskreteHopf-Symmetrierangesprochenunddefiniert.Im Wesentlicherersetzt
mandie Bedingungeiner H-Modul-Algebradurchdie einerH-Komodul-AlgebraDie
Invarianzvon Operatorenalsoetwa D, Ubersetzsich, mit derKowirkungp : 5 —
H ® 5 dannin:

p(DY) = (idg @ D)p(t)).

Esist in der Praxisabersehrviel bequememit Wirkungenals mit Kowirkungenzu

arbeitenFirallgemeineunendlichdimensiale QuantengruppeH istauchdie Dua-
lisierungvon H rechtsubtil.

Fur endlichdimensionalélopf-Algebrenist dasaberkein Problem,deshalbwird die

genaudDefinitionin dasentsprechendkapitel verschobenDannkannmannamlich
auchein paarEigenschafteteneisen.Insbesonderwird dort beviesenwerdendass
in diesemFall ein spektralesTripel H-symmetrischist wennund nur wennes H*-

kosymmetrischst.

5.3 But....

Auch ein Scheiternwenn es nur endgultigist, kann einen Schritt nach
Vornebedeuten.
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Max Planck

Bisherwurdennur i (g)-symmetrischespektraleTripel, bei denenG alsoeinekom-
pakte Lie-Gruppeist, betrachtetln diesemAbschnittsoll nun ein erstey allerdings
missgliickteMersuchvorgestelltwerden ginspektralegripel mit einernichtkokommutatven
Hopf-Symmetriezu konstruieren Das Hauptaugenmerkler Darstellungrichtet sich
dabeiabernichtaufdie TatsachelesScheiternsVielmehrbietetdasfolgendeBeispiel
eine gute Gelegenheitzu illustrieren,dassman mit Hilfe einerkompaktenQuanten-
gruppetatsachlichsystematisclauf ein spektraleslripel, dasallerdingsnicht existie-
renmuss hinarbeiterkann.Die Konstruktionverlauftdabeivéllig parallelzu derjeni-
genim Fall der Spharemit demUnterschieddasssie hierin eineSackgass#ihrt. Es
ist aberkeineswegs ausgeschlossedassdieserAlgorithmusbei andererBeispielen,
die esnaturlichzufindengilt, korvergierenwird.

Seiq einereelleZahl, die der Einfachheithalber und ohneBeschrankungler Allge-
meinheit,ausdemintenall 0 < ¢ < 1 entnommerist.

Definition 5.3.1. [Po] Die (Standard-Quantensphére Sg ist die C*-Verwllstandig-
ungdervon dendrei Operatoreru, @ undb, mit denRelationen

da+ b =1, ba = ¢*ab,
~ 1 ~ ~
?aa + —2b2 = ¢, ab = ¢*ba
q
erzeugterhlgebra.

DieseAlgebraist ein Spezialall dervon Podleseingefuhrterzweiparametrigeframi-
lie von Quantensphérerkir ¢ = 1 ist sie offensichtlichisomorphzur kommutatven
AlgebraderFunktionenauf der zweidimensionaleSphares?.

Strenggenommerist die obige Definition noch nicht ganzkonsistent Ahnlich wie
im Fall der Spharegenigerdie algebraischerRelationenauchin diesemFall nicht
um eineeindeutigeC*-Norm auf der Algebrazu fixieren,und somitist auchdie C*-
Vernwllstandigungnicht eindeutigdefiniert. Genauwie beim Torus, kann man aber
eine eindeutigeNorm definieren,wennman eine geeigneteDarstellungvon S,';’ auf
einemHilbertraumwahlt. Diese Darstellungsuchtman nun wieder indem man die
SymmetrierderAIgebraS(f ausnutzt.

Im Gegensatzur kommutatven Spharesind die Symmetriervon Sg fir ¢ # 1 aber
nichtdurcheinekokommutatve Hopf-Algebra— alsoeineLie-Algebra— beschrieben.
Auf Sg wirkt stattdessemine nichtkokommutatve Hopf-Algebra,die g-defomierte
universelleEinhiillendelf, (su(2)) der Lie-Algebrasu(2), in der zuvor besprochen
Weise,andie nocheinmalkurz erinnertwerdensoll:

Die Wirkung einerunitalenHopf-AlgebraH aufeineAlgebra A, ist einelineareAb-
bildungH ® A 5 (h,a) — h>a € A, sodassdie Bedingungen

1>a=a, h>1=e(h), hv(g>a) = (hg)>a
sawie
h > (ab) = (h(l) > a)(h(z) > b)

erfillt sind. DabeiwurdewiederSweedless Notation A (h) = h(;) @ hy) verwendet.
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Definition 5.3.2. Die Hopf-Algebral/,(su(2)) wird vondenvier Generatoream, f, k, k~!
mit denRelationen

1
ek = qhe kf =qfk B —k?=(q—-)(fe—ef) (5.4)
q
erzeugtDasKoproduktist auf diesenErzeugerrals

Ak) = kok
Ale) = e@k+k'®e
A(f) = fok+k'af

gegeben.

Bemerkung5.3.3. Im Fall ¢ = 1 isti,(su(2)) als Hopf-Algebraisomorphzur uni-
versellenEinhullenderder Lie-Algebrasu(2). Die beidenElementee, f entsprechen
danneinfach L, , L. Die RelonstruktiondesErzeugersH der Cartan-Unteralgebra
von su(2) ist aberrechtsubtil. DasElementk entsprichinamlichq?#, wasauchdie
entsprechendeviertauschungsrelatien erklart. Den Grundfiir dieseWahlvon & bei
derDeformationerkenntmanbei einemeinzigenBlick aufdasKoprodukt.Man kann
H aberausdemElement

im Limesq — 1 zurlckgevinnen.

Proposition 5.3.4. Die Hopf-Algebra 4, (su(2)) wirkt auf die Algebra .S, in der fol-
gendenW\eise:

1
kva=qa eba:—?(1+q2)b fra=0 (5.5)
~ 1. ~ ~ 1
kba=-a era=20 f|>a:—2(1-|—q2)b (5.6)
q q
kob=2» ebb=gqa frb=—qa (5.7)

Der Beweis dieserAussage der ausdem Nachprifenaller obenanggebenEigen-
schafterbestehtjst rechttechnisch.

Im nachsterSchritt suchtmannun nacheinerDarstellungder Algebra S, auf einem
Hilbertraum.7#, welchekovariantbeziiglichder Wirkung von ¢, (su(2) ist, sodass
also

lalv) = (lq) > a) (L |v) (5.8)

furallel € Uy(su(2)), @ € Sy und|v) € A gilt.
Die Darstellungstheorider kompakterQuantengruppé/, (su(2)) ist dabeiein wohl-
bekanntetnputderRechnung:



H-symmetrischespektrale Tripel 115

Proposition 5.3.5. [Jimbo] DieirreduziblerDarstellungnderHopf-Algebraf, (Su(2))

sind endlidhdimensionalparametrisiertdurch [ = 0, %, 1,..., undesexistiert fur je-

desl einedurch —I < m < [ parametrisierteBasis,sodass

ell,m) = /[l —m][l +m + 1]|I,m + 1) (5.9)
fll,m) = /[l —m + 1[I +m]|l,m — 1) (5.10)
k|lam> = qu|l,m> (5.11)

ist. [z] bezeibinetdabeidie g-Zahl

¢ —q"
q—4q

Zu gegebeneni wird der entspeciendeDarstellungsaummit V! bezeitinet.

Der Hilbertraumdergesuchterarstellungvon S, kanndannwiederalsdirekteSum-
mederirreduziblenDarstellungervoni/,(su(2)) zerlegt werden,

H = GB V!

_nl
1=0,1,1,...

wobeiabermichtklar ist, welcheDarstellungenn dieserZerlegungwie oft auftauchen.
DiesemUmstandtragendie Multiplizitdten ¢; Rechnunggie abergleichalsunnétige
Vorsichtentlarvtwerden.Genauwie bei der kommutatven Spharegibt esaberauch
im Fall ¢ # 1 unendlichviele solcherDarstellungenTatsachlichverlauftdie gesamte
RechnungnalogzumFall ¢ = 1, undinsbesonderkénntemanauchauf hier auf ein
“nichtkokommutatves WignerEckart-Theorem’zuriickgreifen Da diesesallerdings
wenigbekanntzu seinscheintwerdendie entsprechendeRechenschritteur lllustra-
tion explizit vorgefihrt.

Lemma5.3.6. Die bezlglit U, (su(2)) kovarianten-Darstellungn von Sg auf ei-
nemHilbertraum.7” sindvonder Form:

all,m) = A [l +1,m—1) + A} [l,m =)+ A [I-1,m—-1)  (5.12)

all,m) =B [l+1Lm+1)+ B, ll,m+1)+ B, |l-1,m+1) (5.13)

bl,m) = CL |l +1,m) + CP,[l,m+1) + Cp, [l — 1,m) (5.14)
Beweis: Der Beweis basiertnattrlichauf der Kovarianz-Eigenschafts.3). Zunachst
einmal folgt darauslurchAnwendungvon &, dass: die Quantenzahk um—1 andert,
a um 1, wahrendb nichtsanm andert.

Wendetman f dannauf die allgemeineBasiszerlgungvon a|l, m) an,soerhaltman
die Rekursionsrelationen

%\/u Tl mAl, =Vl -mr A tm_14l,.  (515)

Daraudolgt sofort,dass.A{m_1 = 0 ist, auBeresgilt 7 <[+ 1. Analogschlieltman,
durchAnwendungvon e aufa, die entsprechnendgekursionsrelatioftir Bljm, sowie
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die EinschrankunQBf;m = 0, wennnichtj <[+ 1 ist. Weil die Wirkungvon b aufdie
Basisdurchdie Anwendungvon e auf a (beziehungsweis¢ aufa) gefundenwerden
kann,gilt dieselbeSchlussfolgerungannauchfir die KoeﬁizientenC{’mfl.

Die letztennochzu zeigenderEinschrankungestammervon denAnforderungerei-

ner x-Darstellungder Algebra S,. Verlangtmannamlich,dassb selbst-adjungierist,

somisserdie C{;m_l verschwindenaul3eresist [j — /| < 1. Durchdie obenange-
sprochendeziehungzwischendenKoefizienten A, B und C schlieBtmandannauf
die Behauptungs

Mit derKenntnisdiesereinschrankungekdnnendannauchdie Rekursionsrelatiome
(5.15)(undanalogfir B,C") explizit fur jedenWertvon m geldstwerden.Zur Abkr-

zungderNotationwird dabei+, 0 statt/ + 1,/ geschrieben:

AL ="V +mlll+m—1]a (), (5.16)
A= VI ]l =m+1] °(1), (5.17)
Al =™V —m+1] - m+2] a™ (), (5.18)
B, =q ™Il -mll-m—1]57(), (5.19)
Bl =q¢ "Vl —m]ll +m+1] 8°0), (5.20)
B, =a ™Vl +m+ 1l +m+2] 57, (5.21)
Crm = "'V —mlll+m] a™ (1), (5.22)
Cln = qu'z (I = m]ll + m + 1], —¢*[l = m + 1]l + m]) a°(D), (5.23)
Ol == ™Vl +m+ 1] —m +1] o™ (1). (5.24)

Die nachwie vor unbekanntd-Abhéangigleit wurde dabeidurch Parameterx, 5 be-
schrieben.

Die bishernochunbericksichtiggebliebeneWirkungenvon e, f aufdie obigeForm
der Darstellungausnutzenderhaltmandannaucheinige Relationerewischendiesen
Parametern,

a~ () = —p~ ("2, (5.25)
(1) =B, (5.26)
B = —at ()™ (5.27)

Darliberhinauskannmanauchnochdie weiterenx-Eigenschaftendie allerdings(aus
gutemGrund)nochgarnichteingerhrtvvurden,derAIgebrasg undihrer Darstellun-
genausnutzen:

Lemma5.3.7. Die Algebra S, ist einex-Algebra mit:

a*=qa, b"=hb. (5.28)

Ihre kovariante Darstellungauf demHilbertraum 77 ist dannund nur danneine -
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Darstellung wenn

a®(1) = B°(g? (5.29)
a () = —at(l—1)¢%, (5.30)
a () =¢BT(1-1), (5.31)
at(l) =B~ (14 1), (5.32)

gilt.

Der einfache aberrechttechnischdeweiskannibegangenverdenZu bemerlenist
aber dassdie obigenRelationerfir einex-Strukturkonsistenmit (5.25-5.27)sind.

Insgesamt/erbleibt man nun also nur noch mit zwei Parameterny (1) und (1),

die abernochdurchdie aIgebraischenReIationerderAlgebrasg eingeschrénksind.
Im GeistedesWignerEckart-Theoremswusgedriicktsind nun alle Clebsch-Gordan
Koefiizientenbestimmt,und esfehlennur nochdie reduzierterMatrix-Elemente.

Zuvor sollte abernochdie, schonbei der Spharebeobachtete:ntkopplungder halb-
und ganzzahligerDarstellungererwahntwerden.Weil langsamklar wird, dassdie
ganzeKonstruktionohnehinanalogzumFall ¢ = 1 verlauft,werdenvon nunanauch
die zu erwartendenhdheren‘Windungszahlen’ausgeschlosseindemin der Zerle-
gungvon 27 in irreduzibleDarstellungervon ¢, (su(2)) alle Multiplizitaten ¢; = 1
gewvahlt werden.Die angesprochenEntkopplungdriickt sichdannin folgendemKo-
rollar aus:

Korollar 5.3.8. Der bezuglit ,(su(2)) kovariante Darstellungsaum .7 fir die
Quantensphig zerlat sich in zweiinvarianteUnterraumes? = J# @ s, wobei
2

#H = P Vv

1=0,1,2,...

- @
13

=13
ist.
Lemma 5.3.9. Die Relation

aa—qtaa=1-¢*
fuhrt auf die folgendeRelationfir a°(1):

(1 +1)[21 + 4] = P(D)[21]. (5.33)

Diese Aussagefolgt, wennmandenentsprechendeAusdruckauf |I, m) anwendet,
unddanndie |l + 1, m)-Komponentéetrachtet.
Beachtemannoch,dassobency = 1 # 0 eingeschrankivurde,sofolgt weiter
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Korollar 5.3.10. Die Darstellungvon Sg auf demHilbertraum # hat die Eigen-
schaft, dassalle diagonalenMatrix-Elementeverschwinden,A? = B) = CP = 0.
Auf 771 kdnnendie obigen Relationerexplizit gelostwerden:

2

1
T 220+ 2] o, (5:34)

()
wobeia® eineKonstantdst.

Betrachtetmanals Nachsteslie diagonalerKomponenterin der Wirkung von aa —
q*aa = 1 — ¢* auf|l, m), soerhaltmandie folgendendentitaten:

2 (a—m?w — 2= Sam(+ 17 p+ 61) F 10002 = (g— ¢ )1 - ¢Y),
(5.35)

(L+¢%)g > (q—lga(l +1)%[20 + 3] = a” (1)°[2! - 1]) = q(¢" +q ) ()%

(5.36)
Mit etwasMiihe kannmandieseexplizit I6sen,mit demResultat
A =0, lez (5.37)
a(l) = £¢'* ! , 1€Z (5.38)
V20 +1][20 — 1]
fur ganzzahligé-Werte,beziehungsweise
0 (1+4¢*) 1
S L. 7+ = .
a’(l) Rl + 2 leZ+ 5 (5.39)
1 1
— -+ 1+~ 7, - 4
a (1) q Bk leZ+ 5 (5.40)

fur halbzahligéWertevon .

Verwendetman nun noch die Relationenfiir o (1) und die 5(I) so erhaltmandie
expliziten Darstellungervon Sg in beidenFallen.

Es mussnoch auf die Freiheitenbei der Wahl der Vorzeichender o~ (1), die von [
abhangerkoénnen beziehungsweisgie dera® (1), welchevon ! unabhangigind, hin-
gewiesenwerden.Genauwvie im Fall ¢ = 1 istdasVorzeichernvon o (1) sehrwichtig,
wahrenddasVorzeichernvon o~ (1) durcheineeinfacheUmskalierundfixiert werden
kann:

Proposition 5.3.11. Esexistiertstetsein Basiswebselder Form, |, m) — (—1)9" |1, m),
sodassa™ (1) positivist.

Beweis: Angenommerin einervorgegebenerBasisist o~ (1) vonderForm (—1)/(),
Setztmandanng(l) = f(I) + g(I — 1) fur! > 1 undg(0) = 0, wodurchdie Funktion
g eindeutigfestgelgt wird, soist in derneuenBasisa~ ({) positv. g

FurganzzahligéVertevon! ist die Darstellungdeshalkeindeutigwahrendesim halb-
zahligenFall zweiindguivalenteDarstellungemibt. All dasist genauwvie beiderkom-
mutativen Sphare Hier wurde die Zahl der gesuchterDarstellungerallerdings(aus
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praktischenGriinden)von vornhereindurch die Wahl der ¢; auf drei festgelgt. Die
beideninaquivalentenDarstellungervon Sg auf 271, welchesichnurim Vorzeichen
2

vona®(1) unterscheiderseienin derFolgemit 7, beziehungsweisg? bezeichnet.
Die Strukturvon s4 und,%”l als Links-Modul uberS2 wird in denfolgendenAb-

schnlttengenaueruntersuchtDort werdenauchdie epr|2|ten Matrix-Elementeder
entsprechendearstellungemocheinmalzusammgefsst.

5.3.1 Die Darstellung auf 5#
Im Fall ganzzahligeWertevon ist:

e VI =m+ 1]l —m + 2]

all,m) =¢~"~ SRS l+1,m—1) (5.41)
PR 0 (i P
[21 + 1][21 — 1]
al,m)=—¢™™ il +[72r; : g FQ;__:Z;L 2] [T+ 1,m+1) (5.43)
SRy e
+4q TSR I—1,m+1), (5.44)
~ awV/IAm - m 1]
bll,m) = SRS |14+ 1,m) (5.45)
_ 1-m [l — m][l + m] |l - m> (5 46)
[20 + 1][2] — 1] T '

DieseMatrix-Elementebeschreiberinfachdie DarstellungderAlgebraaufsichselbst:

Proposition5.3.12. Der Links-Moduls#] Gber S, ist frei, mit einemeinzigen Gene-
rator |0, 0).

Beweis: Zu zeigenist, dasSur jedesElementderBasis|i, m) eineindeutigsAlgebra-
ElementP(a, a,b) € S, existiert mit

I1,m) = P(a,a,b)|0,0).

Wennnunfir eingegebenes eineinzigerWertvonm existiert, fir dendieseAussage
richtig ist, sogilt sieautomatiscHur alle |m| < . Dasfolgt aus

ell,m) = /[l = m][l + m +1]|l,m + 1) = (e> P(a,a,b)) |0,0), (5.47)
fllm) = /[l = m+1][l + m]|l,m — 1) = (f > P(a,a,b)) |0,0), (5.48)
wobei mandie Darstellungvon e, f, ihr Koproduktund die Tatsachegdasse, f das
“Vakuum?”|0, 0) annihilieren sawie k|0,0) = |0, 0) verwendet.
Es bleibt die Aufgabefir jedenWert von [ einenVektor zu finden, der sich in der

gewiischterForm schreiberiasst Klarerweisemussaber|l, I) proportionalzua’|0, 0)
sein.Verwendeman(5.41-5.46)soerhéltmanin der Tat denexaktenAusdruck

0 oy 21420 )
#1000 = ' (G )
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Darausfolgt auchsofortdie Form der Polynomein der nunmehrbeviesenerFormel
|l,m) = Py, (a,a,b)|0,0). Esist ja evident,dassdiesesPolynomfiir m > 0 nurvon
a undb abhangerkann,im Fall m = 0 nurvon b, undnurvona fallsm < 0 ist.

Zu zeigenist abernochdie Eindeutigleit desjeweiligen PolynomsP;,, (a, a, b). Falls
dieseaberfir irgendeinerWert I, m, (ohne Beschrankungler Allgemeinheitkann
manm > 0 voraussetzenficht gegebenware, so existierte ein Polynomp mit der
Eigenschatft

a™p(b)[0,0) =0,

unddasist klarerweisenicht moglich.g

5.3.2 Die Darstellungenauf .7Z, und 7.

UmdemFormelvaldlangsanein EndezusetzenseiendemLeserdie Matrix-Elemente
der entsprechendebarstellungemunmehrerspart.Es dirfte mittlerweile ohnehin
klar sein,wie sie ausdenentsprechendeRormelnim Kapitel 3 henorgehen,indem
manrundedurcheckigeKlammernersetztunddie nétigeng-Faktoreneinfligt.

Man kann sich danngleich auf die Sg-ModuI-Strukturvon 2. ( 2 kannanalog
behandelverden)stirzen:

Proposition 5.3.13. 5, ist als S2-Links-Modulvon |3, ) und|3, —3) erzeugt.

Der Beweis verlauftanalogzu demfiir .57 vorgefihrten|st aberwesentlichaufwen-
diger, weshalber hier Gbersprungemvird. Im Gegensatzu ## erhaltmanhier aber
keineeindeutigeDarstellungvon Elementeraus.s# :

Proposition 5.3.14. Die Geneatoren|3, ) und|3, — 3) gentigndenfolgendeniden-
titatenin J2; :

1 1

Lol + ddald D =13, (549
=1
G} -5 - bh =14 D) (550

Daskann mandurch Ausrechnerbeider Seitenleicht nachprifenEs fallt auf, dass
die beidembigenReIationerzwarunabhangigi]berderAIgebraS,? sind,mansieaber
durchdie WirkungderHopf-Algebralf, (su(2)) aufeinandeabbilderkann.Wirkt man
zumBeispielmit e aufdie obere soerhéltmandie untere Daslegt denVerdachiahe,
dasshierwiedermal ein Projektor welchermit denSymmetrienvertauschtamWerke
seinkdnnte.Demistin derTatso.

Man kanndie obigenRelationemamlichelegantemit Hilfe desg-deformierterBott-
Projektors

1

1 =b+1 qa

Pqi:§(qla _\b/;l)’ (5.51)
Va

dernatirlich(P;) = (P;5)? erfullt, schreiben:
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‘% —2) ] =0. (5.52)

Die analogeAussagailt fur 57,

Korollar 5.3.15. In demModul s#_ gelten die folgendenRelationenzwistien den
Geneantoren:

5. —3)
Pj[ 2; 2 ] =0. (5.53)
2:2)
Es gilt nun eigentlichdie BehauptungdassdiesebeidenModuln projektyv sind, zu
beweisen:

Proposition 5.3.16. ., und s#_ sind endlich erzeugteprojektiveModuln tiber 52,
undesgilt . & 2 = (S,)?

Auch hierwird aufdenrechtanspruchssllen strengerBeweisverzichtet Essoll aber
wenigstenslasVorgehenskizziertwerden.
Man kannsichauf denProjektor

P(;L € My(C) ® Sy

beschranén.Die Behauptundur P? folgt dannsofortausdereinfachenBeobachtung
P} — P; =1, mitderdannauchs# & s = (S,)” klarist.

Zu zeigenist dann,dasss#; als S;-Links-Modul isomorphzu (5,)°Pf = (C* ®
Sq) P, ist, wobeimit der Schreibweisaatlrlich

( 7 )tp+ _ ( 21 (P11 + 22(P o )t

T2 q x1(P} )12 4+ z2(P, )22

gemeintist.

Klar ist, dassjiedesElementaus./#; in derFormz, |1, 1) + z_|1, —3) geschrieben
werdenkann(allerdingsnicht eindeutig).

Die Aufgabebestehtdanndarin,zu zeigen,dassdie Abbildung

¢ A — (5P,

diedurch

X _

o Gath—h i) = (7 ) 559
eindeutigfestgel@t ist, ein (wohldefinierter)lsomorphismus/on Sg-Links-ModuIn
ist.

Problematisclist dabeinur der BeweisderWohldefiniertheit\Wennein Elementl” =
z_|3, =Y+ 24|35, 3) in % verschwindetsomussauchdasBild unter¢ verschwin-
den.(DasBild von ¢ hangtalsoinsbesonderaicht von der Wahl der Reprasentanten
x4,z _, diejanichteindeutigsind,ah)
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Um diesezu beweisenanalysiertman dannsehrgenaudie Struktur der Werte von

x4+, r—, wennV = 0 ist. Wie sich zeigt, sind diesenamlichhomogend”olynomein

denErzeugern, a, b, mit einerganzbestimmterstrruktur welchedurchdie Wirkung

voni,(su(2)) festgelgtist. Auf derKenntnisdiesesBauplangierVektorenV basiert
dannderBeweisderWohldefiniertheit.

¢ ist in offensichtlicherWeise ein Links-Modul-Homomorphismusynd man kann
danndie Gleichung(5.54) verwenderum die Inversevon ¢ zu definieren(Dieseist
wegen(5.49-5.505annebenélls wohldefiniert.)Damit hattemandanngezeigt,dass
¢ einlsomorphismuson Sg-Links-ModuInist.

5.3.3 Die Realitatsstruktur

Sei A eineaufeinemHilbertraum.# dagestellteC*-Algebra,sodassein zyklischer
und separierendeYektor ¢ existiert. Aus der bei der kommutatven Spharekurz an-
gesprochenemomita-Takesaki-Theorigst wohlbekanntdassder dicht definiertean-
tilineare Operatoral — a*¢ zu einemgeschlosseneantilinearenOperatorauf dem
gesamterHilbertraumfortgesetztwerdenkann. Der antiunitéareAnteil, J, in der Po-
larzerlggungdiesesOperatorsinduziertdanneinenAntiisomorphismus/on A in die
oppositeAlgebra.A°. DieserOperatorsoll nun fir die Quantenspharausgearbeitet
werden.

Dabeiwird stillschweigends/orausgesetztjasseine Graduierungy, welcheinvariant
unterder Symmetrie{, (su(2)) ist, vorgegebenist. Betrachtetverdendaherin Analo-
gie zumkommutatven Fall (manhateshier ja mit einerstetigenDeformationzu tun)
nur die HilbertrAumes# & 74 beziehungsweisg?, @ 5 .

Es kann vorweggenommerwerden,dassdies der letzte UnterabschnitidiesesAb-
schnittsist. Genauhier tritt nAmlich das Problemzu Tage.Im letztgenannteriall
. @ € existiert J namlichnurfur ¢ = 1, wahrenddererstererall ausdengleichen
Grinderausscheidewie im Spezialall derkommutatven SphareKurz gesagtesgibt
schondeshallkeinespektraleTripel fir S2, ¢ # 1, weil danny und.J nichtin konsi-
stenteWeiseexistierenkdnnen.Dashatallerdingseinensehrtiefen Hintergrund, der
spatewverratenwird. Um die NeugierdesLeserszu wecken, nur soviel: Eshatdamit
zu tun, dassdie nichtkommutatve Sphéareein viel zu gutes‘Benehmen”andenTag
legt. In diesemSinn zeigt sich hier also eine SchwachedesKonzeptsder spektralen
Tripel, dassostarrist, dasser selbstdie wiinschenswerteBeispieleausschlieRtUber
dasKonzept‘wiinschenswertkannmansichallerdingsauchstreiten.

H4 D I

In diesemFall ist naturlichaufjedemderbeidenUnterraumes# |0, 0) einzyklischer
und separierendeYektor fur Sg. In den Axiomen der H-symmetrischerspektralen
Tripel wird aberauchverlangt,dassder modulareOperator.J, zugleichdie Antipo-
dederHopf-AlgebraH induziert.Diesist hier, undwahrscheinliciim Allgemeinen,
automatiscterfullt. Daswird im Folgenderherausgearbeitet.

Lemma 5.3.17. Die Wirkung voni/f, (su(2)) ist mitder*-StrukturvonS,? in demfol-
gendenSinnkompatibel:

he(z*) = ((Sh)* > x)*, Vh € Uy(su(2)),z € S, (5.55)
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Beweis: Die *-Strukturvon{,(su(2)) istalsk* = k unde* = f gegebenWegender
Linearitatund denweiterenEigenschafternler Wirkung, Antipode undder Involution
voni,(su(2)) gentigtesdie AussageaufdenErzeugermachzuprufenEsseihier nur
ein Beispielvorgefiihrt,die GbrigenFélle prift mananalognach.

e>(b*) =epb=qa=a*= —é(—qa)* _
= —%(fbb)* = —%(@* >b)* = ((—%e)*bb)* = ((Se)* > b)*.

|
Bis jetztwurdederCasimirOperatovoni,(su(2)) nochnichtvewendetunddeshalb

auchnochnichteingefiihrt.Dies soll nunnachgeholtverden:
Lemma5.3.18. Der Opeiator

1 1
C = 5152 + gk + (g — 5)2€f

ist ein ElementdesZentrumsder Algebra 4, (su(2)). Er ist hermitesh und hat die
folgendenweiteen Eigenshaften:

SC =,
Cll,m) = (¢! + ¢ 2= H)|l, m),
C(2]0,0)) = (C > 2)[0,0), Vo € S2,

Damitkannmannunendlichauf denPunktkommen:

Proposition 5.3.19. Fir die Darstellungvon Sg auf.z# hatderantiunitéare Opeator
J desTomita-Takesaki-Theamsdie folgendeGestalt:

Jll,m) = (=1)™]1, —m), (5.56)

Beweis: Seiz € S7, sodassz|0,0) = |, m) ist, gegeben. Dannist 2*|0,0) offen-
sichtlich ein Eigervektor von k zum Eigenwertg™ — dasfolgt aus(5.55). Wirkt man
nunmit C aufdiesenVektor, soemgibt sich:

C2*(0,0) = (C'v 2)]0,0) = (C'>2)*|0,0).

Weil aber
Cll,m) = (C>x)[0,0) = (P + ¢~ 2 1|1, m)

ist, mussz*|0, 0) folglich ein Eigervektorvon C' zu demselberkigenwertwie |/, m)
sein.Darausschliessiman,dassderantilineareOperatorder Tomita-Takesaki-Theorie
|I, m) auf einenVektorabbildet,der proportionalzu |, —m) ist. Fur denantiunitaren
Anteil, derhierinteressiertkannesdahemur zwei Moglichkeitengeben:

J|l,m) kannnur £|I, —m) sein.Mit denFormeln(5.41-5.46)schlieRtmandann,ana-
log zumkommutatven Fall auf (5.56).g

Damit hat man dann auch die Darstellungder oppositeAlgebra (Sg)o auf 4 @
74 gefunderund kénnteim nachsterschrittversuchemnit Hilfe der Ordnung-Eins-
BedingungdenDirac-Operatorzu finden.WenndieserOperatoy D, mit derWirkung
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vonl,(su(2)) vertauschesoll, dannmussjederVektor |, m) (die gemeinsametti-

gervektorenvon k undC) auchein Eigervektorvon D sein(moduloChiralitat). Genau
wie im kommutatven Fall findet mandannauchfir beliebigeWertevon ¢, dassein

solcherOperatomicht existierenkann.

Daswar zu erwarten,nicht aberdasfolgendeErgebnis.In jedemFall zeigendie bisher
erzieltenZwischenresultatalassichtkokommutatve Hopf-Algebrenebensalitzlich
bei der Konstruktionsein kdnnen,wie es kokommutatve sind. Insbesonderést die

Symmetrie-AnforderungnJ sonatirlich,dasssie hier sogarvon selbsterfullt ist.

S ® A

Wennder Operatorder Graduierungy mit der Wirkung von U, (s«(2)) und mit der
Darstellungvon Sg vertauschersoll, dannmiisserdie RAumes#. jeweils Eigenréu-
me zu einemder Eigenwertet1, wobeidie Wahl dannnattrlichleicht fallt, sein.Die

Realitatsstruktug mussfir zweidimensionalspektralelripel mit 4 antikommutieren
undwird deshalbs#. auf.7#” abbildenundumgelehrt.

Wennman-— wie im Fall von 54 — verlangt,dassJ die Symmetrierrespektiertdas
Tomita-Takesaki-Theorenist hier ja nicht anwendbarweil eskeinenzyklischen,se-
parierendefVektorauf.7#, , beziehungsweisg?” gibt), sofindetmanfur ein solches
J, genawvie im kommutatven Fall

J)l,m, +) = £(=1)™|1 —m, F)

mit eineroffensichtlichenNotation. Dasbedarfwohl keinesBeweises Definiertman
nunfiir alle Elementer € S2 wie tblich

2% g,

esistja J? = 1, sogilt esnatirlichnachzupriifenpb die somitdefinierteDarstellung
deroppositeAlgebramit derDarstellungderAlgebravertauscht.J istja nichtdermo-

dulareOperatorder Tomita-Takesaki-Theoriefur dendieseEigenschafautomatisch
erflllt ist, derhier abergarnicht existiert.

Proposition 5.3.20. Esist fur ¢ # 1 zumBeispiel

[a, 5] # 0.

Zum Beweis, der hier Ubersprungemvird, berechnetmandie Anwendungvon [a, b°]
auf|l,m,+). Die I+, m — 1, £)-Komponentast dannfur ¢ # 1 von Null verschie-
den.(Wer esnachpruferwill, kanneinfachdie Ausdriicle fur die analogeRechnung
in Kapitel 3 verwendenwenner ganzeZahlendurchg-Zahlenersetzt.)

Daswarseigentlichschon.
Man konnte selbsterstandlichvermuten,dassdiesesProblemmit der geforderten

Symmetrie-Eigenschafter RealitatsstruktuzusammenhangbDem ist abernicht so.
Man kannn&mlich— mit einigemAufwand- beweisen dassauf 7. Uberhaupkeine
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Sg—BimoduI—Strukturexistiert, und somitexistiert auchkein J, dassdieseinduzieren
konnte.Der Beweis ist, wie angedeutetrechtaufwendig,kannaber ebensawie der

BeweisderobigenProposition ausgelassewerdenweil esein nochviel schlagkraf-
tigeresArgumentgibt, warumkein spektraleSripel derDimension2 fur Sg existieren

kann.Dieseswird weiteruntenangefihrtMan sollte zuvor aberwenigstengndeuten,
warumkeineRechts-Darstellunguf 77 existiert:

Weil dieserModul namlich endlich erzeugtund projekti ist, lassensich Elemente
von A, stetsin der Form ¢P," schreibenwobei« in S7 @ C* liegt, und P, der

obeneingeflihrteg-deformierteBott-Projektorist. Multipliziert mansolcheElemente
dann (hypothetisch)mit Algebra-Elementer: von links, so wird dasresultierende
Elementaussg ®C?, weil derProjektoqujr nicht mit Algebra-Elementemertauscht,
im Allgemeinennichtmehrin 7 liegen:

Pz ¢ (S; @ C) P

(Daspruftmanleichtnach.Eswirdefur die WohldefiniertheiderRechts-Multiplikation
mit Sg natdrlich geniigenwenn es einen Automorphismusr dieserAlgebrageben
wirde,sodassP, = = 7(z)P, ist. Auch dasist hier nicht der Fall.) Darausfolgt
dann,dasseskeine Rechts-Darstellungon Sg auf 7, gebenkann,die mit derEin-
bettungin 57 @ C? vertraglichist. Weil aber.#z, @ /. = SZ ® C? (alsS2-Moduln)
gilt, kannmanzeigen,dassdie gesuchteRechtsdarstellunglie von J vermitteltwer
densoll, dieseEigenschafhabemmuss Dasist die IdeedesangesprochendBeweises.
Man kdnntenunversuchenganzanderéModuln Ubersg zuverwendenpderdie Anti-
kommutationsrelatiomon~ und.J zumodifizierenumdochnocheinspektralegripel
fur die Quantenspharkonstruiererzu kdnnen.Es gibt abernocheinenweiteren,sehr
viel tiefsinnigerenGrundfir dasScheiterrunsered/ersuchs.

Die Graduierungy mussja, gemafdenAxiomen, dasBild einesHochschild-Zylels

sein. Masudaet al. [MNW] habendie Hochschild-Kohomologievon Sq2 berechnet
und festgestelltdassdiesefiir ¢ # 1 zwar in der nullten Stufe mit der der kommu-

tativen Spharelibereinstimmtjn dennachsterbeidenStufenabernicht mehr: Wah-

rendesin HH?(C(S?)) genawein nichttriviales Elementgibt, namlichdie Volumen-
form, ist HHQ(Sg) flr ¢ # 1 trivial. Dafir existiert dannein nichttriviales Element
in HH'(S?), wahrenddie analogeStufefiir die kommutatve Spharetrivial ist. Die

Volumenform*“springt” bei der Deformationalsovon der zweitenin die ersteStufe.

In diesemSinnist die QuantensphéralsoeindimensionalMasudaet al. weisenauch

daraufhin, dassmandiesesPhanomemurchausntuitiv versteherkann:

Im Fall der kommutatven SphareentsprichtdasElementb € C(S?) der Funktion
cos #. Das SpektrumdiesesOperatordst alsodasIntenall [1, —1]. Weil b mit dem
Drehimpuls-Generatok vertauschtsind dieseEigenwerteallerdingsentartet,und
zwarjeweils entlangeinesKreises Nur die beidenextremalerEigenwertet-1, —1 sind
eindeutig.Auf dieseWeiseentstehtdasBild der Spharewie esnachdem Gelfand-
Naimark-Theorenja auch sein muss. (Auf den Beweis dieser Aussage,der nicht
schwierigist, wird verzichtet.)

WennmanhingegendasSpektrumdesOperatord € Sg fur ¢ # 1 berechnetsowie
esMasudaetal. (undauchich....)getanhabensoerhaltman,dassalle Eigenwerteson
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derForm=¢* fiir einenatiirlichezahl k seinmiissensiesindaberwiederentlangvon
KreisenentartetWie manandendefinierenderRelationender Quantensphérsofort
erkennt,ist némlichimmernocheineU (1)-Wirkung aufdieserAlgebrawohldefiniert,
mit b — b unda — Aa. Statteiner Zwei-Sphéareentstehtalso nunmehrdasBild
von disjunktenKreisen(welchesichamAquatorh&dufen) alsoeinereindimensionalen
Menge.

Bibikov und Kulish [BK] habeneinenDirac-Operatoffir die Quantensphareorge-

schlagenderim Wesentlicherauf derif, (su(2))-Symmetrieberuht.DieserOperator
erflillt nattrlichnicht die Conneschexiome, aberin AnbetrachtunseredResultats
erscheintlasauchangebracht.

Ihrer Ideeliegt die BeobachtungugrundedassderDirac-Operatoauf demSpinbiin-
del C(5?%) @ C? derkommutatven Sphareals

D:ZLi®0i
%

geschriebemverdenkann,wobeio; die GiblichenPauli-Matrizenbezeichnetwelchein
die su(2)-Wirkung auf dasSpinbundeliberJ; = L; ® 12 + id ® o; eingehenDie-
serOperatorist dannder einzige Differential-OperatoersterOrdnung,der invariant
untersu(2) ist. Fur die Quantensphérexistiert ein analogereindeutigeiOperatorauf
S; ® C?, derausdenOperatorerk, e, f, welcheauf S wirken, savie derenzweidi-
mensionaleDarstellung,

mw=(g ) me=()5)  mn=(93)

zusammengesetrtird. Wegen desveranderterKoproduktsund der g-deformierten
Clebsch-Gordan-#efizientensiehtdieserOperatorexplizit aberetwaskomplizierter
alsim kommutatven Fall aus,seineForm ist hier aberauchnicht von InteresseZu
bemerlenist nur, dasBibikov und Kulish dasSpektrumdiesesOperatorsberechnen
kénnen Esemibt sichzu:

Ag = £l L

q= [ + 5]3

waskaumnochjemanderiiberrascheudrfte. Die Eigenwertesind dannauchjeweils
(21 + 1)-fachentartet.
Merkwirdigerweisehat bishernoch niemandauf die veranderteAsymptotik dieses
Dirac-Operator$ingeviesen:

Lemma 5.3.21. Wennmang < 1 voraussetztsoist die Reihe
>
— k]

korvergent, ebensawie die Reihe
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Beweis:
Der Beweisist ziemlicheinfach,esist ja

1 g-q"

(K] " —q*

und dasverhaltsichfiir groBeWertevon k undq < 1 wie ¢*~!, sodassdie entspre-
chendeReihekorvemiert. Die Reihein der unterenGleichungdesLemmasentsteht
ausderersterdurchErsetzervon g durchg®, differenzieremacha undauswerterbei
a = 1. Sieist deshalbebenélls korvergent.g

Vom Standpunkteiner Quantenfeldtheoriauf der Quantensphéarest diesesverbes-
serteUltraviolett-Verhaltennatirlichwiinschenswertl’r (%) ist der BeitragdesEin-

Schleifen-Nveaus,dasdannnicht mehrrenormiertwerdenmuss.Dabeispielt auch
dasfehlendey eineRolle. In der Arbeit [G-BV(q] wurde namlich gezeigt,dassdas
Ultraviolett-Verhaltenvon Theorien,welchemit Hilfe einesspektralenTripels kon-

struiertwerden,nur von der DimensiondesspektralenTripels abhéngtDies ist eine
Konsequender ExistenzdesHochschild-Zylels .

Da fur denDirac-Operatovon Kulish und Bibikov # nichtim Dixmier-ldeal liegt,

sondernsogarin der Spurklassest, entsprichterim ConnescheisinnehereinerDi-

mensiongdie kleinerals1 ist. (Aber nichtder Dimension0, dennD? ist ja nichtin der
SpurKlasse.)Das Resultatdecktsich alsonicht ganzgenaumit demvon Masudaet
al.

Allerdingsist dasVorgehenvon Kulish und Bibikov sehrunsystematischind schwer
zu begriinden. Dartberhinausliegt esin AnbetrachtdesResultatsron Masudaet al,

nahe,nacheinemDirac-Operatoider DimensionEins zu suchenDafur kdnntedann
auchein spektraledripel existieren,zumindesimussdieseFragegeklartwerden.

5.4 Erweiterungen desnichtkommutativen Torus

Die folgendeKonstruktionfuhrt auf eine groReKlassevon Ein-Parametef~amilien
von Nichtkommutatven Algebrenund zugehdorigerspektralenrripeln, die durchEle-
menteder GruppeU (1) parametrisiersind. SieverallgemeinertdenNichtkommutati-
venTorus,gehtaberleidernicht deutlichdartibehinaus.

Sei.A eine C*-Algebra,auf der eine Wirkung der GruppeU (1) via x-Automorphis-
men,die mit

Tu(a> u < U(1)7 a€ -Aa

bezeichnewird, existiert. Als Darstellungvon U (1) kann.4 dannin irreduzibleDar-
stellungereerlegt werden,

A=P A,

kEZ

wobei

Teio (ag) = eikaak
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flr a, € Ay ist.Klarerweisest A+ A; C Ay undfolglichist. A eineZ-graduiertéAl-
gebra(UmgelehrtbesitztiedeZ-graduierteC*-Algebraeinesolchel (1)-Wirkung.)
Der Einfachheithalbersei in der Folge vorausgesetztjasses endlich viele Gene-
ratoren{e,,} von A gibt, die jeweils zu einerder irreduziblenU (1)-Darstellungen
gehoren:

tkmo

em € A, = Teia (€m) = € em-

AulRerdemseivorausgesetzjassein U(1)-symmetrischegeradesspektralesTripel
(A, 74, D,~,J4) derDimensiond = 2m gegebenist, also

e EsexistierteineunitareDarstellungr vonU(1) auf 5#4.

e Die Darstellungr von A auf 3% ist kovariantbeztiglichr,
r(u)m(a)r(u)* =7 (1y(a)) Vue (U(1), ac€ A

e DerDirac-OperatotD 4 sawvie die Graduierungy kommutierermit r.

o Die Realitatsstruktud 4 ist kovariantin demsSinne

In der Konsequenist die Rechts-Darstellung?(a) = Jr(a*)J* von A eben-
falls kovariant,

r(u)ml(a)r(u)* = 7° (1y=(a)) Yue (U(1), ac€A

Wie zuwor kann.s#Z, dannin irreduzibleDarstellungerzerlegt werden.

s =P,

kEZ

unddie Kovarianzder Darstellungst &quivalentzu
em ) C AT,
Analogschlie3tman
T c Y,

undfolglich — J ist ja antiunitar— misserdie Unteraume%ﬂ(tl) und jiﬁ(t_l) isomorph
sein.WegenSchurs Lemmaexistierenaul3erdeniKonstanteni; mit

D = dyp® v € L%p,z(xl)-

Soweit wie gehabt.

Die AlgebraC(U(1)) hateinenunitarenErzeugerU, UU* = U*U = 1 Daska-
nonischespektraleTripel seiin der Folge mit (U, L2(S1), §), bezeichnetwobei der
Dirac-Operatod = —z’ai fir U = €' ist. (Die Realitatsstruktuist einfachals kom-
plexe KonjugationC' gegeben,die Graduierungst trivial, alsoy = 1. Aus diesem
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Grunderubrigtessich eineeigeneNotationfir die beideneinzufihren.Natirlichist
auchdiesesspektraleTripel U (1)-symmetrisch.

Mit diesenZutatenkannman nun ein neuesspektralesTripel der Dimensiond + 1
konstruierenDazufixiert manein beliebigesElementu ausU(1), derkorrespondie-
rendePhaserdktor seimit A = ¢ bezeichnetUnd schonkanneslosgehen:

Als Hilbertraumwahlt man
H = A, @ L*(SY),
dermit kanonischerbarstellungr ® 1 von A verseherwird. Als nachstegiigt man
denunitarenOperator
U=r(u)eU,

hinzu, der danngemeinsammit den Generatorervon A — und einerentsprechenden
Venwllstandigung- eineneueC*-Algebraerzeugtdie mit (S'),.A bezeichnetvird.
DasAnhangsel soll dabeidie Abhangiglkeit der Algebravon demfestvorgegebenen
u € U(1) signalisieren.
FirjedesElementa € A istdann

Ua = 74(a)U.

Wennr, alsonichttrivial ist, soist die AIgebra(Sl)uA nichtkommutatv, selbstwenn
A kommutatv war.

Genauwie im Fall uw = 1, wenn(S!);4 = A ® C(S?) ist, kannmanden Dirac-
Operatorals

D=D;4®1+~v®4,

wahlen.Dazuist esnaturlichwichtig, dassdasurspriinglichespektraleTripel fur A
geradsst. Die neueGraduierungst

'=y®1.

Die einzigenichttriviale Aufgabebestehtm AuffindenderrechterRechts-Darstellung
7° derAlgebra(St),.A auf s#, und natirlichder Definition deszugehérigerOpera-
torsJ. Hier seinur dasResultaang@geben:

Firdie Erzeuger,,, kannmandie Rechts-Darstellungls

7°(em @ 1) = €2, @ (u*)km,

wahlenwahrendsiefir U = r(u) ® U dannals
mr(u) @U)=1aU

gegebenist. Esist rechteinfach(wennauchmihsamyu beneisen dassdieseRechts-
Darstellungmit derdefinierendeiinks-Darstellungkommutiert,etwa
[r(u) @ U, e’ ® (u*)km] . (1 ® uk’"> < (rf(u) ®1)
r(u)el,r*(u) @ U — €2, @ (u*)Fm Uykm
(Mmel )@ U — €2, @ (Nem 1)
= 0.
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Man zeigtauchleicht, dassfur alle ElementeA, B € (S!),.A
m°(A)7°(B) = n°(BA)

ist. Der Realitats-Operatoy, der dieseRechts-Darstellungemaf3r®(A) = JA*J*
induziert,ist fur ¢(®) @ g0 € s @ (12(51))® durch

TP @ o) = (L™ o Co)
gegeben(C bezeichnetlabeidie komplexe Konjugation.)

Lemma 5.4.1. Die obendefiniertenDaten((S1),.A, #, D, T, J) bildenein spekta-
lesTripel der Dimensiond + 1, falls dasAxiomder Poincaré-Dualitaterfillt ist.

DerBeweisist rechteinfachundkanndeshaltzumgrétenTeil Gbersprungemwerden.
Drei Punktesindallerdingserwéahnenswert:

e Die Ordnung-Eins-Bedingung
[[D,A],B’1=0
ist erfullt, weil D_4 undd mit derDarstellungvon U (1) kommutieren.

e DasSpektrumdesDirac-Operatoist als =+, /d? + k2, mitl, k € Z gegeben.

e Die Konstruktionvon « als Hochschild-Zylel ist rechtunangehnenim allge-
meinenFall (nicht allerdingsin Beispielen).Fur A = 1 ist sie aberoffensicht-
lich: Man verwendeteinfachdenAusdruckfir - 4, etwa

A®1= (Z D, af]) - [DA,azﬂ) @1

n

multipliziertihn mit 1 ® U*[§, U] undantisymmetrisiertienresultierendeius-
druckanschlieRenih allenauftretenderElementervon (S1),.A .

Im allgemeinenFall A\ # 1 gehtmanim Wesentlichergenausovor. Die ein-
zige Komplikationbestehtdabeidarin, dassmanbeim Antisymmetrisiererden
modifiziertenVertauschungsrelatien einenkleinenTribut zollen muss,indem
manentsprechendehaserdktoreneinfihrt.

Poincaré-Dualitatvennmansie dennErnstnehmerwill, mussim konkreterBeispiel
nachgepruftverden.Ich habebisherkeinenWeg gefundersieim allgemeinerfall zu
beweisen.

Die ganzeKonstruktionist natlirlichvon der KonstruktiondesspektralenTripels fur
dennichtkommutatven TorusT/%. abgeleitetUm diesesspektraleTripel mit derobi-
gen Konstruktionzu finden missteman mit der Algebra. 4 = C(S!) starten,fur
die esaberkein geradesspektralesTripel gibt. In diesemspeziellenFall kannman
aberdennochein spektralesTripel konstruierenjndem mandenHilbertraum 2 =
C(Sh) ® O(S') verdoppeltFir allgemeineAlgebrenwird ein solcherTrick natirlich
nichtfunktionieren.
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Beginntmanmit A = T2 (U1Us = /27120, Uy), mit derU (1)-Wirkung
Ul — eiaUl, Us — UQ,

soerhieltemaneinenSpezialéll (A>3 = 0) desdreidimensionalenichtkommutatven
Torus.Man kanndie Methodeabersomodifizieren,dassmanauchdenallgemeinsten
nichtkommutatven TorusT;; erhalt.

Zur KonstruktioneinesneuesBeispielskannmandie Algebra.4 = C(5?) als Aus-
gangspunktverwendenSie hatdrei (kommutierendefgrzeugeib = b* unda, a*, die
derRelation

ac* +b% =1
geniigenDie Wirkungvonu = ¢'* € U(1) aufdieseErzeugeist als
Tu(b) = b, Tu(a) = €®a
gegeben.

Die AlgebraS}C(S2) (mit A = 2™ € U(1)) istalsovondenElementen, a*, b, U, U*
erzeugtmit denRelationen

ad* +02 =1
vuvr=0'U = 1
Ub = bU
Ua = MXalU.

Die weiterenDetailssollendemLesererspartbleiben,zumalschondie Ausarbeitung
derSphareS? rechtaufwendigist.

Mit dieserMethodelassersichdannauf Anhieb unzahligeweitereBeispielekonstru-
ieren, die sich aberalle nur recht unwesentlichvom Nichtkommutatven Torus un-
terscheidenEbensowie bei diesemberuhtdie Konstruktionauf derabelscherGrup-
pe U(1). Eine interessanté&ragewére,ob man eine &hnlicheKonstruktionauchfur
nichtabelsch&ruppendurchfihrenkann. Fir endlicheGruppen,die auf unendlich-
dimensionaléAlgebrenwirken, zum Beispieldie Permutationsgrupp§,,, die auf die
kommutatvenn-dimensionaleori 7" durchVertauschemer Kreisewirkt, konnten
wir dieseFragebereitspositiv beantvorten[PS-tor].
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Matrix-AlgebrensindohneFragedie einfachsterC*-Algebren.lm kommutatven Fall
ist eine solcheAlgebrader Dimensionn isomorphzur AlgebraC™ der diagonalen
n x n-Matrizen.Fihrtmandie Basis

P, := diag(0,...,0,1,0...,0) i=12...n
%I/_/
7

ein, solaRtsich jedesElementdieserAlgebraals a = o' P; zerlggen. Multiplikation
undInvolution sindals

P,Pj = 6;; P, P’ =P
gegeben.
Fiur Charakterepeziehungsweiseeine Zustande,y auf der Algebra,folgt dannaus

X(F5;) - x(P)) = dijx (P;) sofort,dassy(P;) nurentwedel) oderl seinkann,undes
auBerdenmureini mit x(P;) # 0 geberkann.Insgesamgibt esalson Charakterey;,
diedurch

X'(Pj) = 4

festgelgt sind.

In Anbetrachtdes Satzesvon Gelfand und Naimark Giberraschidies naturlich auch
nicht. Die Algebraidentifiziert sich dannals Algebrader Funktionenauf einemdis-
kretenRaummit n PunktengdenCharakterenwobeiy®(a) = o' derFunktionswertm
Punkti ist.

Allgemein sind endlichdimensional&€'*-Algebren,die immer halbeinfch sind, iso-
morphzu einerSumme

von Matrix-AlgebreniM,,; (K;) UbereinemKorperkK; . Furkomplece Algebrenmiissen
alle K; = C sein.FurreelleAlgebren,alsoAlgebrendie UberdemKdorperR definiert
sind, kbnnennebendenMatrizen mit komplexen Eintragen,auchsolchemit reellen,
M, (R), oderauchquaternionischekintragen M, (H), auftreten.

Analog zum kommutatven Fall ist esauchhier nitzlich mit den Algebra-Elementen
PZ? = P; zuarbeitenwobei P, nunmehrdie Einheitsmatrix1 € M,,, bezeichnetEs
geltendanndie gleichenalgebraischemiRelationernzwischenden P; wie im kommu-
tativen Fall, und weiterhinlaRtsich jedesAlgebra-Element; alsa = o' P; zerlegen;
allerdingssinddie a; jetzt Matrizenausder entsprechendednteralgebra.

Im Gegensatzu einerkommutatven, endlichdimensionaleAlgebrahat eine nicht-
kommutatve Algebraunendlich-vieleaeineZustandeln einergegebenerDarstellung
sind die reinenZustandedurch ) (¢|, mit beliebigem|v)), (|¢) = 1 gegebenDie
komplexenn x n-MatrizenhaberzumBeispielnur eineeinzigenichttriviale Darstel-
lung,jeneaufdemC”. Die Einheits\ektorenbildendanneine(2n — 1)-SphéareDadie
Vektoren|v)) undei@|y), a € R aberdengleichenreinenZustandoeschreibenmiis-
sendieseVektorenzur KonstruktiondesRaumsder reinenZustandeder komplexen
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n x n-Matrizenidentifiziertwerden Als topologischelRaumist dieseralsoCP". Es
ist daherin diesemFall wenigsinnvoll die Algebraals eine Deformationder Algebra
derFunktioneraufdemRaumihrerreinenZustandeufzutissenDie AlgebrenC und
M,,(C) sindja auch(fur beliebiges:) Morita-aquvalent,dennesist

wobeiV,, = C* derkanonischelf, (C)-Links-Modul und naturlichC-Rechis-Modul
ist; derDualraumV;* istein M,, (C)-Rechs-Modul. Morita-Aquivalenzist alsExistenz
einessolchenModuls mit derobigenEigenschaftlefiniert.

Aus der topologischerPerspektie der K-Theorie und der zyklischenKohomologie
beschreibesiealsodenselberRaum:einenPunkt.(Esgibt abertrotzdemeinige,we-
nige, hier nicht interessanteppologischeAspekte,in denensich dieseRaumeunter
scheiden.[C]).

Tatsachlichsind alle reinenZustandevon A = M,,(C) in demfolgendenSinn unitéar
aquvalent:

Zu je zweireinenZustandery, y» existierteinunitaresu € A, sodasdurallea € A

x1(a) = xa(uau™)

ist. Eine Anwendungauf EichtheorierdrangtsichausdiesemGrundgeradezauf. Als
Eichgruppeverwendemandabeidie unitdreGruppederAlgebra,die auchals Gruppe
derinneren Automorphismefu € A | uu* = u*u = 1},

a — uau® ae A

aufgehisstwerdenkann. Zur Beschreibing der “vollstandigen”Raumzeittensoriert
mandie endlichdimensional@lgebramit der Algebrader Funktionenauf einerRie-

mannschenyierdimensionalenSpin-Mannigéltigkeit C'(M). Die spektralenTripel

fur ein solchesTensorproduktassensichin diesemFall als Produktvon spektralen
Tripeln fir die beidenFaktorender AlgebrakonstruierenExplizit ist dann,mit dem

vierdimensionalespektraleriripel

(% = LQ(M’ S)? C(M)7 Doafy57 C)a
sowvie demendlichenspektralenripel
(‘%7Af7M7F7Jf)

(und einerhoffentlich nicht allzu verwirrendenNotation) dasresultierendespektrale
Tripel durchdie folgendenDatengegeben:

A C(M) @ Af

H = L*(M,S)® %

D = Dy® ]lf+’)/5®M
¥y = 5~

J = O@Jf.
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Eichpotentialewerdenals selbstadjungiert&insformenbeschriebenTrotz der vor-
handenerRealitatstruktuenthaltein allgemeineDirac-Operatofir diesemichtkom-
mutativenRaumsolchePotentialeals einenAnteil. Diesersetztsich ausdennichta-
belscherkEichfeldernzusammenyas weniger iberraschtenthéltaberauch skalare
Felder wie zum BeispieldasHiggsfelddesStandardmodelldn Wirkungsfunktiona
len findetmanfir diesed-eldtatsachlichein Wechselirkungspotenal, daszu einer
spontaneidymmetriebrechuntijihrt. Der Higgs-Mechanismuerhéaltin dieserModel-
lenalsoeinenatirlichegeometrisch®eutungundmussnichtmehrpostuliertwerden.
Mit einergeeignetgenvahltenAlgebra,gelangtmanso tatsachlichzu einer sehrele-
ganten,nichtkommutatven geometrischerBeschreibing des StandardmodellsDie
Eichfelderund dasHiggsfeld kbnnendabeials Teil desGravitationsfeldesauf die-
sem“nichtkommutatven” Raumverstandenverden DiesephysikalischeAnwendung
der Nichtkommutatven Geometrie— eine der wenigen— soll hier kurz, und vor al-
lem kritisch beleuchtewerden.In jedemFall regt die Méglichkeit einersolchenBe-
schreilung zu mannigaltigen Spekulationeran. Man kénntezum Beispielschliel3en,
die beobachtetefVechseakirkungenseienvielleicht als Niederenagie-Effekte einer
Quantengnatation zu verstehenTeilchenphysikuntersuchtedemnachdie Struktur
derRaumzeibei Abstéanderin derGroRenordnungderinversenz®-Masse Dieseund
ahnlicheSpekulationemacherabersichemurdannSinn,wennsichegestelltist, dass
dieseForm der Vereinheitlichungmit der Gravitation nur fur einekleine Anzahlvon
Yang-Mills-Higgs-Theoriemaglichist.

Esstelltsichdahematirlicherweiselie Frage welcheErweiterungemesStandardmo-
dellsim Rahmensolchermichtkommutatven Modelle méglich sind, beziehungsweise
inwieferndasStandardmodelh diesemeuenPerspektie gegenliberandererModel-
len ausgezeichnest. Es bietetsich an, als erstenSchritt eine moglichstallgemeine
Beschreibing aller TeilchenmodellaiesesTyps durchzufiihrenGeometrisclgespro-
chenyerlangtdieseineKlassifikationallerendlichen(nichtkommutatven) spektralen
Tripel. Eine solcheist auchohnebesonderdiihedurchfihrbafPS],[Kr],[Kr-Diss].
DasErgebnislaltsichwie folgt zusammerassen:

Die wenigstenYang-Mills-Higgs-Theorierkbnnenim Rahmender Nichtkommutati-
venGeometridormuliertwerden.

Zumeinensindnichtalle (kompakten)ie-Gruppenals GruppederunitarenElemente
in eineMatrix-AlgebraeingebettetDie unitarenGrupperderreellenMatrix-Algebren
M, (C), My, (R), und M,,(H) sindU (n), O(n) beziehungsweis8p(2n).

Des Weiterenkdnnendie Fermionennicht unter beliebigenirreduziblenDarstellun-
gendieserGruppentransformierenDie entsprechendeAlgebrenhaben— mit einer
Ausnahme- namlichjeweils nur eineirreduzible Darstellungauf einemkomplexen
VektorraumM,, (R) kannnuraufC® dagestelltwerden M, (H) aufC?". Etwaskom-
plizierterist esnur fir M, (C): Als komplexe Algebrahatsie, bis auf unitare Aqui-
valenz,nur eine Darstellungauf C", fur die reelle Algebra M,,(C) gibt esaberzwei
inaquivalenteDarstellungerauf C*. Man kannein Elementm € M, (C) entweder
alsm oderalsseinkomplex konjugiertegm darstellenFir dasphysikalischrelevante
Beispiel M3(C) induzierendiesebeidenDarstellungemgeradedie 3 beziehungsweise
die 3 Darstellungder EichgruppeSU (3). Alles in allem, sind alsonur solcheTheo-
rien denkbar bei denendie Fermionenunter der fundamentalenihrer konjugierten,
oderdertrivialen Darstellungder nichtabelschertichgruppertransformierenEven-
tuell auftretendd’ (1)-Faktorenbedirfeneineretwasgenauerenalyse.
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Die wesentlicheEinschrankungtelltabersicherderHiggs-Sektgrundin Verbindung
damit die Massenmatrixder Fermionendar Dieser und im Wesentlicherauchdas
Wechsalirkungspotendl, liegt namlichschonfest, sobalddie Algebraund der Hil-

bertraum(alsoderfermionischdnhalt der Theorie)vorgegebenwurden.Darlberhin-

ausentspringerdie fermionischenMassenmatrizein solchenModellen stetseiner
spontanerSymmetriebrechungDie Struktur der Yukava-Kopplungender skalaren
Felderan die Fermionenist dabeiebenélls durchdenHilbertraumund die Algebra
weitestgehenéestgelgt.

Trotz dieserEinschrankungegibt esallerdingsimmernochviel zu viele Yang-Mills-
Higgs-Theoriendie eine nichtkommutatve InterpretationgestattenDas Ziel einer
ReformulierunglesStandardmodellmussesja sein,neuemathematisch&trukturen
darinzufinden.Die geometrisch®eutungdesHiggs-Mechanismumit Hilfe derBe-
schreilungalsspektrale§ripelist sicherlichschonein ersterSchrittin dieseRichtung.

Esgibt eineReihemathematischestrukturenspektralerTripel, die bishernochnicht
genlgendintersuchiwvurden.Soist zum Beispiel die Frage,ob esein Analogonder
Spin-Gruppeuchfir nichtkommutatve RAumegibt, nochungeklart Aus einerBeant-
wortungdieserFragekénntemanzweifellosneueEinblicke in die StrukturdesStan-
dardmodellserhalten.Da die Gravitation auchals Eichtheoriemit der Spin-Gruppe
SL(2,C) als Symmetrie-Gruppdéormuliert werdenkann, ist zu vermuten,dasseine
solche bishernur hypothetischenichtkommutatve Spin-Gruppanit der Vereinigung
allervier Wechsalirkungenzueinernichtkommutatven Gravitationzusammenhangt.
Die Uberlagerund/,(sl(2,C)), ¢* = 1 wéaresicherlichein guterKandidat.Mit ihrer
Hilfe kbnntemanvielleichtauchdensehrunschéner- undkaumsinnvoll zu begrin-
denden- Ansatz,die Algebraseiein TensorprodukauseinerendlichenAlgebraund
einerAlgebravon Funktionenyermeiden.

Denkt man an Hopf-Algebren,so stellt sich Uberhauptwieder die Frageob solche
Symmetrierim StandardmodeHealisiertsind.Will manFeld-Theorierauf nichtkom-
mutatvenRaumerguantisierensowird eswichtig sein,alle SymmetrierdieserTheo-
riengenawzukennerundzuberticksichtigenAuch ausdiesemGrundist esnotwendig
sichmit denSymmetriemichtkommutatver RAumeauseinanderzusetzdm neunten
Kapitel werdenein paarldeendazuvorgestellt.Im Vordegrundstehtdabeidie Frage-
stellung,in welcherForm Hopf-Algebra-Symmetriein diskretenspektralenTripeln
realisiertseinkénnen.



Kapitel 6

Die Klassifikation endlicher
Geometrien

6.1 Spektrale Tripel fur komplexeAlgebren

Einebeliebigeendlichdimensional€*-AlgebratiberC ist vonderForm

k
A =P M, (C).
=1

Wie oben,seienp; die Projektoreraufdie i — te Matrix-AlgebraM,, (C), und
a; = aPb;, a € A

Ein geradesreellesspektraleslripel der Dimension0 zu dieserAlgebraist dannge-
geberdurcheineDarstellungvon A aufeinemendlichdimensionaleHilbertraum.s#,
sawie einerDarstellungder 'oppositealgebra’.4° von A4, die durcheineantiunitare
Abbildung J mit J2 = 1 (alsoJ = J*) induziertwird. Die Graduierungy ver
tauschtmit .J, ebensowie der Dirac-OperatorD. Aul3erdemsoll auchhier zunachst
Poincaré-Dualitéin K-Theoriegelten,obwohl dieseBegriff fir diskreteRédumenicht
unbedingtinnvoll ist.

In derFolgewerdemunalle méglichen0-dimensionalespektralerripel zur Algebra
A beschrieben.

Bemerkung6.1.1. Es ist ohnehinnur natirlich fir endlich-dimensionalélgebren
spektraleTripel der Dimension0 zu suchen.Es sollte abertrotzdemdaraufhinge-
wiesenwerden[Kr-Diss] , dasses nicht mdglich ware, alle Axiome fiir eineandere
Dimensionzu erfullen.Fur eineendlichdimensionalé€™-Algebraist zum Beispieldie
Hochschild-Homologienur im GradO nichttrivial. Dasheif3t,dassjederHochschild-
Zykel vom Gradd fur d > 0 ein Hochschild-Randst.

Deshalbkanndie Graduierungy nur fir d = 0 ein Hochschild-Zylel (mit Koeffizi-

entenin A°) der Ordnungd sein.Sonstware v ja exakt, esgébealsoein " sodass
~ = bI', und dementsprechenahiisstedie AuswertungjedesHochschild-Kozykels
vom Grad d auf v verschwindenEin solcherKozykel ist abermit Hilfe der Spur
Tr(~-) gegebenDannfolgte

0="Tr(yy) =Tr(1) = dims?,
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unddaswareoffensichtlichein Widerspruchiwenn#Z nichtleerist).

Auf demHilbertraum.sZ muf3sownohl eineLinks- alsaucheineRechts-Vifkung der
Algebraexistieren.(Man kannnatirlichebenssagendassA4 und A° auf 77 dage-
stellt seinmuissen.DaruberhinaussollendiesebeidenWirkungenmiteinandetkom-
mutieren.Insbesonderwirken dannalsodie ProjektorenP; von rechtswie von links
auf ## undmankannz# in offensichtlicheMeiseals

k
o = P iy,
i,j=1
mit
Hij = P P; = PP},
zerleggen. Auf denUnterraum.#;; wirkt dabeidie i-te Matrixalgebravon Links, die
j-te von Rechts.
Es gibt abernur eineirreduzible Darstellungeiner komplexen Algebra M,,, (C), auf
C™. JedeHilbertraumJZ;, dereineDarstellungdieserAlgebratragtist deshalbvon
derForm C* ® CNii fur ein N;; € N, wobei M, (C) auf denzweitenFaktortrivial
(alsEinheitsmatrix)wirkt.
Die Darstellungder“oppositeAlgebra’von M, (C) (diezu M, (C) isomorphist) auf
Cm istfurm € My, (C) alstransponiertéatrix m® = m! gegebenunddementspre-
chendist .7, vonderFormCMii @ C"% . Die Links- unddie Rechts-Vitkung kénnen
nur dannmiteinandetkommutierenwennsie in verschiedenefraktorendiesesTen-
sorproduktsvirken. Esist daherklar, dassdie Raumes#;; ein Tensorprodukt
Hj=Ch @Ci @CY
seinmussenDie Darstellungder Algebraist dannfiir ;; € J#; als
atij = (a; @ 1, @ Ly;) yg,
die derumgelehrtenAlgebraals
vija = a"Yij = (1n, ® Lr; ® a5) ¥y

gegeben.
Da~ savohl mit der Links-Wirkung, alsauchmit J kommutierenmuss,kommutiert
esauchmit derRechts-Vifkung:

a(y¥)b = vy(ayd).

Insbesonderbildet y die Unterraume’Z;; auf sich selbstab und esexistierenselbst-
adjungiertdsometrien

Pij : C;] — (ng,
sodass
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~ mussaberauchein Elementder Darstellungvon A ® A° auf ## sein,unddeshalb
kannI';; nur+ 1, sein.Die entsprechendeviorzeicherwerdenin der Folge mit ;;
bezeichnetAlso

Yij = Vij¥ij

fur alle ’Lﬂij € %]
Esist wichtig anzumerkn,dassdiesesArgumentunabhangigyon dergenvéhltenBasis
in &7 ist. Im folgenderkannalsonochbeliebigiberdie Basisverflgtwerden.
Seinun,fiir beliebiges) € S, v;; = Py P; € ;. Danngilt fir die Realitatsstruk-
tur J auf.sZ, die die obigeRechtswirkungnduziert,automatisch
Jvi; = JPYP;

= JP(JPJ) 0

= (JRJ)P;(JY)

= Pi(JY)P; € Hji.

Weil aberauch.J? = 1 seinmussfolgt sofortdie Konsistenz-Bedingung:

Tij = Tji,
undausyJ = Jv erhéltmananalog
Vij = Vji-
Eine (denkbare}olcheantilineareAbbildung J wéreoffenbardurch
J: Iy — I
v QU QU = U QU QT;

gegebenVollig analogzu endlichdimensionah Spin-Mannigéltigkeiten, ist die La-
dungslonjugation,wennsie existiert, auchhier bis auf unitareAquivalenzeindeutig.

Lemma 6.1.2. Esexistiert stetseineOrthonormal-Basisler Form
JG; D v = v; ®v; ®v; in JG;, undanalay in J¢j;, sodass

Jv=7; Q0;; ®7; € H; (6.1)
ist.

Beweis:

Der Beweis beruhtauffolgenderUberlegung:

SeiJ eineweitereantilineareAbbildung, die alle Axiome fiir spektraleTripel erfillt,
alsoJ? = 1unda® = Ja*J.

Dannist Jo.J eineinvertierbardineareAbbildung,die mit beidenAlgebra-Wrkungen
kommutiert,

JoJa=aJolJ,
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und
JojaozaoJOj,
z.B.

JoJa = JoJaJ?
J(a*)oj
J2aJ o J
= aJol.

Deshalbhat.J o J dieForm1 ® j @ 1, wobei;j einelinearelsometrie
g Cr — Cte

ist. (J, J sindselbstadjungiertnti-lsometrien.)Also ist

J=(1®j®l)oJ

undjedernichttriviale Anteil von .J riihrt von einemsolchen; her

Falls & # [ ist damitschonallesgezeigt,dennals unitdreMatrix kannj durcheine
Basistransformatioin einemderbeidenRaumeC"+ oderC+ stetsauf die Einheits-
matrix transformiertwerden.

Ein etwassubtileresArgumentist fir denFall £ = [ erforderlich.Hier ist die Eigen-
schaftjj = 1, dieausJ? = J2 = 1 folgt, wesentlichln AnbetrachderUnitaritatvon
j besagsieeinfach,dassj sogarsymmetriscrundorthogonalst, j = j* = j~1.
OrthogonalesymmetrischéVlatrizenlassersichaberals

j=ulou

mit orthogonalemu zerlegen. o, einediagonaleMatrix mit Eintragen+1, kannaber
selbstals sts geschriebemwerden,wobei s zum Beispiel eine diagonaleMatrix mit
Eintrdgenl beziehungsweisegist.

Mit derunitarenMatrix U = su istdannj = U'U undesfolgt sofortdie entsprechen-
deEigenschaffiir J :

(1®U®1)J(1®U*®1) = (1eTel)J(1leolU'al)

= (1eUeol){lejel)oJ}(1aU'®1)
= (1®U]U*®1)OJ

Die interessantestgtrukturdiskreterspektraleripelist derDirac-OperatarZugleich
ist eramstarksterdurchdie Axiome eingeschrankBetrachtemandie Komponenten

PP} D PP = Dijp = i — 56,
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sofolgt ausder Selbstadjungiertheitnmittelbar
Dij kit = Diy ij»
ausJD =DJ
Dij i = Dji k-

DesWeiterenantikommutiertD mit . DeshalbkannD;; ;; nurvon Null verschieden
sein,wenn ;v = —1 ist. Die schwerwigendsteEinschrankungan D stellt die
sogenanntéOrdnung-Eins-Bedingung”

[[D,a],b°] =0, Va,be A (6.2)

dar
Furyy, € 54, lautet(6.2) zunachseinmal:

Djj pi(arrib) — a; Dij i (Vb)) — (Dijr(agr)) by + ai( Dij ritri)bj = 0.
Wahltmanin dieserGleichungb = P; undj # [, sofolgt sofort,dassfalls: = & ist
D;jiai = a;Djji

fir jedesa € A geltenmuss.Ist i # k so kann es hingeggen keine nichttrivialen
AbbildungenD;; ,; mit derEigenschafiD;; yjar, = a;D;j x 9eben.
Analogkannmana = F;, i # k wahlen,in diesemFall erhaltmanD;; ;; = 0 wenn
nichtj = [ undzusatzlich

(0°);Dijkj = Dij ;i (0°);

gilt.

DerFall i = k undj = [ ist naturlichausgeschlossemeil D nur RGumemit unter
schiedlicherEigenwertervon v aufeinandeabbildenkann.Noch einmalzusammen-
gefasst:

Lemma 6.1.3. Die KomponenterD;; ;; verschwinden,aul3eresisti = k oderj = .
Isti = k sovertausbt D;; ;; mitderentspedenderLinks-Wrkungder Algebra. Falls
J = list,sokommutiertD;; ;; mit der entspechenderRedts-Wrkung

Bemerkung6.1.4. Wenndie Algebrakommutatv ist, sollten,analogzum Endlichdi-
mensionalendie Rechts-unddie Linkswirkungder Algebraauf s# bereinstimmen.
Dannmissteralle RaumesZ;; fur i # j leersein.In diesemFall existiertekein nicht-
trivialer Dirac-Operatarweil diesernur RaumeunterschiedlicheChiralitat mit glei-
chemerstenoderzweitenindex aufeinandeabbildenkann,undhier kAmejederindex
nur ein einzigesMal vor. Um einen Abstandder Punkteableitenzu kénnen,arbei-
tetmandaherauchfir kommutatve Algebrenmit denAxiomenfir nichkommutatve
spektraleTripel.

Selbsterstandlichist »# ein endlich erzeugteprojektiver Modul Uber A, C" ist ja
eineruberM,,(C), mit demProjektorp =diag(, 0, . .. , 0). Daseinzigenochzu uber
prufendeAxiom fiir spektraleTripel ist die Poincaré-Dualitat
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Zur Erinnerung: Die Schnittformder K-Theorieist eineAbbildung K, (A) x K, (A) —
Z . Im Fall unendlichdimensiale, kommutatver C*-Algebrenist ihre Invertierbar
keit (Poincaré-Dualitatgrundlegendfir die CharakterisierunglesHomotopie-Vps
von topologischerRaumen die mit der Struktur einer glattenMannigfaltigkeit ver
sehenwerdenkénnen.Hier ist ihre Bedeutungnicht so klar, und eswarewohl kaum
ein Beinbruch,daraufzu verzichten Andererseitzeigtessich aber dassdie Schnitt-
form der K-Theorie einesehreffektive und eleganteFormulierungder Klassifikation
endlichdimensionalespektralefTripel gestattet.

Fur (diskretekomplexe) spektraleTripel berechnetmandie Schnittformfiir Erzeuger
e, f derGruppeKj [?] Uber:

(e, f) =(D,e® f?),
wobei (D, E) fur einenbeliebigenProjektorE als:
(D, E) = dimcokerg y;, (ED" E) — dimkerg 4, (EDVE)
definiertist. Dabeiist

1

1
Hr = 5(1 — )

und

Dt = 3(1 —¥)D(1 + 7).
1, 7 sind alsodie UnterrAumeder links- beziehungsweiseechtschiralerSpino-
ren, DT der nebendiagonal@lock im Dirac-Operatoder linkschirale Spinorenauf
rechtschiraleabbildet. EDT E ist ein Operatoy der E#;, auf E#; abbildet,und
(D, E) istderIndex diesesOperators.
Fur Matrix-Algebrenist die GruppeK; trivial (jede Matrix tberC kannin die Ein-
heitsmatrixdeformiertwerden).Dahermussmanin diesemFall nur K betrachten.
Fur M, (C) sindalle Projektoreréquivalent(in M, (M, (C))) zu derobenangespro-
chenendiagonalerMatrix mit einer1 im erstendiagonalerEintragund Null tGberall
sonstdie von nunanmit

0

bezeichnewird. Flr einedirekte Summevon N Matrix-Algebrenhatdie K-Theorie
dementsprechend unabhangig&rzeugee;, diejeweilsausder;—tenMatrix-Algebra
stammen.

Bleibt die Aufgabe(e;, e;) zuberechnen.
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Als Erstesberechnetnandie in derDefinition auftauchendemlilbertraume

. ) B T'ij falls Yij = -1

dim e;ef A7, = { 0 wenn v =1 (6.3)
. ) _ rij  WeNnn v;; = 1

dim ele‘]’-c%ﬂg = { 0 falls y; = —1 (6.4)

Es fallt auf, dassvon den beidenRaumeneiegﬁ und eieng immer mindestens
einerleerist. DerOperatoreie;?D%ie;?, dersie aufeinandenbbildet,hat alsoentwe-
derein leeresBild, oderein leeresUrbild. Der zu berechnendéndex ist alsovéllig
unabhéangigon D, undemibt sichletztlich zu

(ei€5) = vijrij = dij
wobeinochGebrauchvondenVorzeicheny;; gemachwurde.

Die in dervorigenFormeleingefuihrte symmetrischéatrix mit ganzzahligerintra-
gen

iy = YijTig,
die identischmit der Schnittformder K-Theorie ist, enthalt offensichtlich die voll-
standigelnformation tbers# ( in Form derr;;), die Algebra-Darstellung;y und J.
DesWeiterenkann man alle wesentlicherEinschrankungeman die Wahl desDirac-
Operatorsausder Matrix ¢ entnehmenDie einzige Information Uber das spektrale
Tripel, die ausg nichthenorgeht,ist die Algebra.A.
Alles in allem sind diskretespektraleTripel alsodurchdie Vorgabeder Algebraund
derSchnittform(.A, ¢) charakterisiert.
Wennmansich einmalan denUmgangmit der Schnittformgewvdhnt hat, stellt diese
Beschreibing eine sehreffektive und einfacheMdglichkeit, die Bedingungeran den
Dirac-Operatozusammenzafssendar.

6.2 ReelleMatrix-Algebr en

FurphysikalischeAnwendungemetrachtetnanAlgebreniiberdemKoérperderreellen
Zahlen.BeiderKlassifizierungderdiskreterspektralenripel zudieserAlgebrensind
einigeUnterschiedém Vemleichmit komplexen Algebrenzu beachten.

Wie weiter obenangedeutesind reelle endlichdimensional€'*-Algebrenstetseine
Summevon Matrix-Algebrenmit reellen komplexenoderquaternionischegintragen.
M, (R) kannvdllig analogzum Fall komplexer Algebrenauf C* dagestelltwerden.
Die Aussagerniber~, J und denDirac-Operatobleibendannvollkommenurveran-
dert.

Fasstman M, (C) als AlgebraiiberR auf, so gibt eszwei indquialenteirreduzible
DarstellungenNebender fundamentalearstellungauf C* existiert nun noch die
konjugierteDarstellungauf C", bei der Matrizenalsihr komplex konjugiertesdaige-
stelltsind.

Die reelleAlgebraM,, (H) hatzwarebenélls einekonjugierteDarstellungdurchqua-
ternionische&k onjugationderMatrix-Eintrage) dieseist aberunitaraquivalentzur fun-
damentalearstellungauf demC?" . FiirjedesQuaterniorh istja h* = oohos.
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Mit dennachwie vor existentenProjektorenP; auf die Unteralgebremd = M, (K;)
lasstsich .## wiedergeman

A =D A
ij
in invarianteUnterrdumeaufspaltenDa esaber fallsK; = C ist, zwei indquivalente
Darstellungergibt, knnendie RaumesZ;; weiterals

Hij = Hij @ Hy;

zerlggt werden.Analog ist dieseAufspaltungnattrlichauchfir die Rechts-Vifkung
durchzufihren.

Die Unterraumes?;; sindweiterhindie Eigenrdumerony zudenEigenwerteny;;. Als
(selbstadjungiertgiHochschild-Zylel hat+ dengleichenWertin derfundamentalen
undderkonjugiertenDarstellung.

FurdenDirac-OperatoD emibt sichebenélls nur einekleine Anderung:

Die Ordnung-Eins-Bedingunigesagia flr die KomponenterD;; 1;, dass

Djj pim(ax) = m(a;) Dij ki

seinmuss.(Hier ist essinnvoll die Darstellungr(a) und dasAlgebra-Element zu
unterscheidenDiesverlangt;: = k (wennD; ;; # 0), aberauch,dassD;; ; dannein
IntertwinerderentsprechendeDarstellungervon M,,, (K;) auf 7;, 74, ist. Diesist
abernurdann(nichttrivial) moglich,wenndieseDarstellungeraquivalentsind.

Die Ordnung-Eins-Bedingunigesaghunalso:

Der Dirac-Opeantor D kannnur zwishienaquivalenterDarstellunggnvon A (bezie-
hungsweise4?) vermitteln,und auc diesnur, wenner mit denentspedendenDar-
stellungenvertausat.

Die Realitatsstruktuy bildetweiterhindie RaumesZ;; aufdie Raumes#;; ah Weil flr

Matrizena; € M,,(C) die Rechtsdarstellungn Wesentlicheribera} = Ja}J = at

gegebenwird, bildet .J dabei,ebensavie D, nur dquivalenteDarstellungeraufeinan-
derah Esgilt alsozumBeispiel

Quaternionerabenkeineeindimensional®arstellungund dementsprechengibt es
auchkeineProjektorervom RangEinsinnerhalbM,, (H). Alle Projektorervom Rang
Zwei sind aquivalentzu dern x n-Matrix mit 1 € H im erstenDiagonaleintragals
einzig nicht verschwindendentintrag. Infolgedesseréindertsich nun auchdie Be-
rechnungder Schnittform.Verwendemandie NotationdesvorigenAbschnitts,soist
((es, €5) =) @ij = vijrs; nurwennk; # HundK; # H sind.lIst einederbeidenbe-
teiligtenAlgebrenquaternioniscisoist ¢;; = 2;;r;;, sindbeidequaternionisclerhalt
mang;; = 4’}/”7‘2]

Die Gruppeder invertierbarerreellenZahlen (und damit auchGL(n,R)) hat zwei
Zusammenhangsknponente. Andersausgedricktesist

K1(M,(R)) = Zs.
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DerartigeTorsionin der K-Theoriebleibt bei der Berechnungler Schnittformunbe-
ricksichtigt.(In SullivansTheoremwird sie durchTensorieremit einemgeeigneten
Ring eliminiert.)

6.3 Differentialalgebra, Metrik und all das

Derinteressantestanteil einesspektralentripelsist der Dirac-Operatgrder sovohl
die metrischerkigenschaftenals auchdie DifferentialstruktubeschreibtDieseBe-
schreilung ist allerdingsnicht eindeutig:Zu einer gegebenerMetrik (und Algebra)
gibtesvieleunterschiedlichepektral€elripel mit dendazugehdrigebirac-Operatoren.
Furendlichdimensional&eometriedasstsichdiesedroblemabersehrelegantlosen:
Die DarstellungderAlgebra(aufdenquadratintgrablenSchnitterin ein SpinorBlindel)
und denzu dervorgegebenerMetrik korrespondierenaeDirac-Operatoffindet man
in diesemFall durchMinimierendesWirkungsfunktions

Res (|D|2_d>

UberderMengealler Dirac-Operatorerdie zu dergegebenerMetrik korrespondieren.
DieseMethodeist fir diskretespektraleTripel nichtanwendbar

In diesemFall kannman (nattrlich) nicht dasWodzicki-Residuunverwendengdafir
existiertaberdie gewohnlicheSpurTr (| D|?).

DesWeiterenist zu beachtengdass— bei gegebeneMetrik — der Hilbertraumfir dis-
kretespektral€Tripel nichtalsfestvorgegeberbetrachtetverderkann.(Im Gegensatz
zumendlichdimensionaleRall, wo derHilbertraumunendlichdimensionast, undnur
Uberdie Darstellungervon (A, D) minimiertwerdenmuss.)Man musstealsodasEx-
tremumiberalle mit denAxiomenvertraglicherendlichdimensionafteHilbertraume,
die Darstellungder Algebraauf diesenRaumenund nattrlichalle Dirac-Operatoren,
die zu derselbenfestvorgegebenMetrik korrespondierersuchen.

Der letztePunktverursachtie eigentlicheSchwierigleit. Esist ndmlichsehrschwie-
rig, fur ein gegebenesliskretesspektraledripel die zugehdrigeMetrik zu berechnen,
und dasumgelehrte Problem,ndmlich die Parametrisierungller spektralenTripel,
dieaufdie gleiche vorgegebenevietrik flihren,ist offenbarnochdeutlichschwieriger
OhnedieseParametrisierungst dasobigeExtremalprinzipabemichtwohldefiniert Es
istauchtberhaupnhichtklar, welcheWirkung mananzusetzehatte.Die Spurexistiert
ja fiir jedes(positive) Polynomvon D?, undwie viele Minima dannjeweils existieren
wirdenstehtin denSternenln mancherBeispielenkannmanzeigen,dassdie Wir-
kungTr (| D|?) unendlicheviele Minima hatte die zur selberMetrik korrespondieren.
Als einfachenAuswey betrachtetman einfach alle diskretenspektralenTripel oh-
ne weitereEinschrankungls“ Nichtkommutatve Spinmannigdltigkeiten”. Esware
aber im Hinblick auf die Tatsachedassmandie Massenmatrizeim Standardmodell
als Dirac-Operatoeinesdiskretenspektralerilripels interpretiererkann,interessant,
einebefriedigendd-ormulierungdieseExtremalprinzipdur diskretespektraleTripel
zusuchen.

Die Berechnungon Differentialalgebreirstimmersehrheikel, insbesonderaveil hier
die Darstellungm der Algebraeine wichtige Rolle spielt, und man genauzwischen
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(Differential-)Algebra-Elemeah und ihrer Darstellungunterscheidemuss.Genau-
er gesagtkommt esauf die Fortsetzungvon 7 zu einer Darstellungder universellen
Differential-Algebr&'.A geman

m(apdayds - - - day) = m(ag)[D,m(a1)]- - [D, w(ay)]

an.

Der Differentialkalkulwird dannwie folgt konstruiert:Die Formenvom Grad Eins,
Ol (A), erhaltmanals Quotientvon Q}LA unddemKernvon 7. Da 7 hiertreuist, ist
derBimodul Q!(.A) alsoisomorphzu (0L (A)).

Zur KonstruktionderFormenvonhdherentGraddividiert mandurcheindifferentielles
Ideal,

o (A) < ana/ g, J" = QR AN (ker U dker 7).

Auf dieseWeiseerhaltmaneine Differentialalgebr&2p(.A) , die, wennmansie nur
alsLinksmoduluber.4 auffasst,auf 7# daigestelltist. Allerdingsist ihre Strukturals
Differentialalgebranicht auf 77 dagestellt.(Es gibt keinenOperatoP auf 7%, der—
analogzu F —dasDifferentialgemaldw = Pw + (—1)%“*1w P darstellerwiirde.)im
klassischerfrall einerendlichdimensionale8pin-Mannigéltigkeit sind die p-Formen
zumBeispielals

f(@)dzft A Az = f(@) Y Yy

dagestellt,wobei die Klammerungder Indizesauf der rechtenSeitedie totale Anti-
symmetrisierungn denindizesy, . . . 1, andeutersoll.
Essolltekaumuberrascherdassdie Differentialgebraeinesdiskretenspektralenrri-
pelsbereitsdurch die Darstellungeiner einzigenEins-Form vollstandigbeschrieben
ist.

Lemma 6.3.1. Der Differentialkalkil erster Ordnungist ein inneter Differentialkal-
kill, dasheil3tesexistiert eineEins-Form

¢=) Padp; (6.5)
iy

sodasssich dasDifferential jedesa € A als
da = [¢,d]
berdnenlasst.¢ hangtmit demDirac-Opeator Uber
D=mn(&)+Jn&)J

Zusammen.
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Beweis:
GemalderDefinitionist 7(da) = [D, 7(a)]. Zu zeigenist daher:

> [7(P) D, w(Py)],w(a)] = [D,w(a)].-
i#]

Seinung;jp = BP]%(&)P,CP;’. Furjedesyy; € 44, istdann

(m(&)Vk);; = (Z P [D, P %l)
j

s#£t

= > (P:DPi)y;
s#£t
(P;DPyapiy)ij

= 0;1Dij kjVri-

Man erhéltdannsofortdie BeziehungD = 7 (§)+ Jn(§)J, wennmandie Eigenschaf-
tenvon J und D verwendetDa aberwegender Ordnung-Eins-Bedingung

[J€J,a] =0

fur jedesa € A qilt, folgt darauddie Behauptungla = [D, a] = [¢, a]
Esseinochangemerkt

§=) PdPj=-) PdP.
i#j i
|

Die Eins-Form¢ hatmehreranteressantandausgesprocherilfreicheEigenschaften,
die nunkurz skizziertwerdensollen.

m(€) istselbstadjungieriuf demKalkil ersterOdnunggibt esdeshalkeinenatirliche
Involution mit der Eigenschaft

dox = —(xo0 d),

so dassdie Darstellungauf 5# aucheine x-Darstellungist. Man setztdazueinfach

=<
Die folgendeBeobachtungvird sichim nachsterKapitel alsnitzlicherweisen.

Korollar 6.3.2. DasZentrumdesBimoduls! (A) isttrivial: wennfiir eineEins-Form
aw = wa fur jedesa € A ist, sofolgtw = 0.

Beweis:
Zunachseinmalgilt fiir Idlempotente: = €2, stets

edee = 0.
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Zum Beweis dieserAussagdlifferenzieremaneinfach0 = e? — e und multipliziere
dasResultatvon rechtsundlinks mit e. Folglich ist

PidP;P; = Pi¢P; = 0.

JedesElementausQ!(A) kannals endlicheSummevon Elementender Form w =
> baécq geschriebenverden. Angenommeny kommutieremit jedema € A, also
insbesonderait P;.
Multipliziert mannunbeideSeitenvon P,w = wP; mit P;, soerhadltman(mit Pf =
P;)

PwP;, = Pw
Esist aber

PwP; =0,

denn P; kommutiertmit Algebra-Elementemind esist ja P, P; = 0 . Dannist also
P;w = 0 fur alle ¢, undsomitauchw = 0.

Bemerkung 6.3.3. FUr kommutatve Algebren,wo jedesElementa € A alsa =
> aib;, a; € C, geschrieberwerdenkann,bilden die FormenP;dP;, ¢ # j eine
Vektorraum-Basison Q!(A). (Man kannja mit Hilfe der Bimodul-Reyeln adb =
d(ab) — dab jede Eins-Form als lineare KombinationdieserFormenschreibenZu
beachterist auchdl = 0 = ). dP;, weshalbdie P;dP; nichtlinearunabhéngig/on
diesenFormensind.)

Die DarstellungdieserBasisauf 77 ist als

©(P,dP;) = P,DP; — P,6;;D = P,DP;

gegebenDai # j, ist dieserOperatorgeradedie Zusammerdssungaller von Null
verschiedenem;y, ;.

Lemma6.3.4.d¢ = €+ Y PEER,

Beweis:

d¢ = - dPRdP,
= — D I&PIE P =€+ PP n

Die Produktein der obigenGleichungsind als Produkteinnerhalb©?,(A) zu ver
stehenIm Momentkanndamit nur formal gearbeitetwverden,weil die Strukturvon
Q% (A) noch nicht ausgearbeiteist. Genauzu diesemZweck dient aber die obige
Formel:

Die universelleDifferentialalgebrd2? (A) kannausQ!(A) @ 4 Q' (A) durchAbdivi-
diereneinesentsprechendelteals(wodurchd? = 0 unddie Leibniz-Ragel erreicht
wird) konstruiertwerden.Da mit Q! (.A) aberauchQ!(A) @4 Q!(A) auf 22 dage-
stelltist (w1 ® 4 we = 7(w1)m(w2)), kannmanfir die Konstruktionvon Q2,(.A) diese
Darstellungron Q! (A) ® 4 O (A) auf 7 alsAusgangspunkiehmen.
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Lemma6.3.5. Sei= € Q' (A) @4 Q!(A) als

==Y Ptoath (6.6)

gegeben.

Dasdifferentielleldeal vomGrad 2 spaltetsich dannals 7 = 71 & J2 © J3 auf. (Es
ist ein UnterBimodulvon Q! (A) @ 4 Q1 (A) mit Q4 (A) = Q1 (A) o4 Q1 (A)/T.)

Hierbeiist 7; = ker m (wobeir in der UiblichenWeiseauf Q! (A) @ 4 Q(A) fortge-
setztwird: (w1 @ 4 w2) = m(wi)T(we)).

J» bezeibnetdenUnterBimodul,der von denKommutatoen [a, ], a € A erzeugt
wird, und 73 ist der vonElementen

> ai(@a& - B, ai,bi € A,

sodass) _, a;£b; = 0 gilt, erzeugtdJnter-Bimodul.

Beweis:
JedesElementvon Q! (A) zerfalltin eine endlicheSummevon Elementerder Form
w = a&b. Man berechneteicht dw:

dw = Ew + wé + a(2 — E€)b, (6.7)

und,fur denspeziellerFall, dassw exaktist,w = da = & a — a &:

[1):
[I]z

d?a==a—a (6.8)
Hierbeiist = € 02 (.A) dasBild von =.

Deshalbist die Division durch 73 notwendigum die WohldefiniertheitdesDifferenti-
alsd, alsod0 = 0, zugarantierend? = 0 gilt nurwenn 7, abdvidiert wird.

J1 musseigentlichnicht im Quotientenbericksichtigtwerden,wennman nur eine
Differential-Algebrakonstruierenwill. Man erhalt aber nur dann eine Differential-

Algebra,die als.4-Modul auf 7# dagestelltist.
[ |

Die konkreteStrukturvon 7 undvor allemdie Strukturvon Q% (A) hangtsehrstark
vonderspeziellerSituationah UberdenfolgendersehrinteressanteBpezialéll, dem
auchdasdiskretespektraleTripel desStandardmodellangehértkannmanabernoch
etwasmehrsagen.

Zuvor mageshilfreich sein,die Operatorerf( und= genaueru beschreiben.

¢ bildetRaumemit gleichemzweitenindex aufeinandeah Dementsprechenkildet

E=m (Z PZ-&*PZ-)
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nur RAumemit gleichemerstenund zweitenindex aufeinandeab,
B jfi]‘ — :%’é]

Man kannZ alsoalsdiagonalerAnteil von (£ ® 4 £) interpretieren.
Ein interessanteBpezialéll tritt auf, wennw (¢ @ 4 &) bereitsdiagonalist,

7’['(& XA é.) = W(E)a
sodass’, C J;. Indiesenfall erleichtertsichdie Berechnungon Q2D(A) erheblich:

Lemma 6.3.6. Wenn7(&)m(£) = (€ @4 &) = w(2) ist, dannist 2 = £¢ und der
DifferentialkalkulzweiterOrdnung 2,(.A) bleibteininnerer Kalkil:

dw = w + wé, (6.9)

fur jede Eins-Form w. Der UnterBimodul 7 setztsich in diesemFall ausdemKern
vonz unddemvonKommutatoen [a, £ ® 4 ] erzeugterdeal zusammen.

Die Voraussetzungedieses.emmassind zum Beispieldannerfullt, wenn (&) (&)
in7(A) liegt.

Kommutiertr (&) (&) mit 7(A), soist J = kern und die Aussageist sofortvéllig
klar.

Lemma 6.3.7. Die Gleichung

m(§)m(&) = 7(E)
gilt dannundnur dann,wennz (£)7(£) mitdemZentrumr(Z(A)) von.A kommutiert.

Beweis:

Kommutiertr (&) (£) mit demZentrumn(Z(A)) sokommutiertesinsbesonderenit
allenw(F;). Mit ), P; = 1 folgt daraussofortdie behauptetédentitat.

Zum Beweis der Umkehrungseider Einfachleit halberangenommengsgébegenau
ein 4, sodassr(P;) nicht mit 7(£)7(£) kommutiert. Der Kommutatorsei mit p be-
zeichnet.In diesemFall emibt explizite Berechnungden Widerspruchr (&) (€) —
m(ZE) = p.

[ |

Damit sind diejenigenspektralenTripel fur welchedieserSpezialéll eintritt, bereits
sehrgenaucharakterisiertr (£)7(£) kommutiertin jedemFall auchmit 7(.4°). Oben
wurdeklar, dassdarunterjederder RaumeH;; auf sich selbstabgebildetwird. Die
Einschrankungon = (§)=(¢) aufeinenRaumH;; mussdaher(in der Aufspaltungvon
H;; alsTensorproduktyon derFormT;; @ id sein.(Insbesonderist dasdannderFall,
wennD? ~ 1 ist).

In physikalischerAnwendungenverwendetman die Differential-Algebravor allem
zur Bestimmungdes Raumsder Eichpotentiale(Zusammenhéngeilie, wie tblich,
durchselbstadjungiert&ins-Formenbeschriebesind.



Die Klassifikation endlicher Geometrien 153

Korollar 6.3.8. Ist H eineselbstadjungiert&ins-Formund F'(H) = dH + HH die
zugehorige Krimmung dannist, wennder Differentialkalkileininnerer ist,

F(-26) = 0.

Selbsterstandlichsind auchalle Eichungenuéu* + ud(u*) dessomit gefundenen
Minimumsé von S(H) = Tr(F?(H)) Lésungen.

Man mussaberdaraufhinweisendassdiesnur eineformaleLdsungist. Bei denphy-
sikalischerAnwendungemwird dasdiskretespektraleTripel mit demspektralerripel
der Spin-Strukturauf der RaumzeittensoriertIn diesemFall kannespassierengass
dervom diskretenspektraleriTripel herrihrendénteil der Zwei-Formen,vollstandig
durchdasdifferentielledeal, welchesvon dem spektralenTripel der Raumzeither
ruhrt, abdvidiert wird. Tritt dieserFall nicht auf, so sagtobigesKorollar, dassesin
jedemFall eine spontaneSymmetriebrechungebenwird. Die skalarenFelder wel-
cheals Komponenterder vom diskretenAnteil stammendeiins-Formenauftreten,
habendanneinennichtverschwindendeNakuum-Ervartungswerf¢. Die verbleiben-
de Symmetrieist offenbargenaudiejenigeUnteigruppederinnerenAutomorphismen
derAlgebra,die denDirac-Operatofundsomit¢) invariantlasst.

An dieserStellelasstsich nicht mehriber2p aussagenZum AbschluRdiesesAb-
schnittsfolgen nochein paar kurze,lose zusammenhéangendemerkungerzu ver
schiedenerspektenvon spektralentripeln.

Eine wichtige Eigenschafides SpinorBiundelsendlichdimensionaleBpin- Mannig-
faltigkeitenist es, die Morita-Aquivalenz der Algebrader Funktionenmit der Alge-
bra der Schnittein das Clifford-Bundelzu liefern. Diese Eigenschaftwird bei der
“nichtkommutatven” Reformulierungvon Spin-Strukturerexplizit verwendetDabei
benutztman, dassdie Algebrader Schnitteins Clifford-Blindelisomorphzum Bild
deruniversellerDifferentialalgebraufdemHilbertraumist. EineanalogeEigenschaft
gibt esflr diskretespektraleTripel, und wahrscheinlicrallgemeinfir nichkommuta-
tive spektraleTripel, nicht.

DaderHilbertraum.s# einesspektralenTripelsalsBimodul Giberder AlgebraTensor
produktes? ® 4 2 (wobeis#* = J.# denkonjugiertenHilbertraumbezeichnet)
gestattetjst esaberohnehininteressantdieseetwasgenaueunterdie Lupe zu neh-
men.

Lemma6.3.9.

H @a A" = D Bndu (i, Hig).
i,5,k

Beweis:Esist klar, dassalle Tensorprodukte’?;; ® 4 J€; = J6; ® .4 3, Uberder
Algebraverschwindenwennj # k ist. Zum BeweisbetrachtananAlgebra-Elemente
a = Pya. DerRestist straight-forvard.

DasTensorprodukt? @ 4 s#* weistalsodurchausinegroReAhnlichkeit zum Bild
deruniversellerDifferentialgebrauf. Differentialformerkénnenja ebenélls nurRau-
memit gleichemzweitenindex aufeinandeabbildenund siekommutiererdannauch
mit derWirkung der Algebraauf dieseUnterraume.
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Im Allgemeinenwird die DifferentialalgebrabernichtisomorphzumobigenTensor
produktsein.Esmusserzum Beispielnichtalle (erlaubten)D;; .. ; von Null verschie-
densein,unddahemwerdenin derRegelauchnichtalle ElementevonEnd 4 (74, 7;;)
in derDifferentialalgebraertretersein.(Dartberhinaussindohnehimnichtalle D;;
erlaubt.)

In einigeneinfachenBeispielenbestehdieserlsomorphismusllerdings.Es wéresi-
cherinteressantherauszufindenynterwelchenVoraussetzungedie Algebraunddas
Bild deruniversellenDifferentialalgebrasomorphsind.

In[?] wird 72 ® 4.2¢* alsRaumderFermion-AntifermiorBindungszustéandaterpre-
tiert. Elemente) diesefRaumssindfir endlichdimensionalkommutatve Geometrien
vonderForm

Zw“ ) @ 3,(x) Y1,iy o, € .

Auch dieselnterpretatiorerscheinhier schwierig.Fur dasspektraleTripel desStan-
dardmodellsenthieltes# ® 4 #2* zum BeispielauchAntiquark-Lepton‘Bindungs-
zustande”.

Nebender Differentialstrukturbeschreibtder Dirac-Operatorvor allem die Metrik

derzugrundeligendenMannigfaltigkeit. Die Berechnunglesgeodatischedbstands
zweierZustandast abernichtallgemeindurchfiihrbarFur einfacheBeispielewird sie

im nachsterAbschnittvorgefiihrt.Die Metrik bedingtaberauchdasSkalarproduktier
Formen,unddiesessoll nunausgearbeitaverden.

Die Darstellungauf demHilbertraum.s# induzierteinenatirlicheSpurauf der Alge-

bra.A, welchesich zu einer Spurauf der Differentialalgebrd)p (A) fortsetzt.Damit

erhaltmanauchein SkalarprodukaufdenFormengeman

(w1, we) = tr (wjws).
Furkommutatve AlgebrenberechnesichdasSkalarprodukterBasis-formenzu:
(PidP;, PidP) = tr (n*(PidP;)m(PedP))

= 5ik5]-l Z tr(Dlpkakplp).
p

BezlglichdiesesSkalarproduktesst die Basisalso orthogonal.Der Operatorunter
der Spurim letztenAusdruckdieserGleichungist ein positver Operatovon Hy, auf
sichselbst.Die Norm einerder FormenP;d P; verschwindebffenbarnur dann,wenn
D,pip = 0 fur alle p ist, und dies bedeutetdassdie entsprechendEorm selbstver-
schwindetDasSkalarprodukist demnachpositv definit.

Im Gegensatzzum endlichdimensionalefrall ist diesesSkalarprodukiaberkeines-
wegs eindeutig(bis auf Skalierung).

Eskannin derfolgendenWeisemodifiziertwerden:

(w,0): =tr (m(w)zm(o)'),

wobei z ein Operatorist, welcherselbstadjungierist, und, um die Eichirvarianzzu
garantierenauchmit der Algebra kommutierensollte. Es ist in Anlehnungan den
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klassischeffrall auchsinnsoll, wennauchnichtzwingenderforderlich,z sozuwahlen,
dassesmit v und dem“Laplace-Operator’D? (dannist ~ insbesonder&onstantauf
derRaumzeitkommutiert.

Fur physikalischeModelle spielt z die Rolle einerverallgemeinertetopplungskn-
stanterundessolltedahemur experimentelfestgelgt werdenMP]. Mankannz aber
auchverwenderumzusatzlichesymmetrieretabliererzukdnnen Firdie Algebrader
Funktionenauf einerdiskretenGruppewird manz sowahlen,dassdasSkalarprodukt
derFormenmit demvom HaarMafinduziertenibereinstimmt.

AuBerflr einige wenige Spezialfalle,ist esim Allgemeinenaul3erstschwierigeine
Metrik als.A-bilineare AbbildungQ'(A) x Q' (A) — A zufinden.Die ersteSchwie-
rigkeit liegt im AuffindeneinerBasisals Links-Modul tiber.A von Q!(A). (Dies ge-
lingt nur in Beispielen.)Wenn man jede Eins-Form eindeutigals « = )", anvn,
mit a,, € A schreiberkdnnte,so ware eine solcheMetrik auf denerstenBlick als
(a, B) =, biam gegebenMit dieserDefinition gilt dannnémlich

(aa7 /Bb) = b*(a7 B)a7 VCL?b e A?
die Gleichung(aa, b3) = b*(a, §)a kannsoabernicht sichegestelltwerden.Im Ge-
gensatzzum klassischerfall kommutierenEinsformenund Algebra-Elementéier
namlichnicht.
EsistaberTeil der Axiome flur spektral€eTripel, dasseinesolcheBilinearform
() ¢+ HH — A
dieimplizit tberdie Gleichung
tr {b(¢, p)a”} = (a®),by), Vi, p € I
definiertist, fir Spinorenexistiert. Mit
Ay 3y =Y E© XE,
wobei#?; € C beziehungsweis&’$ € Cl4i' @ C sind,undanalog

pij =) T @Y,
o

schreibtsich( -, - ) dannexplizit als
(W.0) = Y RP} | e {Y] (X5)'} -7 (@) © 1y, © Lo, | P},
ij a,p

6.4 Der letzte Schritt

Strenggenommerist die Klassifikationderendlicherspektralerripel modulounitar
er AquivalenzandiesemPunktnochnicht vollstandigabgeschlossemie Freiheitder
Basisvahlin ## wurdebishernamlicheinzigdazuverwendetginekanonischd-orm
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derAlgebra-Darstellung/ und+y zufinden.Esexistierenaberimmernochgenuguni-

tare Transformationerauf .77, die mit A, J und~ vertauschenDamit lieRe sichim

Prinzip nun aucheinekanonische~orm fiir denDirac-OperatorD angebenkFir den
allgemeinerfall einerabstrakterAlgebra®; My, (C) gestaltesichdie Durchfiihrung
diesesv/orhabensvegendermannighltigenFallunterscheidungeasbersehrschwierig.
Im nachsterbschnittwird die Klassifikationfiir einzelne ginfacheBeispielevenoll-

standigt.

Die grundsatzlichestrukturder nochverbliebenerfreiheitbei der Wahl der Basisin

## kannmanabersehrleicht charakterisieren:

Gesuchtsind, wie obenangedeutet,nitareOperatorerU auf ¢ = @;;5¢;, die so-
wohl mit derDarstellungder Algebraalsauchmit derRealitatsstruktuyg vertauschen.
(Mit v kommutierersieohnehindenny € 7(A) ® 7°(A) .)

Aus P,UP; = P,U, beziehungsweis&’U P = P?U folgt dannwie zuvor

Uy = A

U ist alsoblockdiagonaimit entsprechendeBlocken U;;. Diesesind, da sie mit der
AlgebraundJJ kommutierermissennotwendigerweisgon der Form

Uij = 1, @uig @ L,

mit unitdrenMatrizenu;; : C% | — Cl%s|. U kommutiertnurdannmit J wennzudem
auch

Uij = Uji
fur die entsprechendeMatrizengilt.

Die Blocke D;; x; = dijx ® 15, desDirac-Operatordransformierersich, fir D —
UDU*, als

dijk = (Ln; @ uiz) dijr ( Ly, @ ugy) - (6.10)

Die analogerBlocke Dj; jx, = 1, ® d;j, transformierersichentsprechendomplex-
konjugiert.

Der letzte Schrittder Klassifikationwiirdealsodarin bestehenDirac-Operatorengie
gemal¥6.10)aquivalentsind,zuidentifizieren.

Im kommutatven Fall, wennalle n; = 1 sind,wirdemanwie folgt vorgehen:

Jedenichtsingularequadratischéviatrix A kannals A = VaW™* mit unitdrenMatri-

zenV, W und einerdiagonalerMatrix a mit nichtngativen reellenEintragen- den
charakteristischeWertenvon A — zerlegt werden.

Ist nunalso|q;;| = |qx;|, SOist d;j;, einequadratischévatrix und kannmit geeignet
gewahltenTransformationeif6.10)diagonalisieriverden Dies setztnaturlichvoraus,
dassdie Transformationen;; unduy; beidefrei wahlbarsind,alsonichtschondurch
die DiagonalisierungeinesandererBlockesfestglgyt wurden.Kannmannur tibereine
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derbeidenTransformatiorirei verfiigen sokannmanaberimmernocherreichendass
d;;r auf die Form einerhermiteschematrix transformiertwird. In der Notationdes
obigenBeispielswirdemanzum Beispiel

A AWV

wahlen.Offenbarist die entsprechendenitareTransformatiorauchdadurcheindeutig
festgelgt.

Ganzahnlich kann man auchfir nichtquadratischélatrizen vorgehen.Dannist a
abernicht mehrdiagonal,sonderrbestehtauseinemdiagonalermuadratischellock
und einemnichtquadratischeBlock, der nur Nullen enthalt.Allerdings fixiert diese
Prozedurdie beidenbendtigterunitarenTransformationemochnicht eindeutig:Nur
diejenigemit demkleinerenRangkanndabeifixiert werden,die Einschrankungler
andereraufdenKern,beziehungsweiskkokernvon A, bleibtfrei.
Mehrkannmanuberdenallgemeinerfall nichtaussagenilso zu denBeispielen...

6.4.1 EinfacheBeispiele

Das interessantestBeispiel flr ein spektralesTripel, dasbei der Beschreilong des
Standardmodellserwendetwird, wird im nachsterAbschnittbesprochenDie oben
ausgearbeitet&lassifikationsollte aberwenigstendir die einfachstenBeispieleil-
lustriert werden.Im folgendenKapitel werdenauchnoch einige Beispiele,die mit
diskretenGrupperassoziiersind,folgen.Besondersvichtig ist die vollstandigeKlas-
sifikation bei der Quantisierunggie im neunterKapitel besprochemvird. Dort finden
sich dannnatugemaRauchdie am bestenausgearbeiteteBeispiele.Die folgenden
BeispielesolleneinerVeranschaulichunderKlassifikationdienenwerdenspateraber
auchals Spielzeugmodelleur Quantisierunglienen.

DerKlassiler unterdendiskretermichtkommutatven Geometrierist der Zwei-Punkt-
Raum.A = C?. DiskretespektraleTripel sinddanndurchinvertierbare symmetrische
2 x 2-Matrizenmit ganzzahligefintragerklassifiziert.Die spektralerTripel dernied-
rigstenmdglichenDimension 2, sinddemnachdurch

+1 0 0 1
q_(() il) oder q_i(1 0)
gegebenFirkeinesdieserspektralenTripel existiert ein nichttrivialer Dirac-Operatar
DaseinfachstespektraleTripel mit einemnichttrivialen Dirac-Operatoist durch

=(3 )

bestimmt.In diesemFall ist der Dirac-Operatodurcheinekomplexe Zahl D13 11 =
Dsi 11 = Di1,12 = D121 = m vollstandigfestgelgt. Man kannaberimmer noch
beliebigeunitareTransformationemuf demeindimensionaletynterraums#, durch-
fihren. Auf dieseWeise kann man stetsdie Phasevon m eliminieren.Die unitar
enAquivalenzklassenon Dirac-Operatoresind alsodurcheinenichtnaative reelle
Zahlm charakterisiertRechnemannundenAbstandderbeidenreinenZustandeder
AlgebraC? mit derConnesscheRormel

d(€1,€2) = sup  {[€1(a) - &a(a)l} (6.11)

I[D,a]l|<1
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aus,soerhaltmandasbekannteErgebnisd(1,2) = HlTH =1,
DaseinfachstespektraleTripel mit einemnichttrivialen Dirac-Operatqrbei demdie
Automorphismusgrupp#, von C? auf ;# dagestelltist (daraufwird im nachsten

Kapitel kurz eingggangen)st dannschonvierdimensional,

(-1 1
=\ 1 +1 )
Firnegativesgo, enthatderDirac-Operatonunzweinichttriviale Zahlen,D1 12 = m
undD;i9 22 = u, vondenenrmanabernur einenichtneyaty reellwahlenkann.Essteht

dazuja nachwie vor nurdie einePhasd /5 zurVerfligung Man Uberzeugsichleicht,

dass
1

max{[ml, |}

ist. In einer geeigneterBasis habenDirac-Operatorund Algebra-Darstellungdann
namlichdie Form

d(1,2) =

0 m p O z 0 0 O
| m 0 0 m B 0 - 0 O
D= w00 pu | A>S (z1,20) =a— 0 0 2 0 |
00 m pu O 0 0 0 =z
undsomitist
0 0 wu(zg — 21) 0
B 0 0 0 m(z1 — 22)
[D,a] = (et — 2) 0 0 0 (6.12)
0 m(ze — 21) 0 0

LetztererOperatohatdie beidenEigenwerte|| u(z2 — z1)|| und|m(z2 — z1)||, womit
obigeBehauptundlar seindirfte. Erhéhtmandie Zahl der“Familien”, zum Beispiel

mit
_( —-N N
q - N —N bl
so habendie Differentiale[D, a] immer noch die Form (6.12). m, . sind nun aber
(N x N)-Matrizen.Offenbarbleibtd(1,2) = %, mit § = max{|m||,||x|}. Die Be-
schreilung derunitarenAquivalenzklassegestaltesichnunetwaskomplizierter:

UnitareOperatorendie mit A und.J vertauscherhaberBlockgestalmit entsprechen-
denBlocken

Ui = U, Usg = Usa, Uia = Usy.

In diesemFall ist alsoUs; eineunitare(IN x N )-Matrix, wohingegyenU; 1, U, ortho-
gonaleMatrizensind. Die beidenBlécke von D transformierersichals:

m Ulgmel
[T U12MU§2.
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Da die U;; orthogonaleMatrizensind, gentigerdieseTransformationemicht einmal
um eine der beidenMatrizenm, u zu diagonalisierenEs ist im Allgemeinenrecht
schwierig Aquivalenzklasservon (N x N)-Matrizen unter derartigenTransforma-
tionenanzugebenFur denFall N = 2 wird diesesProblemim Kapitel “Diskretes
Trommeln”geldst.Eine Lésungfur allgemeinesV wird abernochgesucht.

Als letztesBeispielseiein spektraledripel flr die Algebra

A=Ca& My(C)

=(47)

Der allgemeineDirac-Operatounddie Darstellungder Algebrahabendanndie Form

untersucht:

0 M 0 z1; 0 0
D=| M 0 M|, A>S (z,A)=aw 0 =21, 0
0 M* 0 0 0 A

M : A1 — F# ist nunmehreine (2 x 2)-Matrix. Man hat dannnochimmer die

Freiheitder Wahl der Basis(0O;1) in demzweidimensionalefRaum.s#{1. O11 muss
aberauchmit J, welchesin 77, als komplexe Konjugationwirkt, vertauschenAus

diesemGrundkannQ; nur eineorthogonaléMatrix sein.Dain demebenélls zwei-

dimensionalerRaum.7#, die AlgebraM,(C) (von rechts)wirkt, kannmanhier nur

nocheine(unbedeutendalobalePhasentransformatiaturchfihrenFuir M bedeutet
dasM — M Oj, unddaessehrschwerist, einekanonischd-ormfur M untersolchen
Transformationeanzugebenyird vorerstkeinerleiGebrauchvondiesenTransforma-
tionengemacht.

Die reinenZustandeder Algebra M (C) bilden eine Zwei-SphéareS?, die manwie

tiblich durchVektoren{ € C2 mit || = 1 parametrisiertHinzu kommtnochdereine
reineZustands aufC.

In diesemAusnahme-BeispiddanneinevollstandigeanalytischeBerechnunglerMe-

trik durchgefuhriverden Die Rechnungst aberleidertechnischaufwendig,unddes-
halb werdenan dieserStelle nur zwei Grenzféllebetrachtet(Die vollstandigeRech-
nung,die ich ohnedie Hilfe von A.Holfter ohnehinnicht geschdt hatte,wird anan-

dererStelleprasentiert.)

Fuhrtmanfur beliebigeAlgebra-Elemente = (z, \) die Matrix

z=X—2z15
ein, soberechnesichdie Normvon [D, a] zu:
1D, a]||* = max{||lz*M* M|, || Ma*zM*||} = max{||Mz]|?, |« M*|*}.

Man siehtauchsofort,dassM und U M, mit unitdaremU, zur selbenMetrik fihren,
dennfiir alle Matrizen A ist

IUA]l = AU = [|All-
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Der Trick ist nun, dassM auchals Algebra-Elementufgefisstwerdenkann. Die

Normenim obigenAusdruckkdnnendannebenélls alsNormenin der Algebrainter

pretiertwerden.So gevappnetkkannmannundenAbstandvon ¢ zu einembeliebigen
reinenZustand. berechnenZunachseinmalist fir alle (z, \)

$N — 2= C'A = 207 = (ac,
undfolglich gilt
A, 0= sup {|5*x5|} . (6.13)

| M|, [l M*||<1

Damitist dasErgebnisfur einenwichtigenSpezialéll, namlich
M =ml, m € C

(undsomitnattrlichauchfir M = mU mit unitaremU) schonoffensichtlich:
NachderSubstitutionz = xm emgibt sich

a(e.9) = - sup {|C*ac]},

Al =
undfolglich :

Lemma6.4.1. Fir M = m 1, ist

= 1
m|
Man siehtauf denerstenBlick, dassdaseinfachder Abstandder PunkteeinerKugel
vom Radiusﬁm zumUrsprungist.

FurzweibeliebigeZustéandeauf M (C) findetmananalog

AG.G) = s {16726 -GG}

Im] |jz)j=1

1 ndad ] = ok

= —— sup {|tf (95 [C1C1 — (2G2 ]) |},
2] |zfj=1

wobeiim letztenSchrittdie Zyklizitat der Spurausgenutzivurde.Zur Abklrzungsei

nundie Matrix

L (G666

|m|

eingefiihrt. Damitist also

Schreibtman L alsU;AU; mit A = diag(A1, A2) —die \; sinddabeireell und nicht-
negatv — sowird austr (zL) naturlichtr ((U;zU;)A). Weil die Matrix UzU,; aber
ebensavie = die Norm 1 hat,kannebensogut

d(&1,6) = sup {[tr (zA) |} = sup {|z11)\1 + 20|}

llzl|=1 ll=f|=1
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geschrieberwerden.Fir Matrizender Norm 1 gilt aberfir alle Eintrage|z;;| < 1
undesfolgt (wennmandie etwaselegantereSchreibweiséry/ L* L flr die Summeder
charakteristischeWertevon L wahlt)

d(C1,¢) = teVIL* = \/tr(LL*) + 2+/det(LL*).

Esist weiter
1 = ok - o — ok = o\ ¥
I = 5 (66667 (G4 - 66)
1 x
= P ((¢1 = C2)" (¢1 — C2) o),
wovon mansicham einfachslerdurchexplizites BerechnerbeiderSeitenunter Aus-
nutzungderNormierungder(; UberzeugtGeschdt:

Lemma 6.4.2. Esist fur alle (1, {; € CP2

46.6) = /(G - @ (G - )

Insbesonderist dieserAbstandinvariant unter der Wirkung der Gruppe SU (2) auf
CP?, dasheiRtesgilt fur U € SU(2) stets

d((1,G) = dUG,UG).

In diesemFall trifft manalsoauf einenaltenBekanntendie SU (2)-invarianteMetrik
aufder SphiareS?. Um dieseAussagegeometrisctzu untermauernempfiehltessich
denIsomorphismusCP? — S? etwas expliziter anzuwendenMan fiihrt dazufur
{ e ,|¢| = 1 dieublichenreellenKoordinaten

a = 2Re(§15)

b = QIm(Clgg)

¢ = 1af ¢l
ein. Die Wirkung der GruppeSU (2) auf CP? induziertdanndie entsprechend@/ir-
kungderSO(3) aufdie Zwei-SphareAuf einenBeweisdieseekannteTatsachesei

hierverzichtet.
Fur zweibeliebigereineZustande;, ¢, findetmandannerwartungsgemar’

A6, G) = |nl%—|\/<a1 T ¥ b = b+ (1 — )’

deneuklidischembstand(im R?) von PunkteraufeinerSpharevom RadiusR = Tl
Der zweite leicht zu behandelndé&renzAll ist der einessinguléarend. Ist M = 0,
alsoauch[D, a] = 0, so sind offensichtlichalle Punkteunendlichweit voneinander
entfernt.Fur ein M vom RangEinsist die Diskussionetwasheikler Esist dannwie
gehabt

de.)= s {|Fadl] (6.14)

IMz|l,|lzM||<1
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und

dG@ = swp  {jer (el - GaG') 1 (6.15)

[|Ma|],||zM||<1
zuberechnenBeschrankmansichzunéchsaufdenFall M =diag1, 0), soist
| M| = |z ]* + |212]?, lzM || = |11 ]? + |21]*.
DasElementrq; kannzur Wahl desSupremums
d(¢, Q) = sup  {|z1|Cif® + 212C1Ce + 210Gt + w22[C2 ]} (6.16)

[|Mz|],||zM]|<1

—

alsovollkommenbeliebiggenvahltwerden Esfolgt dannsofort,dassd(&, ¢) nurdann
endlichist, wenn¢, = 0_(= (1 = 1) ist. (FUr nichtdiagonale$1 waredie entspre-
chendeBedingungdass( senkrechzumKernvon M seinmuss,damitesendlichen

—

Abstandvon ¢ haberkann.)Im letzterenFall ist d(¢, () = 'n%

AnalogschlieRtmanfiir zwei Zustandeauf M, (C) , dassd((1, () = oo ist, auBeres
gilt ¢ (MG) = &5 (MG). WenndieseBedingungerfilllt ist, ergibt sich abermit der
Abkilrzungz; = ()i, wi = (¢2)i

— — % — =%
|tr (CGCl — Cox(2 ) | = |zi2(z1272 — wiW2) + 221 (22721 — wowy)|

e/ |T12Z + x91 Z)|.

x11 wird fir dasSupremurmalsodenWert Null annehmenweil dann|zi2| = |z21| =
m% ist, und somitmussereigentlichnur nochdie Phaservon x4, z91 betrachtetver
den.Wegen

e Z 4 27| < 2| Z|

ist klar, wie diesezu wahlensind. Mit denobenverwendeterKoordinatera, b, ¢ der
EinbettungderreinenZustanden denR? folgt dannalso:

Lemma 6.4.3. Ist M =diag(m1,0) soist

1
= — = (1=1, (2=0,=c=+1
= mi
d(&,<) { oo : sonst
DesWeiterenist
d( Zl ZQ ) _ le\/(al - a2)2 + (bl - b2>2 ICl =0
v 2 00 1 sonst

C1 C2

(Diesgilt immernochfir denFall diagonalen/’s, derallgemeineFall ist dannaber
ohnehirklar.) Esistanzumerkn,dassdie Metrik sehrstarkvon demzugrunddiegen-
denspektralenTripel abhangtFur

=4 7))
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findetmanzum Beispieldie gleicheMetrik, die sich hierim geradebetrachteterispe-
zialfall det M = 0 ergibt. Die Zwei-Sphéaravird dannin eineMengedisjunkterRinge
vom Radiusm%, die unendlichweit voneinandeentferntsind,aufgeldst.
DasallgemeineErgebniskannmansichnunschonfastdenlen:

FurbeliebigesM emibt sichein RotationsellipsoiddesserHalbachsemurchdie cha-
rakteristischeVertevon M bestimmisind.Derzusatzliché’unktliegtim Mittelpunkt
diesesRotationsellipsoidgSind beidecharakteristischeWertegleich,soentartetder
Ellipsoid zu einer Sphéare Lasstmaneinender beidencharakteristischeMVerte nach
Null strebensowird dasEllipsoid immermehrin die Langegezogenbis er schliel3-
lich aufreil3tunddasBild derdisjunktenunendlichweit voneinandeentfernterRinge
entsteht.)

Aufféllig andiesemBeispielist, dassnur die charakteristischekVertevon M in die
Metrik eingehenDie unitarenAquivalenzklasservon spektralenTripeln zu dieser
Schnittformsind ja durch 6 reelle Parameterzu beschreiben( Man hat die Freiheit
M durche® MO zuersetzenwobeiO orthogonalst. Dadurchreduziertsichdie Zahl
derreellenParametein M umzweiaufinsgesame.)

Es ist aberzu bedenkn, dassman stetsdie Freiheit hat, den Raumder reinenZu-
standebei derEinbettungn denR? (alsEllipsoide)zu drehenpeziehungsweisélan
hat die freie Wahl der Koordinatenim R3. Fiir CP? bedeutetdies, dassman auch
hier die Mdglichkeit hat,eine(die gleiche)beliebigeSU (2)-Transformatiorl/ aufal-
len ZustanderdurchzufihrenDarausfolgt schlie3lich,dassU MU* und M fir jedes
U € SU(2) zur gleichenMetrik fuhren.Die Nichtbeobachtbasit dieserParameter
ist letztlich alsoeineFolgederKovarianz

dupu+(€1,¢2) =dp (U1, U()

der Metrik. (Das reduziertdie Zahl der Parameterauf drei. Wir konntenabernoch
keine Anschauunglafir entwiclkeln, warumder dritte Parametemicht in die Metrik
eingeht.)

Einewesentlichd_ehre,die mandarausziehenkann,ist, dassdie Wirkung derDiffeo-
morphismerauf demRaumderreinenZustandewelchehier eineWirkung im Raum
der Dirac-Operatorerals M — UMU* induziert,und die Wirkung der Diffeomor
phismenauf diesenRaum,welchevon ihrer Darstellungin 2 hierals M — MU
induziertwird, verschiedewoneinandesind. (Dasist allerdingsauchnichtbesonders
Uberraschendjenndie normiertenVektorendesHilbertraumsstehen- bei den hier
gaevahltenDarstellungenr-ja nichtin Eins-zu-EinKorrespondenmit reinenZustén-
dendr Algebra.)DieseBeobachtungvird im neuntenKapitel wichtig sein,wennes
darumgehtunabhangigé&reiheitsgradén Dirac-Operatoru identifizieren.

6.5 Die endliche GeometriedesStandardmodells

Barbarushic ego sum,quianonintellegor ulli
Ovid Tristia 5,10,37

Die ursprunglicheMotivation fur die Klassifikationder endlichenspektralenTripel
rahrt von ihrer Anwendungauf Eichtheorienund vor allem auf das Standardmodell
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her Dahersollte wenigstengkurz gezeigtwerden dassundwie dasendlichespektrale
Tripel desStandardmodell der KlassifikationauftauchtVor allem diesesBeispiel
sollteja so systematischvie mdglichin demallgemeinerRahmerder Klassifikation
untersuchtverden.

Wie im funften Kapitel — im Abschnittiberdie Nichtkommutatve Beschreibong des
Standardmodells dagelegt wurde,spielthier die reelle Algebra

Ar=CaoHa® Ms(C)
und ihre (graduierte)Darstellungauf demHilbertraum 7%, der alle Fermionendes
Standardmodellsnthélt,die Hauptrolle.
6.5.1 Hilbertraum und Fermionen

Die Wirkung der Algebravon rechtsund von links auf .} ist nocheinmalin der
folgendenTabellezusammengetragen:

| [c C [ H [M0O )]
Oy eRr dR
C €Rr er, VL, UR
H er, VL ur,dr,
M3(C) | dr  ur | ur,dg

Die Tabelleist so zu lesen,dassdie entsprechendeomponenterder Algebravon
links entlangder Spaltenund von Rechtsentlangder Zeilen wirken. Zum Beispiel:
Die linkshandigenTeilchen(Index L), die per Definition einemUnterraumzum Ei-
genwert—1 von v angehoérensind Dublettsauf die die AlgebraH der Quaternionen
wirkt. Die Quarkstragennaturlich Farbe,und auf dieseFreiheitsgradevirkt M3 (C).
C* symbolisiertdassdie reelle Algebraderkomplexen Zahlenals Multiplikation mit
z (stattz) wirkt. ez bezeichnetasAntiteilchendesrechtshandigeklektrons.

Die obige Tabelleist natlrlich so angeordnetdassman die Schnittformq der K-
Theoriesofortableserkann.q isteine(3 x 3)-Matrix (dieindquivalenterDarstellungen
C undC* fuhrenja aufdieselberProjektorerin Ky(Ay)) undhier explizit als

2 -2 2
¢g=Nr| -2 0 -2
2 -2 0

gegebenwobei N = 3 die ZahlderFamilienbezeichnetMan priift dannauchleicht
die Eigenschaftler Poincaré-Dualitdhach:det ¢ = —8N3 # 0.

Allerdingsfehlenin diesermHilbertraumdie rechtshandigeNeutrinos fur derenAuf-

tretenes mittlerweile eine sehrgute experimentelleEvidenzgibt. Diesewlrden,da
sie bezuglichaller Wechseklirkungenneutralsind,in dasElementg;; eingehen(Sie
transformierenlannunterC vonrechtsundvonlinks, die AntineutrinosunterC*, oder
umgelehrt.) Figtmanin jederFamilie ein rechtshandigelleutrinohinzu, so gelangt
manzu derentarteterschnittform

4 -2 2
¢=Np| -2 0 =2 |, det ¢ =0.
2 =2 0
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In diesemFall ist dasAxiom der Poincaré-Dualitatlso verletzt. Dasist allerdings
dasEinzigedasschiefgeht. (Es stellt auchkein Problemdar eine MassenmatriXur
die rechtshandigeeutrinoseinzufiihren.Man sollte sich daherfragen,ob auf dem
Axiom der Poincaré-Dualitatinbedingtbestandenverdenmuss.Fur endlichdlimen-
sionalespektraleTripel stellt essicher dassderzugrundeligendetopologischdRaum
mit der StruktureinerglattenMannigfaltigkeit versehemwerdenkann,wasfir diskrete
Raumeaberohnehinwenig Sinn macht.(AulRer dem sehrabstrakterSinn, dassein
Dirac-Operatoexistiertund Poincaré-Dualitatjenvahrleistetst.)

Man kanndie Poincaré-Dualitaaberauchretten,wennmanstattdrei rechtshandige
Neutrinosnur derenzwei einfiihrt. In diesemFall ist die Schnittformnachwie vor
invertierbar Dannwarenaturlichein NeutrinomasselosDa manin Oszillationsgpe-
rimentenaberstetsnur die Massendfierenzen(m? — m?) der beteiligtenNeutrinos
messerkann,stellt dieskeinenWiderspruchzu denbekannterexperimentellerDaten
dar Ein solcheWiderspruchemgabesichnur, wennmandie Masseraller drei Neutri-
nosin einerdirektenMessungals von Null verschiederfindenwuirde. Weil mandie
Mischungsmatrixstetsganzin dengeladenerSektor“schieben”kann, wirdensich
dabeiauchkeinerlei Einschrankungemn die Mischungswinkl ergeben.(AulRerder
Unitaritatder Mischungsmatribnatirlich).

Dasist allerdingseinesehrhaRlicheundunnatirliched_6sung,die eigentlichnur zeigt,
dasgdergegenwartigeStandder Experimentanochnichtzu einereindeutigerAntwort
aufdie Frage wie viele Neutrinosmassv sind,genugt.

DasvollstandigespektraleTripel desStandardmodellsvird danndurch Tensorieren
mit demDirac-Tripel dervierdimensionalerfeuklidischenRaumzeitkonstruiert.Da-
zu brauchtman abernoch den Dirac-OperatordesdiskretenspektralenTripels, der
deshaldn demnunfolgendenAbschnittgenaueunterdie Lupegenommerwird.

6.5.2 Dirac-Operator, Massenmatrizenund Wechselwirkungen

Der Dirac-OperatoidesvollstandigenspektralenTripels desStandardmodellsst, bei
vorgegebeneflacherMetrik auf dervierdimensionalefRaumzeitals

gegeben HierbeibezeichnetD; denDirac-OperatodesdiskretenspektralenTripels
zu Ay, und ¢ dasHiggs-Dublett(mit VakuumsenartungswertNull), welchesals Teil
desEichzusammenhangselbstadjungierteRinsformen)nterpretiertwird. Die Eins-
form ¢ ist, genauegesagtein Elementaus

Co(R) @ Qb (Af) C QHC®(RY) @ Ay),

unddie AnwesenheitlesHiggsfeldsist deshalkeineFolgederNichttrivialitat von Dy,
derja als physikalischeMassenmatrixnterpretiertwird.

Man konntesich nun naturlichdamit zufriedengeben,dassD ein “experimenteller
Input” desModells ist, aberselbstdannmussgeklart werden,wie viele Parameter
experimentellzu bestimmersind, beziehungsweiseie viele freie Parametesein all-
gemeineDirac-Operatofur dasdiskretespektraleTripel desStandardmodellsesitzt.
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Wie ausderKlassifikationfolgt, bildet D ; nur RaumeverschiedeneChiralitataufein-
anderab, welchein dergleichenZeile (Spalte)von ¢ stehenaufdie alsodie gleiche
Unteralgebravon A vonrechts(links) wirkt.

Man kanndie mit allen AxiomenvertraglicherKomponentervon D, alsosofortaus
der obigenTabelleenthehmenNebendenKomponentenwelcheden iblichenMas-
senmatrizerentsprechergie alsolinkshandigeleptonen(Quarks)auf rechtshandige
Leptonen(Quarksabbilden

Df I EeR (eL,VL)
Df I UR, dR — (uL,dL)

findet mandannnoch eine weitereKomponenteDiesebildet rechtshandigénti-u-
Quarksauflinkshéandigd_eptonenab

Df : (eL,VL)(—)ﬂR

und vertauschtsomit nicht mit der Unteralgebral/3(C). Dieser Termin Dy fuhrt
zu weiterenskalarerEichbosonerfnebendemHiggs), sogenannteheptoquarksgdie
dannauchzueinerBrechungder SU (3)-Symmetriefihren.Diesistin [PSSlerlautert,
unddortist auchausgefuhrtdassdasModell in diesemFall zu Vorhersagefiihrt, die
nicht mit denexperimentellerSchranknansolchelLeptoquarksrertraglichsind.
AusdenexperimentellerDatenfolgt also,dasdieseKomponentelesDirac-Operators
(mit ihren 54 freien Parametern)dentischNull ist. Als KonsequenzlieserTatsache
hatdasModell danneine zusatzlicheSymmetrie die sogenanntes®-Realitat. Damit
ist folgendegyemeint:

DerHilbertraum.sZ; desdiskretenspektralentripelskannalsdirekteSummedesHil-
bertraumsier Teilchenz, unddesHilbertraumsderAntiteilchen., zerlegt werden.
Seie derorthogonaleOperatorder .7, und 7%, vertauschtEs ist alsoinsbesondere
62 = ]l//

Die Realitatsstruktud; vertauschebenélls nur Teilchenund Antiteilchen(komplex-
konjugiertdabeiaberauch).Deshalbkommutiertauch.J; mit demOperators, ebenso
wie . Der physikalischéDirac-OperatoD ; vertauschausdengleichenGriundenmit
¢, wasabernichtderFall ware,wenndie Komponentedie Anti-QuarksundLeptonen
aufeinandenbbildet,von Null verschiedenvére.

Bemerkung6.5.1. Wennmane als nichttrivialen Generatorder GruppeZ, (bezie-
hungsweises?) auffasst,sokonnteman(demfolgendenKapitel vorweggreifend)sa-
gen,dasdiskretespektraleTripel desStandardmodellsei Z,-symmetrisch(Die Al-
gebraA kommutiertmit <. Sieist alsoinsbesonderkovariantdaigestellt.)

Bemerkung 6.5.2. Der Name*“ S°-Realitat” ist aus Atiyahs Originalarbeitzur KR-

TheorielbernommenSpektraleTripel kdnnen-wegenderzusatzlicheAnwesenheit
von J — als Elementeder KR-Homologieaufgefsstwerden.Da esim Allgemeinen
mehrereinaquivalenteMoglichkeiten gibt, eine solcheRealitatsstruktueinzufihren,
ist KR-TheorieetwasgroRerals K-Theorie. S%-reellespektraleTripel kénnenin eine
Summevon zwei HilbertrAumenzerlegt werden,auf denenes einenDirac-Operator
und eine Graduierungy gibt. J stimmt dannabermit der komplexen Konjugation
Uberein Die EinschrankunginesSy-reellenspektralerripelsaufeinendieserbeiden
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Unterrdumast deshalkein ElementderK-Homologie.Insbesonderest K-Homologie
damitalsdie Mengealler S°-reellenspektraleriripel in die KR-Homologieeingebet-
tet.

Es wird vielfach behauptet,S°-Realitatdes zugrundeligendendiskretenspektralen
TripelsseieinenotwendigeKonsistenz-Anforderungn Teilchenmodelledie manmit
Hilfe der Nichtkommutatven Geometriekonstruiert.Da manmit einereuklidischen
Signaturder Metrik auf dervierdimensionalefRaumzeitarbeitenmuss,gibt esnam-
lich keine Majorana-Eilchen.(Das Quadratder LadungsknjugationC ist —1. Aus
C1) = 1 folgt deshalsoforty = 0. Die Forderungder S°-Realitatschliesstiberdie
ExistenzeinesTeilchensdasvon C' aufsichselbstabgebildetird, aus.)
DasobigeBeispiel,dasja nurdeshalbverworfenwerdenmussweil esin Widerspruch
zu experimentellerDatensteht, zeigt aber dassS°-Realitatkeinesélls eine notwen-
dige Bedingungist, um die KonsistenzlesModelszu genvahrleisten Sieist natirlich
hinreichend.

Die RealitatsstruktudesvollstandigerspektralenTripels desStandardmodellist auf
H = L*(R*) @ #; alsJ = C ® J; gegebenDie Identifikationvon Teilchenund
Antiteilchenwird danndadurcherreicht,dassnandie Theorieauf denphysikalischen
Hilbertraum

%hys={¢€%|=7¢=¢}

projiziert. Teilchenmit der Eigenschaft/;; = 13, alsoMajorana-TEilchen,wiirden
dahernicht zur fermionischenWirkung beitragen WenneseinenBlock im diskreten
Dirac-Operatogibt, welcherin einenUnterraumzs#; mit dieserEigenschafabbildet,
dannwerdennatirlichentsprechendskalareEichbosonenyy; ;; existieren,und man
sollte sicherstellendassdiesenicht zur bosonischeWirkung beitragen(Zur fermio-
nischenWirkung tragensieohnehinnicht bei, derRaum.7#; wird ja herausprojiziert.)
Die bosonisch&Virkung wird mit Hilfe der (Dixmier)-Spurtber.,;,, gebildet,und
manuberlagyt sichleicht, dassdieseBosonenwennsie existieren,immereinennicht-
verschwindendeBeitrag zu dieserWirkung liefern. Um ihre Existenzauszuschlies-
sen,mussmandaherfordern, dassdie entsprechendeBlocke in Dy verschwinden.
Wie dasobige Beispielder Leptoquarkszeigt, bedeutetliesabernicht, dassdasdis-
kretespektraleTripel dannautomatiscts?-reell ist.

Im Standardmodelbhnerectshandig Neutrinosgibt esaberohnehinkeine Fermio-
nenmit der Eigenschaft/;y = 1. Die rechtshandigeiNeutrinos,die ja zum Raum
41 gehorenkonntenallerdingsProblemebereiten.(Bisher hat noch niemanddas
resultierendéModell untersuchtDeshalberscheinmir derKonjunktv angebracht.)
Esistaberzubedenkn,dassdieseProblemenur deshalauftretenweil manmit einer
euklidischerSignaturderMetrik arbeitetin einerFormulierungdesModellsmit einer
LorentzscherBignatuy wie sie ohnehinnétig ware, sollte der Einbaurechtshandiger
Neutrinosunproblematiscisein.

FurdasdiskretespektraleTripel desStandardmodell@hnerechtshandigéleutrinos)
gibt esalsonur die unabhéngigeBlocke

D1y 01, D13 93 und D1323.
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Die beidenBlocke D13 53, D13 23 mussenwegen der Ordnung-Eins-Bedingungit
der Rechts-Vitkung der Algebra M3(C) kommutierenund esgibt daherkeine ska-
laren Eichbosonendie zu einer Brechungder Gruppe SU(3) fuhren kénnten.Es
gilt aberimmer noch zu klaren, wieviele beobachtbar®arameterein solcherDirac-
Operatorenthalt.

Der Raum.# ; ist dreidimensiona( Ny = 3) undweil die Algebrahier skalar(mul-
tiplizieren mit einer komplexen Zahl) wirkt, hat man auf diesemRaumeine belie-
bige unitare (3 x 3)-Matrix Uy, als unitare Aquivalenzzur Verfuigung.Auf dem 6-
dimensionalerRaum s%; = C? ® C3 wirkt die Algebra aberin Form der Qua-
ternionen,und deshalbsind unitdre Operatorerauf diesemRaum,die mit der Alge-
bra kommutieren,von der Form 1, ® V5;. Man hat aberdie zuséatzlicheFreiheit
von “Eichtransformationeh (hier sind dasim physikalischenSinn globale SU(2)-
Transformationen)Die GruppeSU (2) wirkt dabeiauf denerstenFaktor desTensof
produktss#; . Kombiniertmandie SU (2)-Transformationemit unitarenAquivalen-
zen,sotransformiertsich Dy, ,; gemaf

Dii191 = U Dijgg (2@ V) Ur, Va1 € U(3) X € SU(2).

DieseFreiheitgenugtaberoffensichtlichnichtum Dy, 5, zu“diagonalisieren”.
(Schreibtman Dy 5; = (M7 M) mit (3 x 3)-Matrizen My, Ms, soist mit diagona-
lisierengemeint,dassman Dy, 5; aufdie Form (A 03x3) mit diagonalemA transfor
miert.)

Flr D13 53, D13 23 gilt natlrlichdie analogeAussageAls Ergebniskannalsofestge-
haltenwerden dassein allgemeinemDirac-Operatoffiir dasspektraleTripel desStan-
dardmodellgleutlichmehrParameteenthaltalsdieim Standardmodebeobachteten.
Dieseentsprechematirlich Termen,die manformal auchin die Lagrange-Funktion
desStandardmodellsineinschreibekdnnte DieseTermesindabemichtinvariantun-
ter derungebrocheneBymmetrie-Grupp@/(1)..,, zum Beispielein Termder Form
erY vy, undwerdendeshallbeideriiblichenKonstruktionderMassentermén Stan-
dardmodellnicht bertcksichtigtinsofernist es auchnicht verwunderlich,dasshier
solcheTermeauftreten Esist ja ausdenlbrigenDatendesdiskretenspektralenTri-
pels(auBerD) a priori nichtklar, ob UberhauptineUnteigruppevon U (1) x SU(2)
ungebrochebleibt (undwelchediesseinwird). Daswird erstdurchdie (experimentell
zu bestimmendenParametein D festgelgt.

Im Standardmodellohnerechtshandig&leutrinos)sind,in derobigenNotation,

Dil 21 = (Ml 0)
Di303 = (0 My)
D133 = (M,0).

Die Massenmatrix\f; dergeladenemeptonerkanndannmit denunitarenAquivalen-
zenUsz; und Va1 binunitar diagonalisiertwerden.Analog diagonalisiertmani/,, mit
Hilfe von Uy3 und V53. Die Matrix Va3 ist dannaberschonfixiert, so dassnur noch
Uiz zur Verfugungsteht,womit M, auf die Form A;Ve i s mit diagonalemA; und
unitaremVe i s transformierwerdenkann.

Esist rechtamusantdasdie “FamiliensymmetrientlesStandardmodells dernicht-
kommutatvenBeschreibingalsunitareAquivalenzer(welcheaufendlichdimensiona-
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len Riemannscheispin-Mannigéltigkeiten die Spin-Gruppedarstellen)interpretiert
werden.

Vielleichtist dasja ein ersterHinweis darauf,dassmanmit Hilfe der Nichtkommuta-
tiven Geometriezu einembesseretVerstandnigler Zahl der Familienund von Mas-
senmatrizemgelangerkann.

Dazuware zweifellosein wenigernaves Modell als dashier besprochengonnéten,
zumaldieseseinesehrgeringeVorhersagekrafbesitzt: Allzuviele Parametedesfer-
mionischenSektorsmiissenexperimentell(als Null) bestimmtwerden,und (fir die
Connes-Lott-Wkung) ist auchkeineVorhersageler Parametedesbosonischeisek-
torsmaoglich. DariiberhinauskanndasModell zur Zeit nur euklidischformuliert wer-
den,was zumindestsehrunésthetischst, und auRerdenden Einbaurechtshandiger
Neutrinoserschwert.

Die geometrisch®eutungdesHiggs-Dublettaund derdamitverbundenerspontanen
Symmetriebrechungst natirlichein gro3erErfolg, auf demmanaufbauerkann.In
jedemFall sollte mandie Symmetrien— und insbesonderentgliche Hopf-Algebra-
Symmetrien- diesesspektralenTripelsuntersucherDiesekénntendanneineGrund-
lagefiir eineReformulierungdesModellsliefern.
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Kapitel 7

Symmetrienund Ko-...

vomvom zumzum
vom zumzumvom
zumzumvomvom
zumvomvom zum
undzuriick

Ernst Jandl

Trotz mancheiEinschrankungengibt esoffenbarnocheineVielzahldiskreterspektra-
ler Tripel. Die Frageinwiefern(wenniberhauptsichdasdiskretespektral€elripel des

Standardmodellgor andererdiskreterspektralenripeln auszeichneist daherdurch

die Klassifikationnur sehrunbefriedigendeantvartet. Winschenswernvéarein die-

semZusammenhangor allem ein Prinzip zur Auszeichnungoestimmter(diskreter)
Dirac-Operatorendie in Teilchenmodellenja als Fermion-Massenmatrizeinterpre-
tiert werden.

Existiertanalogzur Sphéareeine Wirkung einer Gruppeals Automorphismerauf die

Algebra, so existiert ein ausgezeichnetddirac-Operatgrnamlich der “freie” Dirac-

OperatorwelcherinvariantunterdieserWirkungist.

Bisherwurdenals Symmetrienausschlie3lictsolcheWrkungen einer Hopf-Algebra
aufdie Algebraals SymmetrierbetrachtetDasnichtkommutatve Analogoneinesho-

mogenerRaumsentsprichtaberehereinerKowirkung. In diesemAbschnittsoll auch
untersuchwerden,inwiefern und in welcherArt Kowirkungenals Symmetrienvon

spektralenTripeln vorhanderseinkdnnen.

Die offensichtlichsteMdglichkeit ist die VerwendungdesHaar-MaResals Spur auf

der Algebra. Tatsachlichasstsich dasHaarMal problemlosauf die Darstellungder

Algebraauf 77 fortsetzen.

Als projektiver Modul Giberder Algebrakdnnteder Hilbertraumein Komodulderent-

sprechendehlopf-Algebrasein.

Die SymmetriedeszugrundeligendenRaumegbeziehungsweisder Algebra)sollte

sich auchauf die DifferentialalgebraausdehnetassenMan wird dannnacheinem
bikovariantenDifferentialkalkiilsuchen.

Analog zur Wirkung einerGruppelassersich alle dieseSymmetrie-Kbonzeptem Be-

griff einesH-ko-symmetrideen spektralenTripels zusammer#ssen.Diesesbesteht
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dannauseinemspektralerripel (A, 5, D, ~, J) undeinerHopf-AlgebraH mit den
folgenderEigenschaften:

e H (links-)kowirkt sowvohl auf A alsauchauf .7 unddieseKowirkungenkom-
mutierenmiteinander

Az (a) = (Aala)) (Asr(d)) acA, Ye.
e Der Dirac-Operatound die Graduierungy sind invariantunterder Kowirkung
von A g
Ay (DY) = (1@ D)Ay (¢) peH.

AndererseitsstjederKomoduleinerHopf-AlgebraH automatisctauchein Modul fur
die dualeHopf-AlgebraH™* (vorausgesetzatatirlich,dassdiesesinnvoll zu definieren
ist, wasbei denin der Folge betrachteterendlichdimensionaleriopf-Algebrenaber
kein Problemdarstellt). Man erwartetdaher(in diesemendlichdimensionafe Fall )
eine vollkommeneAquivalenzvon H-ko-symmetriseen spektraleriTripeln und H*-
symmetrisenspektralenTripeln, undwird diesmal(ausnahmsweis&uchnicht ent-
tauscht.

Fur kommutatves H, alsodie Algebrader Funktionenauf einerendlichenGruppe,
existierenerwartungsgemafnmer solchenichttriviale ko-invariantespektraleTripel,
auchwenn man einen(kleinen) Tribut fir die Verwendungder nichtkommutatven
Axiome zollen muss.FUr nichtkommutatve Hopf-Algebrenwurdeaberkein einziges
nichttrivialesBeispielgefunden.

Die auftreteterschwierigleitenwerdenin derFolgeamBeispielvon Gruppenalgebren
CG@ illustriert. Eine systematisch&ntersuchungndlicherHopf-Symmetriendie aus
denobenangedeuteterindensicherwiinschenswenvare, kann aberleider nicht
durchgefuihriverdenlm Momentgibt eseinfachviel zuwenigenichttriviale Beispiele
und eine Klassifikation,wie sie bei endlichenGruppenexistiert, ist flr allgemeine
endlichdimensionalelopf-Algebrennicht bekanntin jedemFall zeigtsichaberauch
hier, dassdie Symmetrieanforderungdfir nichtkommutatve Hopf-AlgebrenH eine
sehrstarle EinschréankunglarstellenFur viele Algebrenexistiert iberhaupkein ko-
invariantesspektraledripel.

Bevor mansichnichtkommutatve Raumemit speziellenzuséatzlicherfsymmetrieran-
schautsolltemanzunéchstlie volle Diffeomorphismen-Grupp@lsodie Automorphismen-
GruppederAlgebra)einesbeliebigensolchenRaumegyenauebeleuchten.

SeiA zunachseinekommutatve AlgebraA = CV, alsodie Algebrader Funktionen
aufeinemRaummit N PunktenDie DiffeomorphismerdiesesRaumssind offenbar
durchdie Permutationerler Punktegegeben.Die Gruppeder Automorphismerder
AlgebraCV ist demnachsomorphzur GruppeSy, der Permutationsgruppeon N
ElementenEine Permutations € Sy wirkt auf die ErzeugerP; in offensichtlicher
Weise

c: Pw— Pa-—l(i).

Auf dem Hilbertraum der quadratintgrablen Spinoreneiner endlichdimensionate
Spin-Mannigéltigkeit sind Diffeomorphisme derMannigfltigkeit alsinvertierbare
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Operatoren)(z) — (¢~ (x)) dagestellt.Fur nulldimensionalespektraleTripel ist
dasnicht notwendigerweiserfillt:

JederRaum J7; misstedannauf den Raum J¢;-1(;),-1(;) invertierbarabgebildet
werden Diesist abernur dannmaéglichwennall dieseRaumedie gleicheDimension

habenwennalso

|9i5] = |95-1(3)o—1(5)]

fur allei,  undalle o € Sy gilt. Hier werdenbeidelndizesvon g transformiertweil
es naturlich erscheintdie DarstellungdieserSymmetrieso zu wahlen,dasssawvohl
die Darstellungvon A als auchdie von .A° mittransformiertwerden.Insbesondere
ist dadurchsichegestellt,dassdastransformiertespektraleTripel unitaraquivalentzu
seinemVorgéangelist.

Eserscheintaberkaumsinnvoll, sichauf spektraleTripel zu beschranén, die dieser
BedingunggenugenDabeiwirdenzuvieleinteressant8eispiele hAmlichgeradedie
etwas exotischeranmutendenausgeschlosseulRerdemsind in der Klassifikation
enstsprechendspektraleTripel zu g;; undg,-1(;)5-1(;) (0derauch—g;;) ohnehinuni-
tar aquivalentzueinanderwennmannichtaufderNummerierung derUnteralgebren
bestehtsonderreur Nummerierungr (i) tibegeht.InsofernfiihrenDiffeomorphis-
menalsoauchfir solcheBeispielezu &quivalentenGeometrien.

EinfacheMatrix-Algebren,, (C) habennurinnereAutomorphismendie durchuni-

tareElementeu der Algebrageméldn — umu* gegebensind. ReinePhasentransfer
mationerkommutiererabermit allenMatrizen.Deshallbreduziertsichdie Gruppeder

innerenAutomorphismerauf SU (n). Es gibt abernoch Phasentransformatiomenit

det = 1, welchezu bertcksichtigersind: Die Diffeomorphismusgruppst daherals

Aut(M,(C)) = PSU(n) = SU(n)/Zn

gegebenDie zyklischeGruppeZ,, ist dabeials UntegruppeZ,, = {¢ 1, ¢" = 1} in
die SU(n) eingebettet.

Die innerenAutomorphismersind natirlichautomatisctauf 7# daigestellt.Die Wir-
kung auf die Spinorenist abernicht einfach als Links-Wirkung desentsprechenden
Algebra-Elementesondermals“adjungierte”Wirkung

DY — P = upu® = uJuJy
definiert.

Auf dieseWeisewird auchdie Realitatsstruktug respektiertdenndertransformierte
Dirac-Operator

D" = u(JuJ)Du*(Ju*J)

vertauschtviedermit der Realitatstruktur/, welcheselbstinvariantunterdiesenDif-
feomorphismerbleibt:

T = w(Jud) (I (JuT) "= wd (wd) (Jur T) = w( Tt T = (uu®)J = J.



174 7.1Endliche Gruppen und ihr e bik ovarianten Differ entialkalktile

Beweis: Zum Verstandnisder folgendenkleinen Rechnungsei noch einmal an die
Eigenschaften

a(JbJ) = (JbJ)a, a,be A und JD =DJ
derRealitatsstruktud erinnert.Dannist

D"J = wu(JuJ)Du*(Ju*J)J

= u(JuJ)Du*Ju*

= uJuD(Ju*J)u*

= J(JuJ)uD(Ju*J)u*

= Ju(JuJ)Du*(Ju*J)

= JD" ]
Da die Rechts-und Links-Wirkungender Algebra vertauschentransformierersich
Algebra-Element&ovariantunterinnerenDiffeomorphismen,

a* = u(JuJ)au* (Ju*J) = u(JuJ)(Ju* J)au* = vau™,

alsosowie esseinsoll.

Auf den Spinorenschautdie Darstellungy — uiyu* derinnerenAutomorphismen
(nur) auf den erstenBlick wie die adjungierteDarstellungaus. Die Komponenten
transformierersichallerdingsgeman

Vi = ui Yij uj.

In derSprachelerEichtheoriertragendiein +;; zusammengeabster-ermionerdement-
sprechendsovohl SU(n;)- als auch SU (n;)-Ladungen Eine Ausnahmebilden die
Elementeaus.7#;. Furn; = 1 sinddie Spinorenaus.7#; invariantunterinnerenDif-
feomorphismentalls n; > 1 transformierersie unterderadjungierterDarstellung.

7.1 Endliche Gruppen und ihre bikovarianten Differ ential-
kalkile

Wie sich gleich zeigenwird, und wie man esaucherwartensollte, gibt eskeinerlei
Problemedie geometrischeiKonzepteausder Theorieder Lie-Algebrenauf (diskre-
te) spektraleTripel fur endlicheGruppenauszudehnerbieseendlichdimensionate
kommutatven Hopf-AlgebrenbietenaberaucheineguteGelegenheitzu einerkurzen
Einfuhrungin bikovarianteDifferentialkalkule.

SeiG eineendlichGruppe.Die AlgebraC(G) derFunktionenauf G wird — wie jede
endlichdimensional@lgebravon Funktionen- von denElementen

€g> g €@,
mit denRelationen(e, (g) = dg,5)

egeh = Opg€q
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erzeugtJedeFunktion f auf G kanndannals

F=> foe f,eC

geaG

geschriebemverden Die Gruppenstruktuvon G machtC'(G) zu einerHopfalgebra,

A f(g,h) = f(gh), A C(G) = C(G)2C(G)
S flg)=rflg™h), S C(G) = C(G)
e(f) = f(e) e :0C(G)=C,

mit e demneutralerElementvon G. Auf denErzeugerre, habendieseKo-Strukturen
die Gestalt

Aey = Z en @ ep-1g4

heG
Se, = eg-1
5(69) = 5e,ga

denn:

Aeg(k,l) = D enlk) ®ep-1,(l)
heG

= Z Ok ® 5h_1g,l
heG

Op-1g

= gkl

= eq(kl).

Fur dasVerstandnigder Kovarianzvon Differentialkalkiilenist esnitzlich, sich das
KoproduktA alseineeleganteFormulierungderlinksregularenDarstellungder Grup-
pe,alsoderaufdie Funktionereuriickgezogenefiinks-)Wirkung derGruppeaufsich
selbst,vorzustellen.

Mit derBezeichnung

Ly :CG) — CG)
def

Laf(g) = [f(hg),

ist néamlich
Lpeg = ep-1g4,
unddasKoproduktkanndamitauchals

Af=> en®Lyf Vf e C(Q)
heG

geschriebemverden.
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Analog kannmandie rechtsrgulare Darstellungformulieren,weil nacheinereinfa-
chenVerschiebng (h — gh”l) derSummein der Definition desKoproduktes

Af =) Ruf@en Vf € C(G),

heG
mit
Rieg = egp—1

ist.

Auf einerLie-GruppekannmandieseGruppenwirkungauchauf aul3erd~ormenzu-
rickzuziehenyundinsbesonderexistierenje eineBasisdesC(G)-ModulsQ! (C(G))
auslinks- beziehungsweisgechtsivariantenEinsformen.n deralgebraischeisicht-
weisegibt esweit mehrals einenDifferentialkalkul,abernur wenigeDifferentialkal-
kule gestattereinelmplementierungler GruppenwirkungDer auf3erekalklll zeichnet
sichalso(unteranderemyurchdieseEigenschafaus.Ganzanalogexistierenauchfiir
endlicheGruppensolchebikovariantenDifferentialkalkile.

Ein Differentialkalkilheif3tlinks-(beziehungswsérechts-)lovariantfWdif] wennman
daraufeineLinks- (beziehungsweisRechts-)Vitkung der Gruppetiber

Ly(frdf2) = (Lyf1)d(Lyf2) Vfi, f2 € C(G)

(und analogfir R) einfihrenkann. Anders ausgedriicktgibt es danneine Links-
(Rechts-)Vitkung, welchemit dem Differentiald vertauschtDiese Gruppenwirkun-
genkénnennunwiederin einerentsprechendehinks-(Rechts-)kwirkung Ay, (Ag)
zusammengakstwerden welcheauf Differentialenals

Ar(df) = (idedA(f)
Ar(df) = (d@id)A(f)

definiertist, undgeman

Apr/p(frdf2) = A(f1)Agr/r(df2)

fortgesetzivird. Wie obengilt dannwiederfir beliebigeEinsformenw

Apw = Zeh@)ﬁhw
heG

Apw = Z Rrw Q ep,.
heG

Bemerkung 7.1.1. Im Kapitel iberSymmetriemichtkommutatver Geometrierwur-

de der Begriff einesbezlglicheinerHopf-AlgebraH symmetrischerspektralenlri-
pelseingefuhrtDarunterverstehinaneinreellesgeradespektralegripel (A, 7, D, v, J)
mit derfolgendenzusatzlicherkEigenschaft

e H wirkt aufdie Algebra.4, mit derSchreibweise +— h > a.
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e H istauf.s dagestelltunddie Darstellungvon A auf 57 ist kovariantbeziig-
lich H, dasheil3tesgilt stets

h(aw) = (b > a) (hiayw), Vac A he Hpe . (7.)

e DerDirac-OperatotD kommutiertmit der Darstellungvon H auf 77

[D,h] =0, h e H. (7.2)

Auf A = C(G) wirkt (wie auf jedeHopf-Algebra)die dualeHopf-Algebra(insofern
dieseexistiert). Fur endlicheGruppenist C(G)* = CG, die Gruppen-Algebramit

ihremKoproduktAg = g ® g. Darstellungervon CG auf demHilbertraum.s# eines
spektralenTripels zu C(G) sind nichtsanderesals Darstellungerder GruppeG auf

. Die geforderteKovarianzder Darstellungr von C(G), Gleichung(7.1), besagt
daher etwasandergyeschrieben:

gm(f) 9" =m(Lyf) VfeCG), geG.

Aus derInvarianzdesDirac-OperatorgDg* = D folgt damitaberauch

g m(f1dfa) g" =7 ((Lgf1) A(Lyf1))-

QL (C(@)) ist fur ein CG-symmetisches spektralesTripel also automatischinks-
kovariant.Wie spatemochklar wird, gilt die UmkehrungdieserAussagenicht. CG-
Symmetrieist also eine starlere Forderungals KovarianzdesabgeleiteterDifferen-
tialkalkils. So folgt ausder Kovarianzzum Beispielnicht, dassdie Metrik invariant
ist.

JedeDifferentialalgebréiberC'(G) kannausderuniversellerDifferentialalgebr&, (C'(G))
durch Abdividieren einesdifferentiellen Ideals (also durch zusétzlicheRelationen)
konstruiertwerden.n ©,(C(G)) gibt eskeineRelationerauRerderLeibniz-Reyel

dey eg = —ey deg + 64 g deg,

diemanalsBimodul-Relationin 2, (C(G)) aufasserkann.Wegen> ©
nichtalle Differentialeder Erzeugetinearunabhangig,

Zdeg =0.

geaG

gec €g = 1sind

EinenatiirlichelineareBasisin Q. (C(G)) istdurch

eg dey g#4d

gegebenundinsbesondersind dieseFormenunabhéangig:
Esistnamliche, dey e, = 64 4 €4 dey e, unddamitfolgt dannaus

Z Zgt.g €g degr =0
9#9' €G
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stets
Zh,h' €h dep =0 Vh, n e G,

wennmanvonrechtsmit ey, vonlinks mit e, multipliziert.

Mit demgleichenArgumentfolgt aberauch,dassalle andererDifferentialkalkileaus
2, (C(G)) dadurchentstehendassnachBeliebenreinigedere, dey, Null gesetziver
den.

Soll der dabeientstehend®ifferentialkalkiilaberebenélls links- beziehungsweise
rechtslovariantsein(deruniverselleDifferentialkalkilhatnaturlichbeideEigenschaf-
ten),sokannmannattrlichnichtbeliebigviele e, dey Null setzen.

Auf derBasise, dey sinddie beidenKowirkungenexplizit als

Ar(egdeg) = Z en @ ep-14 dep-14
heG

Ag(eg deg) = Z egh—1 degp—1 ® ep
heG

gegebenDarausschlieRtmansofortdie folgendeKonsistenzbedingurfigr Kovarianz:

Proposition7.1.2. Setzimaneine, de, Null, somussn einemlinkskovariantenDif-
ferentialkalktlder gesamteOrbit e, -1, dej,-1, verschwinden.

Bemerkung 7.1.3. In der mit der Hilfe desDirac-OperatorginesspektralenTripels
gebildeterDifferentialalgebr&annjede Einsformals Summevon Termender Form

a&b, a,be A=C(QG),
mit§ =) ., eq deg geschriebemverden.Insbesonderest
eqg deg = egey,

unddie Darstellungder Basise, de, ist demnachdurchdie Blocke &gy, 1 gegeben.
Kovarianzdes Differentialkalkllsbedeutetdannalso, dassaus{y . = 0 far alle
k € G stetsauch

E(h-1g)k,(h-1g)k = 0 Vke G
folgt.

Ein Differentialkalkul,dersavohl links- alsauchrechtslkovariantist, wie zumBeispiel
derdeRham-kmplex auf einerLie-Gruppe wird als bikovarianter Differentialkalkl
bezeichnetFir die wesentlicheEigenschaftdesklassischerBeispielesgenigtaber
eine“einseitige”Kovarianz:

Satz7.1.4. Woronowicz Existiert auf Q!(C(G)) einewohldefinierteLinks-(Rebts-
YKowirkungvonC'(G), sogibt eseine(Bimodul-)Basisausinvarianten Einsformen.
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Furdie AlgebraC(G) derFunktionenaufeinerendlichenGruppeG sinddie linksin-
variantenFormenexplizit als
09 = Z €hg deh

hed
gegebenMan siehtsofort,dass

L69 =09 Vk,g € G
ist, undmit derLinks-Kowirkung lasstsich dieseEigenschaftn derForm

ALBI = e @ Lyh? = 1@ 6

kea
schreiben.
Analogsinddie rechtsiwvariantenFormenals
wg:Z egn dep, ArpwI =wI®1
hea

bestimmt.
Die 6, sindabernichtalle linearunabhé&ngig

9= epgdep = (Z eh/> D depy-1 | =0.

geG geG heG h'eG geG

=0

Aus diesemGrundbeschrankmansichaufdie Menge{6? || g # e}, derenElemente
eineBimodul-Basisn QL (C(G)) bildet. JedeEinsformw lasstsichdamitals

w= Y [ f, €C(G)
e£geG
schreibeninsbesonderest
dep = Z (eng — €n)0” und eq deg = eg,gg—lg'_
e£g9eG

Aus derletzterenGleichungkannmanauchdie Bimodul-Relation
If = (Rg—lf) 69

ableitenUnterderRechtswirkunglerGruppetransformierersichdie linksinvarianten
Formengemali

Rkeg = Z ehgk—l dehk_1
heG

Z ehgk_l dehk_1

heG
= Z eh/kgk—1 d€hj

h'eG

ekgk_l

Y



180 7.1Endliche Gruppen und ihr e bik ovarianten Differ entialkalktile

beziehungsweise

ARO*‘] = Z 9hgh_1 X ep.
heG

Ein Differentialkalkllist alsogenaudannbikovariant,wennmit einemé9 stetsauch
dergesamtedjungierteOrbit 9h9"™" verschwindetFiir die rechtsivariantenFormen
w9 geltennattrlichanalogeAussagen.

Bemerkung 7.1.5. Die DarstellungderlinksinvariantenFormenaufdemHilbertraum
S einesspektralenTripelszu C(G) berechnesichals

(09)i; = Dij (ig=1);%(ig=1);s-
Die obigeBedingungfur Bikovarianziibersetzsichdannin entsprechendBedingun-
genfir denDirac-OperatounddamitnaturlichauchdenHilbertraumund-y:
Wenndie Darstellungeines#? verschwindetsomiisserfiir alle k,! € G die Kompo-

nentenDy kg = (D(kg)l,kl)* verschwindenlst #9 hingegenvon Null verschieden,
somussfur jedesk € G wenigstengin/ € G existieren,sodassDy; x4y # 0 ist.

Die ForderungnachderBikovarianzdesDifferentialkalkildiefert offenbarschoneine
splrbareEinschrankungan spektraleTripel. Andererseitamachtsie als Symmetrie-
Begriff nattrlichnichtsehrviel her, vor allemweil damitnochnicht sichegestelltist,

dasananeineDarstellungderLinks-(Rechts-)Wkung derGruppeaufsichselbstauch
auf demHilbertraumkovariantdaigestellthat. Analog zur Kovarianzder Differential-
Algebraist auchhier die AquivalenzeinersolcherkovariantenDarstellungderGruppe
zur ExistenzeinerKowirkung der Algebraauf ¢ sicherzu stellen.

Ist einekovarianteDarstellungder Algebragegeben,sowird mannacheineminvari-

antenDirac-Operatound derdarausabgeleiteterinvariantenMetrik suchenDartber
hinauserscheintes naturlich, zusatzlichdie Existenzeiner kovariantenDarstellung
der Gruppenwirkundgtr A° zu fordern. Wiinschenswerist auchdie Existenzeiner
Darstellungder Rechtswirkungder Gruppeauf sich selbst.Dies ist, wie spaterge-
zeigtwerdenwird, aquivalentzu einerDarstellungder Antipodevon A = C(G) (in

Verbindungmit der Darstellungder Linkswirkung). Kurz gesagt:Man wird ein G-

symmetrischespektraleSripel fur C(G) konstruieren.

Die DarstellungderAlgebraC(G) aufdemHilbertraum#” = @, ,; # istdurch

eg¥ki = 0g kUi Vg, k,l € G

festgelgt. EineunitareDarstellungder GruppeG auf.sZ, beziglichderdieseDarstel-
lung von C(G) kovariantist, mussalsooffenbarder Gleichung

¥k € Hig-11y
genlgendenndannist
(9eng™) Yk = gent’ gy = Sgh.h 9" (k1 = Okog—1n Ukt = €g=1 V-

Soll auchdie Darstellungder AlgebraC (G) vonrechtskovariantunterdieserDarstel-
lung derGruppesein,sofolgt

9k € Hg-1k)(g-11)»
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was zum Beispiel dannerflillt ist, wenn die Darstellungder Gruppemit der Rea-
litatsstruktur.J kommutiert. Insbesonderentissenalso fur alle ¢ € G die Raume
Hlg=1k)(g-11) die gleicheDimension|gx;| haben Auf demRaumCl%| existierteben-
falls eine Darstellungr der GruppeG, zumeist— abernichtimmer— nur die triviale,
r(g) = 1Vg € G. Die Darstellungder Gruppewird daherin derFolgeals

(9 1 = T(9) V() (1)

abgekirztSiekommutiertdannund nur dannfiir alle g € G mit der Realitatsstruktur
J, wenndie Darstellungr(g) reellist, also

r(g) = r(g)-

DasfolgendeLemmazeigt unterwelchenUmstanderder resultierendeDifferential-
kalkil linkskovariantseinwird, in demSinne,dassauf 77 die Gleichung

g (a[D,b]) g* = (gag™) [D, (gbg™)] Va,be C(G), g€G
gilt.

Lemma 7.1.6. Die Darstellungder GruppeG aufs# induzierteineLinkswirkungvon
G aufQl,(C(G)), welche mit demDifferential vertaustt, wennundnur wennfr alle
g € G derOpentor g*[D, g] im Kommutantler Algebra liegt.

Beweis:
Seifiralleb € C(G)

g([D,b]) g* = [D, (gbg")]-

VerwendetanaufderrechterSeitedie Leibniz-Reyel [D, AB] = A[D, B]+[D, A|B
soemibt sichdaraus

0 = gb[D,g"] + [D, g]bg™,
undmit derbekanntendentitat[D, g*] = —g*[D, g]g* folgt sofortdie Behauptung
bg* (D, g] = ¢*[D, g]b Vbe C(G), ged. (7.3)
|

Auf denerstenBlick siehtdieseGleichungetwasallgemeinerals die Forderungder
Invarianz[D, g] = 0 desDirac-Operatorsaaus.Dem ist (mit wenigenAusnahmen)
abernicht so: Die Antipodeder Gruppenalgebr&G (die hier als Symmetrie-Algebra
verwendetwird), ist durch s(g) = ¢ ! auf den Gruppenelementegegeben.Die
Kovarianz-erderundgur die Realitatstruktutautetfir unitareDarstellungemerGrup-
pealso

JgJ = (sg)" = g.
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Korollar 7.1.7. Wenn die Darstellungder Gruppe mit der RealitatsstrukturJ ver
tausdit, soist g*[D, g] im Kommutantder Algebra wennund nur wenn

[D,g] =0 VgeG
ist.

Beweis:Seib = } . b%eq, b € C. Dannlautetdie (kl) — (ij)-Komponenteder
Gleichung(7.3) explizit

(r(9")Dg-1i)(g-15).(g-1k)(g-1)7(9) — Dijpt) bi =
(r(9")D(g=1i)(g-15), (- k)(g~11)7(9) — Dijpr) bi

Fir¢ # k kanndasoffenbarnur dannfir alle b;, b, erfiillt sein,wennder Ausdruck

(r(9")Dig-1i)g- 1) 0~k e~ 10)7(9) — Dijt) = (9D, g1);; 1

verschwindetln diesemFall ist j = [, wenndie entsprechend&omponenteson D
nichtverschwindetMultipliziert mandieseGleichungvon beidenSeitenmit .J soer
gibtsichmit derVoraussetzundgJ = g sofort,dassauchdie Komponentemiti = k
verschwindendennesgilt ja (JDJ);; ki = Dji ik

[ |

Auch wennJ nicht mit der Darstellungder Gruppevertauschund esdaherméglich
ist, D nichtinvariantzuwahlen hatdie zusatzlichd-reiheitin D keineBedeutungDie
entsprechendelomponenterD;; ;. ; spielerfiir die DifferentialenamlichkeineRolle,
unddie Metrik wird deshalbin jedemFall invariantsein.Esist deshallbverntinftig,sich
ausschlief3liclauf denFall einesinvariantenDirac-Operatorsgeralsodie Gleichung

Dgiy(g5) (ak)(at) = T(9)Dijpar™(g) Vg,i,5, k.1 € G

erfullt, zukonzentrierenOffenbarbedeutetieseinfach,dassalle Komponente g 4), (gk)(91)
durch die Angabeeiner KomponenteD;; ;; bereitsfixiert sind. Insbesonderenus-
seng und v so gewahlt sein, dassalle dieseKomponenterexistieren.Ist ~ invari-
ant unter der Gruppenwirkungso ist sichegestelltdassmit ¢;;q,; < 0 auchstets

Ugi)(95)Ugk)(g1) < O gilt. Esgenlgtalsovollig,
gvg" =7
zufordern.

Esseinunein spektraledripel gegebendasallenobigenAnforderungergenigt.ins-
besondergibt esalsoeineDarstellungderLinks-Wirkung der Gruppeauf sichselbst.
Wassind danndie minimalenVoraussetzungetiir die ExistenzeinerDarstellungder
Rechts-Vitkung?

Beobachtung7.1.8. Esistin C(G):

SL,1S =Ry
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Beweis:Furbeliebigesf € C(G) ist

(Sﬁg‘lsf) (h) = (Sﬁg‘lf) (h’il)
= Sf(gh™")
= f(hg ")
= Ryf(h) |

Folglich brauchtmannur eineDarstellungder Antipode S auf 77, zumBeispielals
(Sw)zj = wifljfl

um die Existenzeiner Rechts-Vitkung zu gewahrleisten.Es ist dann namlich die
Kovarianz-Bedingung

SepS = ep-1,
erfullt, unddamitfolgt schonwie im obigenBeweis:
Sg*S en SgS = epg1.

Die Rechtswirkungvon g € G wird alsodurch Sg*S dagestellt.Eine hinreichende
Bedingundfur die BikovarianzdesDifferentialkalklldst dann

(D, 5] =0.

DasSkalarprodukt-, -) von Einsformensollte ebenélls invariantunterder Gruppen-
wirkung sein,

<9w19*,9w29*> = <w17w2>-

FurdenublichenAnsatz(w;, we) =Tr (zwjiw;) bedeutetlies,dassz mit der Darstel-
lung derGruppevertauschemsollte.

Zusammergfasst:

Es gibt (fast) keine Schwierigleiten spektraleTripel fur C'(G) zu finden,welchedie
SymmetrieunterG respektierenDaswerdenauchdie folgendenBeispielebelegen.
Daflr kovarianteDarstellungen

9Hij = Hg-1i)(g-1j)
gilt, undwennmandie Invarianzder Graduierungy ,
99" =,

voraussetztsofolgt, dassdie Schnittformg;; invariantunterder Gruppenwirkungsein
muss alsog;; = q(g-1i)(4-15), Wasmanetwaselegantemit denDarstellungsmatrizen

Ul(g) derregularenDarstellungder Gruppe(auf C/¢1) als

Ulg) ¢ U(9)" =¢
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schreiberkann.lm Allgemeinensinddie kovariantenDarstellungerder Gruppesogar
orthogonal(die Darstellungsmatrizesind orthogonal) denndie regulareDarstellung
ist orthogonalundkovarianteDarstellungerstammen(wie alle Darstellungen)a letz-
lich ausdieserDarstellung.
Interessanterweis®lgt dannim Allgemeinen,dassdie Realitatsstruktut/ invariant
unterderGruppeist: Wegen

99", 7] = g[J,7lg" =0

und

gJg*m(a)gJg* = gJn°(g ") Jg* = gn°(g ")g* = °(a)

ist gJ¢g* ndmlichebenélls eineerlaubteRealitatsstruktuiDa dieseabereindeutigist,
bis auf unitare Transformationetin denFamilienraumenC/%: !, folgt (wennmandie
Moglichkeit von Darstellungenr;; der Gruppein denFamilienraumervernachlassigt)

gJg* = J.

Die InvarianzdesDirac-Operatorsibersetzsichin

Dijkj = Dig=1i)(g=1j)(g~ k) (9713)-
Wennder Dirac-Operatotinvariantunterder Gruppenwirkungst, so trifft diesauto-
matischauchauf~ undg;; zu, undsomitauchauf J.
Ein diskretesspektales Tripel ist also dannund nur dann G-symmetrisie, wennder
Dirac-Opeator mit der (kovarianten)Darstellungder Gruppeauf H kommutiert.
Ein rechtiiberraschenddsrgebnisist nun,dassdie KovarianzbedingundesDifferen-
tialkalklls dannund nur dannauf .7# dargestelltist, also

ga[D,blg"* = (gag*)[D, gbg"]

gilt, wennD invariantunterG ist.

Esmussaberbetontwerden dassdieskeineswgsbedeutetdassendlichdimensionale
spektraleTripel nur dannauf kovarianteDifferentialkalkilefiihren,wennD invariant
ist. Ein Differentialkalkilist ja schondannkovariant,wennausg9 = 0 stetsauch
ghah™" = ¢ folgt, und diesist einewesentlichschwacherdedingungan denDirac-
Operator

7.1.1 Zyklische Gruppen

Die kleinstenichttriviale Gruppeist die zyklischeGruppeZ,, die nur ein nichttriviales
Elementa mit a® = e besitzt.Die AlgebraC/(Z,) hatdemnactewei Erzeugere, und
eq, dievon a vertauschtverden:

aee = eg, ae, = €.

Die einfachsteSchnittformeinesZs-symmetrischespektralerrripelszu C(Z,), das
einennichtverschwindendeirac-Operatobesitzt,ist demnachdurch

=47
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gegebenDer allgemeineDirac-Operatoru dieserSchnittformware

0 mi1 Mo 0
my 0 0 m
m_g 0 0 mo

0 m ma O

Damitdiesemit der Gruppendarstellungertauschtmussaber
mi = Dee,ea = Daa,ae = m2

gelten.Stattzweierfreier komplexer Parameteenthielteder Dirac-Operatoihier also
nur eineneinzigen.Fur die Metrik findetman

wahrenddie Eigenwertedurch
+2 Re (m) und +21Im (mq)

gegebensind. DieseGrossersind alsoalsoauchim symmetrischerall frei wahlbar
Dasliegt nattirlichdaran,dassdie GruppeZ, etwasdurftig ausgedllenist.

Firdie nachstibmpliziertereGruppe die zyklischeGrupp€eZs zumBeispiel,waredas
einfachstespektralelripel durch

1 -1 -1
g=1 -1 1 -1
-1 -1 1

gegeben.Es gibt also ausschlie3liccKomponentenD;;;,. (und entsprechend);;;,
D;ii» Dris;) desDirac-Operatorsywobeifir die Invarianz

D1112 = Dag23 = D3331 und D1113 = D221 = D333z

seinmuss.Von denurspringliché freien Parameternn D bleibenalsonur nochzwei
ubrig.

Ein Beispielzur GruppeZ, befindetsicham AnfangdieseKapitels.

7.12 S

Die kleinstenichtabelsch&ruppeist die Permutationsgruppeon drei ElementenSs.
DieseGruppehatzwei Erzeugef, b (und 6 Elementemit denRelationen

a=e b =e, aba = bab

Selbsterstandlictsinda, b in derdefinierendearstellungeinfachdie tiblichenTrans-
positionen

a : (123) s (213), b : (123) > (132).
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Esist aberbequememit einemdritten Erzeugerc = aba (c*> = ¢) zu arbeitenweil
die Relationerfir a, b, c,

ab = b, ac = ba, bc = ca,

offenbaretwas handlicherals die obigensind. Es gibt genaudrei irreduzible unitare
Darstellungerder GruppeSs, diein derfolgendenTabellezusammengestelind.

Dimension m(a) m(b)
1* 1 1
1 -1 -1

> G 5)

wobei 1* die triviale DarstellungbezeichnetEs gibt danndrei Konjugationsklassen,
namlich

{e}, {a,b,c} und {ab, ba}

wodurchdie bikovariantenDifferentialkalkileauchschonanggebenwaren.
Die Schnittformgq ist genaudanninvariantunterSs, wennsie denBedingungen

qab = 4(ab)e = de(ba) = Gbc = 4(ba)(ab) = qca

(und analogfiir andereElemente)geniigt.DaseinfachsteSs-symmetrischespektrale
Tripel zu C'(S3) ist dann18-dimensionalmit

1 0 0 -1 -1 0 e

0 1 -1 0 0 -1 a
o -1 1 0 0o -1 |0
=1 -1 0 0o 1 -1 0 | ab
10 0 -1 1 0 | ba

0O -1 -1 0 0 1 c

Der Dirac-Operatoenthaltin diesemFall nur eineneinzigenfreien Parameteobwohl
erohnedie Symmetriebis zu 6 unabhangig&igenwertehaberkdnnte Wie mansieht,
werdensolcheBeispielesehrschnellkompliziert,und dasBerechnerder Eigenwerte
von D ist schonin diesemFall nur nochmit ComputerAlgebra-Systemenru bewal-
tigen. Ob dasder Muihe wert ist, ist allerdingsfraglich. Zumindestdie Metrik ist in
diesenBeispielenohnehinvon vornehereirklar: Dasieinvariantunterder Gruppeist,
haberalle 6 PunktedengleichenAbstand%.
BeidenAnwendungemufTeilchenmodelleverdendie EigenwertadesDirac-Operators
als Fermion-Masseinterpretiert.Insofernware eine BerechnunglieserEigenwerte
(unddervonderGruppeninarianzherrihrendekinschrankungeansie)wiinschens-
wert. Allerdingsist esauszuschlieRewlassdasdiskretespektralelripel desStandard-
modellseine solchekokommutatve Symmetriebesitzt(die Algebraist ja nichtkom-
mutatv), und deshalbmussmanim Hinblick auf dieses- daseinzigeinteressante-
Beispiel,auchnichtkokommutatve Symmetriervon diskretenspektralenrlripeln un-
tersuchen.
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7.2 Ein paar Bemerkungenzu nichtkommutativen endlich-
dimensionalenHopf-Algebren

...Soist demko- Uberhaupkeinegrenzegesetzt
undauchnichtdenwaffensystemen

die ein solchexko- erstermdglichen
sonderrbloRderexistenz

die jeweils nur ein einzigesmal vorkommt
unddaherauchsobelanglogst

Ernst Jandl

Die Konzepteausdem vorigen Unterabschnittassensich ohne Schwieriglkeiten auf
beliebige alsoauchnichtkommutatve, endlichdimensionalelopf-Algebrenverallge-
meinern.Eine wichtige Rolle spieltdabeiderfolgendeSatz.

SeiH eineendlichdimensionalklopf-Algebra,H* diezu H dualeHopf-Algebra.Die
ElementeesinerBasisin H seienmit ¢; bezeichnetdie derhierzudualenBasisin H*
mit ¢’

(ej, €i) = 5{
Die Antipode S von H* ist dualzur Antipodes von H:
(Sa, a) = (a, sa).

Die (Rechts-)Vitkung von H* auf H wird weiterhinalsa>a, a € H, a € H*
geschrieberExplizit ist

aba = (aagp)an),

mit derUblichenKurzschreibweisé\a = a(;) ® a(3). Esgibt nocheineweitereMog-
lichkeit eineWirkung von H* auf H zu definierenMit Hilfe der Antipodekannman
jedeHopf-AlgebranamlichauchaufdemDualraumeinesDarstellungsraumesarstel-
len. Hier emibt sich

ada=(Sa,a())a)-

Fur endlichdimesionalélopf-Algebrenlasstsich dieseBeziehungzwischender Wir-
kungvon H* unddemKoproduktvon H umkehren:

Satz7.2.1. Esist

Aa:Z € Da Qe = 262 13)). (7.4)
5
Beweis:Dain H @ H durche; ® e; eineBasisgegebenist, gibt esKonstanterk}’
mit

Aey = ZK’IZCJGZ‘ & €.
.3
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Mit dieserkannmandannauchdie Wirkung von H* ausdrickn:
ey = ZK,ilei, ep 1€ = ZK,?(Sel,ei)ej,
( 1,J
womit die BehauptunglurchEinsetzerverifiziert werdenkann.
[ |

EsseinocheinmaldararerinnertdassdasKoproduktvon H* perDefinitiondualzum
Produktvon H ist:

ab (ab) = (o) > a)(a) > b).

Wie zuwor fuhrt manwiederrechtskovarianteDifferentialkalkiileauf H ein, die eine
Rechts-Kwirkung A g von H gestattenwelchemit demDifferentialgeman

Ag(da) = (d ® id)Aa

vertraglichsind.Aus (7.4)folgt danndasdie ExistenzeinersolcherKowirkung aqui-
valentzu der ExistenzeinerWirkung von H* auf die Differential-Algebrast, welche
mit demDifferentialvertauschtalso:

av (adb) = (o) > a)d(az) > b).

Explizit siehtdieseWirkung dannsoaus:
> (da) = Z (d (ei Da)) X €;.
i

Damitist eigentlichschonfastallesklar. Zu bemerlenist noch,dassdie Wirkung von
a € H* nurdannein Automorphismusler AlgebraH seinwird, wenna gruppenas

tig,
Aa=a® a,

ist. Demnachinduzierennur gruppenartig€Elementevon H* Diffeomorphismerdes
RaumsderreinenZustéandevon H.

Satz7.2.2. SeiH einehalbeinfatie endlichdimensionaléHopf-Algebra,
(#,H,D,~,J)ein—bezuglit beiderwWirkungenvon H* auf H — H*-symmetriskes
spektalesTripel.

1. Dannist .7Z sowohlein Rechts-als auc Links-K omodul Uber H.

2. Der ausdenDatendesspektalen Tripels abceleiteteDifferentialkalkil fur H
ist bik ovariant.

3. Die aus D abgeleiteteMetrik auf demRaumX der reinenZustandevon H ist
invariant unterder Wirkung vongruppenartign Elementery € H*

d(aCIaQCQ) = d(Cl?CZ) VCDCQ € X.
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Ein Beweis diirfte sich nachden Ausfiihrungenm letztenUnterabschniteribrigen.
Man brauchtnur in allendort abgeleiteterFormelndie RechtswirkungR, durchdie
Wirkung € > a ersetzenSoist zumBeispieldie Rechts-Kwirkung auf.7# durch

ARlﬁ = Z (GZ’L/J) ® e;

gegeben.
Soweit die Theaorie.....

LeideristesunsbishemichtgelungenBeispielemit nichtkommutatvenHopf-Algebren
H zukonstruierenAndererseitsst auchkein Grundersichtlich,derdie Existenzsol-
cherBeispieleausschlieRtEndlichdimensionalélopf-Algebrensind in der Literatur
auchnochnicht gentigenduntersuchiwvorden.Eine Klassifikation,wie sie bei endli-
chenGrupperexistiert, waresicherlichsehrhilfreich bei derBeantwortungderFrage,
ob solcheSymmetrierin spektralenripelnrealisiertwerdenkénnen.
DasfolgendeBeispielsoll die Schwierigleitenverdeutlichen.

Betrachtetwird daseinfachsteBeispielfur einenichtkommutatve Hopf-Algebra,die
Gruppenalgebre@@G (undgelagentlichnochetwasspezielledie zyklischenGruppen
CZy,, beziehungsweiseie Permutationsgrupp&ss).

Als Vektorraumist CG derfreie VektorrauniiberderMengeG. DasProduktist durch
die Gruppenmultiplikationgegeben,welche mit dem Distributiv-Gesetzauf Linear
kombinationenzg ayg fortgesetztvird. BetrachteimaneineirreduzibleDarstellung
derGruppeG aufC" (dieirreduziblenDarstellungereinerendlichenGruppesindna-
turlich alle endlichdimensionalso spanntdie Darstellungvon CG wegendesSchur
schenLemmasdie ganzeMatrix-Algebra M,.(C) der Endomorphismewon C" auf.
In der ZerlegungCG = @; M, (C) derhalbeinchenAlgebraCG wird folglich ein
SummandV/, (C) existieren.UmgelehrtdefiniertjederBlock A, (C) eineirreduzible
Darstellungvon G.

Satz7.2.3. BezeibinetderIndex « dieindquivalentenirr eduziblerDarstellungnvon
G mit denjeweiligen Dimensionem,,, soist

CG =P M, (0.

DajedeGruppemindestengineeindimensionaléreduzibleDarstellunghat,undan-

dererseitgvon der trivialen Gruppeabgesehen)G| > 2 ist, so folgt als einfaches
Korollar, dassjede (nichttriviale) Gruppenalgebraine Summevon mindestengwei

Matrix-Algebrenist. Esexistierendemnactfur alle GruppenalgebrespektraleTripel

mit einemnichtverschwindendeirac-Operatar

Die naturlicheHopf-Algebraauf Gruppenalgebreist durch

Ag=g®y, e(g) =1, Sg=g"

gageben.Die dualeHopf-Algebraist die AlgebraC(G) der Funktionenauf G, und
diesewirkt als

en> g ={(en 9)g =0gng
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aufCG. SuchtmannachkovarianterDarstellungewon CG unterdiesetWirkung,und
verwendemandasKoproduktvon C(G), so Ubersetzsichdie gefordertekovarianz-
Bedingungn:

en(gv) = Y (exvg) (Lren) ¥ = g (Loen) V.

keG

Mit anderenWorten: Gesuchist einebeziiglichG kovarianteDarstellungvon C'(G),
dennobigeBedingungkannja auchals

g'eng = (Lgen)
interpretiertwerden.

Man kann auchviel Allgemeineszu (bikovarianten)Differentialkalktlenauf Grup-
penalgebresagen:

Proposition 7.2.4. Der Differentialkalkil auf Gruppenalgbten ist ein innerer, das
heitesexistiert eineEinsformy mit dg = [g, x]

Beweis:Betrachte:

1
X=ia > h'dh,
Eirere

Dannist:

gx] = —= 3 (gh'dh—hldhg)
v

1
= @ > (gh~tdh —h'd(hg) + dg)
heG

1
Gl i
= dg ]

wobeiflr denvorletztenSchritt die Summationsariableder mittleren Summevon i
nachh’ = hg verschobenvurde.

Die zugrunddiegendeGruppenstruktuspiggelt sichin entsprechendeBigenschaften
von y wieder

Proposition 7.2.5.

> gxg ' =0.

geaG
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Beweis:Betrachte:

—|Glx = > —h7'dh

heG

= > —gd(g )
geG

= Y dlgg™
geG

= Y lg:xg”
geG

Esistdeshalb
S axg ' =D (x+1le:xg7) =GIx - Glx =0. N

geG geG

Im Hinblick aufdie Frage ob mansolcheDifferentialkalkiileauchmit Hilfe von spek-
tralenTripeln konstruiererkann,siehtdasrechtvielversprechendus.Der auseinem
diskretenspektralerripel abgeleitetdifferentialkalkulist ja ebenélls stetseininne-
rer. Esgilt dannnamlichfir alle Algebra-Elemente € A

da = [57 a]?
wobeidie Einsformé € Q4 (.A) in diesemFall als
‘52 —ZPQ[D,Pﬂ]
a#B

gegebernist. P, bezeichnetlabeidenProjektoraufdie einfacheUnteralgebrals,, , (C)

(im Fall von Gruppenalgebrealsoaufdie irreduzibleDarstellunga).

Eswird gleichfur alle spektralerTripel zu CG dieldentitéaté = —x () gezeigt(Weil

derDifferentialkalktlvon diskretenspektralentripeln kein Zentrumhat, mussdasso
sein.Sonswaére¢ +(x) einenichtverschwindend&ormim Zentrum).Dazubenétigt
manfolgendereinfachenSatzausder Gruppentheorie:

Satz7.2.6. Sei( eineendliche Gruppe
ry : G — End(V7) ry + G — End(V3)

zweiindquialente,irreduzibleunitare Darstellunggnvon G auf\Vektorraumeris, Vs.
DesWeiterenseiS € Hom(V;, V2) einebeliebige lineare AbbildungvonV'! nach V2.
Dannist

Hom(V1,V2) 3 (S) = ) ra(9)S (r1(g))* =0 (7.5)
9eG

Beweis:Offensichtlichist (S) ein IntertwinerderDarstellungen, r,
ro(R)(S) = (S)r1(h) Vh € G.

DadieseDarstellungemachVoraussetzungaquialentsind, folgt — mit demSchur
schenLemma-— sofortdie Behauptung.
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Korollar 7.2.7. Mit denobigen Definitionenist.

> wlg)ém(g)* = 0.

geG

Beweis:GeméaXerKlassifikationdiskreterspektraleiripel hat¢ ausschlief3lickkom-
ponenterg,; g5 Mit o # f3. £ bildetalsoinaquvalenteDarstellungervon G aufeinan-
derab,undausobigemSatzfolgt danndie Behauptung.

Korollar 7.2.8. Esist fur alle diskretenspektalen Tripel zuCG:

m(x) = —¢.

Beweis:

1 .
m(x) = @Zg q3

geG

= ﬁzg_lﬁg —¢

geaG
——
=0

= ¢ |

Wie obenangedeutetvurde, zeigt daseigentlichnur die Konsistenader bishererar
beitetenZwischenresultateéAber auchdasist manchmalwvichtig, undhier hoffentlich
auchschonanzusehen.

Existiert auf dem Differentialkalkiileine mit dem Differential vertauschend&owir-
kungA g derAlgebra-—links undrechtskdnnenhier nichtrichtig verwechseltverden,
weil die Algebrasaviesokokommutaty ist—soist y unterdieseK owirkunginvariant:

1
Apy = i Y (h'eh ) dheh) =xee.
heG

JedeEinsform kann als Linearkombinationtber C von Elementenhdg, h,g € G
dagestelltwerden Auf diesenElementerist

Ar(hdg) = (hdg) ® hg,

und daskannwiedermit der Rechtswirkungder AlgebraC(G) auf CG ausgedriickt
werdenwennman

eidg = d(e; > g) = 0 4dg
setzt,unddieseDefinition kovariantunterVerwendunglesKoproduktesiere;

ei(hdg) = Y (ex > h)(ex-1;dg) = 6 ng(hdyg)
keG
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fortsetzt.Dannist, wie manleicht nachpruft:

Ag(hdg) = (ei(hdg)) @1,
€@
auchwenndasandieserStelleauf denerstenBlick einemBombardierervon Amei-
senhiigelmgleichkommenmag.Naturlichist dieseDarstellungvon C(G) aufdenEins-
formenauchkovariantbeziiglichder Gruppenwirkung/on G:

(k 'eik)hdg = 6; knghdg = ep-1;hdg

unddiesfuhrt aufdie einzigeEinschrankungnkovarianteDifferentialkalkle:

Da die Abbildunge; — (k~'e;k) = €1, invertierbarist, mussendie Unterrdume
;21 (CG) in einemkovariantenDifferentialkalkildieselbeDimensionfir allei € G
habenWeil dieseRaumeabervon Elementerder Formig—'dg, ¢ € G aufgespannt
werden,alsoausdemvon den g~ 'dg aufgespannteRaumdurch Multiplizieren mit
dem Gruppenelement henorgehen,ist dieseEigenschaftvon selbsterflillt, solan-
gekeineRelationerexistieren,die ausdemvon den“Maurer-Cartan”-Formeng—'dg
aufgespannteRaumherausfihrenAus

> zahadge =0 20 €C, ha,ga €G
(0%

mussja fur allei € G stets

€; (Z Zahadga> =0

(07

folgen.

Lemma 7.2.9. Ein Differentialkalkil iber CG ist genaudann kovariant, wennalle
nichttrivialen Relationenn der Form

Z zgg_ldg =0

geG
gesdiriebenwerdenkénnen.

Da CG kokommutatv ist (beziehungsweis€'(G) kommutatv), ist jeder rechtslo-
varianteDifferentialkalkilautomatiscrauchbikovariant. Es bleibt alsonur nochdie
Aufgabe,die moglichenDifferentialkalkiilezu klassifizieren Man kannja auchhier
(wegender Leibniz-Regel), vom universellenKalkil ausgehendyicht nachBelieben
Elemente; dg (oderLinearkombinationerdavon) Null setzenZum Beispielmiissen
dieg € G mit g~ 'dg = 0 eineUntegruppebilden.

Um nunallemit derLeibniz-ReyelvertraglicherRelationer(moduloAlgebra-Automorphismen)
zu klassifizierenkannmansich aberwiederder Gruppenstruktubedienen.

Die Multiplikation von Einsformenmit Gruppen-Elementefund somit beliebigen
Algebra-Elementenjonlinks undvonrechtskannjajeweils alsDarstellungderGrup-
peinterpretiertwerden Fir die Multiplikation von links gilt

k(hdg) = (kh)dg.
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Die Darstellungvon Rechtsist hingegenmit Hilfe derLeibniz-Reyel definiert:
(hdg)k = hd(gk) — hgdk.

Esist nun zweckmassiglie Abkurzungv, = g~ 'dg einzufiihrenJedenichttriviale
Relationin einembikovarianten Differentialkalkillasstsich dannals lineare Glei-
chung(mit komplexen Koeffizienten)flr die Formenv, schreibenund genaudiese
gilt eszuuntersuchen.

Esist

vgk = k(vgr — ),

und dain dieserGleichungimmer noch die Links-Darstellungder Gruppeauf Q!
bendtigtwird, ist esoffenbarsinrvoll zuradjungierterDarstellung

vy R(E) & kb Lugk = vg, — g (7.6)

UberzugeherDieseDefinitionsgleichundir R(k) kannmanauchsolesen:Offenbar
beschreibsieeine(Rechts-)Darstellunder GruppeaufeinemabstrakterVektorraum,
derVektoreny, enthalt.Allerdingsist dieseDarstellungdamitnochnicht vollstandig
definiert,denndie v, missena nichtlinearunabhangigein,undeskannverschiedene
Darstellungergebendie solcheVektoren(mit verschiedeneRelationenuntereinan-
der) enthalten.JedesolcheDarstellung,zusammermit den linearenRelationender
vg, definiertdannabereinenbikovariantenDifferentialkalkil,denndie einzigeEin-
schrankunglaran,die Leibniz-Regyel, ist Aquivalentzu der Aussagedasseinesolche
DarstellungR(g) existiert. Esbleibtalsonurnochdie Fragezuklaren,ob esuberhaupt
solcheDarstellungemgibt, undnattrlich,wie mansiefindenkann.

Die Gleichung(7.6) ist aberwohlbekanntausder Gruppen-Khomologie Sie besagt
einfach,dassdie Abbildungv : g — v, ein Gruppen-Kzykel

v e ZYHG,CQR)

ist. Fir einenbeliebigenRechts-ModulM/ {iberG sindElemente € Z' (G, M) nam-
lich perDefinition Abbildungenvon G nachM mit der Eigenschaft

0 = dé(g, k) = &(g).k — &(gk) + (k)

wobeié(g).k dieWirkungvonk € G aufé(g) € M bezeichnet.(Insbesdereist dann
é(e) = 0.) Der interessiertd_esersei an [M.Debert] fur die genaueDefinition und
HintergrindeverwiesenDa jederirreduzibleModul UberG in CG enthaltenist, ge-
ndgteshier mit Zl(G, CG) zuargumentierenDer universelleKalkil entsprichtdann
demjenigerKozykel (mit Wertenin G) beidemalle ¢(g) flr g # e linearunabhéngig
sind.

Als Ergebniskannalsofestgehaltenverden:

Satz7.2.10. BikovarianteDifferentialkalktleftr CG steherin 1:1-Korrespondenzu
Eins-Kozylelnv € Z(G, CG).
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DieseKlassifikationderbikovariantenDifferentialkalkulefir Gruppenalgebreist ein

neuesund sicherinteressante&rgebnis.Zur Beantwortung der Frage,ob esC(G)-

symmetrischespektraleTripel fur CG gibt, erweistsie sich in Beispielenals recht
hilfreich.

Es seinun also ein solchesC(G)-symmetrischespektralesTripel fur CG gesucht.
Da ssichdie AlgebraCG als Summevon Matrix-Algebrenschreiberiasst,wobei je-

der Matrixblock einerirreduzibenDarstellunga von G entspricht,und weil fur die

KonstruktiondesspektralenTripels die ProjektorenP, auf dieseMatrixblécke (und

keineswegs die Gruppen-Elementajie entscheidend®olle spielen,mussals Erstes
geklartwerdenwie die Symmetriere, aufdie Projektoren”, € CG wirken.

Proposition 7.2.11. Sei
CG = P M, (O)
«

und seien P, die Projektoen auf die einfaten Unteralgebren M, (C). Ist P ein
Projektorin CG, sodassfir alle a € CG undalle e, € C(G)

ehD(Pa) =P (ehba)
gilt, sofolgt
P=ce.

Insbesonderiste = ), P, die einzigeLinearlombinationder Projektoen P,, die
mit allen Symmetrievertausat.

Beweis:Essei

P = Zpgg.

geG

Dannist zumeinenfir h, k € G

P (env k) =0dpx »_ pylgh)
geG

undandererseitsst
ep > (P k) = (sh,gk pgh.

Man sieht nun leicht ein, dassdiesebeide Ausdricle nur dannfir alle k,h € G
Ubereinstimmenywennp, = 0 flr alle g # e ist. Damit trotzdemP? = P ist, muss
dannnaturlichauchp, = 1 gelten(oderesist P = 0).

[ |

DiesePropositiondeutetschonan, warumes so schwierigist, allgemeineAussagen
uberC(G)-invariantespektraleTripel zu CG zu finden.DasBild einesBlocks M,,,,
unterdenTransformationen, liegt namlichimmerin allen Blocken M;,, von CG.
Allerdings beziehtsich die obige Aussagenur auf CG (= A). Fir die Konstruktion
spektralerTripel benétigtmanaberdie Wirkung von C(G) auf die Algebra A @ A°,
undhierfur gibt eskeineanalogeAussage.
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Wie fur jedeAlgebra,auf die eineHopf-Algebrawirkt, kannmanauchhier eine Wir-
kungvon C(G) auf (CG)° mit Hilfe der Antipodevon C(G) definieren Esist dann
fur alle f € CG:

eg f© = (S(eg) > f)? = (eg-1> f)°,

und, wie man leicht nachprift,(CG)° ist mit dieserWirkung nattrlich eine C(G)-
Modul-Algebra

ex v (h°g°) =Y (> h°) (e-1 > ¢°).
leG

Dasist ja auchderHintergrundderKovarianz-Bedingung
Jegd = (S(eg))" = (eg-1)" = 41

fur die RealitatsstruktutVennder Hilbertraum.7# desspektralenTripelseinebeziig-
lich derWirkungvon C(G) kovarianteDarstellungron CG @ (CG)° tragt,soist diese
BedingunganJ vonselbsterfullt (undumgelehrt).Weil viele solchekovarianterDar-
stellungerexistieren,zum Beispielauf

# = CG @ (CG)° oder H=PC= oCs,
a,B

gibt esreichlich Hilbertrdume,die als Kandidatenfur C'(G)-symmetrischespektra-
le Tripel in Fragekommen.Wenigerklar ist, ob (Uberhauptauf einigendieserHil-
bertraumeanvarianteGraduierungerny und,vor allem, invarianteDirac-OperatorerD
existieren.

DieseFragerkonntenwir bishernurin Beispielerbeantvorten.

7.2.1 DasBeispielCZ,

Wenndie GruppeG abelschist, soist die kommutatve Hopf-AlgebraC(G) kokom-
mutatv. Dannist C(G) also als Hopf-Algebraisomorphzur Gruppenalgebrainer
abelscherGruppe(G selbst).Man wirdedahererwarten,dassfir abelscheGruppen
G keineallzu groBenSchwierigleitenbei der Konstruktionvon C'(G)-symmetrischen
spektralenTripeln auftreten.(Das heil3tabernicht, dasses keinenUnterschiedzwi-
schenCG-Symmetre und C(G)-Symmetriegibt.)

Tatséchlickkannmanfur die zyklischenGruppenZ,, rechtleichtnichttriviale C(Z,,)-
symmetrischespektraleTripel konstruieren.

Die Verknipfungderabelschetrupperiz,, seiin derFolgeadditv geschrieberDann
istZ, ={0,1,... ,n — 1}, undi + j wird stetsals

i+j=i+jmodn

aufgehsst.Die n inaquivalentenirreduziblenDarstellungenr; von Z,, sinddannalle
eindimensionalmit
(i) = q i1 €2y ke{0,1,... ,n—1},

wobeiq einenichttriviale n-te Wurzelvon Einsist, ¢" = 1.
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Naturlichist CZ,, = C*, die Algebraderdiagonalen(n x n)-Matrizen,unddie Ein-
bettungM derGruppen-Elementein die AlgebraC™ kannmit Hilfe derirreduziblen
Darstellungerexplizit als

q(nfl)i

anggebenwerden.JedesElementa € CZ, kanndannals Linearkombinationder
M (i) geschriebemverden:

ag
n—1

“ 1 S ,
a= = a Zakq M(3).
1=0 \k=0
Qn—1

Die Hopf-AlgebraC(G) wirkt demzufolgegemar

ag

“ LS ik
e; > = EZ: ax ¢ " M(i)

ap—1

aufElementevon CZ,,, undgeman

e;>a’ = Z _qukM

auf Elementevon (CZ,,)°. Damit lasstsich auchdie Wirkung auf die, fur die Kon-
struktionvon spektraleriripeln relevanten,Projektoren

P,® P € CZ, ® (CZy,)°

berechnenWie sichgleich zeigenwird, ist esdurchaussinnvoll dengleichenindex i,
derdie Gruppenelementleezeichnetauchfir die Projektoren

P; = diag (0,0,...,0,1,0... ,0),
1—1
e

mit der Korventioni: = 7 mod n zu verwenden.Man findet namlich nach kurzer
Rechnung

3
|
—

> (P @ Pf) = ¢ (Phyys @ PY).

S|
Il
o

S

Nach diesenVorbereitungerkann nun endlich zur Tat — der KonstruktionC(Z,,)-
symmetrischespektralefripel — geschritterwerden.
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Um die DiskussiordervielenkovarianterDarstellungemichtausuferreulassenyird
nurderFall
H =C"xC"=CZL, ® (CZ,)°

also|¢;;| = 1 fir alle1, j, betrachtetDannerfiillt die Realitatsstruktug automatisch
die Kovarianzbedingung

JeJ=e_;.

In einerkovariantenDarstellunggilt, wie ausderobigenRechnundolgt, stets
eidh C @%ﬂ(k—m)s = @%ﬂ(kﬂ)(lﬂ)-
s t

Fasstmandie Abbildung P, P’ ~ Py P/, fart € {0,... ,n — 1} alseine(zusatz-
liche) Darstellungder GruppeZ,, auf, soist dasBild einesUnterraumess,; unter
derWirkung einese; stetsein UnterraumdesgesamterOrbits von 5#,; unterdieser
Darstellung.

Die Graduierungy wird alsodannundnur dannmit dene; vertauschenyenn

Yij = V(its)(j+s) Vsed{0,...,n—1}

ist.
Die Symmetrie-BedingungndenDirac-Operatoegibt sichausderfolgenderRech-
nungmit ¢y, € 4.

1 (s
D e Y = n Z ¢ Dy (o 14s)s Ve
T,8,0
beziehungsweise
1 (s
¢ Dt = — Zt 7" Dyt Y ths)s-
T8,

Dasfuhrt aufdie Gleichung
Z qi(l—s) D(kfl—ks)s,rt = Z qi(s—t) Dkl,(rft—i-s)s
S S
mit derLdsung

D(k+s)(l+s),rt = (Drt,(k—f—s)(l—f—s))* = Dkl,?“t Vk,l,r,s,t. (77)

JederDirac-Operatgrwelcherder Bedingung(7.7) gentigt,kommutiertalsomit der
Darstellungvon C(Z,,) auf 5#. Wegender Kovarianz-Bedingungean J und ~ ist
esnaturlichauchmdglich dieseBedingungan D zu erfillen. Zum Beispielfolgt aus
Yrtvkl = —1 StetSYrY(k45)(14s) = —1, undfur kovarianteDarstellungenst entweder
keinerderRaumes#{;. . ,)+,) leer oderalle dieseRaumesindleer

Betrachtetmandie GruppeZ, und (mal wieder)die Schnittform

=47
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so ware der allgemeinsteDirac-Operatordurch zwei komplexe Zahlen Dy 19 und
D11 91 bestimmtDie Invarianzvon D erfordertaberDy oo = D19,11, undunterdieser
Voraussetzungt diesesspektraleTripel zu CZs dannC/(G)-symmetrisch.

Esistim ubrigenkeineBesonderheiton C?, dasseskeinenUnterschiedwischerdie-
semC'(Z2)-symmetrischeBeispielunddemim vorigenAbschnittkonstruierterCZs -
symmetrischerBeispiel gibt. Die Kovarianz-Bedingund7.7) stimmt zwar nicht mit
derBedingungD ;1 5)(j+s),(k+s)(1+s) = Dijri fur CZy-invarianteDirac-Operatoren
uberein,sie ist abereinfach nur etwas stérler. JedesC'(Z,,)-symmetrischespektrale
Tripel kanndaherauchals CZ,,-symmetrischeaufgefsstwerden.

7.2.2 DasBeispielCS3

Die AlgebraCS3 istisomorphzu M, (C) @ C @ C. Mit Hilfe derim Abschnitt7.1.2.
ang@ebenenirreduziblen Darstellungenvon Ss, und den beidenGeneratoreru, b
(a? = b? = ¢) ist dieserisomorphismus explizit als

(e
|
—_
ol
ol
ol ”|S
w

gegeben.

Fur die Konstruktionvon spektralerTripeln, und besonder$ir die spatereArgumen-
tation,brauchtmannochdie Projektorerauf die Matrixblocke von CSs3.
DerProjektoraufdietriviale Darstellungl* ist schnellgefundenFuralle nichttrivialen
irreduziblenDarstellungenr einerendlichenGruppegilt namlich ZgEG m(g) = 0.
(Dasfolgt zumBeispielausSatz7.2.6.)Der ProjektorP; - ist deshalb:

1
Py :E(e—ka—i—b—l—ab—l—ba—i— bab ).

=c

Die BerechnunglesProjektorsauf P; auf die nichttriviale eindimensional®arstel-
lung erfordertschonetwasmehrMiihe, manfindet:

1
P = g(e—a—b+ab+ba—c).
Der nochfehlendeProjektor P, (aufdie zweidimensionalegmibt sichdannsofortzu
1
P, = §(2€ — ab — ba).

Um nun entscheiderzu kdnnen,ob C(S3)-symmetrischespektraleTripel existieren,
empfiehltsicheinkleinerUmweg. WenneinsolchespektraleSripel zur AlgebraCSs
namlichexistierte,sowareder mit Hilfe desDirac-Operator&konstruierteDifferenti-
alkalkul bikovariant. In der Folge werdennun alle bikovariantenDifferentialkalkile
UberCS3 untersuchtund eswird gezeigt,dasskeinerdieserDifferentialkalkilemit
Hilfe einesspektralenTripelskonstruiertwerdenkann.Esfolgt dann:

Lemma 7.2.12. Esgibt keineC(S3)-symmetriseenspektalen Tripel zuCSs.
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BikovarianteDifferentialkalkillezu Gruppenalgebresind durch diejenigenDarstel-
lungenklassifiziert welchemanmit Hilfe einesGruppen-Kzykels konstruiererkann.
Im Fall derGruppesSs trifft diesaufalle (drei)irreduziblenDarstellungerzu, unddie-
sedrei Darstellungemwerdennun(einenachderanderenjns Rennergeschickt.

Die nichttri viale eindimensionaleDarstellung

Furdie eindimensional®arstellungexistiert nur eineunabhéangig&orm y (dasheifl3t
alle v, sind linear abhangig)und die Bimodul-Reeln folgen sofort ausden Eigen-
schafterdieserDarstellung Die Wahl desBuchstabery ist kein Zufall. Der Differen-
tialkalkdl fur Gruppenalgebreist ja eininnerer undfur alle a € CG gilt da = [a, x]
mit

1
X:@ng'

geG

Furdie eindimensionale@arstellungerkannmanstatteinesv, alsoebensoguy ver
wenden.
Weil in dieserDarstellunga = b = —1 gilt, erhaltman:

axa = —x bxb = —x.

DasDifferentialberechnesichdamitzu

da = 2ay, db = 2by, dc = 2cy.
Zu bemerlenist auch

d(ab) =0, und d(ba) = 0.

Damitfolgt namlich

dP, =0 undsomit dP; = —dP;«.
FireinbeliebigeElementay = Pyas von My (C) istdann

das = Pydas = Pidas = Pi+day = 0.
AulRRerdemnist, wie manleicht nachrechnet
dP,P, = P,-dP;, und dP« P« = PidP;-.

Daflr jedenProjektorP
dP=PdP+dPP

ist, folgt auchfir jedesElementa; € Cp C € CS3
PQ da1 = 0.

Die beidenSummander & C und M»(C) von CS3 bleibenin diesemeindimensio-
nalenDifferentialkalkllalsountersich:
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Lemma 7.2.13. Seiend = M»(C) undB = C® C, CS3 = A @ B. Dannsetztsich
die kurzeexakteSequenz

0—-A—-CS3 —+B—~0
zueinerexaktenSequengon Differentialalgebren:
0— Q(A4) - Q(CS3) = Q(B) =0

fort. Hierbeibezeitinet(2, (CS3) denobenbestriebenereindimensionakalkil tiber
CS3 undQ(A), Q(B) die EinsdrankungdieserDifferentialalgebra auf die entspe-
chenderUnteralgebren.

DieseDifferentialalgebrdeinhaltetalsoinsbesondereine nichttriviale Differential-
algebraiberM,(C) alsSummandenAus diskretenspektralerTripeln kannmanaber
unterkeinenUmsténdereineDifferentialalgebrdibereinereinzelnerMatrix-Algebra
ableiten(Dagehérerimmerzweidazu.)

Die tri viale Darstellung
Die triviale Darstellungfuihrt hier, wie fur jede GruppeG, nur auf ein triviales Diffe-
rential. Da der Kalkil namlicheindimensionalst, gibt eswiedernur die Basis-rm
x. Furdietriviale Darstellungnussdiesedannabermit allen Algebra-Elementerer
tauschen

gxg~" = x = dg = 0.

Die zweidimensionaleDarstellung
Der zweidimensional&alkiil enthaltzwei linear unabhangigdasis-Formeny!, y2
(Linearkombinationerderv,). OhneBeweisseihier angefiihrtdassmandieseals

x!'=ada und 2 =bdb
wéhlenkann.Man erhaltdanndie Bimodul-Relationen:
ax'a=—x', bx?b = —x?,
bx'b = (x" — x), ax’a= (x> - x")-

(DieseDarstellungist, wie manleicht zeigt, irreduzibel.Darausfolgt dannsofortdie
Behauptungdasdiesemifferentialkalkilzu derzweidimensionale®arstellungkor-
respondiert.)

DesWeiterenfindetman

(da)b = c(da) — a(db) (db)a = c(db) — b(da)
undsomit
dc = (da)ba + a(da)b + ab(da) = 0.
DieserDifferentialkalktilhatein nichttrivialesZentrum,

w=(2a—-b—c)x>+ (2b—a— )X,
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alsowf = fwfur alle f € CSs;. Weil derausdiskretenspektralerirripeln abgeleitete
DifferentialkalGlimmer ein trivialesZentrumhat, scheidetalsoauchdieserKandidat
aus.Alle andererDarstellunger(und somitauchdie zugehorigerbikovariantenDif-
ferentialkalkile)kénnenals SummenderirreduziblenDarstellungereerlegt werden,
sodasseskeineandereSchlussfolgerunglsdie obenformuliertegeberkann:Esgibt
keineC'(S3)-symmetrischespektralenTripel fir CSs.

Ob eineanalogeAussagéfur alle nichtabelscheiGruppengilt, oderob esnichtabel-
scheGruppengibt, die C'(G)-symmetrischespektraleTripel zulassenbleibt eine of-
feneundinteressant&rage.
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Kapitel 8

Un” wozudennnu’ detjanze?

Ein Forschelich? Oh spartdiesWort!
Ich bin nur schwer— somanchePfund!—
Ich falle, falle immerfort

Und endlichaufdenGrund!

F.Nietzsche , Die frohliche Wissenshaft

Das Konzeptder spektralenTripel ist sehrgut fir die Beschreibng der Gravitati-
on, und inshesonder&on spektralinvariantenWirkungen, geeignet Es fehlen aber
ohneFrageweiterenichtkommutatve Beispiele(nebenden nichtkommutatven Tori
unddenendlichdimensionale@™-Algebren),die manals Spielzeugmodeltur Unter
suchungeinigerwichtiger Fragen(die teilweisein der Folge angesprochewerden)
heranzieherkénnte.Wie die vorliegendeArbeit zeigt, konnensolcheBeispielemit
Hilfe von Symmetrien- wennmansichalsoauf H — symmetrische spektraleTripel
beschrankt konstruiertwerden Weitere(spektakularepeueBeispielesindin Arbeit
[DPS][PS-tor].

8.1 DasSpin-Statistik-Theorem auseinemnichtkommutati-
ven Blickwink el

Die H-symmetrischerspektralenTripel habenaberselbsterstandlichauchdirekte
physikalischeAnwendungenschliel3lichsind sie zu ebendiesemzZweck entwiclelt
worden.Erfreulicherweisgund wie so oft) finden sich aberauchsehrinteressante,
vielversprechend@nwendungendie zuvor nichtgeplantwaren.

So lassensich zum Beispiel die hier erarbeitetenTechnilen zur Ausarbeitungder
Struktur G-homogeneBindel auf dasfolgendeProblem,welchesgetrostals Klas-
siker bezeichnetverdenkann,anwenden:

Bekanntlichgenligermeilchenmit ganzzahligen$pins € Z derBose-Einstein-Statistik,
wahrendTeilchenmit halbzahligenSpins = 2’“2—“ k € 7Z derFermi-Dirac-Statistik
genugen([P][StW]). Im Rahmender relatvistischenQuantenfeldtheori&kann man
dieseAussageals “Spin-Statistik-Theoremausder geforderterKausalitatder Theo-
rie schlieBen(Der SpinderTeilchenkommtdabeinatirlichdurchdie Darstellungder
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Lorentzgruppens Spiel.) Die Theorieist alsodannund nur dannkausal,wennder

“physikalischrichtige” Spin-Statistik-Zusammenhaggt.

Fahrtmanfir zwei identischeTeilchemmit Spin s die UblichenSchwerpunktsund

Relat'vkoordinatenﬁ, 7 ein, sogilt fir die Gesamtwellenfunktiodemnachnsbeson-
dere

—

U(R, 7 mi,mg) = (—1)* U(R, —F ma,m1). (8.1)

Hierbeibezeichnein; die jeweilige Spin-Quantenzal{beziglicheinerfestenQuanti-
sierungsrichtungyon Teilcheni. Die obigen‘Wellenfunktionen’sindalsoalsKompo-
nentender WellenfunktionbezlglicheinergegebenerSpinbasiszu verstehen(Dieser
Umstandwird spatemwichtig sein.)

Der Austauschder beidenTeilchenkann (zum Beispiel) dadurchrealisiertwerden,
dassmaneineDrehungum denWinkel 7 um denSchwerpunkter Teilchenausfihrt.
Die jeweilige WellenfunktionjedesderbeidenTeilchenwird dabeidurchdie Drehung
um einenPhaserdktor ¢™ gedndertinsgesamemibt sichalsoeinePhasenénderung
der Gesamtwellenfunktiomm e#27$,

Esfallt auf, dassdasdie Statistik der Teilchenbeschreibend®orzeichen(—1)%* in
(8.1) mit diesemVorzeichenlbereinstimmtDa der Spin der Teilchennur mit dem
Verhaltender Wellenfunktionenunter Drehungerzusammenhéngt fur seineDefi-
nition wird alsonicht die gesamtd_orentzgruppebendtigt— , wird seitlangemver
mutet[P], dassein Beweis des Spin-Statistik-Theoremexistiert, der ausschlief3lich
aufdenAxiomendernichtrelatvistischenQuantenmechanikeruht.Die Beweisevon
Pauli, Fierz oder Streater/Mghtmangreifendemnachauf teilweiseunnétigeVoraus-
setzungerzurlick.Es sind mittlerweile auchschonviele Beweisegefiihrtworden,die
mit deutlichwenigerVoraussetzungeals die obigenaustommen([MSS-BDG] [Gu-
Ma][Mick]). TeilweisegehendieseBeweiseauf densogenanntetopologischerBe-
weisvon Finkelsteinund RubinsteinFR] zurlick,derim wesentlicherauf dem*“Gur-
teltrick” im R? basiert.Der grossteTeil dieserArbeitengreift aberdie Idee (ausder
sehrlesenswerte@riginalarbeit)von Leinaasund Myrheim [LM] auf, dassman(als
Konsequenaus dem Gibbs-Rradoxon)die QuantenmechaniidentischerTeilchen
Uber dem Konfigurationsraung) dieserTeilchenformulierensollte. Dieserist zum
Beispielfiir zwei identischeTeilchenin drei Dimensionerkeineswgs als R? x R3
gageben.VielmehrmussmandiejenigenKonfigurationendie durchVertauschemer
beidenTeilchenentstehenjdentifizieren.Das ist &quvalent zur Division durch die
Wirkung der Permutationsgrupp&.. DarliberhinauswerdenaustechnischerGrin-
denzuwor diejenigenKonfigurationen

A:{ (R,f’:ﬁ) | B,7e R3},

bei denensich beide Teilchenim gleichenPunkt befindenherausgenommeis ist
folglich

Q= (R - A)/Z,.

(OhnedasHerausnehmevon A wirdesichnachderDivisiondurchZs keineMannig-
faltigkeit egeben.Der Raumq ist nichteinfachzusammenhangenDie Mdglichkeit
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zweierverschiedenestatistilen (Dirac-FermibeziehungsweisEinstein-Bose)st ei-
neKonsequenzdieserTatsacheDasist die Quintessenzderobenangesprochenefr-
beitvon Leinaasund Myrheim in drei Dimensionen(In zwei Dimensionerschliel3en
sie analogauf die Existenzder Anyonen-Statistikn, wodurchdieseArbeit beriihmt
wurde.)Wie der Zusammenhangwischender TopologiedesKonfigurationsraumes
und der Statistik der Teilchengenauaussiehtwird spaternoch erlautert.An dieser
Stellegehtesim Wesentlicherum einenknappenUberblick tiberdie Geschichtales
(nichtrelatvistischen) Spin-Statistik-Theorem®iesesfolgt abernochnicht ausden
angedeutetetopologischerlJberleggungeniiber Q. Verschiedendéutoren habenda-
herin der Folge rechtunterschiedliché/orschlagefiir zusatzlicheVoraussetzungen,
mit derenHilfe dasSpin-Statistikabgeleiteiverdenkann,gemachtAllerdingsgehen
alle dieseVoraussetzungeaiberdenRahmerdernichtrelatvistischa (Zwei-Teilchen-
)JQuantenmechanikerausundsie erscheinerzumeistauchwenig naturlich.

Vor kurzemhabendannBerry und Robbins[BR] die Diskussionum eine neueZutat
bereichert:

In denobenzitierten Arbeitengehtmanstetsdavon aus,dassdie Wellenfunktionder
beidenTeilchenkeineeinwertige Funktionseinmuss.Der Raum(@ gehtja ausseiner
UberlagerungR® durch Identifikationder Punktei und — henor. Wegen (8.1) hat
die Wellenfunktion(fur fermionischeStatistik) in diesenbeidenPunktenabernicht
dengleichenFunktionswertBeschrankmansichauf skalareTeilchen! soist

‘IJ(R:F) = (_1)K\II(R’7 _P)a

mit einemVorzeichen(—1)%, dasdie Statistikder Teilchenbestimmt.DiesesVorzei-
chenkannmanals Charakteder Fundamentalgruppe; (Q) = Z interpretieren.
Mit der iiblichenProjektionr : RS +— @ sind# und — namlichdie Urbilder des
gleichenPunktesy = 7(+7) € Q. Hebtmaneinengeschlosseneweg ~ in @, dergq
enthalt,nachR®, so emibt sich nur dannwiederein geschlossenéieg, wenn~y zu-
sammenziehbdst. Andernlls ergibt sichein Weg 7—1(), dervon 7 nach—7 fuhrt.
Dadurchist in offensichtlicherWeise eine Wirkung der Fundamentalgruppe: (Q),
die nur zwei Klassenenthalt(ndmlich die zusammenziehbaramd die nichtzusam-
menziehbaregeschlosseneWege), auf R definiert. Wennmandie Wellenfunktion
T, entlangeinessolchenin @ geschlossenewegesr~!(v) paralleltransportiertso
erhéltsie ein zuséatzliches/orzeichen dasnur von der Homotopie-Klasséy| von
abhangtunddasman,aufR® angehoberals

U(y(r () ) =0V (7 1 (q))

interpretiererkann,wasnur eineandereSchreibweisdir (8.1) ist. Weil die Wellen-
fuktion UiberR® einwertigseinmuss,schlieRtmandannauchohnebesonderdiihe
auf

a([m]) + a(lr2]) = alln] - [r2])-

Die auftretendefPhaserdktorenkénnendehalbals Charakteraler Fundamentalgrup-
pe m(Q) = Z- interpretiertwerden[HMS]. Weil diesenur zwei inaquivalenteir-
reduzibleDarstellungerbesitzt,gibt esdannauchnur zwei mdgliche Statistilen. Es

lwie esdie meistenAutorenleidertun, denngenaudasist laut Berry/Robbinsder Fehler
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mussan dieserStelle betontwerden,dassdie nichteinwertigerWellerfunktionenfur
fermionischeStatistik nichtsdestaenigerals global wohldefinierte(und insbesonde-
re einwertige)Objekteliber @ aufgehsstwerdenkdnnen,namlichals Schnittein ein
(nichttriviales) VektorbiindelDaswird spatemochherausgearbeitet.

Man kann— in dieserPhilosophie- ganzgut mit nichteinwertigenWellenfunktionen
fur skalareTeilchenleben.Andererseitxistierenin derNaturausschliesslicekalare
Teilchenmit einwertigenWellenfunktionenalsoBosonen.Teilchenmit Spins > 0
werdenin denobenzitierten Arbeitenvereinfaichenddurch skalareWellenfunktionen
beschriebenwelchebei Drehungerum denWinkel 7 allerdingseinenPhaserdktor
(—1)2% (fur zwei Teilchen)erhalten.Bei dendort verwendetergeometrischerikon-
struktionenwareesallerdingsauchsehrschwierig,mit “richtigen” Spinorerezu arbei-
ten.

Berry und Robbinsarbeitendemggeniibemit rein algebraischeMethoden Sie ge-
henvon derEinwertigkeit der Gesamtwellenfunktion

U(R,7) = > UR,7 mi,mg) [mi,mo)

mi,m2

derTeilchenaus.Die Einwertigkeit von & kannmanin der Tat erreichenwennman
statteinerSpinbasisdie auf Q konstantst, einevon i abhangigeSpinbasisvahlt. In
der obigenNotationwéarendie |m1, ms) also(2s + 1)2-Tupel, derenEintrageFunk-
tionenvon 7 sind. Wahlt mandieseFunktionendannso,dass

s, m2) 7) = (1), ) (7

gilt, soist ¥ wegenderEigenschaf(S.l)derKoeffizienten\If(ﬁ, 7y m1, mo) €iNWer
tig,

P =0.

Py bezeichnetlabeidenOperatorderdie beidenTeilchenaustauscht.

Das gilt naturlich ebenélls, wenn man fur Spinbasisund Koeffizienten jeweils die
falscheStatistik(etwa (—1)2*1 ) gewahlthatte Um dasSpin-Statistik-Theorerabzu-
leitenbraucherBerryundRobbinsdaherebenélls eineReihezusatzlicheAnnahmen,
im WesentlichereineNormierungsbedingungndie Spin-Basissowie die sogenannte
Parallel-Transport-Bedingun Die letztereBedingungwirkt aber(in ihrer konkreten
Formulierung)rechtunnattrlich,ebensawie die explizite Konstruktionder Spinbasis.
Esist einenaheliegendeAnnahme dasssich Nichtkommutatve Geometrieals niitz-
lichesHilfsmittel fur diesesrein quantenmechanisch&roblemerweiserwird, zumal
schonlangebekanntist, dassdiesesengmit der GeometriedesKonfigurationsraumes
der beidenTeilchenzusammenhangtiVeil bei der geometrischemeschreibbng von
Spin und Statistik bestimmteVektorbiindel,und eine daraufdefinierte Wirkung der
DrehgruppeSU (2), im Vordegrundstehensindvor allemdie in denersterKapiteln
der Arbeit vorgestelltenMethodenzur Untersuchungler Strukturvon G-homogenen
Bindelnvon groRemNutzen.

DerEinfachheithalberwird die Schwerpunktsiordinde R derbeidenTeilchenin der
Folge unterdriickt Es verbleibtdannzunéchsnur die Relatvkoordinater, derenBe-
tragr aberhier ebenélls unbertcksichtigbleibenkann.Mit derWahlr = 1, werden
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in der Folge demnachur noch Funktionenvon 7 € S2, also Elementevon C(5?)
betrachtetDer Konfigurationsraunder beidenTeilchen,der durchldentifikationder
Punkter und — ausder Sphareentstehtjst dannalsRP? gegeben Die Funktionen
C(RP?), kénnensehrleichtin die AlgebraA = C(S2) eingebettetverden:
JedeFunktionauf $? kanneindeutigin ihrenunter 7 — —i symmetrischensowie
denentsprechendesntisymmetrischeAnteil zerlegt werden Dementsprechenidann
auchdie Algebra.A der Funktionenauf $? als direkte Summeder Unteralgebrad
dersymmetrischerigeradenunktionenmit demUntenektorraumA_ derantisym-
metrischern(ungeradenfunktionengeschriebemverden,

A=A, ®A_.

Die UnteralgebraA, ist offensichtlichisomorphzur AlgebraC (RP2) der Funktio-
nenauf demKonfigurationsraum-ir dasSpin-Statistik-Theorerapieltaberauchder
antisymmetrisch@eil A_, derkeineAlgebrabildet, eineRolle. Insbesondereussja
fur skalareTeilchenausgeschlossemerdendassderenWellenfunktionin A_ liegt.
Klarerweiseist .4_ ein Modul uber A, denndasProdukteinerungeraderFunktion
mit einergeraderist ja wiederungeradeMan Uberlat sichleicht, dassdieserModul
endlicherzeugtist:

Die Kugelflachenfunktionef ,,, habendie Parit&t(—1)!,

Yl,m(_F) = (_l)lYl,m(F)'

Weil jede stetigeFunktionauf der Sphareals Potenzreihén dendrei Kugelflachen-
funktionenzu ! = 1 geschriebenwerdenkann,ist, wenn mannochdie Paritét be-
ricksichtigt,klar, dassdiesedrei Elementeals Erzeugeriber.A, von A_ verwendet
werdenkdnnen.Nicht ganzso offensichtlichist die Tatsachedass.A_ ein projekti-
ver Modul ist. Der entsprechend®rojektorp liegt in Ms(A, ), und kannwie folgt
konstruiertwerden.

BezuglichderublichenDrehimpulsgeneratoreh, die sovohl auf A alsauchauf. A
definiertsind,ist der Modul A_ kovariant.Man betrachtenun als Hilfskonstruktion
denVektorraumA? mit dersu(2)-Darstellung

Ji=L;® ]13+idA+®Ti

wobeir; die MatrizenderdreidimensionaleDarstellungoezeichnenn derZerlegung
von A3 nachirreduziblenDarstellungeminterden.J; gibt esdann(genaukinetriviale
Darstellungdie durchdenVektor

Yi1
[Y) =N | —Yio (8.2)
Yi 1

gegebenist. N € R ist dabeieine Normierungsknstante die manso wéahlenkann,
dassA; > (y|y) = 1ist. Dannist

p— = |¥)(¥]

einProjektorvom RangEins(Spur p_ = 1), desseMatrix-EintragegeradeFunktio-
nensind,alsoistp € M3(.A- ). DieserProjektorbeschreibtd  alsprojektvenendlich
erzeugterModul UberA,.
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Proposition8.1.1. Esist

A_=p_A3.
Die antisymmetrischeRunktionerauf $? konnenalsoalsSchnittein einnichttriviales
Vektorbiindeinterpretiertverden Esist dabeisehiwichtig, dassy) nichtin A3 liegt.
Ansonsterware|vy) einepartiellelsometrie(iiber.A.), undfolglich wéare dasdurch
p_ beschriebenBindelzu demtrivialenLinienblindelaquivalent.
(Zur ErinnerungZwei Projektorery, ¢ sindgenaudannaquialent,wenneseinepar
tielle Isometriev gibt, mit p = vv* und ¢ = v*v.) Auf einenBeweis der obigen
Propositionsoll andieserStelleverzichtetwerden.
Aus der Theorie der geometrischer@Quantisierungst gut bekannt,dassder Hilber-
traumeinesguantenmechanisch&ystemsstetsals (quadratintgrable)Schnittein ein
flaches Vektorblindeliiber dem Konfigurationsraungegebenist. (Wenn dasBlindel
nicht flach wére, so gabees Holonomienentlangzusammenziehbargeschlossener
Wege, wasmit der Eindeutigleit der Wellenfunktionnicht vertraglichwére.) Solche
flachenBiindelstehenn Eins-zu-Eins-Krrespondenzu Charakteremer Fundamen-
talgruppedesKonfigurationsraums=iir einfachzusammenhangendume wie RS,
gibt es— moduloRang— nur einflachesBiindel,dastriviale. UberRP? existierenaber
zwei solcheBiindel,die zu A, A_ korrespondiererAuch dasist wohlbekanntDie
FlachheitdesBiindelsA_ kannauchleicht nachgepruftverden:
Die Krimmungist in zwei Dimensionera allgemeinals Spur(p dp dp) gegebenund
manprift leicht nach,dassdieserAusdruckfir p_ verschwindet.

Mit dieseNorbereitundkdnntemannunandie UntersuchunglesSpin-Statistik-Zusammenhangs
fur skalareTeilchengehen.Es empfiehltsich aber zuvor die obige Konstruktionfiir
beliebigeSpinss derTeilchenzu verallgemeinernin diesefModglichkeit bestehgera-
dederVorteil deralgebraischeBeschreing.
Fir zweiidentischeTeilchenmit Spin s startetmanzur Konstruktionmit demHilber-
traumA® (V* ® V?), wobeiV* wiederdenDarstellungsraurmumSpins bezeichnet.
Einewichtige Eigenschaftler Produkt-Darstellungon su(2) auf V¢ @ V* kommtin
demFrobenius-Theorerau Ausdruck:
DerFlip-Endomorphismus aufV*®V*, derdie beidenFaktorendesTensorprodukts
vertauschtkommutiertmit der Darstellungvon su(2). (Aquivalentdazukannman
auchsageni/(su(2)) ist kokommutatv.) Zerlegt man

ViV
in irreduzible Darstellungenso ist jede auftretenddrreduzible Darstellungfolglich
entwederein Unterraumzum Eigenwert+1, oderein Eigenraunzum Eigenwert—1
von o. Die Zerlggung V* @ V* = V. & V_ in denunter Vertauscherder Spins
derTeilchensymmetrischerdntisymmetrischebnterraunrespektieralsodie su(2)-
Symmetrie.
Die hochsteauftretenderreduzibleDarstellungl?* ist dabeiimmer symmetrisch(es
gibt ja nur einensymmetrische/ektor mit m; + mo = 2s), die nachsteauftretende
V25=1 immerantisymmetrischy 2s~2 dannwiedersymmetrischund soweitet
FermionischebeziehungsweisbosonischeStatistik beschreibtman indem man die
entsprechend&quivalenzrelatiorabdvidiert. Man erhaltsodie beidenHilbertraume

%ym:A+®V+ e A_®V_
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und
%ntisym = -A-|- VL & A-® V_|_.

Fur die Diskussiondes Spin-Statistik-Zusammenhangspfiehltes sich die Rdume
V. weiterin irreduzibleDarstellungereu zerlegen,wobeigleichzeitigder Spin s der
Teilchenexplizit henortritt. Im physikalischerFall emibt sich dann,in kompakter
SchreibweisederHilbertraum

s—1 s
pﬁzys — A_ ® (@ V2k+1> D A+ ® <@ V2k:> , (83)

k=0 k=0

wobeinaturlichnur iberganzzahlig&Vertevon k summiertwird. Im unphysikalischen
Fall, wennmanalsodenfalscherSpin-Statistik-Zusammenhamgihlt, ist hingegen

s s—1
Hinphys = A+ @ (@ V2k> & A-@ (@ V2k+1) )

k=0 k=0

Esfallt sofortauf, dassdasnichttriviale Buindel.4_ im physikalischerfFall niemals
skalarauftritt, sondernstetstensoriertmit V! = C3, undweiter V3,V .... Im un-
physikalischeriall, wennmanzum BeispielSpin %-Teilchenals Bosonerbehandelte,
ergabesich
1
%5

0 1
unphys:‘A_®V D A—|—®V .

Der Hintergrund desSpin-Statistik-Theoremist sicherlichin diesereinfachenBeob-
achtungzu suchen.Dazu bedarfes abernoch einesphysikalischerArguments.Ein

naheliegenderAnsatzpunktist die Idee der mitbewvegten Spinbasisvon Berry und

Robbins Die dort verwendetdParalleltransport-Bedingug lasstsichzwar nicht sofort
in die algebraisch&prachdibersetzersie erscheinaberauchwenignatirlich.Berry
und Robbinsgehenabernicht auf dasTransformationssrhalten der Spinbasisunter
Drehungerein. Diesesscheintabereine alternatve, und rechtnaturliche Bedingung
zuliefern.

Mit denvon BerryundRobbinsiibernommeneRorderungen., 2. und4. egebersich
danndie folgendenBedingungenan die Spinbasis

1. Die Gesamtwellenfunktio® derbeidenTeilchenist einwertig.

2. EsexistierteineSpinbasissodasgedeWellenfunktionals

\IJ(R:FQ) = Z \IJ(R’ﬂ?a mlva) ‘m17m2>

mi,ma

geschriebemverdenkann,undein K € Z existiert mit der Eigenschaft
Pia [m1,ma) = (=1)% |m1,ma)

fur alle Wertemy, ms.
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3. Definition der Obsetvable Spin: Auf demvon der Spinbasisaufgespannten
(2s+1)2-dimensionaleVektorraumexistierteineDarstellungS; derLie-Algebra
su(2), die dquivalentzur Produkt-Darstellungquf V* @ V' ist, derartdasssich
die GesamtwellenfunktiomnterdemErzeuger/; von Drehungerim Raumge-
man

T =Y {(La¥(7 mi,ma)) [mi,ma) + U(7 my,ma) (Silmi,ma))}

mi,m2

transformiert.Hierbei bezeichnetl; die lblichenDrehimpulsgeneratoremlie
auf die skalaen Koefizientenwirken, wahrend.J; natirlich der Operatordes
Gesamtdrehimpulsémklusive Spin)ist.

4. Die Elementgmy, ms)(7) derSpinbasiverschwindern keinemPunkti € S2.

Bemerkung8.1.2. Die dritte Bedingungersetztalle zusatzlicherAnnahmenausder
Arbeit Berry/RobbinsEs sollte bereitshier daraufhingaviesenwerden dassdie Exi-
stenzder Operatorers; keineswegstrivial ist. Die |mq,mo) hédngena von 7 ab,und
esist dehalbnicht selbsterstandlichdassmansie sowahlenkann,dasssie dasoben
geforderteTransformationserhaltenunter Drehungerhaben.OhnediesesTransfor
mationserhaltenwirdeesaberwenig Sinnmachenyon einerSpinbasisu sprechen,
denninsbesonderéefiniertesja die Obsenable S;, die manals Spininterpretieren
kann,unddie dritte Bedingungverlangtnicht mehr(aberauchnicht weniger)als die
ExistenzdieserObsenrablen.

DieseBedingungergenugerabernicht um auf dasSpin-Statistik-Theoremu schlie-
Ben.BetrachtemanzumBeispielskalareTeilchen,sowareeineLdsungfir die Spin-
basisnatirlichdie physikalischrichtige

|Oa073> =1le -A+7

diedie bosonisch&tatistikliefert. Esgibt aberaucheineLdsung|0, 0, as), dieallevier

obigenBedingungereflillt, die aberauf fermionischeStatistikfiihrt. DieseLdsungist

im Wesentlicherdurchdie dritte Bedingung,dasVerhaltenunter Drehungenfixiert.

Fur ein skalaresTeilchensollte |0, 0, as) ja invariantunter Drehungersein,weshalb
|0,0,as) nichtin A_ liegenkann.Auf A_ ist ndmlichnur die su(2) vermittelsder
Drehimpulsoperatoreh; definiert,undbeziglichdieserexistiert keineinvariante un-
geradeFunktion.Daséndertsichaber wennmanzu A2 iibegeht.Dannkannmanzur
Darstellung

Ji=L;® I3 +idyg_ @7,

UbegehenundbeziiglichdieserDarstellungexistiert ein invarianterVektor (deroben
schoneinmalverwendetvurde)

Yi1
|0, 0, as) =N —Y1 0 . (84)
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DieserVektorverschwindetiuchnirgendsauf RP?, underfiillt sogarBerrysParallel-
transportbedingun

(0,0, as|d|0,0,as) =0

wovon mansichtleicht iberzeug{(d bezeichnetasDifferentialauf der Spharewel-
chesauf die ungeraderKugelflachenfunktionemwirkt). Aus der bloRenExistenzder
Spinbasidfolgt alsokeinesélls das Spin-Statistik-Theoremtierzu bedarfes weite-
rer, physikalischmotivierter Anforderungenan die Theorie, die wenn méglich im
RahmerdernichtrelativistischenQuantenmechaniformulierbarseinsollten.Notfalls
kannman ja immer noch auf die relatiistische Quantenfeldtheori@usweichenEs
ist, soviel ich weif3, auch noch nicht hinreichenduntersuchtworden,welche Rolle
die geometrisch®eutungdesStatistik-\brzeichenglort spielt. Daswareohnehinein
lohnenswerteénschlussprojekain die Untersuchungeim Rahmernder Quantenme-
chanik.

Die obige Diskussionzeigt aberin jedemFall, dassdie auftretendergeometrischen
Strukturenin deralgebraische®prachalerNichtkommutatven Geometriebesonders
klar zum Vorscheinkommen.Dariliberhinausist der technischeAufwand, den man
bendtigtum alle bekannterResultatezu reproduzierenan den Originalarbeitenge-
messenerstaunlichgering.DasSpin-Statistik-Problenst damitein schoneBeispiel
dafur, wie nutzlichdasHilfsmittel Nichtkommutatve Geometriégn derQuantentheorie
seinkann.

Im Hinblick auf die Nichtkommutatve Beschreibing desStandardmodellsstellt sich
aberandererseitauchdie Aufgabe,Quantentheoriauf NichtkommutativerRaumen
formulierenzu kénnen.Dannwird essicherlichnotwendigsein, eine entsprechende
Verallgemeinerungles Spin-Statistik-Theoremgur Verfligungzu haben.Auch aus
diesenGrundist eswichtig, dasProblemin deralgebraischeSprachezuformulieren,
denndasist sicherderersteSchrittauf demWeg zu einersolchenVerallgemeinerung.
MeinensErachtengjibt esabersehrviel dringlichereAufgabenzu bewaltigen, bevor
man sich an Quantenfeldtheori@uf Nichtkommutatven Rd&umenwagenkann. (Die
in letzter Zeit erschdpfendliskutiertenstérungstheoretiseh Rechnungerilberdem
nichtkommutatvenR? mégendaeineAusnahmeilden.Eserscheintnir aberfraglich
zu sein,ob manausdiesenArbeitensehrviel lernenkann,dasfir die Quantisierung
auf beliebigennichtkommutatven R&umenhilfreich seinkdnnte.Insbonderdst man
jaanBeispielerinteressiertdie nichtals Deformationentstehenyie zumBeispielder
nichtkommutatven GeometriedesStandardmodells.)

8.2 Spektrale Quadrupel oder: Die Zeit wird esrichten

Der groRteMangel der bisherigenAnwendungerder Nichtkommutatven Geometrie
aufdie Hochenegiephysik(einschlielicrder Gravitation) bestehsicherin dereukli-
dischenFormulierungder entsprechendellodelle. Die Fermiorverdopplungin der
nichtkommutatven Beschreibing desStandardmodellgst zum Beispielauf die Ver
wendungder euklidischenSignaturder Metrik zuriickzufuhrenund natirlich ben6-
tigt manzur Formulierungvon realistischerQuantenfeldtheorieKonzeptewie zum
BeispielKausalitat (Die Ausrede mankdnnedie Theorieja zunachstuklidischfor-
mulierenund dannzum “richtigen Zeitpunkt” “Wick-rotieren”, ware hdchstenglann
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akzeptabelwennklar ware,wasunternichtkommutatvem “Wick-rotieren” zu verste-
henist.)

Ein anderesvichtigesProblem dasmit demobigenengzusammenhangist dasFeh-
len einesvollstandigenwirkungsprinzips Man kannzwar eine“Wirkung” formulie-
ren, bei der eine Lagrangedichtdiber den gesamter(euklidischen)Raumintegriert
wird, undauchdasnurfir kompakteRaumemankannaberzur Zeit nochkeineRand-
wertein dieseWirkung einbauenDie Losungender Bewegungsgleichungetbezie-
hungsweiselie ExtremalpunktelieserWirkung) sinddannnaturlichnicht eindeutig.
FureinvollstandigedVirkungsprinzipsolltemanin derLageseindie WertederFelder
auf zwei beliebigenraumartigerHyperflachenalsodie Anfangs-und Endlonfigura-
tionendesFeldes als RandbedingungemnterdenendasExtremumder Wirkung zu
bestimmerist, vorzugebenVon diesemZiel ist manim Momentabernochrechtweit
entfernt.

Globalhyperbolisch&kaumzeitemlerDimensiond+1 (physikalischist nurdie Lorentz-
SignaturinteressantiassersichstetsalsY. x R schreibenwobeiY: eined dimensionale
Mannigfaltikeit ist. Das entsprichteiner Blatterung(Foliation) der Raumzeitentlang
derZeitachseR. Die raumartigeHyperflacheX; ist zu jedemZeitpunkthomdomorph
Zux.

Esist einerechtnahdiegendeldee,beideFliegen(alsodie obenangedeuteteRroble-
me) mit einerKlappezu schlagenindemmanmit einersolchen(d + 1)-Aufspaltung
der Raumzeitarbeitet,und die raumartigenHyperflachenx; durch spektraleTripel

beschreibtDie Zeitkoordinatet wird dannals Parameteaufgefisst,sodassmaneine
ganzeFamilie von spektraleriripeln erhalt.

BisherigeVersuchedieseldeein eineAxiomatik fur “nichtkommutatve kausalgLor-

entzscheBpin-Mannigéltigkeiter’ umzusetzenwarenallerdingswenig erfolgreich.
Ein Grund hierfir liegt sicherdarin, dassestechnischsehraufwendigist, konkrete
“Spielzeugmodelle’n die algebraisch&prachezu UbersetzenAn dieserStellekom-

mennun wiederdie Symmetrienund insbesonderdie G-symmetrischeripel, ins

Spiel.Ebensawvie im euklidischerFall, erweisersichauchhier die zusatzlichersym-
metrieneiner (bezlglicheiner Symmetrigruppe)homogenerRaumzeitals wertvol-

lesHilfsmittel. Dartiberhinausweisenviele wichtige physikalischeBeispiele wie die

Robertson-\alker-Losungen der Einstein-Gleichungergin hohesMali an Symmetrie
auf.

In [KP] konntenwir ein solchesSpielzeugmodellollsténdig algebraischbeschrei-
ben.Dieshatunsdannauchzu einerArbeitshypotheséir Axiome fir kausaleSpin-
Mannigfltigkeiten, die wir spektraleQuadrupehanntengefihrt.DieseAxiome sol-

lenin derFolgekurz motiviert, skizziertund erlautertwerden.

Zum Auftakt gilt esdie FragenachdemrichtigenHilbertraumfiir die spektralenri-

pel der Hyperflacher®,;, oderbessemnachder Darstellungr; der AlgebraC (%), zu

klaren.Es sprichtnatirlichnichtsgegendie einfacheWahl 7% = L?(3y, S;) zujeder
Zeit t, wobeimit S; die Einschrankungles(d + 1)-dimensionalerSpinbundelsauf
3; gemeintist. Dieswurdeauf eineFamilie von HilbertrAumerfiuhren,die mandann
— um eine glatte Zeitentwicklungbeschreiberzu kénnen- in geeigneteiVeise“zu-

sammenklebenimisste Eineneinfachenund elegantenWeg die Zeitentwicklungzu

implementiererbietetaberohnehinder Hamilton-OperatodesSpinorFeldes:

Die Dirac-Gleichungauf der vollstandigenRaumzeitkannim d + 1-Formalismusin
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HamiltonscheiForm,
Hy =10, v,

geschriebemverdenwobeiderHamilton-Operatofzu jedemZeitpunkt)dannals
H =—iN (wf) + *ya’ybegefgijD; — m’ya68> + N9, (8.5)

gegebenist. Dabeibezeichnetv;, die KomponenterlesSpinzusammenhangs;, die
entsprechendetovariantenrAbleitungenund-~, die GeneratorederClifford-Algebra
{Yar 1w} = —2740-

e}, ist daslokale (d — 1)-Bein, dasso gewahlt wird, dasszu jedemZeitpunktt die
réumlichenKomponentere? tangentialzu X; liegen,wahrendef orthogonalzu X,
steht.Der Tangentialektorandie (beliebiggenahlte)Zeitachsekanndanngemar

9, = Ny + N*O,

zerlgt werden waszugleichdie sogenanntéapse-FunktionV und denShift-Vektor
N’ definiert. Diesebeschreiberalso die gewahlte t-Richtung(relatv zu denvorge-
gebenHyperflacheny;, und der dazu orthogonalerd-Richtung), und sind folglich
AusdruckderWillkiir beiderenwabhl.(DerVektor N beriicksichtigim Wesentlichen
die freie Wahl derKoordinaterauf¥;.)

Klarerweisgyibt esdeshalhunterschiedlichélamilton-Operatorerdie dieselbeRaum-
zeitbeschreibenDaswird in derFolgezu beachtersein.

VermittelsH kannmannundie unitdrenZeitenwicklungsoperaten
UH(tlth) : ‘%1 = LQ(Etu St1) — %2 = L2(2t27 StQ)

definierenmit derenHilfe die verschiedenerlilbertraumeidentifiziert werdenkon-
nen. Entsprechend&lementeyy, , v;, werdendabeimiteinanderidentifiziert, wenn
und nur wenn sie Einschrankungemlerselben_dsungder Dirac-Gleichungauf 3,
beziehungsweisg,, sind.

Es ist naturlich wesentlicheleganterund einfacherauf einemeinzigenHilbertraum
zu arbeitendemRaumderLdsungerder Dirac-GleichungalsodemPhasenraurdes
SpinorfeldesDieserRaumist jaisomorphzu L? (%, S;), weil die Losungerdurchih-
re Werteauf einerraumartigerHyperflachebereitseindeutigbestimmtsind. Zugleich
kanner als “Einteilchen”-UnterraundesFockraumsder Quantentheorigles Spinor
feldesaufgefhisstwerden.Wennmanbedenktdasseinesder groRenZiele der Nicht-
kommutatven Geometriedarinbestehtdie GeometriederRaumzeitausder (vollstan-
digen)Quantentheoriableitenzu kénnen st dasein sehrwiinschenswertdbegleitef-
fekt. Die in derFolgeeingefuhrterspektralerQuadrupebildensomitimmerhinschon
die Vorstufeeinernullten Naherungjnsofernals sie die klassisch€Raumzeitin einer
andie QuantenfeldtheoriangepassteBprachéeschreiberDie Raumzeitvird dabei
abernochals festerHintegrund,deneszu rekonstruierergilt, aufgefsst,abernicht
alsdynamischeésroR3e die ihrerseitseinerQuantisierundpedarf.

Gibt mannun auf diesemHilbertraum.»# = L%(%, S) (die Spinbiindekind fir alle
Zeitenaquvalent)zu einerbeliebigenZeit ¢, die brigenDaten
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(Dyy, o (C(X)), 149, J) €inesspektralerTripelsvor, sokannmanvermittelsderZeit-
entwicklungsoperaten Uy (t1,t2) auchdie spektralenTripel zu allen andererZeit-
punktent konstruierenindemmaneinfachdie beteiligtenOperatorer©;, gemaf

Oy = Uy (to, 1) Oy Ur (t, to)

von ty nacht transportiertDassetztnattrlichvoraus,dassdie Zeitentwicklungsope-
ratorenUg (t1, t2) —und damitauchder Hamilton-Operatof — explizit vorgegeben
sind. Ein einzigerBlick auf (8.5) geniigtaber um einzusehengasses méglich sein
solltedenraumlicherDirac-Operator

Dy = 'Yae?gijD;

auf denHyperflachen:; darausabzuleitenln denDatendesspektralerQuadrupels
wird er deshalmicht auftauchenWie manihn ausdiesenDatenrekonstruiererkann,
wird spatemocherlautert.

Wennmanim (d + 1)-Formalismus- und insbesonderenit demHamilton-Operator
— arbeitet,ist aberstetsdie Willkiir bei der Wahl der Zeitrichtungzu beachtenEs
mussalsogeklartwerden,wie manverschiedenspektraleQuadrupeldie die gleiche
Raumzeitbeschreibenidentifizierenkann.Bei denspektralenTripeln geschiehdies
in sehrnatirlicherweisedurchdenBegriff der unitarenAquivalenz.Die Diffeomor
phismersindin diesemFall ja alsunitdreOperatorerauf demHilbertraumdagestellit.
Auf demHilbertraumZ?(3, S) sind abernicht alle Diffeomorphismerler Raumzeit
Y x R alsunitareOperatorerdagestellt.(Dasist in deralgebraische®ichtweiseder
Grundfiir dasAuftretenvon N und N°.) Bis jetzt konntenwir noch keine Lésung
diesesProblemsgquivalente(abernicht unitar &quivalente)Hamilton-Operatorezu
identifizieren finden.

Ein einfachey wennauchunschéneAuswey bestehtparadorrweiseaberdarin, die
DatendesspektralerQuadrupelgzu erweitern Wennmannamlichstattnur einesein-
zigen Hamilton-Operatorsger fir die Rekonstruktionder Raumzeitvéllig genlgen
wirde,alle Hamilton-Operatorendie die gleicheRaumzeitbeschreibenin die Daten
aufnimmt,so erhaltmantrivialerweiseeine eindeutigeBeschreibbng der Raumzeit-
allerdingseine&dufRerstedundanteAuf dieseWeiseist danndie Kovarianzder Formu-
lierungunterDiffeomorphismemsichepestellit.

Dasmagwie ein TaschenspielertrickrscheinenMan sollteabernichtvemgessendass
die nun (endlich)folgendenAxiome nur als Arbeitshypotheseu verstehersind. Sie
bilden sicher keine endgultigeFormulierung.Der grofR3eVorteil dieserAxiome ge-
genlbefriherenArbeitenbestehtdarin,dasssie die explizite Ausarbeitundonkreter
Beispielewie zumBeispieldie de-SitterRaumzeitermdglichenMit Hilfe dieseBei-
spielesollte esdannauchgelingen,eine Losungdesobenangesprocheneroblems
derKovarianzder Formulierungzu finden,die die zur Zeit nochvorhandenefRedun-
danzender Beschreibing beseitigt.(Zu diesemZweck brauchtemanohnehinin den
entsprechendeBeispielenverschiedenedquivalenteHamilton-Operatoremauf dem-
selberHilbertraum.)

Bevor nun die Axiome fur spektraleTripel formuliert werdenkdnnen,ist nocheine
letzte Begriffsklarung, die eine besonderkurze und eleganteFormulierungermég-
licht, vonnéten.
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Fir jede Kategorie (eine Mengevon Objektenzusammermit Morphismen- bezie-
hungsweiséfeilen—, zwischerdiesenObjekten sodassgenisseAxiome erfillt sind)
bildeteinebeliebigeUntermenge&s derMorphismereinenGruppoidenyorausgesetzt
jedesElementdieserUntermengéiatein Inversesdarin.

Die Algebren A4, = C(X;) = m(C(X)) kdnnenals Objekte einer Kategorie auf-
gefasstwerden,wennmandie unitarenAquivalenzenzwischendiesenAlgebrenals
Morphismenverwendet.Insbesonderdilden die Zeitentwicklungsoperaten zu je-
dem Hamilton-Operatoreine UntermengedieserMorphismen,und weil die Inverse
existiert, und ebenélls ein Zeitentwicklungsoperatdst, bilden sie also einenGrup-
poiden.

Ein Operatorderin denDatendesspektralerQuadrupeldendtigtwird, undderbisher
nochnichterwahntwurde ist derOperatorder“Zeitrichtung” E' derim kommutatven
Fall mit y,ef zu identifzierenist. Mit seinerHilfe werdeneinerseitsdie korrekten
Kommutationsrelationeder CliffordalgebraCl, ; erreicht,und andererseitstellt er
die Zeitorientierbarlit der beschriebeneMannigfaltigkeit sicher Strenggenommen
mussman nur seineExistenzfordern,weil manihn dannebenélls ausden tbrigen
Datenableitenkann.Es ist abereinfacherihn in die ohnehinviel zu grossgeratene
Datenflutaufzunehmenksist die AnwesenheitdiesesOperatorsdie ausdemTripel
ein Quadrupemacht.

Weil in derDefinitiondesspektralegripel nichtaufeineeinzigeZeit (einenHamilton-
OperatorBezuggenommemnverderkann,wird in derFolgestattzumBeispiel.A; bes-
ser. A, geschriebenDasAnhangsele bezeichnetlabeiElementeeinerindexmenge,
welchealle zugelassenereitentwicklungerbeinhaltet.

Definition 8.2.1. [KP] Ein spektralesQuadrupel (77, A., G, C, 7., E,) bestehtius
einerMengevon Algebren.A,, dagestelltaufeinemHilbertraum.s#, einemGruppoi-
den@, sowie einemantlinearerOperatorC'. Zusatzlichsindfir jedederAlgebren.A,

zweiOperatoreny,, F,, gegebensodassdie folgendenBedingungererfillt sind:

1. Zeitentwicklung
JezweiAlgebrenA, As sindzueinandeunitaraquivalent,mit einernicht not-
wendigerweis@indeutigerunitarenAquivalenzlU (A1, As), undsiekommutie-
rennichtuntereinander

[A1, A] # 0.

Der GruppoidG wird von einerUntermengealler unitarenAquivalenzernzwi-
scheneinzelnerAlgebrengebildet.Eswird vorausgesetztjasseseineAlgebra
Ay gibt, vonderauszu jederAlgebrain derMengemindestengin differenzier
barerWeg

a : R = @G
t = oy =Upg(Aoy, Ar)
existiert, mit ag = 1, undsodassder Generatot H (alsodie Ableitungvon «
im Punktt = 0) die folgendenBedingungererfullt.
2. Ladungskonjugation
Der antilineareOperatorC kommutiertmit G undgenugtder Gleichung[che]
(n—1)(n—2)(n —3)(n —4)

C? = (—1)"™, s(n) = 4
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in derRaumzeitdimension.

3. Ordnung-Eins-Bedingung
Firzwei beliebigeElementef, g € Ay undjedenGeneratoH gilt

[lf, H],9°] =0,
mit g° = Cg*C 1.

4. Zeitrichtung
FurjedeAlgebrain derMengeexistiert ein OperatorE, mit

E*=-1 und E*=—-E
undesgeltendie folgendenBedingungerb. und6.

5. Volumenform
Fur jedeAlgebraexistiert ein selbstadjungierte®peratory, mit v2 = 1, derin
geraderRaumzeitdimensionen mit £ antikommutiertundfir n ungerademit
E kommutiert.

Esqibt Elementef;,, fi,, ... , fi, derjeweiligenAlgebra,mit
Y= EZon[Dafu]? © [bafld]

i

wennn = d + 1 geradeist, beziehungsweise

Y= Zfio[[)vfh]v"' [vaid]

i
fallsn = d + 1 ungeradést. Der OperatorD ist dabeiwie folgt definiert:

~ [ iy[H,"] n gerade
b= { iH n ungerade (8:6)

6. GeometriedesRaums
FirjedeAlgebra.A der Mengebildendie Daten(A, ##,D = E[H, E],~,C)
ein spektraledTripel, wennn ungeraddst. Wennn geradeist, bilden die Ein-
schrankungedieseDatenaufdie beidenEigenrdumeron E ebenélls einspek-
tralesTripel.

Bemerkung 8.2.2. Die in Bedingungs. verwendeterOperatorerD sind keineswegs
mit dem Dirac-Operatotidentisch.(Das liegt an dem SummandenV'g; in H.) Fur
ungerades fallendie stérendermermeaber— wegender Antisymmetrisierung- aus
der Summein der Definition desHochschild-Zylels heraus Fiir gerades: hat D das
gleicheHauptsymbolndist deshallfiir die Definition einesHochschild-Zylels aqui-
valent zum Dirac-Operatar Das gleichettrifft auf den OperatorD = E[H, E] zu,
der fUr dasspektraleTripel auf denjeweiligen Hyperflachernverwendetwird. Er un-
terscheidesich von dem“echten” Dirac-Operatomur um die Addition einesTerms
nullter Ordnung,derin denAxiomenflr spektraleTripel keineRolle spielt. Er erfillt
aber—wegen5. —automatisch
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Bemerkung 8.2.3. Esist naturlicherlaubtG = R zuwéahlen.Danngébeesnur einen
einzigenHamilton-Operatqrund nur eineZeitrichtung.In diesemFall wirdeesdann
auchgeniigenjn den DatendesspektralenQuadrupelsur die Algebrafir ¢ = 0
(undentsprecheng, und Fy) anzugebenEin minimales(reellesgeradesypektrales
Quadrupelvarealsoals (7, Ay, iH, Ey, ) gegebenderUnterschiedzu denDaten
einesspektraleripelsbestiindénur” in demzusatzlicherOperatorE (undnaturlich
derErsetzunglesDirac-Operatorauf der HyperflachedurchdenHamilton-Operatqr
wasbei gaggebenenF aberkeinengroRenUnterschiednacht).

Man musstesichdannaberwiedermit demProblemderfehlenderKovarianzder For-
mulierungheruméagern. Dartberhinausergebensich ausder Wahl einesgroReren
auchMoglichkeiten Giberdie SituationeinereinfachengeblatterterRaumzeithinaus-
zugehen.

Es sind aberProblememit der Wahl einesgroRenG — im Extremall alle méglichen
Zeitentwicklungen- vertunden.Je grofRerG wird, umsomehrAlgebren.A; braucht
manin denDatendesspektralerQuadrupelsDieseAlgebrenentsprechedenFunk-
tionenauf der Hyperflachex;, welchedurcheineentsprechendgeitentwicklungaus
Yo (korrespondierendu .4y) henorgehen.Gibt es nur einenHamilton-Operatqrso
sind alle so entstehendHyperflachendisjunkt. Man konstruiertsie als Spektrumder
AlgebrenA; (wenndiesekommutatv sind), und kannsie dannentlangder Zeitachse
zur RaumzeizusammenklebemennesmehrergiquivalenteZeitentwicklungeryibt,
ist dasabernicht mehrder Fall. Die entsprechen#tonstruiertenHyperflachenwer-
densichdannschneidenundbeider Relonstruktionder RaumzeitmussdiesemUm-
standnaturlich Rechnunggetragenwerden.Will manaberCharaktergalso Punkte)
von kommutatven C*-Algebrenvergleichen somussmandieseCharaktereunéchst
einmalauf einegrofl3ereAlgebra,die alle relevantenAlgebrenals Unteralgebrerent-
halt, fortsetzenDies wird im Allgemeinenabernicht méglich sein,wenndie Menge
an Algebrenzu groR gewahlt wird. Es bedarfalsonocheiner Einschrankungeinem
Glattheitsprinzip?)andie Wahl derMengeder Algebren,unddamitauchanG.

Bemerkung 8.2.4. Esist nicht evident,dassalle Hamilton-Operatorerdie ausG ab-
geleitetwerdenkdnnen,dieselbeRaumzeitbeschreibenScheinbaiist eszugelassen,
in demselberspektralerQuadrupeHamilton-Operatoreau verwendengie verschie-
denenMetrikenentsprechenNegendergeforderterGruppoid-Struktuvon G ist dies
abernicht der Fall. Es mussja moglich seinbeliebigeunitareAquivalenzenl/ (A, B)
undU(C, D) zuverknipfenwennimmerdie AlgebrenB undC identischsind.

(Es gibt naturlich die Moglichkeit, dasszwei nichtagualenteHamilton-Operatoren
“nebeneinanderih G existieren,in demSinne  dassdasspektraleQuadrupeln die di-
rekte SummezweierspektralelQuadrupeku denentsprechendeRaumzeiterzerlegt
werdenkann.DiesenFall kannmanleichtausschliessenyennmandie Irreduzibilitét
derDarstellungderDatendesspektralerQuadrupelserlangt, wasmannattrlichauch
bei spektralerTripelnimplizit tut.)

Bemerkung 8.2.5. Wenn manvoraussetztdassman die Raumzeit-Mannigiltigkeit
aus den Daten des spektralenQuadrupelsekonstruierthat, stellt sich immer noch
die Fragenachder Rekonstruktionder Metrik. Der vollstandigeDirac-Operatorauf
der Raumzeitstehtauf 7 ja nicht zur Verfigung,beziehungsweisist dort alsm 1

gegeben.(Selbstwenn er bekanntware, ware die Aufgabekeineswgs einfach. Die
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Connesché\bstandsformefunktioniert wegendesinvolvierten Supremumsamlich
nurfur eineeuklidischeSignaturder Metrik.)

Es entsprichtaberohnehinsehrviel mehrder Philosophieder spektralerQuadrupel,
sichzur LésungdiesesProblemsandie Quantenfeldtheorieu erinnern.
EinreinerZustandaufderAlgebraA, (ein PunktaufX.y) wird durcheined-Distribution
beschriebenBei der Zeitentwicklungverschmiersich dieseWellenfunktiondannin
dengesamtertichtkegel. (DieseAussagajilt fallsm # 0 ist. Fir masselos@eilchen
verschmiertsie sich nur auf demdemRanddesLichtkegels.)Sieist zu spatererZei-
tent alsokein Eigenzustander entsprechendeflgebrenA; = C(X;) mehr Dadie
AlgebrenA;, Ay unterschiedlich&igenzustdndeabenkommutierersie nichtunter
einander Dies ist der Grundflr die entsprechendBorderungin 1., die sicherstellt,
dassesiiberhaupeinebeobachtbar&eit gibt. (FUr masselosdeilchenin 1 + 1 Di-
mensionenwo der RanddesLichkegelseindimensionalist, bleibensie aberzu allen
ZeitenEigenzustandeyeil derzumVerschmieremotwendigeRaumfehlt. Man muss
sichdannaberauchfragen,wie manin einersolchen(1 + 1)-dimensionaleWelt, in
dernur masselosdeilchenexistieren,iberhaupfbstdndemessemwill.)

Aus denKommutatorervon Funktionenzu verschiedeneieitenlasstsich dannder
vollstandigeLichtkegel, und somit die Metrik rekonstruieren Am einfachstensieht
man dies, wenn man die Kommutatorenvon f, € C(%;,) undg; € C(X4) nach
Potenzervon (ty — t1) entwiclelt:

[fo, 1] = — N2(8if0)g"* Qag" (9;91)(to — t1)?
+ 4EmN3g” (8if0)(6jg1)(t0 — t1)3
+ weitereTermein O((ty — t1)3).

Die Funktionerwerdendabeiauf der HyperflacheX,, ausgevertet(¢; mussdazuna-

turlich zuerstdorthintransportiertverden),und$2y; ist die Darstellungauf denSpino-
rendesentsprechende@eneratorson Drehungenn X;,. WennmanErwartungswer
tediesegDperatorsn geschickgewvahltenZustandemetrachtetkannman(zumindest
in niedrigenDimensionenausdeneinzelnenOrdnungermdanndie raumlicheMetrik

g'* auf %, unddie Lapse-FunktionV bestimmenZur vollstandigerRekonstruktion
der Metrik der Raumzeitbenétigtmanabernoch den Shift-Vektor N¢. Diesenkann
mandannaus

ilfo, H] = NEel~4(9" fo) — N'0; fo

gewinnen.

Der Kommutatorvon Funktionenzu verschiedeneZeitenist mindestens/on zwei-
ter Ordnungin (¢y — t1), weil der Hamilton-Operatoein Differentialoperatoerster
Ordnungist. Interessanterweisst die zweite Ordnungabervon der Masse alsoder
LangenskalaunabhangigMan kannausdieserOrdnungalso nur auf die konforme
Strukturder RaumzeitschlieRenwasmanauchan denauftauchende&rzeugerrvon
Drehungererkennenkann.

WennmanhomogendRdume wie dende-SittefRaumbeschreibenwill, alsoR&aume
auf die eineLie-Gruppewirkt, dannist esnaheliegend,ebendieseGruppeals G zu
wahlen.Diesflhrt auf denBegriff dessymmetrischenspektralen Quadrupels.
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Definition 8.2.6. Ein symmetrischespektraleQuadrupelist ein spektraleQuadru-
pel mit denfolgendenzusatzlicherkEigenschaften:

1. G ist eine endlichdimensional Lie-Gruppe.:H gehértdannzur Lie-Algebra
vondG.

2. Die UntegruppeK von G, welche Ay invariantlasst,ist maximalkompakt.

3. Die OperatorerE und~ (korrespondierendu Ay) kommutierermit allenEle-
mentenausk.

WahltmanzumBeispielG = SL(2,R) und. Ay = C(S!) soexistierteineeinparamet-
rige Scharvon spektralerQuadrupelnDiesebeschreiberalle die 1 4+ 1-dimensionale
de-SitterRaumzeitalsodie durchdie Gleichung

x%—x%—x%z—RQ
bestimmteUntermannigdltigkeit des(2 + 1)-dimensionalerMinkowski-Raums Sie
ist einhomogeneRaumunterder (2 + 1)-dimensionalerorentz-GruppeS L(2, R).
Der zusatzlichefreie Parametedasstsich als ZeitursprunginterpretierenSeineAn-
wesenheitist also daraufzurtickzufiihrendassG nicht grof genuggewvahit wurde.
Andererseitsst G offenbarviel kleiner, alsmanesnav erwartenwdirde.
Es wird auchnicht sehrschwierigsein héherdimensional@eispieleauszuarbeiten.
Ahnlich wie im euklidischerFall erweisersichdie Symmetrierauchhier alswertvol-
les Hilfsmittel, mit desserHilfe viele Spielzeugmodell&onstruiertwerdenkénnen.
Ob mandie angesprochendrroblemedabeilésenkann,ist im Momentnur einebe-
grundeteHoffnung.
Eine alternatve Mdglichkeit sich der LésungdesKovarianz-Problema&anzunahern,
bestehtdarin, ganz auf den Hamilton-Formalismuszu verzichten,und statt dessen
eine Formulierungim Geistder spektralenTripel zu suchen.Dann stellt sich natiir
lich wieder die Fragedes zu wahlendenHilbertraums.Das ubliche unter der Lor-
entzgruppenvarianteSkalarprodukauf den SpinorentibereinerLorentzscherspin-
Mannigfaltigkeit ist nAmlichentartetund kanndeshallnicht zur Definition einesHil-
bertraumserangezogewerden Weil dasSpin-Bindelibereinersolchenvannigfl-
tigkeit aberein Vektorbuindelon endlichemRangist, existiert ein naturlichesSkalar
produkt,und der Hilbertraum.7# ist dannals Raumder quadratintgrablenSchnitte
bezliglichdiesesSkalarproduktsgasnaturlichnichtinvariantist, gegebenWennman,
wie eswegender sicherzu stellenderZeitorientierbarkit ohnehinunvermeidlichist,
den Zeitvektor E' in die Datender gesuchterBeschreilbong aufnimmt,so kannman
dasinvarianteSkalarprodukgls

(v, 8) = (V| El9)

ausdiesemSkalarprodukrekonstruierenE entsprichtja ). Auf ¢ kannmandie

AlgebraC (M) derFunktioneraufderRaumzeisawie denDirac-Operatodarstellen.
Letztererist bezlglichdesnicht-invariantenSkalaproduktsatirlichnichtselbstadjun-
giert(sonderri E-selbstadjungit”), undauchdievonderClifford-Algebraherrihren-
den(Anti-)Kommutationrelationemisserandie neueSignaturder Metrik angepasst
werden.Dasstellt aberkein groResProblemdar, im Gegensatzur Charakterisierung
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der Dimensionder Raumzeit Diesekann,wie esin der Einleitungder Arbeit bereits
erklart wurde, namlich nicht mehrdurch die Summierbarkitsklassevon D~ defi-
niertwerden Die (Arbeit ander) LosungdiesesundandereiProblemediesesZugangs
ist Gggenstanceinesvon ProfessoiGracia-Bondiayon demauchdie ganze,gerade
geschildertddeestammt hierin Mainz ins LebengerufenerProjektes.

Der grosseVorteil diesesProjektediegt in der kovariantenFormulierung.Esist des-
halbim Vemleichmit denspektralerQuadrupelrein sehrwichtiger, komplementérer
ZugangderbeiderLésungvor allemdiesesProblemseinegrof3eHilfe seinwird.
Andererseitsst eshier dannwiedervollig unklar, wie ein Wirkungsprinzipaufzustel-
lenist, dasdenEinbauvon Anfangsbedingungeermoglicht.Dartiberhinauskdnnte
die Ausarbeitundgkonkreter— undinsbesonderaichtkommutatver — Beispielein die-
semZugangproblematisctwerden.

Der Begriff desspektralenQuadrupelerlaubtdemggeniiberaberdie Beschreilong
vieler physikalischrelevanterBeispiele,undinsbesondersollte eine Reformulierung
der nichtkommutatven Beschreibing des Standardmodellslamit moglich sein. Zu
diesemZweck misstemanabernochdasin der Einleitung diesesAbschnittsange-
sprochendroblemdesfehlendenwirkungsprinzipdésen.Wie sichin unsererersten
BemuUhungemamlichherausstellteist esrechtschwierigdie Lagrange-Funktiofauf
die esja ankommt, weil die Zeitintegration ohnehinklar ist) mit Hilfe desHamilton-
Operators- stattmit demDirac-Operator zu konstruierenAllerdings hattenwir uns
auchgleichanderGravitationswirkungversuchtdie, wegenihrer Diffeomorphismus-
Invarianz,im Hamilton-Formalismusrecht kompliziert ist. Die Konstruktioneiner
Yang-Mills-Wirkung, die im Wesentlichenaus der Konstruktioneiner Differential-
gebrabesteht sollte einensehrviel einfacherenund realistischereméchsterSchritt
darstellenDie Hauptschwierigkit rihrtdabeivon derTatsachéder, dassmanaufdem
Raumder Losungender Dirac-Gleichungarbeitet,weil sich zeitartige Ableitungen
dannstetsdurchraumartigeersetzetassenundfolglich nichtunabhangigon diesen
sind.

Esist auchmdglich (nichttriviale) spektraleQuadrupeku konstruierenbei denendie
AlgebrenA; endlichdimensionaind,alsoinsbesondersolche bei denendie Hyper
flachenX; endlicheGitter sind.

Weil endlichdimensionalepektraleTripel zur Zeit die einzigenausgearbeiteteBei-
spieledarstellendie keine Deformationeneineskommutatven Raumssind, eignen
siesichsehrgutzum StudiumderQuantisierung/on nichtkommutatven Geometrien,
zumalder Rechenauf@nd dabeinochzu bewaltigenist. Es gibt aucheinerechtpro-
minenteSpekulation dassdie reale Raumzeitdiskret sein sollte, weil mannur dann
die Unendlichleiten bei kleinen Abstandernin den Griff bekommenkann (indemsie
gar nicht erstexistieren).Zum erstenMal wurde dieseldee allerdingsvon Riemann
in seinerberiihmterHabilitationsschrifgeaul3ert- ganzsicherzumerstenMal, denn
vorherwar von RiemannschemMannigfaltigkeiten noch gar keine Rede— , dervon
Renormierbar&it wahrscheinlicmochnichtswusste.

FurmeinenGeschmaclkst dieseVorstellungetwaszu spekulaty, abersieist nattrlich
durchaugderUntersuchungvert, und die Spracheder Nichtkommutatven Geometrie
ist fUr dieseAufgabewie malRgeschneidert.

Achja. Einesnoch:
Un” wenndedannim Sarjeliechst,un” zu Grabegetrachemwirst, dafrachstedir:
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Un” wozudennnu” detjanze?
freinach Kurt Tucholsky



224 8.2 Spektrale Quadrupel oder: Die Zeit wird esrichten




Kapitel 9

DiskretesTrommeln

| jumped,but didn’t panic
cuzjahis my quantummechanic

Adwin Brown

EinerdergrofitenVorteileder Formulierungvon Nichtkommutatver Geometrien der
SprachalerspektralenTripel ist — zumindestusder SichtdesPhysilers— die damit
verknupfteBeschreibngdesGravitationsfeldesMit demDirac-Operatoist aucheine
Metrik auf dem Raumder reinenZustandeder Algebra gegeben,und die Dynamik
dieserMetrik kanntuberdie spektraléVirkung definiertwerden.

Der Clou dieser Formulierungliegt nun darin, dassdiese Dynamik direkt in Ob-
senablen,also diffeomorphismusivarianien Grélien— den Eigenwertendes Dirac-
Operators- anggebenwird. Ungliicklicherweisédilden dieseaberkeinenvollstandi-
genSatzvon Obserablen(“one cannothearthe shapeof a drum”). Der Phasenraum
desSystemsst alsonicht vollstandigdurch die EigenwertedesDirac-Operatorde-
schriebenFir kommutatve, endlichdimensional&eometrienist eine ldentifikation
der UbrigenFreiheitsgradeauchnochnichtin Sicht. Die spektraleBeschreiling der
Metrik stellt (unteranderem)ausdiesemGrund gegenwartigkeinen Fortschritt auf
demWeg zur QuantisierunglesGravitationsfeldesiar.

DiskretespektraleTripel sindwesentlichleichterzu Uberbliclen. Der Dirac-Operator
ist danndurcheineendlichdimensional®atrix mit einerdurchdie Axiome fir spek-
trale Tripel festgelgtenBlockstrukturgegebenunddie IdentifikationderechterFrei-
heitsgradekann wenn auchnicht ganzallgemein,so doch wenigstensn konkreten
Beispielerdurchgefiihriverden Wie bereitsangesprochemeichendie unitarenAqui-
valenzervon spektralenTripeln, alsodie unitarenOperatorerauf 7, welchemit den
beidenWirkungender Algebravertauschemicht aus,um alle unabhéngige®locke
im Dirac-OperatorzudiagonalisiererDieseAussagéleibtweiterhingultig, wennzu-
satzlichauchDiffeomorphismenalso die Automorphismerder Algebra, abdvidiert
werden.Auch in diesemnulldimensionaleriall werdenim Allgemeinenalsoneben
denEigenwerterdesDirac-OperatorsochweitereFreiheitsgradexistieren.Ein ein-
facheBeispielliefert die AlgebraC & M, (C) mit demspektralerilripel zu

2 -1
= >
q N(_l 0), N >2
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Die DarstellungerdesDirac-Operatorsindder Algebrasind dannwie gehabt

0 M 0 zlo® 1y 0 0
D=| M* 0 Mt ), A>a— 0 zlo® 1y 0 ,
0 M 0 0 0 A® 1y

und M : 4, — 94, ist diesmaleinebeliebige(2N x 2N)-Matrix. Die unitéaren
Transformationenwelchemit der Rechts-und der Links-Wirkung der Algebrakom-
mutieren,wirken auf A gemaBM — (L, @ W)MV, mitV € U2N), W €
U(N), dennin 74, wirkt die Algebraals M5(C) vonlinks.

Die innerenAutomorphismerlerAlgebrasinddurchElementeu ausSU (2) gegeben,
unterwelchenM alsM — Mu ® 1y transformiert.

Dau® 1y und 1, ® W miteinandenertauschenhattemanzur Diagonalisierung
von M alsonur Transformationerer Form

M—->VMuW)

zur Verfugung Fureineallgemeingnichtsingulare)2N x 2N)-Matrix wird manzur
Diagonalisierungaberauch zwei beliebigeunitare (2N x 2N )-Matrizen ben6dtigen
undnichtjedesolcheMatrix ist vonderForm« @ W . Esist naturlichkeineswegsklar,
dassdie zuséatzlicherfreiheitsgradén D aucheinenEinflussauf die Metrik haben.
Gleichwird gezeigt,dassdieseParametetatsachlichauchin derspektralinvarianten
Wirkung auftauchenundbei der FormulierungeinesPfadinteyralsauf endlichdimen-
sionalenRaumenwerdendiese(dannim Allgemeinenunendlichvielen) zuséatzlichen
Freiheitsgradsicherein groResProblemdarstellen.

In jedemFall wird man tGberbestimmteBlocke in D (einige davon bleibenja auch
nachder Abdivision aller Symmetrienvollkommenbeliebig)integrierenmiissenDa
essich dabeium Matrizenhandelt,landetmanin der Regel bei sehrspeziellenund
wie sichzeigt,ausgesprochekompliziertenMatrixmodellen.

Esist zweifelloszu bezweifeln, dassmanauseinersolchengxtremvereinfichtenSi-
tuationsehrviel lernenkénnenwird, dasfir die Quantisierungler AllgemeinenRe-
lativitatstheorievon Nutzensein kénnte.Schlie3lichgibt eswederZeit, noch einen
anstandigefiRaum.Zumindestberkannmaneinigekonzeptuelld-ragerklarenund...
auf Uberraschungehoffen.

Andererseitsind Matrixmodelleaberauchfiir sichgenommerein interessanteand
modernegmodisches?Thema(siehe[RMTrev] und darin anggebeneReferenzen).
EswiurdedenRahmenrdieserArbeit sprengenauf die vielfaltigen Anwendungervon
Matrixmodelleneinzugehenpderauchnur zu versuchenhre nicht wenigermannig-
fachenBeziehungemru fastallen Gebieterder Physikdarzulgen.
DasklassischeBeispiel einesMatrixmodellssind Spin-Ketten,wie zum Beispieldas
Ising-Modell, und daraufaufbauendyibt eseine Reihe Anwendungerin der statisti-
schenMechanikund der Festkorperphysikin jingsterZeit hat die Vermutungdie
gesuchtdwenniberhaupexistente)M-TheorieseieineMatrix-TheorieSchlagzeilen
gemach{MRD], ebensawie kurz zuvor die EntdeckungdassMatrixmodelleeineef-
fektive Mdglichkeit zur Berechnungon KnotenirvariantendarstellenDariiberinaus
sindeinigeder, urspringlichvon Wigner[Wie] eingefihrtenirandommatrixmodels’,
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welcheim thermodynamischebhimes N — oo einenPhasenilibgang aufweisen,
aquvalentzu zweidimensionaleeuklidischerQuantengratation [diF].

In Anbetrachtder gro3enZahl von Anwendungenwvurdenauchviele Rechentechni-
kenflr Matrixmodelleentwickelt. Zum Beispielsindviele solchemMModelleintegrabel
[Meh] und kénnenvollstandiggeltstwerden.Inwiefern dasaberfir die Arbeit mit
Theorien,die bei der Quantisierungron diskretenspektralenTripeln entstehenyon
Nutzenseinwird, ist gegenwartignochunklar Die physikalischenterpretationdie-
serMatrixmodelleunterscheidesichnamlichgrundlegendvon der Sichtweisdn allen
obengenannteiBeispielenMan wird daheranganzandererGré3eninteressiersein,
was andererseitaberauchauf neueErkenntnissenoffen lasst.Darliberhinausstoft
manzumeistauf sehrviel kompliziertereModelle,alsdie in derLiteraturdiskutierten.
Interessanist in diesemzZusammenhanguchdie Diskussionderverschiedenefther-
modynamischeiGrenzwerte” Fir ein spektralesripel ¢;; zu einerAlgebra

A = &%, My, (C)

kann man namlich entwedereinige der ¢;; oderaucheinige der n; nachUnendlich
schiclen. DarliberhinauskannmanaberauchdenKontinuumslimesk’ — oo (zum
Beispielfir denK-Punkt-Raunw; = 1 Vi) betrachten.

In derFolgewerdennur ausserseinfacheModelleangesprochemndauchdiesewer-
dennur sehroberflachlichbehandeltDie grundlgendenideenund Konzeptekdnnen
aberauchandiesenBeispielenverdeutlichtwerden.

9.1 Dasinvariante Mal3 und die Rolle der Algebra

Aus denAndeutungemweiterobensollte nichtsdestaenigerklar gevordensein,dass
im Folgenderfur ein gegebenesliskretesspektralesTripel (A, ¢) eineZustandssum-
me

Z=N / 9D ¢ 5D (9.1)

definiertwerdensoll. Die (klassisch)pektralinvarianteWirkung S(D) kannaufend-
lichdimensionaletdilbertraumerallgemeinin der Form

o
S(D)= Y tyteD* lim S(z) = +oo (9.2)
k=—00

angesetziverden denntrD?**1 = 0 weil D mit der Graduierungy antikommutiert.
DasAnalogonderklassischerEinstein-Hilbert-Vitkung Sg g waretrD?—¢ = trD?,
undweil diesezugleichbesonderginfachzu handhabetst, wird im Folgendematiir
lich (fast)ausschlieRlicldasdabeiin (9.1) entstehend&Gaussschdodell” diskutiert.
Esgibt allerdingsguteGriindein demAnsatzfur (9.1) jedebeliebige(wohldefinierte)
klassischaVirkung zuzulasserDaswird gleichausfuhrlichetherausgearbeitet.
N ist eineNormierungsknstantederim Folgenderausseihrer bloBenAnwesenheit
keinerleiBeachtungeschenkiverdenwird. Im Hinblick aufeinemdglicherweisaot-
wendigeStorungsrechnungyird siesogewahltsein,dassZ = 1 fur S = %trD2 ist.
(FurdassGausssch#lodell ist sieabervollkommenbedeutungslos.)
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Da der Dirac-Operatoran die Spinorenim Hilbertraumkoppelt,ist esauchsinnvoll
denBeitragdieserFermionen’zu berlcksichtigenin AbwesenheitdlesKonzeptder
Kausalitatgibt esaberkeinenzwingendenGrund,die Fermi-Statistikzu verwenden.
In Anlehnungandenklassischerfrall erscheindiesabersinnvoll. Wie lblich definiert
mandann

/ D G e WP¥) = et D, (9.3)
undalsalternatve Zustandssummiednntemannunauch
Zp=N' / 9D WD) (9.4)
mit dereffektiven Wirkung
W(D) = S(D) — tr(ln D)

versuchenln praktischerBeispielerverschwindetletD aberhaufigfir alle erlaubten
Dirac-Operatoredesbetrefendenspektralerripels,sozumBeispielfur C® M, (C)
und

weil D dannals

0

mt |, m € My (C)
0

gegebenist, und wennmandie erstensawie die letzten N SpaltendieserMatrix be-
trachtet,st sofortklar, dassdiesenichtalle linearunabhéngigeinkénnen.

Vor allemaberverschwindetletD automatischwenndim.7# ungeradést. Aus Dy =
—~D folgt némlichdetD = (—1)%™* detD. Fureinesinnvolle Definition derfermio-
nischenWirkung wird mandanndie Determinantevon D nur berdasKomplement
desKernsvon D bilden.In derFolgewird, der Einfachheithalber dendamitverkun-
denenProblemerdurchVermeidungentsprechendeaBeispiele(mit einer Ausnahme)
Rechnungyetragen.

In denibrigenFallenist detD in derRegel (abemichtimmer)positv, sozumBeispiel
fur dasfolgendespektraleTripel zur AlgebraC & C :

(1 -1
=\ 1 1 )
Der allgemeinstéirac-Operatoist dannvon derForm

0 mi1 My 0

mq 0 0 m

mo O 0 mo ’
0 mg my O

mq,mo € C.
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In diesemFall ist detD = |[mims — mimz|? > 0. Der fermionischeBeitrag fiihrt
in diesemBeispiel also zu einer abstoRendeechsalirkung der Eigenwerte.Zu
diesemBeispiel sei noch angemerktdassman die relatve Phasevon m; und my
natdrlich nicht durch unitare Aquivalenzenwegtransformiererkann. Diese miissen
ja mit der Algebraund mit der Realitatsstruktut/ vertauschenwesweaen auf den
RaumensZ; keinePhasentransformationgestattesind. Hier hattedie allgemeinste
solcheTransformatiorU die Gestalt

U = diag(e’?,1,1,e ).

und mit ihrer Hilfe kdnntemandannzum Beispielm; als nichtnegative reelle Zahl
wahlen.

Die erstewichtige Frage,die esauf der Suchenach(9.1) zu klarengilt, ist die nach

demrichtigenDefinitionsbereichlesintegrals.Esist sicherfalschiiberdenRaumaller

erlaubterDirac-Operatorergbei festgehalteneniA, ¢)) zu integrieren,weil physika-
lischeGroRemur von derunitarenAquivalenzklasselesspektralerTripelsabhangen
kdnnen.Soist zumBeispieldie Metrik

dp(€1,€2) = sup  {[€1(a) — &a(a)[} (9.5)

I[D;a]l|<1

fir OperatorenD und D' = UDU* die gleiche(wennU mit der Algebrakommutiert
), denndannist ||[D’, a]|| = ||U[D, a]U*|| = ||[D, a]||.

Folglich solltenur tiberunitareAquivalenklassenon Dirac-Operatoreintegriertwer-
den.BetrachtemandasModell alsnulldimensionalé/ersionvon Quantengratation,
soist essichernotwendignur diffeomorphismusivariante Gré3enals physikalische
Freiheitsgradeu betrachtenDie obigeMetrik ist ja kovariantin demSinne,dassfir
u € A stets

dypu(€1,62) = dp(uéi, ués) (9.6)

gilt. Fureineentsprechendbgeéandert&oordinatenwahl im RaumderreinenZustéan-
de emibt sich alsodie gleicheMetrik fur «*Dw und D, was nattrlich auchso sein
muss.

Essolltealsonur tiber AquivalenzklassevonDir ac-Opeatoren unter Diffeomorphis-
menundunterunitaren Aquivalenzesummiertwerden.

Wenndie Aquivalenzklassewon Dirac-Operatorerin einemkonkretenBeispiel ge-
fundensind, wird manim nachsterSchritt nacheineminvariantenMal auf demso
konstruierterKonfigurationsraunsuchenDabeitauchtdanndie ndchstediesmalaber
wenigerleichtundklar zu beantvortendeFrageauf: Worunterinvariant?

Die zuquantisierend&lassisch&Virkungist spektrainvariant,eserscheintiahemahe
liegend, ein spektralinvariantesMald zu wahlen. Ein solchesist allgemeinvon der
Form

Y / [T () 59
k
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wobei )\, dienicht(notwendigerweisejerschwindendekigenwertedesDirac-Operators
bezeichnetDassiehtnichtgeradespannendwus,undwennnunnichtein Problemauf-
tretenwirde,solltemandasProjektwohl besseandieserStelleabbrechenMan muss
sichaberfragen,wasmaneigentlichmit dieserZustandssummausrechnemaochte.
Eswurdeja bereitsmehrich betont,dasssich nicht alle ObserablendesGravitati-
onsfeldesals Funktionaleder EigenwertedesDirac-Operatorschreiberlassen,und
die BeispieledesfolgendenAbschnittswerdendiesnocheinmalverdeutlichen.
Esqilt alsoin jedemFall einesolchespektralinvarianteWirkung in ein Integral Giber
die diffeomorphismusirarianten FreiheitsgradeimzuschreiberDazumussmanna-
turlich als Erstesdie EigenwertedesDirac-Operatorsls FunktionaledieserObsena-
blenausdriickn, was,wie mansich sicherdenlen kann,eineduRersanspruchssle
Herausforderungarstellt. Man musssich aberohnehinfragen,ob essinnvoll ist, auf
einerspektralerinvarianzdesMal3eszu bestehenwennmansaviesovor hat, die Er-
wartungswerteson Grofl3enzu berechnenwelchenicht spektralinvariant sind. Aus
diesemGrundwerdenin derFolge auchModelle untersuchtdie zwar diffeomorphis-
musirvariantabernicht spektralinvariantsind.

Unabhangiglavon, fir welcheder beidenmdglichenlnvarianzgruppemansich ent-
schiederhat, gilt esdannaber ein invariantesMall 2D zu finden.Hier greift, inso-
fern maneinegeeignetéEichfixierung” findet, die Methodevon Faddeg und Popo
—unddieswar naturlichder Grund,warumwir unsfir denPfadinteyral-Formalismus
entschiedernaben.Die Eichfixierungsollte nachMéglichkeit so gewahlt sein, dass
mandie Faddeg-Popa/-Determinantderechnemderzumindeseinenitzlichelnteg-
raldarstellungnit entsprechende@eistfelderrfindenkann.Im Gegensatzu endlich-
dimensionaleiichtheorierist eshieraberin (wenigen)infacherBeispielermdglich
konkreteReprasentanteder einzelnerAquivalenzklassennd daszugehdérigenvari-
anteMal anzugebenin diesemFall kannmandasPfadinteyral natirlichals Summe
UberdieseReprasentanteiormulieren.
Wennmanan“gewdhnliche”physikalischesystemaindderenPfadinteyral-Quantisierng
denkt, mag es vielleicht verwundernwarum hier bisherfast auschliel3lichdie Fra-
ge diskutiertwurde, welcthesMalf3 fur die Definition der Zustandssummeerwendet
werdensoll. Ublicherweiseverwendemanzur Integrationvon e~ das— unterkano-
nischenTransformationetnvariante— Mal3 2q 9p, wodurchdannauchderkorrekte
klassischéd.imesdersomitdefiniertenrQuanten-Theorisichegestelltist. Bei denhier
betrachtetersystemergibt esaberkeine Zeit, beziehungsweisalazuaquialent, es
gibt keinenPhasenraumnd dementsprechenalichkeine ausgezeichnetgymplekti-
scheStruktur

Man kdnntenaturlichversucheneinenPhasenraumls Raumder klassischer.6sun-
gendesSystemsu definieren Fir gegeignetgevahlteWirkungenhatdieserdanndie
Struktureiner KahlerMannigfltigkeit, so dassmanauf eine symplektischeStruktur
zuruckgreiferkann[Rov]. Dasmachtabernur fur WirkungenSinn, die nicht spektral
invariantsind. Weil sichspektralinvarianteWirkungengemaiS(D) = >, P();) als
Summevon Polynomender Eigenwerteschreiberlassenjst der Raumder (unitéren
Aquivalenzklassewon) Losungerfur spektralinvarianteWirkungennamlichnulldi-
mensionaljm Extrem#fll ein einzigerPunkt.

Aus diesemGrundscheintfir diskrete spektralinvarianteTheorien,die hier verwen-
dete statistischeZustandssumméiber alle Konfigurationenund nicht nur Gber L6-
sungenjangebrachtEswareim Ubrigenauchnicht klar, wasuntereinemklassischen
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Limesder Theoriezu verstehernist, weshalbesauchwenig Sinn machenwirde,von
der Quantisierungeiner klassischetWirkung S(D) zu sprechenVielmehrkannman
eineAnderungdesMaResstetsdurcheineentsprechend&nderungderWirkung kom-
pensieren(Deshalbwird in derstatistischefPhysikja auchtiblicherweisez De=5(P)

alsdas(wohldefinierte)Mal bezeichnet.)

Alles in allemscheintdie einzigsinrvolle Stratgie darinzu bestehenmdglichstviele
Modelle—alsounterschiedlichepektralelripel undfir jedeseinzelnedieserspektra-
len Tripel auchverschieden&al3e— zu untersuchenVielleicht kannmandabeiauch
eineDefinition desklassischem.imessolcherTheorienfinden.

Langfristigplanenwir aberohnehin (relatvistische)Modellefir Algebren

A= Ar® C(R)

zu betrachtenDasentsprichtspektralerQuadrupelnpei denendie raumartigertHy-
perflacherals diskretespektraleTripel gegebensind. Beispieleflir solchespektralen
Quadrupelurdenbereitsin [KP] ausgearbeitegsist abernochnicht klar wie man
die Gravitationswirkungin diesemRahmenformulierensoll. In derartigenModellen
werdenzwar die obenangesprochenekonzeptuellerSchwierigleitenverschwinden,
daflr wird der Umgangmit der Diffeomorphismus-hariarz etwas unangenehmer
Aus diesemGrundist essichersinnvoll, zuvor dendiskretenFall zu untersuchenym
moglichstviel Uberdie Freiheitsgradeind die ObsenableneinersolchenTheoriezu
lernen.Auf diesenAspekterwird deshallin dennachsterbschnittendashauptsach-
liche AugenmerkderUntersuchungethiegen.

Bevor esnunandie konkretenBeispielegeht,sollte nochdaraufhingeviesenwerden,
dasseieinemdiffeomorphismusivariarten MalR die Algebrain FormderinnerenAu-
tomorphismelin desserefinition eingeht Damandabeiaberalle Diffeomorphismen
abdvidiert, wird die AlgebraausdemEndresultagllein nicht mehrzu rekonstruieren
sein.FUr die Interpretationder Theoriewird alsodie Angabeder Algebra (oderder
Schnittformg) vonnétensein,auchwenndiesenicht direkt in die Dynamik eingeht.
Dasist naturlichfur alle Quantenfeldtheorietypisch, bei denenja stetsdie Algebra
der Obserablen(hierim Wesentlicherdie Abstandereiner Zustéandeiberder Alge-
bra)anggebenwerdenmuss.

9.2 Ein, zwei Quantenpunkte

MehralszweiPunktebrauchtesnicht,um einenAbstanddefiniererzu kénnenundso
langeesnicht mehrPunktegibt, kdnnenauchkeine Problememit Diffeomorphismen
auftretenDer AbstandderbeidenPunkte- eineanderesinnvolle Grofl3egibt esohnehn
nicht—ist namlichinvariantunterallen (beiden)Diffeomorphismen.
Das einfachstespektraleTripel (iberhaupt)fir dasein Dirac-Operatorzur Algebra
C @ C existiert,wird durch
1 -1
g=N ( 1 0 ) )

definiert.Der Raumder Dirac-Operatorekanndanndurch
0 m O
D= m 0 m , mi € MN(C),
0 m O
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parametrisiertverden Die nochabzudvidierenderunitarenAquivalenzensind durch
eineorthogonaléMatrix O auf .77 (derjainvariantunter./ ist), sowie einerunitéren
Matrix U auf .74, gegebenDie ersteAufgabebestehnunim Auffindenvon Repra-
sentantemler AquivalenzklassennterdenTransformationen

m — OmU?*.

Fur N = 1 ist dasein Leichtes,dannist m einekomplexe Zahl, derenPhasedurchU
eliminiertwerderkann,unddie Aquivalenzklassesinddurcheinenichtneyative reelle
Zahlbestimmt.Fir N > 2 ist dasProblemschonschwierigerMit Beschrankungler
Allgemeinheitseihier nurderFall N = 2 betrachtetDer Abstandder beidenPunkte
emibt sichallgemeinals

1
d(1,2) = —
[l
undhéngtoffenbarnur von demgréRtencharakteristischeWertvon m ah Als reines
Modell fir Gravitation interpretiert,enthaltdasSystemin diesemFall folglich Gber
zahligeFreiheitsgrade.

Bemerkung9.2.1. Als Teilchenmodellie3e es sich natirlichinterpretierenln die-
semFall entsprachedie Elementeaus.#; rechtshéandigeMajorana-Fermionenynd
diesmachtplausibelwarumaufihnennur O (N )-Transformationeruléssigsind.Die
linkshandigerElementeaus.s#, trageneineU(1)-Ladung:die Eichtransformationen
sindja durchy — uyu* gegebenunddiesewirkt dannalse®¥i=%i) auf;;.

Fir N = 1, wennmanm als nichtneggatve ganzeZahl wahlt, hat D die Eigenwerte
0, £2m und der Kernvon D wird von dem festenVektor (1, 0, —1)t aufgespannt.
Vernachlasssighandiesensoist die fermionischeDeterminanteals —4m? gegeben.
Da D nureinenunabhangigei&igenwert\ = 2m hat,ist dasinvarianteMaf3in diesem
Fall klar:

Z :N/d/\ eSS\,
0

beziehungsweise
o0
Zp =N’ / dA A2 e S0,
0
Beschrankmansichauf S()\) = tA\2, soist N = v/2xt, N = v/8rt3. Der wesentli-

cheUnterschiedzwischenZ und Zy zeigtsich,wennmandenEnsemble-Mittelert
desAbstandesi(1,2) berechnefwassollte manauchsonstberechnen?).

tk)\Zk ist
0

Lemma 9.2.2. Fir jedepolynomialerkung S(D) =

n
k=

e_S()‘) = 00.

> =

(d(1,2)) :N/d/\
0
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Ist hingegen zusétzlib t_; # 0, soist (d(1, 2)) endlich. Demgegenuberist

immerendlich. Fir S = tA? ist (d(1,2))r = v/2nt.

Ein Beweis diirfte sich eriibrigen.Damit ist nun auchklar, wozu Termewie ¢_; A\~2
taugen:SieregularisiererdenErwartungswertiesAbstandes(Diesist nattrlichnicht
unbedingerforderlich Esist aberinteressanglassmanesmit einemTermtrD~2 —der
in 4 Dimensionerdie Einstein-Hilbert-Vitkung liefert — erreicherkann.)Offenbarhat
die Ankopplungvon FermionendengleichenEffekt. Dieseflihrt zu einereffektiven
AbstoBungder Eigenwerte(beziehungsweiseu einer gegenseitigerAnziehungder
Punkte) die starkgenugist, einenendlichenAbstandzu erzwingen.

Ansonstengibt diesesModell abernicht viel her Der Fall N > 1 ist schonetwas
interessanter

Bevor esan die Ausarbeitungder diffeomorphismusivarianien Freiheitsgradegeht,
seinochkurz ein rechtinteressantefnalogondesobigenLemmasdiskutiert. Es ist
eigentlicherstbei denBeispielenim nachsterAbschnittrelevant, scheintaberbesser
hierherzu passenBei den angesprocheneBeispielenkann man die Massenmatrix
im Dirac-Operatowollstandigdiagonalisierenund ihre N charakteristischelVerte
stimmenmit denEigenwerterdesDirac-Operatorsiberein.Inshesonderest der Ab-
standd(1, 2) derbeidenPunkteals dasInversedesgrofitencharakteristischeliVerts
gegebenBetrachtewird nurderFall N = 2; eineanalogeAussagegilt aberflr alle
N > 1 (dannist derBeweisaberwenigerelegant).

Lemma 9.2.3. Esist unterdenobengenanntervoraussetzuren

rr 1 Loron _ VI (VI -V
NO/O/dAIdAQup{Al,Az} ! f1<f+\f

Wahrendalsoim Fall N = 1 der Erwartungswerides Abstandsder beidenPunkte
divergentist, ist er fur N > 1 konvergent, obwohl der klassischeGrundzustandier
Theoriefir alle N durchD = 0 gegebernist.
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Beweis:

o0 o0 1
d(1,2) = 2/\// c1>\2/d,\1 )\_e—t(A%H%)

0 A2
o0 o0 o0
= 2/\// dT/d/\g/d)\l A=A
t 0 A2
o0 o0
- %/dTl/dAQ e (TH)A3
™ T
t 0
\/§t7d 1
= — T — 07—
T T/t+ 7
t
_ Var (VE- Ve .
VT A\V2t+VE )

Mit deutlicherBeschrankungler Allgemeinheitsei (weiterhin)nur derFall N = 2
betrachtetAls ErstessolltenReprasentanteder Aquivalenzklasseminterden Trans-
formationen

m — OmU

( mit m demeinzigenunabhangigeBlock im Dirac-OperatqrO einerorthogonalen,
U einerunitarenMatrix) gefundenwerden.Die LosungdiesesProblemsbeschreibt
derfolgende

Satz9.2.4. Seim einebeliebige nichtsingulae (2 x 2)-Matrix. Dannexistiert genau
einepositivdefinite hermitesbe Matrix C, mitreinimagindremC1o = —Cyq,

C’:(a. zc), a,b,c€R, a,b>0, ab>c?,
—ic b

sowieeineunitare Matrix U undeineorthogonaleMatrix O, sodass
m = OCU.

Beweis:Das( technischeKernstiickdesBeweisesst folgendekleine Rechnung:
cosa  sina T z cosa —sina | )_( A
—sina  cosa Z oy sina cosaa ) \ Z Y

X = xzcos®a+ ysin?a+ 2sin acos aRez

(z — y) sin o cos o + (cos? o — sin? a)Rez + ilmz

mit

N
I

Y = xzcos?a+ ysin?a — 2sinacosaRez. (9.7)
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Insbesonderéleibt also der ImaginarteildesNebendiagonalelemen&sner hermite-
schen(2 x 2)-Matrix invariantunterorthogonalerransformationen.
DerBeweisverlauftnunin zwei Schritten:

Existenzder Zerlgungm = OCU
JedenichtsingulareMatrix m kannspektralals

m=TU

mit positiv definitem,hermiteschenY” zerleggt werden.Zu zeigenist also,dasseine
orthogonaleMatrix O undein C derobenbeschriebenefRorm mit 77 = OCO! exi-

stieren(O'U ist unitar).

Alternativ genigtesnaturlichauchdie ExistenzeinerorthogonalerMatrix zu bewei-

sen,mit derenHilfe mandenRealteildesNebendiagonalelemeistgon 7" wegtrans-
fomierenkann,sodassT aufdasgesuchte” transformierwirde.

Mit (9.7)fuhrt dasaufdie transzendent&leichung

r—Y
Rez

fur denWinkel « dergesuchte®rehungO. DieseGleichungist offensichtlichfur alle
Tes losbar unddamitist die Existenzder Zerlegungdannauchschonbewiesen.

L tana — cota = 2 cot(2a)

Eindeutigleit der Matrix C'

Damitist abernochnichtgezeigt,dasszu jederMatrix m genaueineMatrix C dieser
Gestaltexistiert. SeiennunalsoCy,C5, positiv definitehermiteschéarizen,mit rein
imaginarerNebendiagonalelementeingenommeresist

Oy = 0C,0'T,

beziehungsweis€,U* = OC;0¢. Weil die Determinantervon C;, Cy positv (und
reell) sind,folgt sofortU € SU(2). DaOC; 0! hermiteschist, mussausserdem

UCy = CoU*

gelten.Parametrisiertmannun

_( a B
U‘(—Ba)’

und C; wie gehabtsofiihrt dieseBedingungauf die Gleichungen

asa — ico B L asa + iCQB
]
azB = —byf3
boax — ico 8 L boav + iCQB.

Da die Matrix Cy nachVoraussetzungositiv definit ist, sind b9, a2 > 0. Aus der
mittleren Gleichungfolgt also, dassentwedera, = b, = 0 ist, und somit wegen
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asbs > c2 auchCs, = O = 0, oderaberesist 3 = 0 = a = 1. Im letzterenFall ware
dannU = 1, undesgenigtdaherzu zeigendassauchO die Identitatseinmuss.
Nun zeigt (9.7) aber dassin jedemFall co = ¢; gilt, undweil C; und C> auchdie
gleicheSpur(ay, + b1 /2) unddie gleicheDeterminantéa, /20, ;) habenfolgt a; =
a2, b1 = b2.

[ |

Im Hinblick auf die KonstruktiondesMaf3esist nochanzumerkn, dassausobigem
Beweisauchdie Eindeutigleit derbeidenMatrizenU, O henorgeht.

Esmussin diesemZusammenhanguchdaraufhingeviesenwerden,dassdie Eigen-
werte

A2 =0 Agja = £4/2(a? + %), Xsj6 = £V/2(0% + 2)

desDirac-Operators

D=

o o
|
>
o
S
2 oo
)

s
O

~

o

0
0
a 1t 0 0
—1
0
0

offenbarnicht mit denEigenwerten

1
Np =3 (a+bj: \/(a—b)2+462)

derMatrix C' Ubereinstimmenind sich auchnicht als (einfache)Funktionder beiden

Eigenwertevon C' schreiberlassenDementsprechenidt auchdie spektralinvariante

Wirkung S = 3 # A¥AE ein kompliziertesFunktional der Eigenwertey, ;, von
k

C. Die KonsequendieserTatsachewird gleich an einemetwaseinfachererBeispiel
demonstriert.
Fur die einfacheWirkung

S(D) = (M +A3)
= tltI‘D2
= 2ti(a® + b° 4 2¢%)
= 2t;(tr(CC* + CC"))
= A+

ist dasResultataber(noch)ganzeinfach,weil tr (CC*) = tr (CC?) ist.

In diesemBeispielist esnicht mehrganzsoeinfach,ein diffeomorphismusivariantes

Mal (undsomitdie Zustandssummg) zu raten.Gllcklicherweis&kannmansie aber
systematisclmerleiten.(Darin bestehtdergroReVorteil derobenbewviesenerParame-
trisierungder Aquivalenzklassen.)
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Wie ausdemobigenBeweis henorgeht,kannmaneinenTeil der erlaubtenTransfor
mationendadurchfestlegen, dassmanm positiv definit und hermiteschwahlt (dazu
verwendemandie Spektralzerlgungm = T'U), unddasinvarianteMalf3

dT = dRe(TH) dRe(ng) dIm(T21> dRe(Tgl)

Uberdem Raumder hermitescherfposit definiten) Matrizenist wohlbekannt Auf
diesenpositiv definitenhermitescheMatrizenT verbleibtaberimmernochdie Rest-
symmetriel’ — OTO! mit orthogonalen©. A la Faddeg und Popa kannmannun,
von denMatrizenT undihreminvariantenMalf3 ausgehendvermittelsder Eichfixie-
rungReT, = 0 die Zustandsummals

Z=N / dT (5(R€T12> App e_S(T)

>0

schreibenWie Ublich benétigtmandazudie Faddeg-Popa/-Determinante

App = /da §(ReT),

wobei TP, dasnacheinerDrehungum a (die verbliebenerSymmetrietransformatio-
nen)ausT resultierendd1 2)-ElementbezeichnetDen vollstandigenAusdruckfiir
T entnimmtmanderGleichung(9.7),unddasBerechnemlesintegralsmit derDelta-
Funktionist klar. Nachein paarUmformungergelangtmandannzu demverblifend
einfachenEndegebnis

AFP(T) = \/(Tll - T22)2 + 4(ReT21)2.

Damitemibt sichdie Zustandssummals

-~

o0 00 ab
A :N/da db / + / de y/(a —b)? e300,

0 Jab —® —e—W(ab,c)
wobei natirlich die Tatsachezu bertcksichtigerwar, dassnur tiber positv definite
MatrizenC' integriertwird.
Selbstfir die freie klassischéVirkung S(D) = t; trD? stammtdermaximaleBeitrag
zur Zustandssummalso keineswegs von der KonfigurationC = 0 (== D = 0).
Dementsprechenidt der ErwartungswerdesAbstandedir die freie Wirkung auch
in diesemBeispiel endlich, wobei dieserUmstandhier auf den Beitrag der “Gei-
ster” zurtickzufuhrenist. OhneBeweisseiauchangemerktdasddie effektive Wirkung
W (a, b, c¢) nicht spektralinvariantist. W kannnicht mehrals Funktionalder Eigen-
wertevon D ausgedrickiverden MankannnatirlichbeliebigeFunktionervona, b, ¢
zu W addierenwaseiner AnderungdesMaResentspracheDamit wareesdannauch
ohneweiteresmoglich ein spektralinvariantesMal zu erhalten,dasallerdingsent-
sprechendompliziertaussaheEsscheintmir aberinstruktiver zu sein,stattdessedie
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KonsequenzederfehlenderspektralerinvarianzeineséhnlichenMafleszu beleuch-
ten.

Ein rechtiberraschenddBeispielfur einenZwei-Punkt-Rauntiefert die Schnittform

o=( 4 )

Der allgemeinstédirac-Operatoist dannvon derForm

) maMECa

oxl I o

o3
TIoox

0
m
7
0

undwie weiterobenangedeutekannmanvon diesenbeidenkomplexen Zahlenstets
eine (abernur eine)positiv reell wahlen.Die Aquivalenzklassesind alsodurcheine
komplexe Zahl(etwa i) undeinepositive reelleZahlm beschrieberDie Metrik wurde
fur diesesBeispielim Abschnitt“EinfacheBeispiele”als

1

2 T

berechnetDie EigenwertedesDirac-Operator$ingegensind
AL =m?+ [p? £ [m? + P,
sie hangenalso von der Phasein p abh Man kann den Abstandder beidenPunkte

folglich nicht als Funktion der beidenEigenwertedes Dirac-Operatorsausdriickn.
Ganzunabhangigind dieseGrolienaberauchnicht,denn

Noo= P |+ Vmt 4 [ult 4 2m?|uf? cos(2¢)
> m?+ |ul? + /(m? — |uf?)?

= 2max{m, |u[}
2

(d(1,2))>’

undmit eineranalogerAbschatzungiachobenfolgt

V2 g2 < 2

[A+] Ry

Die durchdie Dynamik festgelgten EigenwertedesDirac-Operatorgebendemnach
zumindestie GrolRenordnungesAbstandeslerbeidenPunktean.
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Eine diffeomorphismusivariante Zustandssumméir S(D) = JtrD? ist dannkla-

rerweise

o
Z = N / dm / dpr dgi e~ s>+ ul?)
0
o0
= QWN/dmdrre_é(mQHQ)
0
o0
= 27TN/dmdr e*%(murz)*l”
0

o0
def 277N/dmdr e~ Wimr), (9.8)
0

undaufdenerstenBlick siehtdasauchnichtinteressanteaus.
Benutztmanwiederdie Abschatzung

+/mt + |l = 2m2|p? cos(2¢) > v/(m? — |ul?)?,

soist nunaber

A= m? P = Vmt [t 2m2 (2 cos(2p)
< mP A P =V (m? — [ul?)?
= 2min{m, |p[},

undsomitist
Mg ] = [A=] > [m — [u]].

Darausfolgt dannaber (die Wahrscheinlich&itsdichte e~ #m*+11l*) ist stetsgroRer
Null)

(IAel = 1A=} = 2(m —|u|])

o0
= N/dmdr r|m—r| e~ R(m?+r?)
0

h?

Der Vakuum-Ervartungswertlerbeidenquantisiertereigenwertewird alsoverschie-
densein.Bei spektraleinvarianzder Quantentheorisolltenaberalle Eigenwertevon
D dengleichenvVakuum-Ervartungswerhaben:

Beobachtung9.2.5. Ist §(D?) spektralinvariant,
S(D%) =) P(\}),
i

undhatdasPolynomP(\?) eineindeutigsExtremum\Z, dannsindim Extremumdes
FunktionalsS (D) alle EigenwertedesLaplace-Operator®? identisch(gleich A2).
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DieseEigenschaffolgt offenbarausderspektralerinvarianz.Der Grundzustandoll-

te ja spektral(und daherinsbesonderanterVertauschungler Eigervektorenvon D?)

invariantsein.

Aus derobigenRechnundolgt nun,dasssichdie unitarenTransformationerdglie die-
senVertauschungeentsprechenn der quantisierterTheorienicht so darstellenas-
sen,dassder Grundzustanéhvariantdaruntemware.

Der Grundfir dieseVerletzungderspektralennvarianzdirfte klar sein: Dasverwen-
deteMafRist nicht spektralinvariant,wasmanauchander effektiven Wirkung

W(m,r) = —%(m2 + 7% —Inr,

derenMinimum nicht bei » = 0 sondernbei r = \/—‘/QE; liegt, erkennenkann. An-
dererseitswird nur Uber diffeomorphismusivariarte GréRen(in Anbetrachtder gi-
gantischerDiffeomorphismusgruppeinebesondergindruckswelle Eigenschaftund
unitare Aquivalenzklassewon Dirac-Operatorersummiert.Von diesemStandpunkt
ausbetrachtetst die obige Quantisierungalso konsistentjn dem Sinne,dasskeine
falschlicheUberabzahlungon Freiheitsgradestattgefundeiat.

Betrachteseials weiteresBeispielmit dhnlichenEigenschaftehweiterhindie Alge-

braC @ C, aber
(2 -1
q - _1 O 9

sokannderallgemeinsteerlaubteDirac-Operatomiederals

0 mi1 Mo 0
my 0 0 m
m_2 0 0 mo

0 mi mg O

my,mg € C

nunmehmit (mq,ms) : 541 — S#2 parametrisiertverden.ln demzweidimensio-
nalenRaum.74{; kannmanimmernocheineorthogonalelransformatiorO € O(2),

sawie in dem eindimensionaleiRaum 7, eine Phasentransformatiort¥ € U(1)

durchfiihren.

Proposition9.2.6. Seim = (my,mg) € C2. Dann existieren eindeutigbestimmte
O € 0O(2) unde', e € U(1), mit

72|
NG

Zum Beweis mussman nur die entsprechende6Gleichungenfir O und ¢ betrach-
ten. Die Aquivalenzklasseron Dirac-Operatoresind alsodurchVektorender Form

%(1, ¢'¥) —alsoeinenKegelim C? — beschriebenMit denEigenwerten

ePmo = (1, ™).

A =2p (1 +4/2 +2cos(21/1)>

Alle dieseBeispieleverfolgennur ein Ziel: Sieliefern Spielzeugmodell&ir die geplantemichittri-
vialenUntersuchungen.
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undS(D) = L trD? = tp? findetmandann(firr dasoffensichtlichsteMaR)

(A2 -2 = %(pQ) /d¢\/2 + 2cos(2¢) = %(pQ) > 0.

Das Verwirrendean diesemBeispielist, dasssich p und « hier eindeutignachden
beidenEigenwerterdesDirac-OperatoraiufloserlassenDasverwendetéallist also
spektralinvariant: Wir konntenbishernicht klaren, wo dieserVerlustan spektraler
InvarianzbeimUbeigangvon derklassischezur Quantentheorigerriihrt.((Ay — A_)
istim Ubrigenebenélls von Null verschieden.)

Nun zurlickzu denwenigerinstruktiven Beispielen Ein einfachesModell, daszeigt,
welcheRolle der Algebra(oderdenDiffeomorphismenoderder Schnittformg, was
aguialentdazuist) zukommt,ist daszuvor schonkurz diskutierteBeispiel

(C@MQ(C),q :N( _21 _01 ))

Wie bereitsgezeigtbestehemlie erlaubterunitarenTransformationetier nur ausei-
nerorthogonaled ransformationm zweidimensionaleRaum.J# ; . DerDirac-Operator
ist danndurcheine (2 x 2)-Matrix M vollstandigbestimmt.Esgilt aberauchdie in-
nerenDiffeomorphismendie auf denRaumJ#, alsu € SU(2) wirken, zu berlick-
sichtigen.Die Matrix M transformierisichgeman

M — OMU,

undkannwiederauf die gleicheForm wie im obigenBeispielfiir C & C, namlichdie
einerpositv definitenhermitescheMatrix mit rein imaginaremgintragauf der Ne-
bendiagonaletransformiertwerden.Das Mal3 siehtdannauf denerstenBlick gleich
aus,obwohl es sich um unterschiedlichdRaumehandelt.Nur die Tatsachedasses
sichin demeinenBeispielbei den SU(2)-Symmetrienum Diffeomorphismerhan-
delt,wéhrendesin demanderergarkeineerkennbarerDiffeomorphismemibt, macht
denUnterschiedzwischenbeidenModellenaus.Daswar selbsterstandlichauchzu
enwarten,dennnachdem Abdividierender Diffeomorphismerbleibt keinerleilnfor-
mationuberdie Algebrabrig.

9.3 DasMal aller Matrizen

DasVorgehenim vorigen Abschnittwar natirlich allesandereals systematischDer
im folgendenbewieseneSatzstellt einenersten,winzigen Schrittin Richtungeiner
allgemeinerDefinition von invariantenMaf3enfur beliebigediskretespektraleTripel
dar Daszu l6sendeProblemtauchtzum Beispielbei spektralenTripeln zur Algebra
C@o Co CderForm:

0 —q p
q=1| —q 0 0
D 0 A

auf. (¢, p, A sind dabeinichtverschwindend@aturlicheZahlen.Esist rechtnattrlich
die Notationp, ¢ einzufiihren,in der Hoffnung, dassdie doppelteVerwendungdes
Buchstabem nicht zu verwirrendist.)
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Der Dirac-Operatofvird in diesemBeispieldurcheine (p x ¢)-Matrix M bestimmt,
welchedurchdie unitarenTransformationem denRaumens# », 57 3 vollstandigdia-

gonalisiertwerdenkann. Der einzige Grund einendritten Punkteinzufiihrenbesteht
hieralsodarin,dasglie Matrix M dannnichtin einens#; von Majorana-Spinoreab-

bildet. (Dannwérenja nur orthogonaleTransformationerauf diesemRaumerlaubt.)
Dererstederdrei Punkte(derZustandauf demerstenSummandenlerAlgebra)hatzu

denandererbeidenunendlichembstand.Esist im Ubrigennicht sehrschwierigsich

davon zu Uiberzeugergasdie unabhangigekigenwertevon D geradedie charakteri-
stischeWertevon M sind.Dazubetrachtemanambestergleich D?. DieserOperator
ist ndmlichblockdiagonalmit (deneinzigennichtverschwindenderintréagen

(D2)12,12 - ((D2)13,13)* - ((D2)31,31>t = (D), 91 = MM

Daman M also“diagonalisierenkann,wird mandiesnattrlichauchals Eichbedin-
gungverwendenDie Aufgabebestehnhundarin,die Faddeg-Popa/-Determinante

App(A) = / AU AT, 6(U, MUS — A)

zu berechnen.

Weil mandasinvarianteMaf3 hier sofortangeberkann,ist dieseRechnungdin diesem
Beispiel) eigentlichnicht notwendig.Die Idee solcherRechnungerist esaber nach
undnachein Gefuhlfir die Strukturderin der Definition desinvariantenMalResauf-
tretenderFaddeg-Popa/-Determinanterzu entwickeln. Aus diesemGrundhabernwir
auchversuchtie typischeBlockstrukturvon Dirac-Operatorein denMittelpunktder
Rechnungeu stellen.DasErgebnisselbstist, wie wir mittlerweile erfahrenmussten,
langebekann{Meh]. Der von unseingeschlagend/eg ist allerdingsvollkommenei-
genstandig.

WennM keinequadratischéatrix ist (p x ¢, ¢ < p), sokannmanM nattrlichnicht
diagonalisierenEsexistiert dannaberstetseineBasisvahlim Start-undZielraumvon
M, sodassM einenquadmatischen und diagonalensowie einenweiterenBlock mit
verschwindendegintragenenthalt,also

A,0,,...,0
M—>< L,J) A = diag(Ai, ... Ag)-
p

Auf einenBeweis dieserAussagewird an dieserStelle verzichtet.(Man wahlt die

beidenunitarenMatrizenso, dasssovohl M M+ alsauchM ™ M diagonalsind. Da
die (p x p)-Matrix M M* Rangq < p hat, verbleibtdabeieine Freiheit, mit deren
Hilfe M aufdie gewiinschteFormtransformiertwird.)

Die entsprechendg&ichbedingungwird in der Folge als =(M) = 0 abgekirztDie

Rechnungst sehrtrickreich und greift auf Ergebnissevon ltzyksonund Zuber([ItZu-

Mat] zurlick,die manzum BeispieldemnutzlichenReview-Artik el von [diF] entneh-
menkann.An gegebenelStellewird nocheinmaldaraufhingewviesen.In jedemFall

solltederLesersichschoneinmalein paarKekseund eineKanneTeebesogenbevor

er weiterliest,oderaberer liest zunachstlasEndegebnis,welchesam EndedesAb-

schnittsin einemSatzzusammengeaistwird.
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Die Grundideem Folgenderist esdie Faddeg-Popa/-Formelriickwéartsanzuwenden.
Dasheitgenauermanzerlegt dasintegral iberbeliebige(p x ¢)-Matrizen(q < p,
0.B.d.A) in die Integrale Gber rechts-undinksunitareTransformationensowie tber
diagonalepositiv-semidefiniteMatrizen. Dann erhalt man fuir beliebige Funktionen
f(M), welchenur von den charakteristischekiVertenvon M abhéngeneinenAus-
druckderForm

/dM F(M) = /dUrdUl/d/\l---d)\qA;}D(/\l,...)\q) FOML - )

Esistklar, dassdlassomitdefinierteA p p mit dergesuchtefraddeg-Popa-Determinante
identischist, dennesgilt nunja auchumgelehrt

/d)\l---d/\qf()\l,...)\q) x /dMé(E(M))AFp()\l,...)\q)f(M).

Der ersteSchritt bestehidarin die Matrix M zu einerhermiteschemMatrix zu erwei-
tern: Dazubegginntmanmit der Setzung

0 M

diezu

/ dMe SM)  — / dDe5(D)

_S(m . A M

= /dmd(A)(S(B)e (m) mit m = ( vt B >
fortgesetzwird. Die Matrizen A, B sindhermitesciA € M, ,, B € M,x,) unddie
Integrationtiberm wird mit deminvariantenMalR fir hermiteschéviatrizendurchge-
fuhrt.
Es seidaraufhingeviesen,dassdie obige Form von D schonsehrnahean der Form
eines“realistischen”Dirac-Operatorgst (die Realitatsstruktumurde abernicht be-
ricksichtigt). Dasist nattrlich ein sehrwiinschenswertefAnsatz,dennim Idealfall
mochteman zu einer Formel gelangendie ausder Kenntnisder Daten (A, ¢) des
spektralenTripelsdaskorrekteinvarianteMal angibt.Zu diesemzZweckwareessinn-
voll die ZwangsbedingungeandenDirac-Operatqrwie sie ausdiesenDatenfolgen,
direkt mit Hilfe von §-Distributionenin ein Integral formulierenzu kénnen.In jedem
Fall, und dasist im weiterenwichtig, ist die Spur desquadriertenDirac-Operators
proportionalzu trM M* und nur deshallbmachtderobigeAnsatzSinn.

Proposition 9.3.1. Seim die obendefiniertehermiteshe Matrix. Danngilt
5(A)5(B) = / derdeye™Cm).

Dabeisindc;, co hermitesbe Matrizen(cy : p X p, c2 : ¢ X q) undesist

. C1 0
c=(a )
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Beweis: Es seienzundchseinmal M = M*, C' = C* beliebige(n x n)-Matrizen.
Betrachte

/ dC e (CM) mit

dC = H?:ld CiiHi<jd Rec,-jd Imcij,

derexpliziten Form desinvariantenMal3esauf demRaumderhermitescheatrizen.
Man berechnehuntr(C M) alsFunktionderunabhangigeWariablenin C:

n n on j—1
tI‘(CM) = Z(CM)ZZ = Z Z CijMyj; = Z 2(Recinemji - ImcijImmji)
i=1 i=1 j=1 i=1
Alsoist:
/dceitr(CM) — ?:1 / ei C”m”dCuH1<] /dReCijeZiReCinemji Hz<j / d:[mcijefﬂlmcijlmmj'i

= II}L6(myi) i j6 (Remy;) I ;0 (Immyj;),

undsomitist/ d Ce’** (€M) = §(M). ( Die eigentlichauftretendeivorfaktoreny/27x"
etc. werdenin der Folge unberiicksichtigtbleiben, Gleichheitszeicherzeigenalso
strenggenommeeigentlichnur Proportionalitatemn. Am EndederRechnungviirden
dieseKonstanterohnehinin der NormierungdesMaResverschwinden.pesweiteren
ist

C1 A M _ ClA ClM _
tl“(( 0 e > ( M« B )) —tr< coM* 9B > = tr(c1A) + tr(ca B).

Womit nunsofortdie Behauptung

(5 4
atr 0 m
/d01d02€ €2

/dcldc2ei(tr(clA)+tI‘(02B))
= /dcleitr(CIA)/d62€itr(02B)
6(A)d(B)

folgt. m
Wir habemalso:

/dMeS(M) :/dmeS(m)/dcldCQeitr(cm) o= ( Col CO >
2

Furhermiteschéatrizenist nunfolgendeFormelwohlbekann{diFrancescetal):
/ dAe5A) = / AU AZ(A)e 5D

mit A = UAU*, U einerunitaren,A einerdiagonalerMatrix, A = diag(Ay, ..., An),
und

AA) =T (N = X))
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ist die Vandermonde-Determinante A. In unserenfall liefert dasalsoftr m:

/dMeS(M) :/dAdUA2(A>€S(A)/dcldCQGitr(CUAU*)

Mit derNotation

I': DiagonalmatrixausdenEigenwertervon ¢

~,- Eigenwertevon ¢

M. Eigenwertevon A (d.h.inunserenfallvonm), k=1,...,p+¢q
kannmannuneineweiterewichtigeFormelverwendendie unterdemNamenltzykson—
Zuber — Integral bekanntist:

. . 1 ,
itr(cUAU™) _ T30k Te Ak
/ e AmAD- T

Dannfolgt weiter:
/ dMe SM) = / dAe S AZ(A) / derder————— i ZXT
A(A)A(T)

1 )
= /dA@S(A)A(A)/dcldczA(F)éZk%)‘k

/ dAe SN AN F

wobei
AZ(Fl)AZ(FQ) AVl
F = [ d0ydl, =12 227 i35 e
/d 1d 2 A(F) €

mit

Iy = diag(ay,...,ap) denEigenwertervon ¢y,

I'y = diag(by,...,b,) denEigenwertenvon cz,

(:> (’7k>k:l,...,p+q = (ala"' 7apab13"'abq))

gesetztvurde.Explizit ausgeschriebeist:

AYT)A%(Ts) _ AT)A(T)
A(T) I 107 (a; — bj)
H;.1<j(a,~ — aj)l'[zd(bk — bl)
IT! 5 (@i — by)

Lemma 9.3.2. Esist

T (ai — ag)TIE (b — by) S () s i>411(00() — Go(s)

Hg,j (a; = b)) szl(%(k) — bo(k))

o,

(hieristo.B.d.Ap > q, p > g Klar, fir p = g istder Zahlerrechts= 1 zusetzen).
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Beweis: Es seinur kurz die Beweisideeskizziert, die technischerkEinzelheitensind
dannnicht sehrschwer
EinewichtigeundoffensichtlicheEigenschaftierVandermonde-Determinante(\;) =
ILi<; (A — ;) ist, dassiedestotal antisymmetrisch@olynomin den); automatisch
proportionalzu A();) ist. Zu zeigenist also nur, dassdie mit H;{j(ai — b;) multi-
plizierte rechte Seiteder zu benveisendenGleichungein nichtverschwindendgetotal
antisymmetrischeBolynomin dena; undin denb; ist, unddassdiesesPolynomvom
gleichenGradwie A(T'1)A(T'y) ist. Beidesist elementareAlgebra,und danochein
weiterWeg zu beschreiterist, seiauf die Einzelheiterverzichtelg

Womit nun

/ dMe-SOD)

q

HP
Iy (@o (k) = bo(r))

ist. Bevor esweitelgehtseiauffolgendekleine Identitathingaviesen:

Proposition 9.3.3.

1 ‘
/d’Yld'VQ M — Y2 A2 o §(A1 + o)

Beweis:
/dryld/w#ei(’h)q-lﬁz)\z) — /dwdzleim()‘l'i')‘?)ei)‘lz
’Yl - fYZ z
1 . .
N /d'z;emz/dmew(/\lﬂﬂ oc 0(A1 + Ag).

(Fur die letzteGleichungbenutztmandenResiduensatzjg
WozudieseGleichungdient,kannmansichsicherschondenlen: Dain derim obigen
Lemma(andeutungsweisdjewiesenerFormel fiir festePermutationew, = im Nen-
ner nur Integrationsmriablen(aa(k) + a,r(k)ﬂ,) auftauchenwelchenicht im Zahler
stehenkannmandiesenunmit Hilfe derFormelausderPropositionausintgrieren.
Um nun die Integration Uberdie tUbrigenVariablenausfiihrenzu kdnnenmussman
sichnurandie Formel

0 0

W,---,—Z’—)szﬁ(/\k)

/dm...danp(al,...,an)eiz’i—l ARk — P(—;
OMn

fur ein beliebigedPolynomP erinnern.
Dannist namlich
] p_ ol )‘a'
T _18 (Ao(k) + Anir+p) / dag(gi1) -+ o) s 011 (ag(s) — g(j) € Fkmart 27 Aot®)

0 0
= T}_16 (Ao(r) + Ani)p) [Hj>z'>q+1 (3/\0(1) - BAU(j)> I_ 10 (Aor))

und(mit n = p + ¢) landetmanjetzt bei
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= /d)\l...d)\nes(’\l ----- AIA (A, An) -

()6 (Aory + Ak 4p) [Hj>i2q+1 <8)‘a(i) - 8)\0(]-)> I y410 (Aot

part.Int

> (=) / dAy - AT 16 (Vo)) Ty (Mo + An(ry4p) -

L. 9 9 —S(A1,A0)
[H]>zzq+1 (a/\g(i) 3)\0(]-)) (e A (A, .. ,/\n))

Damitist mandannschonso gut wie fertig. Es mlissemochein paarPermutationen
durchVertauscheron IntegrationswariableneliminiertwerdenwasnachdemSchema

/dwl...dxnf(xl,...,xn) g(x1,...,2p)
0
= /dxlda:nf (33071(1),...,33071(”)) 8—

Lk

BCL‘G(k)

g (.Tgfl(l), cen ,.’L'o.fl(n))
letzlich auf die schonwesentlichiibersichtlicherd-orm

/ dMe=5(M)

= Y / A AT 6 ) T, 6 (M + Mgy ) -

g (2 - 22 (7o),
A (Ag=1(1)s 5 Aa1(p)s Apt Ly - -2 An) )]

= Z(_)”/d)\l...dAan_qHé()\k)HZ_lé (M + Ar(iy+p) -

o,

0 0 _ o
‘ [Hj>i2q+1 (8—)\1 _ 8—/\]) (e S(rmdn) () A(M,---,)\n))}

fuhrt. Nun hat

o 9 &0 gr—a-1
Hjsisg+1 (— - —) = (=)" o
o o) T 2 e e

die StruktureinerVandermonde-Determinantgnd esfolgt weiter



248 9.3DasMal aller Matrizen

/ dMe=5(M)

e / A AT 8 W) T8 (A + Angiy ) -

T,

8° S
. —S(A1,.5An) (_ TA (N A
LA ()7 A (Ayeees An)
Ngiry  ON T pmg) | |
= p) () / Ay - AT 16 (A1 (h—g)+q) TT—1 8 (M + Artiyip) -
80 gr—a-1

A i [ 502 (07 A O, M)
q+1 D

= plp— Q)Z (=" / dAp ... d)\nﬂizq—i—l(s (Ak) szld (Ak + /\n(lc)+p) )
P,

R S R .
. —=S(A1yeAn) (_\T 0 ptg—1
VIR ) Vit [e 1 (=) )‘ﬂ(l)""”\ﬂ(pﬂ)] '

J/

~~

()

(%) liefertim Integral nur danneinenBeitrag,wennesvon Ay41, . . . , Ap NUrimplizit

inS abhang(wegendesTermsHﬁqud (Ax)). Da S nachVoraussetzungolynomial
vonden)\; abhangtyemgroRertedeAbleitung,die aufe—* wirkt, denExponentertdes
entsprechendeh;. Dahermiisseralle Ableitungenauf denTerm /\2(1), e /\ﬁz;‘:ﬁ

wirken.

NachX,1;, [ € [1,p — ¢, wird (I — 1)-mal abgeleitetd.h.in (...) muBB \,1; genau
mit der Potenz — 1 auftretenDer Term,der mit der Potenz(l — 1) auftritt, ist aber
Ap(l)-

Dies fuhrt zu der Forderungp (1) = ¢+ 1V [ € [1,p — q]. Von (x) bleibt (nach
Ausnutzungvon Hg:qﬂd (A\g)) alsonur:

—S(A1,e,2n) 0 pt+g—1
eI @) Mot

Ubrig, unddamitist nunwieder

/dMeS(M)
= =D ()7 [ g D T8 (e Argi)-
P,
—S (AL AgsAg1e0:A p—q p+g—1
-e (M q)7\g+1 p+Q)/\p(p—q+1)’ ey )\p(p-l-q)'

Hier wird nur iiberdiejenigernPermutationep summiertwelchederNebenbedingung
p(l)=q+1V1€][l,p— q] genigenDiesimpliziert

p({p—q+1,....p+q}) C{l,...,q}U{p+1,....p+ g}



DiskretesTrommeln 249

Beachtetmannun
_\P \P—4 ptg—1
Z< ) /\p(p—q+1)"')‘p(p+q)
P
. P—q (0 2q—-1
= Z (=)* ()‘p(p—q+1) e )‘p(p+q)) (Ap(p—qﬂ) e )‘p((lpH))
p

- 2g—1
= 1A P IY (2) (N iy At)
p

= ()\1 e )\q)\p+1 e )\p+q)p_q A ()\1, e ,)\q, )\p_|_17 ceey )\p+q) 3

sofolgt

‘/dkk_“M)

= pp—)>_ ()" / dA1 .. dAgdgp1 - ANy ITE_ 8 (A + Ariyp) -

™

eSO A Ad 1 Aora) (N N At A AL - A Mgty -+ -5 Apg) -
WegendesTermsIT{_, & (Ax + Apir(x)) kannman, 1, . .., Apqq mit der Identifi-
kation
Ak = _Ap—l—ﬂ(k)

ausintgrieren.Danngilt:

AL A Aptts - Apig)
= AL A) A Qoo A I (i = Apy)
A

Ao A) (5T (9T A (e A Ty (A + )
= A0 (5)

undschlussendliclfiolgt

a(g—1)

(5 A Ay A T (A + Ap)? 2T

— plp- q)z(_)w/dAl._'que—S(Al,...,m ()10 (5, . 2,20 (=)

(A A) 21

= p(p—q)Z(—)”/dAl...que—S(Ah---:Aq)(_)q(P—q) (A1... A9 (=)

™

(i + X)L\

q(g—1)
2

075 (N — A2 2017,

(N + X)) I
= g / dAs ... drge SO0 (M 0)*POF I (A — Ap)% (A + )

Dassiehtdannschonnicht mehrganzso scheu3lichaus.Zusammengefsstund mit
einemRuckblickauf daseigentlicheziel dieserRechnung:
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Satz9.3.4. SeiAd = C @ C & C mitder Sctnittform

0 —qg p
—q 0 O
p 0 A

mitp > q.

Bezeitinedie (px g)-Matrix M denunabh&ngignBlodim Dirac-Opeator, Z(M) sei
die Eichfixierungsbedingug weldche M auf die obenbestiriebenekanonisbie Form
(in weldher die nichtveischwindenderEigenwerte)? von M M* die einzigennichtver
schwindenderkEintrage sind) einstirankt. Dannist die Zustandsdiate (in invarianter
Form)

Z=N / dM §(E(M)) A(M)pp e=5M),

wobei
q 2(p—q)+1 4
A(M)pp = (H /\k> TTOv =202 (i + 2y)?
k=1 i<j
ist.

Bemerkung 9.3.5. Es mussnocheinmaldaraufhingeviesenwerden,dassdie obige
Formvon Z nichtsandereslseineziemlichkomplizierteArt darstellt,

Z-N / [ ax e Se50w
k

zu schreibenDer ZweckderobigenAbleitunglag, wie eingangerwahntausschliel3-
lich darinein paarRechenkniie zu erarbeitendie spatereinmalnitzlichseinkdnnten.

Bemerkung 9.3.6. Zum Abschlusssollte mannochetwaszu derFormvon App sa-
gen.Die auftretenderfraktoren(; — \;) lassersichwie folgt verstehen:

Hatdie Matrix M zwei (odermehrereentarteteEigenwerteso gibt esunitareTrans-
formationendie mit M kommutierenDaherist in diesemFall dasVolumendes“Ei-

chorbits”von M deutlichkleineralsim Fall ohneEntartung(wie sichin der Formel
zeigtist eseineNullmenge) und estragtdahemicht zum Integral bei.

Dadie Eigenwertader Ausgangsmatrix

0 M
o= (a0 )

abergerade+t4/)? sind, gibt es jeweils auchden Faktor(\; + ;). Der Vorfaktor
A2~ stammtvon denlintegraleniberdie zusatzlicherPhasereinernichthermi-

tescherMatrix.

Interessanterweigaucherin derobigenFormelfir die Faddeg-Popa-Determinante
die Parametem, ¢ der Schnittformexplizit auf. Dies ist ein schoneBeispielfir die
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weiter obenaufgestellteBehauptungdassmanausder Form desinvariantenMaf3es
RuckschlissaufdasspektraleTripel ziehenkann.

DieseRechnungst natirlichnur ein erstey kleiner Schritt auf demWeg zu einersy-
stematische@uantisierungller diskretenspektraleriripel.

Wie die obenangesprocheneBeispielezeigen,bestehtdie wichtigste (und schwie-
rigste)Aufgabedabeiin derldentifikationderunabhangigekreiheitsgradém Dirac-
Operatorwelchesavohl unterDiffeomorphismerals auchunterunitarenAquivalen-
zeninvariantsind. DasPfadintayral ist dannals Summeliberalle dieseFreiheitsgrade
definiert,wobei manim Allgemeinenkaumum das(sehraufwendige)Berechnerei-
nerFaddeg-Popa/-Determinantdherumlommenwird. Alternatv kannmannatirlich
auchversuchergeeignetéseistfelderfir dieseDeterminanteinzufihrenwasin den
hierbesprocheneBeispielemallerdingsvermiederwurde.DieseBeispielesolltennur
die ungavéhnliche Strukturder Moduli-Raumevon solchendiskretenModellenver
deutlichen Es zeigt sich aberauch,zum Beispielin der Aussagevon Lemma9.2.3,
dassmandurchausauf einigeiberraschend®uantendekte hoffen kann.

Nunist esaberlangsangenugmir bleibt nur nocheinszutun:

Hehrundumringtvon seinerGroflienChor
HebtMagnusseinebreite Stirn empor;

Er scheintauf seinemThronein Gott, umringt
von FiichsenBrandernzitternd,wenner winkt.
In dumpfemSchweigersitzenringssiealle,
WennseineStimmebebenasstdie Halle,

Die armenTorentadelngrimm undgraus,

Die in mathematische8atzerschlechzu Haus.

Soist derJingling,der, dasHirn gespickt

Mit Wissenskramder SchuleLorbeerpfllickt,
Wohl garerlangtdesDeklamierensreis,
Wenner sohochsichzuversteigerweil3.
Dochwird kein Alltagsrednehoffen kénnen,
DenSilberbechefemalsseinzunennen,
ObgleichBeredsamgit nicht nétig tut,
Demosthened~euemicht, nochTullius’ Glut;
Klar oderwarmzu sprechenst desgleichen
Nutzlos— mansprichtnicht, um zu tiberzeugen.
Wer mag,derrede,anderrzu gefallen—

Wir sindunsselbstgenug trotz jenenallen,

Und unsereWirdewahltdenMurmelton,

Halb Krachzen Stohnerhalb— sogehtesschon;
Und keinernehmerbogten Anstandan—
DerkleinsteschonmissfieledemDekan,

Und jederGraduiertenvirdelachen,
Dassersoungeschickesnachzumachen.
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Drumwer denBecherzu erhaltendenkt,
Musswie ein Pfostenstehn,denBlick gesenkt,
Anhaltennie, nein,rasselnmmerfort.

Was?7ist gleichviel,dennmanverstehtkein Wort.
Sojag er stetsvoranundruhenicht,
Daweramschnellsterauchambesterspricht.
Werin derkleinstenZeit dasmeistesagt,

Ist sicher dasser sichdenPreiserjagt.

Lord Byron GedanlknbeieinerCollegeprifung
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