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Kapitel 1

Einleitung

Die Quantenchromodynamik wird als die korrekte Theorie der starken Wechsel-
wirkung betrachtet. Bis 1974 waren alle Voraussagen der QCD auf Stérungstheo-
rie beschrankt, wodurch nur der Bereich schwacher Kopplungen und somit die Be-
schreibung der Dynamik iiber kurzer Distanzen zugénglich war. Die Gitterformu-
lierung durch Wilson [1] eréffnete die Moglichkeit, auch nicht-perturbative Phéno-
mene anhand numerischer Methoden zu untersuchen. Von grundlegendem Inter-
esse ist, ob die QCD Quark-Confinement, die Struktur des Hadron-Spektrums
oder die spontane Brechung der chiralen Symmetrie erklaren kann.

Ein Nachteil der Gitter-QCD ist der grole numerische Aufwand, welcher fiir
prazise Ergbebnisse notig ist. Aus diesem Grund werden viele Konzepte erst in
nieder-dimensionalen Testmodellen ausgearbeitet, bevor sie in vier Dimensionen
tibernommen werden. Eines der bekanntesten Beispiele ist die masselose U(1)-
Eichtheorie in zwei Dimensionen, welche zuerst von Schwinger (1962) [2] unter-
sucht wurde. Die Verallgemeinerung des Modells auf zwei Flavours [3, 4] besitzt
trotz einer unterschiedlichen zugrundeliegenden Dynamik &hnliche Eigenschaf-
ten wie die QCD mit zwei Quark-Flavours. Es zeigt Confinement-Verhalten [5]
und hat auf dem klassischen Level eine U(2), x U(2)r Symmetriegruppe, welche
durch die Anomalie [6] auf SU(2);, x SU(2)r x U(1)y gebrochen wird. Weiters
existiert ein Mechanismus, welcher die spontane Brechung der chiralen Symmetrie
in die SU(2)y Untergruppe nachahmt. Das Spektrum besteht aus einem massiven
und drei masselosen pseudoskalaren Mesonen. Im Gegensatz zum masselosen Fall
ist das massive Schwingermodell nicht analytisch 16sbar. Es besteht jedoch die
Maéglichkeit, das Modell im Limes grofier Kopplungen und kleiner Fermionmassen
[7, 8] oder anhand einer semiklassischen Naherung [9] zu untersuchen.

Bei der Formulierung von Fermionen auf dem Gitter tauchen grundsatzliche
Probleme auf. Eine Méglichkeit das ,,fermion doubling problem” loszuwerden ist
die Verwendung von Wilson-Fermionen, wodurch jedoch die chirale Symmetrie
auch bei verschwindender Fermionmasse explizit durch O(a) Gitterartefakte ge-
brochen wird. Dies hat eine zusdtzliche Quarkmassenrenormierung [10, 11] zur
Folge, wodurch der Bereich kleiner Fermionmassen schwer zuganglich wird. Die
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Ginsparg-Wilson-Relation [12] er6flnet neue Moglichkeiten der Formulierung chi-
raler Fermionen auf dem Gitter. Dirac-Operatoren, welche die GWR erfiillen ver-
letzen die chirale Symmetrie nur lokal und sind automatisch O(a) korrigiert. Zwei
derzeit bekannten Losungen sind der sogenannte Overlap-Operator [13] und der
Fixpunkt-Operator [14, 15]. Das Ziel dieser Arbeit ist einerseits die Bestatigung
der bekannten Funktionalabhéangigkeit der Mesonmassen und die Bestimmung
der korrekten Koeffizienten und andererseits die Untersuchung des Spektrums
nahe des chiralen Limes.
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Quantenfeldtheorie

Die Quantenfeldtheorie wird als der geeignete Rahmen zur Beschreibung der star-
ken, der elektromagnetischen und der schwachen Wechselwirkung betrachtet. Sie
vereinigt die Quantentheorie, das Feldkonzept und das Prinzip der Relativitat.
Eine Einfiihrung in die folgenden Kapitel kann in [16, 17] gefunden werden.

2.1 Klassische Feldtheorie

Die fundamentale GréBe der klassischen Mechanik ist die Wirkung

S:/ﬁm%@m (2.1)

das zeitliche Integral iiber die Lagrange-Funktion L, welche von den generali-
sierten Koordinaten ¢(¢) und deren Geschwindigkeiten ¢(¢) abhangt. Durch die
Forderung des Hamiltonschen Prinzips, dal die Variation der Wirkung verschwin-
det, erhdlt man die Fuler-Lagrangeschen Bewegungsgleichungen

d oL 0L
dt ¢ 0q°
Beim Ubergang zur lokalen Feldtheorie werden die generalisierten Koordinaten

q(t) durch die Felder ¢(x,t) und die Geschwindigkeiten ¢(¢) durch die Ableitungen
der Felder ersetzt

05 =0= (2.2)

g — d(x)

d¢(x)
dzr

Die Lagrange-Funktion ist jetzt durch das rdumliche Integral iiber die Lagrange-

Dichte £ gegeben,

¢ = 0u(x) = (2:3)
/ PrL($(x), ,6(x), 1
s :‘/ﬁL:/ﬁ%ﬁw@L@d@J) (2.4)

3
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Aus der Lorentz-Invarianz folgt, daf sich die Wirkung S und somit die Lagrange-
Dichte £ wie ein Lorentz-Skalar transformieren. Die Bewegungsgleichungen der
Felder ergeben sich wiederum durch die Forderung, daff die Variation der Wirkung
verschwindet. Diese wird durch eine Variation der Felder

¢ — o409
up = 9ud+6(0,9) (2.5)
durchgefithrt, wobei
5(06) = O+ 56) — 0, = 0,(59). (2.6)

Daraus folgt
55 = [ dte Lo+ 56.0,6+ 50,0)) ~ £(5.0,6)

= [ (et ”)*_ﬂ” 3(3,577(0n8) ~ 160

- fon (e stEsnae)

Die Ableitungen von £ in bezug auf die Felder sind sogenannte Funktionalablei-
tungen. Die partielle Integration des zweiten Terms in Glg. (2.7) unter Beriick-

sichtigung, dal d¢ = 0 am Rand des Integrationsvolumens verschwindet, ergibt

schieBlich 0255:/d4 @g ), (%))(5@- (2.8)

Da die Variation d¢ beliebig ist, folgen die Feldgleichungen
oL ( oL )
— =0 | === ] =0. 2.9
9~ "\ 30,9 =

Im Falle mehrerer Felder wird nur ein zuséatzlicher Index eingefiihrt, die Form der
Feldgleichungen verandert sich jedoch nicht.

oL oL
75~ () =© 210

Wir betrachten als Beispiel freie Boson- und Fermionfelder.

Freie Bosonen: Die Lagrange-Dichte fiir das reelle skalare Feld ¢ der Masse m
lautet

Lrg = 5(0,60°9) — g’ (2.11)
Nach (2.10) ergibt sich die Feldgleichung
(0,0" + m*)p = (0} — A +m*)¢ = 0. (2.12)
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Dies ist die wohlbekannt Klein-Gordon-Gleichung fiir freie Bosonen mit der
allgemeinen Losung

50) = [ i FB)™ + F0)e7™)  (213)

fiir beliebige Funktionen f(p).

Freie Fermionen: Die Lagrange-Dichte fiir Fermionen der Masse m ist durch

/C}‘,D, = L/J(Z.’)/#ap“ — m)@b (2.14)

gegeben, wo ¢ = Ty, 7, die Dirac-Matrizen

10 0 o .
Yo = <0 ]l) 3 Yi = (—O‘i 0) 3 = 17273 (215)

und o; die Paulimatrizen sind. Unter Verwendung des konjugierten Feldes

¥ in (2.10) erhalten wir die Dirac-Gleichung

(190, —m)y =0, (2.16)
wahrend sich durch Einsetzen von % die konjugierte Dirac-Gleichung

— . —

(v 8, +m) =0 (2.17)

ergibt. Die allgemeine Losung lautet

bla)= ), /(;lr%\/pﬁo[b(p,s)wp,s)e”m+dT(P78)v(P78)€”’ﬂ

s==+1/2
(2.18)
mit Spinoren
Po —I' m Xs
u(pv*S) = 2 ( op Xs > )
’ e / (2.19)
o(p,s) = o em € X
’ 2m € Xs

und

1 0 0 1
X+1/2:<0>7 X—1/2:<1>7 62(_1 0) (220)
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2.2 Quantisierung

Fiir die Quantisierung des Systems stehen uns zwei gleichwertige Zugange zu
Verfiigung. Der kanonische Formalismus umfasst die Identifikation der eigentli-
chen dynamischen Variablen des Systems. Diese sind Operatoren, von welchen
man fordert, daf} sie die kanonischen Kommutatorbeziehungen erfiillen. Die Zeit-
entwicklung des System wird durch die Euler-Lagrangeschen Feldgleichungen be-
schrieben, welche formal identisch zu den klassischen Feldgleichungen sind. Das
erlaubt uns, die Ubergangsamplitude zwischen einem Anfangszustand und einem
Endzustand zu bestimmen.

Alternativ kénnen wir fiir die Beschreibung des Quantensystems den Feynman-
Padfintegral-Formalismus verwenden. In diesem Fall wird die Ubergangsamplitu-
de direkt als die Summe (ein Funktionalintegral) iiber alle méglichen Pfade zwi-
schen dem Anfangs- und dem Endzustand ausgedriickt, wobei jeder Pfad durch
den Exponenten seiner Wirkung gewichtet wird.

2.2.1 Kanonische Quantisierung
Das freie skalare Feld

Wir ersetzen die Feldvariablen durch Operatoren, von welchen wir fordern, daf}
sie folgende kanonischen Kommutatorbeziehungen zur gleichen Zeit erfiillen:

[m(x,1), 4(x',t)] = —i8°(x —x),
[W(th)vw(xlvw] = [qb(X,t),qﬁ(X’,t)] =0, (2.21)
wobei 5L
m(x) = 5000)” (2.22)

Die Feldoperatoren erfiillen formal die Klein-Gordon-Gleichung. Wir ersetzen
demnach die Entwicklungskoeffizienten der allgemeinen Losung in Glg. (2.13)
durch die Operatoren a(p) und af(p) und erhalten

(x) = /(2#”% (a(p)eip”” + aT(p)e_ipz) ) (2.23)

Wir interpretieren af(p) und a(p) als Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
und erhalten aus Glg. (2.21) die Kommutatorbeziehungen

la(p),a’(p")] = &(p—p),
[a(p),a(p’)] = [a'(p),d'(p)] =0. (2.24)

Mit den Losungen (2.23) und (2.24) kénnen wir den Feynman-Propagator, wel-
cher der Vakuumserwartungswert des zeitgeordnete Produkts zweier Felder ist,
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berechnen:

1A(z1 —z2) = (0|T(d(21)d(x2))[0)
= 0(t1 —t2)(0|d(x1)p(22)] 0) + O(t2 — 11){0 |d(z2)B(21)] 0)

4, ' .
/ ( P ! ¢ip(e1=a2) (2.25)

2m)4p? — p? 4 e

Das freie Dirac-Feld

Wir ersetzen die Felder ¢)(x) und deren konjugierten Impuls 7(x) = 7¢'(x) durch
Operatoren welche die Antikommutatorbeziehungen

{@/}(X,i),;/ﬁ(){’,?ﬁ)} = Fx—x)
{(x,0),0(x, 1)} = {i(x, 1), 0" (X, 1)} =0 (2.26)

erfilllen. Analog zum skalaren Feld l6sen wir formell die Dirac-Gleichung und
berechnen den Feynman-Propagator

iSe(x1 — 22)ap = (0|7 (a(z1)s(22))|0)
_ d*p 1 o iple1-12)
/ (27) <¢ —m+ ) s -

2.2.2 Pfadintegral Quantisierung

Quantenfeldtheorie wird iiblicherweise in Termen des Vakuumerwartungswertes
des zeitgeordneten Produkts von Feldoperatoren definiert, den Greens-Funktionen.
Fiir diese postulieren wir folgenden Pfadintegraldarstellung

G (@1, 29,y 2n) = (O] (1), ., d(24))[0)/(0]0)
= 7! / Do(z1)...d(x,)e S 1, (2.28)
mit der klassischen Lagrange-Dichte £ und dem Normierungsfaktor
7 = /ng e'J e (0]0). (2.29)
D¢ bezeichnet die Integration iiber alle Freiheitsgrade und ist formal durch

D¢ =[] do(z) (2.30)

definiert. Glg. (2.28) sollte als Formulierung der Theorie betrachtet werden. Die
Greens-Funktionen sind durch Funktionalableitungen der Funktionale W[.J] ge-
geben, die den Vakuums-Ubergangsamplituden in Anwesenheit duBerer Felder
entsprechen:

W[J] = Z—l/D¢ ¢t Azl I (@)d(@)] (2.31)
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Entwicklung in Potenzen von .J ergibt
W= H/d:cl...dan( Wy ooy @) I (1) S (22) (2.32)
n=0

und daraus folgt
1 0"

G (@1, r20) = (‘) 51 (1) (2) | 1=

Der Pfad-Integral-Formalismus hat nur im euklidischen Raum, d.h. Rotation zu

W[J). (2.33)

imaginarer Zeit

eine wohl definierte Bedeutung. Es kann gezeigt werden [18, 19], dafB} die analyti-
sche Fortsetzung von Glg. (2.34) (Wick-Rotation), wegen der speziellen Polstruk-
tur des Feynman-Propagators, bis zu jeder Ordnung der Stérungstheorie moglich
ist. Es ist eine Annahme, dafl das iiber die Stérungstheorie hinaus richtig ist.
Fir die korrekte Riickrotation zu Minkowski-Metrik ist es hinreichende, die von
Osterwalder und Schrader aufgestellten Bedingungen [20] zu erfiillen. Durch

i/dtdx—> /d4l’ und EM'mk — _'CEucl (235)

wird die oszillierende Exponentialfunktion in Glg. (2.28) zu einer exponentiell

abfallenden. Wir erhalten
G(n)(xla Loy uny xn) - Z_l / qu ¢($1)...¢($n)e_fd4T£Eucl
Z = /qu e_fd4I£Eucl‘ (236)

Diese Gleichungen kénnen als die Zustandssumme und die Korrelationsfunktion
eines Systems in der statistischen Mechanik interpretiert werden. Die Quanten-
theorie von Feldern in 3 Raumdimensionen wird in die statistische Mechanik von
Feldern in 4 euklidischen Dimensionen transformiert. Die euklidische Wirkung
spielt die Rolle von E/k,T, wobei E die klassische Energie, k; der Boltzmann-
faktor und 7" die Temperatur ist.

Die Beziehung zwischen QF T und klassischen statistischen Systemen ist tiefer
als die vorangegangenen Beobachtungen und wird in Kapitel 4.3 weiter aus-
gefiihrt.

Pfadintegral Quantisierung fiir Fermionen

Die Quantisierung von Fermionen in euklidischer Metrik erfolgt mittels des ge-
nerierenden Funktionals

e (2.37)
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wobei

Dy (2) Di(x) = [] dv(a)dis(x) (2.38)

und ¥ (x), ¥(z), n(x) und n(z) jeweils die (klassischen) Fermionfelder und die
Quellen sind. Wéhrend die Summe der Pfade fiir Bosonen ein Funktionalintegral
tiber normale komplexe Funktionen (skalare Felder) ist, mufl das Funktionalinte-
gral in (2.37) tiber antikommutierende Groflen genommen werden

{¢(2), ()} = {¥(2),d(a")} = {d(x),¥(2')} =0
{n(z),n(=")} = {n(z),n(=")} = {n(z),n(=")} = 0. (2.39)

Folglich sind diese Elemente einer Grassmann-Algebra.

Grassmann-Integration

Die Variablen 11, ..,9¥n werden als Generatoren einer Grassmann-Algebra be-
zeichnet, wenn sie untereinander antikommutieren, d.h.

Daraus folgt, dal das Quadrat einer Grassmann-Variable verschwindet,
i =0. (2.41)

Ein allgemeines Element einer Grassmann-Algebra ist durch eine Potenzreihe in
den v;’s definiert:

f(p) = fo+ Z fivi + Z fijvihj + .. + fiz. NV1Yo. N (2.42)

Aufgrund von Glg. (2.41) hat die Potenzreihe nur eine endliche Anzahl von Ter-
men. Wir betrachten Funktionen von den 2N Grassmann-Variablen 1, .., ¥y,
Y1, .., ¥y Fiir die weitere Diskussion sind wir vorwiegend an der Berechung der
Zweipunkt-Korrelationsfunktion G (1, ;) aus Glg. (2.36), und somit an Inte-
gralen der Form

N o
hL[A] = /Hd%/)ld%/}zl/)ﬂ/)je_zm’“:lWAT""% (2.43)
=1

N
LlA] = / [T didpre™Ermnms Dmmnin, (2.44)
=1

interessiert. A ist eine antisymmetrische und nicht-singulare Matrix. Wir betrach-
ten zuerst das Integral {iber eine allgemeine Funktion einer einzelnen Grassmann-

Variable
/ i () = / b fo + frib). (2.45)
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Das Integral sollte linear in f sein. Daher muf} es eine lineare Funktion von fy
und f; sein. Wir fordern die fundamentale Eigenschaft der Invarianz des Integrals
(2.45) unter der Verschiebung ¢ — ¢ 4+ n und erhalten

/ (o + i) = / S6((fo+ fim) + o). (2.46)

Die Verschiebung verdndert den konstanten Term und laBt den linearen Term
unverandert. Die einzige lineare Funktion von fo und f; mit dieser Eigenschaft
ist eine Konstante (die konventionell 1 gew&hlt wird) mal f;. Demnach definieren
wir [21]

/dlb(fo + fi) = fi. (2.47)

Um eine Mehrdeutigkeit von Integralen mehrerer Grassmann-Variablen zu ver-
meiden, legen wir

/d¢/d¢¢¢ = +1, (2.48)

fest, wobei die innerste Integration zuerst durchgefiihrt wird. Weiters ist zu
erwihnen, daB auch die MaBe di) und dip Grassmann-Variablen sind, die mit
allen anderen Grassmann-Variablen antikommutieren.

Um (2.44) zu berechnen, bringen wir den Integranden in folgende Form

N
e~ Eﬁ,n:l ,J)""A"""w" — H e_'lz)m Eﬁle Am'n"[’n (249)

m=1

Wegen (2.41) tragen nur die ersten zwei Terme der Potenzreihenentwicklung des
Exponenten zum Produkt bei und

e Emnmr UmAmotbn = N (] Ay by ) (1= O ANy tny ). (250)

Da wegen (2.47) nur jene Ausdriicke bei der Integration nicht verschwinden, die
alle Grassmann-Variablen enthalten, miissen wir nur Terme der Form

[([77&7777}] = Z ¢n1¢1¢n2¢;2'“¢nN7]}NA1nlA2n2"‘ANTLN (251)

beriicksichtigen. Da ein Produkt von Grassmann-Variablen antisymmetrisch ge-
geniiber Vertauschung zweier Variablen ist, wird (2.51) zu

[([1/)77])] = @Z)l&ll/}?&?"'l/)]\f&]\f Z €nq,na,..., nNAlnlAan---ANnN7

TV geeey nN

K[, ] = (detA)rirhatha...onthn. (2.52)
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Wir ersetzen den Exponenten in (2.44) durch diesen Ausdruck und erhalten

f:[ / d s

Wiiren ¢ und 3 normale Zahlen gewesen, hétten wir (27)"/detA als Ergebnis
erhalten.

Fiir die Berechnung von I;[A] fiigen wir zu Glg. (2.50) ¥;1; hinzu

L[A] = detA = det A. (2.53)

@bil/;je_zﬁv“:ld;mAm”w" = Z 77/)2'7])]'(1_@ElAlnl@bnl)---(l_J}NANnN@/}nN)- (254)

Da jede Variable nur dann einen Beitrag zum Integral gibt, wenn sie nur einmal
auftritt, ersetzt v»; den Klammerausdruck

(=) (L = A ) )5 = oo (—105) i (2.55)

und 16scht somit Terme mit dem Faktor Aj, . Das negative Vorzeichen von oy
entsteht durch die Vertauschung mit ;. Gleichermaflen ersetzt 1; alle Klammer-
ausdiicke

(=) (1 =, Anithi) i = (=10, )i (2.56)
und loscht demnach Ausdriicke mit A,,;. Analog zu (2.52) folgt

I(WU@Z] = (_1)i+j¢17z)1---¢NlZJN Z €nina,..., nN/Alnl“'AN’nNm (257)

wobei

1L, ,N'=1,..,(—1),(G+1),..,N. (2.58)

Die Summe enspricht der Determinante jener Matrix, die man durch streichen der
i-ten Spalte und der j-ten Zeile der Matrix A;; erhélt, dem sogenannten Minor
M;;. Fiir die inverse Matrix von A;; gilt

(=)™ M;;

1y
(A7) detA

(2.59)
und (2.57) wird zu

K[, 9] = (det A) AZ by by ... Nt (2.60)
Damit erhalten wir als Losung des zweiten gesuchten Integrals

L[A] = (detA)(A™Y),;. (2.61)
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2.3 Eichtheorie

Wir gehen nun von einer freien zu einer wechselwirkenden Theorie iiber. Dies
erreichen wir durch die Bedingung, dafl die Theorie invariant unter lokalen
Symmetrie-Transformationen ist. Derzeit wird angenommen, dafl alle fundamen-
talen Wechselwirkungen in Form von Eichtheorien beschrieben werden kénnen.

2.3.1 QED

Die QED ist eine abelsche Eichtheorie mit einer lokalen U(1) Symmetrie. Wir
zeigen, daB sie aus der Forderung nach Eichinvarianz und Renormierbarkeit der
freien Dirac-Theorie abgeleitet werden kann.

Wir betrachten die Lagrange-Dichte des freien Dirac-Feldes

Lo = (z)(1y"0, — m)(x). (2.62)

Sie hat eine globale U(1) Symmetrie, die der Invarianz unter einer Phasenande-
rung

Bla) = Wle) = ()

P(x) = Px) =d(z)e” (2.63)
entspricht. Wir verallgemeinern diese globale Symmetrie zu einer lokalen Sym-
metrie, d.h. wir ”eichen die Theorie” durch die Ersetzung von o durch a(z).

Wir konstruieren demnach eine Theorie, welche unter der Raum-Zeit abhangigen
Phasentransformation

P(r) = P(@) = @)
dx) = 9(@) = bla)e (2.64)

invariant ist. Durch diese Transformation bekommt der Ableitungsterm jedoch
die Form

P()dup(x) = P(2)0up(x) = ()PP, (e ()
= ()0 () — ip(z)dua(z)d(z). (2.65)

Der zweite Ausdruck zerstort die Invarianz. Wir ersetzen daher 9, durch die
kovariante Ableitung D, welche die einfachere Transformation

Dy = D)) = €D, i(x) (2.66)

haben soll. Somit wire (z)D,(x) eichinvariant. Diese Forderung konnen wir
durch die Einfiihrung eines zusétzlichen Vektorfeldes A,(z), dem Eichfeld, und

der kovarianten Ableitung

Dyp() = (0, + 1eA,(z)) () (2.67)
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erfiillen. Dabei ist e ein freier Parameter, der als elektrische Ladung identifiziert
werden kann. Damit das Transformationsgesetz (2.66) fiir die kovariante Ablei-
tung gilt, mufl das Eichfeld die Transformationseigenschaft

Au(z) — AL(:L') = Au(z)+ éaﬂa(;ﬁ) (2.68)

besitzen. Wir erhalten demnach die Lagrange-Dichte

£l = la)in" (9, + ieAu(@))(x) — mip(z)p(e). (2.69)

Damit das Eichfeld eine dynamische Variable wird, fiigen wird zur Lagrange-
Dichte einen Term mit Ableitungen der Eichfelder hinzu. Der einfachste eichin-
variante Ausdruck in 4 Dimensionen ist

, 1

A= _Z M/FMV’ (270)

wobei

Fo = 0,A, — 9,A,. (2.71)

Das FEichfeld A, muBl masselos sein, da der Term A, A" nicht eichinvariant ist.
Hoher dimensionale Kopplungen als (2.67) sind ausgeschlossen, da sie nicht re-
normierbar sind. Damit erhalten wir die vollstdndige Lagrange-Dichte der QED

- 1

Lonp = P()iy" (O + iedu(2))i(z) = mi(x)i(z) = J Fu . (2.72)

2.3.2 QCD

Im Falle nicht abelscher Eichtransformationen wird die Vorgehensweise ein wenig
komplizierter, das Konzept bleibt jedoch das gleiche. Fiir die QCD wird die globa-
le SU(3)-Colour-Symmetrie als Eichsymmetrie betrachtet. Die Lagrange-Dichte
lautet

Locn = —%ém)é“”(mz_f 7(x) (7" (9 + ig.Aulx)) = mj) £ (@), (273)

wobei ¢/(z) die Felder der N; verschiedenen Quarks mit Flavour 5 und der Masse
m; sind. Durch die Eichung tauchen die Gluonfelder A,(z) = °_ 1/2X, A5 ()
auf. Diese Vektorfelder haben acht Komponenten, von denen jede zu einem der
acht Generatoren der SU(3) gehort, den Gell-Mann-Matrizen A,, a = 1,...,8. A},

gehort folglich zur 8-dimensionalen Darstellung der Symmetriegruppe.

G (@) = D, A (2) — 8, Au(2) + ig, {A#, Ay} (2.74)
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ist der Gluon-Feldstarketensor. Die Symmetrietransformation ist durch

A

Ulz) = ¢ Za=1 2" ()5 (2.75)

gegeben und fir die Quark- und Gluonfelder gilt

-

¢(z) = q’'(z) = U(x)q'(x)
¢(z) = q'(z) = ¢ (2)U'(x) |
Auz) = Al(z)=U(a) <A#(:¢)—iaﬂ> Ut(z). (2.76)

2.3.3 Quantisierung

Die Quantisierung der QED in euklidischer Metrik erfolgt mittels des generieren-
den Funktionals

Win,a,J,] :/DA(I)D¢($)D¢(I)6_fd4T[EQED(¢7¢)+¢7Z+7I¢+Ju(f)A“(w)]‘ (2.77)

Das Maf}
DA(z) = [ dA(x) (2.78)

beinhaltet alle méglichen Eichfeldkonfigurationen. Einige Konfigurationen sind
jedoch durch Eichtransformationen untereinander verkniipft. Sie bilden Equivalenz-
Klassen, wobei alle Konfigurationen einer Klasse die gleiche Physik beschreiben,
d.h. sie haben die gleiche Wirkung. Dadurch entsteht ein unendlicher Faktor im
Funktionalintegral und das Integrationsmafl muf} geeignet redefiniert werden. Nur
eine endliche Anzahl von Konfigurationen pro Equivalenz-Klasse soll beriicksich-
tigt werden. Dies geschieht durch die Einfithrung eichfixierender Terme in der
Lagrange-Dichte.



Kapitel 3

Das Schwinger-Modell

Das Schwinger-Modell (J. Schwinger, 1962) ist masselose QED in 1 + 1 Dimen-

sionen und wird im euklidischen Raum durch die Lagrange-Dichte

L= L Fu@)F* (@) 4 B()l@ +iedu)o(@), w=01  (31)

beschrieben. In 141 Dimensionen gibt es nur drei antikommutierende y-Matrizen,
Yo, Y1, V5, Welche als die Pauli o-Matrizen gewdhlt werden kénnen:

_ (01

Yo = 01 = 1 0 )
_ (0 —

Y1 = 02 = l 0 9

. 1 0
Y5 = M1% =03 = <0 _1) ) (3.2)
wobei
Y} = 200, v =0,1,5. (3.3)
Der Feldstérketensor hat nur eine Komponente Fy; = —Fijg = F.

Das masselose Schwinger-Modell ist exakt losbar [2, 3, 7, 22, 23]. Ausgehend
von einer Theorie mit wechselwirkenden masselosen Fermionen, erhalt man eine
freie Theorie mit massiven Bosonen. Das Modell zeigt weiters Confinementverhal-
ten der fundamentalen Fermionen [5] und die Brechung der chiralen Symmetrie
durch die axiale Anomalie [6]. Es ist daher ein geeignetes Testmodell fir QCD in
vier Dimensionen.

15
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3.1 Bosonisierung

Bosonisierung ist eine Operation, welche die Beschreibung eines physikalischen
Systems mittels fermionischer Felder auf eine Beschreibung mittels bosonischer
Felder abbildet. Das heifit, es gibt eine Korrespondenz zwischen einer bestimmten
Menge von Greensfunktionen der fermionischen Theorie und einer anderen Menge
in der bosonischen Theorie.

Zur Losung des Schwingermodells verwenden wir den Zugang, der direkt mit
dem Pfadintegral arbeitet [24]. Wir zerlegen das Eichfeld in einen skalaren und
einen pseudoskalaren Anteil

Ay = ew0,B(2) + up(2), (3.4)

wobei p(z) dem Eichfreiheitsgrad entspricht. Um die fermionischen Felder vom
Eichfeld entkoppeln zu konnen, ist es nétig die Eichung zu fixieren. Durch den

Ansatz (3.4) ist die Landau-Eichung
9,4, =0, (3.5)

am geeignetsten. Demnach wird d,¢(x) zu einer Konstanten, welche wir der Ein-

fachheit halber Null wiahlen. Durch (3.4) wird der Feldstarketensor zu
F, = —5W02B(:p). (3.6)

Mit der Identitat
EupVv = iVMfYS (37)
und der Redefinition des Eichfeldes

A, = €A, (3.8)
erhalten wir fir die Wirkung
1 - .
S = o [P @B@) + [ Er(@eai) + 0056,
S = S+ Sr (39)

mit dem Axialvektorstrom

(@) = Y(@)yst(x). (3.10)

Die Wirkung wird durch "point-splitting” des Axialvektorstromes regularisiert.
Die y-Matrizen und die Ableitung d,B(x) werden in die Richtung projiziert, in
welche die Fermionen aufgespaltet werden:

Yo =

9, = ¢é.(0)-0. (3.11)
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Der Winkel 6 legt die Richtung der Aufspaltung fest. Fiir die Einheitsvektoren
€,(0) gilt

éo(0) = cos(8)éy + sin(f)éy,

é1(0) = —sin(0)ég + cos(f)é. (3.12)

Somit lautet der fermionische Anteil der Wirkung

Se = [ o (Gm)0.0)00) + F200BE), (1)

wobei

(@) = (2)7u(0) 75 (x + aé,(0)). (3.14)
Durch die Regularisierung ist der fermionische Sektor nicht mehr eichinvariant.
Es kann jedoch gezeigt werden [24], daBl im Limes ¢ — 0 die vollstandige Eichin-

varianz wiederhergestellt ist.
Das Funktionalintegral lautet

Win,nl = /D%/JD@/JDB exp (SB + Sr + /dzx (v + m/J)) ;

1 2
Sp = 502 d*z (823(1’)) ,
Se = [[ ey otomie o) (3.15)
mit
M(z,y) = 7u(0)9.(0)d(z — y) +7.(0)75(0)0,(0) B(2)d(z — y). (3.16)
Durch die Invarianz der Fermionintegration unter der Transformation
1/) — 77Z) - M_lnv
Y= —gM™! (3.17)

erhalten wir
Win.n) = / DB exp (— / / P d?yn(x)M-%x,y)n(stB) ¢S Bad) (318)
mit
¢5'(Bad) — / Dy D €7 (3.19)

Wir berechnen zuerst S’(B, a, ). Nach partieller Integration des zweiten Terms
von (3.13) erhalten wir

Se= [ o (Bm)0,0)0(0) + BLOORE) . (.20
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Durch die lokale chirale Transformation

¥(z) = P (a),
U(x) = P(x)eP ) (3.21)

werden die Fermionfelder vollstidndig vom FEichfeld entkoppelt und wir erhalten

S = [ o G 0)0.0)0(0), (3.22)

Die Kopplung der beiden Felder taucht jedoch durch die chirale Anomalie des
Fermionintegrationsmafles wieder auf [25].

Um wieder sphéarische Symmetrie zu erhalten, muf} iiber alle moglichen Rich-
tungen 6 gemittelt werden. Nach einer Reihenentwicklung des Pfadintegrales

(3.19) [24] und dem Limes

S"(B) = i +Wd05'B 0 3.23
(B)=tiny [ 525'(B.0.0) (3.29

erhalten wir |
S'(B) = ~or /dQ:x ((?B)2. (3.24)

T

Demnach lautet das Funktionalintegral

Wi, o] = / DB exp (— / / P dy ()M~ (@, y)n(y) + 5'(B) + SB) (3.25)

mit
1 2
S"(B)+ Sp = 5 d*z <(0QB(:1:))2 + %(0B(x))2> : (3.26)
Fiir M1 gilt
Mt = eB(I)%GO(:L' — y)eB(yM5 (3.27)
mit dem freien Fermionpropagator
1 L 2y,
Gio(2) Po(x) 2w a? (3.28)

Wenn wir dB(z) durch ¢ ersetzen, erhalten wir die Wirkung fiir freie Bosonen

mit der Masse .

m = NG (3.29)

Das Schwingermodell mit Ny masselosen Flavours wurde ebenfalls ausfiithrlich
untersucht [3, 4]. Man kann N7 skalare Zustande bilden. Da jedes Flavour gleich
zur Vakuumpolarisation beitragt, erhédlt man in der bosonisierten Theorie NJ% -1

masselose Bosonen und ein massives Boson mit der Masse

m= Nf%. (3.30)
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3.2 Brechung der chiralen Symmetrie

Anhand des Funktionalintegrals kann jetzt der Propagator

1

((2)(2)(0)9(0)) = ZTrG%(;L’)/DB(x) (2(B(@)-B(0) Sp+5"

11
= —P'@) (3.31)

22 12
berechnet werden [24], mit dem Ergebnis

Py = 0 [0 L]
(

2m)? p*(p* + m?)
= 2(y + In(mz/2) + Ko(mz)), (3.32)

wobei v die Eulerkonstante und Ky die assozierte Besselfunktion ist. P(z) hat
die folgende asymptotische Entwicklung:

2m2x? x—0

P(z) ~ { 2y 4+ 2In(mx/2) + O(e™™") = — o0
Demnach gilt fir + — oc:
()b (2)9(0)(0)) = £ 4+ O(™™). (3.33)
Fiir grofie Abstande zerfllt der Propagator in (Clusterzerlegung)
(W ()i (2)9(0)9(0)) = [((x)p(2))?]. (3.34)

Der Ordnungsparameter (1 (z)y(x)) gibt an, ob die chirale Symmetrie gebrochen
ist oder nicht. Fiir grofle = gilt

(P)b(e) e (3.35)

Obwohl die Wirkung in 1 + 1 Dimensionen formal invariant unter der chiralen
Transformation (3.21) ist, ist die Symmetrie dennoch durch die axiale Anomalie

[6] gebrochen.
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3.3 Confinement

Es gibt zwei Moglichkeiten zu testen, ob eine Theorie confined oder nicht. Die erste
zeigt, dafl unendlich viel Energie benotigt wird, um eine isolierte Testladung zum
System hinzuzufiigen. Der Ordnungsparameter ist in diesem Fall der Polyakov-
Loop (L), welcher fiir (£) = 0 Confinement angibt. Die zweite Methode zeigt, daf
unendlich viel Energie bendtigt wird, um zwei Ladungen beliebig weit raumlich
zu trennen. Dies wird an Hand des Wilson-Loops

We = (eicdetantule)) (3.36)

untersucht. Das Linienintegral (3.36) wird entlang der rechteckigen Weges C mit
den Seiten R und T in euklidischer Raum-Zeit genommen. Das statische Quark-
Potential wird durch das Verhalten des Wilson-Loops fiir grofie T' definiert:

o1
sodaf
We TR7 CemTVR), (3.38)

V(R) ist die Energie des Eichfeldes in Gegenwart zweier statischen Ladungen,
welche durch den Abstand R getrennt sind. Schlielich fithren wir noch den Ko-
effizienten

1 1
a=lim =V(R)=— lim Fanc (3.39)

R—soo R RT—oo RT

ein, die sogenannte string tension. Wenn « nicht verschwindet, wéchst das Po-
tential V(R) asymptotisch mit R:

R—oo

V(R) "2 aR. (3.40)

In diesem Fall wirkt eine konstante Kraft a zwischen den weit getrennten Ladun-
gen und man spricht von statischem Confinement. Grofie Wilson-Loops erfiillen
somit das Flachengesetz [1]

We 0% CemaRT, (3.41)

Wir berechnen nun den Wilson-Loop fiir das Schwingermodell. Aus (3.4) und
dem Integralsatz von Stokes folgt

%Aﬂdz# =— / d*z 0*B(z), (3.42)
c r

wobei I' die von C eingeschlossene Flache ist. Somit lautet das Wilson-Loop-
Integral

. 1 /
<e“f§c dZ“A“(Z)> = Z/DB(w) exp <_i/d2$ 32B> e (7)o (3.43)
r
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mit
S'(B)+ S = L [ <(82B($))2 + %(63@))2) : (3.44)

2e?

Die Transformation in den Impulsraum und die Integration iiber die bosonischen
Felder [26] fithrt zu
We =exp{L(T,R) — L(R,T)}, (3.45)

wobei

2 2 _ - 20 . 2
L(T, R) :_e_/ @p |1 = exp(ipoD)|" |1 — exp(ip B)|” (3.46)
2 ) (2m)? pi(p? + m?)

Fiir grofle Loops und grofle 7" erhalten wir

2

We = exp {—e—m(T + R)+ O(e™™T, e—mR)} (3.47)

Demnach erfillt We nicht das fiir Confinement erforderliche Flachengesetz
(3.41). Der Grund dafiir ist, dafl der string in (7' 4 R)-Paare zerfallt und W, eine
exp(-Umfang) Abhéngigkeit erhélt, d.h. die Fermion-Paarerzeugung zerstort das
Wilson-Verhalten des Loops.

Der Wilson-Loop in Abwesenheit der Fermionen kann durch die Wahl m = 0
in L(T, R) erhalten werden. Dies fiihrt zu

We = exp {—%QRT}
= exp{—aRT}. (3.48)
Es ist zu beachten, da} in Anwesenheit der Fermionen fir R, T <« 1
We = exp {—aRT + O(R*,T?)} (3.49)

gilt. Somit erhalten wir folgendes Bild iiber Confinement im Schwinger-Modell.

Kleine Eichfeld-Loops zeigen das exp(-Flache) Wilson-Verhalten. Wenn die
Loops grofer und groBer gemacht werden, benétigen wir aufgrund des Wilson-
Verhaltens der reinen Eichfeld-Loops sehr viel Energie und das System erzeugt
statt dessen ein Fermion-Antifermion-Paar [5]. Der Ubergang von einer Flichen-
abhangigkeit zu einer Umfangabhédngigkeit erfolgt bei der charakteristischen Lén-
genskala des Systems, welche fiir das Schwingermodell m ™! ist.



Kapitel 4

Das Schwinger-Modell auf dem
Gitter

Die grundlegende Definition einer QFT bendétigt die zeitweilige Einfithrung ei-
nes Definitionsrahmens, welcher die ultravioletten Divergenzen regularisiert und
letztendlich durch eine bestimmte Grenzwertbildung aus der Theorie verschwin-
det. Altere Regularisierungschemen sind eng mit der Stérungstheorie verkniipft:
Ein ProzeB wird bis zu einer bestimmten Ordnung der Kopplungskonstanten be-
rechnet und die divergenten Terme werden Ordnung fiir Ordnung entfernt.

Die Gitter-Regularisierung (Wilson, 1974) [1] ist die einzige bekannte nicht-
perturbative eichinvariante Regularisierungsmethode. Der erste Schritt ist die
Einfiihrung eines Raum-Zeit-Gitters, durch welche der Impulsraum auf die
Brilluin-Zone [—7/a, 7 /a] beschrankt wird und somit der erforderlicher Impuls-
Cutoff geschaffen wird. Der zweite Schritt entspricht dem Entfernen der Gitter-
struktur. Der Zusammenhang mit dem Experiment besteht nur im Kontinuum-
Limes, wenn der Gitterabstand a gegen Null geht.

Durch die abzéhlbare Anzahl von Freiheitsgraden bekommt das Pfadintegral
eine wohl definierte Bedeutung und ermoglicht die Durchfiihrung numerischer
Simulationen der QFT mittels Monte-Carlo-Simulationen. Dadurch wird die Git-
tereichtheorie zu einem geeigneten Mittel, um nicht-perturbative Analysen durch-
zufithren und Confinement zu untersuchen. Letztendlich soll gepriift werden, ob
die QCD die korrekte Theorie der starken Wechselwirkung ist.

Ein Nachteil der Gitter-Regularisierung ist die Verletzung bestimmter Sym-
metrien. Die Diskretisierung von Raum und Zeit bricht die Lorentz-Symmetrie
(O(d) Symmetrie im euklidischen Raum). Die verbleibende kubische Symmetrie
reicht jedoch aus, um diese im Kontinuum-Limes wiederherzustellen. Spezielle
Probleme treten bei der chiralen Symmetrie und der chiralen Eichtheorie auf.

Die Formulierung der Eichtheorie auf dem Gitter erfordert folgende Schritte:
Diskretisierung von Raum-Zeit, Beschreibung des Eichfeldes und der fermioni-
schen Felder, Konstruktion der Wirkung und Festlegung der Operatoren, welche
die Physik untersuchen sollen.

22
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4.1 Freie Fermionen auf dem Gitter

Wir betrachten die Wirkung freier Fermionen in zwei dimensionaler euklidischer

Metrik
Sp = /dzx U(2) (7,0, + M)p(z), pu=0,1. (4.1)

Der Ubergang vom Kontinuum auf ein quadratisches Gitter mit dem Gitterab-
stand a erfolgt durch die Ersetzungen

T, — nua,

/dQ:z; — aQZ. (4.2)

n

Jeder Punkt auf dem Gitter ist durch zwei ganzahlige Variablen spezifiziert, wel-
che durch n, = (ng, n1) bezeichnet werden. Da wir an der Pfadintegraldarstellung
von dimensionslosen Gréflen interessiert sind, skalieren wir die Masse M und die
Felder +» und 1 entsprechend ihrer kanonischen Dimension:

M %M,
0() = —pbina),
Ba) = —1zbina)
0,0() = —Oud(na) (13)

wobei die Ableitung auf dem Gitter durch

@A#;/;(na) = % [;/;(na + fia) — L/;(na — [ia) (4.4)

gegeben ist. Der Vektor i = €, bezeichnet den Einheitsvektor in p-Richtung.
Somit wird die Gitterversion der Wirkung (4.1) zu

= 3" a(n)Kas(n,m)ida(m), (45)

n,m,o,3

wobei

. 1 .
Kog(n,m) =Y 5(W)as [Omnts = Omn—p] + Mmnda,s (4.6)

1w

ist. Die Form der Gitterwirkung (4.5) ist nicht eindeutig und stellt nur die einfach-
ste mogliche Wahl dar. Grundsétzliche sollte sie Symmetrien wie Eichinvarianz (s.
Kapitel 4.2), Translations- und Rotationsinvarianz, Paritat-Symmetrie, Ladungs-
konjugation und hermitsche Invarianz respektieren und die korrekten klassischen
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Ausdriicke im naiven Kontinuum-Limes, d.h. wenn wir den Gitterabstand a ana-
lytisch gegen 0 gehen lassen, wiedergeben. Um letzteres zu kontrollieren berechnen
wir die Zweipunkt-Greensfunktion

_ [ DYDY fu(n)ds(m)esr

(a(n)ibs(m)) o
[ Dy Doy e=5F

(4.7)

wobei das Integrationsmaf} durch

DY D) = [T diba(n) [T dibs(m). (4.8)
B,m

a,mn

definiert ist. Unter Verwendung von (2.61) und (2.53) erhalten wir

(fa(n)bs(m)) = K7} (n,m). (4.9)

Um den Kontinuum-Limit zu untersuchen, reskalieren wir M, ) und v entspre-

chend (4.3) und fithren den Limes a — 0 durch, d.h.

~ ~ . 1 Ty
(Dal@)ba(y)) = lim =Gos (5,2, Ma) (4.10)
wobei )
Gap(n,m, M) = K 5(n,m). (4.11)

Nach einigen Berechnungen [27] erhalten wir

/w/a d2p {_i zn Yubu + M

(o) 5(y)) = lim i B grle)  (4.12)
a—=0 w/a (27T)2 Z# PZ + M?
mit |
Py = asin(p#a). (4.13)

Die Sinusfunktion im Nenner von (4.12) verschwindet fiir p = 0 und an den Enden
der Brillouin-Zone p, = 4+ /a. Folglich existieren in d Raum-Zeit-Dimensionen
2¢ Bereiche der Integration (4.12), in denen p, einen endliche Wert im Limes
a — 0 annimmt. Die Impulsverteilungsfunktion hat die charakteristische Form
von Einzel-Teilchen-Propagatoren, wodurch (2% — 1) zusétzlichen Fermionen auf-
tauchen. Dies ist das sogenannten ,,fermion doubling problem”.

Demnach fiithrt der Ansatz (4.5) nicht zum korrekten Kontinuum-Limes und
es muf} ein Weg gefunden werden, die zusatzlichen Teilchen zu elimieren.
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4.1.1 Wilson-Fermionen

Eine der bekanntesten Methoden, um dies zu erreichen, wurde von Wilson (1975)
vorgeschlagen. Durch die Einfithrung eines zusdtzlichen Terms in die Wirkung

(4.5)
W r B A s
SE =8 =5 ) m)Ad(n), (4.14)
wobei r der Wilson-Parameter und A der Gitter-Laplaceoperator
Ad(n) =Y (d(n + o) +(n — 1) = 2(n)) (4.15)
m

ist, werden die Nullstellen im Nenner von (4.12) an den Enden der Brillouin-Zone
um eine Betrag proportional a~! angehoben. Analog zu (4.5) kann die Wilson-
Wirkung in die Form

= > aln n) K (n,m)da(m), (4.16)

n,m,o,3
gebracht werden, wobei
. 1
Kls(nym) = =53 1 = 3u)apdmmts + (1 + %)apdmn-i]
un
+(M 4 2r)6,.100 5. (4.17)

Die modifizierte Wirkung fithrt zu folgender Zweipunkt-Greensfunktion im Kon-
tinuum

. x ] 7/a d*p {_i EM’Y;A};M‘I'M(]?) o8 ip(a—y)
($a(2)9s(y)) = lim SR C I TP , (418)

wobei M(p) durch
2r
M(p) =M+ — in’ 2 4.1
(1) = M+ 23 sin(pa2) (4.19)

u
gegeben ist. Im Kontinuum-Limes a — 0 wird M(p) zu M. An den Enden der
Brillouin-Zone divergiert jedoch M(p), wodurch die zusétzlich aufgetauchten Teil-
chen entkoppeln.

Der Nachteil dieser Methode ist, daBl durch den zusdtzlichen Massenterm r
auch im masselosen Fall die chirale Symmetrie explizit gebrochen ist. Daher stellt
sich die Frage, ob dieser Mangel durch eine einfache Verdnderung der Gitterwir-
kung behoben werden kann. Nielsen und Ninomiya [28, 29] zeigten, daB es nicht
moglich ist, exakte chirale Symmetrie am Gitter zu realisieren, ohne einige wich-
tige grundlegenden Prinzipien, wie Lokalitdt, zu verletzen (s. Kapitel 7.1).
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4.2 QED auf dem Gitter

Wir beginnen mit der Wilson-Wirkung fiir freie Fermionen

SETo = Y da(n)KY(n,m),(m) (4.20)

n,m,o,3

Kl(n,m) = —5 Z — VwapOmmtn (7 + Yu)osdmn—il

+(M + 27)0m 1008 (4.21)

und fordern, analog zu Kapitel 2.3.1, daf} diese invariant unter der lokalen Eichtrans-
formation

P(n) = Ga)b(n),
d(n) - G(n)G(n) (4.22)

ist, wobei G(n) = e~ ein Element der U(1) Gruppe ist. Um eichinvariante
Ausdriicke fiir Terme der Gitterableitung (4.4) zu erhalten, ersetzen wir:

Y()(r —y)vn+ i) = Y0 — %) Unnsith(n + ),
n+ ) (r+.)en) = dn+ )(T+%)Un+ﬂ,n¢(n)7 (4.23)

wobei

Unnsi — G)Unnii G (0 + 1),
Unpin = G+ () UngpnG™ (0). (4.24)

Die Elemente U, ,,+; leben auf den links zwischen zwei Gitterpunkten und sind
richtungsorientierte Grofen fiir die

Un,n—l—,u U'I—}—,u n (425)
gilt. Sie sind ebenfalls Elemente der U(1) Eichgruppe, welche als
Unpi = €07 (4.26)

geschrieben werden konnen. Somit erhalten wir die eichinvariante Gitterwirkung
fiir Wilson-Fermionen

SE/[UﬂZ}aJ}] = M‘|‘2T ZJ}
__Z nn-HﬂvZ)( /:L)

+ (4 @) (r 49Uy (n)| - (4.27)
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Um ¢,(n) zu identifizieren, reskalieren wir die Variablen M, t» und 1 und fithren
den naiven Kontinuum-Limes durch:

lim S [0, . ] = / P (@) (3D + MY(2), (4.28)

wobei

Dyb(x) = lim —— (éﬂ + i¢*§”>> (n). (4.29)

a—0 0,3/2

Durch Vergleich von (4.29) mit (2.67) erhalten wir

bu(n) = eaA,(n) (4.30)

und weiters

Up(n) = Uppyp = 240, (4.31)

Um die Konstruktion der Gitterwirkung zu vervollstandigen, ben6tigen wir noch
die Gitterversion des kinetischen Terms des Eichfeldes (2.70). Dieser kann aus
dem Produkt der Link-Variablen entlang eines geschlossenen Weges auf dem eu-
klidischen Raum-Zeit-Gitter konstruiert werden. Wegen der lokalen Struktur von
(2.70) konzentrieren wir uns nur auf die kleinsten moglichen Wege, welche entlang
der Rénder einer elementaren Plakette in der y-v-Ebene verlaufen. Wir definieren

Uw(n) = Uu(n)Uy(n—l—,EL)U:[(n—l—D)UJ(n) (4.32)
und erhalten mittels (4.31)
Uy (n) = e T, (4.33)
wobei |
Fu(n) = —[(Au(n + i) = Ay(n)) = (Au(n + 0) = Ay(n))] (4.34)
der diskretisierte Feldstarketensor ist. Fiir kleine Gitterabsténde ergibt
1 1 + 1 )
= Y |1- 5 (U (n) + UL (n)) | = T > a*F(n)F(n) (4.35)
u<v v

die korrekte Wirkung des Eichfelder im Kontinuum (2.70). Somit ist die vollstandi-
ge Gitterwirkung der QED durch

P

gegeben, wobei Up das Produkt der Link-Variablen entlang des Weges um die
elementare Plakette P bezeichnet.
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4.3 Kontinuum-Limes

Um letztendlich physikalische GréBen messen zu koénnen, miissen wir den
Kontinuum-Limes durchfithren. Wenn wir eine Theorie auf dem Gitter definieren,
entspricht der Gitterabstand a einem ultravioletten Cutoff. Die Kopplungskon-
stante e(a) in der Wirkung (4.36) ist eine nackte Kopplung, die nur in Bezug auf
a definiert ist. Wenn wir den Kontinuum-Limes durchfiithren und den Gitterab-
stand gegen Null gehen lassen, miissen wir physikalische Groflen festhalten und
angeben, wie sich e(a) verhalt.

Der einzige dimensionsbehaftete Parameter ist der Gitterabstand a. Aus Di-
mensionsgrinden miissen physikalische Observablen proportional zu Ordnungen
von a sein. Anregungszustande haben zum Beispiel die Masse

L,
m(e,a) = Em(e(a)), (4.37)
wobei m(e(a)) eine dimensionslose Gittergrofe ist. Die Existenz des Kontinuum-
Limes impliziert

1
lim —rn(e(a)) — konstant (4.38)

a—0 @

und m muf klarerweise fiir a — 0 verschwinden. Was heif}t es, den Gitterabstand
gegen Null gehen zu lassen? Dazu betrachten wir die Korrelationsldange &, die den
exponentiellen Abfall

(a()s(y)) o el I/e (4.39)
der Zweipunkt-Funktion (4.18) bestimmt. Aus (4.38) folgt fiir die Korrelati-

onslange in Einheiten der Gittergrofle ¢ = £/a = 1/m fir verschwindenden
Gitterabstand )
£ 27 . (4.40)

Folglich miissen wir den Parameter e(a) in (4.38) so verdndern, dafi die Korre-
lationlédnge é divergiert. Dies tritt nur an einem kritischen Punkt e. eines Pha-
seniiberganges zweiter (oder hoherer) Ordnung auf. Da i an diesem Punkt ver-
schwinden muf}, kénnen wir offensichtlich bei praktischen numerischen Simula-
tionen auf einem endlichen Gitter nie den Kontinuum-Limes erreichen.

Wir erwarten jedoch in der Ndhe des kritischen Punktes der QED e, = 0,
daB physikalische Grofien und somit (4.38) unabhéngig von der GittergroBe sind.
Infolgedessen erfiillt m die Renormierungsgruppen-Gleichung

dm(e,a) < 0 n 5(@%) mle,a) = 0, (4.41)

dloga dloga

wobei

Oe

ple) = dloga

(4.42)
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die Callan-Symanzik S-Funktion [30, 31] ist, welche in vier Dimensionen durch
Storungstheorie in e ermittelt werden kann:

Be) = Boe® + pre” + O(e"). (4.43)
Die Integration der Differentialgleichung ergibt [27, 32]
_ !
(1(6) - Af(e)7
—B31/2532 1
fle) = (Boe®) ™ exp (—2 2) (1+0(€?)) . (4.44)
Boe

Die Integrationskonstante A fixiert die Skala und hat die Dimension einer Mas-
se. Thr Wert kann nur nicht-perturbativ ermittelt werden und héngt im Detail
vom Regularisierungsschema und der bestimmten Form der Gitterwirkung ab.
Physikalische Groflen sollten somit folgerndermaflen asymptotisch skalieren:

m = ma(e) = m—f(e) (4.45)

Um physikalische Ergebnisse in der Gittereichtheorie zu erhalten, sind folgende
drei Schritte erforderlich:

1. Berechnung der Massen m fiir mehrere Kopplungen e.

2. Beobachten des Skalierens von ma entsprechend der g-Funktion in Abhéngig-
keit von e.

3. Setzen der gesamten Massenskala fiir eine dimensionsbehaftete Grofle in
Ubereinstimmung mit dem Experiment und Voraussage aller weiteren di-
mensionsbehafteten Observablen in deren Einheiten.

Das Schwinger-Modell ist eine superrenormierbare Theorie. Die nackte Kopp-
lung é hat daher die Dimension einer Masse. Durch die Untersuchung des naiven
Kontinuum-Limes der Eichfeldwirkung (4.35) erhalten wir

1
e= ¢ (4.46)
a

und weiters

-2 (4.47)

m 1m
é



Kapitel 5

Korrelationsfunktionen

Das Ziel unserer Untersuchungen ist die Berechnung des Massenspektrums des
Zwei-Flavour Schwingermodells auf dem Gitter, welches aus dem exponenentiel-
len Abfall der Zweipunkt-Korrelationsfunktionen der fermionischen Stréme be-
stimmt wird. Azakov und Joos berechneten das Modell im Kontinuum auf einem
Torus 73 [33, 34] explizit und unter Beriicksichtigung des endlichen Volumens.
Der Torus im Kontinuuum entspricht den periodischen Randbedingungen auf
dem Gitter und wir erwarten daher die Reproduktion der Kontinuumseigenschaf-
ten bei MC-Simulationen des Gittermodells. Die Ausfithrungen dieses Kapitels
folgen hauptsachlich [35].

5.1 Das Zwei-Flavour SM auf dem Torus 75

Die Wirkung des Zwei-Flavour Schwingermodels im Kontinuum auf dem Torus
T2, 0 <z, < L,, in euklidischer Metrik ist durch

= T l ) F* (x Nore e T ®) (4 =
s= [ 4 B + 0 a0, + e ()60 b= 1

gegeben. Das U(1) Eichfeld auf 73 kann durch

Aul(2) = 0,9(2) + ey B(2) + Ly + e, (52)
eloly
beschrieben werden, wobei das konstante harmonische Eichpotential ¢, € [0,27/L,],
0¢,, = 0, das sogennante Toronfeld ist. Der letzte Term in (5.2) ist ein Represen-
tant der Chern-Klasse CH¥) (topologische Sektor) mit der topologischen Quan-
tenzahl k& = = [F, k = 0,£1,£2,... . Das Atiyah-Singer-Indextheorem [36]
besagt:
nL—nR:ka, (53)
wobei N; die Anzahl der Flavour und n; (ng) die Anzahl der linkshandigen
(rechtshandigen) Losungen der Dirac-Gleichung in einem Hintergrundfeld mit der

30
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topologischen Quantenzahl & ist. Diese Losungen werden topologische Nullmoden
(NM) genannt und es gilt

V(O + ieAu(x))X(b)(x) = 0. (5.4)

Im Zwei-Flavour SM gibt es 2k linkshandige (rechtshandige) NM fiir & > 0 (k <
0) und keine oder zwei NM fiir k£ = 0, abhéngig vom Toronfeld ¢, [33].
Die Pfadintegraldarstellung des Vakuumerwartungswertes der Observable

hat die Form |

(@) = [ DADGDY QLA G, p] ST (5.5)

Bei der Intergation iiber die fermionischen Felder mufl man auf die 2k NM, die
im topologischen Sektor k # 0 auftauchen, acht geben. Man erhilt [37]

)bun)edle)iun) = 53 [ DPae e,
X Z {(il)xl(wil)"'Xl(wil»zl(yjl)"'X/l(yjl)

perm

S(k)(wilﬂ y Yo A)S(k)(xln, Yins A)} ) (56)

wobei ), die Summation tiber alle topologischen Sektoren und x;(z), x;(y),
1,7 = 1,...;,0 mit [ = 2k eine orthogonale Menge von NM-Wellenfunktionen be-
zeichnet. Dabei sind det’[D4] und S®)(z,y; A) jeweils die Determinante und die
Greensfunktion des Dirac-Operators ohne NM im Hintergrundfeld A®) mit der
topologischen Quantenzahl k. Zur Vereinfachung der Notation wurden in (5.6)
die Dirac- und Flavour-Indices p, b bei @/pr(:ﬂ) und X&b)(iﬂ) nicht angefiihrt.

Fiir die Berechung von Observablen benétigt man die effektive Wirkung I'.,
welche durch det'[D 4] = exp(T.st[A¥)]) definiert ist. In [34] wurde sie mittels

Pauli-Villars-Regularisierung berechnet.

5.2 Korrelationsfunktionen der Fermiondichten

Bei der Berechnung von Fermiondichte-Korrelationsfunktionen mit Hilfe des Pfa-
dintegrals (5.6) erhalten wir Beitriige von den Eichfeldsektoren I* mit den topo-
logischen Quantenzahlen & = 0, £1:

()T (@) e(y) " (y) = 1°+ 171 =TT, w0 =10,1,2,3, (5.7)

wobei I' (I'') eine allgemeine Kombination von zweidimensionalen y-Matrizen, die
auf den Spinorindex p wirken, und 7" zweidimensionale hermitische Matrizen,
welche auf den Flavourindex b wirken, sind.



KAPITEL 5. KORRELATIONSFUNKTIONEN 32

Der k = 0 Beitrag besteht aus einem connected-Teil I. und einem disconnected-

Teil 1;:

I° = I+ 1,

= %/DAOGXP (—Sg[AO]) exp (%FGH[AOD

< {Te(r*)Tr [TS (2,27 A°) |omor] Te(7*)Te [1S (y, 35 A°) |,=y]
—Tr(r%r")Tr [FS (1’, Y; AO) I's (y, x; AO)] } . (5.8)

Es folgt aus der Form der lokalen Lésung der 2 dimensionalen Dirac-Gleichung
mit dem Hintergrundfeld A° des Schwingermodells, daB

S(x,y; A%) = eiea(I)St(:x — y)e_iea*(z), (5.9)

wobei a(z) = a(x) —1ysb(x) und Si(x —y) der Propagator in einem reinen Toron-
Hintergrundfeld ¢, ist.
Fiir die Terme /%! von den topologischen Sektoren k = 41 erhalten wir nach

der Integration iiber die Eichfelder [34]

e A0, (0)] 101(2/2)[* + 1605(2/2)]*

8m L§161(2)] |03(0)*
X exp (—2#2/(1)0[/1) — 210G (x — y)) )
XTr[(1 & v5)T]Tr[(1 & v5) 1] Tr(74ere), (5.10)

wobei n(7) = ¢ T[22, (1 — ¢**), ¢ = e, ist. Dabei ist 0,(2) = 0,(z|iT),
7 = L1/ Lo, die Jacobi #-Funktion

+oo
Oup(z|im) = Z exp(m'(n—|—a/2)2T+27Ti(n+a/2)(z—I—b/Z)), a,b=10,1 (5.11)
mit der Notation 8, = —60y1, 8y = 019, 03 = g0, 8, = 0p; und dem Argument

z = [(zo —yo) +1(z1 — y1)]/ Lo.
Die Greensfunktionen G(z), G,(z) sind durch

00 —m?)G(z) =6 (z), (04 m?)G(z)=46(z) (5.12)

definiert, wobei G, (z) = Go(z) — m?*G(z), m? = 2¢*/7, und der Index iiber den
Deltafunktionen das Weglassen der NM anzeigt. Die Losungen von (5.12) sind
durch [34]

1 |01([$0—|—ZZL’1]/L0|ZT)| ZL'%

| .
Go(z) o n |9/1(0|Z7')| + STol: + const,
1 cosh [E(n)(Ly /2 — |z4])] €27nwo/ Lo 1
B : - 1
Gr(7) 2Ly Z E(n)sinh [L1F(n)/2] m2Lol, (5.13)

n
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gegeben, wobei

2m2p2 1/2
E(n) = ( - —|—m2> . (5.14)
LO

Fiir |2| < L1, Ly erhalten wir die korrekten Greensfunktionen freier Bosonen im
flachen Raum:

$
=
2

—%1n(|x|/L1), (5.15)

1
Gn(z) =~ gKo(m|$|), (5.16)

wobel K die modifizierte Besselfunktion bezeichnet.
Anhand der Berechnung der Spuren der v,- und 7-Matrizen in (5.8) und (5.10)
erhalten wir folgendes Ergebnis:

1. Der Isovektor-Strom I' = v, 7%, v = 1, 2, 3, erhalt nur Beitrdge vom connected-

Teil.

2. Der Isoskalar-Strom I' = ~,7% erhilt Beitrdge vom connected- und vom
disconnected-Teil.

3. Die skalaren und pseudoskalaren Dichten I' = 7% und I' = ~57%, u =
0,1,2,3, erhalten Beitrdge vom connected-Teil und von den NM (5.10).

5.2.1 Isovektor- und Axialvektor-Strom

Durch Einsetzen von (5.9) in (5.8) erhalten wir fiir den Isovektor-Strom j; =
Yy, u=1,2,3, die Zweipunkt-Korrelationsfunktion

e 2 1
<]u (x)Ju(y» = 5UU <_;€upgvgap80G0(x - y) + 72L0L1 RAW(T)> 3 (517)

wobei
Roo(7) =274 P(7), Ru(r)=—P(7), Roi(7)= Rio(7)=0,

mﬂ:§<agﬂﬂﬂmmf—mmﬂ>. (5.18)

Fiir die Korrelationsfunktion der Felder eines festen raumlichen Impulses py # 0
erhalten wir mittels (5.13) und (5.17)

(o) = / do exp(ipozo) (72 (z0,£)52(0, 0))

coshllpol (421 = )]

—1
; 5.19
msinh(L[po|L1) (5.19)

= (_1)“+1|P0|




KAPITEL 5. KORRELATIONSFUNKTIONEN 34

Im Limes Lo, L1 — oo folgt aus (5.15) und (5.17)

. . —1 Spuv 1 2,2y
(n()gsy)) = 6 WZ B {—&w +2 |2|2 } , z=z—y (5.20)

das korrekte Ergebnis im flachen Raum [9].
Der Axialvektor-Strom ist in zwei Dimensionen wegen 7,vs = 1£,,7, dual
zum Vektor-Strom:

Jou(®) = (@) yu50(2) = ieuwiu(@). (5.21)

5.2.2 Isoskalar-Strom

Der disconnected-Anteil des Isoskalar-Stroms ]2 = 1)y, 7% ist der gleiche wie fiir
den Isovektor-Strom. Zusammen mit dem connected-Teil erhalten wir

) ) 2 4e?
<]2($)]8(y)> = _;EnpguaapaaGO(l’ - y) + Faﬂpawap&,G(m — y). (522)

Die konstanten Terme von I; und I, haben sich weggehoben. Aus (5.12) folgt

G)AD) = ~ 200Dy i — ). (5.23)

Gleich wie fiir den Isovektor-Strom bilden wir die Korrelationsfunktion der Felder
fiir einen festen raumlichen Impuls py und erhalten mittels (5.13) und (5.23)

m(tipe) = / dio explipozo) (70 (0, 1)7(0,0))

cosh[E(p )(% — 1)l
= ) N B () Ty

(5.24)

wobei FE(po) = \/m?+pg, cu(po) = —FE(po) fiir p = 0 und e,(po) = p5/E(po)
fiir p = 1. Somit bleibt nur der Beitrag eines freien massiven Teilchens iibrig. Im

Limes Lg, L1 — oo folgt aus (5.16) und (5.23)

(1 1

RETY

(Gu(2)70(y))

— 0y Ky (ml2]) i Ka(mlz|)(mlz])?|, (5.25)

22
|22

wobei z = z — y, die Korrelationsfunktion im flachen Raum [9].
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5.2.3 Skalare und pseudoskalare Dichten

Die Korrelationsfunktionen von Skalaren und Pseudoskalaren s = 174, s& =
VY57, u = 0,1,2,3, kdnnen durch die Definition von s%(z) in einfacher Form
geschrieben werden, wobei s (z) = s°(z), si(z) = s¢(z) und s2(z) = s2(z),
s*(x) = s*(x) fir u = 1,2,3. Mit der massiven Greensfunktion unter Einbezie-
hung der NM erhalten wir

o B 10:(2)[* + 163(2)[*
(si(2)si(y)) = duwC |61(2)|

X {:I: exp [ZWGm(J: — y)] + exp [—ZWGm(;L’ — y)]} (5.26)

o 2(1)16,0)
n”(7)16,(0 4e2G(0)—72/(e*LoL1)
C=2 0F) 5.27
R L300 20
Der erste Term kommt vom topologischen Sektor & = 0, der zweite Term von den
Sektoren k + 1.
Im Limes des unendlichen Volumens wird (5.26) zu [38, 39, 40]

me” 4

(@) = b coshlo(mlz — )]
(@) = sy e sinbl Koz = y]) (5.28)
Fiir grofle Abstande |z — y| gilt
Ko(ml|z — y|) = me—mlz—yl, mle —y| > 1 (5.29)
und wir erhalten
(st (@)st () = 5wng;§ﬂ

(@) = b Vh_u L e (5.30)
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Das massive Zwei-Flavour SM

Das massive Zwei-Flavour Schwingermodell im Kontinuum ist durch die Lagrange-

Dichte

1 - . -
L= PP+ ) [$07(0, +ied)p — mDy O] (6.1)

b=1,2

gegeben, wobei wir nur den Fall gleicher Masse fiir beide Flavours betrachten.
Das massive Schwingermodell im Kontinuum ist nicht analytisch 16sbar. Fiir ein
Flavour ist es moglich die Greensfunktionen durch eine Stérungsreihenentwick-
lung in der Fermionmasse zu berechnen [41, 42]. Fiir zwei oder mehr Flavours
konvergiert diese Reihenentwicklung jedoch nur fiir endliches Volumen [9, 43].
Ein alternativer Zugang ist in diesem Fall abelsche Bosonisierung [7].

6.1 Das verallgemeinerte Sine-Gordon-Modell

Wir fithren zwei bosonische Felder ), b = 1,2, ein und definieren

1

J’(b)%ﬂb(b) —5uuau¢(b)a
N3

PP = cos(Vare®). (6.2)

Die urspriingliche Theorie (6.1) ist equivalent zu einer bosonischen Theorie mit
der Lagrange-Dichte

1 1 2 F
— _ ny - ((b) Ty (b)) (®)
L 4FMF + bzgl : [2 (@Mgb ) + 1€ \/7?99 mC cos(VArp'”) (6.3)

in dem Sinn, dafl sie das gleiche Spektrum hat und alle Korrelationsfunktionen

der fermionischen Strome der Theorie (6.1) mit den entsprechenden Korrelations-
funktionen der bosonischen Strome der Theorie (6.3) iibereinstimmen. Nach der

36
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Integration tiiber £, erhalten wir die nur mehr von physikalischen Freiheitsgraden
abhéngende Lagrange-Dichte

1
Lvsa = 5(@W(o))z_l_

62

(@99(3))2 +

DO | —

— (99(0))2 — 2mC cos(V2m ) cos(V2m ), (6.4)
7T

0 = <¢(1) + ¢(2)> V2, o = <¢(1) _ ¢(2)) V2. (6.5)
Fiir m = 0 erhalten wir zwei freie bosonische Felder, ¢(®) mit der Masse p(®) =
V2e/y/m und ¢ welches masselos ist. Die Konstante C' wird nicht durch die

Bosonisierung bestimmt, hingt jedoch von den Massen p(®) und p®, welche fiir
die Normalordnung der Felder »(®) und ¢ verwendet werden, ab [9, 4]:

wobei

(uOu)? e
pOp e
C = 6.6
)< (6:6)
wobei v die Eulersche Konstante (y=0.577216...) bezeichnet. Aus (6.2) folgt
“La 1 a
-]%(L ) = \/—anaygo( ), a = 0,3 (67)

(1) (2)

Fir die anderen beiden Strome 7, und 7, des Iso-Tripletts ist keine abelsche
Bosonisierung bekannt. Wegen der Invarianz der urspriingliche Theorie (6.1) unter
Flavour-Rotation, ist ihre Masse jedoch identisch zu der des Triplettstromes jl(f).
Die Lagrange-Dichte (6.3) stellt die Verallgemeinerung des Sine-Gordon-Modells
fiir zwei Flavours dar und kann fiir nicht verschwindende Quarkmassen ebenfalls
nicht analytisch gelést werden.

Eine Moglichkeit [7] ist, das Modell im Limes groBer Kopplungen e und kleiner
Massen m zu analysieren. Das Iso-Singlettfeld ¢(®) wird dadurch statisch und das
Modell reduziert sich auf das standard Sine-Gordon-Modell fiir das Triplettfeld
©®) mit X

Lsa = 5 (@Mg@(?’))z — 2mC cos(Be®) (6.8)

und 3 = v/27. Das reduzierte Modell (6.8) ist analytisch 16sbar [44] und wurde
von Smilga [8] untersucht. Das Spektrum besteht aus zwei Teilchen gleicher Masse
M., genannt Soliton und Antisoliton, und aus n = 1,2, ... < (87 — 4?)/4%, d.h. in
unserem Fall n = 2, Bindungszustanden. Einer der beiden Bindungszustande hat
dieselbe Masse M, wie das Soliton und das Antisoliton und bildet mit ihnen ein
Triplett. Der zweite Bindungszustand hat die Masse v/3M, und ist ein Singlett.
Smilga erhélt fiir die Triplettmasse
m 2/3
(2
m

M, 25/66w/3<r<f;>)”3r<
r(
- 2.008...(—)2/3 (6.9)

€
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4/3
7 T 922/3c.2v/3 (T (3 (1
(1) = (athy) = — ( <z11>) ( <6>

2
m1/32/3
Vart \T'(3) r (%))
= —0.388...m'/32/3, (6.10)

Fir die Masse M, des Singletts erhalten wir durch die Nadherung (6.8) kein Er-

gebnis und sind auf semiklassische Untersuchungen angewiesen.

6.2 Die semiklassische Niherung

Wir bringen die Langrange-Dichte (6.4) in die Form

1 2 1 2
Lvsa = §(au¢an) +_§<@M@Cﬁ) +_V(¢037¢Cﬂ) (6.11)
mit
2
V(e®, o®) = £ (99(0))2 — 2mC cos(vV2m ™) cos(V2m ). (6.12)
m

(a)

Fiir die semiklassische Naherung [9] ermittelt man die Minima ¢, a = 0,3, des
Wechselwirkungsteiles V((?), ¢®), d.h. man 16st die Gleichung

(6.13)

gp(a‘) :gp(a)

Man berechnet am Ort dieser Minima die Massenmatrix H,;: der effektiven Theo-
rie mittels

_ V(™)
W 99

; (6.14)
pl@) =g
und erhélt eine positiv definite Diagonalmatrix, deren Eintrage als die Quadra-
te der Massen der Felder c,oéa) in der effektiven Theorie um die semiklassischen
Vakuen interpretiert werden. Nach der Normalordnung der Felder »(*) hinsicht-
lich ihrer Massen, d.h. u(® = M, und u® = M, ergibt die Berechung fiir das

Isotriplett und das Isosinglett

M, 95/6 2/3 2/3
2T exp2vy/3 S (T) = 2.1633... (T> (6.15)
€ €

wl/6 e

und

% _ ]2y (%)2 (6.16)
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Die Beziehung (6.16) zwischen M, und M, gilt unabhéangig von der Normalord-
nungsvorschrift aufgrund der Formel
2¢? 0?

V(p® 0By =22 4 =y (0 ,3) 6.17
899(0)2 (S‘Q 7%‘9 ) T —I_ 899(3)2 (S‘Q 7%‘9 )7 ( )

was aus (6.12) ersichtlich ist. Da die semiklassische Naherung fiir verschwindende
Fermionmassen die korrekte Losung des freien Modells wiedergibt, erwarten wir
fiir kleine Massen ebenfalls gute Resultate.



Kapitel 7

Ginsparg-Wilson-Fermionen

Bei der Formulierung von Fermionen auf dem Gitter tauchen grundsétzliche Pro-
bleme auf. Um das ,,fermion doubling problem” loszuwerden, miissen andere wich-
tige Eigenschaften der Kontinuumstheorie aufgegeben werden. Unter anderem ist
es nicht méglich, exakte chirale Symmetrie auf dem Gitter zu realisieren. Es stell-
te sich jedoch heraus, da} Gitter-Dirac-Operatoren, welche die Ginsparg-Wilson-
Relation erfiillen, die Symmetrie nur so gering wie mdéglich brechen. Zwei be-
kannte Losungen der GWR sind der Fixpunkt-Operator und Neubergers Overlap-
Operator.

7.1 Das ,,Nogo”’-Theorem

Die Lagrange-Dichte (6.1) des Zwei-Flavour Schwingermodells im Kontinuum
kann im masselosen Fall in die Form

1 — . - .
L= hu P+ 3 (0000 +ieA ) + 300~ ieA)uf)] (@)
b=1,2

1
o = Prnt® Pryp = S(1£7%) (7.2)

gebracht werden. Sie hat die globale Symmetrie

SU(2);, x SU(2)r xU(1)y x U(1)4 (7.3)

Chirale Guppe

und ist invariant unter der globalen chiralen Transformation

SU@)pyr = 0 = =T,
J) — J)I — J) eia“T“PL/R. (74)

40
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Die axiale U(1)4 ist wegen der abelschen Anomalie auf dem Quantenlevel keine
Symmetrie, was zu einem massiven n-Teilchen fithrt. Fiir mehr als zwei Dimensio-
nen nimmt man an, daf} die chirale Symmetriegruppe spontan in die Untergruppe
SU(2)y bricht, was in der QCD das Fehlen der Paritatspartner im Hadronspek-
trum erklart. Fir Ny = 2 Flavours werden die Pionen als die (NJ? — 1) masse-
losen Goldstone-Bosonen identifiziert. In zwei Dimensionen gibt es entsprechend
Mermin/Wagner [45] und Coleman [46] keine spontane Symmetriebrechung. Im
Zwei-Flavour Schwingermodell existiert jedoch ein Mechanismus, der die sponta-
ne Brechung der chiralen Symmetrie nachahmt, wodurch es zu einem geeigneten
Modell fiir die Untersuchung des chiralen Limes der QCD wird.

Wenn wir das Modell naiv auf dem Gitter formulieren, gibt es mehrere Fer-
mionarten pro Fermionfreiheitsgrad (s. Kapitel 4.1). Die Einfithrung des Wilson-
Terms (4.14) ist nur eine von mehreren Méglichkeit, die unerwiinschten Doppler
zu beseitigen. Der zusatzliche Massenterm bricht jedoch explizit die chirale Sym-
metrie der Gitterwirkung (4.36) bei endlichem Gitterabstand durch O(a) Gitter-
artefakte. Dies hat zur Folge, dafl die Operatoren verschiedener chiraler Darstel-
lungen gemischt werden und auBerdem eine zusatzliche Quarkmassenrenormie-
rung [10, 11] erforderlich ist. Es stellt sich daher die Frage, ob eine Moglichkeit
besteht, die chirale Symmetrie durch eine geeignetere Wahl der Gitterwirkung
wiederherzustellen.

Ein allgemeiner Dirac-Operator D auf dem Gitter sollte die folgenden Eigen-
schaften besitzen:

(a) D(p) ist eine analytische periodische Funktion des Impulses p, mit der
Periode 27 /a.

(b) D(p) = iup, + O(ap®) fiir p < 7/a.
(¢) D(p) ist invertierbar fiir p # 0.

Dabei ist D(p) die Fouriertransformierte von D(z). Die Eigenschaft (a) ist erfor-
derlich, wenn D ein lokaler Operator (d.h. beschrankt durch Ce™l) sein soll,
(b) und (c) sichern den korrekten Kontinuum-Limes und (d) gewahrleistet, daf}
die Lagrange-Dichte invariant unter der chiralen Transformation (7.4) ist.

Das ,,Nogo”-Theorem von Nielsen und Ninomiya [28, 29] besagt, das in der
Gitterregularisierung die Eigenschaften (a) - (d) nicht gleichzeitig halten kénnen.
In [28] wird das Theorem mittels algebraischer Topologie bewiesen, in [47] wird
Differential-Geometrie verwendet, wiahrend der Beweis in [29] auf Differential-
Topologie basiert.

Fiir die hier gezeigte einfache Version nehmen wir zusétzlich noch Reflexions-
Positivitat an, welche im Prinzip nur im Kontinuum erfiillt sein muf}. Auf dem
Gitter kénnte sie durch Terme die im Kontinuum-Limes verschwinden gebrochen
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sein. Reflexions-Positivitat impliziert die Existenz einer antilineare Abbildung ©,
welche im 2-dimensionalen Impulsraum durch

®@Zpo,p1 = @Zpo,—th 67752707271 = 7177[)]707—]71 (7'5)

definiert ist. Daraus folgt

D(p) =7 D' (po, pr)m- (7.6)
Auf einem quadratischen Gitter gilt
D(p) = 7. DY (Rup)yss (7.7)

wobei (R,p), = p,(1 —24,,). Durch mehrfache Anwendung von (7.7) fir 4 =0, 1
erhalten wir

D(p) = D(=p)s (7.8)
Aus der Eigenschaft (d) des Diracoperators folgt

D(p) = =5 D(p)7s (7.9)
und weiters ) )

D(—p) = —=D(p). (7.10)

Da der Diracoperator laut Eigenschaft (a) eine periodische Funktion mit der
Periode 27 /a ist, muB er fir p, = 0,+n7/a verschwinden, wodurch Eigenschaft
(c) verletzt ist.

7.2 Die Ginsparg-Wilson-Relation

Ginsparg und Wilson [12] schlugen 1982 einen Weg vor, um das Nogo-Theorem
zu umgehen. Sie ersetzten die Eigenschaft (d) durch die mildere Bedingung

vsD 4+ Dvs = 2aDys RD. (7.11)

Dabei ist R ein lokaler Operator, der das Mafl der Brechung der chiralen Sym-
mentrie von D! angibt,

1
R = {)—"}/5{D_1,")/5}. (712)
Za

Die Relation (7.11) stellt die mildeste Brechung der chiralen Symmetrie dar. Die
Lokalitat von R sichert, daB propagierende Zustande fiir Entfernungen gréfer als
die Reichweite von R effektiv chiral sind. Im Kontinuum-Limes a — 0 ist die
Eigenschaft (d) wiederhergestellt.

Urspriinglich wurde die Beziehung (7.11) aus Renormierungsgruppenbetrach-
tungen der Wirkung freier Fermionen hergeleitet, welche auf den Fall wechselwir-
kender Theorien verallgemeinert wurden. Der Operator R stammt ausschliefllich
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von einem die chirale Symmetrie brechenden Term der Blockspin-Transformation
und nicht von der urspriinglichen Wirkung. Aus diesem Grund wird erwartet, dafl
die beschriebene Physik chiral invariant ist. In der Herleitung der Beziehung wur-
de die Annahme gemacht, daB die Wirkung quadratisch in den Fermionfeldern
ist, was nur nur fir freie Felder stimmt.

Ginsparg und Wilson fanden keine Losung fiir eine wechselwirkende Theorie,
wodurch ihre Veroffentlichung fiir viele Jahre nicht beachtet wurde. 15 Jahre
spater erkannte Hasenfratz [15], daff die Fixpunktwirkung die GWR erfiillt. Eine
zweite formelle Losung [11, 13] wurde unabhéngig von der GWR ausgehend vom
Overlap-Formalismus [48, 49] von Neuberger vorgeschlagen.

Beide Losungen erfiillen die GWR mit

R = % (7.13)
und zusammen mit ihrer ys-Hermitizitét
D' = 45 Dvs, (7.14)
kann die GWR in die einfache Form
D+ D'=aDD' =aD'D (7.15)

gebracht werden. Folglich kommutieren D und DT, d.h. D ist normal. Die Eigen-
werte erfiillen demnach

A+ A= |N? (7.16)

und liegen auf dem Kreis A = 1 — ¢, Aus der vs-Hermitizitit folgt weiters fiir
die Eigenwerte \; und die Eigenvektoren v; von D

DVZ' = /\iVi
(Vis)D = (V)AL (7.17)

Die Eigenwerte kommen daher in konjugiert-komplexen Paaren A, A*. Durch Mul-
tiplikation mit v; von rechts erhalten wir [50]

vivs Dvi = N (visvy) = Ai(visvy). (7.18)
und fir A¥ # A; und 7 = 5 folgt
viysvi = 0. (7.19)

Demnach kénnen nur die Eigenvektoren mit den reellen Eigenwerten 0 und 2
Eigenzustande von ~; sein.

Der Index des Dirac-Operators ist durch die Differenz der Anzahl der positiv
(n4) und negativ (n_) chiralen NM gegeben:

index(A) =n_ — ny. (7.20)
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Das Atiyah-Singer-Index-Theorem der Kontinuumstheorie [36] besagt,
Qrop = Index(A) = n_ — ny. (7.21)

Dariiberhinaus gilt in zwei Dimensionen entsprechend des wvanishing-Theorems

[51, 52, 53]

ny 7£ 0 — n_ = 0,
n_#£0 = ny=0. (7.22)

Wir definieren die topologische Ladung Qr,, des Gitter-Dirac-Operators [54]
durch
= tr(ysRD(x, z)). (7.23)
Da der Index von D' = 2 — D entgegengesetzt dem Index von D ist [55],
n’+ —n’ =n_ —ng, (7.24)

erhalten wir durch

Qrop = —Ztr%D ———Ztr% (2-D
= - M)
A

= n_ —ny = Index(D). (7.25)
das Atiyah-Singer-Index-Theorem auf dem Gitter.
Es ist zu betonen, dafl die GWR nicht die Lokalitdt von D, das Fehlen der
Doppler oder den korrekten Kontinuum-Limes garantiert.

7.3 Exakte chirale Symmetrie auf dem Gitter

Liischer wies darauf hin [56], dal die GWR eine kontinuierliche Symmetrie der
Fermionwirkung impliziert, welche als Gitterform der chiralen Symmetrie in-
terpretiert werden kann. Die infinitesimale globale Transformation des Flavour-
Singletts lautet

0 = s (1 — %aD) Y,
Sip = 2 (1 — %aD) 5. (7.26)

Aus (7.11) folgt die Invarianz der Wirkung,
5 ($D) = 0. (7.27)
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Die entsprechende Flavour-Nichtsinglett-Transformation ist durch
1
oY = 75 (1 - §aD> P,
- 1
o = (1 — §aD> V5T (7.28)

gegeben. Nun sieht es so aus, als hdatten wir zuviel Symmetrie, da die Flavour-
Singlett-Transformation anomal sein sollte.

Liischer zeigte, daB das IntegrationsmaB d¢pdip nicht invariant unter der Trans-
formation (7.26) ist. Um die Anomalie zu berechnen, betrachten wir die Theorie
in einem endlich Raum-Zeit-Volumen. Der nicht normierte Erwartungswert eines
beliebigen Produkts O von Fermionfeldern lautet

(OVp = /Hd;bd;/;(’)e‘sf“. (7.29)

Durch die Substitution
=)+ ed, b — )+ edi (7.30)
und die Entwicklung bis zur ersten Ordnung in € erhalten wir
(60)r = —a tr{sD}(O)r. (7.31)
Aus der GWR folgt
a(z = Dyys(z = D) = (20 — )35 — (1 — az){(z — Dyys +35(z = D)}, (7.32)

wobei z eine beliebige komplexe Zahl ist, welche nicht im Spekrum von D vor-
kommt. Nach der Multiplikation von rechts mit (2 — D)~ und der Berechnung
der Spur erhalten wir

—atr{ysD} = z(2a — 2) tr{ys(2 — D)7'}. (7.33)

Wir dividieren durch z(2a — z) und integrieren iiber einen kleinen Kreis um
den Ursprung, welcher keine Eigenwert des Diracoperators ungleich 0 enthalt.
Insbesondere projeziert

Py = %%(2 - D)7! (7.34)

™

auf den Unterraum der Nullmoden von D. Somit gilt
—atr{ysD} =2 trys Py = 2N¢(ng, — ng) (7.35)

und aus (7.31) folgt die korrekte Ward-Identitat der Flavour-Singlett-Transfor-
mation
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Fir die Flavour-Nichtsinglett-Transformation gilt
(00)F = —atr{rysD}{O)F. (7.37)

Die Symmetrie ist wegen tr{7ys D} o tr{7} = 0 nicht anomal.
Um die Felder, analog zum Kontinuum (7.2), in ihre chiralen Komponenten
zerlegen zu konnen, ist es sinnvoll den Operator

einzufithren [57]. Es gilt

Wir definieren die chiralen Projektoren

Py = %(1 + 45). (7.40)
Diese erfiillen die Beziehungen
DP, =P_.D, DP_=P.D (7.41)
und erlauben die Zerlegung
D= P.DP_+ P_DP,. (7.42)

Demnach lauten die chiralen Komponenten der Felder

bp="Py, Y=,
Yr = Py, YR =P (7.43)

und analog zu (7.1) erhalten wir

DY = b, DYy, + rDig. (7.44)

7.4 Der Fixpunkt-Operator

Es wird erwartet, dafl Gitterwirkungen, welche an kritischen Punkten die Kon-
tinuumstheorie wiedergeben, Universalitat erfiillen. Dies bedeuted, dafl physi-
kalische Voraussagen unabhangig von der mikroskopischen Struktur der Gitter-
wirkung, d.h. von der detaillierten Form der Wechselwirkung auf der Grofie der
Cut-Off-Skala, sind und der Kontinuum-Limes eindeutig ist. Allgemein wird an-
genommen, daf} lokale Gitterwirkungen, fiir welche der Dirac-Operator in einem

beliebigen Eichfeld U durch

| D(z,y; U) |[< Ce™7¥ 5 >0 (7.45)
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beschrankt ist, universal sind.

Herkémmliche Gitterwirkungen sind auf einige wenige Gittervariablen be-
schrinkt (ultra-lokal). Sie haben Korrekturen der Ordnung O(e?) fiir Bosonen
und der Ordnung O(a) fiir Fermionen. Verbesserte Wirkungen haben kleinere
Korrekturen, benotigen jedoch mehr Terme. Idealerweise haben sie keine Korrek-
turen zum fithrenden kritischen Verhalten. Solche Wirkungen werden als ,,per-
fekt” bezeichnet, da sie auch bei endlichem Gitterabstand Kontinuumsphysik be-
schreiben. Mehr Terme komplizieren jedoch die Simulation und ein Kompromif3
zwischen Effizienz und Perfektion mufl gefunden werden.

Grundsatzlich gibt es zwei Methoden fiir die Verbesserung einer Gitterwir-
kung:

e Wilsons Renormierungsgruppe (RG) [58],

e Symanziks Ansatz, basierend auf Storungstheorie [59].

Die Fix-Punkt-Wirkung griindet auf Wilsons Anzatz, welcher auf der Tatsache
beruht, dafl ein kritisches System mit der Korrelationslange ¢ = oo kritisch
bleibt, nachdem das urspriingliche Raum-Zeit-Gitter mittels einer Block-Spin-
Transformation (BST) auf ein groberes Gitter abgebildet wurde.

7.4.1 Die Block-Spin-Transformation

Wir bezeichnen die Gitterwirkung durch

wobei S(A) die Wirkung des FEichfeldes kennzeichnet und 8 = 1/¢? die Eich-
feldkopplung ist. Die nicht-kompakten Eichfelder A,(z) € R leben auf den links
(z,2 4 p) zwischen den Gitterpunkten.

Die grundliegende Idee der BST ist, durch Ausintegration der lokalen Frei-
heitsgrade in der Zustandssumme, eine Theorie auf einem gréberen Gitter zu kon-
struieren, welche denselben physikalische Inhalt wie jene auf dem feinen Gitter
hat. Wir betrachten weiters das Blocken von einem sogenannten feinen quadrati-
schen Gitter mit den Gitterpunkten = € Zy x Zy auf ein grobes Gitter mit dem
Gitterabstand o’ = 2a, welches aus 2 x 2 Blocken des feinen Gitters aufgebaut
ist. Diese Blocke bilden die Gitterpunkte z’ des groben Gitters.

Das dynamische Verhalten der neuen Blockvariablen ', ¢/, A’ ergibt sich
durch ihre Ankopplung an die Feldvariablen des jeweiligen Blockes des feinen
Gitters. Dies geschieht durch das Hinzufiigen der Kopplunsterme 7'(A, A") und
T(p, 1,4, ") zur Gitterwirkung. Durch Ausintegrieren der Feldvariablen des fei-

nen Gitters erhalten wir

o—B'S (AN S (' A e _

/ D¢ AD Dt e=PSAFT(AAN+Sp (9,0, A+ T (0" 0") (7.47)
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wobei die Wirkung auf der linken Seite von (7.68) nur mehr von den Feldvariablen
des groben Gitters abhéngt. Dabei ist ¢ eine irrelevante Konstante und D;A das
MafB des Eichfeldes einschliefllich einer Eichfixierung.

Diese wird benétigt, da fiir nicht-kompakte Eichfelder, auf Grund der Ei-
chinvarianz der Wirkung, das Pfadintegral (7.68) nicht wohl definiert ware. Wir
fixieren die Eichung in jedem Block des feinen Gitters in der sogenannten ,.feinen
Eichung”, fiir welche

Va':  Ag(z') = —Ao(z" + i) = Ay(2) = —Ay (2" + ﬁ) (7.48)

gilt [60], und integrieren nur tiber Eichfeldkonfigurationen in dieser Eichung. Fir
jede Eichfeldkonfiguration existiert nur eine einzige Eichfeldkonfiguration in der
feinen Eichung, welche aus dieser durch eine feine Eichtransformation hervorgeht.
Diese Eichtransformationen lassen die BST-Kopplung T'(A, A’) (7.49) invariant.

Bis darauf, dafl T' die Symmetrien des Modells respektieren soll und die Para-
meter der Kopplung geeignet justiert werden miissen um einen Fixpunkt (FP) zu
erhalten, ist die Wahl der Kopplung weitestgehend beliebig. Verschiedene Kopp-
lungen 7' fithren zu veschiedenen FP.

Fiir die BST des Eichfeldes wihlen wir eine lineare Ubergangsfunktion. Das
Eichfeld des groben Gitters A/ (z') koppelt dabei gleich stark an jene vier Wege
der Lange 2a, welche von den vier Gitterpunkten eines Blockes parallel zu (i nach
' + 2f1 verlaufen. Die Kopplung ist durch

1

T(A A = 5 Z (AL(:L’I) — BL(J}/)) (ag + fygA“)_l (A;(;L”) — B;(:z:')) (7.49)

1

definiert, wobei

Bule') = 257 (A(0) + Al + ) (7.50)

rex!

der Durchschnitt der Eichfelder entlang dieser vier Wege ist und der Gitterdiffe-
rentialoperator zweiter Ordnung durch

AuB(3") = 6., (2B} (2") — B)(z' — 201) — B, (z' + 21)) (7.51)

definiert ist. Die Wirkung am groben Gitter ist nur fiir f; = 2 eichinvariant. Der
Wert unterscheidet sich jedoch von jenem, der aus Dimensionsiiberlegungen folgt
[61]. Tatsachlich existiert fiir B = 2 nur ein Quasi-Fixpunkt der BST.

Die Kopplung fiir die BST der Fermionen wurde aus [62, 63] {ibernommen:

T(??/;7 ?7/}7 77Z)/7 771}/) =
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wobei man nur fiir b, = /2 einen Fixpunkt erhalt. Durch die Wahl a, = 1/4
erreicht man fur freier Fermionen maximale Lokalitat.
Fir die Zustandssumme gilt

7l — /DfA/D¢/D¢/ e—S/(’L/;/,’L/JI,AI)-l—C
= ech/DfAD¢D¢ e~ SWNA) o 7. (7.53)

Es wird daher erwartet, dafl das Verhalten der Greensfunktion fiir grofie Di-
stanzen und somit das Spektrum und andere Energieeigenschaften des Systems
unverandert bleiben.

7.4.2 Die Fixpunkt-Wirkung

Die BST mittelt somit Fluktuationen tiber kurze Distanzen der Ordnung O(a)
heraus. Andererseits wird die Gittergroe um den Faktor 2 vergroflert. Da die
Dimension durch die GittergréBe bestimmt wird, ist die dimensionslose Korrelati-
onsléange, welche in Gittereinheiten gemessen wird, um den Faktor zwei reduziert:

£ — g (7.54)

Im allgemeinen enthélt die transformierte Wirkung 5" in (7.68) alle méglichen

Wechselwirkungen, auch wenn die urspriingliche Wirkung S eine einfache Form

hatte. Es ist daher niitzlich einen ausreichend allgemeinen Wechselwirkungs-

Raum einzufithren, um Wirkungen, die aus einer BST hervorgehen, zu beschrei-
ben. Wir definieren

S(, 1, A ZA o1, 1, A), (7.55)

wobei 0, (1,1, A), a = 1,2, ..., die verschiedenen Wechselwirkungsterme bezeich-
net und K, die entsprechenden dimensionslosen Kopplungen sind. Fiir die trans-

formierte Wirkung S'(v, 1), A) gilt ebenfalls

S'(,1, A Zf o(,1, A (7.56)

Die BST induziert eine Bewegung im Kopplungsraum: {K,} — {K’}. Durch
wiederholte Anwendung entsteht ein Flufl der Kopplungskonstanten

{K,} = {K!} = {K"} —. (7.57)

wahrend die Korrelationslange mit jedem Schritt reduziert wird,

§—>g—>§—>.... (7.58)
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Gewisse Punkte im Kopplungsraum reproduzieren sich unter einer BST,

(K*} = {K"). (7.59)

Ein Punkt mit diesen Eigenschaften ist ein sogenannten Fixpunkt der BST und
die entsprechende Wirkung wird FP-Wirkung genannt.

Glg. (7.57) und (7.58) implizieren, daBf an einem FP die Korrelationslange
€ =0 oder £ = oo ist. Wir sind nur an nicht-trivialen FP mit £ = oo interessiert.
Die Menge aller Punkte mit ¢ = oo formt eine Hyperflache im Kopplungsraum,
welche |, kritische Flache” genannt wird.

Wir betrachten den Fluff unter einer BST in der Nahe eines FP [64]. Fiir einen
Punkt {K,} mit AK, = K, — K erhalten wir unter einer BST

AK, = AK' = K — K. (7.60)

Die Entwicklung von AK! = AK! ({K}) um {K*} ergibt

AK! = AK! ({K*}) + Z 8, AKL{KY)|k=x+AKs + O ((AK)?) . (7.61)
) 8[&5

Da der erste Term auf der rechten Seite von (7.61) verschwindet, erhalten wir die
linearisierte Gleichung

=) T.pAKg (7.62)
B

0
0 [(5

Wir bezeichnen die Eigenvektoren und Eigenwerte der Matrix T' jeweils mit A,

und A,:

Ths = ——AK' ({KV)|xex-. (7.63)

N Tughy=A"h%, a=1,2, ... (7.64)
B
Die Eigenvektoren h® definieren die Eigenoperatoren
h* (b1, A Z h20a(, 1, A (7.65)
Diese definieren eine neue Basis, in welcher die Wirkung entwickelt werden kann:
S, A) = Sep(, A) Y h (9,9, A). (7.66)
Wiederholte Anwendung der BST ergibt

BST™

S(,p, A) =2 Spp(ih, 0, A) + (A" "R (¢, 4, A). (7.67)
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Die GroBe der Kopplungen |¢*| nimmt fiir |[A*| > 1 (|A?| < 1) zu (ab). Die jeweili-
gen Wechselwirkungen h* werden relevant (irrelevant) genannt. Im Falle |A*]| = 1
hangt die Entwicklung der Kopplung von Korrekturen héherer Ordnungen ab,
welche in (7.61) vernachlassigt wurden.

Alle Eigenoperatoren (bis auf jenen von krankhaften Transformationen, wie
Dezimierung), welche auf der Hyperflache liegen, sind irrelevant. Alle relevanten
Eigenvektoren fithren aus der Hyperflache heraus. Der Flufl der Kopplungskon-
stanten entlang dieser Richtung, dessen Endpunkt der FP ist, wird Renormie-
rungstrajektorie (RT) genannt. Wirkungen entlang dieser RT haben keine Skalen-
Verletzung, da alle irrelevanten Wechselwirkungen per Definition verschwinden.
Sie sind ,,perfekte Wirkungen” und reproduzieren Kontinuumsphysik auch bei
endlichem Gitterabstand.

FP-Wirkungen, welche in numerischen MC-Simulationen mit endlicher Korre-
lationsldnge verwendet werden, sind keine perfekten Wirkungen, da sie nur nahe-
rungsweise auf der RT liegen. Weiters kann fiir die Parametrisierung der Wirkung
(7.55) nur eine endliche Anzahl von Termen verwendet werden, wodurch unter
anderem die Wechselwirkungsdistanz beschrankt ist.

7.4.3 Die Sattelpunktniherung

Hasenfratz und Niedermayer [14] machten die Beobachtung, daf} sich die BST fiir
asymptotisch freie Theorien drastisch vereinfachen 1a8t. Der FP liegt in diesem
Fall bei 8 — oo, wodurch das Pfadintegral mittels einer Sattelpunktnéherung
berechnet werden kann. In diesem Limes wird der Boldtzmann-Faktor auf der
rechten Seite von (7.68) vom Eichteil dominiert. Fiir ein gegebenes A’ existiert
eine einzige Konfiguration A,,;,(A’), welche den Ausdruck S(A) + T(A, A") mi-
nimiert und das Integral iiber die Eichfelder sattigt:

e—BIS/(A')—}—S%‘(’LZJ,,’lZJ,,A,)-I—C — e_B(S(Amz'n)'i'T(Amin7A/))+Cl X

" / DD €57 Amin) 4T (W00 /) +0(1/8) (7.68)

wobei die Konstante ¢; in ¢ absorbiert werden kann. Da die Wirkung Sz und
die Kopplung T" quadratisch in den Fermionfeldern sind, ist das Ergebnis dieses
Gaufschen Integrals, bis auf eine zusatzliche Konstante ¢z(Anin), ebenfalls qua-
dratisch in den Fermionfeldern. Durch Aufteilung in einen fermionischen Anteil
und einen Eichfeldanteil erhalten wir:

S'( AT = mingg gy (S, 0, Amin) + T (10,90, 4, 4")) + O(1/5),(7.69)
wobei die Integration tiber die Grassmann-Variablen und die anshlieBende Iden-

tifikation der Koeffizienten der fermionischen Wirkung mit ming,; ,, bezeichnet
wurden. Die Konstante ¢3(A.in) kann gegeniiber dem fiihrenden Term, welcher
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proportional zu (3 ist, vernachlassigt werden. Dadurch entkoppeln die Fermio-

nen vollstandig vom Eichfeld und wir erhalten die Definitionsgleichungen fiir die
FP-Wirkung:

B'Spp(A) = Bmingay(Sep(A) + T(A, A)), (7.70)

SFP(qvbla ¢/7 A/) = min{@,w}(SFP(qvba 77!}7 Amm) + T(@ZJ, ¢7 ¢/7 77!}/)) (771)

Wir schreiben die Fermionwirkung in der allgemeinen Form

Sep(¥,9, A Z¢ )e(y), (7.72)

wobei die Dirac-Indizes nicht angefiihrt werden. Die explizite Berechnung des
GaufBlschen Grassmannintegrals ergibt
b2

—2 B, 7.73
16 2 y) Y ( )

1 b3
D$/7y/(A/) = a_25I/7yl B @

> (Day(Amin) +

me.r/
yey’

wobei die Matrix B, , durch

2 @B =3, > ) b(w) (7.74)

! zex! zex!

definiert ist. Fiir den Fall, daB D~! existiert, ist (7.73) equivalent zu der etwas
einfacheren Glg. [62, 65]

62
DL (A = agdory + % > Do (Amin), (7.75)
.re.r’

yE€y’

welche durch Iteration gelést werden kann.

Nun wird klar, warum die FP-Wirkung eine Losung der GWR darstellt. Wir
gehen von einem unendlich feinen Gitter aus, sodafl der Dirac-Operator beliebig
nahe am chiral invarianten Kontinuum-Dirac-Operator liegt, und blocken unter
wiederholter Anwendung von (7.75) auf ein groberes Gitter. Da der zweite Term
auf der rechten Seite von (7.75) anfangs chiral invariant ist, stammt der die chirale
Symmetrie brechende Term R aus der GWR (7.12) ausschlieBlich von a3, . Fiir
jeden Iterationsschritt erhalten wir einen zuséatzlichen Beitrag und ein lokaler
Operator R baut sich auf.

7.4.4 Die FP-Wirkung fiir das Eichfeld
Die FP-Wirkung der Eichfeldes (7.70) kann analytisch gelost werden [62, 63] und

ist, bis auf eine Wellenfunktionsrenormierung, fiir unsere Wahl der Parameter in
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zwel Dimensionen die ultra-lokale standard Plakettenwirkung
1 2
Srp(A) = 5 Z F(z)
1 A A
= O (A4 0) — A(e) — Aofe + 1)~ Aofe))’. (7.76)

Genau genommen ist Spp(A) wegen der trivialen Reskalierung von 3

BSrp(A) 22 %

Srp(A") (7.77)
kein FP unter der BST, aber dennoch eine perfekte Wirkung. Fiir die Bestimmung
der FP-Wirkung der Fermionen ist es daher notwendig, nach jedem Iterations-
schritt die Renormierung 8’ — 43 durchzufithren, um die Konvergenz § — 0 zu
verhindern.

7.4.5 Die FP-Wirkung der Fermionen

Die FP-Wirkung der Fermionen wird numerisch durch Iteration von (7.71) er-
mittelt. Die Parametrisierung von S%(¢’,4’, A) mit endlich vielen Kopplungs-
konstanten wurde von Lang und Pany [60, 66] konstruiert:

3

S, A) = SMe(A)p = 303 gl (@)ol (@, Nl +8f),  (7.78)

=0 z,f

wobei Mp(A) die parametrisierte Fermionmatrix ist, f eine geschlossene Schleife
durch z oder einen Weg vom Gitterpunkt = zum Gitterpunkt = + § f bezeichnet
und U(z, f) der Paralleltransporter entlang dieses Weges ist. Die Bedingungen
Y2rpi(f)(6f)o = 1 und Y7, po(f) = 0 garantieren, daff p normiert ist und Sp
die korrekte Wirkung im naiven Kontinuum-Limes reproduziert. Es wurden jene
Terme beriicksichtigt, welche einen zentralen Gitterpunkt = mit jedem anderen
Gitterpunkt x 4+ f innerhalb eines 7 x 7 Gitters verbinden. Durch die Invarianz
der Wirkung unter bestimmten Symmetrien reduziert sich die Anzahl der Terme,
wodurch letztendlich 33 verschiedene geometrische Formen und 123 unabhéngige
Kopplungskonstanten beriicksichtigt wurden.

Die FP-Wirkung wurde, ausgehend von der Wilson-Standardwirkung fiir das
masselose Schwinger-Modell mit £ = 1/4, durch Iteration der folgenden Schritte
ermittelt:

1. Erstellung einer Anzahl von Eichfeldkonfigrationen A’ am groben 7 x 7
Gitter entsprechend der Wahrscheinlichkeitsverteilung e=#"57#(4") und Be-
rechnung der jeweiligen minimierenden Konfiguration A,,;,(A’).
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2. Konstruktion der Fermionmatrizen am feinen Gitter anhand dieser A,,;,(A’)
und Berechnung der Fermionmatrizen Mpsr(Amin) am groben Gitter mit-

tels BST fiir alle Eichfeldkonfigurationen.

3. Vergleich der resultierenden Fermionmatrizen mit den Fermionmatrizen
Mp(A’) des groben Gitters. Ermittlung eines neuen Satzes von Kopplungen
anhand der Minimierung von

> |l Mpsr(Apin(A')) = Mp(A) ||* (7.79)

A/
mit der Matrixnorm || M |?= 37, - |My;[*.

Der Vorgang wird solange wiederholt, bis die Kopplungen stabil innerhalb der
statistischen Fluktuationen bleiben.

7.5 Der Overlap-Operator

Vor kurzem wurde eine weitere Losung der GWR (7.11) gefunden [13], wel-
che nicht aus Renormierungsgruppeniiberlegungen hervorgeht. Ausgehend vom
Overlap-Formalismus [48, 49] schlug Neuberger eine Konstruktion masseloser
Quarks am Gitter vor [11], welche sich als explizite Losung der GWR mit R = 1/2
herausstellte. Er definiert

D
wim) (7.80)
v/ Dl (m) Dy (m)
wobei Dy der Dirac-Wilson-Operator mit einem negativen Massenterm m €
(—1,0) ist. Die Wahl des Massenparameters innerhalb dieses Intervalls ist belie-
big, kann jedoch hinsichtlich der Skalenabhéngigkeit des Spektrums optimiert

werden. Da der Overlap-Operator (7.15) erfiillt, liegt dieses auf dem Kreis
| — 1| = 1 in der komplexen Ebene. Offensichtlich projeziert der Ausdruck

DOuzl‘I’

M

MtM
die Eigenwerte der Matrix M auf den Einheitskreis. Anhand der Singular- Value-
Decomposition (SVD) kann gezeigt werden [67], daBl dies fiir jede Matrix M gilt.
Das einzige Hindernis stellen verschwindende Figenwerten dar, da diese eine Di-
vision durch null verursachen. Im Falle des Dirac-Wilson-Operators erhalten wir
fiir verschieden Massen m unterschiedliche Figenwertverteilungen auf dem Kreis.
Fiir m = —1 ergeben sich die geringsten Korrekturen zum Skalenverhalten [68].

Unter Verwendung der ys-Hermizitéat des Wilson-Dirac-Operators,

M' =

(7.81)

Dly = 5 Dw s, (7.82)
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und der Definition des hermitischen Wilson-Dirac-Operators
Hw = vsDw (7.83)
kann der Overlap-Operator in die Form
Do, =1+ yse(Hw) (7.84)
gebracht werden, wobei ¢( Hy ) durch
Hw
Vi Hw

definiert ist. Da Hy hermitisch ist, kann die Matrix immer durch eine unitare
Transformation U diagonalisiert werden,

Hy = UAUT. (7.86)

(Hw) = (7.85)

Fiir nicht-verschwindende Eigenwerte von Hy erhalten wir
e(Hw) = USign(A)UT, (7.87)

wobei Sign(A) eine diagonale Matrix mit den Vorzeichen der Eigenwerte von Hy
ist.

Eine Moglichkeit fiir die Berechnung von (7.87) ist die Ermittlung aller Eigen-
werte und Eigenvektoren der Matrix Hyy. Dies ist mit derzeitigen Rechnern nur
fiir 2-dimensionale Systeme mit einer GittergroBe bis zu (24)* méglich. Obwohl
der Anzatz (7.87) numerisch einfach durchzufithren ist, kann er derzeit nicht auf
4-dimensionale Systeme angewandt werden.

Es wird erwartet [69], daBi Do, automatisch O(a) korrigiert ist. Die Lokalitét
des Overlap-Operators wurde in [70] bewiesen.

7.6 Der massive Fall

Der massive Overlap-Dirac-Operator ist durch

D) = (1= [ 3000+ ] (7.59)

definiert [71], wobei fiir die Fermionmasse auf 0 < p < 1 beschrankt ist. In
der chiralen Eigenbasis von (v5D(0)/2)? fiir masselose Fermionen nimmt D(u)

folgende Block-Diagonalform an [72]:
e Es gibt Blécke der Form

=X +p  (1=p)AV/T=X
(-(1 — MW =2 (1 - ”);\/2:) (7.89)

mit 0 < A? <1, wobei A\? die Eigenwerte von (y5D(0)/2)?* sind.
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e Fiir jedes Eichfeld mit Qr,, # 0 gibt es zusédtzlich |Qr,,| NM mit der Chi-
ralitdt sign(Qr.p) gepaart mit Eigenvektoren entgegengesetzter Chiralitat

(6‘ ?) oder (3 2) (7.90)

abhdngig von sign(Qr,p).

und Eigenwert 1:

Der externe Fermionpropagator ist durch

D7) = (1= )™ (D7 () = 1) (7.91)

gegeben. Die Subtraktion des Kontakttermes macht den masselosen Propagator
chiral:

{D71(0),~5} = 0. (7.92)

Durch die Inversion der Block-Diagonalform von D(u) erhalten wir fiir D~

e Es gibt Blocke der Form

! p(1 =) = 2WT=XN
A=)+ p? <A¢1 2 M(m' (7.93)

e Fiir topologisch nicht-triviale Eichfelder gibt es |Qr,,| Blocke der Form

L0 0 0
(6 0) oder <0 i>7 (7.94)

abhdngig von sign(Qr,p).

Durch die Wahl der Gesamtnormierung in (7.88) gilt
p(O |y D71 ()]P16) = (B[D (k) [b), Wb mit s[b) = £[b) (7.95)

fiir alle Werte von p. Der Fermionpropagator am Gitter steht mit dem Kontinu-
umspropagator durch

DI (pe) = 237" D7 () mit pe = 7" p (7.96)

in Beziehung, wobei Z,, und Z, jeweils die Massen- und die Wellenfunktions-

renormierung sind. Da (7.95) auch im Kontinuum gilt, erhalten wir 7,7, = 1.

Fiir den Overlap-Operator (7.84) mit dem hermitischen Wilson-Operator Hy (—m)
finden wir durch den Vergleich mit freien Fermionen (¢1) = (¢1)0,/|2m| und

somit

Zy =7 = |2m|. (7.97)



Kapitel 8

Simulation

Wir fiihren eine MC-Simulation zur numerischen Berechung des Massenspek-
trums des Zwei-Flavour-Schwingermodells fiir unterschiedliche Quarkmassen un-
ter Verwendung des Overlap-Operators und des Fixpunkt-Operators durch.

8.1 MC-Simulation

Das grundlegende Ziel einer numerischen Simulation in der Gitter-QFT ist die
Schatzung des Erwartungswertes einer Funktion A(¢) der Feldvariablen ¢:
1 ,
()= [ didl = a00) 1)

mit der Zustandssumme
Z = /d[¢] e~ 59, (8.2)
Die Monte-Carlo-Methode berechnet (A) durch die Erzeugung von zufilligen
Feldkonfigurationen ¢; mit der Wahrscheinlichkeit
1

Ps(¢) = e~ 5%, (8.3)
7
genannt importance sampling, und der Messung des Stichprobenmittels
1 &
A= T A(¢r) (8.4)

t=1

fiir eine Sequenz (¢;) solcher Konfigurationen. Fiir 7" — oo finden wir
A= (A)+0(1/VT). (8.5)

Eine niitzliche Technik zur Erzeugung dieser Sequenz von Konfigurationen mit
der gewilinschten Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die Konstruktion eines Markov-
Prozesses. Dieser ist eine stochastische Methode, welche eine neue Konfiguration

57
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¢’ aus der vorhergehenden Konfiguration ¢ mit der Wahrscheinlichkeit Py(¢ —
¢') erzeugt. Fir Py gilt

> Puld =)= [delPuté 6 = 1. (5.6
[¢']
Jeder Markov-Prozefl konvergiert gegen eine einzelne Fixpunktverteilung Ps, vor-
ausgesetzt er ist ergodisch und erfiillt detailed balance:

Ps(¢)Pu (¢ — &) = Ps(¢') Pu(d" — ¢). (8.7)

Es ist praktisch, den Markov-Prozef} in zwei Teilen zu konstruieren. Zuerst wahlen
wir eine neue Konfiguration ¢’ mit der Wahrscheinlichkeit Po(¢ — ¢') und ak-
zeptieren diese mit der Wahrscheinlichkeit P4(¢') oder lehnen sie ab und behalten
die alte Konfiguration. Eine mogliche Wahl fiir P4, welche fiir jedes Po detailed
balance erfiillt, ist die Verallgemeinerung [73] des Metropolis-Algorithmus [74]:

Ps(¢) Po(¢' = ¢)>
Ps(¢)Po(é—¢) )
Im Metropolis-Algorithmus hat Pg eine gleichmafige Verteilung. Im Falle einer

reinen U(1)-Gittereichtheorie werden, ausgehend von einer beliebigen Anfangs-
konfiguration, folgende Schritte wiederholt:

Pa(¢p — ¢') = min <1, (8.8)

e Willkiihrliche (oder sequentielle) Wahl einer link-Variablen U,(n) = exp(:®,(n))
und deren Multiplikation mit exp(zy), wobei x eine Zufallszahl zwischen —m
und 7 ist.

e Erzeugung einer Zufallszahl R im Intervall [0,1] und Akzeptanz der neue
Konfiguration, falls
e—S(@")
R < = (8.9)
Fiir die vollstdndige Aktualisierung des Gitters ist eine Wiederholung pro Git-
terplatz notig.

Die bis jetzt diskutierte MC-Simulation kann nur fiir die Berechnung von ¢-
Zahlen abhéngigen Funktionalen verwendet werden. Fiir Systeme mit Grassmann-
Feldern miissen die fermionischen Freiheitsgrade zuerst ausintegriert werden. Dies
ist fiir Erwartunsgswerte von beliebigen Produkten von Grassmann-Variablen,
wegen der quadratischen Form der Wirkung, immer moglich. Der Erwartungs-
wert einer Observablen A(w, 1, U) hat somit die Form

(A(,,U)) = Z/ [U, 4, P A(D, ), U)e=PSe)=Sr(.0.0)

1
= 7/ [U]A(U)e=P5e®) (8.10)
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mit
7 = /d[U7¢7¢]€—BSG(U)_SF(¢7¢7U)
= /ﬂma“N%mp, (8.11)
wobei fiir den letzten Ausdruck (2.53) verwendet wurde und A’(U) durch
W) = [ did61AG, b, 0y ) (8.12)

definiert ist. An Hand von (2.61) und (2.53) und der Notation [A(v, v, U)]; =
A'(U) erhalten wir [75]

(1], = detD,
[%/;zl/)y]f = (D7"),.detD,
[Yotbytputbu] , = (D Dyy — Dy Dy )detD. (8.13)

Fiir zwei-dimensionale Systeme mit einer GittergroBe bis zu (24)? ist eine
explizit Berechnung der Determinante und der invertierten Matrix méglich. Fiir
die MC-Simulation werden unkorrelierte Eichfeldkonfigurationen der quenched
Theorie, d.h. detD = 1, erzeugt und die korrekte Determinante (fiir Ny Flavours
(det D)N7) in die Observablen und die Zustandssumme inkludiert.

8.2 Finite Size-Effekte und Critical Slowing Down

Jede Realisierung einer Markov-Kette ist durch eine Autokorrelationszeit charak-
terisiert, welche die statistische Abhéngigkeit zeitlich aufeinanderfolgender Kon-
figurationen kontrolliert. Die integrierte Autokorrelationszeit ist durch

1 = FA(TL)
Tint,A = 5 T (8.14)
2 = T4(0)
mit der Autokorrelation
Ta(n) = (AnAnpn) — (A (8.15)
definiert. Dadurch ergibt sich fiir die Varianz von A [32]
ok~ (A2 = A%y TmbA (8.16)

N

Das zeigt, daB der statistische Fehler ey = , /02Z von korrelierten Messungen
um den Faktor ,/27;,: 4 erhoht wird. Die MeBwerte von A sind nur jede 27, 4

Iteration annahernd unkorreliert.
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Dieses Verhalten wirkt sich auf Systeme mit groflen Korrelationsldngen ¢ aus.
Die Divergenz von ¢ in der Ndhe eines kritischen Punktes bedeutet, daf grofie-
re und groBere Volumen von Gitterpunkten zusammenhdngend aktualisiert wer-
den miissen, um statistisch unabhéngige Konfigurationen zu samplen. In MC-
Simulationen ist dies die Ursache fiir das dynamischen Skalengesetzes

T ox &, (8.17)

wobei der dynamische kritische Exponent z von der Update-Methode abhangt
und fir die meisten lokalen Update-Algorithmen den Wert 2 hat. Die Losung
fiir das katastrophale Ansteigen von 7 sind verbesserte MC-Algorithmen, wie
z.B. Multigrid- und Cluster-Algorithmen, welche kleinere dynamische kritische
Exponenten besitzen.

In endlichen Systemen wird diese Divergenz unterdriickt, da die Korrelati-
onsldnge die Gittergrofle L nicht iiberschreiten kann. Gleichzeitig treten jedoch
finite size-Effekte auf, wodurch Singularitdten, die mit dem Phaseniibergang in
Verbindung stehen, verschoben und gerundet werden. Um Kontinuumsergebnisse
zu erhalten, werden Messungen auf unterschiedlich grofien Gitter durchgefiihrt
und gegen . — oo extrapoliert. Fiir eine massive skalare bosonische Quanten-
feldtheorie leitete Liischer eine Formel fiir die Differenz der Teilchenmasse im
endlichen (mz) und unendlichen (mu,) Volumen her [76, 77]. Fiir das leichteste
Teilchen des Spektrums in zwei Dimensionen erhielt er:

Am = mp — Mg

F(0) 11 1
> Moo 4 27TLeff

eleti Lepp = Limge. (8.18)

Die Streuamplitude F(v) hiangt von der Variable v = (E(p)E(q) — pq)/mw ab,
wobei p und q den Impuls der einlaufenden Teichen bezeichnet und E(p) die

relativistische Energie
E(p) = vVmZ, + p? (8.19)

ist.

8.3 Observablen

Wir sind an der numerischen Berechung des Massenspektrums des Zwei-Flavour-
Schwingermodells fiir unterschiedliche Quarkmassen interessiert. Dieses wird aus
dem zeitlichen Abfallverhalten der connected-Zweipunkt-Korrelationsfunktion

(A(t,p)A(0, p))e = (A(L, p)A(0, p)) — (A(t, p))(A(0, p)) (8.20)

der entsprechenden Strome und Dichten, welche in Kapitel 5.2 besprochen wur-
den, bestimmt. Die Masse des Isosingletts n und des Isotripletts m berechnen
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wir anhand der Korrelationsfunktion des Isovektor-Stromes 73 (5.19) und des
Isoskalar-Stromes 7§ (5.24) fiir eine festen rdumlichen Impuls

p=21k/L, k=—L/2+1,.. L/2 (8.21)
und der Gitter-Dispersionsrelation [78]
E = cosh_l(l — cos p + coshm). (8.22)

Die korrespondierenden Impuls-projezierten Operatoren sind durch

1 : _
An(t7p) = Z Z eZpI(az‘f)/Ouz' —I' dr’Yodr),

xr

1 . _
Ap(lp) =+ > e (tous — deyods). (8.23)

xr

gegeben, wobei die vereinfachte Notation
PNz, t) = vy, PP (2,t) = d,. (8.24)

verwendet wurde. Die Implementierung der restlichen Strome und Dichten kann
aus der Tabelle 8.1 entnommen werden. Fiir die Operatoren (8.23) ergeben sich
die connected-Zweipunkt-Korrelationsfunktionen

<An(tap)‘4n(07p)>c = 1/L2 [ 2<az70ur-ay70uy> + 2<az70uzjy70dy> -
4<uz70ur><ay70uy> ] (8'25)

und

(Aga(t,p)Ara(0,p))e = 1/ L? [2(tayoustiyYoty) — 2(Usyouadyyody)] . (8.26)

wobei der Einfachheit halber die Summen und die exponentiellen Faktoren nicht
explizit angefithrt wurden. Um die MC-Simulation durchfithren zu kénnen, in-
tegrieren wir zuerst iiber die fermionischen Freiheitsgrade der Erwartungswerte
und erhalten

([An(t, P)Ay(0,p)]p)e = 1/L*[4tr(y0 Dz, )tr(y0 Dy, )(detD)?) —
2(tr(y0 Dz, v Dy ) (det D)?) —
A(tr(yo Dy, )det D) (tr(vo Dy, )det D) | (8.27)

und

([Aro (£, p)Ar (0, p)]5)e = =2/ L¥(tr(0 D7y 20 Dy, ) (det D)?). (8.28)
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Formale Definition Implementierung
I[sosinglett-Skalar s0 = o) uu
I[sosinglett-Vektor jp = Dyt Uy,
Isotriplett-Skalar s = ™ o (ud £ du),
(uu — dd)

Isotriplett-Vektor I = YT, o (uy,d £ dvy,u),
(wyu — dy,d)

Isosinglett-Pseudoskalar | s2 = thy51) Uysu

Isosinglett-Axialvektor | j2 = VY5 o I, X UYp— U

Isotriplett-Pseudoskalar

SE = P75

Isotriplett-Axialvektor | jg , = DT, Y5 o I

(
o (umi—ud £ dyi—yu),
(

Tabelle 8.1: Implementierung der verschiedenen Stréme und Dichten

Die expliziten Berechnungen kénnen in Anhang A gefunden werden. Wegen der
Translationsinvarianz der Operatoren in (8.27) und (8.28) gilt

(A(AH)A(0)) = % <Z At + At)A(t)> : (8.29)

wodurch die Statistik erheblich verbessert wird.

Das Schwinger-Modell ist eine superrenormierbare Theorie. Die nackte Kopp-
lung wird nicht renormiert und gleicht der physikalischen Kopplung e (4.46). Auf
dem Gitter verwenden wir den iiblichen Faktor 8 vor der Eichfeldwirkung in
(4.36). Im naiven Kontinuum-Limes steht dieser mit der Kontinuumskopplung e

durch
f=

1
= (8.30)
in Beziehung, was den Vergleich von den numerischen Mefidaten mit den analy-
tischen Ergebnissen erméglicht.



Kapitel 9

Ergebnisse

Wir fithren eine MC-Simulation auf einem (16)? und einem (24)® Gitter fiir
B = 4,6 durch. Hierfiir verwenden wir 5000 — 10000 unkorrelierte Fichfeldkon-
figurationen, welche im quenched setup erzeugt wurden. Fiir jede Eichfeldkon-
figuration erstellen wir zuerst die masselosen Dirac-Operatoren und fiigen die
Quarkmasse nachtréaglich mittels (7.88) hinzu.

Fiir den masselosen Fixpunkt-Operator verwenden wir die Konstruktion aus
[60, 66], wobei die Kopplungen in [79] gefunden werden konnen. Fiir den mas-
selosen Overlap-Operator erstellen wir zuerst anhand von (7.83) und (4.27) den
hermitischen Dirac-Wilson-Operator Hy mit dem negativen Massenterm m = —1
und dem Wilsonparameter r = 1. Die Berechnung von e(Hy ) (7.87) erfolgt mit-
tels vollstandiger Diagonalisierung der Matrix Hyy.

Fiir jeden Dirac-Operator berechnen wir die Invertierte und die Determinan-
te. Aus dem Abfallverhalten der connected-Zweipunkt-Korrelationsfunktion des
Isovektor-Stromes j5 (8.28) und des Isoskalar-Stromes 39 (8.27) fiir den festen
raumlichen Impuls p = 0 ermitteln wir anhand der analytischen Ergebnisse (5.19)
und (5.24) aus dem Verhiltnis

(A(At4+1)A(0))  cosh(Meg(At+1— L/2))

(A(A1)A(0)) B cosh(Meg(At — L/2)) (9.1)

die effektiven Massen Mg des Isosingletts n und des Isotripletts = fiir jedes At.

Die Ergebnisse der Korrelationsfunktionen fiir den Overlap-Dirac-Operator
fiir # = 6 und L = 16 sind in Abb. 9.1 dargestellt. Die daraus berechneten ef-
fektiven Massen werden in Abb. 9.2 gezeigt. Wir erwarten, dafl diese im Limes
At — oo asymptotisch gegen den gesuchten Wert der Mesonmassen konvergie-
ren. Fiir A = AT ist die Korrelationsfunktion positiv definit und die Konvergenz
monoton fallend. Fiir kleine At tragen auch hoher angeregte Zustidnde zu den
Zweipunkt-Korrelationsfunktionen bei, wodurch Mg stark abféllt, bevor es zu
einem Plateau abflacht. Es wird angenommen, daf} in dieser flachen Region nur
Beitrdage des niedrigsten Zustandes signifikant sind. Fiir eine endliche statisti-
sche Stichprobe ist dieses Plateau jedoch nicht eben, sondern die Daten zeigen
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Abbildung 9.1: Ergebnisse der Zweipunkt-Korrelationsfunktionen des Isosingletts 7
und des Isotripletts 7 fiir den Overlap-Dirac-Operator (Quarkmassen: 1.61E-3, 6.70E-2,
0.1443, 0.2391). GroBere Quarkmassen fiihren zu steiler abfallenden Kurven.

tiblicherweise korrelierte Fluktuationen [80]. Die statistischen Fehler wachsen mit
At an, aufler fiir den Fall des Pions. Der Grund dafiir ist [81], daB bei einem
Zustand mit zwei Valenz-Quarklinien die Fehler durch das Quadrat des Korre-
lators, welcher vier Linien besitzt, kontrolliert werden. Der Zustand niedrigster
Energie besteht somit aus zwei Pionen. Wiahrend das Signal mit exp(—M.gAt)
abfallt, verringert sich der Fehler nur um exp(— M, .4At). Folglich wachst die-
ser fir Zustinde mit Meg > M, s mit Al an. Die einzige Ausnahme stellt das
Pion dar, fiir welches das Signal und der Fehler dieselbe Zeitabhéngigkeit besit-
zen. Wir erwarten somit nur im mittleren Bereich, in welchem die Melwerte im
wesentlichen unabhéngig von At sind, vertrauenswiirdige Ergebnisse.

Die in Abb. 9.2 dargestellten Resultate der effektiven Massen fiir das Iso-
singlett zeigen im Bereich 2 < At < 5 ein konstantes Plateau. Fir At > 5
fithren die starken Fluktuationen zu statistischen Fehlern. Die Daten fiir das Pi-
on nehmen fiir At > 3 einigermaflen konstante Werte an. Die Ergebnisse fiir das
Isosinglett fiir den Overlap-Dirac-Operator bei § = 4 werden in Abb. 9.3 gezeigt.
Fiir kleine 3 nehmen die Fluktuationen zu, wodurch die Ergebnisse fiir grofle At
stark abweichen. Speziell fiir kleine Quarkmassen ist kein konstantes Plateau zu
erkennen. In diesem Fall werden fiir die Bestimmung der effektiven Massen nur
die tiefgelegensten Werte vor dem neuerlichen Anstieg der Kurve verwendet.

Fiir jede Kurve bestimmen wir den Mittelwert M aller Punkte eines Plateaus.
Der statistische Fehler wird anhand der Jackknife-Methode berechnet. Hierfiir
unterteilen wir die Gesamtzahl der 5000 — 10000 Konfigurationen in n = 10
Untermengen und berechnen unter Nichtberiicksichtigung der Untermenge ¢ die n
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Abbildung 9.2: Ergebnisse der effektiven Massen des Isosingletts  und des Iso-
tripletts 7 fiir den Overlap-Dirac-Operator (Quarkmassen: 1.61E-3, 6.70E-2, 0.1443,
0.2391). GroBere Quarkmassen fiihren zu héher liegenden Kurven.

Mittelwerte M; der jeweiligen restlichen Untermengen n # i. Die Schéatzfunktion
fiir die Varianz von M ist dann durch

P oy} VAR Vit (9.2)

n -
=1

gegeben.

Die numerischen Ergebnisse fiir den Overlap-Dirac-Operator fir L = 16,24
und # = 4,6 werden in Abb. 9.4 gezeigt. Die Resultate fiir den Fixpunkt-Operator
fir L = 16,24 und § = 6 sind in Abb. 9.5 dargestellt. In jedem Diagramm fassen
wir die Melwerte des Isosingletts und des Isotripletts zusammen und vergleichen
sie mit den analytischen Ergebnissen der semiklassischen Naherung (6.15) und
Smilgas Formel (6.9).

Wir beobachten, dafl die Daten insbesondere fiir héhere Quarkmassen gut
durch die semiklassischen Naherung (6.15) beschrieben werden. Fiir kleinere Quark-
massen erkennen wir vor allem fiir kleine Gittergroen eine starke und anschei-
nend systematische Abweichung, welche wir auf finite size Effekte zuriickfiithren.
Diese treten fiir Werte der Pionmasse unterhalb von M, /3 < 0.3 auf.

Fiir den Fixpunkt-Operator erhalten wir fiir kleine m nur bei grofien Eich-
kopplungen 8 > 4 verniinftige Ergebnisse. In diesem Fall ist das Spektrum
annahernd kreisformig. Fiir kleine 3 verursacht die zu grofie Streuung der klei-
nen Eigenwerte, welche in der GréBenordnung der Fermionmasse liegt, storende
Fluktuationen. Die Dispersion o der Eigenwerte um den Kreis folgt dem Gesetz
82

oo 1/p%4, (9.3)
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Abbildung 9.3: Ergebnisse der effektiven Massen des Isosingletts 7 fiir den Overlap-
Dirac-Operator fiir § = 4 (Quarkmassen: 1.97E-3, 8.21E-2, 0.1767, 0.2928). Grofere
Quarkmassen fiithren zu héher liegenden Kurven.

was zu zufélligen Polen in den Propagatoren fiihrt.

Die Masse des Singletts M, ndhert sich bei verschwindender Quarkmasse dem
korrekten Wert fiir m = 0 an. Die MefBdaten werden durch die semiklassische
Néherung (6.16) gut beschrieben. Fiir kleine m werden die Quantenfluktuationen
starker und die numerischen Ergebnisse weichen von der semiklassischen Kurve
ab. Dieses Verhalten bei kleinen m kann durch ein Potenz-Gesetz gefitted werden,
was fiir Ergebnisse des Modells mit staggered-Fermionen in [83] durchgefiihrt
wurde.

Im Groflen und Ganzen werden die Ergebnisse fiir die Singlett-Masse und
die Triplett-Masse gut durch die semiklassische Ndherung beschrieben. Fiir klei-
ne Fermionmassen scheint es wichtig zu sein, dafl die Eigenwerte des Dirac-
Operators sehr nahe am Einheitskreis liegen. Diesbeziiglich liefert der Overlap-
Dirac-Operator gute Ergebnisse. Der sonst qualitativ gute Fixpunkt-Operator
zeigt vor allem bei kleinen 3 schlechte Resultate. Aufgrund der verfilschten Pole
in den Propagatoren, begrenzt die Breite der Eigenwertverteilung um null die
praktische Anwendbarkeit fiir kleine Quarkmassen.
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Abbildung 9.4: Ergebnisse fiir den Overlap-Operator bei § = 4,6, L. = 16,24. Sym-
bole: Monte Carlo Daten. Volle Linie: Smilgas Fomel (6.9). Gestrichelte Linie: semi-
klassische Formel (6.15).
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Abbildung 9.5: Ergebnisse fiir den Fixpunkt-Operator bei § = 6, . = 16,24. Sym-
bole: Monte Carlo Daten. Volle Linie: Smilgas Fomel (6.9). Gestrichelte Linie: semi-
klassische Formel (6.15).



Anhang A

Propagatoren

Die connected-Zweipunkt-Korrelationsfunktionen (8.20) der Operatoren (8.23)
sind durch

(A,(t,p)An(0,p))e = 1/L2 [ ((uzyous + JIVOdz)(ﬂy'YOuy + Jy'YOdy» -
(uzYous + Jz%dzxay%uy + Jy%dz) ]
= /L[ (taryoustiyyouy) + (Ueyousdyyody) +
(derodstiyyouy) + (derodedyyody) —
4{uzyous ) (UyYotty) |
= 1/ L* [ 2(usyouztiyyouy) + 2(tzyouadyyod,) —
4{uzyous ) (UyYotty) | (A1)

und

<A7r3 (t,p)Aws(O,p»C = 1/L2 [ <(ﬂ$’you$ - d$70d$)(ay70uy - dy’YOdy» -
(UsYous — Jr%dw><ay70uy - Jy%dy> ]
= 1/ L [{teyoustiyyouy) — (UsyotizdyYody) —
<Jr70dmuy70uy> + <Jr70dwgy70dy> ]
= /L[ 2(tzyoustiyyouy) — 2(usyousdyyody) | (A.2)

gegeben, wobei wegen der Flavoursymmetrie

(Uzyous) = (dzyody) (A.3)

gilt und die Summen und die exponentiellen Faktoren

Uz YoUzdyYod, = Z eip(”y)ﬂfyouggdyﬁyody (A4)

l‘7y
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nicht explizit angefithrt wurden. Anhand der Integrationsregeln (8.13) integieren
wir die einzelnen Beitrége iiber ihre fermionischen Freiheitsgrade und erhalten

[UpO1UtyT1Uy]f = 013501 k[ Uit Uyr Uyl £
- Ulvijalvkl(DIJ mDyllyk Drjlyk )(DetD)
= 5mz’(01,mjDrjlm)5nk(JlnlDlek)(DetD) —
Soi( 01, oij]y )(DetD)?
= tr(onD,, )tr(alD ")(DetD)? —
tr(o1 D, 01D ) (Det D)?,
[aralurgyaldy}f = 0101 pilUritn;dyrdyl] f
= 01,01, kl(Dm Dy yk)(DetD)Q

= tr(on D, )tr(alD ") (Det D)? (A.5)

D-1

yl,x1

£01, leyl 1

und

[Uzoruz]s = o1[Usitizg]f
= 01,ij(Dgjui)DetD
= tr(oy D) )DetD, (A.6)

wobei ¢, j, k,[,m,n und o Dirac-Indizes bezeichnen und o = o gilt. Das Einset-

zen von (A.5) und (A.6) in (A.1) und (A.2) ergibt

([Ay(t,p) A (0, p)5)e = 1/L*[4(tr(or DF,) )tr(on Dy, )(det D)?) —
2<tr(01D 01D D)(det D)?) —
A(tr(o1 D, )detD}(tr(UlD VdetD) | (A.7)

und

([Age (t,p) Ars (0, p)])e = —2/ L7 (tr(o1 D, 01D D)(detD)?). (A.8)
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