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Resumo

Nesta tese, estudamos a integrabilidade quantica de modelos continuos relevantes no contexto
da quantizacio da supercorda do tipo [IB em AdSs x S°, e, conseqiientemente, de interesse para
a demonstracdo e uma melhor compreensdo da correspondéncia AdS/CFT. Para os modelos de
Landau-Lifshitz e de Alday-Arutyunov-Frolov, calculamos as amplitudes de espalhamento para trés
particulas e mostramos a fatorabilidade de suas matrizes S em primeira ordem n&o-trivial. Propomos
também um novo método para a quantizacdo de sistemas integraveis continuos no exemplo do
modelo de Landau-Lifshitz su(1,1). Nosso método fornece uma solug3o alternativa para o problema
do ordenamento operatorial, bem como uma prescricdo para a deducdo das identidades de traco e
do espectro das cargas quanticas conservadas. Ademais, mostramos que, por ser baseado em um
processo de regularizacdo e renormalizacdo operatorial, concomitante a construcdo das extensdes

auto-adjuntas, a integrabilidade é preservada durante a quantizacéo.






Abstract

In this thesis, we study the quantum integrability of continuous models which arise from con-
sistent truncations of type IIB superstring theory on AdSs x S°, and, therefore are relevant for
improving our current understanding of the AdS/CFT correspondence. For the Landau-Lifshitz and
the Alday-Arutyunov-Frolov models, we compute the three-particle scattering amplitude and show
the factorizability of the corresponding S matrices at the first non-trivial order. We also propose a
new method for quantizing continuous integrable systems and apply it to the su(1,1) Landau-Lifshitz
model. Our method provides an alternative solution to the longstanding operator ordering problem
and gives a prescription to obtain the quantum trace identities, and the spectrum for the higher-order
local charges. Moreover, since it is based on operator regularization and renormalization, as well as on
the construction of the self-adjoint extensions, the integrability is preserved during the quantization

process.
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Capitulo 1
Motivacao

“Physics is like sex. Sure, it may give some practical results, but that's not why we
do it.”

Richard Phillips Feynman

Dois dos mais desafiadores e importantes problemas da fisica tedrica contempordnea consis-
tem em compreender apropriadamente a gravitacdo quantica e as interacdes fortes no regime ndo-
perturbativo. A teoria de cordas permeia esse contexto de uma forma particularmente interessante e
nao-trivial. De fato, foi inicialmente idealizada, no final da década de sessenta, como uma tentativa
de descrever a forca nuclear forte. Sua formulacdo, baseada em objetos fundamentais unidimen-
sionais estendidos, fornecia uma explicacdo qualitativa de varios aspectos intrigantes da interacdo
forte obtidos experimentalmente, como as trajetérias de Regge, de uma forma surpreendentemente
elegante [1]. O motivo de tal apelo era o carater unificado da descrigdo de uma miriade de hadrons
distintos como apenas diferentes modos vibracionais de um nico objeto fundamental: a corda. No
entanto, com o advento da cromodindmica quantica (QCD) no inicio da década de setenta, aliado
a constatacdo de que a teoria de cordas sofria de alguns problemas técnicos, bem como era incapaz
de incorporar o comportamento parténico, evidenciado por novos dados experimentais e explicado
prontamente pela QCD, fez com que a motivacdo original por tras dos modelos de cordas ruisse e o
interesse por eles desvanecesse.

Contudo, algumas dessas dificuldades técnicas que assolavam a teoria de cordas, como a presenca
de particulas sem massa adicionais em seu espectro e a necessidade de um espaco-tempo com
dimensionalidade maior do que quatro para a sua consisténcia, e ajudaram a elimina-la como uma
possivel candidata para a descricdo das interacdes fortes, foram também responsaveis por impedir o
seu completo esquecimento. A presenca de uma particula sem massa e com spin dois no espectro
da corda fechada indicou a possibilidade da teoria de cordas fornecer uma teoria para a gravitacdo
quantica. De fato, a teoria de supercordas fornece, atualmente, o (nico arcabouco teérico capaz
de incorporar tanto a gravidade quanto a mecanica quantica de uma forma consistente e livre de
anomalias [1-5]. Ademais, a necessidade de dimensdes extras fomentou a hipdtese de que a teoria
de cordas ndo seria apenas uma teoria de gravitacdo quantica, mas uma teoria unificada de todas as
interacdes e particulas. Esse alumbramento, ocorrido em meados da década de oitenta, é usualmente
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conhecida como a “primeira revolucdo das supercordas”.

Por outro lado, ainda na década de setenta, ficou claro que as ferramentas tedricas disponiveis di-
ficilmente seriam capazes de fornecer uma solugdo para a QCD. Por ser uma teoria assintoticamente
livre, ou seja, cuja constante de acoplamento efetiva decresce com o aumento da energia, é forte-
mente acoplada a baixas energias, impossibilitando, pois, uma abordagem perturbativa nesse regime.
Foi sugerido por 't Hooft [6] que a QCD, uma teoria de Yang-Mills com grupo de calibre SU(3),
poderia ser significativamente simplificada caso o posto do grupo calibre’ N fosse suficientemente
grande, de forma a possibilitar uma expansdo em poténcias de 1/n. Notadamente, essa expansdo
permite escrever a funcdo de particdo da teoria de calibre como uma soma sobre superficies com

caracteristica de Euler x:

Zeatbre = 3 N*Fy(X) com X = gyyN,
X
onde gyp € a constante de acoplamento da teoria de calibre e A é denominada a constante de 't
Hooft. Considerando o limite de 't Hooft, que corresponde a tomar N — oo com A fixo, verifica-se
que os diagramas n3o-planares® sdo suprimidos.
Surpreendentemente, uma expans3do similar também aparece naturalmente no contexto da teoria
de cordas, pois a interacdo entre cordas, que consiste em junta-las ou separa-las, pode ser interpretada

como a adicdo ou remocdo de buracos ou alcas® & sua folha-mundo. Mais explicitamente,
Zcordas = ZQ;XF)((A) com  gs = e<¢>,
X

onde ¢ representa o dilaton. A analogia com a expansao na teoria de calibre se completa ao identifi-
carmos o fator /v com a constante de acoplamento da teoria de cordas gs. Essa coincidéncia entre
as expansdes perturbativas fornece uma das primeiras evidéncias em favor de uma dualidade entre
teorias de cordas e de calibre.

A descoberta das D-branas, em meados da década de noventa, motivou o estudo de efeitos
ndo-perturbativos e das dualidades entre as diversas teorias de cordas, levando, assim, a um me-
Ilhor entendimento da relacdo com a teoria de calibre e geometrias associadas a buracos negros.
Toda essa atividade culminou na unificacdo das cinco teorias de cordas existentes, no contexto da
recém proposta teoria M. Esse periodo & normalmente conhecido como a “segunda revolucdo das
supercordas”. As D-branas sdo sélitons da teoria de supercordas e, do ponto de vista da teoria de
perturbacdes, podem ser entendidas simplesmente como as superficies onde as pontas das cordas
abertas se prendem [7]. Assim, ao considerarmos um conjunto de N branas coincidentes, as cor-
das abertas podem comecar e terminar em branas distintas, carregando, pois, dois indices que vao
de 1 a N. Conseqgiientemente, a dindmica de baixas energias é descrita por uma teoria de calibre
com grupo U(N) [8]. Essas branas se acoplam aos campos de Ramond-Ramond, que pertencem ao
multipleto da supergravidade, e, portanto, carregam as respectivas cargas. De forma que, quando

adicionamos as D-branas, elas geram um fluxo que contribui para o tensor de energia-momento, e

1Claramente, para o caso da QCD N=3.

2Aqueles que ndo podem ser desenhados sobre um plano ou uma esfera.

3A caracteristica de Euler de uma superficie esta relacionada com o seu género g, o nimero de alcas, e o niimero
de fronteiras (ou buracos) b, através da seguinte relagdo: x =2 —2g— b.
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Figura 1.1: Carater dual das D-branas: (a) hiperplanos onde as cordas abertas se prendem; (b) fonte
para cordas fechadas.

portanto, curvam a geometria. As solucbes das equacdes da supergravidade dotadas de tais fluxos
sdo significativamente similares as solucdes de buracos-negros carregados extremos na relatividade
geral.

O passo seguinte foi dado por Maldacena em 1997 com a proposi¢do da correspondéncia AdS/CFT,
que conjectura a equivaléncia exata entre a teoria maximalmente supersimétrica de Yang-Mills (N =4
SYM) quadridimensional com grupo de calibre SU(N) e a teoria de supercordas do tipo I[IB em
AdSs x S5 [9]*. A motivacdo para tal dualidade surge ao considerarmos cordas em uma geometria
criada por N D3-branas coincidentes, figura 1.1. Nesse caso, a geometria préxima ao horizonte é
AdSs x S°, enquanto que a dindmica de baixas energias no volume-mundo quadridimensional das
branas é descrita por uma teoria de calibre com grupo U(N) e supersimetria N/ = 4. Essa descrigdo
dual admite duas representacdes perturbativas validas em regimes distintos. Para gsN pequeno®, a
descricdo em termos de uma teoria de campos perturbativa é valida, ao passo que, para gs/N grande,
a descricdo gravitacional perturbativa é aplicavel, pois o raio de curvatura € muito maior do que
a escala da teoria de cordas. Dessa forma, somos levados naturalmente a supor que a teoria de
Yang-Mills (no regime de acoplamento forte) descreve a regido préxima do horizonte de uma brana,
cuja geometria & AdSs x S°.

A correspondéncia AdS/CFT é o mais notavel exemplo da implementagdo do principio holografico,
por meio do qual uma teoria de gravidade quantica pode ser descrita através de uma teoria quantica
de campos, esta Gltima definida na fronteira do espago onde vive a teoria de gravitacdo [14]. Nesse
caso, o espaco quadridimensional da teoria de Yang-Mills corresponde a fronteira do espaco AdS?,

enquanto que a esfera esta associada a simetria interna dos campos de calibre. A idéia de holografia

4Para algumas revisdes vide [10-13].
5Quando existem N D-branas coincidentes, o parametro efetivo de expansdo em lacos para cordas abertas &, de
fato, gsN, em vez de simplesmente gs.
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surgiu originalmente do estudo das propriedades termodindmicas de buracos negros, em particular do
limite de Bekenstein, que afirma que a entropia de um buraco negro é proporcional a sua area, e ndo
ao seu volume [15].

A conjectura de Maldacena propdem uma relacdo muito profunda entre as teorias de calibre
(M =4 SYM) e a gravitacdo quantica (supercordas do tipo [IB em AdSs x S®), que proporcionou uma
forma revolucionaria de encarar esses dois problemas fundamentais da fisica tedrica contemporanea.
Ela estabelece um mapa concreto entre diversos objetos das duas teorias, como, por exemplo, seus
parametros livres. Pelo lado da teoria de calibre os dois pardmetros livres necessarios sdo: a constante
de acoplamento gy € o nimero de cores® N, que podem ser combinados na constante de 't Hooft,
A= g%MN. Ja pelo lado da teoria de cordas, temos apenas um @nico parametro fundamental’:
a’ =12, onde Is € o comprimento caracteristico da corda. A relagdo explicita entre tais parametros

A R2\?
4wgszg$M:N e (a’) =,

€ a seguinte:

onde R é o raio tanto de S® quanto de AdSs.

A N =4 SYM possui uma funcio 3 nula, e por esse motivo constitui uma teoria conforme em
quatro dimensdes. A algebra das transformacdes conformes, s0(4,2), inclui, além dos geradores de
Poincaré, os geradores das transformacdes de escala (dilatacdes) e os “boosts” conformes. A super-
simetria estende a algebra conforme, para a superconforme, psu(2,2|4), que contém adicionalmente
os geradores de su(4) ~ so0(6), e corresponde a simetria R. Ja a teoria de supercordas do tipo |1I1B
em AdSs x S® pode ser formulada como um modelo sigma n3do-linear com espaco alvo dado pelo

conjunto quociente [16]:
PSU(2,2|4)
SO(4,1)x SO(5)°

Assim, do ponto de vista das simetrias, ambas as teorias sdo invariantes sob o mesmo supergrupo

de Lie psu(2,2]4), e, conquanto ndo seja uma condi¢cdo suficiente para a sua equivaléncia, é uma
condicdo necessaria.

E importante salientar que apesar de possuir uma estrutura muito semelhante com a QCD, afinal
ambas sdo teorias de calibre quadridimensionais renormalizéveis, baseadas nos mesmos tipos de
particulas e interacdes, a N'=4 SYM é uma teoria muito mais simétrica. Em particular, apresenta
supersimetria maximal e simetria conforme, ausentes na QCD. Embora teorias conformes sejam
necessariamente ndo massivas, existe uma analogia entre os operadores locais da A/ =4 SYM e as
particulas massivas da QCD. Tais operadores locais sdo compostos pelos campos fundamentais da
N =4 SYM atuando sobre um mesmo ponto do espaco-tempo e, da mesma forma que na QCD,
suas cargas de cor sdo balanceadas, tornando-os, pois, objetos invariantes de calibre. Nesse caso,
a quantidade fisicamente relevante, que substitui a massa, é a dimensdo de escala dos operadores.
Classicamente, ela é obtida a partir da soma das dimensfes dos campos constituintes, e, assim como
a massa, recebe correcdes quanticas, as dimensdes anémalas. A despeito de todas essas diferencas, a

correspondéncia AdS/CFT, por meio da A/ =4 SYM, tem fornecido novas ferramentas que levaram

6Posto do grupo de calibre.
7Lembre-se que a constante de acoplamento gs é o valor esperado do dilaton no vacuo, e, por isso ndo constitui
um parametro fundamental.



a compreensdo de fendmenos fundamentais que permeiam tais sistemas fortemente acoplados, mas
que ndo dependem muito dos detalhes da teoria especifica.

Nesse contexto, o operador de dilatacdo assume um papel proeminente, correspondendo ao Ha-
miltoniano na quantizacdo radial®. Os autovalores do operador de dilatacdo fornecem as dimensdes
de escala dos operadores locais de uma teoria com invariancia conforme, e sdo os Unicos rétulos de
uma representacdo (super-)conforme a poderem depender continuamente dos pardmetros do mo-
delo. Pelo lado da teoria de cordas, as quantidades de interesse fisicos sdo as energias dos diversos
estados. De acordo com a versdo mais geral da dualidade AdS/CFT os estados fisicos das teorias
de cordas e calibre estdo organizados no mesmo conjunto de multipletos de psu(2,2|4), de forma
que as dimensdes de escala dos operadores na teoria de calibre devem coincidir exatamente com as
energias dos estados correspondentes na teoria de cordas.

O grande poder preditivo da conjectura AdS/CFT advém do fato de que ela relaciona o limite de
acoplamento fraco de uma teoria com o limite de acoplamento forte da outra. Portanto, torna-se
possivel utilizar métodos perturbativos em um dos lados da dualidade para se obter informacdes sobre
o regime ndo-perturbativo do outro. Desse ponto de vista, a correspondéncia proporciona duas des-
cricdes complementares de um mesmo sistema. Conseqgiientemente, problemas dificeis de se estudar
em uma descricdo sdo, as vezes, faceis de se abordar na outra. Contudo, essa complementaridade
de descri¢bes introduz uma grande dificuldade na verificacdo da validade da conjectura, dado que
uma comparacao direta entre os resultados obtidos em ambos os lados ndo é geralmente possi-
vel, em virtude das limitacdes impostas pela natureza perturbativa dos métodos disponiveis. Dessa
forma, grande parte da pesquisa inicial concentrou-se no estudo de estados especiais (estados BPSg),
que por ndo receberem correcdes quanticas, em virtude da supersimetria, podiam ser diretamente
computados em ambos os lados, fornecendo os primeiros testes da validade da dualidade.

Em 2002, Berenstein, Maldacena e Nastase [17] consideraram excita¢Bes ao redor de uma confi-
guracao de cordas em forma de ponto que se movia com grande momento angular sobre um equador
de S°. Nesse limite (limite de BMN), o fundo sentido pela corda corresponde a uma geometria de
ondas planas, que permite uma quantizacdo exata da teoria. Assim, com o conhecimento do espec-
tro exato da teoria de cordas, foi possivel inferir as dimensbes de escala dos operadores na teoria de
calibre. Esses resultados foram confirmados, através do calculo direto das dimensdes de escala nas
primeiras ordens [18]. Todavia, um progresso consideravel tanto na demonstracdo da validade de
tal conjectura, quanto no entendimento das teorias de cordas e de calibre, foi apenas obtido com o
descobrimento de estruturas integraveis em ambos os lados da dualidade!®.

Sistemas integraveis [20-23] formam uma das mais fascinantes areas da fisica tedrica e da mate-
matica aplicada, o crescente interesse em sistemas completamente sollGveis proporcionou um rapido
desenvolvimento e uma vasta aplicabilidade de seus métodos. Partindo do estudo de ondas solitarias
(sélitons) em aguas rasas e aspectos classicos de equagdes diferenciais parciais ndo-lineares integra-
veis, a area se expandiu, e hoje permeia muitos campos da fisica como, para citar apenas alguns, a

fisica da matéria condensada e a fisica de particulas elementares. Em suma, o conceito de integrabi-

80 esquema de quantizacdo no qual os parénteses de Poisson s3o calculados na hipersuperficie de mesma coordenada
radial.

9Bogomol'nyi?Prasad?Sommerfield.

10Para uma revisdo compreensiva da extensa (e crescente) literatura a respeito da aplicacdo da integrabilidade no
contexto da correspondéncia AdS/CFT, vide [19]
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lidade corresponde as condicdes necesséarias para que um dado sistema dindmico seja analiticamente

soldvel, incluindo também métodos para obter tais solucdes e suas propriedades.

Modelos integraveis sdao, em geral, caracterizados pela existéncia de infinitas quantidades conser-
vadas. Na mecanica classica, por exemplo, a existéncia de um nimero! suficiente de integrais de
movimento permite a introducdo das variaveis de dngulo e acdo, e conseqiiente solucdo das equacdes
de movimento por meio de quadraturas. Ja no contexto quéantico, para teorias em (14 1) dimensdes,
a existéncia de infinitas leis de conservacdo restringe severamente a forma da matriz S [24,25]. Em
particular, o espalhamento em teorias integraveis quanticas é fatoravel, ou seja, a matriz S para o
espalhamento de n corpos é dada simplesmente pelo produto de matrizes S para o espalhamento de
duas particulas. Além do mais, no decorrer de tal espalhamento ndo ha producdo nem aniquilacdo de
particulas, e o conjunto inicial de momentos coincide com o final. Dessa forma, ndo é surpreendente
que se possa calcular a matriz S exatamente, bem como obter o espectro das excitacdes, através da

diagonalizacdo simultanea de todas as cargas conservadas.

Pelo lado da teoria de calibre, a integrabilidade forneceu métodos para o calculo da dimensao
anémala de operadores locais no limite planar da /' =4 SYM, posto que, nesse caso, o operador de
dilatagdo pode ser mapeado na Hamiltoniana de uma cadeia de spins integravel [26,27]. Enquanto
que pelo lado da teoria de cordas, a estrutura integravel relevante surgiu do modelo sigma para
uma corda rodando com grande momento angular [28-30]. Impressionantemente, uma equivaléncia
detalhada entre tais estruturas foi encontrada, apesar de se ter um modelo quéantico discreto em
um dos lados e um modelo continuo classico do outro [31], vide figura 1.2. O trabalho de Bena,
Polchinski e Roiban [32] revelou a presenca de simetrias yangianas, relacionadas com a existéncia
de um numero infinito de correntes conservadas, e, por consegiiinte estabeleceu a integrabilidade
classica do modelo sigma de cordas. Ao se perceber que a integrabilidade se estende a todos os
operadores da ' =4 SYM em primeira ordem [27], bem como tal resultado permanece valido para
as duas ordens seguintes [18], foi proposto que a integrabilidade deveria ser uma propriedade exata.
Ademais, as estruturas integraveis descobertas perturbativamente em ambos os lados da dualidade

seriam manifestacdes de um mesmo objeto ndo-perturbativo.

Logo, para um melhor entendimento da correspondéncia AdS/CFT é necessario quantizar a teoria
de supercordas em AdSs x S, a qual, conquanto um modelo classicamente integravel, resistiu a todas
as tentativas de quantizacdo através dos métodos convencionais desenvolvidos na teoria de sistemas
integraveis quanticos, em particular no contexto do método do espalhamento inverso quéantico [33,
34]. Notamos, contudo, que a integrabilidade quantica da teoria de cordas em AdSs x S° tem sido
uma hipétese corriqueira para permitir diversos avancos como o calculo das relacdes de dispersao para
excitagdes elementares e da matriz S descrevendo o seu espalhamento [13,35]. Tais dificuldades ndo
sao exclusividade da teoria de cordas, aparecendo também em varios outros modelos relevantes,
como, por exemplo, o modelo principal quiral, o0 modelo de sine-Gordon e o modelo de Landau-
Lifshitz. Dentre elas, uma das mais criticas é relativa a presenca de termos n3do-ultralocais, ou seja,
proporcionais a,

8, (c—0d'),

11Esse nimero corresponde aos graus de liberdade do sistema, caso ele seja finito.
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Figura 1.2: Equivaléncia entre as estruturas integraveis no contexto da correspondéncia AdS/CFT:
pelo lado da teoria de calibre, temos cadeias de spin integraveis, enquanto que pelo lado da teoria de
cordas, temos o modelo sigma para uma corda rodando com alto momento angular.

que, em geral, impossibilitam a aplicacdo do método do espalhamento inverso [20-23].

E bem sabido que modelos continuos proporcionam um problema de quantizacdo severamente
mais complicado do que suas contrapartes discretas. Isso se deve a presenca de divergéncias advindas
de um produto mal definido de operadores atuando sobre um mesmo ponto, que no caso de sistemas
discretos sdo suavizadas pelo espacamento da rede. Apesar de existirem diversas técnicas de discre-
tizacdo, as quais podem nao ser diretamente aplicaveis ao ja mais complexo modelo sigma de cordas,
elas, em geral, levam a resultados sensivelmente complicados [36], envolvendo operadores ndo-locais.
Portanto, se estamos interessados em estender a correspondéncia entre as estruturas integraveis no
contexto da dualidade AdS/CFT além do limite de cordas com grande momento angular, precisamos
aprender a lidar diretamente com modelos integraveis quanticos continuos. Um primeiro passo nessa
dire¢do foi dado em [37], onde propusemos um novo método para a quantizagdo de modelos inte-
graveis continuos no exemplo representativo do modelo isotrépico su(1,1) de Landau-Lifshitz (LL),

sem recorrer a nenhum esquema de discretizac3o.

Alternativamente, é possivel estudar a integrabilidade quantica de um dado modelo, ao considera-
lo como uma teoria de campos bidimensional e testar a fatorabilidade de sua matriz S por meio de
calculos perturbativos. A fatorabilidade da matriz S [24, 25] é uma propriedade fundamental dos
modelos integraveis quanticos, e um dos principios que permitem preservar a integrabilidade de uma
teoria durante a sua quantizacdo. Sua relacdo com o método do espalhamento inverso quantico é
bem conhecida [38], contudo até recentemente, tenha sido apenas verificada para o caso mais simples
do modelo ndo-linear de Schrodinger (NLS) [39]. N&o obstante, essa técnica tem sido amplamente
utilizada no contexto da dualidade AdS/CFT para a obten¢do da matriz S e das equagdes de Bethe
a partir da hipétese de integrabilidade quéntica [35,40]. Dessa forma, torna-se, pois, imperativa
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a verificacdo da fatorabilidade da matriz S para tais modelos. Interessantemente, a demonstracio
dessa propriedade requer um intrincado mecanismo de cancelamentos entre amplitudes advindas de
diferentes ordens [41,42].

Uma oportunidade particularmente interessante de se abordar a quantizacdo da teoria de super-
cordas em AdSs x S° consiste em estudar os modelos oriundos de seus truncamentos consistentes
a subsetores que sejam duais a setores fechados da teoria de calibre [35,41,42]. Espera-se que
tais modelos percam algumas das propriedades interessantes da teoria completa, como a invariancia
conforme e a renormalizabilidade, contudo a integrabilidade classica deve persistir. Dessa forma, os
modelos resultantes, apesar de mais simples, devem ainda propiciar exemplos representativos das di-
ficuldades associadas a quantizacdo da teoria de cordas. Nesse contexto dois modelos sobressaem: o
modelo su(2) de LL e o modelo de Alday-Arutyunov-Frolov (AAF) [43], que surgem, respectivamente,

dos truncamentos consistentes aos setores su(2) e su(1]1).

Tanto o modelo su(2) de LL quanto o de AAF constituem exemplos formidaveis das dificuldades
associadas a quantizacdo de sistemas integraveis continuos. Notadamente, a formulacdo do método
do espalhamento inverso quantico exige uma definicdo cuidadosa dos operadores quanticos, de forma
a evitar as singularidades inerentes as algebras operatoriais de tais modelos, bem como a correta
reconstrucdo dos espagos de Hilbert [37,44]. Além disso, é interessante ressaltar que o modelo
de AAF & o primeiro exemplo de um modelo integravel fermidnico ndo-trivial, que apresenta uma

estrutura ndo-linear e singular.

Esta tese estd organizada da seguinte maneira. No restante da parte |, fazemos uma revisao
dos conceitos basicos relacionados a integrabilidade classica e quantica. No capitulo 2, considera-
mos a integrabilidade classica, inicialmente no contexto da mecéanica classica, em sistemas com um
nimero (n) finito de graus de liberdade, introduzimos o conceito de integrabilidade de Liouville e
demonstramos que suas equacdes de movimento sdo sollveis por quadraturas, se existirem n quan-
tidades conservadas e independentes em involucdo. Ademais estabelecemos a relagcdo entre essas
quantidades e as variaveis de angulo e acdo. A seguir, generalizamos o conceito de integrabilidade
para sistemas com um nimero infinito de graus de liberdade, de forma a podermos analisar teorias
de campos classicas. Apresentamos o modelo de Schrédinger ndo-linear (NLS), a teoria de campos
classica mais completamente estudada, com a qual ilustramos todos os conceitos importantes. A
partir da representacdo de Lax, construimos a matriz de transicio e mostramos como as infinitas
cargas conservadas podem ser extraidas ao considerarmos o seu traco. Em particular, para o modelo
NLS obtemos, explicitamente, as identidades de traco. Para verificar se as integrais de movimento
assim obtidas estdo em involucdo empregamos o formalismo da matriz r. Finalizamos esse capitulo
com uma discussido sobre a existéncia de um mapa bijetor responsavel por linearizar as equacdes
de movimento e introduzimos os conceitos essenciais do método do espalhamento inverso classico
(MEIC).

No capitulo 3 abordamos a dificil questdo de estender o conceito de integrabilidade ao contexto
quantico. Comegamos discutindo o Ansatz de Bethe coordenado (ABC), que usamos para diago-
nalizar o Hamiltoniano da versdo quantica do modelo NLS e assim inferir o seu espectro. A seguir,
desenvolvemos o método do espalhamento inverso quantico (MEIQ), que combina idéias do MEIC
com as do ABC para fornecer uma abordagem mais sistematica para se obter as autofuncdes e seus
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respectivos autovalores. Inicialmente, consideramos sistemas discretos, para os quais desenvolvemos
o Ansatz de Bethe algébrico (ABA). E posteriormente para modelos continuos, no exemplo do modelo
NLS, exibimos as construcdes necessarias para se obter o equivalente quantico das coordenadas de
angulo e acdo e as quantidades conservadas. Comentamos as dificuldades associadas a deducdo das
cargas conservadas de ordem superior e sua relacao com a incapacidade do ordenamento de Wick em
fornecer uma solucdo para o problema do ordenamento de operadores. Discutimos também o papel
desempenhado pela equacdo de Yang-Baxter no contexto do espalhamento de particulas em teorias
de campos em 141 dimensdes. Finalmente, baseados nessas idéias estabelecemos a integrabilidade
quantica do modelo NLS, ao demonstrarmos a fatorabilidade de sua matriz S, com o uso de uma

abordagem perturbativa baseada em diagramas de Feynman.
Nas partes Il e Il apresentamos material original, baseados nos artigos [41], [37] e [42].

Na parte I, estudamos o modelo de Landau-Lifshitz (LL), que descreve a cadeia continua de spins
de Heisenberg, e, mais recentemente, surgiu no contexto da correspondéncia AdS/CFT como uma
das primeiras evidéncias da estrutura integravel subjacente. Estamos particularmente interessados
na versio que aparece no subsetor R x S3 da supercordas em AdSs x S® no limite de momento
angular grande. No capitulo 4, apresentamos o modelo de LL classico em suas diferentes versdes:
anisotrépica e isotrépica, su(2) e su(1,1). Aplicamos o MEIC para as duas versGes isotrépicas:
su(2) e su(l,1) e comentamos sobre a equivaléncia de calibre entre o LL e o NLS. No capitulo
5, baseado na publicacdo [41], consideramos o modelo de LL isotrépico su(2) como uma teoria de
campos, conforme obtido a partir da teoria de cordas. Examinamos a quantizacdo do campo livre e
constatamos propriedades interessantes relacionadas com o carater ndo-relativistico do modelo, que
permitem o calculo exato da matriz S para o espalhamento da duas particulas. A seguir, com o
intuito de sondar a integrabilidade quantica do modelo, estudamos o espalhamento de trés particulas
e concluimos que, devido a um intrincado esquema de cancelamentos, a matriz S é fatoravel na

primeira ordem nao-trivial.

No capitulo 6, baseado em [37], consideramos em detalhe a quantizagdo do modelo de LL. Con-
sideramos apenas a versdo hiperbdlica (su(1,1)) do modelo de LL, uma vez que sé ela admite uma
quantizacao consistente com respeito ao vacuo ferromagnético. Discutimos minuciosamente o pro-
cedimento de regularizacdo e renormalizacdo dos campos necessario para definir consistentemente o
produto de operadores atuando sobre um mesmo ponto, bem como a estrutura algébrica resultante
e demonstramos a integrabilidade quéntica do modelo. Com os operadores quanticos devidamente
regularizados podemos prosseguir com a construcdo das cargas conservadas, sua conseqiiente diago-
nalizacdo e a deducdo das identidades de traco. Explicamos em que sentido o nosso método pode ser
considerado como uma alternativa ao processo de discretizacdo e estabelecemos uma conexao expli-
cita com o MEIQ. Finalmente, consideramos a construcdo das extensdes auto-adjuntas das cargas

conservadas.

Na parte Ill, analisamos o modelo de Alday-Arutyunov-Frolov (AAF). No capitulo 7, fazemos uma
breve revisdo de alguns fatos relevantes sobre a formulacdo da teoria de supercordas do tipo IIB em
AdSs x S® como um modelo sigma. De forma a podermos proceder com a reducdo ao setor su(1]1)
para obtermos o modelo de AAF. Discutimos tanto a sua formulacdo Lagrangeana, quanto Hamilto-
niana. Finalmente, exibimos a representacdo de Lax para o modelo de AAF, obtida por um processo
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de reducdo semelhante, a partir do par de Lax para o modelo de cordas, e, assim, estabelecemos a
sua integrabilidade classica. No capitulo 8, baseado na publicagdo [42], discutimos o modelo de AAF
como uma teoria de campos quantica e preparamos todo o ferramental necessario para o calculo
das amplitudes de espalhamento de duas e trés particulas. Fornecemos uma deducdo baseada em
métodos tradicionais da matriz S para os setores com duas e trés particulas e demonstramos a sua
fatorabilidade na primeira ordem n3o trivial.

Na conclusdo, coletamos os principais resultados obtidos. Relegamos aos apéndices A-H todos

os detalhes técnicos pertinentes que ndo foram exibidos no texto principal.



Capitulo 2

Integrabilidade Classica

“Begin at the beginning,” the King said gravely, “and go on till you come to the end:
then stop.”

Lewis Carroll, Alice’s Adventures in Wonderland

No contexto de sistemas dindmicos, o conceito de integrabilidade esta relacionado com a exis-
téncia de folheacGes invariantes e regulares da variedade na qual o sistema estd definido. Uma
n-folheacdo de uma variedade m-dimensional M pode ser entendida como uma colecdo M; de subva-
riedades n-dimensionais de M, conexas e disjuntas aos pares, denominadas folhas da folheacdo de M,
de forma que, para cada ponto x € M, exista uma carta (U, @), com x € U e tal que para cada folha
M; ainterseccdo M;NU seja vazia ou uma colecdo contavel de subespacos n-dimensionais afins, cujas
Gltimas m — n coordenadas sejam constantes. Assim, uma folheacdo regular e invariante é aquela
cujas folhas sdo variedades imersas de menor dimens3do possivel que sdo invariantes sob o fluxo.

Para o caso particular de sistemas Hamiltonianos, o conceito de integrabilidade admite um refi-
namento relacionado ao teorema de Liouville, a saber, podemos relacionar a existéncia de folheacdes
invariantes e regulares com a existéncia de um conjunto maximal de invariantes em involucdo com
respeito a algebra de Poisson do sistema. Tais invariantes em involucdo, sdo fisicamente mais re-
levantes, uma vez que correspondem as integrais de movimento do sistema, como por exemplo a
energia e o momento. Com a ajuda delas é possivel, através de quadraturas, encontrar solucdes
explicitas das equacdes de movimento. No que se segue, vamos expor um tratamento simplificado e

sucinto que permite ao leitor vislumbrar essa conex3o.

2.1 Formalismo Hamiltoniano

Na mecanica classica, o movimento de um sistema é descrito por uma trajetéria imersa no espaco
de fase, que é, em geral, um espaco de dimensao par, descrito por coordenadas de posicao e momento.
Por concreteza, consideramos um sistema com n graus de liberdade (n finito) descrito por um espago

de fase [»,, com coordenadas locais:

E=(piqi), i=1,....n
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Dessa forma, o espaco de fase corresponde, localmente, a um conjunto aberto de R?”, mas que
globalmente pode apresentar uma topologia ndo-trivial, como por exemplo, a de uma esfera, ou a de
um toro. As variaveis dindmicas sdo funges f : [5, x R— R, de forma que f = f(p,q,t), onde t é um
pardmetro especial, denominado tempo. Sejam duas tais fun¢des, f,g: >, X R = R, introduzimos

os parénteses de Poisson de f e g como a seguinte funcao:

ffgy=Y - o7 (21.1)

/= Opk Oak  Oqk Opk

Claramente, os parénteses de Poisson (2.1.1) sdo antissimétricos:

{f.g}=—{g.f}

e satisfazem a identidade de Jacobi:

{f.{g.h}}+{g.{h.f}}+{h{f g}} =0.

Ademais, dizemos que duas funcdes f e g estdo em involucdo, se satisfazem:

{f.g}=0.

Claramente, as coordenadas locais £ satisfazem os parénteses de Poisson candnicos:
{pi,pi} =0, {a.q}t=0, {piq} =70 (2.1.2)

Dada uma Hamiltoniana H(p, q,t), que, em geral, independe do tempo, a dindmica do sistema &

determinada pela seguinte equacdo diferencial:

df  of

T =g TUHA YE=f(p.q.1). (2.1.3)

Fixando f = p; ou f = g;, obtemos as equacdes de Hamilton

oOH oH
=2 p=—22 2.1.4
opi’ P agq; ( )

QI
que compdem um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem!. O sistema (2.1.4) é deter-
ministico, uma vez que as coordenadas generalizadas a um tempo arbitrario £(t) sdo univocamente
determinadas pelas 2n condi¢des iniciais £(0). Além disso, os elementos de volume no espa¢o de fase

sao conservados.

Definicdo 2.1.1. Uma funcdo f : [, x R = R é dita ser uma constante do movimento® se satisfizer
f =0, quando as equacdes de Hamilton (2.1.4) forem validas. Equivalentemente, f(p(t), q(t), t) =
¢, onde ¢ é uma constante, se p(t) e q(t) forem solugdes de (2.1.4).

Naturalmente, quando encontramos um sistema de equagdes diferenciais como (2.1.4), perguntamo-

10Onde denotamos as derivadas temporais por um ponto.
20u uma carga conservada, ou uma primeira integral, ou uma integral do movimento,. . .
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Figura 2.1: Superficie de nivel.

nos se existem solugdes, se sim, quantas e como construi-las. Em geral, o sistema (2.1.4) é solivel
se existe um namero suficiente de integrais de movimento, pois cada uma elimina uma equacao dife-
rencial. Suponha, por exemplo, que exista uma carga conservada f que ndo dependa explicitamente
do tempo e que defina uma hipersuperficie f(p,q) = c em [,,, com ¢ constante, vide figura 2.1.
Duas hipersuperficies correspondentes a cargas conservadas independentes se interceptam em uma
superficie com codimensdo 2 em [5,. De maneira geral, a trajetéria é descrita sobre uma superficie
com dimensdo 2n— L, onde L é o nimero de integrais do movimento independentes, se L =2n—1
essa superficie € uma curva e uma solugdo de (2.1.4).

Assim, o problema de construir uma solugdo de (2.1.4) é reduzido a constru¢do dessas hipersu-
perficies, mas para isso & necessario encontrar um nimero correspondente de cargas conservadas. De
fato, dadas duas integrais de movimento independentes, que ndo dependam explicitamente do tempo,
sempre podemos usar seus parénteses de Poisson para definir uma terceira constante do movimento.
O teorema de Noether, por sua vez, fornece algumas primeiras integrais, relacionadas as simetrias do
sistema. Contudo, as cargas conservadas obtidas dessa maneira ndo sdo, em geral, suficientes para

prosseguirmos.

2.2 Geometria Simplética

Existe uma forma natural de se estender o formalismo Hamiltoniano ao se generalizar o conceito de
parénteses de Poisson (2.1.1). Uma abordagem mais geométrica da mecanica cléssica, fornecida pela
geometria simplética [45,46], permite uma melhor compreens3o dos sistemas integraveis. Considere,
entdo, o conjunto das func¢des diferencidveis no espaco de fase [, e denote por F(/2,), a algebra
de tais funcdes. Definimos, pois, o conceito de parénteses de Poisson:

Definicao 2.2.1. Os parénteses de Poisson sdo uma derivacao bilinear e antissimétrica da algebra
-7:(/—2n):{ ) }:]:(/—2n)x‘7:(/—2n)*>-7:(l—2n) tal que:
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Antissimetria: {f,L}=—{h, A},

Linearidade: {f;,afh + bz} = a{fi, L} + b{fi,fz}, com a, b constantes,
Regra de Leibnitz: {fi, LR} ={f, L} + L{f, i},

Identidade de Jacobi: {fi,{f,:}}+{h.{f A}t}+{fk.{A. L}} =0.

Dado que os parénteses de Poisson sdo lineares em suas entradas e satisfazem a regra de Leibnitz,
para cada fun¢do H € F(I,) podemos associar um campo vetorial Xyf ={H,f} em [,. Se H for

a Hamiltoniana do sistema, esse campo define a evolucdo temporal de f:
f=Xuf ={H.f}, VfeF(ln). (2.2.1)
Assim, podemos definir o conceito de variedade de Poisson.

Definicao 2.2.2. Uma variedade 5, na qual um parénteses de Poisson esta definido é dita uma
variedade de Poisson.

Uma das mais importantes propriedades dos parénteses de Poisson no contexto da mecénica

classica é que se f; e f, forem quantidades conservadas, ou seja,
{Hi}=0 e {HhH}=0,

entdo {f, L} também é conservada em virtude da identidade de Jacobi. Em geral, os parénteses
de Poisson sdo degenerados, ou seja, existem fungdes f; € F(I5,) tais que {f;, g} =0 para qualquer
g € F(l2,). O conjunto dessas fungdes f; € denominado centro da algebra de Poisson. Se o centro
for ndo-trivial, isto &, se pelo menos uma dessas f; ndo for uma funcdo constante, é possivel reduzir
o sistema dindmico em questdo, ao impor que todas as funcdes do centro sejam iguais a valores
constantes. Esse procedimento define uma folheacdo de I, e os parénteses de Poisson em cada
folha sdo ndo-degenerados.

Para um dado sistema local de coordenadas x' de I, podemos escrever:

of 3
Oxi Oxi”

{fi, B}, = PY(x) (2.2.2)
A antissimetria dos parénteses de Poisson impdem que:

P'j(x) = 7Pj[(X),
enquanto que a identidade de Jacobi assume a seguinte forma:

P8 P/* + Pk8,PY + P8, P*' = 0.

Um caso de especial interesse ocorre quando PY é inversivel, implicando, em particular, que o centro

da algebra de Poisson é trivial e que a dimensdo da variedade seja par. Denotando a inversa de P¥
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por (P~1);;, temos que 8sPY = —P29,(P~1),,P¥, que inserido na identidade de Jacobi fornece:

p'spiapkb (as(Pil)ab+ab(P71)sa+6a('Dil)bs) =0
:>as(Pil)ab‘Fab('Dil)sa+aa(P71)bs - O,
onde usamos o fato de que PY é inversivel. Essas condicdes garantem a existéncia de uma 2-forma

fechada: )
W= —E(P_l),-jdx"/\dxf, (2.2.3)

ou seja, tal que dw = 0. Essa 2-forma é invariante sob transformag¢des de coordenadas, e por isso

globalmente definida em [5,.

Definicao 2.2.3. Seja I, uma variedade diferenciavel com dimensdo par. Uma estrutura simplética

em [, é dada por uma 2-forma diferencial fechada e ndo-degenerada w:

dwu=0 e V(#0 Fn:w(l,n)#0, (,ne Tl

O par ([,,,w) é denominado uma variedade simplética.

No contexto de variedades simpléticas existe um isomorfismo natural entre campos vetoriais e
1-formas estabelecido pela estrutura simplética. Sejam V() e Q2"(/>,), o conjunto de todos os
campos vetoriais e o espaco vetorial de todas as r-formas diferenciais, respectivamente, em [»,, e
considere o produto interior associado a um vetor arbitrario ¢ € V(Ia,), i : Q" (M2n) — Q71 (2n).
Assim, para cada vetor ¢ € V(/,) podemos associar a sequinte 1-forma através da estrutura simplé-
tica:

C—icw=w(( ).

Portanto, estabelecemos um isomorfismo entre V(I5,) <+ Q! (/2,). Com esse isomorfismo podemos
introduzir o campo vetorial Hamiltoniano associado a fung¢do f € F(I5,), X, implicitamente por:

Ix;w=w(Xs, ) =—df.
Em termos das coordenadas locais x' em [, temos:

1 . :
W= Ew,jdx’ ANdxX,

X = X}0; = wojf, (2.2.4)

com w” = (w,j)_l. Conseqiientemente, com o conhecimento da forma simplética w, podemos re-

construir os parénteses de Poisson:
{f. k) =Xq(h) = —X5(f1) = w(Xq, Xp,), (2.2.5)

ou, em componentes:
(A, b} =—w 8ifi5if.

Outro conceito importante que pode ser construido em um espaco simplético é o de transforma-
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cOes simpléticas, para isso considere uma bijecdo v : [, — 55, a transformacdo da forma simplética
w sob 1y é:
('y*w)m(\/, W) = w’y(m) (’Y*\/v "Y*W)v

onde m € 5, e v, é o diferencial de vy, levando um vetor tangente em m em um vetor tangente em
v¥(m). Diz-se que a transformacgdo <y é simplética se y*w = w, isto é, uma transformacdo simplética
€ aquela que preserva a forma simplética. Para uma transformacao infinitesimal, vy é especificada por
um vetor X em [5,, e essa condicdo é equivalente a Lxw =0, com Lx = dix + ixd sendo a derivada
de Lie. Com respeito aos parénteses de Poisson a condicdo de simpleticidade de uma transformacao
adquire a seguinte forma:

Hh. L} ={vh.vf}.
Proposicdo 2.2.4. Qualquer fluxo Hamiltoniano é uma transformacao simplética.

Demonstracdo: Seja H uma hamiltoniana e Xy o campo vetorial associado, tal que ix,w = —dH,
entdo:
Lx,w = (ix,d+ dix, )w = d(ix,w) = —d*H =0.

Exemplo 2.2.5. O exemplo mais simples de um espaco simplético é dado por 5, = R?>" com as
coordenadas canédnicas £ = (p;, q;) e a seguinte forma simplética:

w=dp' Ndg.

De forma que para duas funcées quaisquer f(p;, q;) € g(p;, qi) definidas no espaco de fase, os parén-
teses de Poisson podem ser escritos em termos das coordenadas canénicas como (2.1.1). Por sua
vez, o campo vetorial Hamiltoniano associado a uma funcdo f € F(I,,) é dado por:

of . of
Xr=—7-0

4+ —0,..
aq; p’+api a9

De fato, esse exemplo é bem geral, uma vez que, pelo menos localmente, o teorema de Darboux

garante tal construcdo.

Teorema 2.2.6. Em qualquer variedade simplética (I, w) é possivel introduzir, localmente ao redor
de um ponto mg, coordenadas canénicas & = (p;, q;) tais que w = dp’ Adq;. Além do mais, é possivel
escolher p; como qualquer funcdo H em [, tal que dH(mqg) # 0.

A demonstracdo desse teorema se encontra no apéndice A.1.

2.3 Integrabilidade de Liouville

Em virtude da equagdo (2.2.1) fica claro que a Hamiltoniana é uma quantidade conservada
sob a evolucdo temporal, de forma que o movimento ocorre em uma subvariedade do espaco de
fase definida por H = E, onde E é uma constante. Sistemas dindmicos descritos pelas (2.1.4)
ndo sao exatamente sollveis em geral, contudo para uma certa classe desses sistemas, conhecidos
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como sistemas integraveis no sentido de Liouville, solucdes explicitas podem ser obtidas por meio de
quadraturas. Antes de formularmos precisamente esses conceitos, € instrutivo considerar um exemplo

ilustrativo de modo a melhor compreender a geometria da situag3o.

Exemplo 2.3.1. O Oscilador Harmoénico: Considere o espaco de fase bidimensional parametrizado
pelas coordenadas canédnicas € = (p, q), de modo que a Hamiltoniana assume a seguinte forma:

1
H = E(P2 +w2q2),
com os parénteses de Poisson dados por:

{p.a} =1

O espaco de fase é fibrado em elipses H = E, com excecdo do ponto (0,0), que é estacionario. Um

outro sistema de coordenadas melhor adaptado ao oscilador harménico é (p,0):
o .
p=pcosf e q:asme, (2.3.1)

com os seguintes parénteses de Poisson ndo-nulos:

w
{p.0}=—.
0

Nessas coordenadas podemos escrever o fluxo como:

p=V2E, 6=wt+0,

ou seja, o fluxo ocorre nas elipses descritas acima.
Nao é complicado generalizar esse resultado para a soma direta de n osciladores harménicos, cuja

Hamiltoniana é dada por:

1 n
H=3 3 (P} +wia?),
i=1

com parénteses de Poisson dados pela equacdo (2.1.2). Agora, existem n quantidades conservadas
em involucdo, Fi = 1(p? +w?q?), e a variedade de nivel I}, ={¢ € I, : F; =f;} é um toro real
n-dimensional. O movimento ocorre nesses toros, que folheiam o espaco de fase. E também possivel
introduzir n angulos 9;, que assim como no caso unidimensional, evoluem linearmente no tempo com

freqiiéncias w.
Inspirados pelo exemplo 2.3.1 introduzimos o conceito de integrabilidade de Liouville:

Definicdo 2.3.2. Um sistema dindmico Hamiltoniano definido em uma variedade simplética (2n, w)
com Hamiltoniana H é integravel no sentido de Liouville, se existirem n funcées independentes F;,

i=1,...,n tais que:
1. {H,F}=0;,

2. {F.F}=0.
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A condicdo 1 da definicao 2.3.2 implica que as funcdes F; sdo conservadas com respeito ao
fluxo do campo vetorial Hamiltoniano, enquanto que a condicdo 2 demanda que tais funcbes estejam
em involucdo. Ja a independéncia dessas funcgdes significa que, para um ponto qualquer do espaco
de fase, os dF; sao linearmente independentes, o que equivale ao fato de que o espaco tangente
a superficie F; = f; existe para todos os pontos e sua dimensdo é n. Notamos que ndo podem
existir mais do que n quantidades conservadas independentes em involucdo, pois caso contrario os
parénteses de Poisson seriam degenerados, o que é incompativel com a condi¢cdo de que o espaco de
fase seja uma variedade simplética. A Hamiltoniana H deve depender das coordenadas do sistema,
que em virtude do teorema de Darboux, podem ser tomadas, ao menos localmente, como £ = (p;, i),
somente através das integrais de movimento F;.

Como imediata conseqiiéncia da definicao 2.3.2 podemos demonstrar que as solucdes das equa-
¢Oes de movimento de um sistema integravel no sentido de Liouville podem ser obtidas por quadratu-
ras, ou seja, através de um namero finito de integracGes e operacdes algébricas. Esse é o conteldo

do teorema de Liouville.

Teorema 2.3.3. Seja um sistema dindmico Hamiltoniano integravel no sentido de Liouville, entdo as

suas equacbes de movimento sdo integraveis por quadraturas.

Demonstracdo: Considere a variedade simplética (/,,w) onde o sistema dindmico Hamiltoniano
integravel esta definido. Uma vez que a forma simplética w & fechada, pelo lema de Poincaré?, temos
que, ao menos localmente, ela é exata. Assim, podemos introduzir a 1-forma canénica o = p'dg; de
forma que w = da. Queremos construir uma transformacdo canénica (simplética) (p;, gi) — (F;,0;),

tal que as quantidades conservadas F; estejam dentre as novas coordenadas:
w=dpindq =dF;\db'. (2.3.2)

Para isso, seja a variedade de nivel [}, = {(p,q) € I, : Fi(p.q) = f;}. Pelo teorema da funcdo
implicita, podemos resolver para os p; em /’2fn, p; = pi(f,q). Considere, entdo, a seguinte fung¢3o:

S(F.q) E/ma:/qp/(f, q)dq’, (2.3.3)

mo 0

com o caminho de integracdo em /'2f,7 indo do ponto com coordenadas (p(f, qo),q0> ao ponto

(p(f, q), q), onde gg € apenas um valor de referéncia, vide figura 2.2. Se essa fungdo existir, ou seja,

se a integracao ndo depender do caminho entre mg e m, entédo:

_95
pi = 2q,’
e definindo 8, por:
,_ 05
I — a/_—ly

temos que:
dS =6;dF' + p;dq'.

3Lema de Poincaré: “Se uma vizinhanca U de uma variedade M é contratil a um ponto p € M, entdo qualquer
r-forma fechada é exata em U".
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Figura 2.2: Uma folha I—2fn no espaco de fase.

Finalmente, como d?S = 0 concluimos que a equacdo (2.3.2) é verdadeira. Assim, se S for
uma funcdo bem definida, temos que a transformacdo & canénica, pois 0 = d?S = —Lx,. Agora,
para mostrarmos que S existe, devemos mostrar que ela é independente da escolha do caminho de

integracdo. Pelo teorema de Stokes, é suficiente provarmos que:

;=
r2n

da

£
r2n

Seja X; o campo vetorial Hamiltoniano associado com F;:

_0F 8 OF

' 8g*Opx  Opk oy’
esses campos vetoriais sdo tangentes a variedade de nivel /’an, uma vez que estdo em involucao,
Xi(F)=1{F, F}=o0.

Como por hipétese os F; formam um conjunto de funcdes independentes, temos que o espaco tan-

gente a subvariedade /'2fn é gerado em cada ponto m € [, pelos vetores Xi|,, (i=1,...,n). Mas

entdo, w(Xj, Xj) = —dF;(X;) =0, de forma que demonstramos que w|,_2f =0. Logo, S existe.

Conforme provamos anteriormente, a existéncia de S implica a existéncia da transformacdo can6-

nica (p;, q;) — (F;,0;), com F; sendo as cargas conservadas, portanto as equagdes de movimento se
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tornam triviais:

Fi={H,F}=0, (2.3.4a)
. oH
6 ={H.0} =5 = (2.3.4b)

onde os 2; dependem apenas de F e conseqiientemente sdo constantes no tempo. Nessas coorde-

nadas, a solucdo das equacdes de movimento assume a seguinte forma:
Fi(t)=Fi(0) , 6i(t)=6:(0)+Qt. (2.3.5)

Assim, construimos uma solucdo explicita das equacdes de movimento de um sistema dindmico
Hamiltoniano, ao supormos a existéncia de quantidades conservadas em involucdo. As integrais de
movimento F;, por sua vez, introduzem superficies n-dimensionais, as variedades de nivel /’{n a partir
da condicdo F; = f;, que fornecem uma folheacdo invariante e regular do espaco de fase.

A partir das coordenadas que introduzimos para demonstrar o teorema 2.3.3 podemos construir
as famigeradas coordenadas de angulo e acdo. Para isso, notamos que da condicao de o ser fechada
em I_an, concluimos que a fungdo S é invariante sob deformacdes continuas do caminho (mg, m).
Porém, se I possuir ciclos ndo-triviais, S se torna uma funcdo multivalorada definida em uma

vizinhanga de I,. A variacdo sob um ciclo dada por:

AcicioS = a
ciclo

€ uma funcdo apenas de F. Assim, temos que as variaveis 8; também assumem varios valores

0
A(:ic/oei = ail:l_Ac/cloS-
Dessa forma, podemos escolher coordenadas especiais em I’an, que sejam duais a esses n ciclos
fundamentais C;. Inicialmente, definimos as coordenadas de acdo /; como as integrais da 1-forma

candnica sobre os ciclos Cj,
1

= — .
2 Cj

lj
Os [; sdo fungdes apenas das constantes de movimento F; e supomos que sejam independentes, de
forma que se soubermos os valores de /;, entdo ], estara determinada. Consideramos a fungdo
geradora (2.3.3) com os F; substituidos pelos /; e denotamos por ¢; as coordenadas conjugadas a

I;. A transformacgdo candnica gerada por S & definida por:

S s

Assim,

0 0 . , 5} oS 0
do :—/ dSz—/ p'dgi+¢'dl;) = = —dq,-:—/ o =2,
/cj ol g e ) | )= 0 Je, 50,7 a1 U g
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onde usamos que sobre a variedade de nivel I’{n, dlj =0. Mostramos, pois, que as coordenadas ¢,
podem ser entendidas como coordenadas angulares normalizadas. A existéncia dessas coordenadas
angulares indica que sob certas circunstancias a topologia do espaco de fase deve ser similar a de um
n-toro.

Notamos também que ao usarmos as funcdes em involucio F; #, é possivel resolver simultanea-

mente as n equacdes de evolucdo temporal:

dF
ar = (R P,

pois
6tfagF_6tjaf,’F:{Fi’{/__j'F}}_{/__j'{FivF}}:{{Fivl__j}’F}:O'

Uma vez que os campos vetoriais Hamiltonianos estdo bem definidos e sdo linearmente independentes
em todos os pontos, os fluxos definem uma acdo localmente livre® e transitiva® de um pequeno
conjunto aberto de R” sobre a superficie /—an. Supondo que I—an seja compacta e conexa, esses fluxos
se estendem para todos os valores de tempo t; e preenchem toda a superficie /—an, temos, pois, uma
acdo sobrejetora de R” em F{n. O estabilizador de um ponto & um subgrupo Abeliano discreto de R”,
dado que a acdo € localmente livre, ele deve ser da forma Z". Portanto, [, surge como o quociente
de R" por Z", ou seja, como um toro. Esse refinamento do teorema de Liouville é conhecido como
teorema de Arnold-Liouville.

Teorema 2.3.4. Seja um sistema dindmico Hamiltoniano integravel no sentido de Liouville, entdo:
1. I}, é uma variedade suave e invariante sob o fluxo de fase com Hamiltoniana H = Fy;

2. O fluxo de fase com Hamiltoniana H determina um movimento condicionalmente periodico em

/'2f,7, isto é, em coordenadas angulares p;, i =1,...,n temos que:
do;
=Q;, Q=Q(f);
- ()

3. As equacbes canbnicas com Hamiltoniana H podem ser integradas por quadraturas;

4. Se a variedade I}, for compacta e conexa, entdo é difeomdrfica a um toro n-dimensional
T"={(o1,....05) mod27}.

A demonstracdo desse teorema pode ser encontrada em [45].

2.4 Integrabilidade na Teoria Classica de Campos

Até entdo consideramos apenas sistemas com um numero finito de graus de liberdade, desen-
volvendo nesse contexto um critério objetivo para determinar se um dado sistema é integravel ou

ndo. Contudo, desejamos estudar modelos integraveis em teorias de campos, e para isso precisamos

4Equivalentemente, podemos utilizar as variaveis de acdo /;.
5Sem pontos fixos.
6Para todos os pontos.
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estender o conceito de integrabilidade para sistemas com um namero infinito de graus de liberdade.
Tal generalizagdo envolve o desenvolvimento do método do espalhamento inverso classico (MEIC),
que fornece um algoritmo para se encontrar solu¢des de equagdes diferenciais parciais ndo-lineares

integraveis.

O conceito de integrabilidade de Liouville, fornecido pela definicao 2.3.2, admite uma extensio
imediata para o caso de teorias de campos, que consiste em permitir que o nimero de graus de liber-
dade n seja infinito. Assim, para que uma teoria de campos seja integravel, ela deve possuir infinitas
quantidades conservadas em involugcdo. Entretanto, essa definicdo esconde algumas sutilezas, a mais
notavel delas esta relacionada com o fato de que um dado sistema pode ndo ser integravel mesmo
possuindo infinitas cargas conservadas em involugdo. Isso é devido ao fato de que precisamos de
uma integral do movimento para cada grau de liberdade, de forma que mesmo um ndmero infinito
pode ndo ser suficiente. Portanto, para podermos abordar essa questdao de um modo mais rigoroso,
€ necessario que se construa um mapa bijetor entre os graus de liberdade do sistema e suas primeiras
integrais. Esse mapa estad diretamente relacionado com a construcdo das coordenadas de angulo e

acao.

A estrutura de Poisson, que introduzimos na secdo 2.2, é Gtil no estabelecimento do formalismo
Hamiltoniano para sistemas com infinitos graus de liberdade. Formalmente, podemos substituir as
coordenadas &,(t) pela variavel dindmica W(x, t), de forma que o indice discreto i se torna a variavel
continua e independente x. O espaco de fase %, antes localmente isomdrfico a R?”, é substituido por
um espaco de fungdes suaves sobre um subconjunto D C R com condi¢des de contorno adequadas.

De uma forma bem esquematica temos que fazer as seguintes substituicdes:

Equacdes Diferenciais Ordinarias Equacdes Diferenciais Parciais,

Z /Ddx,

Fungdes f(€) Funcionais F[¥(x, t)],
o_ o
O&; oy

Os funcionais s3o dados por integrais da seguinte forma:

—
&(t),i=1,....n — W(x,t),xeD,

—

—

l

FlV(x,t)] = /D dx f(V,0,V,82W, .. ),

enquanto que a derivada funcional é dada por:

OF_0f 0 of (9N or oy o
SU(x,t) oV 0xav  \ox) azw) SW(y.t) Y-
De uma forma analoga a (2.2.2) podemos definir os parénteses de Poisson:

OoF 0G
OV (x, t) oV (y,t)’

{FG}=/D2 dxdyw(x,y, V) (2.4.1)
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onde a estrutura de Poisson w(x,y,v) deve garantir a antissimetria de (2.4.1) e a validade da
identidade de Jacobi. A escolha canénica corresponde a:

10 10
w(x,y,\lf):—Eaé(x—y)—i—iaé(x—y), (2.4.2)

com a qual encontramos:

1 & OF oG OF 8 &G
{F'G}:i/DdX [axéw(x)aw(x)éw(x)axéw(x) ' (2.4.3)

que é o equivalente em dimensdo infinita de (2.1.1). Note que para obtermos (2.4.3) a partir de
(2.4.2) precisamos usar que o operador de diferenciagdo 8y é anti-auto-adjunto com respeito ao

produto interno usual:

(\U,(D):/Ddx\l!(x)tb(x).

Nesse caso, as equacdes de Hamilton adquirem a seguinte forma:

v 5H )5\U(X)_a 5H (2.4.0)

0
E = {H[\U],\U} :/Ddy@ <5w(y) 5\|j(y) - &6W(X)

No que se segue, faremos uma consideracdo geral, porém, naturalmente incompleta’, do método
do espalhamento inverso classico utilizando uma teoria de campos classica em duas dimensdes definida
em um cilindro com coordenadas espacial o € [-L, L] e temporal T € (—00,+00), cuja Hamiltoniana
H fornece uma equacdo nao-linear integravel de evolucdo Hamiltoniana. Finalmente, é importante
ressaltar que todas as manipulacdes formais que efetuamos podem ser justificadas e fundamentadas

no contexto da analise funcional.

2.4.1 O Modelo de Schrodinger nao-linear - Um Exemplo Representativo

llustramos nossas consideracdes acerca do MEIC através do exemplo mais simples, contudo re-
presentativo, de sua aplicagdo: o modelo de Schrédinger ndo-linear (NLS). O sistema dindmico
considerado é gerado pela seguinte equacdo nao-linear:

oY Y 2
/E——ﬁ +29(9[" 9, (2.4.5)
com condicdes iniciais
V1) = w00, (2:4.6)

onde 9(x,t) € uma funcdo com valores complexos, o campo classico carregado, e |¥]? = 1), com
a barra denotando a conjugacdo complexa. O dominio da variadvel x é a reta real inteira, —oo <
x < 0o e o valor inicial ¥(x) é suposto suficientemente suave. O pardmetro real g € a constante de
acoplamento, no limite linear, g =0, a equagdo (2.4.5) se reduz a equagdo de Schrédinger para a

funcdo de onda de uma particula com massa m= % em uma dimens3o. Por esse motivo, a equacao

"Em virtude da natureza do texto, que impdem severas limitacdes na quantidade de tépicos abordados, s6 conside-
raremos aqueles que julgamos essenciais a compreensdo do conceito de integrabilidade e que sejam (teis no contexto
quantico. Para uma abordagem mais completa recomendamos as monografias [20, 46, 47].
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(2.4.5) & comumente referida como equagdo de Schrodinger nao-linear.

Ao problema de valor inicial determinado por (2.4.5) e (2.4.6) devem ser adicionadas condi¢cdes

de contorno. Consideramos o caso mais geral com condi¢des de contorno quasiperiddicas:
W(x+2L,t) = eP(x, t), (2.4.7)

onde 0 <0 < 27 e 0 n3o depende de t. Claramente, em virtude das condi¢gdes de contorno (2.4.7),
precisamos considerar em (2.4.5) apenas o dominio fundamental do grupo de transla¢des gerado
pela transformacdo: x +— x4+ 2L, que, por concreteza, escolhemos como —L < x < L. Um limite
interessante das condi¢Bes de contorno (2.4.7) é obtido no caso em que L — co e

|x|—o0

P(x, t) ——0, (2.4.8)

com ¢ € & (RY).

As coordenadas do espaco de fase [, ¢ sdo fornecidas pelo par de funcdes suaves ¥(x) e 9P(x)
sujeitas a condi¢do (2.4.7). Naturalmente, os funcionais em [, g dependem apenas dos valores de
¥(x) e P¥(x) no dominio fundamental e sdo da forma:

00 L L
F(¢,¢):C+ Z /L"'/Ldyl---dyndzl~--dZanm(y1 ----- yn‘zl vvvvv Zm)'

n,m=0

(n.m)#(0,0)

Y)Y (yn)P(21) - P(zm), (2.4.9)
onde 0s ¢ym(¥1,- - -, Yolzi, ..., Zm) sdo fungdes generalizadas e temperadas de R™, simétricas tanto
nos y;, quanto nos zx, com j=1,..., nek=1,..., m e satisfazendo a condicdo de realidade

Com (W1, YnlZ1, - Zm) = Com (V1. - Yol 21, - Zm), (2.4.10)

Com (Y1, - .-, yi+2L, ..., Yalzi, ..., Zm) = e com On, ..., Viveoos Yolze, ..., Zm), (2.4.11a)
fomny GV Yolz1, ..., Zc4+2L, . zm)=€%Ccom, ..., Yolz1, ..., Zky . Zm), (2.4.11b)

de forma que os integrandos em (2.4.9) sdo periédicos em cada variavel separadamente e a integracdo
ndo depende da escolha do dominio fundamental. Tais funcionais sdo usualmente denominados
funcionais reais-analiticos quasiperidédicos. Em termos das derivadas funcionais, as condi¢es de
quasiperiodicidade (2.4.11) podem ser escritas como:

oF o OF O0F 4 OF

=€ e =

5900~ W a0 500 |ygar

(2.4.11c)

Funcionais reais-analiticos quasiperiddicos suaves constituem a algebra de observaveis do espaco
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de fase [, , nesse caso os parénteses de Poisson entre dois observaveis:

{EG}://_L dx< 5F oG 6F  6G ) (2.4.12)

L \6P(x) 6P(x) 6P (x) 6 (x)

estdo bem definidos e sdo ndo-degenerados. Formalmente, temos que para as coordenadas ¥(x) e

P(x):

{¥(x) ¥(y)} =0, (2.4.13a)
{909} =0, (2.4.13b)
{¥0). D)} = idre(x—y), (2.4.13c)
onde 9, g € uma fungdo delta média,
5L e(x) = i e%"(x —2nL), (2.4.14)

que satisfaz a quasiperiodicidade em x.

A Hamiltoniana do modelo NLS é:

LY
H/_de<’8x

Outros dois funcionais importantes sdo a carga (nimero de particulas) Q e o momento P:

2
+g¢|4> . (2.4.15)

L
= d 2 2.4.16
Q L x 4] (2.4.16)
1t oy - oY
P=5 _de <6x¢_8xw>' (2.4.17)

Esses funcionais sdo integrais do movimento em involucao:

{HQ}={H,P}=0 e {PQ}=0.

Além dos funcionais associados aos observaveis acima, consideramos também funcionais com
suporte compacto. Por um funcional com suporte compacto entendemos que os coeficientes de
(2.4.9), cam(y1, ..., Yolzi,. .., Zm), possuem suporte no dominio fundamental —L < x < L e que suas
derivadas funcionais sdo funcdes continuas dentro do suporte. Para tais funcionais, os parénteses de
Poisson (2.4.12) estdo bem definidos e sdo ndo-degenerados. Notamos que a algebra dos funcionais
admissiveis € o completamento do conjunto dos funcionais com suporte compacto apds a imposicao
da condicdo de quasiperiodicidade, e os parénteses de Poisson para os observaveis sdo obtidos pelo
mesmo limite, a partir dos parénteses de Poisson para os funcionais com suporte compacto.
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2.5 A Representacdo de Lax

O meétodo do espalhamento inverso classico é baseado na observagcdo de que uma certa classe
de equacdes diferenciais parciais em duas dimensdes pode ser representada a partir da condi¢cdo de

compatibilidade para o seguinte sistema sobredeterminado de equac¢des diferenciais ordinarias:

owv
= Lo(o, T; M)V, (2.5.1a)
ov
5 = Le(a TV, (2.5.1b)

também conhecido como o problema linear fundamental, onde W = W (o, 7;\) é um vetor de posto
keopar Lo =Ls(0,T;\) e Ly =L, (0, 7;)\) consiste de matrizes quadradas k x k. Esse par de
matrizes, assim como o inteiro k dependem da equacdo que se deseja representar. Tanto W quanto
L, e L; dependem de um pardametro complexo adicional, o pardmetro espectral .

A condigdo de consisténcia para o sistema (2.5.1) surge da seguinte considera¢do:

870,V = B, (Lo W) = 8y LoV + LogdrV = B, LoV + Lol W
= @rLo+ Lol )W,

B0y W = By (L W) = By Ly WA Ly BpW = B, LW+ Ly LW
= (ByLy+LyLy)V

Supondo ao menos que W € €2(R?), temos que 8,0,V = 8,0, WV, logo:

0=BsLr—Orlo+Loly— Lol )W
= Byl —Orlo+[Lr L)W =0 (2.5.2)
= (Br — L1)BgV — 85 (8y — Ly)W — (Br — L) LoV + Ly (8y — L)W =0
= [0r — L, 0] W — [0y — Ly, Le] W =0
= [0r— L. 0, — Lo] W =0. (2.5.3)

Uma vez que W é arbitrario, concluimos que a condigdo de compatibilidade para o sistema (2.5.1)

pode ser escrita a partir da equagdo (2.5.3) da seguinte forma:
[M,L]=0, com M:=0,-L, e L:=0,—L, (2.5.4)

O par de operadores diferenciais® L e M é denominado par de Lax. Uma condicdo analoga pode ser
obtida a partir da equagdo (2.5.2):

OpLr—0rLy+[Lr Ls]=0. (2.5.5)

As equagbes (2.5.1) e sua condicdo de compatibilidade (2.5.5) possuem uma interpretagdo ge-
ométrica. De fato, podemos considerar L e L, como as componentes de uma conexdo local ndo-

abeliana bidimensional L, no fibrado vetorial trivial R? x V/, onde R? é o espaco base e V é a fibra

8Derivadas covariantes.
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onde o campo vetorial W(o,T;\) esta definido. As equagdes (2.5.1) mostram que W é um vetor
covariantemente constante, enquanto que a condi¢do de compatibilidade implica a curvatura nula da
conexao Lg,

Oalp—0sLlo—[La, L] =0. (2.5.6)

Por esse motivo a representacdo de uma equagdo ndo-linear na forma (2.5.6) é também denominada

representacdo de curvatura nula.

O par de matrizes L, e L, deve ser escolhido de forma que tanto a condigdo de curvatura nula,
quanto o par de Lax, M e N, através da equagdo (2.5.4), impliquem que a equagdo parcial diferencial
ndo-linear original seja satisfeita para quaisquer valores do parametro espectral . E importante
salientar que para uma dada equagdo parcial diferencial ndo-linear integravel a conexdo de Lax (e
conseqiientemente, o par de Lax) ndo é de forma alguma Gnica, nem mesmo o é o posto k das

matrizes quadradas L, e L.

As componentes da conexdo L, sdo afetadas por uma mudanca linear de referencial na fibra, a
saber, a transformacio
V(o,T;\) = h(o, T, )V (o, T;N), (2.5.7)

induzida pela mudanca de referencial fornecida pela matriz h(o, T; A\) incute a seguinte transformagdo
de calibre a L4:
Lo — L), =hlLgh ™t +85hh (2.5.8)

Claramente, a condi¢cdo de curvatura nula (2.5.6) é invariante sob transformagdes de calibre, pois

Balp = Ouhlgh™ + hBsLgh™ — hLgh™'0uhh™" 4+ 8485hh~" — dghh~ 0, hh ™",
9Ll = Ophloh™t + hdgLoah™t — hLoh *8hh~t 4+ 830, hh ™ — uhh~18shh~1,
[LL, Lg] =hlLa, Lglh "+ hLoh ' 0ghh™" — hLgh™*8qhh™' + 8o hLgh™" —8ghLoh™ '+
+0xhh™t8shh™ — 9ghh™10,hh™?,

e conseqglientemente, temos que

Bl —Bpll, — [Lh, L] = hBuLgh™ — hdgLah™ — h[Lq, Lglh™*
= h{GozLﬁ - aﬁLa - [Lav LB]} h71
=0.

Portanto, a representacdo da equacdo diferencial parcial ndo-linear original em termos da condicdo
de compatibilidade (2.5.6) & valida para toda a classe de conexdes equivalentes por transformagdes

de calibre.

Apliguemos, pois, o conceito de par de Lax ao NLS.
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Exemplo 2.5.1. Um possivel par de Lax para o modelo NLS é dado por:

A2 . _
M=0,—L, L= ’7’)’3+>\Q(x)+/’y3 (BQx) + gp) , (2.5.92)
L=08—Ly, LXZ%O\’}ﬁ—Q(X), (2.5.9b)

onde:

0 -1 —iy/gP(x) 0 '

com Lg definindo uma conexdo local sobre o fibrado vetorial trivial R> x C2. Mostremos entdo que o

par de Lax (2.5.9) implica a equagdo de movimento original (2.4.5) ao utilizarmos a condicdo (2.5.4):
IM,L]=0 <  OLi—0ilx+[Ls L] =0.
Como:

ath = >\6XQ+ ’73(6§Q+gaxqu+g1paxw)v
atLX - —3t§2,

A . . R
MLLA::5«ﬁ@973—¢Q@Q)—vﬁ@99+ﬁﬂfaﬁr—@¢wh%QL
podemos escrever que:

[M, L] = iv*82Q2+ 0:Q — ighp[y>, Q] + i { v’ 9 (0 + PBep) — ¥> 0,002 + Q300 } +

A
+ E(GXQ+73GXQW3).

Usando as seguintes identidades:

0 0 0%
[73,91=2/¢a<w 1”) , w3a§s2=f\/§<82 Xd’).

0 P 0
3x1/7¢ 0 1/_18/(/} 0
39,00 = _ 0v39,Q = — _ ],
! g( 0 Xw¢> ! g( 0 w&w)
Yoy = -89,

concluimos que:

Y g(8 Y + POc) — ¥ 0,22 + Qv?0,2 =0,
8.+ 738,073 = 0.

Finalmente,

M, L] = iv*82Q + 8,2 — gy, 2]
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_ 22,7 4 ;A4 2.7
0 829 + 10, + 29| |2P ) (25.10)

=49 .
( —82 — 0 + 29| 0
Portanto, ao impormos que os operadores L e M constituam um par de Lax, temos que a equacdo

(2.5.10) é identicamente nula, implicando que tanto a equacdo de movimento para o NLS (2.4.5),

quanto sua complexa conjugada sdo satisfeitas.

Analogamente, ao exemplo 2.5.1, podemos mostrar que a validade da equacdo de movimento
para o NLS (2.4.5) garante a existéncia do par de Lax (2.5.9). Assim, fica claro que o par de Lax, ou
a condicdo de curvatura nula sdo duas formas equivalentes de se representar uma equacio diferencial

parcial nao-linear integravel em duas dimensoes.

2.6 Quantidades Conservadas

A grande vantagem de empregar a representacido de Lax no tratamento de modelos integraveis
reside no fato de que tal formalismo fornece um método candnico para a construcdo das integrais de
movimento, o qual €, em geral, o primeiro passo na obtencdo de solucdes explicitas da equacdo de
movimento em questdo. Para isso consideramos uma translagdo do sistema (2.5.1), W(o,7;)\), ao

longo da direcdo o, para um tempo fixo:
V(02, T A) =T (02,01, )W (01, T; A). (2.6.1)

A matriz T (02,01;A\), denominada matriz de transi¢do, € uma matriz quadrada de posto k definida

no intervalo [o1,05], pelas seguintes condi¢Bes, também conhecidas como problema linear auxiliar:
(05, = Lo(02,7;X)| T(02,01;2) =0 com T (o1,01;A) =1, (2.6.2)
que sdo facilmente obtidas do problema linear fundamental (2.5.1), usando o Ansatz (2.6.1).

05,V (02, T X) = 05, T (02, 01; \)W (01, T;X) + T (02,01: )05, W (01, T5 )
= Lo(o2, ;M) V(02, T N) =05, T (02,01, M)W (01, T3 N)
= Lo(02, T;N)T(02,01; AV (01, T;A) — 86, T (02,01; X)W (01, T;A) =0
= (05, — Lo (02, 7;X)] T(02,01;X) =0.

Ja para a condicido inicial temos claramente que:
V(o1, T, A) =T (01,00, \)V(01, T, \) = T(01,01; ) = 1.
A matriz de transicdo também exibe a propriedade de superposicdo:

T(02,8:M)T(8,01;A) =T (02,01, \), (2.6.3)
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que, em particular, demanda que:
T(02,00;0) =T Y oy,00.0),
consistente com a equagdo diferencial para T (02,01;\) com respeito a 01:
05, T(02,01;X)+T(02,01;\)Ls(01, T;X) =0.

A matriz de transicdo para o intervalo fundamental completo T(L,—L;X) = T.(\) é denomi-

nada matriz de monodromia e exerce um papel central na construcdo das cargas conservadas. E

conveniente considerar a seguinte solugdo formal de (2.6.2):

ok

T(ag,al;k):PeXp{/a 2daLg(a,T;k)}, (2.6.4)

onde P denota o ordenamento por caminho para fatores ndo-comutativos.

Exemplo 2.6.1. A matriz de transicdo para o modelo NLS é dada por:

. Ple-y) el dz i)
. _ . —_ 2 y
T(x,y;\)=P exp{/y dzLy(z, t,A)} =Pexp < l\/§fyx dz9(2) Ax—y) > . (2.6.5)

Usando que: det(e?) = e'"4, podemos facilmente concluir que:
—IXA A
detT(x,y;\) = P exp T(X—y)%—;(X—y) =1 (2.6.6)
A matriz de transicdo também satisfaz:
VT Oy A =T (x ¥, (2.6.7)

com a matriz° definida no apéndice B. Para demonstrar essa propriedade escrevemos:

M o0 Mn
Tx,y;\)=Pe" =P —_—,
(x.y:X\) n;) -
usando que (’yo)2 =15, notamos que o n-ésimo termo da série para a matriz de transicdo pode ser

escrito como:
Mn
n!

1
= MY MYy MM,

de forma que basta mostrarmos que y°M~° = M, de fato:

AN iBO\) 011\
—iB(X) —iAN) 10/

comA:=3(x-y) e B:=/g [ dzy(z).

Analogamente, podemos introduzir o objeto que translada a solugdo do sistema (2.5.1) ao longo
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da direcdo T com o fixo:
W(o,T2;\) = S(12, T1; NV (0, 15 ). (2.6.8)

De forma que,
T2

S(Tz,Tl;A)—Pexp{/T LT(U,T;A)dT}. (2.6.9)

Em geral, devemos considerar uma translagdo arbitraria da solugdo de (2.5.1) ao longo do plano
Tx 0. Seja, pois, uma curva v em R?, entdo o transporte paralelo ao longo de v & descrito pela

matriz:
Q,Y:Pexp{/A“dxu} :Pexp{/LadU—kLTd’r}. (2.6.10)
v v
De uma forma mais precisa, seja uma particao de vy em N segmentos adjacentes vy, ..., Yy € considere:
N
Qu=PJ]Lo=Ln---L1, com Ln:]lk+/ Apdx*. (2.6.11)
n=1 Yn

Portanto, 2, é obtido a partir do limite de uma particdo infinitamente densa de 2. Naturalmente,
o transporte de um vetor W ao longo de vy, W, = Q, W, define um campo vetorial V., covariantemente
constante em . Em virtude da condicdo de curvatura nula satisfeita pela conexdao de Lax, temos
que a exponencial ordenada por caminhos é independente do caminho escolhido e, em particular, se

a curva v for fechada podemos escrever:
Qy =P exp {% A“dxu} =1y + Fudx*dx’ + O(F?) = 1. (2.6.12)
Y
De posse desses fatos podemos construir as quantidades conservadas.

Proposicdo 2.6.2. Seja uma equacao diferencial parcial ndo-linear que admite a representacdo de

Lax. Se os campos V(a,T;\) forem quasiperiodicos em o com periodo 2L, entdo as quantidades:
n
¢ =t [(Te(rne®) ], (2.6.13)

onde T (T;\) é a matriz de monodromia e Q(6), a matriz que implementa as condigcdes quasiperio-
dicas, sdo independentes do tempo. Logo, ((\) é o funcional gerador das quantidades conservadas.

Demonstracdao: Como a equacio diferencial em questdo admite a representacdo de Lax, a conexdo de
Lax associada satisfaz a condicdo de curvatura nula e, conseqiientemente, a quantidade €2, independe
do caminho . Tomemos, pois, a curva vy como a borda do retangulo —L <o <L, 11 <7 <1, vide

figura 2.3. Assim, podemos utilizar a equacdo (2.6.12) para escrever”:
L = Qy = Uy, Dy, oy, Qyy = STH=L)TH(12)S(L)Ti(11) = Ti(12)S(=L) = S(L) T (7).

Como os campos sdo quasiperiédicos em o, isto é, Q(0)W(o,7) = V(o +2L,7), com Q(H) sendo

90nde omitimos a dependéncia em A.
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T2 . V3

T1 71

Figura 2.3: Caminho fechado de integracdo v = Uf‘zlfy,-.

uma matriz k X k que independe de o e T, temos que
La(0+2L,7;X) =Q 1 (8)La(o, T \)Q(6).
Em particular, a quasiperiodicidade implica que S(L) é conjugado a S(—L),
S(—L)=Q(8)S(L)Q1(6).
Portanto,
TL(12)Q(0)S(L)QTH(8) = S(L)TL(11)Q(8) = TL(m2)Q(6) = S(L)TL(T1)Q(6)S (L)

= (Tum)Q®) " = S(1)(Ti(r)Q®) s (1)
st [(Tum)e®) ] =t [(Tm)e®) ]

Logo, ¢ é uma constante sob a evolucdo temporal. Expandindo em X obtemos um conjunto infinito

de quantidades conservadas.
|

Claramente, se os campos forem periédicos, ou seja, W(L) = W(—L), Q(6) = 1, o funcional
gerador das quantidades conservadas simplifica-se:

o) =t [(Tumn) . (2.6.14)

A proposicao 2.6.2 afirma que as propriedades espectrais de um modelo integravel estdo codificadas
na matriz de monodromia, de forma que ao expandirmos o traco dessa matriz com respeito ao
parametro espectral A devemos ser capazes de obter explicitamente as cargas conservadas. As
equagdes (2.6.13) e (2.6.14) sdo conhecidas como identidades de trago.
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2.6.1 Identidades de Traco para o Modelo NLS

Nesta sec3o!® estudamos as identidades de traco (2.6.13) para o modelo NLS com condi¢des de
contorno quasiperiodicas, e desenvolvemos um algoritmo para obter as integrais de movimento como

um funcional local no espago de fase [, g, isto &,

B L
F(v.9) =/_deP(X), (2.6.15)

onde P(x) & um polinémio em 1(x) e 7(x) e suas derivadas espaciais. Para isso precisamos de

algumas propriedades analiticas da matriz de transicdo para o modelo NLS.

Proposicdo 2.6.3. Seja o modelo NLS com condicées de contorno quasiperiddicas, se ¥(x), ¥(x) €
¢>(R), entdo a matriz de transicdo T (x,y;\) é uma funcdo inteira e admite a seguinte expansdo
assintotica para A € R, A >0,

T(x,y;\) = ) yi\)+ Z

E(y x;A)+ O (J]A7™), (2.6.16)

1
com E(x;\) = erxx
O fator O (|A|~>°) denota uma func¢do cuja expansdo assintética em A1 se anula identicamente.
E conveniente denotarmos a conexdo de Lax espacial da seguinte forma:

Le0aA) = L20) +ALL,  com  L9(x) = -Q() = iVG ()" —F()y] e Li=1,

0 1 . . . . .
onde y* = % Em particular, se utilizarmos que a matriz de monodromia pode ser escrita como'!

o ac(N) eb (N
TLO‘)( ST ) (2.6.17)

com € =sign (g); a proposicdo 2.6.3 implica o seguinte corolario:

Corolario 2.6.4. Seja o modelo NLS com condices de contorno quasiperiddicas, se P(x),¥(x) €
©>°(R), entdo a (N\) e b, () sdo fungdes inteiras com as seguintes expansdes assintéticas para X € R,
A>0,

_ 7/)\L 7/)\L /)\L -
a(\) = Z T Z O (IA=), (2.6.18a)
bi(\) = e*'”,;r’ﬁemn;r’ﬁo(|A|*°°). (2.6.18b)

A demonstracdo da proposicdo 2.6.3 e da corolario 2.6.4 encontram-se no apéndice A.2. De-
nominamos a; (A) e b (A) de coeficientes de transicdo; eles satisfazem a seguinte condigcdo de
normalizacdo:

laL (V)P —elb (V) =1, (2.6.19)

10Dedicada a Eliane Pereira.
11Vide exemplo 2.6.1.
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uma conseqiiéncia imediata da unimodularidade da matriz de monodromia. Com esses resultados

podemos demonstrar a seguinte proposicao:

Proposicdo 2.6.5. Existe uma transformacdo G(x;\) que diagonaliza a matriz de transicdo do
modelo NLS, i.e.,
T(x,yiA) =G A)D(x,y; NG Hy: ), (2.6.20)

onde G(x;\)=1+W(x;\) e D(x,y; ) =exp Z(x,y; \) comW (x;\) sendo uma matriz antidiagonal

e Z(x,y;\), uma matriz diagonal, que admitem as seguintes expansoes assintoticas:

W(x;\) = i W;(nx) +O(IA[), (2.6.21a)
n=1
Z(x,yi\) = Ax—y)LL+ y Z”(;n’y) +O(IA7>). (2.6.21b)
n=1

Demonstracdo: A proposicdo 2.6.3 garante que a expansdo do lado direito de (2.6.20) deve possuir
a mesma estrutura de (2.6.16), portanto para provarmos (2.6.20) basta mostrarmos que os coefici-
entes W, (x) e Z,(x,y) sdo univocamente determinados por T (x, y;\). Para fazer isso, consideramos
a equacdo diferencial satisfeita pela matriz e transi¢do (2.6.2):

T (X, yiN) =Ly (x; )T (x,y;0) com T(x,y:\) =1,

=y

Substituindo (2.6.20) na equacdo diferencial acima, obtemos
GO ND(X, v N)+G(x; N)oD(x,v; A) — Ly (x; )G (x; \)D(x,y; A) = 0.

Notando que G(x;A) =1, +W(x;X), D(x,y;A\) =exp Z(x,y;: A) e Lx(x; \) = L(x) + ALL, separamos
a equacdo diferencial nas partes diagonal e antidiagonal:

AW (N + W (x; N)B Z(x, y; N) = LO(x) + ALIW (x; ), (2.6.22a)
0 Z(x, ¥ \) = LECOW (x; ) + ALL. (2.6.22b)

Usando a equagdo (2.6.22b) para eliminar a dependéncia em 9, Z(x, y;\) de (2.6.22a), bem como o

fato de W(x;\) anticomutar com L}, obtemos uma equacdo ndo-linear de Ricatti para W (x;\):
oW +idy*W +wWLoW -9 =0. (2.6.23)
A equagdo (2.6.22b) é facilmente integrada,
Z(x,y;\) = %73(X—y) +/X dz L%(2)W(z;N\), (2.6.24)
y
onde usamos a condi¢do inicial Z(x, y; X)|x=, = 0 obtida da condi¢&o inicial para a matriz de transigdo.

Dessa forma, se a expansdo (2.6.21a) para W(x; A) for vélida, temos que Z(x, y; \) admite a expansdo
assintotica (2.6.21b) com

Zn(x,y) = /X dz L%(2)W,(2). (2.6.25)
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Assim, resta provar (2.6.21a), para isso consideramos sua substituicdo em (2.6.23), obtendo:

S X n 1 LO n— - Wﬂ X
y 0 M}{n(X)+ Wi (x) x(;)W k(X)JrWs ;()

n=1

+ir*Wi(x)— L% =0.

k=1
Concluimos, pois, que os W,,(x) satisfazem a seguinte relacdo de recursdo:
n—1
Wii1(x) = i |8Wa(x) + Y Wie(x) LI ()W i (X) | , (2.6.26a)
k=1

sujeita a condic3o inicial
Wi(x) = =g [$0)v T+ ()77 (2.6.26b)

Portanto, os coeficientes W, (x) sdo univocamente determinados por (2.6.26) e podem ser expressos

em termos de L9(x) e de suas derivadas de uma forma local.

No que se segue caracterizamos a matriz W (x; X\) definida pela série (2.6.21a).

Proposicdo 2.6.6. A expansdo assintética de W (x; \) satisfaz a relacdo de involugdo
YW(x, Ny =W(x;\), com i=0,1.

Demonstracao: Basta que demonstremos que a relacdo de involucdo é valida para cada uma das
componentes W,,(x) da expansdo (2.6.21a). Fagamos isso por indu¢do. Claramente, para n=1
temos que:

YW1 (x)7° = =g [Y)v + ()] =Wa(x),

YWi() Y = =g [P +d(x)y7] = Wa(x).

A seguir, assumimos a hipétese de indugdo e notamos que

Y% =1% =01,

bem como que 7% e y! anticomutam com ~y3, para mostrar que para n+ 1 temos que:
PR . . . n_l . . . . . .
YWosry =i [0 (YW (x)Y') + Y A Wi OV LICOY Y Wk ()7 | = Wara(x).
k=1

A matriz Q(0) que implementa a condi¢do de quasiperiodicidade para o modelo NLS possui a

Qo) = ( ¢ e?g )zeXp {12973]. (2.6.27)

seguinte forma:

Claramente, temos que:
Le(x+2L;:2) = Q7 HO) L (x; \)Q(6).
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Dessa forma, podemos mostrar a seguinte proposicao.
Proposicdo 2.6.7. A expansdo assintética de W (x; \) é quasiperiddica.

Demonstracdo: Novamente, é suficiente mostrarmos por inducdo que os coeficientes W, (x) sdo

quasiperiédicos. Para n=1 temos que:

o 0 P(x+2L) \ 0 e %1 (x)
Wilar2l) = \/§<1/)(x+2L) 0 ) ‘@<ef9«p(x) 0 )

o —if 5 0 9P(x) 8 5
=vaen[ 5] (40 7 )ee[ 3]
=QLOWL(x)Q(H).

Assumindo a hipdtese de inducdo, temos que para n+1
Woii(x+2L) = iy® [01(9)6XWH(X)Q(9)+

£ Y QO ()QO)Q ()L EWoi ()Q(6)
k=1

= Q1 OW, 1 (x)Q(6).

|
De posse desses resultados podemos demonstrar a seguinte e importante proposicao:
Proposicdo 2.6.8. A expansdo assintdtica de W (x; ) admite a seguinte decomposicdo:
W(x;A) = =g [wi )T+ @A)y, (2.6.28)
com os coeficientes )
S Wh(x
w(x;\) = . ';\n (2.6.29)
n=

quasiperiodicos.

Demonstracdo: Primeiramente, mostremos por inducdo que os coeficientes W, (x) admitem uma
decomposigcdo da forma (2.6.28). Claramente, para n=1 essa decomposi¢do é verdadeira em virtude

da equacgdo (2.6.26b). Em seguida, consideramos a hipdtese de indugdo, a saber,

Wa(x) = —v/g [wa ()Y T+ @n(x)77]
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e verificamos sua validade para n+ 1.
Wai2 () = iv*{ = v [Bn()7* +0.@a(:)77] +
+/gf2 [ Y+ @07 ] 07T =B [wa k(7 + @ (077 }
- /@{ [Bewn ()Y +8,@n(x)y] +
+ig Z DOk ()1 T+ 9D ()@ (X7 |
= =G [Wnr1 0T + @i ()Y 7],

onde introduzimos:

i (X) = — 10, () + 9B(x) X wn(huin(x) com wi(x) = (). (2.6.30)
k=1

Em virtude da proposicdo 2.6.5 concluimos a validade da expansdo (2.6.29).

Para mostrarmos a quasiperiodicidade dos coeficientes w,(x), consideramos:

W(x+2L;2) = QH(O)W (x; \)Q(6)
= —Vg [wx+2L, Ny +a(x+2L;X)y | = —/gexp {;73} (WA + @A)y ] exp [ize'yﬂ
=—Vg[wix;N)eyt +a(x; X)e Py ]
= w(x+2L;2) = e®w(x;\)
= wW(x+2L; ) = ePw,(x; \).

Para completarmos a discussdo sobre a matriz de transicdo, notamos que a matriz diagonal

L2(x)W (x;\) que aparece na representacdo de Z(x,y;\), equacdo (2.6.24), pode ser escrita como:

(2.6.31)

LYW (x;N) =g ( (JESTESDN! 0 > |

0 —(x)w(x; \)

Claramente,
W(x+20)w(x+2L; 1) = e Ch(x)ew(x; N) = P(x)w(x; \),

logo, as séries assintéticas P (x)w(x;\) e ¥ (x)w(x; \) sdo periddicas em x.

Especializando a nossa discussdo para o caso da matriz de monodromia, obtemos naturalmente

a partir de (2.6.20) a seguinte representagdo:

TLON)=T(L,—L;N) =G(L;N)D(L, —L; )G (=L N)

- 112+W(L;>\)} expZL(\) [112+W(—L;>\)}71, (2.6.32)
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com
Zi(N) = Z(L,—L:N) = —iALy3 +/L dx L)W (x; \). (2.6.33)
—L

E interessante notar que, como L%(x)W(x;\) € uma funcdo periddica em x, a integral (2.6.33) ndo
depende da escolha do dominio fundamental. Ao considerarmos o produto das expansdes assintéticas
para |1, +W(L; A)} e Z; (), obtemos a partir de (2.6.32) uma representacdo assintética para T, (\)
que possui a mesma forma que (2.6.18). Ademais, podemos desenvolver um algoritmo para calcular

os coeficientes ap,, dn, by € b, presentes em (2.6.18).

Em particular, tais calculos se simplificam significativamente para o caso da funcdo geradora das

integrais de movimento,
TLQ(8) = [12+ WL M) exp [Z. (N1 Q(6) [12 +W(~L; )] o (2.6.34)

Assim, ao tomarmos o traco,

CO) =tr [TL(A)Q(Q)} —tr [exp (ZL(A)+ 'f)] . (2.6.35)
Uma vez que T, (A\)Q(0) é unimodular, temos que
1=det [TL(A)Q(G)} =det {exp (ZL(A) + /,;93)} =exp [tr (ZL(A) + 133)} =exp {trZL(A)}
=trZL(A\) =O(IA\™). (2.6.36)

De (2.6.31) e (2.6.35) concluimos que:

Zi(N) = —ixLy3 + ( I'<PLO(>\) /tﬁi(;\) ) com @ (N\) = g/LL dxp(x)w(x; ),  (2.6.37)

sendo uma série assintética com coeficientes reais, ¢, (X\) = @, (X), devido a (2.6.36). Considerando

a expansdo assintética de w(x; ) (2.6.29) obtemos:

S In _
wL(A):gZFJrO(W ), (2.6.38a)
com =t
_ L
/n(w,w)z/ dx Py(x), (2.6.38b)
—L
onde

Pa(x) = P (x)wn(x) (2.6.38¢)

é um polindmio em 1(x) e (x) e suas derivadas espaciais. A periodicidade de P,(x) implica que /,

é um funcional admissivel'?> em [ 4.

12A admissibilidade dos funcionais /, é uma consegiiéncia imediata da admissibilidade de ¢()\), que demonstramos
no apéndice A.3.
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Consegiientemente,
CN) =trexp |iv’ [ oL (M) + 5 AL )| =2cos | (M) + 5 AL (2.6.39)
Logo, é natural introduzirmos a quantidade

o))
2

pL(X\) = arccos < ) = (N)+ g — AL, (2.6.40)

e considerarmos a expansdo (2.6.38), para deduzir:
b &, .
pL(A):—AL+§+g): F+O(|A| ). (2.6.41)
n=1

Os funcionais /, sdo as integrais de movimento para o modelo NLS com condi¢Bes de contorno

quasiperiodicas. Em particular, os trés primeiros funcionais, obtidos a partir das densidades:

PL(x) = [9(x)I%, (2.6.42a)
Pa(x) = =i (x)0x(x), (2.6.42b)
Ps(x) = —P(x)9(x) + gl (x)[* (2.6.42¢)

coincidem com os funcionais para a carga Q, momento P e Hamiltoniana H. J& a quarta densidade

possui a seguinte forma:

Pa(x) = iG03(x) — iglp(x)[? [WOb(x) + 400, (2.6.42d)

Esse exemplo ilustra claramente que as (infinitas) quantidades conservadas, e, em particular,
a Hamiltoniana, de um sistema integravel estdo codificadas no traco da matriz de monodromia,
notamos contudo, que a expansdo (2.6.41), apesar de ter sido deduzida para o caso particular do
modelo NLS com condic8es de contorno quasiperiédicas, é vélida em geral. E importante ressaltar
que embora tenhamos obtido um conjunto de infinitas cargas conservadas, ndo fica claro por esse
argumento que ha um nimero suficiente delas para se garantir a integrabilidade do modelo, a solugao
desse problema encontra-se na construcdo de um mapa bijetor que linearize a equacdo diferencial

parcial.

2.7 A Matriz r Classica

Verificamos na (ltima secdo que podemos construir as infinitas cargas conservadas de um sistema
dindmico Hamiltoniano bidimensional com infinitos graus de liberdade, se a sua equacdo de movimento
admitir a representacdo de Lax. Porém, para verificarmos a integrabilidade desse sistema, ainda é
necessario averiguar se as integrais de movimento estdo em involucao. Para tanto, precisamos calcular
os parénteses de Poisson entre os elementos da matriz de monodromia. Um método eficiente para
se executar tal tarefa & baseado na existéncia da matriz r. Ademais, & possivel mostrar que a
representacdo dos parénteses de Poisson em termos da matriz r substitui a condicdo de curvatura

nula.
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E conveniente, nesse estagio, introduzir a sequinte notacdo para o produto tensorial de duas
matrizes k x k. Se A e B s3o matrizes k x k, o seu produto tensorial A® B, uma matriz k? x k?,
pode ser representado como:

(A® B)ik ji = AjjBxi.

Por exemplo, nessa notacdo, o produto tensorial de duas matrizes 2 x 2 assume a sequinte forma'®:

A11B11 A1uBiz ABir ApBi

p ®B:<A11 A12> (Bu B12>_ AuBa AuBrn AwBa ApB
Aor Ax B> Ba AoiBii AoiBio AnBii AxnBio

Ao1Bo1 Ax1Brn AnBor AxnBx

Duas matrizes importantes nesse contexto sio a identidade E =1, ® 1, € a matriz de permutacao

M, ambas matrizes k? x k2, cujas componentes sdo respectivamente:
Eijim=0i0jm € [jjim=20im0ji.
A matriz de permutacdo satisfaz as seguintes propriedades:
MP=E e MNABN=BA (2.7.1)

e em duas dimensdes, isto &, para k =2, admite uma representacdo em termos das matrizes gama

(vide apéndice B):

N=-(LeL+7°@7y —v' ey +7y°®y%) = (27.2)

N —
O O O =
o ~r O O
o O = O
= O O O

Assim, podemos introduzir a seguinte definicdo para os parénteses de Poisson:

Definicdo 2.7.1. Sejam A e B dois funcionais matriciais com suporte compacto, isto é, duas matrizes
k x k, cujos elementos sdo funcionais de V(o) e V(o) com suporte compacto para —L <o < L. Os

parénteses de Poisson do produto tensorial:

t O0A 0B 0OA 0B
® —_— ] —_ _—— T = -
{A% B} /[Lda [6\11@8\1! 8\U®8W (2.7.3a)

sdo definidos como a matriz k? x k?, cujos elementos sdo os parénteses de Poisson dos elementos

das matrizes A e B. Em termos das coordenadas:

{A9 B}ijim = {Ai Bim}. (2.7.3b)

13Qutra notacdo usual consiste em escrever AQ B=A1B> onde A; =A®1, e Bo =1, ® B.
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Em particular, as propriedades basicas dos parénteses de Poisson adquirem a seguinte forma:

Antissimetria: {A® B} = —-[1{B% A}, (2.7.4a)
Regra de Leibnitz: {A9BC}={A?B}1,®C)+ (1, @ B){A® C}, (2.7.4b)
Identidade de Jacobi: {A® {B®C}}+My3Mos{C®{A® B}}MpsMis+

+M13M12{B 9 {C T A}}M12M13 =0. (2.7.4¢)

Em virtude da definicdo 2.7.1 fica claro que a operacdo {- © -} estd definida para matrizes com
dimens3o arbitraria’®, de forma que {A® {B® C}} € CK®@Ck®CK e Mys (M3 e My3) denota uma
matriz que é a unidade no terceiro espago (respectivamente, no segundo e no primeiro) e coincide

com [1 no produto dos espacos remanescentes.

Introduzimos a matriz r através da seguinte definicdo:

Definicdo 2.7.2. A matriz r é uma matriz k? x k? definida de forma a satisfazer os seqguintes

parénteses de Poisson:
{Lo(01, T;N) @ Lo(oa, 7))} =[r(A—1), Lo(01, T;N) @1k + 1 ® Ly (02, ;)]0 (01 —02)  (2.7.5)
A relacdo (2.7.5) é denominada parénteses de Poisson fundamentais (PPF).

Os PPF desempenham um papel central, pois permitem que demonstremos a involugdo das cargas
conservadas. No que se segue, consideramos apenas matrizes r ndo-dindmicas, isto &, aquelas que
ndo dependem explicitamente das variaveis dindmicas do sistema, no caso, os campos W(x) e W(x).
Diz-se que a equagdo (2.7.5) é ultralocal devido a presenca apenas de 6(o; — 02), mas ndo de suas
derivadas. A ultralocalidade é uma propriedade importante do potencial Ly(o,7;)\) do problema
linear auxiliar, notamos, contudo, que apesar de essas hipdteses sobre a forma dos PPF parecerem
bem restritivas, elas, de fato, contemplam uma ampla classe de modelos integraveis em teorias de

campos. No proximo exemplo calculamos a matriz r para o NLS.

Exemplo 2.7.3. Rescrevendo a conexdo de Lax, Ly (2.5.9) da seguinte forma:

Lo(x, t;N) = %73 +19%x) = %fﬁ +ivg (W)Yt =P(x)y7),

0 1
com y*F = T30

, calculamos a partir da definicdo, os PPF:
{L(, 0 9 Ly, tiw)} = ig(v" @9~ =y~ @77)d(x —y). (2.7.6)

Nesse estagio, ja é claro que os PPF para o modelo NLS s&do ultralocais. Usando as seguintes relacées

de comutacdo entre as matrizes gama:

At =7 [PaTl=2v [Pt =2

4 pPorém, finita.
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podemos escrever:

1
[|_|,’Y3®]lz]:5[112®]12+’YO®’YO—’Yl®’}’1+’)’3®’)’3,’)’3®112]
1 _
=5y e+ ey +v’ e Y oL

=M Yleov + Iy ey
=2(vt @y —y~ ®@v"). (2.7.7)

As propriedades da matriz de permutacdo 'l implicam:
M1, 09%] = —2(vt @y —y~ ®@9™). (2.7.8)

Logo,
g IA i . -
—— M=V L+ =1L,y | =igyt oy -7 @v"). (2.7.9)
A— L 2 2
Devido a (2.7.1), temos que N comuta com L%(x) ®1,+1,® L%(x), portanto, ao combinarmos esse

fato com as equagdes (2.7.6) e (2.7.9), concluimos finalmente que:

_gn

{Lx(x, t;N), Lx(y, t; )} = — [X—M' L(x, t; ) @1o4+1o Le(y, t;u) | 0(x—y), (2.7.10)

de onde deduzimos que a matriz r para o NLS é:

gll
r(A—p)=———. 2.7.11
) =52 (2.7.11)
Ressaltamos que essa matriz r ndo depende das varidveis dindmicas. Além do mais, notamos que o
lado direito de (2.7.10) contém uma singularidade aparente em \ = u, entretanto, como 1 comuta
com Ly(x, t; \) ®@ Lo+ 1, ® Ly(x, t; N), temos que o numerador do lado direito de (2.7.10) também

se anula em A\ = . e a singularidade desaparece.

E importante deixar claro que n3o é qualquer matriz k2 x k2 que pode assumir o papel da matriz
r. Condi¢des suficientes para que os PPF (2.7.5) sejam consistentes com a antissimetria (2.7.4a) e

a identidade de Jacobi (2.7.4c) sdo respectivamente:

F(=A) = —Tr(A)N (2.7.12a)

[rs(A—p), ra3(p — v)] + [ra(X — w), nis(A = )]+ [ra(A — ), ra3(p —v)] = 0. (2.7.12b)

Naturalmente, essas condi¢Bes sdo validas para a matriz r (2.7.11). Por outro lado, se (2.7.12) sdo
satisfeitas, entdo (2.7.5) define uma estrutura de Poisson no espago dos funcionais dos elementos
de matriz de L,(o,T;A\). A equagdo (2.7.12b) é denominada equagdo de Yang-Baxter classica.

Para demonstrarmos os dois resultados centrais dessa segao sao necessarios os dois lemas seguin-

tes.

Lema 2.7.4. Sejam L, (o, T;\) uma conexdo de Lax e T (02,01; ) a matriz de transicdo associada,
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com 0,01,0, € [—L;L] e 02 > 01, entdo os seguintes parénteses de Poisson so validos:

{T(02,01:\) @ Lo(o,T;1)} = /02 d€ T (02,6 0) @1k {Lo(§,T:0) § Lo(o, i)} T(€,01;2) @1

Demonstragdo: Como a matriz de transicdo T (02,01; ) satisfaz (2.6.2):
(05, = La(02,T;X)] T(02,01;2) =0 com T(o1,01;2) =1,

podemos escrever que:
02

T(o2,01;0\) =P exp/ doLs(0,T;N).
g

1
Dividindo o intervalo [01;05] em subintervalos infinitesimais A;, a matriz de transicdo pode ser escrita

como:

T(01,00;2) = lim PHT = |.m TnTn-1---T1,

N—o0

com
T.(A\) =P exp/ do;Ly(o;, T;\) = ]lk+/ do; Ly(a;, T \) +0(A?),
A; A;

onde {T;(A\)® T;(u)} =0sei#j. Logo, temos que:

{T(02,00:N\) ¢ Lo(0,Ti1)} = Jim {PHT UT;/J,)}.

Uma vez que os parénteses de Poisson satisfazem a regra de Leibnitz, podemos mostrar que:

{P]N[T,-(A)@LJ(U,T;M} PZ ]‘[[ M@ L] {Ti) 9 Lo mu}ﬁ[T, M@t

i=1 i=1j=i+1

Fagcamos, isso por inducdo finita em N. Claramente, para N =1 temos que {T1(>\) @ LU(O',T;,LL)} =
{T1(>\) ® Lg(o,T;M)}. Supomos, pois, que a tese é verdadeira e provamos para N+ 1:

N+1 N N N
{P [17:¢ La} = {TN+1P [17¢ LU} =TN+1®11k{P [17¢ Lg}+{TN+1,® L3P Ti®1k
=1

i=1 i=1 =1

—PTNHme H (TioL){Ti% Lo }H(T,mk)+{m+1 oL }PHT@Mk

i=1j=i+1 21
N+1 _
:PZ H (TJ'®1/<){T/Q?La}H(T/@]lk)Jr{T/\H_l,Q? LU}PHT,-@)]]_,(
i=1j=it1 =1 1
N+1 N+1 i—1
=P Y, [[ Te1){Tiv L} [[(TeL).
i=1 j=i%1 =1

Conseqlientemente,

N N i—1

{T20un ¢ Loemim = Jim PY T [TOV@L]{Ti0) % Lolomm} [T [TV @ 14]

N=oo 15 j5it =1



46 Integrabilidade Classica

i—1

= lim PZ H {ﬂ(k)@ﬂk} {ﬂk—‘r/A‘dO’,'Lg(O',',’T;A)@LG(O',’T;/.L)}H|:T/(>\)®]1k}

i=1j=i+1 =1

= lim PZH{T(A ®Ilk}/Ada,{L (01, T:0N) @ Lo( UT[L}ﬁ{ ®]Lk}

N—o0 i=1j=i%1 =1

=/ 2d£7'(02,£;%)®11k {Lo(€. T N) % Lo(o,Tip)} T(E,01:0) @1y

Lema 2.7.5. Nas mesmas condicées do lema 2.7.4, os seguintes parénteses de Poisson sdo verda-

deiros:

{T(O’Q,O'l;>\) ‘5.97—(02,01;#)} :/sz& /02 dér T (02,1, M) QT (02,82;14) -

AL (1. TN @ Lo(éo, i)} T(61, 01 0) @ T (&2,01:1 ).

Demonstracao: Procedendo de forma analoga a demonstracdo do lema 2.7.4, escrevemos,
N
{T(O'Q,O'L)\) ® T(02,01;u)} = lim S T(02,01;A\) %@ P HT,-(;J,)
N—oo i=1

:Nlﬂq PZ H Lk ®Tj(p) {T(02,01:2) ¢ Ti(n) } H]lk®T/(M)
o= 1J i+1

= lim PZ H 1 Ti(u / doi {T(02,01;X) @ Lo(oi, Ti 1) } H]lk®T/ w)

N—oo i3 21

=/ d&r 1, @ T (02,&0;1) {T(02,01;X) § Lo(é2, T51) } 1k @ T (€2, 015 14).

1

Finalmente, ao utilizarmos o lema 2.7.4 obtemos a tese.

De posse lema 2.7.5 podemos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.7.6. Se os parénteses de Poisson entre os elementos da conexdo de Lax L,(o,T;\)
admitem a representacdo em termos da matriz r, equagdo (2.7.5), entdo os parénteses de Poisson

dos elementos da matriz de transicdo sdo dados por'®:
{T(az,al; A) @ T(02,01;p,)} = [r(k—u), T (02,00, \) QT (02,01, ). (2.7.13)

n
Consegiientemente, os funcionais ¢((\) = tr [(TL (T A)Q(O)) } geram as quantidades conservadas

em involucdo:

{CP ). ¢ (u)} = 0. (2.7.14)

150u por:
{T1(02,000). Ta(02,00:) } = [n2(h = ), Ti(02,01: ) Ta(02,01:m)|.
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Demonstracdo: Comegamos demonstrando a validade da equagdo (2.7.13), para isso lembramos
que a matriz de transicdo T (0,,01;\) satisfaz as seguintes equagdes diferenciais:

6017—(0-20'1;>\)+T(G’2,O’1;>\)LU(O'1,'T;>\) =0
05y T(02,01;X) = Lo(02,T;A) T (02,01;X) =0

com a condi¢do T(o,0;\) = 1. Substituindo os PPF, equagdo (2.7.5) no resultado do lema 2.7.5 e

usando as equacdes diferenciais satisfeitas pela matriz de transicdo, obtemos:

{T(02,01;>\) @T(Uz,al;u)} :/:2 dé: /:2 dés HT(U2.§1;>\)®T(02,§2:M)} r(N—u)-
: (851 +652) {T(&,al;k)@@T(Ez,al:u)} +
+ (6, +85,) [T(02. 600 @ T(02.60:m) | r =) [ T(€1,00:0) ®T(£2,al;u>ﬂ 5(61—&)

= [" oo | [Tlozen aT(on w)] rv-m) [T oo T ovm)] |

1

Integrando essa derivada total, obtemos a relagdo (2.7.13).

Em seguida, mostramos que os funcionais C(”)(A) geram as quantidades conservadas em invo-
lugdo. Para isso, consideramos a equacdo (2.7.13) para —L < 01 < 05 < L e a multiplicamos por
Q(0) @ Q(H) pela direita. Ao notarmos que

[r(X); Q(6) @ Q(6)] =0,

constatamos que (2.7.13) continua vélida quando T (o2,01;\) e T(02,01; 1) sdo substituidos por
T(02,01;M)Q(0) e T(02,01; 4)RQ(H), respectivamente. Em particular,

{ [T(02,0:0@(0)] " [T(02.01:0)00)] m} _
- [r(x—u), [T(o20:000)] e [T(az,al;u)Q(e)]m].
Tomando o traco da equacdo resultante e usando o fato de que
tr(A® B) =tr (A)tr (B),

bem como que o traco de um comutador se anula identicamente, inferimos:

{tr {T(ag,al; A)Q(O)} n,tr |:T(O'2,0'1;/J,)Q(9):| m} =0.

Finalmente, ao considerarmos o limite 0, — L e 03 — —L, obtemos (2.7.14).
|

O teorema 2.7.6 n3o s6 afirma que as cargas conservadas estdo em involugdo, mas também

que para cada carga conservada existe um fluxo Hamiltoniano correspondente. Para sermos mais
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explicitos, consideramos o exemplo do modelo NLS, e expandimos p; (A\) = arccos (%) (2.6.41),
de (2.7.14) deduzimos:

O ={lp, b} e O = {/nv"/;}v (2.7.15)

ou seja, que para cada /, em [, g hd um fluxo Hamiltoniano associado. Para n=1,2 (2.6.42), tais
fluxos possuem interpretacdes fisicas simples e para n= 3 recuperamos a equacdo NLS, contudo para
n > 3 as equagdes resultantes ndo possuem uma interpretacao trivial, sendo denominadas equagdes
nao-lineares de Schrodinger de ordem mais alta. Mostramos, em seguida, que as correspondentes

equagdes de movimento assumem a forma de uma condicdo de curvatura nula.

Teorema 2.7.7. Tomando (i) como a Hamiltoniana, temos que:

OrLo(0,mi2) i= {C(0). Lo(0. TN | = B M(oip N) + (03 ) Lo(0,Ti V], (27.16)
onde

M(oip\) =try {(T(L,a;u) o1¢) ru =) (T(o, - Liw)@1.) (Q(e)mkﬂ . (2717)

proporcionando equagcdes de movimento para uma hierarquia de tempos ao expandirmos em L.

Demonstracdo: Para provarmos a equacdo (2.7.16) utilizamos o lema 2.7.4 para calcular a seguinte

quantidade:

(T -Lw 9 LN} = /_LL d¢ (T(L. &m0 1) {Lo@mim) & Lo, N | (TE ~Lim) @14
-/ o (TLEW ©10) [rlm ), L€ m ) 91+ 10 Lo 7i0)] (T(6~Liw) @ 1) 6 —3)
-L
= (T(L,O’;/J,)@]lk> r(u—X) {(LU(U,T;,U,)T(O',L;M)) ®]lk] -
T(L,o;u)lLs(o,T; p,)) ®Ilk} r(u—2X) (T(U,—L;u)@]lk)—l—

+<T (Lo ®]lk) r(u—2X) (T(Uv*L?“)@’LG(aT;)‘))*
- (7¢

(L,o;u)® Ly (U,T;A)) r(p—N\) (T(o,—L;u)@]lk).

Usando as equagdes diferenciais para a matriz de transicdo (2.6.2) podemos expressar os dois
primeiros termos da Gltima passagem como uma derivada em o de

V(o u,\) = {T(L,a;u)@]lk} r(—N) [T(a,—L;u)@]lk]
De forma que
{T(L, —Liu)® La(U,T:%)} =0,V(o; 1, \)+ [V(U:uv%).ﬂk(@ LU(U,T;A)]

Multiplicando ambos os lados por Q(68) ® 1, pela direita e tomando o tragco sobre o primeiro espago
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concluimos que

{¢w) Lolo. TN | =0 M(o:.2) + [M(oi1. ), La(o, i)

onde
M(o;p, A) =trq [V(a: B A) (Q(G) ® ]lk):| :

Exemplo 2.7.8. Utilizamos o teorema 2.7.7 para mostrar como, no contexto do modelo NLS, é pos-
sivel a partir da matriz r e da conexdo de Lax Lyx(x, t;\) construir uma seqiiéncia de matrizes Vj,(x; \)
fornecendo a representacdo de curvatura nula para as equacdes de Schrédinger ndo-lineares de or-
dem mais alta. Primeiramente, computemos a matriz M(x; u, \) para o modelo NLS, substituindo a
expressdo da matriz r (2.7.11) em (2.7.17).

M) = 5 tr | (T o12)1 (T -Lin@©) o1:)|

= futr1 |‘|<T(x,—L;M)Q(O)T(L,x;u)@?]lkﬂ

= Lot (1o Tl -LimQ@T (L x|

A—p |
g . :
= >\7MT(X,*L,H’)Q(G)T(var/f')trlrl
g _ .
= 52 Tl LR T(L xiw) (2.7.18)

onde usamos a ciclicidade do traco na primeira posicao
1 [(Ae10X] = tri (X) (Ao 1),

com A sendo uma matriz k x k e X uma matriz k? x k2, a propriedade (2.7.1) da matriz de permu-
tacao, que
tr [(m ®A)X} — Atr X,

e finalmente que tr 1M =1,. Claramente, a expressdo para M(x;u,\) é quasiperiodica, pois:

ML A) = 55 TL(r)Q(6)

M(=LipA) = 32 QO)TL (1) } = ML) = QEOMC L)

A seguir, consideramos a representacdo com carater assintético (2.6.20) para a matriz de tran-
sicdo:
T(x,yip) = e+ W06 )] €8 1+ W (xp)] 7, (2.7.19)

e a substituimos em (2.7.18). Usando a quasiperiodicidade de W (x; 1),

W(x+2L5) = QHOW(x:m)Q(8) = L+ W(Li) = Q7H(6) [LW(~L )| Q(6).
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e o fato de que Z(x,y; ) é diagonal, obtemos:
MO A) = 5= Wit WOl e B0 [+ W)™ (2.7.20)
Por outro lado (2.7.19) juntamente com a quasiperiodicidade de W (x; @) permitem escrever:
TL)Q(O) = [Le+W(L; )] e WQ(O) [y +W(Liw)]
A unimodularidade de T, (1)Q(0) juntamente com a definicdo

tr [TL(M)Q(G)] = 2cos {PL(M)}

implicam
et Q(6) = cos {pL(u)} 1o +isin [PL(M)}’Y3

cuja substituicdo em (2.7.20) leva a:

M(x; 1, \) = X f 0 cos {pL(u)} 1, —2sin {pL(yJ)} V(x;w,N), (2.7.21)
com
V(x; ) = ﬁ [ +W(x: )] L+ Wi )] (2.7.22)

Notamos que o primeiro termo de (2.7.21) ndo depende de x e é proporcional a 1,, portanto ndo
contribui para (2.7.16). Conseqiientemente, sem perda de generalidade, podemos despreza-lo na
definicdo da matriz M(x; u, \):

M(x; ,A) = —2sin [pL(p,)} V(x; @, A). (2.7.23)

Finalmente, calculamos

BeL (X \) = {pL(u),LX(X;A)} - {arccos(C(M)) Le(x A)}
{e) Ltan}

(u))2
2

2S|n pL(/_L { 2sin | pu ()] {91V 0xi s 2) + [V(X;u,A)VLX(x;A)}}}

=0, V(x;u, )+ [V(X;y,)\), LX(X;A)} , (2.7.24)
onde utilizamos o teorema 2.7.7 em conjunto com a expressdo para a matriz M(x;u,X) (2.7.23).

Claramente, a equacdo (2.7.24) fornece a representacdo de curvatura*® nula que procuravamos.
Substituindo a expansdo assintctica de W (x;u) (2.6.21a)

Wi (X)

W (x; ) = Z

n=1

+0 (lul™>),

16Note que essa representacio deve ser entendida de maneira assintética, isto &, valida até O(|u|=>).
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em (2.7.22) e expandindo o fator ﬁ em poténcias de u=* inferimos
S VLA oo
ViximA)=g) %jto(m ) (2.7.25)
n=1

onde os coeficientes V,,(x; \), que constituem a seqiiéncia de matrizes que aparece na representacdo
de curvatura nula para as equacdes de Schrédinger ndo-lineares de ordem mais alta, sdo polinémios

em X, Y(x), ¥(x) e suas derivadas espaciais, cujo grau em X\ é n— 1. Em particular, temos que:
Vi(x;A) = éfy3, Vo A) = —=Lx(x;A) e VB0GA) =L N). (2.7.26)

Ao considerarmos a expansdo (2.6.41) em (2.7.24) verificamos que as equagbes de Schrédinger

ndo-lineares de ordem mais alta,

oy ={ln¥} e op={ln¥} com neN,
admitem uma representacdo de curvatura nula com matrizes Ly (x;\) e Vi, (x; A).

Esse exemplo ilustra de uma maneira concreta que a existéncia dos PPF fornece uma alternativa a

condicdo de curvatura nula.

2.8 0O Meétodo do Espalhamento Inverso, o Problema de Riemann-

Hilbert e a Linearizacao das Equacoes de Movimento

Para mostrarmos a integrabilidade completa de um dado modelo precisamos contemplar as se-

guintes questdes:
1. Existem cargas conservadas?
2. As cargas conservadas estdao em involucao?
3. Existe um nGmero suficiente de cargas conservadas?

Para o caso onde o niimero de graus de liberdade é finito, o critério de Liouville (definicdo 2.3.2)
estabelece que o niimero de integrais de movimento necessarias corresponde ao nimero de graus
de liberdade do sistema. De forma que ao satisfazermos essas condicGes podemos utilizar o teo-
rema de Arnold-Liouville (teorema 2.3.4) para construir as coordenadas de dngulo e agdo e assim
integrar as equacdes de movimento. Contudo para o caso de teorias de campos, com um ndmero
infinito de graus de liberdade, a situacdo é severamente mais complicada. Conseguimos responder
afirmativamente as duas primeiras questGes para um sistema cuja equacao diferencial parcial admite
a representacao de Lax, ao mostrarmos que a partir da matriz de monodromia podemos gerar in-
finitas cargas conservadas, e com o auxilio da matriz r provar que elas estdo em involucdo. No
entanto, é uma tarefa dificil contar adequadamente o nimero de integrais do movimento, quando ha

infinitas delas. A solucdo usual consiste em encontrar um mapa bijetor que linearize as equacdes do



52 Integrabilidade Classica

movimento, introduzindo as coordenadas de dngulo e acdo, de tal maneira a possibilitar a integracdo
explicita das equacbes de movimento.

A construcdo desse mapa constitui uma tarefa essencial, porém significativamente complicada,
em parte porque depende explicitamente de caracteristicas particulares de cada modelo, como o par
de Lax e a matriz r. Ademais, como tal construcdo ndo serd efetivamente utilizada no restante
desta tese, optamos por somente ilustré-la no caso mais simples do modelo NLS no limite L — oo
com condi¢cSes de contorno correspondendo ao decaimento rapido no infinito (2.4.8). Para maiores

detalhes e as devidas demonstragdes, vide [20].

Comegamos analisando algumas propriedades da matriz de transicdo T(x,y;\) definida na reta
real, isto é, com —oo < X,y < oo. Em consonadncia com a condi¢do de contorno (2.4.8), supomos
que Y(x),¥(x) € L1(R), de forma que

/OO dx ||LO(x)] < oo. (2.8.1)

—0o0

Sob essas condicdes os limites

Te(x;N) = (X, Vi NE(y: M), (2.8.2)

im T
y—+oo
existem para A € R. E assim como T (x,y;\), satisfazem o problema linear auxiliar (2.6.2), que, em
particular, assume a forma de um problema de autovalores:

QF:%F onde 2 =iv*8x— /g [V +P(x)v 7], (2.8.3)

com as condicdes iniciais substituidas pelas seguintes condicdes assintéticas:

x—+o00

T N) —— E(x;A) +o(1). (2.8.4)

As matrizes T+ (x; \), conhecidas como solugdes de Jost, desempenham um papel central na discussdo

que se segue. Introduzindo a notacdo para as colunas de To(x;\):
Te(xA) = (TQ(x;x), TO(x; x)), (2.8.5)

verificamos que Tfl)(x; ) e Tf)(x; A) admitem uma continuagdo analitica para &(A) > 0, enquanto
que TJ(rl)(x;A) e sz)(x;k) para (X)) < 0.
Outro limite interessante da matriz de transicao é
T = lim E(=x;\)T(x,y:ME(y:N), (2.8.6)

X—r+00
y——00

denominado matriz de monodromia reduzida, que pode ser considerado como o limite para um
intervalo infinito da matriz de monodromia periédica T, (A). Em particular, a matriz de monodromia

reduzida pode ser expressa em termos das solucdes de Jost:

T =T 06 NT-(xA). (2.8.7)
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Além disso, como a matriz de monodromia reduzida apresenta as mesmas propriedades de involucdo

que T (X), podemos escrevé-la na sequinte forma:

T(\) = ( AR ) com a(A) = fim e a (1) = det (TON. TN, (2.8.8)

b(A) = Lli_>m by (X) = det (TJ(rl)(x; A, TH (x; A))

Também denominamos a(\) e b(\) coeficientes de transicdo, em virtude de sua definicdo em termos

de a; () e b (\), eles herdam a condigdo de normalizagdo:
la(\) |2 — €| b(N)|? = 1. (2.8.9)

As propriedades analiticas das colunas de T (x;\) implicam que a(\) possui uma continuagdo anali-
tica no semiplano complexo superior, A > 0, enquanto que b(A) ndo admite nenhuma continuagdo

além da reta real.

E importante notar que o coeficiente de transicio a(\) pode se anular se as solugdes Tfl)(x; A)
e Tf)(x;k) forem linearmente dependentes, isso acontece quando A & um autovalor discreto do
problema linear auxiliar. Para g > 0, o operador & é auto-adjunto e, conseqiientemente, ndo ha
espectro discreto, contudo para g < 0, 2 ndo & mais auto-adjunto e a(\) pode possuir zeros. A
analise desse segundo caso é notadamente mais complicada e por isso focamos apenas no caso com
g > 0 para ilustrar a construcdo do mapa bijetor. Em particular, as propriedades analiticas de a(\) e

a relacdo de normalizagdo permitem que expressemos a(\) em termos de b(\):

A L [Ty log(lﬂb(“w) 2.8.10
O B (2.8.10)

—0Q
Com isso, definimos um mapa

F (w(x),z/?(x)) = <b(>\),5(>\)), (2.8.11)

com P(x),¥(x) € L1(R) e b(N\),b(N\) € Ro, o anel das transformadas de Fourrier de funcdes em
L1(R).

Queremos mostrar que o mapa % lineariza as equacdes de movimento, para isso consideramos a
evolucdo temporal da matriz de transicdo, cuja equacao diferencial é obtida ao derivarmos o problema

linear auxiliar (2.6.2) com respeito ao tempo e utilizarmos a condicdo de curvatura nula (2.5.6):
BBT = LT + 0L, T = (BcLe Lo, L) ) T+ LB T =0, LT+ L0 T = LL T+ L, T

—a, (LJ) L, <6tT— LJ)

- 8, (6tT— LJ) — Lx(atr - LtT) = 8, T(x,y) = L ()T (x,y) + T(x,y)C,
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onde a matriz C independe de x. Usando a condi¢do inicial, inferimos que C = —L(y) e obtemos a
equacdo de evolucdo temporal para a matriz de transicio:

O:T (X, y;N) =L (s )T (X, v N) = T(x, v M) Le(yi N). (2.8.12)
Multiplicando (2.8.12) por E(y;\) pela direita podemos entdo tomar o limite y — +oo para obter

O T (X N) = L )T (X \) — %E(X:%)’f (2.8.13)

- N2 . .
onde usamos que no limite |x| = oo, Li(x;A) — %73. Repetindo 0 mesmo argumento com respeito

a x, obtemos uma equacdo de evolucio temporal para a matriz de monodromia reduzida®”:

BT (t:\) = % {fﬁ’,T(t;A)] (2.8.14)

Uma caracteristica peculiar da equagdo (2.8.14) & que a dependéncia nos campos originais 1(x)
e P(x) foi completamente eliminada. Em particular, podemos a partir de (2.8.14) inferir a equacdo

de evolugdo temporal para os coeficientes de transicio:
B:a(t;:\) =0 e 0:b(t;\) = —iN°b(t;\). (2.8.15)

Claramente, a(\) é independente do tempo para A € R, ademais, como a(\) admite uma continuagdo
analitica para () > 0, é possivel mostrar que essa independéncia temporal pode ser estendida para
$(A) > 0. Dessa forma, a(X) é a fungdo geradora das quantidades conservadas para o modelo NLS
com os campos se anulando rapidamente no infinito. A equacdo para b(t;\) também pode ser

facilmente resolvida, obtemos, pois, que:
a(t;\) =a(t=0:A) e b(t;A)=e Nth(t=0;N). (2.8.16)

Assim, estabelecemos que o mapa % de fato lineariza as equacbes de movimento. Nesse estagio é
evidente a semelhanca entre as equagdes de movimento para os coeficientes de transicdo (2.8.15)
e para as coordenadas de angulo e acdo F; e 6; do caso com graus de liberdade finitos (2.3.4), de
forma que fica claro que o mapa % fornece a transformacdo para as coordenadas de dngulo e ac3o,
a(t,\) e b(t,N).

Podemos agora obter as identidades de traco a partir dos resultados deduzidos na secdo 2.6.1.
Fixando 6 = 0 e utilizando a definicdo da matriz de monodromia reduzida, bem como (2.8.8), escre-
vemos para A € R

tr T, () = e~ a(A) + e 5(\) + o(1) = 2|a())| cos (arg a(\) — AL) +o(1), (2.8.17)

17Nesse ponto é conveniente reintroduzir a dependéncia explicita em t da matriz de monodromia reduzida.
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conforme L — co. Usando o comportamento assintético de a(A), temos que |a(A\)| =14+ O(|A|~>°),
de forma que:

pr(X\) = arccos (%) =—AL+arga(A)+o(1) = —-AL—iloga(A)+ o(1), (2.8.18)

onde usamos outra conseqiiéncia do comportamento assintético de a(\), loga(\) = jarga(A) +

O(|A|=*°). Finalmente, tomando o limite L — oo, inferimos:
. e Iy oo
l0ga(x) =i lim [pL(A) +AL} - /gnZ:l = +O(A™), (2.8.19)
cujos coeficientes podem ser determinados ao expandirmos (2.8.10):

o0 1 o0
/,,:/ de,,(x):%/ dy log (1+|b(>\)|2)>\”‘1, (2.8.20)

—00 —

com os P,(x) definidos por (2.6.38).

Finalmente, investigamos a injetividade e a inversibilidade do mapa #. A estratégia'® consiste
em reduzir o problema de espalhamento inverso a um problema de Riemann-Hilbert, que para o caso

em questdo assume a seguinte forma:

O Problema de Riemann-Hilbert: Seja G()\) uma matriz k x k ndo-degenerada definida na reta
real, X\ € R, e normalizada a 1, no limite |[\| — oo. O problema de Riemann-Hilbert consiste em encon-
trar duas matrizes k x k ndo-degeneradas G (\) e G_(\), normalizadas a 1y no limite |\| = oo, que
possam ser estendidas analiticamente aos semiplanos complexos superior e inferior, respectivamente,

e que fornecam uma fatoragdo de G(\):
G(\) =GL(N)G_(N). (2.8.21)

O problema de Riemann-Hilbert possui uma solu¢do (nica, com G4(\) satisfazendo as condi¢es
acima, se a matriz G(\) + GT(X) for positiva definida.

O nosso ponto de partida é a relacdo entre as solucdes de Jost e a matriz de monodromia reduzida,
equacdo (2.8.7), que apesar de parecer com um problema de Riemann-Hilbert, ainda ndo constitui
um, pois as colunas de T4 s3o analiticas em diferentes semiplanos complexos. Essa dificuldade ndo

¢é contudo fatal, visto que podemos introduzir as matrizes
S, (A = (Tﬁ”(x;A),Tf)(x;A)) e S_(x:\)= (TS)(x;x),Tﬁz)(x;A)), (2.8.22)

que também s3o solucbes do problema linear auxiliar, mas que possuem as extensdes analiticas

corretas. Em particular, em termos das matrizes Sy (x; \) podemos rescrever (2.8.7):

S_(x;N) =S A)S(N), (2.8.23)

18Uma abordagem alternativa mais tradicional é baseada na equacdo de Gelfand-Levitan-Marchenko.
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com

_ (W
S<>\)8(>\)<—b(>\) . > (2.8.24)

assumindo o papel da matriz de espalhamento para o problema linear auxiliar. Como escolhemos
tratar apenas do caso g > 0, para o qual a(\) # 0, podemos simplesmente absorvé-lo na definigdo
do fator G (x;\):

GL(xA) =aNE(GNSTI(GA) e G_(xA) =S_(GA)ETT(xN). (2.8.25)

Assim, tais matrizes G (x;\) resolvem o problema de Riemann-Hilbert (2.8.21) com a normali-

zacao usual:
G N) 22 1 1 0(1) e G 2221, 1 o(1), (2.8.26)
pois
TN o iAX
G(x;\) =G N)G_(x;\) = ECGNG(X)E(—=x;\) = ( —b(;)e’“ b(A)f ) . (2.8.27)

de forma que G(x;\)+Gf(x;\) =2-1, & positiva definida. Portanto, mostramos que as matrizes
G(x;A\) e GL(x;\) estdo relacionadas de uma maneira injetora e Gnica. Em particular, se considerar-
mos a evolugdo temporal dos coeficientes de transicdo (2.8.16) podemos rescrever (2.8.21) incluindo
a dependéncia em t:

G(x, t;N\) =G (x, t;\)G_(x,t; ), (2.8.28)

com

—1/432 2 Nt s
G(x,t; \) = E (t;X°)G(x; M) E(t;A), onde E(t; A )exp{Ql_'y } (2.8.29)

Conseqiientemente, podemos mostrar que as funcdes

Fir(x, t;0) =G (x, N ECGA)ETH(EN?) (2.8.30a)
F_o(x, t:\)=G_(x, E \)ECCA)ETH(E:N?) (2.8.30b)

satisfazem o problema linear fundamental (2.5.1) com a conexdo de Lax dada por (2.5.9).

Logo, a partir dos coeficientes de transicdo b(t;\) e b(t;\) construimos

N 1 b(t; \)
G(t,>\)—<b(t;>\) . ) (2.8.31)

e usamos o problema de Riemann-Hilbert para obter as matrizes G.(x, t; \) e, em seguida, as matrizes
Fi(x,t;\), que permitem a reconstrugdo da conexdo de Lax L4(x,t;\), a = t,x satisfazendo a
condicdo de curvatura nula (2.5.6), de onde, finalmente, extraimos os campos ¥(x,t) e (x,t)
satisfazendo a equagdo NLS (2.4.5). Estabelecemos, pois, que os coeficientes de transicdo b(A) e
b(\) estdo em correspondéncia biunivoca com os campos iniciais 1(x) e 9¥(x), de sorte que o mapa
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., que fornece a transformacdo ndo-linear de varidveis responsavel por linearizar as equacdes de
movimento do modelo NLS, & inversivel.
O método que exibimos para resolver o problema de valores iniciais para a equacdo NLS pode ser

representado sucintamente através do seguinte diagrama comutativo:

F

(v, 900) | —T— | (b).B)

T1 Ty 2.8.32
| | (2832)

(w(x,t),z/?(x,t)) — 7 (b(t;A),B(t;A))

onde 71 é o deslocamento temporal implementado pela equagdo NLS (2.4.5), enquanto 7> é a

evolugdo temporal dada explicitamente por (2.8.16).






Capitulo 3

Integrabilidade Quantica

There is a theory which states that if ever anyone discovers exactly what the Universe
is for and why it is here, it will instantly disappear and be replaced by something even
more bizarre and inexplicable. There is another theory which states that this has already

happened.

Douglas Adams, The Hitchhiker's Guide to the Galaxy

Um dos conceitos mais poderosos para o estudo de sistemas dindmicos classicos, conforme dis-
cutimos no capitulo anterior, € o de integrabilidade. Seja o niimero de graus de liberdade do sistema
finito ou infinito, se ele possuir um determinado nimero! de cargas conservadas em involucdo é possi-
vel construir as variaveis de angulo e acdo, e assim integrar explicitamente as equacdes de movimento.
Dessa forma o significado da integrabilidade de um dado sistema classico é claro, e, em particular,
separa os modelos classicos em classes com propriedades bem distintas: as solucdes das equacdes de
movimento integraveis descrevem movimentos peridédicos em toros que folheiam o espaco de fase,
enquanto que para o caso de modelos ndo-integraveis, as solucdes preenchem o espaco de fase de
uma forma densa.

Com o sucesso da aplicagdo do método do espalhamento inverso classico (MEIC) para a demons-
tracdo da integrabilidade classica de diversos modelos, como por exemplo os modelos de Schrodinger
nao-linear, de Thirring, de sine-Gordon e de Landau-Lifshitz, questionou-se se as suas contrapartes
quanticas também ndo seriam integraveis. Surpreendentemente, estender o conceito de integra-
bilidade ao contexto quantico se mostrou severamente complicado, e persiste até hoje como uma
questdo em aberto e motivo de intenso debate [48-50].

Uma das principais dificuldades na extensdo do conceito de integrabilidade ao contexto quantico
esta atrelada a nogdo de grau de liberdade, essencial na formulagdo do teorema de Arnold-Liouville.
Na mecénica classica, a contagem de graus de liberdade &€ um procedimento trivial, pois associamos
um grau de liberdade a cada par de variaveis conjugadas do espaco de fase, necessarias para descrever
as configuracdes de um dado sistema. Ja na mecanica quantica, o simples conceito de grau de
liberdade n3o estda matematicamente bem definido. O motivo esta relacionado com o fato de que

todos os espacos de Hilbert com dimensao infinita sdo isometricamente isomérficos, e, por isso, as

1Relacionado com o niimero de graus de liberdade do sistema.
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algebras C* de operadores limitados atuando sobre tais espacos de Hilbert sdo isomérficas. Dessa
forma, é impossivel distinguir o espaco de Hilbert dos estados de uma (nica particula, do espaco de
Hilbert para os estados de muitas particulas. Em particular, um teorema de von Neumann? arruina a
idéia de utilizar um conjunto maximal de operadores comutantes para mimetizar o conjunto maximal
de cargas classicas conservadas em involucao, uma vez que podemos encontrar um operador quantico,
a partir do qual podemos expressar todos os outros como suas funcdes.

Uma abordagem mais pragmatica a integrabilidade quantica, e em consonancia com o questiona-
mento inicial, consiste em reconhecer que, quando lidamos com sistemas quanticos concretos, existe
um conjunto preferencial de observéveis desde o principio®, de forma que o espaco de Hilbert ndo é o
objeto fundamental inicial. Notadamente, o espaco de Hilbert é apenas o portador da representacao
de tais variaveis preferenciais. Assim, dado um operador Hamiltoniano H procuramos por um grupo
G e uma algebra de Lie g, de forma que exista uma representacdo unitaria de G no espaco de Hilbert,
tal que o Hamiltoniano H possa ser identificado com a acdo de um elemento da algebra universal en-
velopante U(g). InformagGes sobre o espectro e sobre as autofuncbes de H podem, pois, ser obtidas
a partir da estrutura das representacdes unitarias de G e de sua decomposicdo em representacdes
irredutiveis.

Claramente, proceder como delineado acima para uma situacdo geral ndo é uma tarefa facil,
portanto comegcamos a nossa analise de sistemas quanticos “integraveis”’, estudando uma maneira
particular de se resolver certos modelos quanticos. Diferentemente do caso classico, onde, em geral,
estamos interessados em obter a evolugdo temporal dos campos iniciais (ou, no contexto do MEIC,
dos coeficientes de transigdo), na mecénica quantica a abordagem estacionaria é mais usual, na
qual o interesse predominante estd na deducdo do espectro dos operadores relevantes. O Ansatz de
Bethe coordenado (ABC) fornece um método para se obter tais solugBes, ao propiciar a construgdo
do conjunto completo das autofuncdes e dos autovalores de um dado operador Hamiltoniano. Ao
combinar idéias advindas do ABC com as do MEIC desenvolvemos o método do espalhamento inverso
quantico (MEIQ), que proporciona um ponto de vista unificado da solubilidade de modelos cléssicos
e quanticos. A matriz R quantica satisfaz a equacado de Yang-Baxter, que assume um papel central
no estudo do espalhamento em teorias em (14 1)-dimens&es. Finalmente, a no¢cdo de espalhamento

fatoravel permite a formulacdo de um critério objetivo para a integrabilidade quantica.

3.1 O Ansatz de Bethe Coordenado

O Ansatz de Bethe coordenado é um método analitico para a resolucdo exata de alguns problemas
de muitos corpos em (1+ 1)-dimensdes na mecénica quantica. Foi desenvolvido por Hans Bethe em
1931 [51] para o célculo dos autovalores e autovetores do ferromagneto de Heisenberg. O Ansatz
de Bethe prescreve uma parametrizacdo dos autovetores para a solucdo do problema de autovalores
fornecido pela equagdo de Schrodinger. Diferentemente de Bethe, ilustraremos o seu Ansatz na versao
quantica de nosso exemplo corriqueiro, o modelo de Schrédinger ndo-linear (NLS), que quanticamente

também é conhecido como o modelo unidimensional para o gas de Bose com interacdes pontuais.

2Teorema:"Seja um espaco de Hilbert ¢ e considere dois observaveis comutantes, A e B, entdo existe um terceiro
observavel C, tal que tanto A quanto B sdo funcées de C."
30Operadores de momento e posicdo de uma particula, operadores de spin para magnetos, etc.
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Seguimos a exposicdo de [22].

O Hamiltoniano do modelo é o seguinte:
L
H= / dx [8i oy + gy Tyiyy], (3.1.1)
—L

onde ¥(x) e ¥T(x) sdo dois operadores bosénicos autoadjuntos, periédicos* em x, com periodo igual

a 2L, que satisfazem as seguintes relacdes de comutagcdo candnicas:

(W (x), Wi(y)] =6(x—y), (3.1.2a)
[V (x), ¥ (y)] =0, (3.1.2b)
[Wi(x), Wiy)] =0. (3.1.2¢)

Claramente, a equacdo de movimento correspondente é (2.4.5), com os campos classicos substituidos

pelos operadores quanticos,

i0pp = —02 +2g¢ Y. (3.1.3)

Consideramos o caso com g > 0, para o qual o estado fundamental em temperatura nula é uma

esfera de Fermi. Definimos o vacuo de Fock, ou pseudovacuo, por
»(x)[0) =0= (0|9 (x) com x€R e (0]0)=1. (3.1.4)

E importante notar que o pseudovacuo e o vacuo fisico sdo estados distintos, o Gltimo, em particular,
é o estado fundamental do Hamiltoniano.

Os operadores numero e momento sdo obtidos a partir da quantizacdo direta de suas contrapartes
classicas (2.4.16) e (2.4.17):

L
Q :/ dx T (x)P(x), (3.1.5)
—L
©opL
P=—5 [ ax(¥1(00900 -0 (0w(). (3.1.6)
Tais operadores Hermiteanos sdo integrais do movimento comutantes:
[H,Q]=[H,P]=[Q,P]=0.

Assim, podemos procurar por autofunc¢des simultaneas dos operadores @, P e H:

N
|1//N>=% dVz fu(z1,....2w) [T %! (20)10), (3.1.7)
n=1

VN

com as funcdes complexas fy, simétricas em suas N entradas reais e de quadrado integravel, satis-

fazendo as equacdes de autovalores:

QlYn) = N|Yn),  Plon) =pnlvn) e Hlyn) = Enldn). (3.1.8)

4Também consideramos o limite L — co, nesse caso os operadores 1(x) e ¥T(x) se anulam rapidamente no infinito.
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O espaco de Hilbert dos estados do sistema consiste, pois, no espaco de Fock F para bdsons

unidimensionais, cujos elementos podem ser representados em termos da base de autovalores:

1) ="Y fulyn) com [¢o) =]0),
N=0

e escritos convenientemente sob a forma de vetores coluna:

f, 1

fi(z1) 0
fy=1 : com [0) =

fn(zi, ..., zy) 0

00 L
(flg) =fogo+ Y, d"z (2, ..., zn)9(z1,. .-, zy)
N=1J—L

(3.1.9)

(3.1.10)

Dessa forma, o espaco de Fock é decomposto na soma direta de N subespacos parciais Fy,

F=@Fv com fy(z,. ... zn) € F.
N=1

A partir das equacdes de autovalores (3.1.8) podemos encontrar as expressdes para o Hamiltoniano

quantico e para o operador de momento quantico, ou seja, os operadores Hy e Py que atuam sobre

os vetores fy(z1, ..., zn) € Fn. Paraisso, consideremos a acdo dos operadores Q, P e H nos estados

com N =1:

L
Q|w1>:/_Ldzfl<z>¢*<z>\o>:1\w1>,

L

Plon) = 3@V @[ 00+ [ dz (-ie) ¥ ()0,

—L

z=L

Hlr) = 8,f(2) ¥(2)

z=—L

e N=2:

L
Qla) =2 / dz1dz Bz, 2) ¥ (@) (2)/0) = 2102)

x=L

CoL
Pliz) =5 [ dz [f(z0)+ fx 210 (2100 00+

L
+ / 92102 (~ib, ~i0,) o1, 2) ¥ (209! (2)[0).

L
0)+ / dz () V()0

(3.1.11a)

(3.1.11b)

(3.1.11¢)

(3.1.12a)

(3.1.12b)
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L x=L
Hva) = [ 20,520 + A 200 (200 00 10)+

L
+/ dzy1dzy (—62 — 02, +296(z1 — 22)) fo21, 22) YT (21) Y (22)]0). (3.1.12¢)
—L
Com a aplicacdo das condicdes de contorno para os campos %(x) e %' (x), concluimos que as funcdes
fny € Fy sdo autofuncdes de Py e Hy:

N

7>N=Z(—/azj) e HN=ZN‘,(—6§J_)+29 Y 8(z—z), (3.1.13)
. Z

= 1<k<j<N

com autovalores py e Ey. E importante ressaltar que o Hamiltoniano quantico H atuando sobre
fn como o operador diferencial introduzido em (3.1.13) possui a forma de um operador de Schré-
dinger multiparcial com interacdo pontual. Dessa forma, reformulamos o problema originalmente no

contexto da teoria quantica de campos como um problema de mecéanica quantica.

Podemos dar um significado preciso ao potencial singular §(z; — zx) presente em (3.1.13), substituindo-
o por condi¢cdes de contorno adequadas. Em virtude da simetria de fy em todas as suas entradas z;,

precisamos considerar, sem perda de generalidade, apenas o seguinte dominio:
—L<zn<zm<---<zy<L.

Ao impormos que fy seja uma autofuncdo do Hamiltoniano quantico livre:
N
Hy=-3 0., ie, H}fn=Enfy, (3.1.14)
j=1

obtemos, para o caso N =2 (3.1.12c) que:

L

L x=
/ dz 0, [f2(z, x) + f(x, Z)] ’IIJT(Z)'Z,[}T(X)’ _L , +29/ dzy dz,6(z1 — )Y (21)Y1(22) = 0.
L x== -L

(3.1.15)
Notando que (no limite € — 0):
L x=L L X=z—¢€ x=L
/ dz0.H(z W @V ()| :/ dz0,6(2)! (2)% (x) [ R }
—L X== —L X=— x=z+€
L X=Z—€
~ [ azen@wi@vic]
—L X=ZT€
L
= —/ dz (8,16 —0,) h(z+€ 2)Y (2 + €)' (2),
—L
inferimos de (3.1.15) a seguinte condicdo de contorno:
(82 —621—9)7‘2(21,22) =0, (3.1.16)
Zo=2z1+€
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que pode ser facilmente generalizada para um valor N arbitrario:

(az.+1 —a, - g) (21 2n) —0. (3.1.17)

! ! Zjy1=zj+e

Portanto, estabelecemos que a equagdo (3.1.14) suplementada pelas condi¢des de contorno (3.1.17)

é equivalente ao problema de autovalores Hpyfy = Enfy, com Hy dada por (3.1.13).

A préxima etapa consiste em construir as funcdes fj propriamente, é nesse ponto que utilizamos o
famigerado Ansatz de Bethe, que fornece uma expressdo hipotética para tais funcdes. Consideramos

inicialmente o caso com N =2 para maior claridade do argumento, onde supomos que:
f2(Zl, 22) = f2(21,22|>\1, )\2) = A1(>\1, >\2)ei>\121+i>\222 + A2(>\1, >\2)ei>\2zl+i>\lz2, (3118)

correspondendo a uma superposicao de duas ondas planas, cada uma multiplicada por uma amplitude
dependente apenas das varidveis A1 e \». Resta ent3o verificar se a solucdo tentativa (3.1.18) é de
fato uma solucdo da equacdo de autovalores (3.1.14) com condicdes de contorno (3.1.17). E facil

constatar que tal f(z1, z2|A1, A\2) € uma autofun¢do do Hamiltoniano livre com autovalor A2 + A3:
HIf (21, 22| A1, Aa) = (A2 +A2) Fo(z1, 22| A1, Aa). (3.1.19)
Ja a condi¢do de contorno (3.1.17):

0= (822 — 0z — 9) fo(z1, 22| A1, X2)

= [(iX2— iA1= 9) AL + (A1 — idg — g) Ag] e2Pa22),
€

Zp=2z1+

fornece um vinculo entre A1 (A1, A2) € Ax(A1, X\2):

Ar(M1,A2)  do—Ai+ig 00—
A Ou )~ ey ig= B(2=1), (3.1.20)
Assim, podemos rescrever f2(z1, 2| A1, A2):
f2(21-22‘>\1v >\2) _ (COﬂSt) |:ei>\121+i)\222 _ e—f@(}g—)xl)ei)\221+f>\122:| ’ (3121)

de forma a interpretarmos o Ansatz de Bethe como uma superposicdo de uma onda plana incidente

com uma espalhada, multiplicada por uma fase e~ ®(2—21),

que assume o papel de uma matriz
S. Portanto, se a condigdo (3.1.20) for satisfeita a fungcdo f>(z1,2) definida por (3.1.18) é uma
solugdo do problema de autovalores (3.1.14) com condi¢gdes de contorno (3.1.17). Além do mais, é
facil verificar que tal f2(z1,z2) é também uma autofungdo do operador de momento com autovalor
A1+ X2, Finalmente, ao impormos as condigdes de periodicidade na funcdo de onda f2(z1, z2), isto
é, fo(z1—L,z) = fa(z1+ L,z) e usarmos a simetria de f, em suas entradas deduzimos o seguinte

sistema de equacdes para os valores permitidos® de A\; e Ay:

2iLA1 _ =18\ =)o)

. e el — g=if02-A1) (3.1.22)

5Condicdes de quantizacdo para os momentos de particulas em uma caixa de comprimento 2L.
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conhecidas como equacdes de Bethe.

Uma generalizagdo de (3.1.18) para N arbitrario pode ser inferida ao tomarmos, em consonancia
com (3.1.20),

At(A1, X2) =ido—idi+g e Ax(A1,A2) =—(A1—iXa+9),
e rescrevermos f>(z1, z2|A1, A2) como:

(21, 22| A1, Ao) = (iho — X1 + g) et — (jX; — i\, + g)ePear iz

— _ i)\121+f>\222 _ i>\221+f)\122
(0, =02, +9) [e e ]

= (8,, — 0y, +9g) det[exp (iX;z)], (3.1.23)
com a matriz 2 x 2:
) e/>\121 e/>\122
exp (iXjzx) = ohn gz | (3.1.24)

Logo, o Ansatz de Bethe para N arbitrario assume a seguinte forma:

fn(zi, ..., Zn|AL, - AN)—(const)[ H (azjfazﬁg) det [exp (iXjzx)], (3.1.25)

1<k<j<N

onde exp (iAjzc) € uma matriz N x N. E facil verificar que a funcdo fy acima satisfaz as condicdes
de contorno (3.1.17), mostremos isso explicitamente para o caso j = 1. Para tanto, escreva fy da

seguinte forma:

fu= (02 —08s +g)fy com

~ N
fv = (const) [ | [(azj -0, +g) (8Zj -0, + g)] [T (6,—0 +g)detlexp(iXzo)].
=3 3<k<I<N

Claramente, fy é antissimétrica com respeito a troca z; <+ z e se anula quando z; = 2, conseqiien-
temente,
=0.

Zp=271

{(822 _821)2 _92] FN

As outras condi¢Bes de contorno podem ser verificadas da mesma maneira. Portanto, (3.1.25)

fornece as autofungdes dos operadores H, P e Q, cujos respectivos autovalores s3o:

EN:.Z>\J2' p/\/:ZAj (S qN:N. (3126)

As autofun¢des de Bethe (3.1.25) podem ser rescritas de uma forma mais conveniente ao usarmos

que o determinante pode ser escrito como uma soma sobre as permutagdes P de (1,2,..., N):

det[exp (iXjz)] = Z(—l)[P] exp (i ZN: zn>\p,,> ,
P n=1
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onde [P] denota a paridade da permutagdo, de forma que obtemos [22]:

| NV-1) N
— 2 . .
fN(zl,...,zN|>\1,...,>\N)(\)W H S|gn(zjzk)]Z{(l)[P]exp (/ZZ/API> :
' 1<k<j<N P =1
Cexp | - Y, sign(zm—2)6 (Ap,—2p) | ¢ (3.1.27)
2 1</ Smen
onde
) Ig+XA—pu

de acordo com (3.1.20). Tais fun¢Bes constituem um conjunto completo e ortonormalizado ( [22,
52,53]).

A formula (3.1.27) determina a fungdo de onda de Bethe, que é simétrica e continua com respeito
as variaveis z;, j=1,...,N. Em contrapartida, fy € uma fun¢do antissimétrica nas variaveis \;, e
conseqlientemente se anula caso A\; = A\ para k # j. Esse fato € de notavel importancia para sistemas
em (1+ 1)-dimensdes®, pois indica uma dualidade entre férmions e bdsons, e, em particular, alguns
modelos bosénicos sdo equivalentes a modelos fermidnicos, por exemplo o modelo para o gas de Bose
com g — oo € equivalente ao modelo para um férmion livre, enquanto que o modelo de sine-Gordon
corresponde ao modelo de Thirring massivo. Outra propriedade fundamental, e que desempenhara
um papel central na definicdo do conceito de integrabilidade quantica, codificada em (3.1.27) & que
a dindmica do modelo depende apenas da interacdo entre dois corpos, de forma que o espalhamento
de n particulas pode ser reduzido a uma seqiiéncia de colisdes entre apenas duas particulas, isto &, o
espalhamento é fatoravel”.

Prosseguindo de maneira semelhante ao caso com N = 2, consideramos o sistema definido em
um intervalo finito e peridédico com comprimento 2L. Ao impormos condi¢des de periodicidade nas
funcdes de Bethe fy em cada uma de suas entradas independentemente

f/\/(Zl,...,ZJ—L,...,ZN|>\1,...,>\N):fN(Zl,...,ZJ‘+L,...,ZN|>\1,...,>\N),

encontramos as equacdes de Bethe

Q2N — _ B A=At ig

=z j=1,...,N, 3.1.29
1N T Ak — g ( )

que determinam os valores permitidos para os momentos A;. Por consegiinte, as equacdes de Bethe
podem ser interpretadas em termos de um espalhamento fatorado para as particulas de Bethe, que
nao necessariamente coincidem com os graus de liberdade fisicos da teoria. Desse ponto de vista, as
equacdes de Bethe sdo apenas as condicbes de quantizacdo para o momento de particulas contidas
em uma caixa de comprimento 2L, onde 8(\; — Xx) € a mudanca de fase sentida pela particula j ao
colidir com a particula k. E claro, pois, que o espectro é completamente determinado apenas pelo
espalhamento de duas particulas e pela relacdo de dispersdo, ndo existindo interacdes genuinas entre

muitas particulas.

6Notamos que o teorema da conexdo spin-estatistica ndo é valido em (14 1)-dimensdes.
7Ou n3o-difrativo.
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No resto desta se¢do estudamos algumas propriedades das equagdes de Bethe (3.1.29) e de suas
solugBes (cuja existéncia demonstramos). Comecamos estabelecendo a realidade de tais solucdes.

Teorema 3.1.1. Seja {\;} o conjunto das solugbes das equagbes de Bethe (3.1.29), entdo A\ € R.

Demonstracdo: Seja Apmax € {A;} a solugdo A; com parte imaginaria maximal, isto &,
S(Amax) =SO\), Jj=1,..., N,

e considere o médulo de (3.1.29) para A\j = Apax, entdo

N _ .
’egfomaX| _ >\max >\k + /'g > 1,
k=1 >\max_>\k_/g
onde usamos N
+19| > >

Ademais, devido a

e S1 se S(A) 20,

inferimos que S(Amax) <0, porém Amax € maximal, logo

Similarmente, podemos definir um A; minimal,
SAmin) <S(ON), Jj=1,..., N,

€ mostrar que

Para demonstrarmos a existéncia de solugcdes para o sistema de equacdes (3.1.29), é conveniente

que o rescrevamos em forma logaritmica:

pj=2LX\ + Z (X —Xk),

k=1
k#j
onde os @; =2mh;, j=1,..., NcomnpeZe
. A+
<P(>\)=’|09(>\i—:.g), 2t <p(A)<0 e S(A)=0.

Claramente podemos expressar @(X) em termos de 8(\), (3.1.28), 6(A) = p(X) + 7. De forma, que

obtemos:
N N—-1
2LNj+ Z O(Nj—Ak) =2mn; com nj=Af+ - (3.1.30)
k=1
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Teorema 3.1.2. Existem solucées para as equagdes de Bethe (3.1.30), e elas podem ser unicamente

parametrizadas por um conjunto de inteiros (ou semi-inteiros) {n;}.

Demonstragdo: Seja a agdo de Yang-Yang [52]

N N 1N A
S=2LY' X227 Y N +=Y 610\ — X)) com 91(>\)=/ dud(w). (3.1.31)
J; \j F=t i) zjzk, \j 0
As equacdes de Bethe (3.1.30) surgem como condigdes de extremo para a acdo S, %i =0. Mos-
tremos que esse extremo é de fato um minimo:
) N 2g
= =54 |2L K\, — K(\; de K =0A\—u)=—5—""—-
6)\]@)\/ 6]/ +m;1 (>\Jv>\m) (>\Jv >\/) onae ()\,/l) 0 (>\ [1:) 92 + (>\_/J')2

N 82

N N N
=Y oA v =2L Y vi+ ) KOy (v —w)® 22L ) v >0,
L OXON, = 2

Jj>1=1
para qualquer vetor v; com componentes reais. Logo, a matriz das segundas derivadas & positiva
definida e a acdo é convexa. Portanto, S possui um Gnico minimo que define as solucGes das equacdes
de Bethe.

3.2 O Método do Espalhamento Inverso Quantico

O Ansatz de Bethe coordenado, que estudamos na dltima secdo, constitui um método direto
para se diagonalizar um Hamiltoniano (bem como todas as outras cargas conservadas), e assim
obter seu espectro, porém de uma maneira extremamente dependente de uma hipdtese inicial sobre
a forma das autofuncdes. Essa dependéncia excessiva obscurece as caracteristicas fundamentais que
permitem a diagonalizacdo de um dado Hamiltoniano. O método do espalhamento inverso quantico
(MEIQ) proporciona uma abordagem alternativa e mais sistemética de se lidar com tais problemas de
autovalores, ao combinar elementos oriundos do MEIC com idéias advindas do ABC. Em particular,
parte-se da contraparte quantica da conexao de Lax para, com a ajuda da versdo quéantica do problema
linear auxiliar, diagonalizar a sua solucdo, a matriz de transicdo, e conseqiientemente reproduzir os
resultados do ABC. A abordagem do Ansatz de Bethe no contexto do MEIQ é denominada Ansatz
de Bethe algébrico (ABA).

Diferentemente do caso classico, € mais facil iniciarmos a discussdo do MEIQ estudando sistemas
discretos. Ademais, a discretizacdo de diversos modelos continuos é, muitas vezes, essencial para
o correto tratamento das divergéncias ultravioletas que assolam iniimeros sistemas no contexto da
teoria quantica de campos. Dessa forma, uma pequena digressdo sobre sistemas integraveis classicos

discretos torna-se imperativa.
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3.2.1 Sistemas Integraveis Classicos Discretos - Uma Pequena Digressao

Nesta secdo de carater auxiliar, introduzimos a representacdo de Lax, bem como outros conceitos
relacionados a integrabilidade, como, por exemplo, a matriz r, para sistemas discretos. Considere,
pois, uma rede periddica de comprimento L com M sitios e espacamento A, nessas condicdes o
problema linear fundamental (2.5.1) assume a seguinte forma:

oW (n, 7 A) =U(n, ;)W (n,T; N\, (3.2.1a)
V(n+1,7:0)=L(n7: )V (n,T;N), (3.2.1b)

onde denotamos por n o nimero do sitio na rede. L e U sdo duas matrizes k x k que dependem
tanto do pardmetro espectral A, quanto das variaveis dindmicas do modelo. Novamente, a condicdo

de consisténcia para o sistema (3.2.1) fornece a representacdo de Lax:
OrtL(n,m;X\)=U(n+1,7;X)L(n,7;X) = L(n, 7;)U(n, T; N). (3.2.2)

A conexdo com os modelos continuos aparece ao considerarmos uma rede infinitesimal, A — 0, dessa
forma, a coordenada do n-ésimo sitio da rede é dada por o, =nA, {neN:n=0=n= M} com

M= %. Para essa rede temos que:
L(n,T:\) =1+ Lo(0,, T;X) +O(A?). (3.2.3)

A matriz de transi¢do discreta do m-ésimo sitio para o (n+ 1)-ésimo sitio, com n > m pode ser

representada como o produto ordenado das seguintes (n— m+ 1) matrizes:

T(n,mX) = ﬁ LG, N):=L(n,T;)L(n—1,7;X)---L(m,T;\), (3.2.4)
i=m
onde L(i,7;X\) =T(i,i;\) & a matriz de transi¢do elementar para um sitio da rede, também denomi-
nada operador L (ou de Lax). A matriz de monodromia é definida de forma analoga ao caso continuo,
como a matriz de transi¢do para o comprimento completo da rede, T; (M) ;=T (M,1;X). Assim como
no caso continuo, o trago das poténcias da matriz de monodromia (("(X) = tr [T/(7;\)] gera as
quantidades conservadas.

A matriz r para o caso discreto é introduzida de uma forma similar:

Definicdo 3.2.1. A matriz r é uma matriz k? x k? definida de forma a satisfazer os sequintes

parénteses de Poisson:
{L(/, TN @ LY, T; u)} =0j [r(k —w), LU, TN QLY Tiw)]. (3.2.5)
A relacdo (3.2.5) é denominada analogamente parénteses de Poisson fundamentais discretos.

Com isso podemos demonstrar a versdo discreta do teorema 2.7.6.

Teorema 3.2.2. Se os parénteses de Poisson entre os elementos da matriz de transicdo elementar
L(i, T;\) admitem a representacdo em termos da matriz r, equacdo (3.2.5), entdo os parénteses de
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Poisson dos elementos da matriz de transicdo sdo dados por:
{T(n, m;X\) @ T(n, m;u)} = {r(k —w), T(n,mAN)T(n,m, u)] . (3.2.6)

Conseqiientemente, os tracos das poténcias da matriz de monodromia (("(X\) =tr (T/(T;\)) geram

as quantidades conservadas em involucao:
{¢P0).¢m @} =o. (32.7)

Demonstracdo: A primeira parte do teorema é demonstrada por indu¢do em / com n=m—1+1,
lembramos também que n> m e i € N. Omitindo a dependéncia temporal para maior clareza, temos
trivialmente para i =1 que:
{T(m, m;A)® T (m, m;u)} = {L(m; A)@ L(m;u)}

= [rO= ). Lm ) @ Lmiw)|

= {r(A —w), T(m mA)QT(m,m, p,)} .
Tomando a expressdo para i = n—m+1, equagdo (3.2.6), como verdadeira, mostramos para i =
n—m+2:

{T(n+ 1L.mXN)®T(n+1, m;u)} = {L(ﬂ+ LT, mA)2L(n+1;1)T(n, m;u,)}
=L(n+LAN)@L(n+1;u) {T(n,m;u) ® T(n,m;u)}+
+L(n+1;>\)®]lk{T(n,m;p,)Q? L(n—l—l;u)}]lk@T(n,m;p,)—i—
+1,@L(n+1;p) {L(n+1;>\) @?T(n,m;u)}T(n,m;A)®ﬂk+
+ {L(n+ L)@ L(n+ l;u)} T(n,mX\)QT(n,m;u)
= L(n+ 1N @ L(n+ 1) [ =), T(n,m: \) @ T(n,mi )| +
+ [r(A—u),L(nJr L)@ L(n+ 1;;1,)} T(n,m;A)®L(n,m;u).

Na dltima passagem usamos a hipétese de inducdo no primeiro termo e os parénteses de Poisson
fundamentais discretos no quarto termo, enquanto que o segundo e o terceiro termos se anula-
ram identicamente, pois a equagdo (3.2.5) implica que {L(n+1;>\) ® T(n,m;u)} = 0. Abrindo os
comutadores restantes, obtemos:

=r(A—u) (L(n+ LA)®L(n+ 1;u)> (T(n, mA\)®T(n, m;ﬂ)) -

- (L(n+ LA®L(n+1; u)) (T(n, m;\)®T(n, m; M)) r(—u).

Agrupando os termos restantes em um comutador, obtemos a equacdo (3.2.6). Para mostramos a

segunda parte, tomamos n=M e m=1 na equacgdo (3.2.6), de forma a estabelecermos:

(" e} = [ro-w. ") e T (w)]. (32.8)
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Finalmente, ao tomarmos o traco dessa relacdo concluimos a veracidade da tese.

Em virtude do teorema 3.2.2 temos que a familia de sistemas dindmicos definidos por:
(i, Ti0) = {trTL(,u), L(/,T;)\)} (3.2.9)

possui um ndmero infinito de cargas conservadas em involucao.

Uma vez que a matriz r determina a estrutura das varidveis de angulo e acdo, e a sua forma
explicita ndo deve mudar ao discretizarmos o operador de Lax L(o,T;\) =0, — L,(0,T;\) para
obtermos a matriz de transicdo elementar L(i,T;\), devemos esperar que a estrutura das variaveis
de angulo e acdo permaneca inalterada na transicdo do continuo para o discreto. Dessa forma, a

condensagdo da rede, isto &, o limite para o continuo (A — 0) deve ocorrer de forma suave.

3.2.2 Sistemas Discretos Quanticos

Com a introducao da versdo discreta do MEIC na dltima secdo, podemos prosseguir com a sua
quantizacdo. Seja m; o espaco de Hilbert em cada sitio da rede, de forma que o espaco de Hilbert do

sistema completo seja dado por:
M
H= ®77i,
i=1

com todos os 7; idénticos. A Hamiltoniana H e os elementos das matrizes U(n,7;\) e L(n,T;\)
sdo agora operadores quanticos dependentes das varidveis dindmicas do sistema, X{; o indice /
denota o sitio da rede sobre o qual o observavel atua, enquanto que a representa algum indice de
simetria interna. A algebra de observaveis A é definida ao fixarmos as regras de comutacao satisfeitas
pelos X§. Estaremos particularmente interessados em relagcGes de comutagdo ultralocais, isto &, tais
que X comuta com Xf se I #j. Notamos que para sistemas relativisticos algum esquema de
regularizacdo se faz necessario devido a presenca de divergéncias ultravioletas, de sorte que nesse
contexto a formulacdo do modelo na rede se torna interessante, pois o inverso do espacamento entre
os sitios A~1 pode ser interpretado como um cut off ultravioleta.

Assim como no MEIC, o operador de Lax, L(i,7;\), assume um papel central no formalismo do
MEIQ. Sua definicdo, contudo, envolve além do espaco de Hilbert local m;, um espaco auxiliar V/,
de modo que a ag¢do do operador L(/,T;\) seja sobre o produto tensorial n; ® V. Esses operadores
podem, em geral, ser obtidos através da quantizacdo direta das correspondentes expressdes classicas,
dessa forma é possivel enxergar o operador de Lax como uma matriz no espaco V, cujos elementos
sdo operadores quanticos atuando sobre 7n,. Conseqiientemente, é necessario cuidado ao manipular
os elementos de L(i,T;)), pois por serem operadores, eles ndo necessariamente comutam entre si.
A matriz de transicdo é definida da mesma forma que no caso classico:

T(n,m;X) = ﬁ LU, N)=L(n,T;N)L(n=1,7;X)---L(m, T; ). (3.2.10)

=m

A ultralocalidade da algebra de observaveis A garante que os elementos do operador de Lax comutam
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em diferentes sitios da rede:
|:L,'j(m,7-;>\), Lk,(n,T;u)} =0, se m#n, (3.2.11)

de forma que a matriz de transicdo e, em particular, a matriz de monodromia, definida como a matriz
de transigdo para a rede inteira, T (X) :=T(M,1;)\), estejam bem definidas.

Introduzimos a versao quantica da matriz r através da seguinte defini¢cdo.

Definicao 3.2.3. A matriz R é um operador quantico independente das variaveis dindmicas do sis-
tema, atuando sobre o produto tensorial de dois espacos auxiliares V, @ V5, e definido de forma que as
relacbes de comutacdo entre os elementos do operador de Lax assumam a seguinte representacdo:

RO LG mN @ Ll = [L6.mm @ Ll 2| RO-p). (3.2.12)
A relagdo (3.2.12) é denominada relacdo de comutagcdo fundamental (RCF).

Com isso podemos obter as relacées de comutagdo para os elementos da matriz de transicdo:

Teorema 3.2.4. Seja um operador de Lax ultralocal cujos elementos satisfacam a RCF (3.2.12),
entdo as relagcées de comutacdo entre os elementos da matriz de transicdo T (n, m;\) adquirem a

seguinte forma:
RO —w) [T(n,m;x)c@T(n,m;u)] = [T(n,m;u)®7’(n,m;>\)} R\ — p). (3.2.13)

Demonstracao: Essa demonstracdo é facilmente feita por inducdo em n com m fixo. N3o é dificil
ver que ao tomarmos n = m a expressdo (3.2.13) se reduz a equagdo (3.2.12), o que prova a sua
veracidade. Resta-nos, pois, ao tomar (3.2.13) como verdadeira para n =, mostrar a sua validade

para n=j+1. De fato,
R(A—p) T(j+1.m;>\)®7'(j+1,m;u)} :R(A—u){L(j—&-l.T;)\)@L(j—&-l,T;M)} :
RO WRO= @) [TGm N © TG m )] RO m)RO - )
= {L(j+1,'r;p«)®L(j+ 1,7;%)} [TO, m; ) @T(, mﬂ\)} RN —w)

= [T(J+ Lmup)@T( + 1,m;>\)} R\, ).
[ |

As relagdes (3.2.12) e (3.2.13) sdo por muitas vezes denominadas relagdes bilineares (ou de
entrelacamento), diz-se que tanto o operador de Lax quanto a matriz de transi¢cdo sdo entrelacados
pela mesma matriz R. Uma outra e Gtil forma de se escrever a equagdo (3.2.13) pode ser obtida

multiplicando-se tal relagdo pela esquerda pela matriz de permutagdo 1 (2.7.1).

I?(A—u,) [T(n,m;k)@]lk} {]lk®7—(n,m;u)] = {]lk®7—(n,m;u)] [T(n,m;k)@]lk R(A—u)

Rio(A— ) T1(n, m; ) Ta(n, m; ) = To(n, m; ) Ta(n, m; \)Rio(XA — ), (3.2.14)
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com R(A—p) :=MNR(A—p). Claramente, ao tomarmos n=M e m = 1 na equacdo (3.2.14) obtemos

uma expressao para a matriz de monodromia:
Riz(A =) Tei (W) Tea(w) = Tea(w) Tea WD Riz(h— ). (3.2.15)

Com essa notagdo, fica claro que a matriz k x k, T (\), atua somente sobre o primeiro espago
vetorial auxiliar V4, enquanto que a matriz T, (u) atua apenas no segundo espaco vetorial V5. Ja a
matriz R atua no produto tensorial desses espacos, Vi ® V5.

Uma notével conseqiiéncia da relacdo de entrelagamento para a matriz de transicdo (3.2.13) é a

existéncia de uma familia quantidades comutantes, ((X\) =tr T, (X\),
[C(A).C(u)] =0. (3.2.16)
Para provarmos essa relacdo, rescrevemos (3.2.13) da seguinte forma:
RO =) TN @TL (RN —p) =To() @ TL(X)

e tomamos o traco no espaco V; ® V5.
Assim como no caso classico, o Hamiltoniano de um modelo integravel (bem como as outras

quantidades conservadas) pode ser obtido a partir do traco da matriz de monodromia, ¢(\),

(3.2.17)

dk
H= ;Cklw log(X)

)\:I//

onde 0s c¢k; sdo apenas coeficientes e os pontos v, sdo escolhidos de forma a tornar o Hamiltoni-
ano local. Dessa forma, a familia de quantidades comutantes se torna uma familia de quantidades

conservadas comutantes, pois da equacdo (3.2.16) segue que:

[log¢(0).¢(w)] =0,

ao derivarmos essa expressdo com respeito a A e usarmos a equagdo (3.2.17), concluimos que:

[H.cw] =o.

Finalmente expandindo em w, encontramos uma familia de quantidades conservadas. Notamos que

no limite de rede infinita, M — oo, obtemos um conjunto infinito de leis de conservac3o.

Exemplo 3.2.5. Neste exemplo obtemos a matriz R para o modelo NLS discreto. A versdo discreta
do operador de Lax pode ser obtida através das equagdes (3.2.3) e (2.5.9):

128 —i/gyiA

L(mA)( . .
NG R

) +0(A?), (3.2.18)

com os operadores:

1 [ 1 [
Yy = — dx(x) e zp,t:E/X dx T (x)

A xn—1 n—1
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satisfazendo 5
+71_ Ymn
[, 9] = 2.

Nessas condicées, a relacdo bilinear (3.2.12) é valida para a sequinte matriz R:

ig
>\_

RO =M= 515 ou RO-) =NR( =) = L~

M, 3.2.19
o ( )

A existéncia da matriz R também implica que a equacdo ndo-linear admite uma representacdo de

Lax.

Teorema 3.2.6. A seguinte representacdo de Lax existe:

/ Z?'Ogcwa(n,T;x) = U(n+ L0 w)L(n,7:0) = L(n, T UM ). (3.2.20)

Com o funcional gerador dos operadores de evolugdo temporal, U(n; \, 1), dado por:

d o d
Ulmp) = b log((u) 1k —iq, 1(”%#)@‘72(”? A W), (3.2.21)

onde go(n; A\, ) € a seguinte matriz k X k:
G(mA ) =try [To(M, m ) Rio(u—N)Ti(n—1,1;1)] . (3.2.22)

Demonstragcdo: Comegamos a demonstra¢do obtendo a relagdo de comutacdo entre L(n,T;)) e
R(mA, w).

G(n+ LA LM A) =tr1 [ Ta(M,n+ 1 m)Ria (1 = N Ta(n, 1) L(ni )

tr [ Ta(M, 4+ 1) Ria(s = M) Ly () Lo(m M) Ta(n =1, 1:0)|

trq

ks

tr [To(M, 4+ L) Ria(u = N (m ) Ta (0= 1, 1) La(mi )|
[
ks

LM, 13 1) Lo A) Lo () Rio (= N Ta(n = 1, 1;0)|
= L(m\)try {Tl(M,n;u)ﬁm(u—)\)ﬂ(n—l,l;u)]

=L(nXN)g(m w). (3.2.23)

Na passagem da segunda para a terceira linha e da quarta para a quinta, usamos a ultralocalidade
dos operadores de Lax, enquanto que na passagem da terceira para a quarta linha usamos a equacao

(3.2.12) escrita em termos de /512, isto é:
Rip(A =)Ly (kN Lo(k; ) = Lo(k; ) Ly (k; A Rip(A — ).

Ao diferenciarmos a equagdo (3.2.23) com respeito a u e multiplicarmos ambos os lados pela
esquerda por q2_1(n+ 1;\, i), obtemos:

d d
@t (n+ 1;>\,u)d—uqz(n+ LAL(mA) =g (n+ 1;>\,u)L(n,>\)d—uq2(n;>\,u). (3.2.24)
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Podemos rearranjar (3.2.23) da seguinte forma:
L(mN)gs H(ma ) = g5 (n+ 1\, w)L(n; ),
e ao substitui-la em (3.2.24) concluimos que:
i d . d
@ (n+LAp)——aq(n+ LA u)L(mA) = L(mN) gy (m A w)——q(m X, ). (3.2.25)

du du

Finalmente ao somarmos e subtraimos a quantidade:
9 flog (w1 L(n: )
du gl :

a equacgdo (3.2.25), obtemos a tese.

Através das identidades de traco, podemos rescrever o lado esquerdo de (3.2.20) de forma a

obtermos o comutador de L com a Hamiltoniana,
O-L(n,T;X)=i[H,L(n,T;N)],

com o operador de evolugdo temporal U(n;A\) para a Hamiltoniana (3.2.17) dado pela seguinte

combinacdo linear:
-1

dl
U(nm ) = Zc,aﬁU(n; )
l.a K

H=Va

Além do mais, a condicdo de curvatura nula assume a seguinte forma:
O-L(n,m;N)=i[H,L(n,T; )] =U(n+1;)L(n,7;X) = L(n, 7; \)U(n; ). (3.2.26)

Notamos que, apesar de todas as consideracdes dessa secao terem sido feitas para modelos na
rede, elas continuam validas para os modelos continuos, podendo ser obtidas ao considerarmos o

limite continuo formal dos sistemas discretos.

3.3 O Ansatz de Bethe Algébrico

O Ansatz de Bethe algébrico (ABA) é uma das mais importantes construges no contexto do
MEIQ, fornecendo uma generalizacdo do ABC. O ABA proporciona um método para a construcdo
dos autovetores do Hamiltoniano, e conseqiiente diagonalizagdo de todas as cargas conservadas
comutantes, por meio da acdo de operadores de criacdo e aniquilacdo sobre um pseudovacuo. Nesse
processo, a matriz R e a RFC (3.2.12) assumem um papel central. Desenvolvemos o ABA tendo em

vista os exemplos mais simples, para os quais a matriz de monodromia € uma matriz 2 x 2, da forma:

A A BN AN BV
TL(A)EL(H'T'A)H<Q(>\) Dnu))(cm D(A))' B3
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e as relagBes de comutagdo, obtidas a partir da relagdo bilinear (3.2.13) com

f(N) 0 0 0
B 0 g\ 1 0
R(A) = 0 Loy o | (3.3.2)

0 0 0 ()

onde f(\) e g(\) sdo funcdes do pardmetro espectral A € C. Para o caso do modelo NLS8,
ic ic
fN=1-5 e gN=-7. (3.3.3)

Um outro modelo que admite uma matriz R da forma (3.3.2) é o modelo de sine-Gordon, para o

qual
_sinh(A—2in) sin2n B
FN="Gmoy ¢ Tennoy O™ 7716

Substituindo a forma geral da matriz R (3.3.2) e a expressdo explicita para

ANA)  ANB()  BNA(R)  B(A)B(k)
ANC(w)  ANDw) BNC(k)  BA)D(u)
CNA)  CN)B(r) DNAR) DBk
C)Cw) CAN)D() DANC(w) D)D)

TLAN)@TL (k) =

em
RA=w) TL(N)@TL (1) =T () @ TL(A) RON— 1),

obtemos explicitamente as relacdes de comutacdo entre os diversos elementos da matriz de mono-

dromia:

(A0 A =0, [BOV.Bw)| =0, [cy.cw)] =0, [DO).DW)| =0,  (334a)

Alw)BA) = (A=) BNA() + gk —A) B(k)A(N), (3.3.4b)
D()B(N) = f(1— N)BO)D(R) + g(r — w)B(w)D(A), (3.3.4¢)
COVA() = F(A— ) AR)CN) + g1 — NAN)C (1), (3.3.4d)
CA)D(k) = f(u=2A)D()CN) +g(A —u)DN)C (), (3.3.4¢)
B(L)AN) = F(A— AN B(R) + gl — NAR)B(N), (3.3.41)
B(VD (1) = F(A—w)D()B(N) + gl — \) DV B(w), (3.3.49)
D(r)C(A) = F(A=p)C(N)D(r) +g(u—A)C(w)D(X), (3.3.4h)
ANC(R) = FO = R)C(AMN) + gl — NN AR), (3.3.40)
(DO AW)| = glu=2) (BOIC(k) - B)CO), (3.3.4)
A, D()] = gl =2 (COVB() ~ Cw)BMY), (3.3.4K)
[CO0. B(1)] = glu—2) (AN D) - Aw)DRY)). (3.3.4))

8Vide exemplo 3.2.5.
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[BOV.C1)| = 9= (DOVA®W) ~ DA ). (3.3.4m)

Das identidades de tragco (3.2.16) e do fato de que o Hamiltoniano esta presente nessa familia
de quantidades comutantes (3.2.17), segue que o Hamiltoniano e o traco da matriz de monodromia
possuem o mesmo conjunto de autofunc¢des. Sua construcdo requer a introducdo um estado de
referéncia |0), o pseudovacuo, definido como o estado aniquilado pelo operador C(X). Notamos que

se existir um estado |0),, tal que®

L(n,T;\)|0), = < a”ék) J ;) ) (3.3.5)

com a,(A) e dy(N) sendo os autovalores de A,(X) e D,(N), respectivamente, podemos construir tal

pseudovacuo como

M
10) =)0}, (3.3.6)
de forma que
AN)[0) =a(N\)|0) com a(X) = IMI an(N), (3.3.7a)
n=1
D(N)|0) =d(N)[0) com d(X)= lA_/I[ dn(N), (3.3.7b)
C(N\)|0) =0. (3.3.7¢)

Claramente, |0) € um autovetor simultaneo de A(X), D(X) e, em particular, de {(A\) =tr T (\) =
AN+ D).

E importante ressaltar que a mera existéncia de uma matriz R ndo garante a existéncia de um
pseudovacuo. Dessa forma é imprescindivel que se estabeleca a sua existéncia para cada modelo
em particular. Notamos, contudo, que tal construcdo é possivel para uma grande classe de modelos
integraveis, da qual o modelo NLS faz parte, pois, conforme (3.1.4), podemos definir o pseudovacuo
como o vacuo de Fock, ¥(x)|0) =0, e em virtude de (3.2.18) constatar que

Pal0) =0 = Cn(N)|0) =i\/g¥,A|0) =0.

Nesse caso, SA SA
an(\) = 1—’7 e by(N) = 1+'7.

O préximo passo consiste em considerar o seguinte Ansatz (de Bethe) para um estado geral:
KA =T BO)I0) com  X#Xe se j#k. (3.3.8)
j=1

Claramente, a comutatividade dos operadores B();) (3.3.4a) implica a simetria de |[{\;}n) no con-

junto {\;j}n, além do mais, vetores linearmente independentes |{A;}n) correspondem a conjuntos

9Usamos o simbolo x para denotar uma expressio, cuja forma explicita ndo é de nosso interesse.
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{\j}n diferentes. Ao impormos que |[{}\;}n) seja um autovetor da familia de quantidades conserva-
das comutantes gerada por ¢(X), deduzimos um sistema de equacgdes algébricas (equagdes de Bethe)
relacionando os parametros A;, j=1,..., N. Usando as relagdes de comutagdo (3.3.4) podemos

calcular a agdo dos elementos da matriz de monodromia em (3.3.8).

A relagdo (3.3.4b) permite que movamos o operador A(u) atuando a esquerda de |[{),}n) através
dos N operadores B(};). Notando que o primeiro termo de (3.3.4b) preserva a ordem dos argumentos

dos operadores, enquanto que o segundo a troca, inferimos:

N N N
AN n) = /\HBO\J‘)|0> +) /\nB(M)HB(AjNOf (3.3.9a)
Jj=1 n=1 j;%’
N N
onde A=a(u)[JF—mn) e An=aX)glu—2)[TFN—Xn). (3.3.9b)
j=1 j=1
J#n

A expressdo para A é facilmente obtida usando apenas o primeiro termo do lado direito de (3.3.4b).
Ja a férmula para A, surge ao coletarmos todos os outros 2V~! termos com pelo menos uma
contribui¢do do segundo termo de (3.3.4b). Calcular todos os coeficientes A, explicitamente pode
ser deveras trabalhoso, pois para obter cada A, precisamos empregar alguma das varias expressdes

seguintes:

fr—=2A2)g(p—A2) = F(A1 —w)g(p—A2) +g(p —A1)g(A1 — A2),
FOM—=X3)f(A2a—=A3)g(p—A3) = F( A —p)F (Ao — ) g —A3) +F (Ao = A1) g — A1) g( A1 — X3) +
+ (A1 —=A2)g9(1—A2)g(A2 — A3)

Uma forma mais direta de se convencer da validade da expressdo para A, consistem em usar (3.3.4a)

para escrever:
N

) = BOW) [TBM)10),
=1
J#n

e usar o segundo termo de (3.3.4b) para mover A(u) através de B(X,;), obtendo
N
9(u—2a) B)A) [TBOV)I0).
=1
J#n

A seguir, usamos apenas o primeiro termo de (3.3.4b) para comutar A(X\,) com B(}\;), e assim obter

a expressdo para A\j,.

De uma forma analoga podemos obter a partir de (3.3.4c) a sequinte expressdo para a agdo de
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D(X) sobre [{\;}n):

N N N

D(w){N ) = AT B0+ Y ﬂnB(u)HB(&)IOL (3.3.10a)
Jj=1 n=1 j;zén

onde A= d(u)ﬁf(u N) e A,=dn)g(h, —u)Hf(A —N). (3.3.10b)
N TZn

Com um pouco mais de trabalho podemos obter a agdo dos operadores C(u) em (3.3.8):

C)ENIn) = Z My HB(A )10) + Z Micn B() H B(;)[0), onde (3.3.11a)
175” k= ﬁékn
N
M, = g(\p—p)a()d(M, Hf(% VO =)+ (i = Xn)a(hn)d(w) [T (= X)F Oy = An)
J;ﬁn f;rlv
e Min = d(Ak)a(xn) gk —p)g(p — An)F( Ak — An) H F =N — ) +
J;ﬁkn
+d(An)a(A)g(An — w)g(k — A (An — k) H F(An = X)F (N = A). (3.3.11b)
J#kn

Em virtude da forma da acdo de A(u) e D(i) (3.3.9 e 3.3.10) sobre os estados de Bethe (3.3.8),
para que [{\;}n) seja um auto-estado de {(X) uma condi¢do necesséria e suficiente é a imposigdo

de que A, +A, =0, que nos leva as equacdes de Bethe!®

r(An) H :8 _>>\\ ; 1, n=1,..., N, com r(\):= 28\;. (3.3.12)
J75f7
De forma que,
COVKN ) = a(A)Hf(A >\)+d(A)Hf(A ) AN (3.3.13)

Jj=

Observamos que as equagdes (3.3.12) implicam que os pdlos superficiais do autovalor de ¢(X) se
cancelam, garantido que ele seja um polindmio em X\ de grau N, conforme esperdvamos. Portanto,
somos levados a pensar que apenas as solugdes {A;}ny com X; # Ai, j # k sdo relevantes, uma vez
que se A\j = A, indica a existéncia de pdlos esplrios nas equacdes de Bethe. Em particular, pode-se
mostrar para o modelo NLS [22] que ao relaxarmos essa condigcdo, permitindo, por exemplo, que

A1 = A2, que ndo existem autofungdes de ((A\) com dois momentos iguais.

10N3zo é dificil de verificar que ao substituirmos as expressdes de (), a(\) e d()\) para o modelo NLS, recuperamos
equagdes da forma (3.1.29).
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3.4 Quantizacao de Sistemas Continuos

Nas Gltimas secdes desenvolvemos o MEIQ para sistemas discretos, cujo tratamento é significa-
tivamente mais simples do que de suas contrapartes continuas, uma vez que a rede introduz uma
regularizacdo natural para o, em geral, mal definido produto de operadores em um mesmo ponto,
bem como uma solug¢do para o problema de ordenamento dos operadores. Contudo, nem sempre
¢é desejavel ter que recorrer a discretizacdo de um modelo continuo para estudar suas propriedades,
posto que a versdo discreta de um dado modelo nem sempre é conhecida, e as técnicas para obté-las
levam normalmente a resultados complicados [22,36,54-57]. Nesta se¢do, expomos o MEIQ aplicado
diretamente a um modelo continuo, no exemplo do modelo NLS.

A primeira questdo critica a surgir na analise de modelo continuos é a seguinte: como para um
dado funcional das variaveis classicas canénicas %(x) e 1(x) associamos um operador quantico?
De uma forma geral (e um tanto quanto formal) existem varias formas de se proceder com essa
associagdo, a mais usual consiste no ordenamento normal (ou de Wick). De antem3o, ja ressaltamos
que essa abordagem apresenta algumas limitacdes no que tange a obtencdo das identidades de traco
e a, conseqliente, construcdo das cargas conservadas.

Denotando a quantizacdo de Wick por ::, introduzimos a matriz de transicdo quantica a partir
do ordenamento normal de sua contraparte classica (2.6.5):

T(xo,x1;A) =: T(x,x1;A\) (3.4.1)

A propriedade de superposi¢do exibida pela matriz de transicdo classica (2.6.3) pode ser estendida a
sua contraparte quantica, em virtude da comutatividade dos operadores ¥(x) e %'(x) em intervalos

disjuntos:
TOa, x1;A) =T(x3, % 0), T, x1; ) para x3 <xo <Xz OU X|>Xo>X3. (3.4.2)

Assim como a sua versdo classica, a matriz de transicdo quantica admite a seguinte representaco’!:

Alx2, x1;0)  €BT (o, x1;\)

T, x1:N) =
GexiA) ( B(xo,x1:\)  Af(xa,x1:\)

) com €=signg, (3.4.3)

Alxe, xiiA) =t ale, xiiA) o Bl xiiA) =1 b(xe x1iA) ¢,
At (xo, x1;\) = (A(x2,><1;5\))T e Bi(n,xi\) = (B(x2,x1;5\))f.
Ja o problema linear auxiliar (2.6.2) assume a seguinte forma:
O, T2, X1 A) = Lo, t; N) T (X2, X13 N)
— <2>\i’y3 — i\fg'yi//T(Xg)> T2, x1;A) + iy T T, xi; \)Y(x), (3.4.4a)

O T, X1 A) = = 1 T, X1 A L(xq, 5 A)

= iv/gU ()T, x1; )Y = T(x2, x1; \) (;\73 + i\/§fy+11)(x1)) , (3.4.4b)

F

1Vide (2.6.17), considerando-a para um subintervalo do intervalo fundamental completo.
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com  T(x2,x1;A) =1,. (3.4.4¢)

X1=X2

Emprestamos de [23] o sinal :: que denota o rearranjo normal de fatores operacionais, que quando
aplicado ao produto de varios operadores (incluindo 9 e 1), rearranja-os de forma que todos os 1
sejam levados a extrema esquerda, enquanto todos os 1, a extrema direita, sem afetar, contudo, a

ordem dos demais fatores. Por exemplo,
XYty =t XYY,

Com essa notacdo, o problema linear fundamental quéntico (3.4.4) pode ser rescrito da seguinte

forma:

05, T(xa, x1;A) = :L(x2, t; \)T (30, x1; A):, (3.4.5a)
0, T, x1;:A) = —T(xo, x1; A)L(x1, £ N):, (3.4.5b)
com L(x,t;\)=:L(x,t;\):= %’73+ Vg [y o(x) -y ¥ (x)]. (3.4.5¢)

3.4.1 As Relacoes de Comutacao e a Matriz R

Com a matriz de transicdo bem definida para um intervalo finito através do problema linear auxiliar
(3.4.5), podemos nos preocupar com a obtencdo das relagdes de comutagdo entre seus elementos.
Nossa meta é obter a versdo continua da relagcdo bilinear (3.2.14), para isso precisamos do resultado

auxiliar seguinte:

Lema 3.4.1. Os produtos T1(xz2, x1; \)Ta(xo, x1; 1) € To(xo, x1; ) T1(x2, X1; A) satisfazem as seguintes

equacoes diferenciais parciais:

Oy, (Tl (X2, x1; A)Tg(xz,xl;,u,)> = Lo )T (X0, x1; M) To (X0, x5 1)1, (3.4.6a)

Os, (Tg(Xg,xl;u)Tl(xz,xl; >\)> =12 (oA, ) Ta(xo, x1; )Ty (X, x1; N):, (3.4.6b)
com a condigdo inicial

1]'1(x2,x1;>\)1]'2(x2,x1;u)‘x y =Ta(xo, x1; ) T1 (X2, x1; ) =14, (3.4.6¢)
1=X2

X1=X2

€ oS operadores.'

L) =Li(x, ) +La(x, £ N) + 977 (3.4.6d)
L) =Li(x, 6N +La(x, 6 A) + gy, s (3.4.6e)

Demonstragdo: Seguimos a segunda demonstracdo apresentada em [23]. Notamos inicialmente que
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o problema linear auxiliar (3.4.5) & equivalente a seguinte equagdo integral:

X2 . )
T(x2, x1;A) = 12+/ dx L(x, t;N)T(x, x; N, (3.4.7)

X1

de forma que podemos escrever o produto:

T1(x0, x1; N T2(x0, x1; 1) = {]ngr/XQ dé (¢, t;A)T(S,x;A)E] [12+/X2 dn:L(& t; ) T(n, x; 1)
1

X1 X1 2
X2 . . X2 ) )

:Il4+/ d&:[Ll(g,t;A)Tfl(E,xl;A):+/ dn:lo(n, t;w)Ta(n, x1; u):+
X1 X1

—l—/ldg/1dnfﬂ_l(E,t;A)Tl(E,xl;A)ffﬂ_Q(n,t;u)Tg(n,xl;u)f, (3.4.8)

onde o indice denotando o espaco vetorial sobre o qual uma dada matriz atua ndo deve ser confundido

com o indice representando a dimens3o da unidade.

Trabalhamos inicialmente apenas o quarto termo de (3.4.8), onde podemos substituir a expressdo
explicita de L, bem como utilizar as relagdes de comutagdo (3.1.2).

[T [Tam{ [ (5= e vl ©) e +iva e i)
[(£x2-ivams 9! ) Tatn s + Ve Tatn xsm) (o) |
= [T e [T an{ (G- 1vE v(©)) T i) (5 - 1vav v ) Tatn i+

+ (;/Wf - i@%‘i/ﬂ(ﬁ)) Vg7 Ta(€oxa N Ta(nxa; 1) P(m) =

=9z Ta(€xas NY(§) Ta(n, xa; w)P(n)+
+IVIVTIE ) (59— VG 91 () WO Ta(n i)+

+gvf'725(n§)T1($,X1;A)Tz(n,xl:u)}-
A seguir dividimos o dominio de integracdo em duas partes:
X<E<SN<X e x3<N<E< X,

Para o primeiro intervalo, onde & < m, podemos utilizar o fato de que 9f(n) comuta com T (&, x1; ),
para levar o fator z/ﬂ(n) a extrema esquerda no primeiro e no quarto termos acima. Similarmente,
para £ > 7, carregamos o fator 1(£) para a direita nos terceiro e quarto termos. Ademais, utilizamos
a funcdo delta presente no quinto termo para efetuar uma das integracées'?

= [Ten [Cae{ (5= ivarwim) | (50 -ven v T gy o) Tt

12Para uma notacdo mais concisa, omitimos a dependéncia explicita de T, uma vez que o indice do espaco vetorial
as determina univocamente, ou seja, T1 =T1(&, x1; ) e To =Ta(m, x1; 1).
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iV [( A ivarrute )) T, +i\/§7ﬂ1¢(£)] wrzw(n>}+
+/ d£/ dn{( Vi — VI W(E))E[( “Yg—/\f“Ysz(n))Tz+/\fw Tzw(n)}}
FiVIRT | (59— iVars 91 () T+ iv/a 3 T (n)| (e )}+

X2
+/ 971 2 Ta(x xas M) Ta(x, X1 4).

X1

Utilizando o problema linear auxiliar em sua versdo diferencial (3.4.4), obtemos:
= [Tan ["ae{ (5= Ve v ) 0T Ta ey 0T |+
X1
+[Cae / an{ (8= VEWHI©) ) TidnTa + VG O Taw(©) b+
X1
+ [ BT o N T,
X1

Ao integrarmos as derivadas totais, notamos que os termos oriundos dos limites £ =x; e n=Xx;
cancelam, respectivamente, o terceiro e o segundo termos de (3.4.8). Conseqiientemente, ao subs-

tituirmos tal resultado de volta em (3.4.8), concluimos:

X2 . .
T1(x, x1; N To(x, X1, 1) = ]14+/ dXZ<|]_1(X, tA) +La(x, t;,u)+g’yf')’5)T1(x,x1;A)Tg(x,xl;u):,

X1

que equivale ao problema de Cauchy definido por (3.4.6a) com (3.4.6¢). A demonstra¢do de (3.4.6b)

¢é feita exatamente da mesma maneira.
[ |

Teorema 3.4.2. As relacbes de comutacdo entre os elementos da matriz de transicdo para um

intervalo finito no modelo NLS continuo estdo codificadas na seguinte relagdo de entrelacamento:

RON— 1) T1(x1, %0 M) Ta(x0, x1; 1) = To(xo, x1; 1) Ty (o, x1; A) RO — ), (3.4.9)
com
~ /g
R(N) :]l4fyl'l. (3.4.10)

Demonstracdo: Devido ao lema 3.4.1, as quantidades R(A — 1) T1 (o, xi M) To (0, x1 ) R (A — 1)

e Ta(xo, x1 ) T1(x2, x1\) satisfazem a mesma equacgdo diferencial com a mesma condigdo inicial se
RO=w)Z(xap) =L (A m)RO - p), (3.4.11)

uma vez que a matriz R € uma matriz constante cujos elementos comutam com os elementos de
T(x2,x1;A). Ja a equagdo (3.4.11) pode ser facilmente verificada de maneira explicita para a matriz
R (3.4.10).
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Nesse estagio as diferencas entre a quantizacido de sistemas integraveis continuos e discretos ja
comecgam a aparecer, pois, ao compararmos as relacGes bilineares (3.4.11) continuas com as discretas
(3.2.12) e suas contrapartes classicas, verificamos a existéncia de termos adicionais, g'yl*fyz’ e g'yl*'yz’,
oriundas da ndo-comutatividade dos operadores quanticos. O préximo passo consiste em estender o
resultado do teorema 3.4.2 para o intervalo infinito. Em analogia ao caso classico, introduzimos os

limites da matriz de transicdo para os intervalos semi-infinitos e infinito:

T_(A) =:T-(A): e TN =T 6A): (3.4.12a)
TN =:T(x) =TT (x;N). (3.4.12b)

Teorema 3.4.3. As relacbes de comutagdo entre os elementos das matrizes de transicdo T (x;\) e

T(X), para A\, u € R assumem a seguinte forma:

RO- T L T Gamls (1- 252 ) = [T Goml [T Ga ], (14 252 ) RO - w),

(3.4.13a)

RO ) (145202, ) [T G [T Gl = (1 322 ) [T O [T (6 001, ROV - ),
(3.4.13b)
RO-w) (14252 i 0Ta(w) (1- 252 ) = (1- S22 ) o) Ta ) (14 5255 ) RO - ).
(3.4.13¢)

Demonstracdo: Mostramos a validade algébrico-formal da equacdo (3.4.13a) baseados na analise
feita originalmente por [23]. A idéia dessa demonstragdo é estudar o comportamento assintético
dos produtos Ty(xz, x1; M) Toa(x2, x1; 1) € Ta(xo, x1; ) T1(x2, x1; A) conforme x; — —oo. Para tanto é

conveniente introduzir as matrizes:

. A
S p) = DO com Lo\ p) = T3 + %’723 +9v s (3.4.14a)
p! A 1% _
E'(xx ) = D com L) = 23+ S +am s (3.4.14b)

onde % (X, 1) e L(\, w) representam o comportamento assintético (conforme x| — o) dos ope-
radores L(x;\,u) e L'(x;\, ), respectivamente. Da relagdo de entrelagamento (3.4.11) temos

claramente que

RON=w) L) = LN wRA—p1) = RA—wEGA M) =E (A u)RA—p). (3.4.15)

Comegamos estudando o comportamento assintético de Ty (x2, x1; A\)Ta(x2, x1; 1), quando x; —

—o0o. Rescrevemos a equagdo diferencial (3.4.6a) da seguinte forma:

O, (T1 (2, x1; M) Ta(x2, x1; 1)) = (Lo(\, 1) + Vi (x2) + Va(x2)) (T1 (2, x1; A) Ta(x2, X1 1)) -
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que, sob a condigdo inicial (3.4.6a), equivale a uma equagdo integral de Volterra:

—I]—I(X2,X1; >\)—|]—2(X2,X1;/.L) = g(XQ —X1;>\,/J;)+

+/X2 dx :T1 (6, x; N Ta(x, x; 1) [V1(x) + Vo (X)]:€(x —x1; A, 1), (3.4.16)

X1

onde introduzimos a notacdo auxiliar: V(x) =: LY(x) :=i/g [¥(x)y" —¥T(x)y~]. Ao consideramos
o limite:
T @) = im T1(x, x1; M) Ta(x, x1; ) E (X A, @),
X1—7—0Q

inferimos
9(X:A,u)=5(x;k,u)+/j dn Ty m N Ta () [Va(n) +Va(m):E(m A ), (3.4.17)

ou, equivalentemente,

0T (XM ) = LN w) T (X \ 1) (3.4.18)

Por outro lado, podemos também considerar o produto
T (A ) = [T M) [T-(x; )l
que por uma argumentacdo semelhante & empregada na demonstracdo do lema 3.4.1 satisfaz
O T (x: M 1) = L) T (X \ ). (3.4.19)

Comparando (3.4.18) com (3.4.19) fica claro que as quantidades 7 (x; A\, ) e T_(x;\, ) podem

diferir apenas por uma fator multiplicativo matricial F(X, i), ou seja
T 1) =T, ). (3.4.20)

Determinamos tal matriz ao compararmos o comportamento assintético de .77 (x; A, ) com I_(x; A, ),

conforme x — —0.

O comportamento assintético de . (x; A, u) pode ser facilmente inferido a partir de sua repre-
sentagdo integral (3.4.17):
T(x;h 1) =5 £ ). (3.4.21)

Ja para obtermos o comportamento assintético de .77 (x; A, u), precisamos considerar a representagdo
integral para T_(x;\) (equivalente a (A.2.1)):

X

T (x;\) = E(X;A)+/ dn:T(x, m; NV(n):E(m; M),

—0o0
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L 1 AX 3
onde relembramos a definicio de E(x;\) = e*-xX = e27", para escrever os fatores presentes em
T_(x; X ). Logo,
X

T (xi i) = E( A ) + / i T3 (o MV (0):Ex (N Ea(x: 1) +

—0o0

n / © 0 T )Va () Ex (6 \) Ea(m 1) —

—9/ dm/ dn [T1(¢, s My w(m) — 9 () T ms A ] -
[Tax M )3 (o) — T (M) To(x, mos )Y | Ex (1 N) Ea(mo; ), (3.4.22)
onde introduzimos a notacio
E(x; A w) = E1(x; M) Ea(x; ).

O quarto termo de (3.4.22) pode ser tratado exatamente da mesma forma que o quarto termo de
(3.4.8). Assim, sem mais delonga, exibimos o resultado final:
X
9—(x;>\.u)[E(X;Xu)+/ dn Ty 0, m M) Ta(x,m 1) [Va(n) +Va(n) + gy s | E(m A ).

Notando que de (3.4.16) podemos extrair

X,n——00

T, m A Ta(x, ) ——— E(x—m A, 1),

chegamos a seguinte conclusdo:

T (A ) 5 E(G A 1) +/ dn&(x —m X\, w)gyi va E(m A, )

X——00 g Aop —
E(x: M - 57 Xy
—— E(x; ,u)+k_u+i€e M2
X——00 g _
EOCGN, wF(A, FOwu) =144+ ———7,.
S GO WEO) com FOup) =Lt 5y
Dessa forma, podemos rescrever (3.4.20)
I
FOAu) = T (AWFI ) com FOuw) = L= s,

e utilizar as definicdes de T (x; A\, ) e T_(x; X, u) para concluir:

im [T2 06,5 MTa 060 | S0 A 1) = [T (L [T- (i), (e — =iz ) - (3.4.232)

X]—>—00

Analogamente’3, obtemos:

JIm[TaloamTa (000|606 ) = [T-Gal [T- (e (14 577 ).
(3.4.23b)

130u mais simplesmente, basta que consideremos a troca entre os espacos auxiliares, isto é, 1 <+ 2 concomitante
com a troca dos pardmetros espectrais A <> u em (3.4.23a).
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A seguir multiplicamos a relagdo de entrelacamento (3.4.9) pela direita por &(x;\, 1) e usamos
(3.4.15) para obter:

RO — )T, x0; M) T (0, xa: w)E O A ) = To (o, xa; ) Ta (4, xa; A)E GG A ) RON= ).

Finalmente, tomando o limite x; — —oo e usando (3.4.23) estabelecemos a veracidade de (3.4.13a).

A equacdo (3.4.13b) pode ser demonstrada do mesmo modo. Para verificarmos a validade de
(3.4.13c), basta que combinemos os resultados (3.4.13a) e (3.4.13b) de acordo com a relagdo
(3.4.12b).

A partir do teorema 3.4.3 podemos obter as relacdes de comutacdo entre os diversos elementos
da matriz de transicdo para os intervalos semi-infinitos (—oo, x] e [x,00) e para o intervalo infinito

(—o0,0), que exibimos abaixo:

ANAR) = A(r)AN), (3.4.24a)
AMNAT (1) = AT(L)A(N), (3.4.24b)
B(w)A(N) = (1 n x_’:l/é) AN B(), (3.4.24¢)
ANB () = (1 n )\—lp,g—k/e> B ()AM), (3.4.24d)

B(\)B(u) = B(w)BO), (3.4.24¢)

BB () = <1+ A_ngL ie) <1— A_’j_ /'e) B (w)B(A\) + 2w AT (W) AN)S(A— ). (3.4.24f)

Para as relacBes de comutagdo entre os elementos de T (x;\) vide [23].

3.4.2 Coordenadas de Angulo e Acio

E importante ressaltar que a relacdo (3.4.24f) possui um produto de funcdes generalizadas:

1 1
A—p+ie X\—pu—ie'

que, de uma forma geral, ndo é um objeto bem definido, e indica o carater altamente singular dos
operadores B(\) e Bf(\). Entretanto, & possivel remediar tal situacdo, ao regularizarmos esses

operadores:

NI

qa(x):[zwAT(x)A]_%B(x) e ¢T(x)zsf(x)[2wAT(x)A]_. (3.4.25)

Motivemos essa regularizagdo. Em primeiro lugar, notamos que da relacdo (3.4.24d), em conjunto
com a comutatividade entre os operadores A(X) para diferentes valores do pardmetro espectral,
(3.4.24a), inferimos que para qualquer polinémio f(X):

f(A(A)) Bl (u) = BN (u)f [(1 + A_L%) A(A)} . (3.4.26a)
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Podemos formalmente estender (3.4.26a) para fun¢bes analiticas e, em particular, para fun¢des da
forma f(\) = A‘%, por meio de uma decomposi¢cdo em série poténcias ao redor do ponto A = Xg # 0.
Analogamente, de (3.4.24c), deduzimos:

B(A)f(A(u)) —f [(1 - >\—/ug—/e) A(u)} B(\). (3.4.26b)

Conseqiientemente, tais relagdes em conjunto com a comutatividade entre A(X\) e Af(u) (3.4.24b)
garantem que, ao menos de uma maneira formal, as expressdes para ®(\) e ®T()\) estio bem

definidas. Ademais a partir de (3.4.26) podemos mostrar que:

[(D(%)@(u)} =0, (3.4.27a)
@10, @f(w)] =0, (3.4.27b)
[‘D(A),@*(u)} =6(A—p), (3.4.27¢)

conferindo um carater de coordenadas de angulo e acdo aos operadores (3.4.25).

Em conexdo com o ABA, esperariamos que o estado de N-particulas fosse descrito por:

tamente pelo ABC, [{\;j}n)aBc, associado a fungdo de onda normalizada fy(z1, ..., Zn|A, . An)
(3.1.27):
A=A\ +ig
{DIne ~ 1| =5—5—|{A\}w)asc.
PPV EPY

Contudo, a presenga dos fatores (A —>\J')_1 torna a normalizacdo dessas funcdes tdo singular que
ndo podemos sequer considerar os operadores Bf(\) como funcdes generalizadas. Por outro lado,

se utilizarmos as regulariza¢Ges (3.4.25):

=

[{Nw) =TT®'W)l0),

Jj=1
concluimos que
KA 3n) = KAt n)asc.

Logo, podemos considerar os operadores ®f(\) como operadores de criagdo normalizados para as
autofungdes do Hamiltoniano (3.1.1).

Finalmente, discutimos as integrais de movimento quanticas, que, assim como no caso classico,
sdo geradas pelo logA(X). Para vermos isso, notamos que da relacdo de comutagdo (3.4.24a)
obtemos que:

[|og A(N), log A(u)} —0. (3.4.28)

Para que possamos atuar com logA(X\) sobre um estado de N-particulas, [{\;}n). consideramos:
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f(X) =logX em (3.4.26a), para inferir:

{Iog A(A)] Bf(w) = Bf(u) {Iog A(N) +log (1 + >\—Ip,g+/e)]

= [IogA(A),CDT(u,)} = df(u)log <1 + >\Iug+/e) .

De modo que,

109 AV ) Zlog< ) v, (3.4.29)

onde usamos'* que
A(N)|0)=10) = logA(XN)|0)=0.

Podemos decompor ambos os lados de (3.4.29) em séries em \~*

QA ig & ci(Ak)
log A(\) = i ~Z e o (1—|— >:/ EASh:
gA(X) g;» 9|15 ) =9

=1

A J J —1)! .
M Z U )m—1>\1k—m+1.

com  ¢(h) = T m)l (~ig

e, entdo concluir que os estados |{A;}n) também sdo autoestados dos operadores A; com autovalores
G (M)
N
AN = Y GO (3.4.30)
k=1

Diferentemente do caso classico, onde existe um algoritmo geral para se determinar os funcionais
I, (2.6.38) diretamente a partir de uma relagdo de recursdo fechada (2.6.30), inexiste no contexto
quantico'® um método geral para se obter as identidades de traco e assim expressar as quantidades
conservadas em termos de integrais de densidades locais. Dessa forma, é necessario utilizar algum
artificio independente do MEIQ para construir as integrais do movimento. Para o caso do modelo
NLS é possivel efetuar a quantizacdo das trés primeiras integrais do movimento @, P e H através
do ordenamento normal, de forma a garantir que os operadores resultantes sejam auto-adjuntos no
espaco de Fock F [23]. Assim
l,=:1,: para /=123 (3.4.31)

com /, definido por (2.6.38) e (2.6.42).
Os autovalores de [, sobre os estados [{\}n) sdo:

N
i n) = Z AN para i=1,2,3. (3.4.32)

14 A validade da primeira afirmacdo abaixo pode ser facilmente estabelecida ao iterarmos as equacdes integrais de
Volterra, equivalentes ao problema linear auxiliar (3.4.5), para obter uma expansdo de A(A) ~ 1 +ZJN:1 4, onde os %,
sdo integrais 2N-dimensionais de integrandos proporcionais a : (1,0711))" ., que conseqiientemente se anulam ao atuar
sobre o pseudovacuo |0).

15Para modelos continuos.



90 Integrabilidade Quantica

Comparando (3.4.30) com (3.4.32) obtemos:

Ar=l = Q=A;, (3.4.33a)

Agzﬂg—gﬂl = P:AQ‘F%AL (3433b)
g’ 9>

A3 :|]3—Ig|]2—§|]1 = H:A3+I9A2—€A1 (3433C)

Dessa forma fica claro que, em termos dos operadores A;, mesmo para a segunda e a terceira
cargas conservadas, correcdes quanticas sdo necessarias. Notamos, contudo, que tais correcdes
sdao implementadas por operadores que ja pertenciam ao conjunto dos geradores da subalgebra de
operadores comutantes.

Apesar de a prescricdio do ordenamento normal fornecer um método para a obtencdo das trés
primeiras integrais do movimento quanticas a partir de suas contrapartes cléssicas, ele falha quando
aplicado a préxima quantidade conservada. De fato, o operador obtido a partir do ordenamento de
Wick de /4 ndo corresponde a versio segundoquantizada do operador diferencial'® com autovalor

JN:1 >\J3 [58]. Para n>5, o problema persiste, e as quantidades conservadas quanticas [, também
ndo podem ser obtidas a partir do ordenamento normal de suas contrapartes classicas [58]. Isso
torna a obtencdo das identidades de traco uma tarefa extremamente ndo trivial mesmo para o caso
do simple modelo NLS.

O fato de que as quantidades conservadas de maior ordem n3o sdo ordenadas normalmente, é
equivalente ao seguinte e surpreendente resultado:

- Aclassico .

PP
Ly L —w

embora A()) seja corretamente definido como : A9351°(\) ;. A licdo que devemos tirar disso é que o
“resultado folclérico”, que afirma que a versdo quantica dos parénteses de Poisson entre observaveis
classicos (por exemplo, uma lei de conservagdo) corresponde ao ordenamento normal do funcional
classico, ndo é necessariamente um requisito (nem uma garantia) para a integrabilidade de uma dada
teoria quantica. Em outras palavras, a nocdo amplamente aceita!” de que a prescricio de Wick

resolve o problema de ordenamento operatorial ndo é de fato correta.

3.5 A Equacao de Yang-Baxter

Assim como no caso classico, existem alguns vinculos que a matriz R deve satisfazer para po-
der codificar as relacdes de comutacdo de um certo sistema integravel. Um deles, a equacdo de
Yang-Baxter, pode ser obtido ao considerarmos o produto tensorial triplo'® T(n,mXN)T(n,mu)
T(n,m;v) e usarmos a relagdo bilinear (3.2.13) para reduzi-lo ao seguinte produto tensorial triplo

T(n,mv)RT(n,m;u)®T(n,m;X\), o que pode ser feito de duas formas distintas. Por simplicidade

16Da mesma forma que (3.1.13).

17Quase um inconsciente coletivo.

18Fazemos isso para o caso discreto, devido a maior transparéncia do argumento. Além do mais, o resultado analogo
para o caso continuo pode ser obtido a partir da condensacdo da rede.
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deixaremos de denotar os sitios sobre o qual a matriz de transicdo atua, bem como trabalharemos
com §12(>\—p,), utilizando a relacdo de entrelacamento (3.2.14). Por um lado temos que:

Ti N T2 (1) Ts(v) = Ryg (s = ) Ty (W) Ts(v) Ta (1) Ras(u — v)
= Ryt (u—V)REF =) T3(W)Ti(A\) Ta(p) Ris(A — V) Ros (1 — 1)
= R (—V)RF A= V)RZE A=) T3() Ta(w) T (V) Ria(A — ) Ris(A — V) Ros( —v), (3.5.1a)

enquanto que pelo outro:

TN T (W) Ta(v) = Ry (A= @) Ta () Te (W) T3(V) Rio(A — )
= RAA =) REN =) To(w) Ta(V) iAW) Ris(A — V) Ria(A — 1)
= R (A=) RF (A= V)R3 (b — ) Ta () To(w) Te A Roa (1 — ) Ris(A — V) Ria(A— ). (3.5.1b)

Comparando (3.5.1a) e (3.5.1b) obtemos a equacdo de Yang Baxter:
§12(>\—M)§13(>\—’/)/§23(M—V) = §23(M—V)§13(>\—’/)§12(>\—M)- (3.5.2)
Alternativamente, podemos escrevé-la em termos da matriz R(A —p):

[k @ RA =] [RA =) L] [k @ R(p—v)] = [R(p — V) ©Li] [1x @ RO = V)] [R(A — ) @ 1]

3.5.1 Espalhamento em 1+ 1 Dimensoes

A equacdo de Yang-Baxter desempenha um papel muito importante no estudo do espalhamento
em teorias de campos integraveis em 1+ 1 dimensdes, ao relacionar a existéncia de infinitas cargas

conservadas em involucdo com a fatorabilidade do processo de espalhamento.

Definicao 3.5.1. Seja um espalhamento envolvendo M particulas, ele é dito fatoravel, ou ndo-
difrativo, se:

1. Ndo ha producdo, nem aniquilacdo de particulas, de forma que o ntumero de particulas nos

estados final e inicial é o mesmo;

2. O conjunto de momentos que descreve os estados final e inicial € 0 mesmo, 0 maximo que pode

acontecer no decorrer do espalhamento é uma redistribuicio dos momentos entre as particulas;

3. A matriz S para o espalhamento de M particulas pode ser descrita como o produto de W

matrizes S para o espalhamento de 2 particulas.

Conforme discutimos anteriormente, no contexto do ABC para o modelo NLS, a forma das
funcdes de onda (3.1.27) indica que a dindmica do NLS depende apenas da interacdo entre dois
corpos, de sorte as condices da definicao 3.5.1 podem ser explicitamente verificadas. O modelo
NLS n3o € o Gnico modelo em teoria de campos em 1+ 1 dimensdes solvel pelo Ansatz de Bethe a
apresentar um espalhamento fatoravel, o mesmo ocorre, por exemplo, para o modelo de sine-Gordon.

E natural, pois, que nos perguntemos qual é a caracteristica fundamental comum a esses modelos
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que permite a fatorabilidade do espalhamento. No que se segue argumentamos que a existéncia de
infinitas cargas conservadas em involucdo é tal propriedade.
Considere o espalhamento de M particulas idénticas no contexto de uma teoria relativistica, de

sorte que é possivel parametrizar a energia e o momento de tais particulas pela sua rapidez 9;,
i=1,...,M:

! = mcosh;, = pl4ipl = meéd,
{po " = {p Por P (3.5.3)

P plo= py—ipy = me.

msinhé;,

Denotemos um estado de M particulas por:

{A(0)}m) = |A1(81) - Am(Om)) .

onde é conveniente atribuir um carater ndo-comutativo aos simbolos A;(6;). Dessa forma, ao conside-
rarmos um estado assintoético inicial, ou seja, para o qual ndo existem interacdes conforme t — —oo,
temos que a particula mais rapida deve estar na extrema esquerda, enquanto que a mais devagar na
extrema direita e o ordenamento dos fatores A;(6;) reflete o ordenamento espacial das particulas que

representam:
‘{A,(@,)}M>I = |A1(91)A2(92) A/\/I(OM» com 601 >0>>--->0py.

Similarmente, um estado final ndo apresenta mais interacdes quando t — oo, portanto as particulas
mais rapidas devem estar a direita das mais lentas, isto é,

[{Ai(0)Im)r =1A1(01)A2(02) - Am(Bm)) com 601 <y <--- <Oy

Diferentes ordenamentos podem ser vistos como representantes de estados intermediarios, para os
quais as particulas estejam devidamente separadas, de modo a garantir o carater assintético do
estado.

Sob um “boost” de Lorentz: 8 — 0+, temos que p — pe® e p — pe~ %, de forma que para o
estado de uma particula, obtemos a seguinte acdo do operador momento:

PIA(6:)) =p'|Ai(6)) e PlA(6))=p|Ai(6))- (3.5.4a)

Ja, ao considerarmos o caso mais geral de um tensor de spin s, temos que sob esse mesmo “boost”,
s — s€°* e Js — gs€~°%, e escrevemos a acao de um operador em uma representacdo de ordem

maior do grupo de Lorentz sobre o estado de uma particula como:
Qs|Ai(6:)) = al (p)|Ai(6))) e Qs|Ai(6:) =a(p) |A6)). (3.5.4b)

onde qgi)(p) = gs(p)e¥ e, em particular, para s =1 devemos recuperar (3.5.4a), de forma que
s=1(p') = m.

Os operadores Qs sdo as cargas conservadas em involucdo que foram diagonalizadas simul-
taneamente na base de estados assintéticos |{A;(0;)}n) e, portanto devem possuir autovalores
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gs(p) ~ p° [25]. Uma hipétese importante sobre a forma das quantidades conservadas é que elas

possam ser expressas como integrais de densidades locais

Qs = / dx pst1(x),

—0o0

uma vez que isso garante a aditividade de sua acdo sobre estados com varias particulas:

M
Qs [{Ai(0i)tm) = [Z CI@(P)] HAI(6:)}m) - (3.5.5)

Seja um espalhamento de M — M’ particulas, entdo, se uma carga Qs é conservada, tem-se que
um dado autoestado inicial de Qs com seu respectivo autovalor deve evoluir para uma superposicdo

de estados, todos compartilhando o mesmo autovalor,

U
f a(p) = % dD(p) = s(pl)e + o+ qs(pM)e™M = go(pV)e 4+ go(pM ) e
- - (3.5.6)
Para s =1 a equacgido (3.5.6) representa simplesmente a conservagdo de energia e momento. Agora,
se existem infinitas cargas conservadas Qs, para um par de estados inicial e final arbitrarios, existem
infinitas equacdes algébricas a serem satisfeitas. A Gnica solu¢do nesse caso é a trivial com M = M’

€
{phi=1...my={p/i=1,. M}

Logo, estabelecemos a validade das condicdes 1. e 2. da definicao 3.5.1 para uma teoria relativistica

com infinitas cargas conservadas em involuc3o.

Uma propriedade importante de teorias relativisticas é que suas amplitudes de espalhamento sé
podem depender da diferenca entre rapidezes. Uma justificativa para tal comportamento pode ser
encontrada ao considerarmos o produto entre os momentos p; e p; de duas particulas arbitrarias A;
e Aj, respectivamente:

nuuprL:m,mjcoshG,j com 6;;=0;-0,,

onde n=diag(1,—1) é a métrica plana de Minkowski bidimensional. Em particular, a matriz S que
proporciona um mapa entre os estados inicial e final, também sé deve depender da diferenca entre

rapidezes. De forma que podemos escrever para o espalhamento de 2 — 2 particulas:
[Ai(01)A;(62))i = kzl,55/(912)\Ak(92)A/(91)>f- (3.5.7)
Graficamente podemos representar a matriz S presente em (3.5.11) pela figura 3.1.
Estamos agora em posicdo de estabelecer a validade da propriedade 3. da definicao 3.5.1 e a

conexdo da fatorabilidade do espalhamento com a equagdo de Yang-Baxter (3.5.2). Para isso vamos
considerar o efeito da a¢do das cargas conservadas em pacotes de onda localizados [24]. Seja o
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92 91

SH(012) =
91 92

A, A.;i

Figura 3.1: Representacdo grafica da matriz S para o espalhamento entre duas particulas em uma
teoria relativistica.

¢i€@s | A;)
—

| A4;) |4;) |A;)
Figura 3.2: Usando o operador e@s para deslocar uma particula.

estado de uma particula, representado pela funcdo de onda no espaco das posicoes:

o0

2'[,(X)N/ dp e=@(P=P1)? gip(x—x1) (3.5.8)
—00

A equagdo (3.5.8) descreve uma particula aproximadamente em x; com a componente espacial do

momento aproximadamente igual a p;. Atuando sobre essa particula com um operador fornecendo

uma fase dependente do momento e (P obtemos:
@(x) ~ /Do dp efaz(pfpl)2 e/P(x=x1) g =it(p) (3.5.9)

A maior parte da contribuicdo da integral acima advém de p ~ p;. Podemos entdo expandir ¢(p) em
poténcias de (p— p1) para encontrarmos os novos valores da posicdo e da componente espacial do

momento:

Yr=xi+¢'(p1) e p1=p1.

Para descrevermos um estado com varias particulas devidamente separadas, podemos empregar

o produto de fungBes de onda para uma particula. De forma que, nesse estado |p;p;---), a agdo
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Figura 3.3: Trés trajetérias possiveis para o espalhamento de 3 — 3 particulas. A igualdade das
amplitudes de espalhamento em (a), (b) e (c) equivale a equagdo de Yang-Baxter (3.5.2).

do operador definido acima corresponde simplesmente a deslocar a i-ésima particula por ¢'(p;).
Tomando tais operadores como e¢@s, o fator de fase ¢ dado simplesmente por @s(p) = —£p°, e,
conseqiientemente, uma particula com momento p; tera sua posicdo deslocada por —s&pf’l. Para o
caso do operador de momento, s = 1, todas as particulas sdo deslocadas pela mesma quantidade &,
porém, para s > 1, particulas com momentos diferentes sdo transladadas diferentemente, e podem,
pois, ser deslocadas relativamente uma as outras. De fato, como Qs € uma carga conservada, deve

comutar com a matriz S, e portanto
(final|S|inicial) = (final|e¢@s Se~/¢%s inicial). (3.5.10)

Logo, podemos utilizar o operador e¢¥s para rearranjar as configuracdes iniciais e finais sem alterar

as amplitudes, como na figura 3.2.

Dessa forma podemos considerar o espalhamento 3 — 3 particulas:

|Ai(61)Aj(02) Ak (83)); = /Z SR (Bmn) | A1(63) Am(82) An(61))r, (3.5.11)
.m.n

que pode ocorrer de trés maneiras distintas, vide figura 3.3, dependendo das posi¢cdes dos pacotes
de onda incidentes. Na figura (3.3), observamos que o processo de espalhamento ocorre através de
interacdes envolvendo apenas duas particulas tanto em (a), quanto em (c); ao passo que em (b)
verificamos uma genuina colisdo de trés corpos. Notamos porém, que de acordo com a discussao
acima, é possivel atuar sobre o estado inicial com exp(i€Qp), gerando um deslocamento de cada par-
ticula proporcional ao seu momento. Ao permitirmos que o pardmetro real £ torne-se arbitrariamente
grande, podemos gerar uma mudanca arbitraria na posicdo relativa de duas particulas. Assim, ao
deslocarmos a linha 1 paralelamente a ela mesma, relativamente a linha 2 ou a linha 3, podemos ir do



96 Integrabilidade Quantica

diagrama em (a) para o diagrama em (¢) continuamente. Uma vez que Qp é uma carga conservada,
ela comuta com a Hamiltoniana e por isso deixa a matriz S invariante. Logo, a amplitude para os

trés processos descritos na figura (3.3) deve ser a mesma, denotando-as por:

Ay =Y, SP2(612)S72,(613)S 0, (623), (3.5.12a)
P1.P2.P3

Aw) = Sijk"(61,62.63), (3.5.12b)

Aog= L Sjpﬁp3(923)5,(§21(913)5,2';3(912), (3.5.12c)
P1.P2.P3

inferimos

Sy (61,62,65) = Y. SP(012)Sp2(613)Spr, (623),

P1.P2.P3

= Yy S (923)5,(5; (613) S5, (612),

P1.P2.P3

que equivale a equagdo de Yang-Baxter (3.5.2) para a matriz S:

512(912)513(913)523(923) = 523(923)513(913)512(912)- (3513)

Portanto, temos que tal espalhamento pode ser descrito em termos do produto de matrizes S para
apenas duas particulas, e a condicdo 3. da definicdo 3.5.1 esta estabelecida para M = 3. E possivel
estender indutivamente esse argumento, mostrando que um conjunto de M particulas incidentes
sempre pode ser rearranjado de modo a garantir que o espalhamento ocorra como uma seqiiéncia
de eventos, nos quais apenas M — 1 particulas participam. A equacdo de Yang-Baxter aparece como

uma condicdo necessaria para fatorabilidade do espalhamento [25].

E importante ressaltar que o argumento que utilizamos para relacionar a existéncia de infinitas
cargas conservadas com a fatorabilidade do espalhamento, depende fortemente da hipétese que fize-
mos sobre a forma das quantidades conservadas, isto &, que elas devem ser expressas como integrais
de uma densidade local. Consegiientemente, ndo devemos esperar que qualquer modelo a possuir
um conjunto infinito de cargas conservadas apresente um espalhamento fatoravel. Naturalmente,
podemos tornar precisas tais consideracdes sobre a fatorabilidade do espalhamento e a sua conexdo
com a existéncia de integrais do movimento para o caso n3do-relativistico. Sua viabilidade est4 intima-
mente relacionada com a forma das funcdes de onda, obtida a partir do Ansatz de Bethe, conforme
discussdo na secdo 3.1. Com isso podemos enunciar a definicdo de Sutherland para integrabilidade
quantica [59], que utilizaremos para nortear todas as futuras discussGes.

Definicao 3.5.2. Um sistema é quanticamente integravel se o espalhamento por ele suportado for
fatoravel.
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Figura 3.4: Diagrama com 1 laco para o espalhamento de duas particulas no modelo NLS.

3.6 Fatorabilidade da Matriz S para o NLS via Diagramas de

Feynman

Nesta secdo abordamos a questdo da integrabilidade quantica do modelo NLS do ponto de vista
da fatorabilidade de sua matriz S, que pode ser calculada a partir de amplitudes de espalhamento
obtidas da soma de diagramas de Feynman. Essa conexdo com o formalismo usual da teoria quantica
de campos fornece uma ferramenta poderosa para se sondar a integrabilidade quantica de um dado
modelo, pois podemos através de métodos perturbativos (a soma de diagramas de Feynman) obter
informacdes claramente n3o-perturbativas.

A matriz S para o NLS foi originalmente obtida por Yang [60] ao empregar o Ansatz de Bethe, uma
caracteristica importante de seu resultado € a sua analiticidade quando a constante de acoplamento se
aproxima de zero. Logo, deve ser possivel obter o mesmo resultado por intermédio de técnicas usuais
no contexto de teorias quanticas de campos, ao considerarmos a soma dos diagramas de Feynman
para o espalhamento de N particulas. De fato, para N =2 todos os graficos sdo obtidos das poténcias
do diagrama com 1 lago (figura 3.4). De forma que a série perturbativa resultante .72, A” pode ser
explicitamente calculada, fornecendo o resultado de Yang. Contudo, para o espalhamento envolvendo
trés ou mais particulas, os graficos de Feynman sdo, em geral, dificeis de se caracterizar e os fatores
combinatérios, substancialmente mais complicados. No que se segue, consideramos o espalhamento
de trés particulas e obtemos a respectiva matriz S, demonstrando, pois, a sua fatorabilidade [39].

Ao Hamiltoniano quéantico no setor de N-particulas (3.1.1), corresponde a seguinte densidade
Lagrangeana:

i
2 =5 [Wo—oy'y] — 10wl — gyl (36.1)
da qual podemos facilmente ler as regras de Feynman da teoria:

: ~ ‘ 2 .
(a.1) Uma integrag¢do sobre o momento e a energia fir—g para cada ciclo fechado;

(a.2) Um propagador para cada linha interna;

OIO*C//2+/6
(a.3) Um fator de (—4ig) para cada vértice.

A integral ainda deve ser multiplicada pelos fatores de simetria usuais para linhas idénticas e por um
fator convencional de (—/).

E conveniente simplificar essas regras de Feynman, ao efetuarmos todas as integrais de energia.
Uma vez que o integrando é sempre um produto de pélos simples, podemos simplesmente integrar
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usando o teorema dos residuos. Assim para cada diagrama introduzimos cortes, linhas que sepa-
ram dois vértices adjacentes, de forma que, para um diagrama com n vértices temos n— 1 cortes.

Conseglientemente, as regras de Feynman simplificadas sao:
(b.1) Uma integragdo sobre o momento %’i para cada ciclo fechado;

(b.2) Um fator % para cada corte, onde E & a energia inicial total e },E; & a soma das
energias das linhas cortadas, sendo que todas as linhas internas devem ser tomadas na camada

de massa E; = ¢7;
(b.3) Um fator de (—4ig) para cada vértice;

(b.4) Se houver mais do que uma forma para se cortar um diagrama em particular, o valor do

diagrama é dado pela soma de todas as possiveis formas de corta-lo.

Esse dltimo item é relevante apenas para graficos nos quais a ordenacdo temporal dos vértices ndo
¢ fixada pela topologia do mesmo. Entretanto, situacdes nas quais tal regra é necessaria sé ocorrem
para diagramas descrevendo o espalhamento de quatro ou mais particulas, que ndo serdo encontrados
no presente calculo.

Existe ainda uma pequena sutileza ao utilizarmos as regras (b) para deduzirmos equagdes integrais,
no que tange a diferenca entre a continuacdo de amplitudes com particulas fora da camada de
massa, mas com a energia total conservada entre os estados inicial e final, correspondendo ao
conjunto de regras (a) e, a continuagdo de uma amplitude fora da camada de energia, mas com
as particulas na camada de massa, regras (b). No contexto da formulacdo dependente do tempo
da teoria de perturbacdes, todas as amplitudes conservam a energia total e as integracdes tiram
as particulas da camada de massa. Entretanto, as equagdes integrais consideradas a seguir, no
espirito da formulacdo independente do tempo, envolvem integracdes sobre amplitudes para as quais
as particulas permanecem na camada de massa, enquanto que a energia total ndo. Tais amplitudes

sdo definidas pelo conjunto de regras (b), ou equivalentemente, por
—2md(pr — pi)Tr.; = (final|HLU(0, —oo)]inicial), (3.6.2)

onde |[final) e |inicial) sdo autoestados de Hy e U é o operador de evolugdo temporal usual na
representacdo de interacdo. A conexdo entre esses dois tratamentos da amplitude é dado pela
integracdo da energia que fizemos para deduzir as regras (b) a partir das regras (a). Assim, ao
considerarmos o conjunto de regras (b) podemos resolver as equagdes integrais para (3.6.2) mesmo
se Ef # E;.

3.6.1 Somando Todos os Diagramas

Ao empregarmos o conjunto de regras (b), resolvemos todas as integrais sobre as energias trivial-
mente, entretanto, as integrais restantes, sobre os momentos, envolvem denominadores quadraticos,
de forma que para graficos individuais, seu cdmputo se torna proibitivo além das ordens mais baixas
na teoria de perturbacdo. SimplificacGes interessantes, no entanto, sdo introduzidas quando um certo
conjunto de graficos sdo somados. Para isso consideramos o conjunto de equacdes integrais para a
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amplitude de espalhamento completa de trés particulas, doravante denotada por T, escrito grafica-
mente nas figuras 3.5, 3.6 e 3.7. E importante notar que tais diagramas, de fato, representam uma
soma sobre graficos com a mesma topologia, porém distintas permutacdes dos momentos externos,

0s quais sao tomados, de agora em diante, na camada de massa.

T
Figura 3.5: Primeira equacdo integral para T.

A idéia do calculo que se segue é primeiramente obter as expressGes analiticas das equagdes
integrais representadas nas figuras 3.5, 3.6 e 3.7 utilizando o conjunto (b) de regras Feynman, em
seguida usamos as duas primeiras equacdes como identidades para eliminar as integracdes na terceira
equacdo e assim obter uma equacdo algébrica para T. E interessante notar, nesse estagio, que as
equacoes integrais que consideramos sdo obtidas a partir de expansdes da amplitude de espalhamento
completa em termos dos diagramas de Feynman até a n-ésima ordem, somados aos graficos dessa
ordem multiplicados pela amplitude de espalhamento completa.

E interessante considerar os momentos das particulas no decorrer do espalhamento como as
componentes de um vetor de R3, de sorte que T(p;k) denota a amplitude de espalhamento de
um estado com os momentos (ky, ko, k3) indo para um estado com os momentos (p1, p2, p3). Outra
notacdo conveniente no atual contexto é fornecida pelo operador de simetrizagdo sobre os momentos,

também denominado simetrizador e definido como:
1
Splf(p)] = 57 L. F(Ap), (3.6.3)
A

onde o vetor Ap = (pa,.Pa,.Pa;) € @ Soma & sobre todas as possiveis permutacdes (A;, Ay, A3) de
(1,2,3).

A expressdo analitica correspondente a primeira equacao integral, descrita na figura 3.5 é:

1. dg  iT(p;(q.ki+k —q,ks))
T(p:k) =T (p;k)+ = (—4 /— 6.4
(prk) Pik)+ 5 (O3S | o TR -+ lo—a) +ic (3.6.4)
onde T representa a soma de todos os graficos de primeira ordem, isto &,
T (p,k) = (12i9) 271 S, [6(p1 — k1) +6(p2 — k) +6(p3 — k3)]. (3.6.5)

O fator de % que aparece multiplicando a integral em (3.6.4) é simplesmente o fator de simetria
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requerido para os graficos nos quais os dois primeiros vértices formam um laco fechado. Porém,
diagramas para os quais esse ndo é o caso, sao contados duas vezes quando a equacdo é iterada e,
portanto esse fator de % aparece como um fator global. Podemos introduzir algumas funcdes delta
na equagdo (3.6.4) de modo a escrevé-la de uma forma mais simétrica nos momentos intermediérios

integrados:
'ﬂmm=ﬂwmm—a7?/ﬁ%52q Zkqu5§z§;q;Tmmmy (3.6.6a)

onde por simplicidade omitimos os limites das somas. Doravante denotamos Y. f := Z?:l f;, exceto
quando explicitamente escrito de outra forma. Um procedimento analogo nos permite escrever as

expressdes analiticas para a segunda equacdo integral, descrita na figura 3.6:
T(pik) =T (p, k) + T (p, k)—
3 k T - T7@(q:k 6.
~ 5o [ P95 (La- LK) Tria) oy e 7@K, (3.6.6)

e para a terceira equacao integral descrita na figura 3.7:

[ )

]

Figura 3.6: Segunda equacdo integral para T.

T(E:k) = TO(p.K)+ T (p. k) + TO(p.K)

1
(27r)2/d3q5 (Ca=L0) TE) sy T @k, (3.6.6¢)
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Figura 3.7: Terceira equacdo integral para T.

mfs e

E conveniente trabalhar separadamente as partes conexas e desconexas das amplitudes de espa-
lhamento T® e T®), que, em termos dessa decomposicdo, sdo escritas como: T = Té”) +T£()”).
Os diagramas, que comp&em o termo desconexo de segunda ordem, sdo trivialmente calculados ao
efetuarmos a integral sobre o laco fechado, podemos sem perda alguma de generalidade ordenar os

momentos incidentes, de forma que k1 < k» < k3. Obtemos, pois,

TS (pik) = (12i9)(271) Sp [x126(p3 — k3 ) + x138(p2 — ka) + X230 (p1 — k1)]. (3.6.7)
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onde introduzimos:

(3.6.8)

Ja a soma dos graficos conexos fornece:

@iy . 1
TC (p;k) = —/(—4/9)298/3',( [kf—l—k%—p%—(k1+k2—p1)2+/6} . (3.6.9)

Para a nossa escolha do ordenamento dos momentos incidentes, podemos verificar facilmente a

validade da identidade seguinte:

/g X12 1 1
— = — — + — . 3.6.10
K2+ k2—p2—(ki+hko—p1)2+ie 2 (pl—kg—/e kl—pl—/e) ( )

A identidade (3.6.10) juntamente com suas permutag¢des permite que rescrevamos (3.6.9) ao consi-

derarmos explicitamente todas as permutacdes sobre k,

1 1 1 1
T (p:k) = 24igS : : : :
¢ (pik) 19op 12 Dl*k2*/€+k1*,01*l€ s Pl*/<3*/€+/<1*01*le M

<+@3< L 1 )}. (3.6.11)

p1—ks—ie ko —p1—ie

A parte desconexa da amplitude de espalhamento de terceira ordem é calculada ao computarmos
. . . ~ 2 .
as integrais sobre os lacos fechados, fornecendo basicamente a expressdo de TE()) acrescida de um
fator x;; correspondente ao laco fechado adicional,

TS (k) = (12ig)(2mi) Sp [x50(ps — ks) +x%50(p2 — ka) + 3330 (p1 — k1)) - (3.6.12)

Entretanto, a contribuicdo dos graficos conexos de terceira ordem é bem mais complexa, uma vez que
envolve a soma de trés diagramas distintos. Para simplificar um pouco, consideramos a contribuicdo
de cada diagrama separadamente, Té3) = Tg) +Té2) +TS), onde os trés termos correspondem aos
graficos representados pelo quinto, sexto e sétimo diagramas na figura 3.7, respectivamente. A
expressao para Tg) é obtida da mesma forma que Tg), com uma (nica diferenca, a presenca de
um fator adicional de x;; oriundo do lago extra presente no diagrama, novamente podemos usar a
identidade (3.6.10) para escrever:

1 1 1 1
T (k) = 24i 2 2
G (p' ) /gSp 12 pl—kg—i6+k1—p1—i€ +X13 pl—kg—i€+k1—p1—/€ +

+@( 1 + L .ﬂ. (3.6.13)

p1—ks—ie hko—p1—ie

E conveniente combinarmos as expressées analiticas de TS) e Téi

integrais sobre os lacos fechados. Para Téz) podemos usar a identidade (3.6.10) para fatorar o

) antes de calcularmos as

denominador que aparece fora da integral, enquanto que deixamos intocado o denominador que
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aparece sob o simbolo de integracdo,

1 1 1 1
T (k) = (16/ig°
¢, (pik) = (161g7)38p § | x12 pl—kg—ie+k1—p1—ie s pl—kg—/'e+k1—p1—/e +
1 1 dq 1
+ — + - — - . 3.6.14
= (pl_k3_’5 kQ—Pl—IGH/QW ):kzpfq2(P2+P3q)2+/e} ( )

. 3 . I . B .
Ja para Té; ambos os denominadores estdo integrados, conquanto, ainda é conveniente fatorar um

deles,

. dq 1 1 1 1
T8 (k) = (32ig%)3 /—
Cs (pik) =(32ig7) 35, 27 12 q—kz—/e+k1—q—ie s q—k3—/e+k1—q—/6 *
+x < ! )} ! } (3.6.15)
P \g—k—ie ko—q—ie)| Tk2—pi—q>—(p2+ps—q)2+ief’ o

Podemos, agora, somar as equagdes (3.6.14) e (3.6.15), ao fazermos isso, notamos que a soma dos

termos entre colchetes pode ser substituida pela simetrizagdo sobre o vetor g = (p1,q,p2+ p3 — q),

de forma a obtermos,

d? - — ! :

o1 Yk2—Y q2+ie qGu—ko—ie ki—qi—ie
1 1 1 1
. 6.1
+X13<Q1—k3—/€+kl—CI1—/€)+X23(Ch—k3—/‘€+k2—ch_"€>}} (3.6.16)

O denominador restante em (3.6.16) ndo pode ser fatorado com o auxilio da identidade (3.6.10),

entretanto, devido a conservacdo do momento total e a igualdade Y g = Y p introduzida por uma

funcdo delta em (3.6.16) podemos escrever a seguinte identidade:

(3.6.17)

S [ ki — ko ko — k3 ]: {Zk2—2q2+ie(k3—k1)}
TNaz—ks—ie  ki—qi—ie Y1 (g3 —ks—i€) (ko —qu — 7€) |’

que, juntamente com outras duas obtidas a partir das permutacdes: (ki, ko, k3) — (ki, k3, ko) e

(k1. ko, k3) — (ko, ki, k3), permite que usemos o seguinte fato:

/(;3:6(671—[31)5(2(7_2")8‘7[(kl—q : }

1—1€)(q3 — ks — i€)
_! L1 (3.6.18)
6 \ki—pi—ie pi—ks—ie)’ e

para efetuarmos todas as integrais restantes e podermos expressar (3.6.16) como:

2 1 1
T(3) T(3):24'
I —+ Cs IgSp X12X13 kl_pl_i€+p1_k2_i€+pl_k3_/6 *

1 1 2
Taes <k1—01—/€ N ko —p1— i€ - 03—k3—/€) *
1 1
+ X12X23 ( + )} . (3.6.19)

ki—p1—ie p1—ks—ie

Podemos sem dificuldade somar (3.6.19) com (3.6.13) para obter amplitude de espalhamento
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conexa de terceira ordem,

(x12 +x13) (X12 + X13 + X23) n x12(X12 +x13)

T (pik) = 24ig S,

ki —p1— i€ pr— ko — i€
Xo3(X13+x23) | (X134 %23) (X12 + X134 Xo3) (3.6.20)
k2—p1—i€ Pl_k3_i€ a

Ao compararmos essa expressdo com a equacdo (3.6.13) verificamos uma grande similaridade entre

as amplitudes de espalhamento conexas de segunda e terceira ordem, o que nos permite escrever,
T (prk) = (X124 x13 4 X3) TE) — 24 g x12%03 S, (2701 6(p2 — ko). (3.6.21)

Uma relacdo semelhante entre as amplitudes desconexas de segunda e terceira ordem & providenciada
pelas equagdes (3.6.5), (3.6.7) e (3.6.12),

TS)(P; k) = (x12 + X134+ x03) Tg) (p; k) — (X12X13 + X12X03 + X13X23) T (prk)+
+ 12/g (27(/) Sp[X12X135(pl — kl) + X12X23 5(p2 — k2) —+ X13X23 5([,‘)3 — k3)] (3622)

Finalmente, ao adicionarmos (3.6.21) a (3.6.22) obtemos a amplitude de espalhamento de terceira

ordem completa,

T (pik) = (x12 +x13 +x23) TP (pr k) — (x12X13 + X12%03 + x13%03) TH (pr k) +
+12ig (2mi) Sp[x12x13 0(p1 — k1) + X12x03 0(p2 — ko) + X13%03 0(p3 — K3)]. (3.6.23)

A equacdo (3.6.23) juntamente com as equacdes (3.6.6a) e (3.6.6b) sdo suficientes para eliminar
a integral da equacdo (3.6.6¢), pois, ao substituirmos a equagdo (3.6.23) no integrando de (3.6.6¢),
os dois primeiros termos fornecem as mesmas integrais que aparecem em (3.6.6a) e (3.6.6b). O

conjunto de equagdes integrais (3.6.6) pode ser escrito em uma forma mais sucinta como:

T=7TW1y, (3.6.24a)
T=TO4+7@ 4, (3.6.24b)
T=TO4+T7@ 476G 4, (3.6.24¢)

enquanto que a equacgdo (3.6.23) assume a seguinte forma:
I3=¢1(x) 2 — P2(x) 1 + Js, (3.6.25)

onde os ¢;(x) sdo polinbmios simétricos nas variaveis x, definidos por:

$1(x) == x12+x13 + X23 (3.6.26a)
$2(x) := x12X13 + X12X03 + X13%03 (3.6.26b)
$3(x) 1= x12X13%23 (3.6.26¢)

e J3 & a integral obtida ao se substituir o dltimo termo de (3.6.25) no integrando de (3.6.6¢), se
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também fatorarmos o denominador com o auxilio da identidade (3.6.10) obtemos:

I
J3 = —%¢3(x)/d3q5(2q—2k) T(p:k) h(q;k), (3.6.27)
onde introduzimos:
Ly 0gi—ki) d(g—k)  0(gz—ks)
h(q'k) ._Sq |:(bk3/€_ q3~k3—/6+q1~k2~ie

Calcular a integral em (3.6.27) é possivel gracas a uma propriedade de T(p,q), exibida por uma
versdo generalizada da equagdo integral (3.6.6a). Para isso precisamos considerar uma continua¢do
da amplitude de espalhamento na energia inicial, T,(p;q), que é calculada através das regras (b),

mas com o denominador de energia, (b.2), substituido por A amplitude de espalhamento

i
z-Y E-
desejada é entdo obtida ao nos aproximarmos do eixo real por cima,

T(p;a) =T:(p;q) ke (3.6.28)

Essa versdo generalizada da amplitude de espalhamento, T, satisfaz uma equacdo integral da mesma
forma que as equagdes (3.6.6). Em particular, a equacdo (3.6.6a) se torna

T.(p;q) = /d3r LPins (Y r—=Y a) T (r;a), (3.6.29)
o 1 T.(p;r) 2
f(p;r) = _6(27r)2 { Y2 —6(2m)°0(p1 —r)o(p2—12)| .

Agora, definimos uma versdo generalizada da equagdo (3.6.27), ao substituirmos a expressdo de
T, pelade T,

= =2 a() [ a6 (La- LK) T )h(ak), (3.6.30)

de forma que recuperamos Jz ao tomarmos o limite z — ¥ k% 4 /e na expressdo acima. Ao substituir-
mos (3.6.29) em (3.6.30), podemos efetuar explicitamente as integracdes sobre g utilizando (3.6.5)
para T(1; o resultado que obtemos é:

/d3q5 Zq Zk Zr—Zq TO(r;q)h(q;: k) = = imd ( Zr—Zk (r,k). (3.6.31)

Conseqiientemente, (3.6.30) assume a seguinte forma:

z%Zk +ie

Jaz —q'>3(x)/d3rf PTO(rk)S (Yr =Y k) === Js = ¢s(x) T (p; k). (3.6.32)

Finalmente, usando as equacdes (3.6.6a), (3.6.6b), (3.6.25) e (3.6.32), reduzimos a equagdo integral

(3.6.6¢) a uma equagdo algébrica:
[1— 1 +do— 3] T(p:k) = [1 — b1+ ¢2] T (pik) + [1— 1] T (p;k) + T (p;k).  (3.6.33)

A solugdo da equagdo (3.6.33) é valida tanto na camada de energia como fora dela, uma vez que
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a amplitude T, definida por (3.6.2), satisfaz as equacdes (3.6.6) mesmo se ¥ p?> # Y k2. A expressdo
para a matriz S pode ser obtida a partir de sua relacdo com a amplitude de espalhamento:

S(p:k) = (pIS|k) = (plk) +2mi6 (Y. p* =Y k)6 (Y p— Y k) T(p:K), (3.6.34)

onde
(plk) = 31(2m)>S,[6(p1 — k1)3(p2 — k2)8(p3 — ks)]. (3.6.35)

Assim, para calcularmos S (a partir de T) é necessario que o segundo termo de (3.6.34) seja reduzido
a algo proporcional a Sp[6(p1 —k1)d(p2 — k2)0(p3 — k3)], 0 que basicamente corresponde a mostrarmos
que T é proporcional a uma soma de fung¢des delta. Para nossa sorte, todos os termos a excecdo de
Téz) ja se encontram nessa forma, restando-nos, pois, apenas reduzir tal termo a soma de funcdes
delta. Para fazer isso invocamos o teorema de Sokhotsky-Weierstrass, que afirma que:

Sim, :(ixi)e = Fimf(x)d(x)+v.p. <f(Xx)) . (3.6.36)

Entretanto, o valor principal (v.p.) de Téz) anula-se trivialmente, demonstrando-se assim que esse

termo também é proporcional a uma soma de func¢des delta. Portanto,

1+ X192 1+x13 14+ X3
S(p;k) = , 3.6.37
(p ) (1—X12> (1—X13> (1—X23) ( )

que claramente exibe a propriedade de fatoragdo.
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Capitulo 4

O Modelo de Landau-Lifshitz

“And now for something completely different”

Newsreader [John Cleese], Monty Python's Flying Circus

O modelo de Landau-Lifshitz (LL) descreve a dindmica da cadeia continua de spins de Heisenberg
anisotroépica. Versdes de sua contraparte isotrépica surgiram na Gltima década tanto em teorias de
calibre quanto de cordas, fornecendo as primeiras evidéncias em favor da existéncia de uma estrutura
integravel subjacente a correspondéncia AdS/CFT [28-30, 61-68]. Pelo lado da teoria de cordas
em AdSs x S°, o modelo de LL aparece no subsetor R x S3 no limite de grande momento angular
[28,69-74]. Alternativamente, o LL também pode ser obtido a partir do limite de baixas energias do
modelo de Faddeev-Reshetikhin (FR) [33,35]; este tltimo sendo utilizado para resolver as dificuldades
encontradas no processo de quantizagdo inerente a todos os modelos sigma [20, 21, 34, 75-80]. Ja
no contexto da N =4 SYM, o modelo de LL emerge como o limite termodindmico da cadeia de
spins (de Heisenberg, na aproximagdo de 1-lago) correspondente ao setor SU(2) [26, 69, 70]. Mais
recentemente, o modelo de LL também apareceu no subsetor SU(2) x SU(2) da teoria de cordas
em AdS, x CP? [81], no contexto da dualidade entre a teoria de Chern-Simons superconforme com
N =6 e a teoria de cordas em AdSs x CP3 no limite de t'Hooft [82].

Apesar de ter sido alvo de intensa investigacdo durante muitos anos, apenas a teoria classica para
o modelo de LL foi devidamente estabelecida, em particular, a sua estrutura integravel classica ja
foi amplamente discutida na literatura sob diversos pontos de vista. As solucdes soliténicas classicas
foram encontradas e discutidas extensivamente em [20,83-87]. Uma analise classica mais completa
tornou-se possivel com o estabelecimento da integrabilidade classica, primeiramente para o caso
isotropico [87, 88], enquanto que para o caso mais geral, o anisotrépico, s6 foi verificada em [20,
89]. As variaveis canénicas de angulo e acdo foram construidas em [85]. Em [90], mostrou-se a
equivaléncia classica entre o modelo de LL isotrépico e o modelo NLS com a construcdo de uma
transformacdo de calibre relacionando as conexdes de Lax para ambos os modelos. O espectro
quasi-classico foi analisado em [86,91].

Ja no contexto quantico, as propriedades integraveis desses modelos sdo notadamente diferentes,
por exemplo, em [92], Sklyanin mostrou a existéncia de inimeras sutilezas no processo de quantizagdo

LAgradeco a A. Melikyan por compartilhar a referéncia [89].
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do LL, que estavam ausentes no classicamente equivalente NLS, ao considerar em detalhe o método
do espalhamento inverso quantico para o LL (su(1,1)). Uma das dificuldades mais surpreendentes
foi a impossibilidade de se obter a equacdo de Yang-Baxter a partir de sua contraparte classica para
o LL anisotrépico. A algebra de observaveis, assim como a conexdo de Lax, devem ser modificadas

a mao de forma a se obter a matriz R quantica.

Outra conseqiiéncia notavel do trabalho de Sklyanin reside na dificuldade da construcdo das
integrais de movimento na teoria quantica, que permeiam a integrabilidade quantica do modelo. Em
particular, tal problema, que esta relacionado com o fato de o produto de operadores em um mesmo
ponto n3o estar matematicamente bem definindo [37,44], ja aparece na construgdo da Hamiltoniana
local para o setor de duas particulas. Notamos que o Hamiltoniano quéantico para o setor de n
particulas sé foi obtido recentemente em [44], enquanto que as outras cargas quanticas conservadas,
apenas em [37]. Um método candnico para evitar esse tipo de complicagdo consiste em discretizar o
modelo [36,93], que conquanto aplicavel tanto para o FR, quanto para o LL [22,33,94], permitindo
a posterior utilizacdo do Ansatz de Bethe para a deducdo dos respectivos espectros, leva a resultados
complicados, em geral, envolvendo Hamiltonianos ndo locais. Ademais, a teoria de cordas completa
em AdSs x S° é significativamente mais complexa, de forma que mesmo se for possivel discretiza-la,
ndo se espera que os resultados sejam muito esclarecedores. Portanto, é necesséario lidar diretamente
com a quantizacdo de modelos continuos, e o modelo de LL, apesar de sua aparente simplicidade, é
um interessante modelo representativo das dificuldades associadas com o método do espalhamento

inverso quantico continuo.

Neste capitulo, apresentamos o modelo de LL e discutimos as suas principais propriedades no
contexto classico, focando a nossa exposicdo no limite isotrépico. Deixamos o desenvolvimento
da teoria quantica para os capitulos 5 e 6. O modelo de LL pode ser definido tanto sobre uma
esfera quanto sobre um hiperboléide, e, estudando-os simultaneamente, explicitamos ndo sé as suas
diferencas, como, principalmente, as suas semelhancas. A equivaléncia classica com o modelo NLS
serve como um guia, bem como propicia muitas das justificativas, para o desenvolvimento do método
do espalhamento inverso classico. Nesse ambito obtemos o conjunto completo das integrais de
movimento, e, através do formalismo da matriz r, mostramos sua involuc3do, estabelecendo, pois, a

integrabilidade classica do modelo.

4.1 O Modelo de LL Classico

O espaco de fase do modelo de LL consiste de funcdes reais

S:R—R®
x = S(x) = (S1(x), S3(x), S*(x)) .

dotado do seguinte produto escalar:

2 2

S2(x) = 1;;S'(x) S (x) = —€ (S*(x))* — £ (5%(x))* + (S3(x)), (4.1.1)
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onde 1 =diag (—¢,—¢, 1), e sujeito ao vinculo
S%(x) =1. (4.1.2)

O vinculo (4.1.2) em conjunto com o sinal de € determinam se o modelo de LL esta definido sobre

a esfera su(2) (¢ = —1), ou sobre o hiperboldide su(1,1) (¢ =1). As equa¢des de movimento sdo:
0:S=SA0’S+SAJS, (4.1.3)

onde J(S) é a forma quadratica associada a uma matriz constante J, que, sem perda de generalidade,

tomamos como diagonal, de forma que
I(S) = —eh (S1(x))2 =6k (S2())* + 5 (S3(x))°, h<b<s (4.1.4)

As equacgdes (4.1.3) descrevem um magneto anisotrépico e, foram originalmente derivadas fenome-
nologicamente por Landau e Lifshitz em 1935. Claramente, elas preservam o vinculo (4.1.2), de
forma que o modelo é invariante por transformacgdes de O(3) se e =—1, ou O(1,2) se e =1.

As equacgbes de movimento (4.1.3) precisam ser suplementadas por condi¢ces de contorno ade-
quadas,
lim S(x) =S, (4.1.5)

|x| =00
onde supomos que os valores limitrofes sdo alcancados de modo suficientemente rapido, como, por
exemplo, no sentido de Schwartz. Além disso, em virtude da invaridncia do modelo por transformacdes

de O(3) ou de O(1,2), podemos fixar, sem perda de generalidade, a forma do vetor Sg:

So=(0,0,1).

A estrutura de Poisson no espaco de fase é fornecida pelos parénteses de Poisson seguintes:

{S'(x). ()} = €€’ Sk(y)d(x —y), (4.1.6)

onde €Yk & o tensor totalmente antissimétrico de posto 3, normalizado a €!2 = 1. As equaces de
movimento (4.1.3) podem, alternativamente, ser obtidas por intermédio do formalismo Hamiltoniano,

@sz{&s} (4.1.7)
com a Hamiltoniana anisotrépica dada por:

H=-2 / dx [0S (x)0,'(x) ~ (J(S) = I(S0) ) | (4.1.8)

onde omitimos os limites de integracdo, —oo < x < 00.

Mesmo no contexto classico, o modelo de LL anisotrépico ja se mostra severamente mais com-
plicado que o modelo NLS, que estudamos nos capitulos anteriores. As principais dificuldades sdo
introduzidas pela presenca de trés campos vinculados, de forma que para uma primeira analise é
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conveniente atenuar a anisotropia do modelo, seja ao considerar o modelo com apenas anisotropia
unaxial , J; = J» =0 e J3 =42, onde 7y &€ o pardmetro de anisotropia, ou simplesmente o limite iso-
trépico J — 0. Na discussao que se segue, consideramos apenas o caso isotropico. Por consegiiinte,

a Hamiltoniana (4.1.8) e as equagdes de movimento (4.1.3) s3o significativamente simplificadas:

H= —g/dxnfjaxsf(x)axsf(x), (4.1.9a)

0;S' = €k5;02Sy. (4.1.9b)

E conveniente introduzir o sequinte campo matricial:
S=S'o;, (4.1.10)
onde oj, i =1,2,3, sdo as matrizes de Pauli, que satisfazem:
[0, 07] = —2iee" oy, (4.1.11a)
{o' .0/} =2nY. (4.1.11b)
Empregamos as representacdes usuais para:

0

su(2): o1 =7° oo=ivt e o3=7> (4.1.12a)

su(1,1): 01 =i7°, oo=-—' e o3=1° (4.1.12b)

vide apéndice B para as definicdes de «y/, i =0,1,3. Dessa forma temos que:

3 1 P Q2 3 <l 2
gu@ _ [ 2 ST} gman_ [ ST ISESTY g
Sl4is? -s3 iSt— 8?2 -s3

Claramente, S é uma matriz’ com traco nulo, tal que o vinculo (4.1.2) é respeitado:
52 =1,. (4.1.14a)
Em termos de S as equagbes de movimento isotrépicas (4.1.9b) adquirem a seguinte forma:
i€ 5
%S == 5,635 (4.1.14b)

As equagdes (4.1.14) admitem uma representacdo de curvatura nula (2.5.6), em termos da seguinte
conexao de Lax:
iIX2 A

A

?Hermiteana, apenas no caso su(2).
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Verifiquemos, isso:

iA? A2 5
8,52 [(8:5).5] =0 s —1
aXLt—@tLX+[Lt,LX]:O :}{ € 2 €4/ [( ) ] :>{ 2

—€5 [(825) S+8,58,S] —3:0:S=0 8:S =£[5,829]

4.2 O Método do Espalhamento Inverso Classico

Ao obtermos a equacdo de movimento para o LL a partir da condicdo de curvatura nula para a

conexdo de Lax (4.1.15), estamos em condi¢cdo de formular o problema linear fundamental (2.5.1):

O = %sw, (4.2.1a)
i\ 2
op = —¢ %SJF % (6:8) S| . (4.2.1b)

As condi¢cdes de contorno (4.1.5) assumem a seguinte forma:

|Xl‘iquOS(x) = 03. (4.2.2)

E importante notar que o problema espectral auxiliar, fornecido pela equacio (4.2.1a), bem como

as condi¢des de contorno (4.2.2) ndo dependem de €. Logo, ambos os conjuntos de invariantes,
para o caso esférico e hiperbdlico, devem apresentar exatamente a mesma forma, se escritos de uma
maneira covariante, ou seja, usando a métrica n = diag (—e, —¢,1) para contrair os indices. Por
outro lado, o modelo de LL su(2) é equivalente ao modelo NLS, vide apéndice C, por intermédio da

transformacdo de calibre:

P, X) = Q0)P(x, ).

Assim, nesse caso, o problema espectral auxiliar é reduzido a
o) = <2>\I.O'3 + LS) P com L2=08,Q07 (4.2.3a)
onde a matriz Q(x) é determinada a partir de S, através da relagdo
S(x) = Q1 (x)o3Q(x) (4.2.3b)
e da condicdo que a diagonal principal de L9 seja nula,

LY=ivg(Yo —doy), (4.2.3c)

que corresponde ao modelo NLS com condicbes de contorno correspondendo ao decaimento rapido
no infinito, que estudamos extensivamente no capitulo 2. Conseqiientemente, todas as informacdes
relevantes sobre o problema linear auxiliar (4.2.1) para o caso esférico podem ser obtidas diretamente
da anélise do problema (4.2.3).

Ja a dependéncia temporal da solu¢do é controlada por (4.2.1b) e depende explicitamente de
€. Contudo, tal dependéncia pode ser eliminada através de uma redefinicio do tempo t — t = €t.
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Assim, em termos de t, a evolucdo temporal de ambos os casos possui a mesma forma. Em particular,
as cargas conservadas sdo as mesmas. Dessa forma, fica claro que, apesar de termos estabelecido
apenas a equivaléncia de calibre entre o modelo NLS e o LL esférico, podemos também estabelecer
varios fatos importantes sobre o caso hiperbdlico. Entretanto, para uma maior clareza da presente
exposicao, esbogcamos 0s passos principais para a construgcdao do conjunto infinito de integrais do

movimento a partir de (4.2.1).

A matriz de transicdo T(x,y;\) é definida como a solugdo da equacgdo diferencial (4.2.1a) suple-
mentada pela condicdo inicial

Tx.yiN)| =1p, (4.2.4)

X=y

e pode ser escrita como:

T(x,y;\)=P exp{;/x sz(z)}. (4.2.5)

Para introduzirmos as solugdes de Jost, precisamos considerar o problema espectral auxiliar (4.2.1a)
no limite |x| — oo:

OxE(x;N\) = %agE(X;A), (4.2.6)

que, em particular, pode ser resolvido explicitamente,
E(x;\) = e3 7. (4.2.7)
Dessa forma, as solugdes de Jost T(x; ), para A € R sdo definidas a partir dos limites:

Ti(x;k):J@iT(X,y;A)E(y;X). (4.2.8)

Assim como a matriz de transi¢do, as matrizes T+(x;A) sdo unimodulares e satisfazem a equagdo

(4.2.1a). Além disso, possuem o seguinte comportamento assintético:

TL(6N) 2222 E(x; ). (4.2.9)

A matriz de monodromia reduzida T(\) é definida a partir da seguinte razdo
T =T 06 NT-(x;N), (4.2.10)

fornecendo, pois, o operador que conecta as duas solugdes de Jost. Por outro lado, ela pode ser
escrita como o limite:
T\ = lim E(—x; )T (x, ;N E(y; \). (4.2.11)
X—r+00

y——00

Utilizando (4.2.1b) podemos inferir facilmente a dependéncia temporal de T (A):
i>\2 —gﬁo t eﬁo t
OrT(A\ t) = € [05. TN\ t)] = T\t)=e 29T (A0)e* 293", (4.2.12)

E bem sabido que as variaveis candnicas de angulo e acdo sdo construidas a partir dos elementos
da matriz de monodromia reduzida, levando a um conjunto de infinitas cargas conservadas. Em



4.2 O Método do Espalhamento Inverso Classico 115

particular, o elemento diagonal de T (X, t), a(\, t), é independente do tempo, de forma que é possivel
obter tal conjunto de integrais do movimento a partir dos coeficientes da expansdo assintética de
Sloga(N)].

4.2.1 Cargas Conservadas Locais

Nesta sec3o, desenvolvemos um método® para obter uma familia de integrais do movimento

locais [20, 85, 86], isto &, que sdo funcionais com a seguinte forma:

F = /OO dx f(x), (4.2.13)

—00

onde a densidade f(x) é um polinémio dos elementos de matriz de S(x) e suas derivadas espaciais.

Comecgamos considerando a expansdo assintética da matriz de transicdo conforme |A| — oo,
T(x,yi\) = (Lo +W(x; X)) e“ ) (1, +W(y;: \) 7 (4.2.14)
onde W(x;\) é uma matriz antidiagonal, e Z(x,y;X) uma matriz diagonal, tal que
Z(x,¥:N\) =0. (4.2.15)
x=y

Por conveniéncia notacional, no que se segue, omitimos termos da ordem O (|A|~°°), nas expansdes

assintéticas.

Substituindo (4.2.14) no problema espectral auxiliar (4.2.1a), obtemos:
A
oW +0,Z+WoZ = > (S+sw), (4.2.16a)

que pode ser separada nas suas partes diagonal e antidiagonal

07 = % [SP03+ (Stor+ SPon) W], (4.2.16b)
AW +Wo,Z = % [Sto1+S%00+ SPosW]. (4.2.16¢)

A primeira pode ser integrada trivialmente,
Z(X,y:\) = ;/yx dx' [S*(X)os+ (ST (X)o1+ S*(X)o2) W(X'; V)], (4.2.17)

enquanto que a segunda fornece uma equagdo de Ricatti para W (x;\):
I A, 5 i 1 5
O W 4+ iXS oW + > (Stoy+S%02) — ?W (Stor+SPo) W. (4.2.18)

Diferentemente do modelo NLS, a expans3o assintética de W (x; \) em poténcias de A possui um

3Similar ao empregado na secdo 2.6.1 no caso do modelo NLS.
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termo constante, logo, devemos escrever:
S Wo(x)
W(x;\) = ZOT (4.2.19)
n=

Substituindo-a em (4.2.18) e rearranjando as somatérias, inferimos a seguinte relacdo de recursdo

para os coeficientes W, (x), n> 1:

LWn_;,_l (510'1 +S2O'2) Wo

. I
IS3U3W,7+1 — EWO (510'1 + 520'2) Wn+1 — 5

. n
_ —GXWn—i—é Y. Wi (S o1 +5%02) Wo— i1, (4.2.20a)
k=1

com o termo inicial W(x) determinado pela equagdo:
2530'3\/\/0 - Wo (510'1 +520'2) Wo + (510'1 + 520'2) =0. (4220b)

Introduzindo a matriz diagonal
Q= (510'1+5202) Wo, (4.2.21)

podemos rescrever (4.2.20b) como
—2530'3Q - Q2 + (5101 + 520'2)2 =0.

Ao notarmos que

e 2 2_ e 2 25 2_ (Sl)2+(52)2’ 5u(2) _1_(c3)2
(S5~ o+ (o = { BLEL O iy

concluimos
@?+25%03Q+[(57)°~1]12=0 = (Q+S%03)° =1, (4.2.22)

pois Qos = 03Q. A equagdo (4.2.22) possui quatro raizes, a que nos interessa é

Q+S%05=03. (4.2.23)

A partir de (4.2.23) determinamos univocamente W:

.520'1 —510'2

Wo = i=—— (4.2.24)

Dessa forma, a relagdo de recursdo (4.2.20a) pode ser escrita como

) I | &
i1S303Whi1 + 5 (1= 53) [03Wpi1 — Wii103] = =0 W, + 5 Y Wi (S'o1+5%02) Wati—x,
k=1
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posto que W,,(x) € uma matriz antidiagonal, anticomuta com o3, e, conseqiientemente, obtemos:
I' n
Whi1 = io30,W, — > Z Wi (51(72 - 520'1) Wh—k+1- (4.2.25a)
k=1

empregando a expressao explicita das matrizes de Pauli, obtemos para o su(2):

i 0 1 & 0 —St 452
Wn+1 = < 0 _i > aan+ 5;1 Wk < Sl n 152 0 > Wn7k+1y (4225b)
enquanto que, para o su(1,1):
(70 1& 0 52— st
Whi1 = 0 i oW+ 5 k; Wi s is . Wi ki1 (4.2.25¢)

Portanto, para o caso esférico os coeficientes W, (x) sdo matrizes anti-hermiteanas,

0 e
Wi(x) = ) (4.2.26a)
wp(x) 0
de sorte que, em termos das componentes w,(x) a relagdo de recursdo (4.2.25b) assume a seguinte
forma:
. SH(x) —iS?(x) &
i) = ~i8mn ()~ VD Yy (w0, ne, (4.2.26b)
k=1
. 5(x) +i5%()
X)+1 X

Ja para o caso hiperbdlico os coeficientes W,,(x) sdo matrizes Hermiteanas,

0 W (X
Wi(x) = n(X) | (4.2.27a)
Wy (x) 0
de sorte que, em termos das componentes w,(x) a relagdo de recursdo (4.2.25b) assume a seguinte
forma:
. S2(x) —iSt(x) &
s () = 0wy () + LD Y (a0, e, (4.2.27)
k=1
com

_ =S52(x)+iS5(x)

Wo(x) = 1+ 5°00) (4.2.27¢)

E importante ressaltar que as expressdes para os casos su(2) e su(1,1), contidas em (4.2.26) e
(4.2.27), respectivamente, diferem entre si apenas porque utilizamos as formas explicitas para as

respectivas matrizes de Pauli.

Estamos em posicdo de obter a expansdo assintética para Z(x,y;A). Posto que as expressdes
(4.2.26) e (4.2.27) ndo coincidem, precisamos considerar separadamente o caso esférico do hiper-
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bélico, porém, apds efetuarmos as devidas substituicdes e simplificacdes, constatamos que ambos os
casos admitem a mesma forma para a expressao de Z(x,y;\):

_ A & Za(x,y)
Z(x,y:\) = E(x—y)ag—kn;oT, (4.2.28a)
com
, 0
Zn(x,y) = zn(x.¥) _ : (4.2.28b)
0 —Zy(x,y)
diferindo apenas na forma dos coeficientes z,(x,y). Para o caso esférico, temos:
1 x / 17/ 20! /
Zn(x,y) = o dx' [SH(x) = iS?(X)] Wps1 (X)), (4.2.28c)
y

enquanto que para o hiperbélico:
1 X
Z(xy) =5 / dx' [iS*(x') + S2(x')] Wi (). (4.2.28d)
y

Finalmente, podemos considerar o limite (4.2.11) para obter a expansdo assintética, conforme

|A| = 0o, da matriz de monodromia reduzida. Claramente, as condi¢des de contorno (4.2.2) deman-

dam que W(x; ) Pz g Logo,

A 0
T =e"M4+O(IN"), com P(\)=i P B , (4.2.29a)
0 —p(N)
onde o (y)
. In o Zn(Xx,y
p(A) = n;) i com p= ;g?gg A (4.2.29b)
Notando que
s ) . 2 . .
Zﬁu(l’l) _ ,Znu(2) e O,J‘_su(l n_ l(ffu( )’ para j=1,2;

concluimos que os coeficientes /,, devem possuir exatamente a mesma forma em ambos os casos, se
escritos de uma maneira covariante. Ademais, da unimodularidade de T(X), temos que tr P(A) =0
e, conseqiientemente, os coeficientes /, € R. Portanto, estabelecemos a expansio assintotica:

1 S
—S[loga(N)] = ~ loga(A) = Z >\—"71 IA| = o0, (4.2.30)
n=0

onde os coeficientes reais /,, fornecem as integrais de movimento para os modelos de LL esférico
e hiperbélico. E importante notar que os funcionais /, sdo da forma (4.2.13). Em particular, os

primeiros funcionais fornecem:

1 519,5% - 529, St 1

lo = —E/dx 115 = _§P' (4.2.31a)
1

h=-3H, (4.2.31b)

onde P é o momento e H a Hamiltoniana.
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Empregando a técnica de redugdo descrita em [91], introduzimos o seguinte conjunto de vetores

ortonormais:

.95 - €VkS5:8, S, : 1 , , .
i X i X i 1 i i
e NeE A NoE e; com H 277” S 0y e tal que meze, ab
Naturalmente, um vetor arbitrario dos campos S’(x), i =1,2,3 e de suas derivadas espaciais pode

ser expandido na base acima, com componentes invariantes sob O(3), para o caso esférico, e sob
O(1,2) para o caso hiperbdlico. Dessa forma, na teoria classica, qualquer invariante de O(3) ou
de O(1,2) pode ser escrito em termos dos seguinte conjunto de invariantes fundamentais e de suas

derivadas espaciais:
) 1 . y
C(x)=S5'S;, H(x)= EGXS’GXS, e Qs3(x)= e’JkS,6XSjafSk. (4.2.32)

Nesse caso, C(x), H(x), and Qs(x) correspondem as densidades de Casimir, Hamiltoniana e da carga

conservada clbica. Por exemplo, a carga conservada quartica:
2cig? 5 i 2
Q4 = dx GXS GXS,- + Z (GXS 8XS,-) ,

pode ser escrita como a seguinte fungdo ndo-linear de H e Qs [91]:

Q4:/dX

(0xH)” + Q3

2
9H" + 27

4.3 A Matriz r para o LL

Nesta secdo, mostramos que a estrutura de Poisson do modelo de LL (tanto no caso esférico
quanto no hiperbdlico) admite a formulagdo em termos de uma matriz r. Em virtude da definicdo
2.7.2, precisamos rescrever os parénteses de Poisson (4.1.6) de forma a envolver explicitamente a
conexdo de Lax (4.1.15). Claramente, em termos da matriz S =7;;S'(x)o”, os parénteses de Poisson

(4.1.6) assumem a seguinte forma:
{S(x) 2 S(y)} = €€’ Sk(x) (0i®0;)6(x—y). (4.3.1)

Para eliminarmos o termo Si(x) presente em seu lado direito, usamos a férmula para multiplicagdo

de matrizes de Pauli, com € = —1 para o caso esférico e € =1 para o caso hiperbdlico:
0i0;j :T],‘jﬂ.g—&'/ﬂjkO'k, (4—32)
e a definicdo da matriz de permutacio:

(]l4+77[j0,‘®01). (4.3.3)

N =

M=
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Dessa forma podemos expressar o produto tensorial de matrizes de Pauli presentes no lado direito de

(4.3.1) por intermédio da relac3o:
0i®0o;—0;@0; =—ige (L, ®o* —o*@1,). (4.3.4)
Conseqlientemente, obtemos:

{S(x)®S(y)} =ieN(S®1, —1o®S)6(x —y) = i[M,S® 1] 6(x — y). (4.3.5)

Finalmente, para obtermos L (x;\) = 2:S(x) em (4.3.5), multiplicamos-a por ’2% e transforma-

mos seu lado direito da seguinte maneira:

% [H,S@]].Q] = ﬁ [l_lvLX(X;>\)®]].2—LX(X;/1,)®]12]
AL . .
=50y M L2 @12 + 12 ® L)) (4.3.6)

De sorte que a expressdo (4.3.5) fornece os parénteses de Poisson fundamentais:
{LGaN) 2 L(yim)} = [rOn ), L A) @ 1o+ 12 @ L (x; )] 6(x — y), (4.3.7)

com a matriz r dada por:
Al

rOup) = ——F_n. 438
(A ) 20— 1) ( )
E interessante notar que
1 1 1
LL NLS

ap) = =S (2o 1)

re(p)=—5r (x u)
onde rNtS & a matriz r para o modelo NLS (2.7.11). Assim, se considerarmos A~ e p~! como

variaveis independentes, a matriz r para o LL depende apenas da diferenca entre seus argumentos.
Procedendo de uma maneira similar a secdo 2.7, podemos usar (4.3.7) para inferir os parénteses

de Poisson para a matriz de transicdo:
{TyiN)T(x,yim)} =[rOww), T(x,y;\)@T(x,y;u)]  para y<x. (4.3.9)

Uma conseqiiéncia notavel de (4.3.9) é que, ao considerarmos o limite da matriz de transi¢do reduzida,

concluimos que as integrais de movimento /, (4.2.29b) estdo em involugdo:
{In, I} =0. (4.3.10)

Dessa forma, levando em consideracdo a discussdo ao final da secdo 4.2.1, em conjunto com a
equivaléncia classica entre o modelo de LL e o modelo NLS, inferimos a existéncia de um conjunto

completo de cargas conservadas em involucdo, e estabelecemos a integrabilidade classica do LL.



Capitulo 5

Fatorabilidade da Matriz S

“You can't always get what you want
But if you try sometimes, you just might find

You get what you need "
The Rolling Stones - You Can't Always Get What You Want

Os modelos de Landau-Lifshitz (LL) e Faddeev-Reshetkhin (FR), bem como outros® que surgem
de limites da teoria de cordas completa em AdSs x S°, tém sido recentemente estudados como
teorias de campos bidimensionais, e suas matrizes S foram obtidas por meio de calculos perturbativos
[35,40-42,95-97]. A idéia central desse método, assim como a sua relagdo com o método do
espalhamento inverso, esta bem ilustrada para o caso do simples modelo NLS em [38]. De uma
forma sucinta, ele se utiliza da integrabilidade, que se supdem valida também no nivel quantico, e,
em particular, da propriedade de fatoragdo da matriz S [24, 25,41, 98-103], que permite escrever a
matriz S para o espalhamento de N particulas como um produto de matrizes S para o espalhamento
de duas particulas. A verificacdo direta dessa propriedade, via calculo de diagramas de Feynman, sé
havia sido feita para o modelo NLS em [39, 104]. Neste capitulo, expomos o resultado originalmente
obtido em [41], onde demonstramos a fatorabilidade da matriz S para o modelo de LL em primeira
ordem nao-trivial.

Consideramos o espalhamento de trés particulas no modelo de LL isotrépico e esférico® e, ao
computarmos os diagramas de Feynman necessarios até a segunda ordem, mostramos que esse é
fatoravel na primeira ordem n3o-trivial. Existem diversos fatores conceituais que tornam o céalculo
da matriz S para o modelo de LL uma tarefa extremamente ndo-trivial. Primeiro, como notamos
anteriormente, o modelo de LL & o limite de baixas energias do modelo de FR, e conforme foi mostrado
em [80], a Hamiltoniana para o modelo de FR n&o & diagonalizavel na classe da representacdo canénica

para o setor de duas particulas:

|p1p2> — // dx1dxo [601X1+92X2 +S eP1X2+P2X1] ¢T(Xl)¢T(X2)‘O>. (5_0_1)

X17X2

1Como, por exemplo, o modelo de de Alday-Arutyunov-Frolov (AAF), que consideramos nos capitulos 7 e 8.

2Conforme ficara claro mais adiante, consideramos apenas tal caso, pois esse é o que surge naturalmente no contexto
da correspondéncia AdS/CFT. Dessa forma, no decorrer deste capitulo, toda vez que nos referirmos ao modelo de LL,
temos em mente somente o caso isotrépico e esférico.
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Essa representacdo esta no cerne do Ansatz de Bethe. O primeiro e o segundo termos dessa equacdo
podem ser interpretados, respectivamente, como ondas incidentes e espalhadas, onde a matriz S,
S(p1.p2) = e2(P1.P2) representa apenas uma mudanca de fase devido ao espalhamento. Para uma
maior clareza da exposicdo, supomos sem perda de generalidade que p; > p,. Procedendo de um
modo similar a [80], ndo é dificil mostrar que a Hamiltoniana para o modelo de LL também ndo pode
ser diagonalizada nessa classe de fungdes (5.0.1), contudo a matriz S exata para o espalhamento
de duas particulas no modelo de FR pode ser obtida através de calculos perturbativos [35]. Isso
pode ser visto de uma forma alternativa por intermédio do método do espalhamento inverso quantico
(MEIQ) [92], onde se mostrou que a fungdo de onda do estado de duas particulas adquire um termo
adicional ao exibido em (5.0.1). Um dos motivos pelo qual isso acontece é a natureza extremamente
singular da interagdo presente no modelo de LL [92]. De fato, ndo é dificil de ver que a interacdo
do ponto de vista da mecanica quantica corresponde a uma segunda derivada da funcdo delta de
Dirac, cujo tratamento estd longe de ser uma tarefa simples. Para escrevermos esse termo extra
€ necessaria a introducdo de um novo operador de criacdo, que para o estado de duas particulas
corresponderia a um estado ligado. Naturalmente, o nimero de tais termos aumenta conforme
mais particulas participam do processo de espalhamento. Por exemplo, para o espalhamento de trés
particulas, existem duas contribuicdes adicionais, correspondendo a estados ligados de duas e trés
particulas.

Um ponto importante é que a forma (5.0.1) sugere que as particulas criadas pelos campos ¢ (x)
correspondem as particulas de Bethe, e assim, todas as conseqiiéncias da integrabilidade, tal como
a fatoracdo da matriz S, seriam verdadeiras em fun¢do do argumento apresentado em [25, 98, 100].
Esse é de fato o caso para um grande numero de modelos, como, por exemplo, o modelo NLS, onde
(5.0.1) é realmente um estado de duas particulas, e as particulas ¢f(x)|0) representam as particulas
de Bethe, para as quais é possivel obter a matriz S tanto por meio de calculos perturbativos, como
pela diagonalizacdo direta da Hamiltoniana. Entretanto, a priori, esse ndo é o caso geral, e as
particulas criadas pelos campos ¢f(x) podem n3o corresponder as particulas de Bethe. O modelo de
LL se enquadra nesse caso mais geral, no qual as particulas de Bethe ndo coincidem com ¢f(x)|0),
exigindo, pois, consideracdes mais minuciosas.

Enfatizamos que ao examinarmos um processo de espalhamento, a fatoracdo da matriz S sé faz
sentido em termos das particulas de Bethe. Assim, o Gnico método confiavel para a diagonalizacao
simultanea de todas as quantidades conservadas locais, incluindo a Hamiltoniana, e, como conseqiién-
cia, a construcdo de todos os auto-estados correspondentes as particulas de Bethe, é o MEIQ. Porém,
como mencionamos anteriormente, essa construcdo falha miseravelmente para o modelo de LL3, e
as quantidades conservadas ndo podem ser obtidas por intermédio das identidades de traco, devido
a singularidade das expressdes envolvidas. Conseqiientemente, testar a integrabilidade quantica, por
exemplo, a fatoracdo da matriz S, bem como estabelecer uma conexdo com a construcdo fornecida
pelo MEIQ, usando métodos usuais de teoria de campos consiste em uma tarefa de fundamental
importancia, que deve se mostrar de grande relevancia ao se considerar modelos mais complexos do

que o LL.

3No capitulo 6, consideramos a quantizacdo dos modelos de LL isotrépicos esférico e hiperbdlico e construimos as
identidades de traco para o caso hiperbdlico, porém tal construcdo ndo se aplica diretamente ao caso esférico, que
ainda constitui um problema em aberto.
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Existem outras sutilezas que tornam a fatorabilidade da matriz S para o modelo de LL uma
caracteristica altamente n3o-trivial; por exemplo a teoria de campos bidimensional n3o-vinculada
na folha-mundo que corresponde ao modelo de LL contém um ndmero infinito de vértices, o que
contrasta em muito com o modelo NLS, onde existe apenas um vértice, tornando os calculos de
ordem mais alta no NLS muito mais faceis. No modelo de LL, é necessério considerar novos tipos
de vértices conforme a ordem do célculo aumenta. Ressaltamos que para se calcular a matriz S
para o espalhamento de duas particulas precisamos apenas considerar termos de até quarta ordem
na Lagrangeana. A funcdo dos demais termos é a de preservar a integrabilidade no nivel quéantico,
a saber, para a matriz S para o espalhamento de trés particulas é necessario manter termos de até

sexta ordem nos campos.

A integrabilidade quantica se manifesta através da fatoracdo da matriz S para o espalhamento
de trés particulas. Apesar de a analise combinatéria, devido ao nimero infinito de vértices, tornar
o célculo proibitivo em ordens mais altas, é possivel mostrar explicitamente, na primeira ordem nao-
trivial, que os vértices de ordem mais alta sdo exatamente da forma necesséria para que a matriz S
seja fatoravel, isto &, termos de ordem maior cancelam termos indesejaveis de ordem menor, de forma
a garantir a fatoracdo. Além desse mecanismo ndo-trivial, mostramos explicitamente que ndo existe
nem criacdo, nem aniquilacdo de particulas no decorrer do processo de espalhamento, bem como
que o conjunto de momentos antes e depois do espalhamento coincidem, o que estd em perfeito

consenso com o nosso entendimento de integrabilidade.

5.1 O Modelo de LL como uma Teoria Quantica de Campos

O modelo de LL é a teoria efetiva de baixas energias do ferromagneto de Heisenberg, cuja

Hamiltoniana:

A J
H:W/:ZI(].*S/'SH_]_), (511)

surge no contexto da correspondéncia AdS/CFT pelo lado da teoria de calibre como a matriz de mis-
tura a um lago dos operadores escalares compostos do setor fechado SU(2), tr (Lpermutacses 27 WM)
[26]. As equagBes de movimento (4.1.9b) podem ser obtidas a partir de (5.1.1) ao considerarmos o
limite continuo J — oo e substituirmos os operadores de spin: 5,(t) — S(x, t), com x = 277" Pelo
lado da teoria de cordas em AdSs x S®, o modelo de LL surge no setor SU(2) composto por estados
com duas das componentes do momento angular grandes e cujo movimento esta restrito a esfera
S3 C S5. Para obtermos a acdo efetiva, precisamos isolar uma coordenada “rapida” o associada ao
momento p,, que é grande dentre a classe de configuracdes de cordas que consideramos. Fixando o
calibre t ~ T e py ~ J e expandindo a agdo em derivadas das coordenadas “lentas” (ou transversais),

que identificamos com S, obtemos [69, 70]:

s=2L [4 /2Wd Co(S)— 2 (8,8 (5.1.2)
Zop ) 9T ), 40| ) g 0SS -
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S(z,t;£=1) =Sy

Figura 5.1: Interpretacdo geométrica do termo de Wess-Zumino.

onde X é a constante de 't Hooft e C4(S) denota o termo de Wess-Zumino:
1 [t -
Cq(S) = —5/0 d¢ €7%S5,0:S;0,Sk. (5.1.3)

Alternativamente, a agdo (5.1.2) pode ser obtida através da abordagem de integral de caminhos para

estados coerentes do modelo de Heisenberg no limite continuo [69, 70].

Fazendo as transformacdes de escala:

o= 2—7Tx e T= %t
- J o
obtemos a acdo de Landau-Lifshitz:
1
S— /d2x [Ct(S) _ 4(@5)2] | (5.1.4)

da qual podemos extrair as equa¢Bes de movimento (4.1.9b) através do principio variacional. Cla-
ramente o campo S(x) deve satisfazer o vinculo (4.1.2) para o caso esférico (com simetria su(2) e
e=-1):

S2=(51)°+(S2)° +(S3)* =1. (5.1.5)

A agdo (5.1.4) contém o termo ndo-local de Wess-Zumino (5.1.3), no qual é introduzida a depen-
déncia do vetor S no pardmetro adicional £, de forma que as seguintes condicBes de contorno sdo
satisfeitas:

{ S(x,t;§€=1) =S, (5.1.6)

S(x,t;£€=0)=S(x,1t),

onde Sy € R3 € algum vetor constante. Essa dependéncia em € é introduzida de forma a descrever o
vetor S conforme ele varre uma superficie na esfera de raio unitario, vide figura 5.1. Assim, o termo
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de Wess-Zumino corresponde a area coberta por esse vetor, conforme £ vai de 0 a 1.

Para podermos desenvolver a teoria de perturbacdes, precisamos rescrever o termo de \Wess-

Zumino em uma forma local,

1 - 1 )
WZIS] :/dt C¢(S) = —Z//e’fks,- [0eS;dE+0:Sjdt] A [0 Skd€ + 0 Sk dt] = —Z//E’J"S,-dsdek,
onde dS = 9;S dt +0,S d¢, mas, uma vez que:

1 .
Eeuks,-dsj ANdSk = (51dSs—S,dS1)AdS3+S3dS1AdS, e

. 1
=1 = SdS;=0 = d53:—5—3(51d51+52d52)

sdo verdadeiras, podemos escrever que:

1 . 2 2 2
§€Uk5/‘d51/\d5k: C/Sl/\dSQ _ |: 51 +52

S, 1+5, 53(1+s3)2} 951N dS.

Além disso, se notarmos que:

S,dS, 1 52 )
d = dS; AdSs,
<1+53) (1+53 S3(1+55)2 ! 2

S,dS;
1+5;

com uma expressao analoga para o termo , concluimos que:

dsl/\dSQ_d 51dS> —5->dS;
Ss 1+S;3

Logo, podemos rescrever o termo de Wess-Zumino, da seguinte forma:

51dS;~5,dS1\ 1 [5,dS1-51dSy 1 [ 515515
s} (B L [ L [ 5555 i

onde por um ponto denotamos uma derivada temporal. Assim, fomos capazes de expressar o termo

de Wess-Zumino em uma forma local, contudo deixamos de ter a simetria SO(3) manifesta.

Nosso préximo passo consiste na resolugdo do vinculo introduzido pelo fato de S ser um vetor de
norma fixa, ao expressarmos a componente Sz em termos das outras duas componentes: S; e So.
Nesse estagio, também é conveniente fazer uma redefinicdo dos campos de forma a nos livrarmos das

nao-linearidades no termo cinético e combinar S; e So em um Gnico campo escalar complexo [35].

_ S1+iSs
- V24255

A ac¢do seguindo de (5.1.4), (5.1.7) e (5.1.8) pode, pois, ser escrita como:

S3=1-2p)°. (5.1.8)

[ * *
5:/d2X {2((.0 Orp — 0rp* ) — |8kl —

= _|(p|2 [(
41— |pf?

1 |<P|4|8x<p|2}

2 1-[op (5.1.9)

x(p)2 ( xP (,0) ]
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Figura 5.2: Prescricao de pélos para o propagador do modelo de LL.

Essa acdo descreve a teoria de um campo escalar interagente. E importante notar o carater altamente
ndo-linear da interagdo em (5.1.9). Tal ndo-linearidade tem sua origem na resolugdo do vinculo (4.1.2)

e introduz sérias complicacdes na analise perturbativa.

5.1.1 Quantizacao do Campo Livre

O carater nio-relativistico do modelo de LL leva a algumas simplificacdes no processo de quanti-
zacao do campo livre, que é bem parecido com o do campo escalar complexo usual, salvo as diferengas
introduzidas pelo fato de as equagdes de movimento (4.1.9b) serem de primeira ordem nas derivadas

temporais e de segunda ordem nas espaciais. Considerando a Lagrangeana livre,

2, (5.1.10)

I
c%ivre = E(Qo*at(p - af(ﬂ*(P) - |a><(p

cuja variagdo com respeito aos campos livres @(x, t) e ¢*(x,t) implica as seguintes equagdes de
movimento:
(i0; —02)p*=0 e (i6;+02)p=0, (5.1.11)

concluimos que os campos podem ser expandidos somente em termos dos modos de freqiiéncia

negativa na representacdo de interacao:
dp _;,. dp ..
x)= [ Ze P *a, e ¢*(x)= [ —=eP*al 5.1.12
o) = [5Pe e, ¢ (0= [ 5Per ) (5112)
onde empregamos a notacao:
_ 2,0 0_ _
p-X=p°xX°—px com x =t e x =x. (5.1.13)

Os operadores a, e az, criam e aniquilam, respectivamente, particulas com momento p e energia

2

p=; assim como obedecem a relacdo canénica de comutac3o:

[ay.a}] =2m6(p—p'). (5.1.14)
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(Ewpn,) (ElﬂPl>

Dln

(E3, P3) (E5, )

Figura 5.3: Qualquer ciclo fechado com propagadores orientados na mesma direcdo se anula identi-
camente.

Definindo o estado fundamental da maneira usual, isto &, como o estado aniquilado por ap, verificamos
que, em virtude da forma de ¢(x) em (5.1.12),

¢(x)[0) = 0. (5.1.15)

O fato do estado fundamental ser aniquilado pelo operador de campo @(x, t) significa que as particulas
nado viajam para tras no tempo e, conseqlientemente, o propagador deve possuir apenas um pdlo na
representacdo dos momentos, vide figura 5.2:

D(x—=x") = (0[To(x)¢"(x")]0) = 6(t — t'){0le(x)e" (x)|0) + 8(t" — £)(0[¢" (x")(x)|0)
B d2q I'efiq-(xfx’)

= > 1.1
/47r2 q°—q?+ie’ (5.1.16)

com d?q=dq®dq*. Alternativamente, a express3o para o propagador pode ser obtida ao resolvermos

a equacdo diferencial:
(i@t—i—@f)D(x) =id(x), (5.1.17)

que leva a seguinte expressao no espaco das coordenadas:
D(x)=0(t)y/ —e4t. (5.1.18)
O fato de o propagador ser puramente retardado implica o importante resultado:

Teorema 5.1.1. Qualquer ciclo fechado de propagadores orientados na mesma direcdo se anula

identicamente.

Demonstracdo: Denote o propagado entre dois pontos x,, € x, por Dy, = D(xm — X,) € considere,
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(a) : ()

Figura 5.4: (a) Corregdes para a energia do estado fundamental; (b) Correcdes para a funcdo de
Green.

sem perda de generalidade, o propagador descrito pela figura 5.3, entdo:

F=D(—x1)D(x3—x2)...D(Xn — Xp—1)D(x1 — Xn)
ix2

= ﬁ l\//?te‘%‘| O(ta—t1)0(tzs —t2)...0(th — th—1)0(t1 — tn).

Como se trata de um ciclo fechado, apenas uma das seguintes condicdes pode ser verdadeira: t; <

th < -+ <t,outy>ty> >ty porém, ambas implicam que pelo menos uma das fungdes 6(t) tera

seu argumento negativo. Logo, tal expressao é identicamente nula.

O teorema 5.1.1 possui trés conseqiiéncias importantes:

1.

O estado fundamental ndo é renormalizado. Posto que as correcdes quanticas a energia do va-
cuo devem ser da forma descrita pela figura 5.4 (a), o teorema 5.1.1 implica que a contribuigdo

de tais diagramas é nula. Logo, Eysicuo = 0.

A funcdo de Green de uma particula ndo é renormalizada. As correcdes radiativas, descritas na
figura 5.4 (b), sdo suprimidas em virtude do teorema 5.1.1. Conseqgiientemente, a relagdo de
dispersdo E = p? ndo recebe nenhuma correcdo quéantica.

A matriz S para o espalhamento de duas particulas é dada pela soma de diagramas, vide figura
5.5. Para constatarmos a validade dessa propriedade, basta que consideremos um diagrama
genérico para o espalhamento de duas particulas e notemos que devido a conservacdo da carga
o numero de propagadores orientados para o futuro e para o passado deve ser constante. O
fato de que o nimero de propagadores orientados para o passado é nulo implica que o nimero
de propagadores em qualquer instante temporal € igual ao nimero de pernas entrando ou saindo
do diagrama. Assim, para a matriz S descrevendo o espalhamento de duas particulas s6 podem
existir duas linhas em cada momento, de forma, que podemos concluir que o diagrama deve

ser a soma de diagramas tipo bolha.

E interessante notar que o diagrama descrito na figura 5.5 é exatamente o mesmo que aparece

ao considerarmos o espalhamento no contexto do modelo NLS, vide figura 3.4. Embora para o caso
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k,w @ p/

Figura 5.5: Diagramas do tipo bolha para o espalhamento de duas particulas.

K P’ K P’
1
jj('nz . X + X
k p k p

Figura 5.6: Vértice de interacdo na representacdo dos momentos, para a agcdo truncada até a quarta
ordem nos campos.

do LL seja necessario levar em conta a presenca de derivadas nos termos de interacdo, resultando,
pois, em quatro tipos distintos de vértices, que dependem da posicdo das derivadas com respeito as

linhas internas ou externas do diagrama. De toda forma, os célculos ainda sdo factiveis.

5.2 Espalhamento de Duas Particulas

Para podermos estudar o espalhamento entre duas particulas no contexto do modelo de LL,
precisamos considerar os termos de interagdo altamente ndo-lineares presentes na a¢do (5.1.9). Essa
tarefa que é aparentemente impraticavel, torna-se possivel, uma vez que as Gnicas contribuicGes para
a amplitude de espalhamento de duas particulas sdo dadas por diagramas como o da figura 5.5,
e, para calcular a matriz S para o espalhamento de duas particulas podemos, pois, truncar a acdo
complicada (5.1.9), mantendo apenas termos até a quarta ordem nos campos. Notando que:

2_‘(P|2 1 = 2
=1+ =1+ ®l°)",
TP = 1o — L L el

onde utilizamos uma expansdo em série de Taylor, que se justifica pois |@|> = pp* = (1%53) e sabemos

que —1 < S3 <1, de forma que |p|?> <1 4. Assim, a acdo (5.1.9) assume a seguinte forma:

i
S= /d2x 5 (0" 00— 09" ) — 0.1 — %[(W*ax@2 +(8:0*9)?] + 0(¢°). (5.2.1)

O vértice de interacdo na representacdo dos momentos esta esbocado na figura 5.6, onde denotamos
as derivadas espaciais por cortes sobre as linhas-mundo de uma dada particula. E importante notar
que cada grafico denota uma soma sobre todos os diagramas de mesma topologia, mas com diferentes
permutacdes dos momentos externos.

Introduzimos na expansdo (5.2.1) o parametro formal g;, de forma a manter o controle sobre a

4Para que essa afirmacido seja realmente verdadeira precisamos excluir o caso em que Sz = —1, o que corresponde
a ndo considerarmos o vetor S = (0,0, —1) € R3.
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ordem da expansdo perturbativa, que, ao final dos calculos, deve ser tomado igual a unidade. Notamos
que isso € muito importante para a fatoracdo da amplitude de espalhamento de trés particulas, onde,
de uma forma similar, varios parametros formais serdo necessarios para contabilizar a ordem dos
diferentes vértices de interagdo, que surgem quando expandimos a acdo (5.1.9) até a sexta ordem
nos campos. Uma questdo que surge naturalmente nesse ponto, versa sobre a consisténcia entre
as propriedades da renormalizacdo do modelo de LL e esse limite que devemos impor sobre tais

parametros.

Tomando sem nenhuma perda de generalidade o seguinte ordenamento para os momentos inci-
dentes: p > p’, de forma a garantir que o espalhamento de fato ocorra, determinamos a matriz S no

setor de duas particulas através da relacao:
(kK'|S|pp’) = S(p, p')0'2 (p, ps k. K'), (5.2.2)
onde denotamos:
52 (p. ok, K') = (2m)2 [6(p— K)3(p' — K') £6(p— K)S(p' — K)]. (5.2.3)
A amplitude de espalhamento, dada por:
(kK'|S|pp') = (kK'|T e~ 9t | pp)
= (kK ovf) = (kK T [ e o) = 500617 ( | drH,m)2|pp'>+---, (5.2.4)
é facilmente computada com
Hine = / dx 2] =& / dx [(0*0.0)? + (8" 0)?] (52.5)

em cada ordem. A contribuicdo do termo de ndo-espalhamento e do nivel de arvore sio trivialmente

calculadas e possuem, respectivamente, as seguintes expressoes:

(kK'IS1pp')| , = (kK'lpp) = 62 (p. . K), (5.2.62)
1
€ /
(kK'|S|pp)| = —i(kK'|T / dt Hinelpp') = 2ig0 =560 (p. ol K. ). (5.2.6b)
91 -

Para evitar a complicada anélise combinatéria de [35], associada a devida colocagdo das derivadas
nas linhas internas e externas, preferimos calcular as amplitudes de espalhamento utilizando o vértice

de interacdo completo, que na representacdo dos momentos assume a seguinte forma:
V(k K':p,p')=2ig,[pp’ + kk'|4m26@ (p+p — k— k'), (5.2.7)

onde 6 (q) = 6(q°)6(q'). Dessa forma, para calcularmos a amplitude de espalhamento a 1-laco,
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basta considerarmos o produto de dois vértices (5.2.7), ou seja,

1 2
=501 ([ Hinctt) 150
91

:%/47r2/d /V(k K:q.4)D(q)D(q")V(q.4":p.p)

5 z/dz [P0’ +q(p+p — kK" +q(k+ k' —q)]
4m2 [¢° — g? +ie] [P°+ PP — q° — (p+p' — q)* + €]

=2(ig1)* [pp kK'lo(p. p') — (pp + kK'Y 1 (p. p') + l2(p, P)] 4726 (p+ p — k— K'),

(kK'|S|pp')

47T25(2)(p+pl7k7kl)

onde as integrais /;(p,p’), i =0,1,2 estdo definidas no apéndice D pelas equa¢bes (D.0.2). Apds

algumas manipulacdes obtemos:

_ 981) 728 (p+p/ — k= K) [(P°+ P = p* = p?) —4pp'] -

2(p°+p° —p* = p) + (p—p/)* = (k= K')* — BKK
V(= p)2+2(p° +pP — p? — p?) '

</</<’|5|pp>

(5.2.8)

Se impusermos que as particulas incidentes, isto €, aquelas com momento p e p’ estejam na camada

de massa:

simplificamos drasticamente a expressdo (5.2.8),

/

(kk’\§|pp’) p /gl| l 2igy (pp' + kk') 4126 (p+p' — k—k’)}

V(k K'p,p'), (5.2.9)

=g
p—

onde na Gltima passagem reconhecemos a expressao do vértice de interacdo completo na represen-
tacdo dos momentos (5.2.7) e invocamos o ordenamento para os momentos iniciais: p > p'.

A equag¢do (5.2.9) ja inclui a soma sobre todos os diagramas com 1-lago, levando em consideragcdo
todas as possiveis configuracdes das derivadas atuando sobre as linhas internas e externas, com os
devidos fatores combinatérios. Ao notarmos a presenga do vértice de interagdo (5.2.7) em (5.2.9),
podemos considerar a amplitude de espalhamento com 1-laco como o vértice de interacdo com
os momentos p e p’ na camada de massa multiplicada por uma funcdo desse par de momentos
e do pardmetro de expansdo g;. Conseqiientemente, a amplitude de espalhamento com n-lacos

corresponde ao produto de n vértices de interacao,

/ n
(kK'|S|pp") o (/gp‘ﬁ)p) [2/g1(pp'+ kk")am26@ (p+p' — k — k’)] . (5.2.10)

Ao colocarmos k e k' também na camada de massa, e utilizarmos a relac3o:

4126 (p4p' —k— k') = =———62 (p, p's k, k'), (5.2.11)

( P
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concluimos que:

ne / o . PP/ i 2) /. /
(kK'|S|pp') g1 =2 9 oy (p.p' ik, K'). (5.2.12)
1

Logo, a matriz S para o espalhamento de duas particulas assume a forma [35]:

_Igl g1—1
+Igl

[T~

(5.2.13)

+

p—p

t\‘ [ ‘G\‘ [

00 pp/ n 1_
5(p,p’):1+2):(/gl)"( /) =2
n=1 el

T[T I

p

5.3 Espalhamento de Trés Particulas

A verificacdo direta da fatorabilidade da matriz S através de calculos perturbativos é significativa-
mente complicada de se efetuar, notadamente, devido a intrincada anéalise diagramatica necessaria.
Dessa forma, ndo é surpreendente que ela tenha sido verificada explicitamente® somente para o caso
mais simples do modelo NLS em [39, 104], conforme explicamos na se¢do 3.6. Antes de apresentar-
mos os calculos para o modelo de LL, gostariamos de ressaltar que existe uma diferenca significativa
entre os modelos NLS e de LL, que é responsavel pela maior dificuldade em se lidar com o segundo.

De fato, se considerarmos a Lagrangeana do modelo NLS (3.6.1),

L= é ["maﬂ/)*aﬂ/ﬂﬂ — 0.9 [* — gl¥l*,

verificamos que, ao calcularmos a amplitude de espalhamento de trés particulas, precisamos lidar
com apenas um tipo de vértice. Ainda mais importante é o fato de que isso continua verdade para
o caso geral envolvendo o espalhamento de N particulas, ou seja, ndo surgem novos vértices de
interacdo conforme mais particulas participam do espalhamento. Entretanto, para o modelo de LL
a situacdo é drasticamente diferente e, para se obter a amplitude de espalhamento no setor de trés
particulas, precisamos truncar a agdo (5.1.9), mantendo termos até a sexta ordem nos campos, o
que acarreta na introducdo de dois novos vértices de interacdo. Fica claro, pois, que no caso do
modelo de LL, conforme envolvemos mais particulas no processo de espalhamento, mais vértices de
interacdo precisam ser considerados. Essa peculiaridade do modelo de LL torna a analise perturbativa
impraticavel para o espalhamento de N particulas. N3do obstante, tomamos o primeiro passo nessa
direcdo ao mostrarmos a fatorabilidade da matriz S para o espalhamento de trés particulas em
primeira ordem perturbativa.

Restringindo nossa analise ao setor com trés particulas, podemos parar a expansado perturbativa
da agdo (5.1.9) na sexta ordem nos campos, pois a conservagdo da carga, em conjun¢do com o fato
de o propagador ser puramente retardado, implica que os vértices advindos de ordens superiores ndo

contribuem [35]. A Lagrangeana resultante ap6s o truncamento é a seguinte:

i
£ =5(¢"0p—00"p) — |0xp|* — %[(w*éw)z + (8™ 0)?] —

- %Iw?[(w*axwf + (80" 0)?] - %|<p|4|8X<p|2, (5.3.1)

onde introduzimos, analogamente ao calculo perturbativo da matriz S para o setor de duas particulas,

5Considerando todas as ordens em teoria de perturbacdes.
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ks P3 ks D3 k3 D3

2 k k 3 k
2= otk gy P
ky D1 ky p1 ky p1

Figura 5.7: Vértices de interacdo na representacdo dos momentos adicionais para a acdo truncada
até a sexta ordem nos campos.

constantes de acoplamento arbitrérias gi1, g» € g3 para cada um dos vértices, de forma a manter
um controle sobre a ordem dos calculos perturbativos. Assim, como no caso do espalhamento de
duas particulas, devemos ao final das contas considerar o limite g; — 1, i =1,2,3. Como mostramos
adiante, esse & um ponto crucial para se obter a fatoracdo da matriz S. Os vértices de interacdo na

representacdo dos momentos estdo esbocados nas figuras 5.6 e 5.7.

5.3.1 Calculos Diagramaticos

Ao supormos a analiticidade® da amplitude de espalhamento no setor de trés particulas nas cons-

tantes de acoplamento g;, i =1,2,3, podemos escrevé-la como:

(kISlp) = (klp) + (kIS[p) | +(kISIp)

R (5.3.2)
g

onde g representa algum dos pardmetros g; e agrupamos os momentos das particulas no decorrer do

espalhamento, de forma a considera-las como as componentes de um vetor em R3:

k= (ki,ka,k3) e p=(p1,p2.p3).

Sem perda de generalidade, demandamos que as componentes de p estejam arranjadas na seguinte
ordem: p1 > po > p3.

Assim como no caso do espalhamento de trés particulas no contexto do modelo NLS (se¢do
3.6), é conveniente considerarmos o operador de simetrizacdo, definido por (3.6.3). Com isso é faclil

mostrar que o termo de nio-espalhamento assume a seguinte forma:

(plk) = 31(2m)S, [6(p1 — k1) (p2 — ko) (ps — ks) . (5.3.32)

enquanto que o termo do nivel de arvore:

(k|S|p) . 9/(27T)25k,p{291(k1k2 +p1P2)2m0 (ks — p3) + ga(kika + p1p2) — 2g3kip1 }555P,
(5.3.3b)
onde denotamos por §E e P as funcdes delta correspondentes a conservacdo da energia e momento

6 A analiticidade da matriz S para o caso do modelo NLS pode ser verificada explicitamente através das consideracées
do Ansatz de Bethe coordenado feitas por Yang em [60, 105], dessa forma, para o caso do modelo de LL, trata-se de
uma hipdtese natural.
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Figura 5.8: Os diagramas de Feynman para o nivel de arvore para o espalhamento de trés particulas
no modelo de LL.

totais,

5E—6<i(k°—/3,)> e 5P—5<ik p,>. (5.3.4)

Exibimos os gréficos de Feynman para o nivel de arvore (conexos e desconexos) na figura 5.8.

A expressdo para o nivel de arvore (5.3.3b) define o vértice de interacdo na representa¢do dos

momentos, vide figura 5.9. Usando tal vértice somos capazes de calcular a amplitude de espalhamento

ks D3

KISp)l, = P2 P2

kl b1

Figura 5.9: Representacdo diagramatica do vértice de interacdo no espaco dos momentos.

em segunda ordem, conforme descrito pela figura 5.10, cuja expressdo analitica é:

d? .
///H [ 472 D(q)) } )| 9i(27)>Sk.q {291(/<1 ko +q1G2)2mo (ks — q3) + ga(kika + G1G2) —

—293k1q1} 9i(2m)*Sq.p 291(q1q2+131l~72)27ﬂ5(673—D3)+gz(q1q2+p1p2)—2g3q1p1} .
3 3 3 3
0 (Z ) (Z )5 (Z(q? P?)) 6 <Z(q/ P/)) : (5.3.5)

As fungdes delta presentes em (5.3.5) podem ser usadas para integrarmos sobre qg e gz, ja
as integrais sobre ¢ e g3 podem ser efetuadas ao fecharmos o contorno no semiplano inferior.

Aproveitamos também para atuar com os simetrizadores sobre q, de forma que a expressdo dependa
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P3

D2

P1

Figura 5.10: Representacao diagramatica da amplitude de espalhamento em segunda ordem.

apenas dos momentos externos simetrizados,

(k|Sp)

3 dgidge
= 5;0E0PS // : [167r2 2fi(k, a)f(p,q) +
@ 2i "'k{ Y@@ (Lp— - @)t ic gifi(k,a)fi(p.q)

+ (k. a)6(p,a) +4g3kipr Lk Lo+ 47610 (i (k. 0) (. a) + Flk, )i (p.)) —
— 873193 (pl Y pfi(k.a)+ kY k fl(p.Q)) —29293 (plzp fo(k,a)+ k) k fz(p,Q)ﬂ }
(5.3.6)

onde introduzimos as seguintes funcdes:

fi(x,q) = (x1x2+q1g2) 6(x1 +x2 — g1 — G2) + [X1X2 +a (ZX— 1 — Clz)] 6(xs —q2) +

+ {X1X2+02(ZX01qz)}(S(Xaql), (5.3.7a)
H(x,q) =3x10+(q1+ %) Y x— a7 — 65 — q1.02. (5.3.7b)

Devido a ja enorme quantidade de indices, simplificamos a notacdo ao deixar de escrever os indices

3 = . . ~
de soma, isto é, passamos a denotar Y x = Y x;. E mais simples calcular cada termo da equacao
i=1

(5.3.6) separadamente.

(a) Termo proporcional a g%: A maior parte das integrais € trivialmente calculada com o em-
prego das fung¢des delta presentes em f1(x,q), enquanto que as fun¢Bes delta remanescentes,
correspondendo as conservacdes de energia e momento totais, permitem que escrevamos 0s
termos resultantes como uma soma das seguintes contribui¢Bes: (i) a parte finita, que é uma

fungdo dos momentos externos; e (i) o termo proporcional a §(ps — k3). A expressdo resultante
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(b)

(c)

Figura 5.11: Diagramas de Feynman correspondentes a equacdo (5.3.8a).

completa é a seguinte:
f1(k,q)f dqid
167r2gf// 12( yqz)l(py(ﬂ g1dqz —
Yrl—agi—a—(Xp—qi—q) +ie
) [k1k2+l33(k1 + ko *P3)} [P1P2+k3(P1 +p2— k3)}

= 967> _ _
% PO —p3— ks —(pL+p2—ks)?+ie
) (s—2p1p2) [5+%(P1—Pz)2—%(k1—k2)2—2k1k2}
— 247 gl/dq T 5 : 0(ks —ps3), (5.3.8a)
?—(pr—p2)?—s—ie

onde denotamos s = % (L p° — ¥.p?) e mudamos a variavel de integracdo q — g+ 3 (ki + ko).
Ademais, supomos que a parte divergente, que ndo escrevemos explicitamente, pode ser apro-
priadamente incorporada por algum esquema de regularizagdo (como, por exemplo, o de Pauli-
Villars). Os diagramas correspondentes estdo exibidos na figura 5.11. Mais uma vez ressaltamos
que cada diagrama corresponde, de fato, a uma soma sobre todos os graficos com a mesma
topologia, porém, com distintas permutacdes dos momentos externos e com as derivadas atu-
ando sobre linhas diferentes. O primeiro diagrama na figura 5.11 representa o primeiro termo na
equacdo (5.3.8a), enquanto que o segundo termo fornece a parte finita do segundo diagrama.
Exibimos os diagramas correspondentes a figura 5.11, mas com as derivadas explicitamente

distribuidas, nas figuras 5.12 e E.1, respectivamente.

Termo proporcional a g5: Apds algumas manipulacdes algébricas, esse termo pode ser escrito

na seguinte forma:

92// dq1dqz fa(k,a)f(p,q) :_93// dqgy dg [3p1p2 — 5] [Bkiko — 5]
) L —ai—a3—(Lp— a1 —q2)2+ie 2 )] G+aB+ae—(i+a)Lp—s—ie
(5.3.8b)

Os graficos de Feynman correspondentes estdo representados na figura E.2.

Termo proporcional a g§: Simples transformacdes levam a seguinte expressio:

402 dgidgpkipt Xk YXp _ o dgidg kipt Xk Xp
Sl Cra-artic Ol drdErae—(a+e)Te—s—ic
PP—a;—a5s—(Lp—aq1—q)” +ie P+@E+qap—(1+qg)Lp—s—Ie

(5.3.8¢)
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Os diagramas de Feynman correspondentes estdo representados na figura E.3.

(d) Termo proporcional a g;g»: Uma das integrais nesse termo é trivialmente calculada usando
a fungdo delta presente em fi(x,q), enquanto que a integral restante, depois de algumas

manipula¢des algébricas e da mudanca de variavel de integracao

1

1
a1 — 671+§(k1+k2) e G— (72+§(P1+P2).

fornece:

fi(k,q)f>(p.q) + f>(k,q) 2 (p.q
47rglgz//dq1dq2 (1)( 2)2(2 )+ fa(k, q)fi( 2)'
Yl —ai—ag5—(Xp—q1—qz)” +ie

_—67'('9192/(1(] {k3(k1+k2)—k1k2+5} (s—3p1p2) B
G — 3 (ki + k2)? — ks(ky + ko) —s — e
{133(191 +p2) —P1P2+5} (s —3kiko)

02—%(014-132)2—Pa(P1+P2)—5—/€.

—67r9192/dq (5.3.8d)

Os diagramas de Feynman correspondentes estdo representados na figura E.4.

(e) Termo proporcional a gi1g3: Mais uma vez as funcles delta em fi(x,q) permitem efetuar

trivialmente uma das integracdes, de sorte que a expressao resultante adquire a seguinte forma:

prypfilk.q)+ kY kfi(p.a
787rglg3//dq1dq2 01):2 1(2 ) kX kh( 2) '
Yl —ai—q;—(Xp—aq1—aq) +ie

:—127T9193/dq [P1ZP+k1Zk} -

ki X k [pg(pﬁpz) — Pp1p2 +s}

—%(P1+P2)2—P3(D1+Pz)—s—ie7

_127r9193/dq 5 pizp{&(kﬁkﬂ_hkﬁs} .
q? — (ki + k2)? — ka(ki + ko) —s — i€

7127r9193/dq >

(5.3.8¢)

Os diagramas de Feynman correspondentes estdo representados na figura E.5.

(f) Termo proporcional a gog3: Nesse termo inexistem fun¢des delta, assim apds algumas mani-

pulac®es algébricas, obtemos:
_29293//dq1 das pryph(ka)+kYkh(pa)
L0 -2 - —(Lp—a1—a) +ie
//d . (PrEp+ KX k)s—3kikopy £ p—3kipips Kk
TR e T e 1 — (i + )L p—S— e

(5.3.8f)

Os diagramas de Feynman correspondentes estdo representados na figura E.6.

Ressaltamos que nas equagdes (5.3.8) desprezamos as divergéncias em virtude de sua incorpora-
cdo em um método de regularizacdo, de forma a sé trabalharmos com as respectivas partes finitas.
Note também que essas formulas foram obtidas para o caso geral, onde todas as particulas estdo fora
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da camada de massa, contudo simplificacdes consideraveis sdo obtidas ao colocarmos os momentos
externos p? = p? e k? = k?, com i =1,2,3, na camada de massa, devido as seguintes identidades:

Y P =Y =YK -Y K =0, (5.3.9a)

Y. p—(X.p)" = —2(p1p2+p1p3+pops), (5.3.9b)
Y k= (Y k)% = —2(kiko + kiks + koks), (5.3.9¢)
Yo—(Xp)°=Yk— (YK = pipotpips+paps = kiko+ kiks + koks. (5.3.9d)

Notamos que a integral remanescente no segundo termo de (5.3.8a) é simplesmente /,(p1, p2),
dada por (D.0.5a), enquanto que em (5.3.8d) e (5.3.8e) resta apenas computar, respectivamente,
Ip(k1, ko, k3) e Ip(p1,p2,p3), cujo resultado exibimos em (D.0.5b). Finalmente, a integral dupla
presente em (5.3.8b), (5.3.8c) e (5.3.8f) & I.(p1,p2,p3) (D.0.5c). Assim, se coletarmos todas as
contribuicdes (5.3.8) em (5.3.6), substituindo os resultados (na camada de massa) das integrais’

(D.0.5) inferimos a seguinte expressdo para a amplitude de espalhamento em segunda ordem:

& 3 [kika + p3(ki + ka — p3)] [P1p2 + k3 (p1 + p2 — k3)]
kS =—= 961 g7 . -
(klSlp) g2 p’k{ 91{ pT+p3 — k3 —(pL+p2—ks)? +ie
kikopips . . } [ 5. ( ki p2 kap1 >
— ———=2mid(ps — k3) | + k 4877 + +
p1 — P2 (Ps = k3) tP1 93 pr—p2 |k — ko
4w .
+ ﬁ(/ﬂ—ngz) [(k1P2+/<2P1)93(293—392)+9§/<1P1ﬂ +
1
kik 4873| 295 —
+ ki 2/3102[ 8 I(pl—p2+ |k1—k2|>gl( 93 —392) +
4
+ —=(iT—log@?)(2g93 —3 2”555/3. 5.3.10
\/§( 9Q7)(2g3 92) ( )

5.4 Fatoracao da Matriz S

Tivéssemos suposto a integrabilidade quantica do modelo de LL, poderiamos ter obtido a matriz

S para o espalhamento de trés particulas através da relacdo:
(kIS|p) = S(p)6(p,k) onde 65 (p,k) = (pk). (5.4.1)

Essa relagdo, analoga a (5.2.2), indica a impossibilidade da aniquilagdo ou da criagdo de particulas
durante o processo de espalhamento, por consegiiinte os conjuntos de momentos inicial e final devem
ser o mesmo. Isso ndo é 6bvio do ponto de vista dos calculos efetuados na secdo anterior. De fato,
apesar de o termo de ndo-espalhamento claramente possuir a forma (5.4.1), nem o termo de arvore
(5.3.3b), muito menos os termos de segunda ordem (5.3.10) estdo manifestamente nessa forma.
Contudo, mostraremos que esse é o caso, e, portanto serd possivel deduzir expressdes para o nivel
de arvore (5.3.3b) e para a segunda ordem (5.3.10) que sejam proporcionais a (553)(p,k).

Foquemos inicialmente no termo oriundo do nivel de arvore (5.3.3b). Expandindo explicitamente

"Mantemos apenas a parte finita da integral /c(p1, p2, p3) (D.0.5c).
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o operador de simetrizacdo S, obtemos:

P1P2 n P1P3 n P2p3
P1—pP2 P1—P3 P2—pP3

+2i(2m)? [(plpz + p1p3+ P2p3) (392 — 293) — g3(pT + p3 + p3) |6 E O P. (5.4.2)

<k|§|p>‘g =2ig { 5 (p,k) +

Notamos de imediato que os dois termos presentes nessa expressdo sao consideravelmente distintos.
Pois, enquanto que o primeiro termo de (5.4.2) ja& se encontra na forma necessaria para que a
matriz S satisfaca (5.4.1), o segundo termo ndo contempla tal condicdo. Logo, se tivéssemos nos
restringido apenas a essa ordem, a condigdo (5.4.1), que é necessaria para se ter a integrabilidade
quantica do modelo, ndo seria satisfeita. Similarmente, ndo é dificil de ver que a segunda ordem
da amplitude de espalhamento também contém termos que ndo sao proporcionais a 6f)(p,k), tais
termos se encontram no segundo e terceiro colchetes da equagdo (5.3.10).

Entretanto, se a integrabilidade quantica tivesse sido estabelecida e, conseqlientemente, houvesse
a fatorizacdo da matriz S, a matriz S para o espalhamento de trés particulas assumiria a seguinte

forma exata:
S®(p,k) = S@(p1, p2)S@(p1, p3)SP (p2, p3)
1 1 : 1 1 : 1 1 .
_<m_@_@><m_%_@><m_%_@>
=\ T 1 11 T,
e P19\ T 9 N\ TR T

2 n
—149 Z [/g( P1p2 4 P1pP3 4 P2p3 )} +O(g3), (5.4.3)
=1 P1r—P2 P1—P3 P2—pP3

na Gltima linha, expandimos a expressdo exata até a segunda ordem em g. Comparando as equacdes
(5.4.2) e (5.4.3), verificamos que a unidade em (5.4.3) corresponde ao termo de ndo-espalhamento
(p|k), enquanto que o primeiro termo em (5.4.2) equivale ao termo de primeira ordem em (5.4.3).
Demonstraremos, agora, que o segundo termo da equagdo (5.4.2) é tal que ele pode ser cancelado
exatamente por um termo da contribuicdo de segunda ordem (5.3.10).

Uma expressdo muito similar para o primeiro termo de (5.3.10) aparece nas considera¢des do
modelo NLS (vide a expressdo (3.6.9) para a soma dos graficos conexos na secdo 3.6). Nesse caso,
0 uso do teorema de Sokhotsky-Weierstrass (3.6.36):

xjiio = Fimo(x)+Vv.p. (i) , (5.4.4)
provou-se essencial para a demonstracdo da fatoracdo. Esperamos, pois, que essa férmula assuma
um papel semelhante para o caso em consideracdo. No entanto, enquanto que a contribuicdo do
valor principal para o caso do modelo NLS era nula, no modelo de LL, ela adquire um papel altamente
nao-trivial e induz os cancelamentos que tornam a fatoracdo possivel. Os graficos de Feynman para
esse termo estdo expostos na figura 5.12, onde somente a soma sobre diagramas topologicamente
equivalentes com diferentes permutacdes dos momentos externos esta implicita. Assim, existem

quatro diagramas, que correspondem a todas as possiveis distribuicdes das derivadas.

Lembramos que escolhemos uma ordenacdo particular dos momentos incidentes: p; > p> > ps,
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: >/<< + &
Figura 5.12: Diagramas de Feynman para o primeiro termo das equagdes (5.3.8a) e (5.3.10) com
as derivadas explicitamente colocadas.

de forma a garantir que o espalhamento, de fato, ocorra. O valor principal do primeiro termo da
equacdo (5.3.10) pode ser calculado se tomarmos k; # pj, i,j € {1,2,3} e utilizarmos a identidade:
i 1 ( 1 . 1 ) (5.4.5)

kP + k2 —p7 —(ki+kj—p)2+ie  2ki—k \pi—ki—ie k—p—ic)’ o

bem como levarmos em consideracdo as fun¢des delta para a conservacdo da energia e do momento.
Notamos que somente o primeiro e o (ltimo diagrama no lado direito da figura 5.12 contribuem
para o valor principal, enquanto que os outros dois se anulam identicamente devido a conservacdo

do momento. Apds longas e tediosas transformacdes, obtemos:

[hkz + p3 (k1 + ko —P3)} [PIPQ + k3 (p1+ p2 — k3)

V.p. S k -
g p}+p3 — k3 — (pr+pa—ks)’ +ie
1
= 15 (=PF =3 = p3+ p1p2+ p1ps + paps). (5.4.62)

A parte proporcional a funcdo delta de (5.4.4) fornece:

1

= 2oy (P~ ha) +0(p2 —ks)]. (5.4.6b)

6 [pi+p5— k3 —(p1+p2—ks)]

Substituindo os resultados (5.4.6) de volta em (5.3.10), concluimos:

(k|§\p)’ =8im°g7 (p3 + p5+ P53 — p1p2 — p1p3 — pap3) 6E P —

g2

3i ki k: .
- éaEapsp,k {—967r2gf ;%1‘2’2 27i[6(ks — 1) +6(ks — po) +6(ks — p3)] +

. kipo kopy >
+ kipy |48720 < + +
P [ 193 pi—p2 |k — kol

4T
JFﬁ(’”*'OQQQ)[(klpzJr/<2pl)93(293*392)Jr9§,/<1pl] +
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1
_|_
pr—p2 ki — ko

+ kikopipo {48#2/' < ) 91(293 —39»)
\/(I7T log @?)(295 —392)2] } (5.4.7)

Finalmente, ao expandirmos explicitamente o simetrizador Sk ,, obtemos a seguinte expressdo para

a segunda ordem da amplitude de espalhamento:

<k|§|P>‘g2 =8im? g} (p? + p3 +p3 — p1P2 — P1P3s — PaP3) OE P+

P1P2 i P1P3 i P2p3

2 .
3i

8 (p.k) — ZR(g?)6E 6P, 5.4.8a

p1—p2  Pp1—Pp3 P2—PJ + @) 2 (9) ( )

+2i%g? [
onde separamos a contribuicdo de 1-laco:

16 p1p2 p1P3 p2pP3 ki ko kiks koks
R(g%) = —° H + + }f k +{ + + f +
() 3" 9 pr—p2 P1—p3  P2—p3 3() lki — kol ki —ks| =~ |ko — k3| +(p)

\[(I7T log @?)f5(p)f(k), (5.4.8b)

onde introduzimos a func¢do auxiliar:
f3(q) = (392 —293) (1G2+ G1G3 + G203) — 93 (a1 + 45 + 43 - (5.4.8¢)

Notamos que no limite g; = go = g3 =1, o primeiro termo de (5.4.8a) coincide com o oposto do
segundo termo de (5.4.2). Assim, o termo espirio do nivel de arvore é cancelado, permitindo, pois,

que os termos remanescentes se combinem da seguinte maneira:

P1P2 P1P3 P2p3 3)
(KISlp) = {1+22[( 3 pl_p3+p2_p3)” (p.k) —~ 2 R(6)6E 6P +O(g7).
(5.4.9)

E facil constatar que o primeiro termo de (5.4.9) fornece a matriz S para o espalhamento de trés
particulas em segunda ordem, consistente com a relagdo (5.4.3) obtida através do argumento de
fatorabilidade. Logo, concluimos que para termos a fatoracdo da matriz S mesmo nas ordens mais
baixas, a contribuicdo de termos de ordens superiores deve ser levada em consideracdo, de forma a
cancelarmos os termos espulrios. Diagramaticamente, ao utilizarmos a relagdo (5.4.4), verificamos
que o valor principal dos graficos de Feynman descritos na figura 5.12 cancela os termos, presentes
na contribuicdo de primeira ordem, que impediam a fatoracdo da matriz S nessa ordem, enquanto
que a contribuicdo do termo proporcional a fungdo delta em (5.4.4), quando adicionado ao termo
representado na figura E.1, leva a contribuicdo fatoravel de segunda ordem a matriz S. Apesar de
termos desprezado a contribuicdo de R(g?) em (5.4.9), tal calculo fornece um esquema notavel pelo

qual contribui¢cdes de ordens distintas se cancelam de forma a garantir a fatorabilidade da matriz S.

N&o é dificil de ver que os diagramas, que tivemos que somar para obtermos a matriz S fatoravel
para o espalhamento de trés particulas em primeira ordem, sdo proporcionais a #°, uma vez que
nem os diagramas do nivel de arvore, nem os graficos presentes na figura 5.12 possuem algum laco.

Claramente, o cancelamento em ordens mais altas deve ocorrer apenas entre diagramas de mesma
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ordem em #. E importante ressaltar que a despeito de nosso sucesso em demonstrar a fatorabilidade
em primeira ordem, a complexidade da analise diagramatica e combinatéria torna o calculo das
ordens superiores praticamente impossivel de se efetuar, de sorte que uma nova metodologia precisa

ser empregada.



Capitulo 6

Cargas Conservadas e ldentidades de

Traco

“Once three friends
Sweet in sadness
Now part of their past.
In the end
Full of gladness

’

Went from class to class.’
Gentle Giant - Three Friends

E bem sabido que a quantizacdo direta de modelos continuos proporciona um problema muito
mais complicado do que de suas contrapartes discretas. O modelo de Landau-Lifshitz (LL) ndo é uma
excecdo, de fato, o desenvolvimento de sua teoria quantica foi afetado por uma série de sutilezas e
nuances, que levaram a um processo de quantizagdo erréneo, como notado por [92]. Alguns poucos
modelos a parte, como o modelo de Schrédinger ndo-linear (NLS) e o modelo fermidnico de Thirring,
que podem ser quantizados diretamente tanto através do método do espalhamento inverso quantico
(MEIQ), quanto pelo Ansatz de Bethe coordenado, o procedimento usual consiste em considerar
primeiramente a quantizacio da versdo discretizada de um dado modelo continuo. Com a introducio
da rede, os problemas inerentes a quantizagdo de modelos continuos: as divergéncias ultravioletas e
o produto de operadores em um mesmo ponto, sao evitados. Dessa forma, a Hamiltoniana quantica,
bem como as outras cargas conservadas podem, em principio, ser obtidas através das identidades de
traco.

Por outro lado, mesmo quando o processo de discretizacdo de um dado modelo continuo é
conhecido, as técnicas usuais levam normalmente a resultados bem complicados [22, 36, 54-57]. De
fato, para um dado modelo continuo existem, em geral, diversas discretizacls possiveis, e apesar
de a integrabilidade restringir a escolha da rede correspondente, ela ndo a elimina completamente.
Em [36] foi desenvolvido um método sisteméatico para a obtengdo das contrapartes discretas de teorias
quanticas de campos bidimensionais, que foi prontamente aplicado aos exemplos dos modelos NLS
e de sine-Gordon (SG). Essa construgdo mostrou-se significativamente n3o-trivial, mesmo para o
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simples modelo NLS, levando a uma Hamiltoniana quantica com um termo de interagdo envolvendo
oito vizinhos mais préximos. Para o modelo de SG, e para outros modelos continuos, em geral,
a Hamiltoniana é ndo-local, isto &, cuja interacdo depende de todos os sitios da rede. A rede
correspondendo ao modelo de LL é conhecida, e pode ser obtida a partir da cadeia de spins XXX
para o caso isotropico e XY Z para o caso geral. Contudo, a ndo-localidade da Hamiltoniana imp&em
uma séria barreira em potencial para o estudo de suas propriedades. Dessa forma, é altamente
desejavel que se desenvolva um método para se quantizar sistemas continuos diretamente, sem a
necessidade de considerar uma rede (e todas as complicagdes inerentes) em passos intermediarios.

Esse programa, no contexto do modelo de LL, foi iniciado em [92] e revelou uma série de sutilezas
relacionadas a quantizacdo de modelos continuos em geral. Uma das principais dificuldades envolve a
construcdo das integrais do movimento e, em particular, da Hamiltoniana, uma vez que o uso formal
das identidades de traco leva a resultados incorretos [106]. E importante ressaltar que apesar de tais
manipulagdes formais (envolvendo objetos altamente singulares) levarem aos resultados corretos para
os modelos NLS e de Thirring, a demonstracdo da integrabilidade quantica em tais modelos, conforme
enfatizado em [37, 44], ndo é matematicamente rigorosa, assim, ndo é de todo surpreendente que
falhem em situacdes mais complicadas como no modelo de LL. A forma matematicamente correta
de se lidar com tais modelos foi obtida originalmente em [44], onde no exemplo do modelo de LL,
mostrou-se que ndo somente é incorreto fazer manipulacdes formais com potenciais singulares como
0”(x), mas também é necessério que se construa extensdes auto-adjuntas e se considere um produto
operatorial regularizado.

As conseqiiéncias fisicas de tais operacdes ndo sido despreziveis, por exemplo, as propriedades
termodindmicas do modelo de LL, consideradas em [107], sdo altamente ndo-triviais e permitem
a demonstracdo da estabilidade do sistema. Outra e ainda mais notavel conseqiiéncia é que a
nocdo amplamente aceita de que a funcdo de onda para n particulas pode ser representada na forma
fatoradal ndo é correta em geral. De fato, ela & incorreta para os modelos de LL, de Alday-Arutyunov-
Frolov [43] e para o modelo principal quiral [33, 35, 80], embora nesse Gltimo o potencial ndo seja
tdo singular quanto 6”(x). E interessante notar que tais modelos integraveis surgem em diferentes
subsetores da teoria de supercordas em AdSs x S® e requerem extensdes auto-adjuntas distintas.
Ndo obstante, mesmo no caso da interagdo do tipo §(x) € necessaria a construgdo de extensdes
auto-adjuntas. Fica claro, pois, que o tratamento de modelo continuos requer um maior cuidado
matematico.

Em [44], foram dados os primeiros passos nessa direcdo com a construcdo da Hamiltoniana
quantica para o modelo de LL su(1,1) isotrépico. A questdo de como estender esse método para
a obtencdo das demais cargas conservadas, originalmente abordada em [37], constitui o tema do
presente capitulo, onde abordamos tal problema e desenvolvemos um método geral, e que deve ser
aplicavel a uma grande classe de modelos integraveis, para se obter as identidades de traco quanticas.
E importante lembrar que, conforme discutido na secdo 3.42, mesmo para o modelo NLS, deduzir
as identidades de traco n3o é uma tarefa simples. Em particular, a nocdo amplamente aceita de
que o ordenamento normal com respeito aos campos bosdnicos ¥(x) e 9f(x) resolve o problema

do ordenamento de operadores ndo é estritamente correta. De fato, para o modelo NLS, apesar

1Vide (5.0.1) para o exemplo com n=2.
2Vide também [22, 36, 54-56, 108—110].
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de ser possivel extrair as trés primeiras cargas das identidades de traco quanticas, a quarta ja nao
corresponde ao ordenamento normal usual [22, 58, 111]. Para o modelo de LL, a situagdo € a
inda mais complicada, porque nesse caso existem trés campos S sujeitos ao vinculo hiperbdlico (ou
esférico). N&o é claro, a priori, como devemos escolher o ordenamento operatorial de um modo
consistente. Em [92], Sklyanin optou por resolver o vinculo, e usar o ordenamento normal para
os dois campos remanescentes. Entretanto, essa abordagem apresenta algumas limitacGes sérias,
como, por exemplo, a impossibilidade de se obter a Hamiltoniana quantica em termos dos campos
ndo vinculados, conquanto a Hamiltoniana em termos dos campos originais S admite uma forma
razoavelmente simples [37, 44].

Esse problema se torna ainda mais crucial para outros modelos continuos, para os quais resolver os
vinculos pode ndo ser sequer possivel. Assim, o primeiro problema que abordamos é sobre como lidar
com o produto operatorial nesse caso. Fazemos isso por meio de um procedimento de regularizacio e
renormalizacdo, que mostramos implicar a relacdo de entrelacamento para a matriz de monodromia,
fundamental para a integrabilidade quantica e, conseqiientemente, para as identidades de traco. A
regularizacdo e renormalizagdo que usamos difere profundamente da empregada por Sklyanin em [92],
que foi introduzida apenas para satisfazer a relacdo de entrelacamento, regularizando, pois, apenas
as singularidade de um dado tipo. Contudo, como mostramos mais adiante, ela ndo é suficiente para
quantizar o modelo corretamente, e por isso, consideramos um esquema de regularizacdo e renorma-
lizacdo operatorial mais geral, que nos permite lidar com todas as singularidades ao mesmo tempo.
A nossa abordagem possui algumas propriedade e conseqliéncias interessantes. Dentre elas duas sdo
mais proeminentes: primeiramente a algebra regularizada e renormalizada que obtemos é altamente
ndo-local mesmo para o modelo de LL isotrépico®, tornando a analise subseqiiente significativamente
mais intrincada. Em segundo lugar, ressaltamos que, diferentemente do procedimento usual, a nossa
prescricdo nao utiliza nenhuma versao discreta do modelo em nenhum passo intermediario, bem como
s6 precisamos empregar representacdes integraveis da algebra®.

O segundo passo consiste em verificar se cada um dos operadores associados a cada carga con-
servada sdo auto-adjuntos, o que por sua vez requer a construcdo das extensGes auto-adjuntas e
leva a uma descricdo acurada do formalismo quantico [44]. Na terceira etapa, utilizamos o forma-
lismo do operador M, que estabelece uma conex3o entre o nosso método e o MEIQ), e fornece uma
deducdo concreta do espectro de cada operador, sem a necessidade de considerar o limite classico
para conjectura-lo, como feito por Sklyanin em [92]. Discutimos em detalhe também outros pontos
importantes, como a regularizagdo e renormalizacdo do vinculo, obtendo a sua contraparte quan-
tica. Ademais, mostramos que ao removermos a regularizacdo, o operador de Casimir resultante
corresponde a representacles integraveis, consistentes com as condi¢cdes de contorno e o fato dos
operadores serem auto-adjuntos. Finalmente, ao compararmos nossos resultados com os resultados
classicos, usamos a simetria do modelo para argumentar que qualquer outra carga quantica con-
servada pode ser escrita em termos de trés operadores fundamentais: o operador de Casimir C, o

Hamiltoniano quantico H e a terceira carga conservada quantica Q3. Dessa forma resolvemos essen-

3Note que tais algebras nio-locais (as algebras de Sklyanin) surgem originalmente apenas no contexto do modelo
de LL anisotrépico [92,112,113]. Mostramos, contudo, que é necessario introduzir uma algebra analoga a de Sklyanin,
mesmo para o caso isotrépico.

4Notamos que ao considerar o procedimento usual de discretizacdo, em geral, é necessaria a introducdo de repre-
sentagdes ndo-integraveis.
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cialmente o problema da obtenc¢3o das identidades de trago quénticas para o modelo de LL su(1,1)

continuo.

6.1 Quantizacao

Nesta secdo consideramos a quantizacao do modelo de LL isotrépico, cujo primeiro passo consiste
em promover os campos classicos S, i =1,2,3, a operadores quanticos que satisfazem as relacdes

candnicas de comutacao,

[S3(x); SE(y)] = £SF(x)6(x— ), (6.1.1a)
[ST(x): ST(y)] =2eS3(x)d(x—y), (6.1.1b)

que sdo obtidas a partir de (4.1.6) com
St=51+is%
Além disso, impomos as seguintes condi¢cdes de conjugacio:

[S*()] =S3(x) e [SE(x)] =ST(x). (6.1.2)

O passo seguinte é a construgdo de representacdes da algebra (6.1.1) com respeito ao vacuo
ferromagnético:
S3(x)|0) =€l0) e S (x)|0)=0.

Podemos proceder como em outros modelos integraveis continuos [22] e introduzir os vetores:

n n
= [Tt [IS Gl0) (6.13)
i=1 j=1
onde as fungdes f,(x1, ..., Xp) sdo continuas, simétricas com respeito ao conjunto {x,} e decrescem

suficientemente réapido, de forma que a integral (6.1.3) esteja bem definida. Portanto, o espaco de

representagdo coincide com o espago vetorial gerado pelos vetores |f,), n=1,2,....

A seguir, consideramos o produto escalar no subespaco de n-particulas:
n n n n

(gnlf) Z/defndxjg,’;(yl ..... Y)fa(xt o xa) O TT S (i) [T ST (x)10). (6.1.4)
=1 j=1 k=1 I=1

Ao levarmos todos os operadores S™(yx) para a direita utilizando as relagSes de comutagdo candnicas
(6.1.1), obtemos uma soma sobre as particdes P do conjunto {x;}7_; em subconjuntos disjuntos XP,

ou seja,
Mp

{xj};:lzulx,i tal que Xp [\ Xp, =0 se j#k,
P
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a saber,

M
(anlfi) = L e Co [(aentis s [1ax) g1, x )t TT TT 6(6n—)
P m=1xexh

(6.1.5)
onde os coeficientes Cp sdo inteiros positivos. Fica claro a partir de (6.1.5) que o produto escalar
(6.1.4) s6 é positivo definido para € =1, que corresponde ao caso hiperbdlico, ao passo que é
indefinido para o caso esférico, onde € = —1 [92]. Logo, somente no caso ndo-compacto é possivel
construir representacdes fisicamente apreciaveis da algebra (6.1.1) sobre o vacuo ferromagnético,
sendo, pois, imperativo que fixemos € = 1. Dessa forma, pelo resto do presente capitulo sempre que
nos referimos ao modelo de LL, consideramos apenas o caso su(1,1) no limite isotrépico. Como um
Gltimo adendo ao caso esférico, gostariamos de ressaltar que, embora ndo exista nenhum produto
escalar positivo definido para o caso su(2) com respeito ao vacuo ferromagnético, é possivel construir

uma representacdo com € = —1 sobre um vacuo nio-ferromagnético [114].

O operador de Lax quantico:

iS00 —st)
LOWX) = 5 ( 00 —20 ) (6.1.6)

pode ser obtido a partir de sua versdo classica (4.1.15)

Aoy _ A [ S0 i57(x)
L= 5820 1)_2/< 5400 —5%00 )

através da transformacdo de calibre:

i 01
d=Lx(x;N)p onde =AY e L,(x;N)=ALAN com A= 0 )
i

concomitante com a transformacdo do pardmetro espectral: \ — % A forma L,(x;\) é mais
conveniente no caso quantico, pois a matriz R quéntica (6.1.8b) possui a forma canénica (como no
caso su(2)). O fato de a transformacdo A ndo ser unitaria ndo representa nenhum problema, uma

vez que nem 1, nem ¢ possuem alguma interpretacdo probabilistica.

A matriz de monodromia para o intervalo [x_, x| é definida da maneira usual:

AZR) BEO > . (6.1.7)

T = Pe [ dx L0\ = ( GO DEO

Nesse caso, a relacdo bilinear,

(1) (2) (2) (1)
R —X) T (A1) T (X2) = T (2) T (A1) R(A — Az), (6.1.8a)
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onde introduzimos a seguinte notacdo alternativa para o produto tensorial:

(1) (2)
A=ARQL e A=1QA,

é valida com a sequinte matriz R quantica:®

3 . .
R(\) = ZWB(A)UB@)Ua com WO(A):A—% e WJ-(A):—é, =123, (6.1.8b)
a=0

se a relacdo de entrelacamento,
(1) (2 (1) 2
R()\l —>\2) |:[/(>\1,X)+ £(>\2,X)+ [/(>\1,X)O [/(>\2,X):| =
1) @) @) (1)
= |:[:()\1,X)+ £(>\2,X)+ [.:()\2,)()0 £(>\1,X)1| R()\l —>\2), (618C)

for satisfeita pelo operador de Lax quéntico. O produto “o" foi originalmente introduzido em [92]
com o intuito de resolver os problemas inerentes a definicdo do produto de dois operadores atuando
sobre o mesmo ponto, sendo definido para um par de campos locais A(x) e B(x) quaisquer como:

+A

X+A X
A()0B(x) = Jim + / dé, / dEs A1) B(E2). (6.1.9)

E importante notar que, embora o produto de Sklyanin (6.1.9) seja suficiente para tornar a relacdo
bilinear (6.1.8c) valida, ele ndo constitui uma boa prescricdo em geral, pois somente regulariza o tipo
de singularidade presente em (6.1.8c). Uma rapida inspecdo de (6.1.9) permite constatar que sua
acdo corresponde formalmente a dividir o produto de operadores atuando sobre um mesmo ponto
por §(0). De fato, é facil verificar que o produto de dois operadores satisfazendo a algebra (6.1.1) é
regularizado por (6.1.9) da seguinte forma:

[S3(x), S*()] = S*(x)8(0) L2 [$3(x)2 ST (x)] = S*(x). (6.1.10)

Ressaltamos que a validade de (6.1.8c) depende somente da estrutura algébrica fornecida pela se-
gunda expressdo presente em (6.1.10). Assim, fica claro que a prescrigdo de Sklyanin (6.1.9) ndo
€ somente inadequada para lidar com o produto de operadores regulares, como também com o
produto de operadores acometidos por singularidades mais severas. Por exemplo, se considerarmos
A(x) = B(x) =1, o produto de Sklyanin (6.1.9) implica que 101 = 0. Portanto, (6.1.9) ndo cons-
titui propriamente uma regularizacdo, mas sim um procedimento muito especifico que demanda um
cuidado especial. Mais adiante, na secdo 6.2, mostraremos que esse problema pode ser abordado ade-
quadamente ao introduzirmos operadores regularizados associados aos campos fundamentais S'(x).
Enfatizamos que a validade de (6.1.8a) e, conseqlientemente do MEIQ [21-23] depende do produto
(6.1.9).

Apéds considerarmos o limite para um intervalo infinito, constatamos que os elementos da matriz

de monodromia satisfazem as relacGes usuais de comutacdo, enquanto que as quantidades obtidas

5No que se segue empregamos as matrizes de Pauli usuais para su(2): o, = (1,0;), vide (4.1.12a).
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a partir do tr [T(X\)] formam uma familia de operadores comutantes, que podem ser interpretados

como as integrais de movimento para o modelo de LL. Suas autofunc¢des adquirem a seguinte forma:
n
A A0 =[] BOWI0),
=1
com os autovalores correspondentes dados por:
n
Y log [A(M)].
=1

E nesse ponto que nos deparamos com o problema crucial de se obter as identidades de traco
quanticas, a saber, de se extrair do tr [T(X)] as quantidades quénticas conservadas sob a forma
de integrais de densidades locais, como em (4.2.30) e (4.2.31) para o caso classico. O principal
motivo dessa dificuldade reside na presenca do produto de operadores atuando sobre um mesmo
ponto nas cargas locais, tornando-as, pois, quantidades extremamente mal definidas. Em particular,

ndo podemos proceder como no caso classico, e simplesmente decompor a série:
oo
tr [T = Y 1\,
n=0

para obter as cargas conservadas locais /,. Logo, a construcdo das integrais de movimento locais
proporciona um problema altamente ndo-trivial no contexto de modelos quanticos continuos, que,

do ponto de vista da teoria quantica de campos, corresponde ao procedimento de renormalizacdo®.

Em [92] somente as duas primeiras cargas foram devidamente construidas: o operador nimero
N e o operador momento P. Para escreve-las foi necesséria a introducdo de um novo conjunto
de operadores bosénicos W ,(x), correspondendo aos agrupamentos de n particulas, que aniquilam o

vacuo ferromagnético, ou seja, W,(x)|0) =0, e satisfazem a seguinte algebra:
[Win(x): ()] = 6mnd(x — y). (6.1.11)

Em termos desses novos campos W,(x), podemos rescrever os operadores associados aos campos

originais da seguinte forma:

SP(x)=s+ i SSUT (X)W (), (6.1.12a)
S*(x) = W00+ X st (OWa(x), (6.1.12b)
S(x) = sV (0 + X STV W (x), (6.1.12c)

onde sg =1, SJ =42, s>=nest=+/n(n+1) para n>1. De forma que os operadores nimero e

6Vide, por exemplo, [115].
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momento admitem as seguintes expressoes:

N = f n/dx\UI,(x)\IJn(x), (6.1.13a)

Z /dx [0 W ()W (x) — W (x)3W (X)) - (6.1.13b)

Contudo, ndo foi possivel deduzir a forma do Hamiltoniano quantico, apenas a sua a¢do operatorial
sobre os estados com uma e duas particulas, conjecturada. Mais recentemente, em [44], mostrou-se
que para se obter um Hamiltoniano local para o setor geral de n particulas, é necessario que se
regularize o produto mal definido de operadores atuando sobre um mesmo ponto simultaneamente
a construgdo das devidas extensdes auto-adjuntas. Seguindo a metodologia empregada em [44],
primeiramente precisamos considerar uma regularizacdo para o Hamiltoniano quantico, como a obtida

através do método da separacdo de pontos’:
Ho = 3 lim [ dxdy Fux. ) {-0.5%(09,5%() + 0,5 (09,5~ (1)+
€—
+ 848y [SP(x)8(x — y)] —8:8,6(x—y)}, (6.1.14)

onde F.(x,y) é alguma fun¢do suave, simétrica em (x,y) e que decresce suficientemente rapido
no infinito, de forma a tornar a integragdo presente em (6.1.14) bem definida. A dependéncia no
pardmetro € é introduzida para que no limite de € — 0, tenhamos:

Iijg)Fe(X,y)=5(X—y)-

E claro da definicdo (6.1.14) que Hg aniquila o vacuo ferromagnético:
Hel0) =

Também nao é dificil calcular a agdo do Hamiltoniano regularizado sobre o estado geral com n

particulas:
Helfy = [ ax [226,0] [T5* ()00

+y dek{[ (x) — 8f(x)} 80, (x

i>) k#j Xj=Xj+e€

I st

0), (6.1.15)

X=X

onde A, :z,":la,? representa o Laplaceano em n dimensGes. Portanto, para que |f;) seja um
autoestado de Hg, precisamos impor as seguintes condi¢es de compatibilidade:

T aan| =0, Vi) (6.1.16)

X,:XJ‘

ERSEEAS

=Xj+€

" Point-splitting regularizarion method.
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Logo, a partir de (6.1.15) podemos inferir:
- Aan(X) = Enfn(x) < HQlfn> = En|fn>v (6117)

onde E, é a energia do estado com n particulas. Uma conseqiiéncia deveras importante das condices

de compatibilidade (6.1.16), conforme mostrado em [44], é a fatorabilidade da matriz S.

De posse de um Hamiltoniano regular, o passo seguinte consiste na construcdo das extensdes
auto-adjuntas. Por simplicidade, consideramos somente o setor com duas particulas, posto que ele
Jja exibe todas as idéias importantes, e as complicacles inerentes ao caso geral sdo apenas de carater

técnico®. Para tanto, introduzimos o espaco vetorial V' gerado pelos vetores da forma:

w:( fi(x) ) (6.1.18)
f(x,y)

onde fi(x) € L2(R,dx), fh(x,y) € L%(R?\ {x =y}, dxdy) e fr(x,y)|x=y = i(x) € €°(R). Um

produto escalar® em V pode ser definido para qualquer par W, ® € V' como:

@v) =5 [ dxgi R+ [ dxdy gix ) (6.1.19)
XF£y

Assim, podemos definir o operador H:V — V pelas duas condicoes seguintes:

1. A acdo de H sobre f>(x, y) é simplesmente o Laplaceano —A\, para qualquer (x,y) € R2\ {x =

F/\U:( hh(x) )
—Dofh(x,y)

2. H & Hermiteano em V com respeito ao produto escalar (6.1.19), ou seja,

y}, isto é,

(HO|W) = (D|AV).

Essas condi¢gdes em conjunto com o fato de V ser fechado sob a acdo de H, isto &,
AV ew, vveV,

fixam a forma de h e permitem a deducdo da acio do Hamiltoniano:

2(8 —8,) fr(x, y) = — 826 (x,
Holfs) = < (0= ) 2l )l oxce = Ol (o) ) (6.1.20)

—Dofh(x,y)

que coincide com a forma conjecturada originalmente por Sklyanin em [92] e estd de acordo com
(6.1.16).

8Encorajamos o leitor interessado a consultar a referéncia [44] para os detalhes da construcdo das extensdes auto-
adjuntas para o setor de n particulas.
9Note que esse produto escalar é equivalente ao produto escalar que introduzimos anteriormente (6.1.5) com n= 2.
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6.1.1 A Hierarquia dos Operadores M,

Conforme discutimos ao final da secio 2.719, para qualquer modelo integravel classico, a evolucdo

temporal de um campo ®(x, t):
Or®(x, t) ={Im ®(x. 1)},

onde uma carga conservada arbitraria /,, € tomada como a Hamiltoniana, é equivalente a hierarquia

de operadores M (x; \), satisfazendo a condicio de compatibilidade!® [22]:
DL (X 2) = BMED (x; 0) + [ MED (x:0), £ (6 M) (6.1.21)

onde Lﬁd)(x;k) é o limite classico do operador de Lax (6.1.6). Por exemplo, o par de Lax da teoria
classica pode ser obtido a partir de (E(XC')(X;A),M§C')(X;>\)). Para um sistema definido no intervalo

[x1,X] com condi¢cdes de contorno periddicas, a solugdo possui a forma [20, 23]:

{trT)ff()\), £ (x: u,)} — B, M2 (x; A1) + [M;f (2 ), £ (x; M)} , (6.1.22a)
onde
X2 (1) (];()2 (1>2
MBOGA ) =tr [ T2 r(A =) TZ(N) |, (6.1.22b)

. . ) .
e r(A—pu) é a matriz r classica’?, enquanto que a operacdo tr representa o traco operatorial sobre

o primeiro espaco em C2® C2;

m ONIONC)
tr (A®B) =tr (A . B) = (trA) B.

No limite do intervalo infinito, o operador M,(Tfl)(k,x) correspondente a carga conservada /,, pode

ser obtido a partir da série:

Xp—>+00
X1 —>—00

lim  M2(x: A1) = i M MED (O, x).
m=0
Estamos, de fato, interessados nos operadores M (X, x) quénticos, que descrevem a evolugdo
temporal da matriz de transicdo quantica T;f()\). Para o modelo NLS tais relacdes, bem como
os detalhes envolvidos na sua deducdo, podem ser encontrados em [23]. J&, para o modelo de LL,
devido a dificuldade em se extrair as integrais de movimento locais, sé foi possivel obter os operadores
My (x;N):
il LG N)] = 0 Ma(OG )+ 0 [Ma(GN), LOGN)] 5, (6.1.23)

10V/ide teorema 2.7.7 e a discuss3o subseqiiente.
1INo que se segue, omitimos a dependéncia temporal.
2Vide 6.2.40.
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para as duas primeiras cargas

=N — Mo(x)) = % (6.1.242)
h=P — M) ==L(xN), (6.1.24b)
onde denotamos o ordenamento normal com respeito aos campos W ,(x) da maneira usual : ---: [92].
A relagdo (6.1.23) implica:

I TEN] = Ma(x )TN = T (DM (x5 A) 5, (6.1.25)

da qual inferimos as relaces de comutacdo!>:
[V, JogA(MN)]=0 e [N, B(N)]=B(), (6.1.26a)

2

[P,logA(M)]=0 e [P,B(N)]= —XB(A). (6.1.26b)

Em [92] a agdo do Hamiltoniano quéntico sobre o estado de duas particulas, bem como as relagdes

de comutacdo (no limite do intervalo infinito):
4
[H,logA(N)]=0 e [H,BN)]= ﬁB(A), (6.1.27)

que levam ao espectro, foram conjecturadas de forma a reproduzir o limite classico correto. Na
proxima se¢do, abordamos esse quesito em detalhe, deduzindo as rela¢Ges (6.1.27) apropriadamente.
Portanto, a importancia da hierarquia dos operadores M é estabelecer uma conexdo entre o o MEIQ,

a diagonalizacdo direta e a construcdo das extensdes auto-adjuntas das cargas conservadas quanticas.

6.2 Regularizacao dos Operadores

Nesta secdo, propomos um método para lidar com as singularidades associadas ao produto de
operadores atuando sobre um mesmo ponto, e consideramos suas conseqiiéncias, demonstrando al-
guns resultados interessantes. Em particular, obtemos as contrapartes quanticas dos trés invariantes
fundamentais classicos (4.2.32), deduzimos seus espectros e os operadores M ,(x,t;\) correspon-
dentes. Ademais, explicamos em que sentido o nosso método pode ser visto como uma alternativa
a discretizac3o.

Conforme discutimos anteriormente, o problema mais desafiador no contexto do modelo de LL,
e de outros modelos continuos integraveis, reside na dificuldade em se expressar as quantidades
conservadas comutantes na forma de integrais de densidades locais. A origem desse problema ¢ a
presenca do produto de operadores atuando sobre um mesmo ponto nas expressbes definidoras de
tais cargas locais, o que faz com que as supracitadas integrais sejam quantidades extremamente

mal definidas. A nossa solugdo para esse problema consiste simplesmente em lidar desde o comeco

13Consideramos o limite isotrépico das relacdes (29) de [92].
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somente com um conjunto de campos regularizados:
Sh00) 1= [ AKHS©, i=+-3, (6.2.1)

onde F.(x,y) & uma fungdo suave, simétrica em (x,y), dependente de um pardmetro € e que de-
cresce rapidamente no infinito de forma a tornar a integral (6.2.1) uma quantidade bem definida.
Outras condigdes sobre a fungdo F.(x,y) serdo impostas mais adiante. Nosso objetivo é reformular
completamente a teoria singular (que envolve os campos despidos S'(x)) em termos dos campos

regularizados S’(x).

E importante enfatizar que a introducdo de tal funcdo vem ao encontro da ideologia por tras
da funcdo F.(x,y) introduzida por [44]'* com o intuito de regularizar a Hamiltoniana quantica, e
difere, em sua esséncia, da abordagem empregada por Sklyanin em [92], onde o produto operatorial
foi modificado, com a introdugdo do produto de Sklyanin (6.1.9). Ressaltamos que em nossa consi-
deracdo o produto operatorial permanece inalterado, ou seja, € simplesmente o produto usual entre
operadores, enquanto que os operadores sdo regularizados de acordo com (6.2.1), e, como ficara
claro mais adiante, também renormalizados. O nosso objetivo inicial € mostrar que a introducdo de
tal regularizacdo permite que a relagcdo bilinear (6.1.8a) seja satisfeita, sem precisarmos empregar um

subterfagio como o fornecido pelo produto (6.1.9).

Como um primeiro passo nessa direcdo, deduzimos a algebra satisfeita pelos operadores regulari-

zados S'z(x). Invertendo a relagdo (6.2.1),

ﬂ@z/ﬂ@@ﬂ%@) (6.2.2)

introduzimos G.(x,y) outra funcdo suave, simétrica em (x,y), dependente do pardmetro € e que

decresce suficientemente rapido no infinito, mas tal que:
Si(x) :/d£ dz Fo(x,€)Ge(€,2)SH(z) /dﬁfs(x,g)ge(g,z) =0(x—2). (6.2.3)

Entdo, com o uso da élgebra satisfeita pelos operadores despidos (6.1.1), é facil mostrar que os

operadores regularizados S satisfazem as seguintes relacdes de comutacao:

[S3(x); SE()] = :l:/dleE(x,y,z)Sf(z), (6.2.4a)

[SF(X): SE()] = 2/dle€(x,y,z)Sj3T(z), (6.2.4b)

MEmbora a fungdo F. introduzida em [44] difira da fungdo Fe(x,y). que utilizamos na definicio de (6.2.1), existe
naturalmente uma conexdo entre as duas, que é dada por:

Fe(x,y) ~ / daFe(x, o) Fe(a, y).

Apesar de n3o ter sido importante para os propésitos de [44], ficara claro que a introdugdo de Fe(x,y) aqui é necessaria
para lidar com as singularidades presentes na algebra e na relagdo de entrelagamento. Naturalmente, isso afeta a
normalizagdo dos operadores, e resulta na representagdo correta de su(1,1).
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onde o nacleo Kc(x,y,z) é a sequinte fungdo simétrica em (x,y):

Ke(x.y.2) = / dE Fo(x, ) F (1. £)0u(2.£). (6.2.5)

Notemos que, contudo a algebra (6.2.4) satisfeita pelos operadores regularizados seja n3o-local, ao
removermos a regularizagdo, isto €, ao tomarmos o limite € — 0 (vide equacgdo (6.2.9), mais adiante),
verificamos que a localidade é recuperada.

De posse da algebra (6.2.4), podemos considerar a relacdo de entrelacamento (6.1.8a). Para po-
dermos escrevé-la em termos dos campos regularizados S}, lembramos que as condi¢cdes necessarias

para garantir a veracidade de (6.1.8c)!® s3o:
[S:(x);SE(X)] =£SE(x) e [SE(x);SF(x)] =25%(x). (6.2.6)

Assim, enquanto a algebra (6.2.6) for satisfeita, a relacdo (6.1.8a) é valida. E facil demonstrar que

esse requisito impdem a seguinte condigdo sobre a fungdo Fe(x,y):
lim [F.(x)]? = lim F.(x). (6.2.7)
e—0 e—0

Podemos, pois, concluir que com essa restricdo sobre a funcdo F.(x,y) no limite € — 0, a algebra
(6.2.4) se reduz as condi¢des (6.2.6) no limite x =y e € — 0. Portanto, a relagdo (6.1.8¢) é vélida
no limite € — 0, com o produto o tomado como o produto operatorial usual, mas com o operador de
Lax, £(x; ), definido em termos dos campos regularizados, Sz(x), ou seja,

1) () (1) (2
m {R(Al —A2) |:£_’F(X;>\1)+ Lr(x; )+ Lr(x; A1) L].‘(X;Ag):l } =

li
e—0

: 1) (2 (2) (1)
= 6I|_r>rg){ [ﬁ;(x; M)+ Le(x )+ Le(x ) Le(x; Al)} R(X\ — >\2)} , (6.2.8a)
e
_ i S30 =SE(X)

Mas agora podemos utilizar (6.2.8a) para garantir a validade da relacdo bilinear (6.1.8a) no limite
€ — 0, e com a matriz de monodromia (6.1.7) definida com respeito ao operador de Lax regularizado.
Conforme explicado anteriormente, a equagdo (6.1.8a) é fundamental para a aplicabilidade do MEIQ.

Finalmente, gostariamos de comentar que, apesar de a condigdo (6.2.7) ndo possuir nenhuma
solu¢do n3o-trivial dentre as funcdes usuais, ela, de fato, possui uma solucdo na classe das funcdes
generalizadas, que pode ser escrita como:

o 6E(X_y)

-7:e(X-J/)—Wv (6.2.9)

onde §.(x) € alguma regularizacdo da fungdo §, de sorte que 0.(0) € uma constante bem definida
antes de tomarmos o limite € — 0. E deste ponto de vista que a funcdo Fe(x,y) ndo constitui apenas

uma regularizacdo, mas também uma renormalizacdo. Portanto, para o caso do produto de dois

15Que por sua vez é um requisito para a validade de (6.1.8a).
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operadores, fornecerd um produtos como (6.1.9), porém sem o comportamento probleméatico com

respeito aos campos regulares.

6.2.1 Operador de Casimir

Uma questdo que surge naturalmente neste contexto, é sobre o que acontece na teoria quantica
com o vinculo classico (4.1.2):

C=53(x)S3(x) — SH(x)S1(x) — S2(x)S%(x) = S3(x)S3(x) = SH(x)S~(x) = 1. (6.2.10)

N&o é dificil de constatar que o operador quantico definido por C é formalmente um operador de Ca-
simir da algebra (6.1.1), porém, novamente, devido & presenca de produtos de operadores atuando
sobre um mesmo ponto, é claro que a expressdo (6.2.10) ndo fornece um operador bem definido.
Existem duas formas de se contornar esse problema. Por um lado, é possivel considerar os operado-
res despidos e substituir o produto usual pelo de Sklyanin (6.1.9), enquanto que pelo outro podemos
simplesmente rescrever (6.2.10) em termos dos campos F-regularizados e manter o produto ope-
ratorial usual. Todavia ja tenhamos enumerado algumas das vantagens da segunda abordagem em
comparagcdo com a primeira, gostariamos de elaborar esse tépico em maior detalhe para o produto
(6.1.9), de forma a explicitar e clarificar um dos problemas inerentes ao uso do produto de Sklyanin.

Ja vimos!® que 101 = 0, queremos agora exibir um exemplo mostrando uma inconsisténcia ainda
maior do produto de Sklyanin. Ao notarmos que:

X+A X+A
53(X)OS3(X)\O>:AIiLnO%/X d&/x dé, $3(£1)5%(£2)0)
1 x+A X+

. A _A?
e usarmos (6.2.10), lembrando que o vacuo ferromagnético é aniquilado por S~(x), concluimos um
resultado absurdo. Portanto, verificamos explicitamente que lidando diretamente com os operado-
res despidos, mesmo se empregarmos o produto (6.1.9), ndo & possivel efetuar uma regularizagdo
completamente consistente do modelo.

Resta-nos, pois, a segunda opg¢do: usar os operadores regularizados S’f. Consideremos, inicial-

mente, a seguinte expressao geral:
Cr = SH(x)SH(x) = SE(X)SF(X) + 11 SF = Ke, (6.2.11)

como o nosso candidato ao operador de Casimir. Os pardmetros ; e k. foram introduzidos com o
intuito de refletir a ndo comutatividade entre os operadores quanticos S*(x) e S™(x). E importante
ressaltar que a expressdo (6.2.11) depende do pardmetro de regularizagdo € em ambos os lados, e
que, embora ndo seja mais um operador de Casimir da algebra (6.2.4), podemos verificar que, ao
tomarmos o limite € — 0, torna-se novamente um. Conseqiientemente, um maior cuidado é necessario

ao se lidar com o vinculo quéantico regularizado (6.2.11), e, em geral, ndo podemos supor que C =1,

16Vide discussdo apés (6.1.10).
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como no caso classico, pois empregamos operadores renormalizados. Ademais, mostraremos que, no

limite € — 0, as representacdes construidas a partir dos campos S} possuem, de fato, spin s =1/2.

A seguir, determinamos o parametro «y;, 0 parametro k. serd considerado em detalhe nas se¢des

subseqiientes. Usando o operador de Lax (6.2.8b) e a algebra (6.2.4), inferimos, no limite € — 0 que:
(LF)? = % —1[ke—(m+1)S3H]. (6.2.12)
Ent3o, para que (L£)® seja univocamente definido, isto €, de forma que
(Lr)* = (LF)-(LF)* = (LF)*(LF),

precisamos impor a condicdo:
[£7.55] =0,

que leva a determinacdo do parametro 7y;:
v1 = —1. (6.2.13)
Logo, o vinculo regularizado (6.2.11) assume a seguinte forma:
Cr = 3005300 — 1 [SEX)S7(0) + S7()SE)] = k. (6.2.14)

Uma outra expressdo atil que segue de (6.2.12), e que sera utilizada mais adiante, quando deduzirmos

os respectivos operadores M,(x; \), é:

1+4K,

(L. 85 Lr] ,L:;} —a, [ > /:f} . (6.2.15)

Finalmente, consideramos a renormalizacdo do vacuo ferromagnético, para isso definimos, como

anteriormente, o vacuo ferromagnético com respeito aos operadores despidos,

S30) =apl0) e ST|0)=0, (6.2.16a)
0 que pode ser escrito, em termos dos operadores regularizados, S} da seguinte forma:

S>30y =¢(|0) e SZ|0)=0, (6.2.16b)

onde os pardmetros ag e (. serdo determinados posteriormente. Notamos apenas que, ao usarmos a

definicdo (6.2.1) e tomarmos o limite € — 0, obtemos uma relagdo entre tais parametros:

do

Ce:m-

(6.2.17a)

Além disso, ao considerarmos o operador de Casimir (6.2.11), inferimos uma relagdo entre os para-
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metros (¢ e Ke:

(2= = ke (6.2.17b)

6.2.2 Hamiltoniano F-regularizado

Com o introducdo dos campos F-regularizados, todos os produtos estdo propriamente definidos,
e podemos prosseguir com a construcdo das demais cargas conservadas. Naturalmente, o préximo
passo a ser considerado consiste em rescrever o Hamiltoniano (6.1.14) em termos dos campos

regularizados Sz:
H= ?/dx [—20,53(x)8x S3(x) + 8« S E(x)0x S (x) + 8, S7(x)8: S (x)] , (6.2.18)

onde m(€) € um parametro arbitrario que sera fixado posteriormente!’. Mostramos, a seguir, que o

mesmo conjunto de estados de n particulas:
n n
[ /de,- Fa o) [1ST()10), (6.2.19)
i=1 j=1

fornece uma representacdo para a algebra su(1,1) dos operadores escritos em termos dos campos
Sz. Assim como na consideragdo anterior, as fungdes f,(x1,..., X,) sdo continuas, simétricas no
conjunto {x,} e decrescem suficientemente rapido no infinito para que a integral (6.2.19) esteja bem
definida.

A acdo do Hamiltoniano (6.2.18) sobre o vacuo ferromagnético fornece a energia do vacuo:
/0y = %/dxdzaxazzce(x,y,z)‘ 10) = ho(e)[0), (6.2.20a)
x=y

enquanto que a acdo sobre o estado com uma particula:

(M — ho(e)]| ) <% — 57}8 dx 82, (x)S* (x)]0). (6.2.20b)

Introduzimos o simbolo 4(0) para denotar lim._,0d.(0). Ja para o mais complicado setor com duas

particulas, podemos demonstrar que:

[ — ho(e)][fy) 22 — 2O

/ dx dy Dafy(x,y)S*(x)S™ (v)[0) +

NED
a 1 y=x+te€
10 | s = 7| [ x[@-20tn] st s ol -
—52((2))/dxaxﬁyf2(x,y)’)<y5+(x)5+(x)|0>_ (6.2.20c)

17De fato, poderiamos partir de uma forma ainda mais geral para o Hamiltoniano:
1 _ _
M= / dx [~2m1(€)0:S3(x)0:S3(x) +12(€)0x S (x)0x S (x) + m3(€)0x S 7 (x)8x S £(x)]

onde os pardmetros n;(e), i = 1,2,3 sdo arbitrarios. Entretanto, a condi¢do de diagonalizagcdo requer que fixemos
n1(€) = n2(e) = m3(€) = n(e), de forma que obtemos o Hamiltoniano na forma (6.2.18).
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Logo, se utilizarmos as condi¢es de compatibilidade (6.1.16), inferimos o valor do pardmentro ag:

0(0
30:1+%. (6.2.21)
E facil compreender esse resultado se considerarmos o operador de Casimir'® (6.2.11). Utilizando
as relagdes (6.2.17) obtemos o pardmentro k¢ no limite € — 0:

Cr = S3(x)S%(x) [SE(X)SF(X)+S£(X)SE(x)] = —1/4. (6.2.22)

1
2
Portanto, construimos uma representacdo de su(1,1) que de fato possui spin s =1/2. Isso se deve
ao fato de que introduzimos os operadores S} de tal forma que em cada ponto fixo x, a algebra
su(1,1) que formam no limite € — 0 (6.2.6) esta bem definida. E importante ressaltar que, diferen-
temente do processo usual de discretizacdo, que envolve a introducdo dos operadores discretos S, e
a construgdo de representa¢Bes ndo-integraveis, isto é, com spin s # 1/2,1,..., 0 nosso método s6
utiliza representacdes integraveis.

Podemos, também, fixar o valor de n(¢€), escolhendo o seu comportamento limitrofe:

8%(0)

do

limn(e) = Eo,
e—0

onde Eq é alguma constante finita arbitraria. Por consegliinte, as expressGes (6.2.20b) e (6.2.20¢)

assumem a seguinte forma:

(H— ho(e))|f) <% —Eq / dx B2 (x) S* (x)]0), (6.2.23a)
(H— ho(e)) ) =% —E, / dx dy Dafa(x,y) ST (x)S™(v)[0). (6.2.23b)

Consegiientemente, é possivel reproduzir a construcdo das extensdes auto-adjuntas para o setor
com duas particulas de [44], conforme discutimos ao final da secdo 6.1. De uma forma mais geral,
podemos demonstrar a validade de relagdes similares a (6.1.16) e (6.1.17) para o Hamiltoniano
F-regularizado (6.2.18), de forma que a construgdo geral das extensGes auto-adjuntas de [44] no
setor com n particulas também se aplica sem nenhuma complicagcdo adicional para o Hamiltoniano
(6.2.18).

Finalmente, notamos que tanto o Hamiltoniano quanto o operador de Casimir F-regularizados po-
dem ser escritos de uma forma significativamente simplificada, ao empregarmos o traco e o operador
de Lax Lx:

>\2
C:fi/dxtr |:£]-"£]—':|, (6.2.24a)
}\2
H=hot - / dx n(e) tr [@X,cf(x,x)@x,cf(x,x)} . (6.2.24b)

E importante frisar que isso n3o teria sido possivel sem a introducdo dos campos F-regularizados.
Portanto, estabelecemos o resultado significativo de que a formas do Hamiltoniano e do operador

18Enfatizamos que, de fato, trata-se de um operador de Casimir apenas no limite € — 0.
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de Casimir quénticos regularizados (6.2.24) essencialmente coincidem com os respectivos invariantes
fundamentais classicos em (4.2.32), com os campos classicos substituidos pelos campos regularizados
S’f. Resta-nos, pois, apenas obter o terceiro invariante fundamental em termos dos operadores F-
regularizados e mostrar que ele coincide com a sua contraparte classica. Ademais, mostraremos que

ele pode também ser escrito em termos do traco do operador de Lax quantico.

6.2.3 Espectro

Na se¢do anterior, obtivemos uma expressdo bem definida para o Hamiltoniano quantico (6.2.24b)
e deduzimos o seu espectro através da diagonalizacdo direta. Nesta secdo, mostramos que o espectro
de (6.2.24b) também pode ser inferido por intermédio do MEIQ. Dessa forma, estabelecemos uma

conexdo explicita entre os dois métodos ao obtermos as relagdes de comutagdo (6.1.27).

Primeiramente, precisamos encontrar o operador M»(x;A) que satisfaz a rela¢do:
I[H; L7(x; )] = 0 Ma(x; X)) + [Ma(x; X); L(x; V)] (6.2.25)

N&o é dificil calcular o lado esquerdo de (6.2.25):

. . e—0 7](5)>\
I[H, E]:(X, >\)] — — 265(0)

B [Lr(x;N), B L \)]. (6.2.26)

De fato, usando a relagdo (6.2.15) é facil constatar que o operador Ms(\,x) possui a seguinte
forma:
Mo(x;X) = aoLr(X;N) + B[ Lr(X; N), O Lr(X; N)], (6.2.27)

com os coeficientes a, e B> dados por:

144k _ A
Qo = 2)\56(0) [S] 62 = _256(0) (6228)
Finalmente, da equagdo (6.2.25) obtemos:
M T ()] = Mol VT () = T ()M (i), (6.2.29)

onde naturalmente a matriz de monodromia é definida com respeito ao operador de Lax regularizado
Lx. Se decompusermos M (x;A) da seguinte forma:

Mo(x;\) =0y MT(;N) +0_ M5 (N + o3 M3(x;\), (6.2.30)
onde
MEO0) = 225500~ 22 [5£(00.55(x) ~ 855 () S]] (6.2.31a)
M; (A x) = ""725;(x) + 2% [S2(x)8x S5 (x) — B SE(x)S 2(x)] (6.2.31b)
ME(Ax) = %sg(x) + % [SE(x)Bx S5 (x) — B SE(X)S7(x)] (6.2.31c)
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entdo a equacdo (6.2.25) é reduzida ao seguinte conjunto de relagdes de comutagdo para os elementos
da matriz de monodromia (6.1.7):

P[H A ()] = M3 NG () + ME O M)A (V) = A (NME(CA) — B (AOM; (x2i ),
(6.2.32a)

i[H; BXE (V)] = M3 (x: \) DX (V) + M3 (x4 A) Bt (N) — A ()M (x2 X)) + Bt (NM3B(x2; ),
(6.2.32b)

H: CEN)] = M5 s MAE () = M3 (x4 )G (V) = D (VMG (x5 0) = GE(NMB (x5 ),
(6.2.32¢)

i [H: D (N)] = M5 (3 N B () = M3 s ) DEF(A) + DEF (N MB (x5 A) — CF ()M (x20 ).
(6.2.32d)

A passagem para o intervalo infinito é feita com a introducdo da matriz de monodromia reduzida

Too(X) como o limite:

TooA) = lim [e(—x4; M) T (N)e(x=;A)]  onde e(X;A):eiaTaX. (6.2.33)

X+ —Eoo

Entdo, multiplicando ambos os lados da equacdo (6.2.32) por e(—xy,\) pela esquerda e e(x_,\)
pela direita, tomando o limite xx — 0o e notando que

SI(x) %1 e SE(x) 20,

concluimos que no limite € — 0:

[H: A (V)] = 0, (6.2.34a)
[H: Boo (V)] = 20‘2;7(6) B(V), (6.2.34b)
2 Co] = - 2220 e ), (6.2.34¢)
[H: Do (V)] = 0. (6.2.34d)

Portanto, provamos as relagdes (6.1.27), das quais o espectro do Hamiltoniano segue. Mostramos,
pois, como fazer uma conexdo entre o nosso esquema de regularizacdo, a diagonalizacdo direta e o
MEIQ.

6.2.4 Cargas Conservadas Superiores

Nesta secdo, construimos a versdo quéantica do invariante cibico de (4.2.32), e mostramos que,
similarmente ao Hamiltoniano e ao operador de Casimir, a densidade correspondente pode ser expressa
em termos do traco do produto de operadores de Lax quanticos. Com isso concluimos que todos os
trés invariantes fundamentais quanticos possuem tal forma, e que coincidem com as suas contrapartes
classicas (4.2.32). Portanto, qualquer outra carga conservada deve ser decomposta em termos
de tais invariantes fundamentais, e, por isso, escrita como um produto dos campos Lr e suas
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derivadas espaciais. Finalmente, fornecemos uma prescricdo geral para se obter os operadores M,,,
que estabelece a conexdo com o MEIQ.

A expressao final para o invariante clbico quantico regularizado, Qs, € a seguinte:
.Co(€)>\3 >
Qs =i [ dxtr [cf-axcf-axcf , (6.2.35)

onde a constante ¢g(€) sera determinada mais adiante. Para deduzi-la, partimos do seguinte polinémio

clbico geral:
Q3 =icy(e) / dx {al S30xSF02Sy; +ar S30,S702SF + a3 SE0,SF02S 7 +
+ as S;EGXS;@fS} + as S;@XS}ﬁfS}f + ag S}@XS}TGES} , (6.2.36)

onde os coeficientes a;, i =1,...,6 s3o arbitrarios e serdo fixados posteriormente a partir da condicdo
de diagonalizacdo. E facil constatar, usando a algebra (6.2.4), que uma permutacdo arbitraria das
derivadas leva exatamente a mesma expressdo que (6.2.36). Entdo, apés calculos longos e tediosos,
porém, sem maiores complicacdes técnicas, podemos demonstrar que o vetor (6.1.3) diagonaliza o

operador Qs, se duas condicdes forem satisfeitas:

1. Os coeficientes relativos a;, i =1,...,6 sdo:

aa=-1, a=1 a3=1 a=-1 a=-1 e a=1;
2. Para cancelar os termos de fronteira é necessaria a imposicdo das condicbes de compatibilidade
(6.1.16), bem como o uso da expressdo (6.2.21) para o parametro ag.

Assim, com os coeficientes relativos determinados e os termos de fronteira eliminados, podemos

coletar os termos remanescentes em uma forma compacta:
Qs = ico(e) [ dxe*(Sr),0u(S) B (S ) (6.2.37)

Ao expressarmos os campos (Sx); em termos do operador L£(x; ), obtemos o resultado (6.2.35).
Fixando a fung¢do co(€) pelo seu valor no limite € — 0,

_ 53(0)
i) = Sz

Qo,

onde Qg é alguma constante finita arbitraria, podemos, por exemplo, calcular a acdo de Q3 sobre o

estado com duas particulas:
Qsh) =5 */QO/d)ﬁ dy, (85 +85)) fa(y1,¥2) ST(31)S™ (12)10). (6.2.38)

A partir dos resultados obtidos nas Gltimas secdes, a saber:

1. Os trés invariantes fundamentais quanticos possuem a mesma forma que suas contrapartes

classicas, quando escritos em termos dos campos F-regularizados;



6.3 Extensoes Auto-Adjuntas 163

2. As trés cargas conservadas quanticas fundamentais podem ser escritos como o traco sobre um
produto do operador de Lax e suas derivadas espaciais;

podemos reivindicar que qualquer integral do movimento pode ser decomposta em termos de tais
invariantes e suas derivadas espaciais.

No que resta desta secdo, desenvolvemos uma prescricao geral para a obtencdo dos operadores
Mp(x; X\) correspondentes, e, assim, proporcionamos uma conexdo explicita com o MEIQ. Posto
que qualquer carga conservada pode ser escrita em termos do operador Lz(x;\), é conveniente
considerar a relacdo:

(1) (2) (1) (2)
£f<x.xl>,cf<y,xz>] = @Kty [r(xl,xz),cﬂz,m+£f<z,xz)} L (6239

onde a matriz r possui a seguinte forma:

i
r(A1, ) = m (112@124-;03@03) ) (6.2.40)

Note que, em todas as expressdes finais, ao tomarmos o limite A\; — XA> = A, a singularidade ﬁ

é cancelada. Assim, por exemplo, para o Hamiltoniano, inferimos:

[H,Ef(y;AQ)} = Etlr)/dx |:(7'tl)(X;>\1),;é2])-‘(y;>\2):| , (6.2.41)

que no limite € — 0 e Ay — X\, fornece:

An(e)

i[Hxﬂf(y;A)} = 726.(0)

o,[£r.0,L7], (6.2.42)

levando ao resultado anterior (6.2.25-6.2.28). Similarmente, usando (6.2.39), podemos deduzir o
operador M, correspondente a qualquer carga, embora se torne um processo incrivelmente tediosos
conforme consideramos ordens mais altas. Por exemplo, para Qs, um calculo similar resulta na
seguinte expressdo: _

Qs £5(vi)| = 38, ML), (62.43)

onde A (L) é alguma funcdo do operador Lx(y;X).

6.3 Extensdoes Auto-Adjuntas

O teste final da consisténcia da presente construcdo consiste em verificar se os operados sdo auto-
adjuntos. A construcdo das extensdes auto-adjuntas para o Hamiltoniano foi feita originalmente
em [44]'°. Nesta secdo, generaliza-la-emos para o caso do terceiro invariante fundamental Qs.
Consideramos em detalhe o setor de duas particulas com o produto escalar dado por (6.1.19), e no

final tecemos alguns comentarios sobre o caso geral, com n particulas.

19Para os detalhes relevantes, vide secdo 6.1.
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Introduzimos a a¢do de Q3 sobre |f2) como:

B I3 fi(x)
Qslfy) = ( Ash(ey) > (6.3.1)

com A3 =wY ;82 onde n denota a dimens3o apropriada, neste caso, n=2, e w € C\R. Simetria
com respeito ao produto escalar (6.1.19),

(Q3G2lf2) = (92/1Q312),

requer

5 [ dxaieonac— [] dedy gttty -

X1#X2

- %/dx [7351(X)rf1(X)— // dxdy [A3§2(X,y)r7‘2(x,y). (6.3.2)

X17X0

Entdo, calculamos

[ axavasixnsatixn = [ axdy [sagatn)] Bixn +

X1#X0 X1#X2

+u [ ax[G00y) (6~ 82) flx.y) + (62 - 82) B30, ) o) -

- s y=x-+€
— 8.5 (x.1)0cB(x.¥) + 0,35 (x. Y3, a(x.¥)|

y=x—¢€
que é equivalente a

y=x-+e

i/dx{@g(X,}/)[w(af85)}1‘2(X,y)} - // dxdy 35 (x,y)Ash(x,y) =

y=x—¢€

Xy X0
2 [o{ o -a) §2<x,y>]*f2<x,y)}:i:— [[ axay [ps0x0:9)] Bk
Xy X0

Comparando com (6.3.2) inferimos:

+e
+AX), (6.3.3)

=X—€

5 f(x) :3[w (83—35) fz(X,Y)}y

onde 7§ é algum operador auto-adjunto em L£?(R,dx). Em seguida, a condicdo de que o espaco

gerado pelos vetores |f,) seja fechado sob a agdo de Q3 permite que fixemos a forma de 7@. Assim,

=ify
x=y

—A3h(x,y)

X-+€ ~
=3[w(@2-8) Rt x| +hAK)

y=
y=

=X-+€ ~
= —wdh(x,x) = 3w (8 +8,) {(ax —8,)h(x.y) LX_E —8,8,H(x.y) ‘X_y] FRAK),  (6.3.4)
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que com o uso das condi¢bes de compatibilidade (6.1.16) para n=2:

y=x+te
8, 5(x,y) =0, Y)| =8By BxY ey,

implica
B3 (X) = —wd (X, X). (6.3.5)
Logo, podemos concluir que
y=x+e€
3w| (82 —82) fh(x, —wd3f(x, x
Qs|h) = {(X ) y)}y=x—e 2(x.%) (6.3.6)
—Ash(x,y)

€ um operador auto-adjunto.

E importante ressaltar que (6.3.6) ndo impdem nenhuma condicdo adicional sobre o espaco de
Hilbert, sendo uma mera conseqiiéncia das condigdes de compatibilidade (6.1.16), que definem nosso
espaco de Hilbert. Esse resultado pode ser generalizado para o setor geral de n-particulas com o uso
da fatorabilidade da matriz S, que simplesmente expressa a equivaléncia exata entre as condicdes de

compatibilidade para o caso geral, com n particulas, e para o caso com apenas duas.
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Capitulo 7
O Modelo de Alday-Arutyunov-Frolov

“Ein Fachmann ist ein Mann, der einige der grobsten Fehler kennt, die man in dem

betreffenden Fach machen kann und der sie deshalb zu vermeiden versteht.”

Werner Heisenberg

O modelo de Alday-Arutyunov-Frolov (AAF) surge como um truncamento consistente das equa-
¢des de movimento da supercorda em AdSs x S° ao subsetor su(1|1) [43]. Para tanto é necessaria
a imposicdo do calibre uniforme, que corresponde a identificacdo da coordenada temporal global do
espaco de Anti de Sitter (AdSs) com o tempo da folha-mundo, bem como a igualar o momento de
uma das coordenadas angulares de S° a carga J do grupo U(1) correspondente. Apés a fixacdo do
calibre uniforme permanecem apenas os graus de liberdade fermiénicos, que podem ser entdo combi-
nados em um anico férmion de Dirac 9, e a acdo assume uma forma manifestamente invariante de
Lorentz.

O modelo de AAF é classicamente integravel, uma vez que o par de Lax para o modelo sigma de
cordas completo também admite uma redugdo consistente para o setor su(1|1) [43]. Muito embora
a integrabilidade quantica do modelo ainda ndo tenha sido estabelecida, as equacdes de Bethe foram
deduzidas a partir do conhecimento da matriz S para o espalhamento de duas particulas e da hipdtese
de espalhamento fatoravel em [35].

Neste capitulo, revisamos a dedugdo do modelo de AAF seguindo o artigo original [43] e o artigo
de revisdo [13]. Faz-se necessario pois, uma breve recapitulacdo de alguns fatos sobre a &lgebra

superconforme psu(2,2|4) e da construcdo da Lagrangeana para o modelo sigma de cordas.

7.1 A Supercorda em AdSs x S® como um Modelo Sigma

A teoria de supercordas em AdSs x S® pode ser descrita como um modelo sigma n3o-linear cujo
espaco alvo é o seguinte conjunto quociente:

PSU(2,2|4)
SO(4,1) x SO(5)

(7.1.1)
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O supergrupo PSU(2,2]4) contém o subgrupo bosénico SU(2,2) x SU(4), localmente isomérfico
a SO(4,2) x SO(6) e cujo quociente com respeito ao grupo SO(4,1) x SO(5) fornece uma repre-
sentacdo para a variedade AdSs x S® com o grupo das transformacdes locais de Lorentz dado por
SO(4,1) x SO(5). O supergrupo PSU(2,2|4) fornece as isometrias do superespaco AdSs x S°.
Dessa forma a acdo da teoria de supercordas surge como a soma da acao desse modelo sigma

nado-linear com o termo topolégico de Wess-Zumino, que garante a simetria k.

7.1.1 A Algebra Superconforme

Considere a superélgebra s[(4]4) sobre o corpo dos complexos. Como uma algebra de matrizes,

5[(4]4) é gerada por matrizes 8 x 8 que podem ser escritas em termos de blocos 4 x 4:

M= ( m 0 > (7.1.2)
n n

Tais matrizes devem possuir supertraco nulo:
strM=trm—trn=0. (7.1.3)

A superalgebra s[(4[4) possui uma estrutura Zo-graduada, isto é, as matrizes m e n sdo pares,
enquanto que @ e n, impares?.

Ja a superalgebra su(2,2|4) &€ uma forma real ndo-compacta de sl(4|4), obtida a partir da iden-
tificagio M* = M em sl(4]4), onde M* = —HMTH=! é a involucdo de Cartan e o adjunto de uma
supermatriz M é definido como M = (M?)*. Assim, uma matriz M € su(2,2|4) deve satisfazer além

da condi¢do de supertraco nulo (7.1.3), a sequinte condigcdo de realidade:

HM +MTH = 0. (7.1.4)

E conveniente fixarmos a forma da matrix Hermiteana H:

Y 0
H—( o 1, ) (7.1.5)

(1, o
(5 0) i

Notamos que para qualquer elemento impar 8 a conjugacdo atua como uma anti-involugcdo antilinear:

onde

(cO) =c6", 67 =0, (6:16:)" = 6305,

que garante, em particular, que (M;M,)f = M;LI\/II, ou seja, que supermatrizes anti-hermiteanas
formam uma algebra de Lie.

1Que podem ser consideradas como variaveis anticomutantes de Grassmann.



7.1 A Supercorda em AdSs x S° como um Modelo Sigma 171

A condigdo (7.1.4) implica:
m=-¥mrt, nl=-n nl=xe.

De modo que, m e n geram as subalgebras unitarias u(2,2) e u(4), respectivamente. A algebra
su(2,2|4) também contém o gerador do grupo u(1), i1, dado que esse também satisfaz a condigdo

de realidade (7.1.4) e possui supertraco nulo. Portanto, a subalgebra bosénica de su(2,2|4) é:
su(2,2) @su(4) du(l). (7.1.7)

Finalmente, defini-se a superalgebra psu(2,2|4) como a algebra quociente de su(2,2|4) sobre esse

fator u(1). Nota-se que tal algebra ndo possui realizagdo em termos de supermatrizes 8 x 8.

7.1.2 Graduacado 7,4

Considere a operacdo de supertransposicdo:

MSt = ( mt ' ) (7.1.8)

gt nt

Claramente, a operacdo M — — M=t define um automorfismo de quarta ordem em sl(4|4), em parti-
cular, o mapa:
Q:sl(4)4) —sl(4]4), M—QM)=—-KMK?, (7.1.9)

obtido através de uma transformacdo de similaridade com respeito a matriz K = diag (K, K) onde?:

0 -1 0 0
1 0 0

S50(4.1) ~SO(4.1
K =[SOt o) _ ; -
0 1 0

também define um automorfismo de quarta ordem, cuja acdo sobre o produto de dois elementos
My, M € 51(4,4) satisfaz:
Q(MiMy) = —Q(M)Q(My).

A existéncia de um automorfismo de quarta ordem permite que equipemos a superalgebra de Lie
5[(4,4) com uma estrutura graduada do tipo Z4. Denotando ¢ = sl(4,4), definimos:

9RO ={Meg:QM)=i"M}, (7.1.10)

de forma que, como espaco vetorial, ¢ pode ser decomposto como uma soma direta de subespacos
graduados:
9 =99y py®ay®, (7.1.11)

onde [90, 4] c g+ médulo Z,. Estamos particularmente interessados na projecdo de uma

2Vide apéndice B para a definicio das matrizes gama.
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matriz qualquer M € ¢ nos subespacos ¢k,

MB = = (M +BKQ(M) + PXQ2 (M) + i* Q3 (M) . (7.1.12)

Sl

N3o é dificil de constatar que as projecdes M@ e M2 sio pares, enquanto que as projecdes M) e

M®) s3o impares.

Queremos estender a decomposi¢do (7.1.11) para matrizes em su(2,2|4), para tanto precisamos
entender como o mapa €2 se relaciona com a involucdo de Cartan. Embora [K,X] =0, em geral,

temos que (M) # (MT)t: logo, tem-se que a acdo de Q (anti)comuta com a involugcdo de Cartan:

Q(MH), M par

(7.1.13)
—Q(MH), M impar

QM) :{

Suponha, pois, que M € su(2,2|4), de forma que as expressdes (7.1.13) podem ser rescritas de

uma forma mais compacta:
QM) =TQIM)Tt = —(TH)QM)(TH)™L, (7.1.14)
onde introduzimos a hipercarga T = diag (14, —14) e podemos calcular facilmente o adjunto de M)
MKT = —%H [M+ 5 TQ(M)T ™1+ PKQ2 (M) + P T Q3 (M) T H L (7.1.15)

Notando que TQ(M)T~ = Q3(M), concluimos que M*) = —HMKTH=1 e conseqiientemente,
M) € su(2,2|4), Vk. Portanto qualquer matriz M € su(2,2|4) pode ser decomposta unicamente na
soma (7.1.11) com cada M) € su(2,2|4).

A subalgebra bosénica su(2,2) & su(4) du(l) C su(2,2]4) é decomposta por Q na soma direta
de dois elementos graduados 4(© e 42, cujos elementos s3o da forma:

1 m—KmtK1 0
0 _ = 1.1
M 2( 0 n—KntK1 ) (7.1.162)
1 m+KmtK1 0
MR == . 7.1.16b
2( 0 n+KntK—1 ) ( )

Assim, temos que ¥(©) =s0(4,1) @ s0(5) C su(2,2) Bsu(4), enquanto que os elementos de 4 geram
o complemento ortogonal as algebras de Lie s0(4,1) e s0(5) em su(2,2) ®su(4), ou seja, ¥ contém
os geradores da algebra de Lie correspondentes ao conjunto quociente % = AdSs x S°.

Notamos que o elemento central i1 € su(2,2|4) também pertence a projecdo 4.

Finalmente, para completarmos a discussdo da decomposicdo Z4 de su(2,2]4), exibimos as pro-
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jecbes impares:

1 0 6 iKntK1

MO = 2 o K , (7.1.17a)
2\ n+iKoK 0
1 0 64 iKntK1

M3 = = , K . (7.1.17b)
2\ n—iKOtK1 0

7.1.3 A Supercorda de Green-Schwarz como um Conjunto Quociente

Consideramos uma corda fechada propagando no espaco AdSs x S°, cuja folha-mundo é para-
metrizada por coordenadas T e ¢ e constitui um cilindro de circunferéncia 2r, com o € [0;2r], onde
r & uma constante arbitréria, que fixamos da maneira canénica, r = . E conveniente considerarmos
a tensdo da corda g adimensional, que para o caso de AdSs x S® pode ser expressa em termos do

raio R de S° e de o':
R2

2o’

g
no contexto da correspondéncia AdS/CFT, tem-se a seguinte relagio com a constante de 't Hooft,
A y

A R

g= o=

2
27 a’

Logo, a acdo da supercorda assume a seguinte forma:

2m
s=far | 2. (7.1.18)
0

2T

Seja g € SU(2,2]4) e considere a sequinte 1-forma com valores em su(2,2|4):
A= —g tdg=A© 1 AW 1 A@) L AB), (7.1.19)

onde exibimos a decomposicdo Z4 da corrente A de acordo com (7.1.11). Claramente, a corrente A

satisfaz a condicdo de curvatura nula por construcdo:

dA—AANA=0. (7.1.20)

A densidade Lagrangeana para a supercorda em AdS® x S° pode ser escrita como:
<= —7'y°‘ﬁstr (A,(f)Aé )) — keP (AS)A(ﬁ )> , (7.1.21)

que é a soma de um termo cinético com um termo de Wess-Zumino. A simetria kappa requer que
k = £v3/2, notamos também que apenas sob essa condicdo a Lagrangeana (7.1.21) define um modelo
classicamente integravel. A convencdo adotada em (7.1.21) é a sequinte: €77 =1 e v = h*B/—h

é a combinacio invariante de Weyl da métrica na folha-mundo com dety = —1.

Precisamos ainda justificar que a Lagrangeana (7.1.21) descreve uma corda no conjunto quociente
(7.1.1). Paraisso seja h € SO(4,1) x SO(5) e considere a transformac&o induzida por esse elemento:
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g — gh. Sob essa transformagdo a 1-forma (7.1.19):
A= bhtAp—h 7 dh = AQ — h AOK —p~tdy, A3 -t AL23),

E facil constatar que a componente A sofre uma transformacdo de calibre, enquanto que todas as

outras componentes sdo levadas em suas representacdes adjuntas.

Por construgdo, a Lagrangeana (7.1.21) depende apenas do elemento do grupo g. Contudo,
sob uma multiplicacdo a direita de g por um elemento local® h € SO(4,1) x SO(5), as componen-
tes homogéneas A, A e AG) sofrem apenas uma transformac3o de similaridade, que deixa a

Lagrangeana (7.1.21) invariante. Portanto, tal Lagrangeana depende apenas do conjunto quociente

SU(2,2]4)
SO 1)xS0(5)

Resta apenas eliminarmos o fator u(1) C su(2,2|4), para isso relembramos que seu gerador, il
aparece na projecdo A®) e notamos que como resultado de uma multiplicacdo a direita de g por um

elemento de U(1) correspondente a i1, a projecdo A(® & deslocada:
AP 5 A@) ot

Dado que o supertraco de tanto A®® como da matriz identidade sdo nulos, temos que tal transfor-
macdo deixa a Lagrangeana (7.1.21) invariante. Conseqiientemente, além de s0(4,1) x s0(5), existe
uma simetria u(1) induzida pelo elemento central /1. Tal simetria pode ser utilizada para eliminar
a parte de traco de A através de uma transformacdo de calibre. Dessa forma, no que se segue
tomamos A(® sem traco, o que pode ser visto como uma fixacdo de calibre para tais transformacdes
u(1). Portanto, tem-se que o grupo de simetrias globais de (7.1.21) coincide com PSU(2,2|4).

7.1.4 Parametrizacdo do Conjunto Quociente

Naturalmente existem inimeras maneiras de se parametrizar um elemento do conjunto quociente
(7.1.1) e todas elas devem estar relacionadas entre si por alguma redefinicdo dos campos. Contudo,

para 0s nosso propositos a seguinte parametrizacdo se mostra mais conveniente:

g=9(0.mg(x.y), (7.1.22)

onde g(x, y) descreve a imersdo de AdSs x S° em SU(2,2) x SU(4), enquanto que g(6,7) & respon-
savel por incorporar os 32 graus de liberdade fermiénicos. Tomamos:

S0(4.1), e%(xb rbso@))

g(x.y) = g(x)g(y) = e2tas (7.1.23)

onde as coordenadas x, parametrizam AdSs e as y,, S, as matrizes F;O(“) e F;O(S) estdo definidas
no Apéndice B. Deixamos subentendido que g(x,y) € uma matriz bloco diagonal 8 x 8, com o bloco

4 x 4 superior correspondendo a g(x), e o inferior, a g(y).

*h =h(r,0)
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Ja a matriz fermibnica assume a seguinte forma:

0 0 o 0 n5 mb n7 n
0 0 0 0 n 2 B opt
0 O 0 0 6 6% @ 6
0 O 0 0 6> 6% g7 @8
g(6,m) = exp , (7.1.24)
m m -0 -6 0 0 0 O
M M -6 -6 0 0 0 O
n m3 -0z -6 0 0O 0 O
mg Ma —04 —6g 0 0 0 O

onde ' e n' sdo 8+ 8 férmions complexos que satisfazem a seguinte regra de conjugacdo: '* =6;
en'*=mn;.

A parametrizagdo do elemento bosénico do conjunto quociente que escolhemos em (7.1.23) é feita
em termos de 5+ 5 coordenadas livres x; € y,. Entretanto, para fins de implementacdo das simetrias
conforme e R & mais conveniente trabalhar com um conjunto de 6 + 6 coordenadas vinculadas que
descrevem a imersio de AdSs em R*2 e S® em R®. Nesse caso os representantes de AdSs e de S°,
ga(v) e gs(u), sdo dados pelas matrizes:

0 —/V5—V6 V1—iV4 —/VQ—V3
Vs + Vg 0 —iVo+Vvs  Vitiv
ga(v) = . . , : (7.1.25a)
—Vvi+iva IVo—Vv3 0 Vs — Vg
/V2+V3 *V1*/V4 *I'V5+V6 0
0 —iU5—U6 —ily — Ug —U2+/U3
IUs + Ug 0 —Up— iUz —IilUp~+ Uy
gs(u)y=1 . , . . (7.1.25b)
Iup+Us U+ iuz 0 IUs — Ug
UQ*I'U3 IILI1*LI4 *I-U5+U6 0

As novas coordenadas satisfazem os vinculos:

1=V VE+ i+ Vi — @ — 2, (7.1.26a)

1=+ U3+ U3+ uf + ug + 2, (7.1.26b)

que garantem que g,(v) € SU(2,2) e gs(u) € SU(4,4). Notamos que nas coordenadas (u,v) as
transformacdes conforme e da simetria R atuam de forma linear, ao contrario do que acontece com
as coordenadas (x,y). Uma relagdo entre essas duas descrigdes do conjunto quociente pode ser
obtida ao considerarmos que os elementos g,(v) € SU(22)/so(4,1) e gs(u) € SU(4)/so(s) podem ser

escritos como:
9a(v) = g(x)Kg(x)",  gs(u) = g(y)Kg(y)", (7.1.27)

onde g(x) € SU(2,2) e g(y) € SU(4) sdo dadas por (7.1.23). Além do mais as seguintes rela¢des
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sdo satisfeitas:

x|

Xo= ooiVas Xl =arccoshve,  IxIP = ¢ 435+ ¢ -5, (7.1.28a)
sinh|x|
ly|

V2= Gl ly| =arccosug, |yI> =y2+v2+y2+y2+)2. (7.1.28b)

7.1.5 Simetrias Globais

Para podermos identificar o truncamento consistente ao setor su(1|1) precisamos analisar as
simetrias globais mais atentamente. A a¢do do grupo de isometrias PSU(2,2]4) sobre um elemento

do conjunto quociente é realizada por multiplicacdo pela esquerda:

onde G € PSU(2,2|4), g e g sdo representantes do conjunto quociente antes e depois da agdo do
grupo de isometrias, respectivamente, e h € SO(4,1) x SO(5) & uma transforma¢do de compensacgéo.
Consideraremos apenas transformacdes infinitesimais, ou seja, aquelas geradas pela algebra de Lie
psu(2,2|4).

Transformacdes Conformes de Campos Bosonicos

Considere o elemento do conjunto quociente que descreve o espago de Anti de Sitter, g(x).

Claramente, pela discussdo anterior* g(x) € SU(22)/so(4.1) e deve satisfazer:
Kg(x)tK™t = g(x). (7.1.30)
Uma transformagdo conforme infinitesimal atuando sobre tal g(x) deve ser da seguinte forma:
69(x) = ®g(x) — g(x)®c, (7.1.31)

onde ® € su(2,2) faz o papel do pardmetro de uma transformacio infinitesimal e ®. € s0(4,1) C

su(2,2) € uma transformacdo de compensacdo, que satisfaz®:
KOLK ™! = —o,. (7.1.32)

A transformagdo de compensacdo d. é determinada a partir de ® ao impormos que dg(x) €
SU(2.2)/so(a,1), ou seja, que dg(x) também satisfaca a condi¢do (7.1.30). Em particular, para de-
terminarmos a regra de transformacdo em termos das coordenadas v ndo precisamos desse fator de

compensag¢do, pois ao utilizarmos (7.1.27) em conjunto com (7.1.32), obtemos:

09a(v) = Pga(v) +ga(v)®F. (7.1.33)

O operador de dilatacdo é identificado com o gerador das translacGes ® = %/‘5(50(4'1)) da coor-

4Vide componente M) € ¢(2) na discussdo sobre decomposicdo Z4, equacdo (7.1.16b).
5Vide componente M(©) € ¢(9) na discussdo sobre decomposicdo Z4, equacio (7.1.16a).
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denada global temporal de AdS, t, que pode ser expressa em termos das coordenadas vs e vg, vide
equacgido (7.1.26a),

el =ivs+ vg.

De forma que o grupo U(1) responséavel apenas pelas rotacdes de vs e vg corresponde as translagdes
emt, t—t =t+¢.
Em contrapartida, a rotacdo de so(4) C su(2,2) que atua linearmente sobre vy, ..., V4, Mas que

nao afeta as direcdes v5 e vg € induzida pela seguinte matriz:

/El a1+ 151 0 0

<I>50(4) = —e b B .O ° . ' (7-1-34)
0 0 i€3 o+ 186
0 0 —ae+ 186 —i&3

que é a soma direta de dois su(2).

Simetria R para Campos Bosonicos

Considere o elemento do conjunto quociente que descreve a esfera pentadimensional, g(y). Cla-
ramente, g(y) € SU@#)/so(s), de forma que uma analise similar & da simetria conforme se aplica ao
caso da simetria R. Os seguintes escalares:

21:U4+/U1, ZQZU2+/U3, 23:U6+/U5 (7135)

desempenham um papel central no truncamento consistente ao setor su(1]|1). Cada um desses
escalares Z;, i =1,2,3, carrega uma unidade de carga com respeito a um u(l) C su(4) gerado,

respectivamente, pelas matrizes:

1 0 0 100 0
110 -1 0 1] o 10 o0
o == O, == 7.1.36a
Yoo 1 21 0 01 o0 ( )
0 0 -1 0 0 0 -1
10
1] 0 1 1 _soe)
By == — =506, 1.
=50 0 0 F (7.1.36b)
00 0 -1

e & neutro com respeito aos outros dois. Além do mais, notamos que as u(1) geradas por ®; e d,

sdo subalgebras de so(4) = su(2) x su(2), responsavel por rodar somente as coordenadas uy, ..., Uy
e gerado por:
i€ a1+ 61 0 0
—a + Iﬁl —Ifl 0 0
Pgo(a) = , , : (7.1.37)
0 0 €3 ae+i0Bs

0 0 _a6+/66 —/53
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Transformacoes Conformes e Simetria R para Campos Fermionicos

Considere o elemento fermidnico do conjunto quociente g(8,m) = e® e denote o elemento bosé-
nico simplesmente por g. A acdo infinitesimal do grupo de simetria sobre os férmions pode ser obtida
a partir da expressdo para a variacdo de um elemento arbitrario do conjunto quociente:

5o(E€g) = de®g—e®gd,, (7.1.38)

onde ®. denota novamente uma transformacdo de compensacdo, que, em geral, depende de ¢, ©
e g. Considerando que uma transformacdo conforme infinitesimal para campos bosénicos obedece a
(7.1.31), concluimos:

0e© = [,0]. (7.1.39)

Utilizando a parametrizagdo do elemento fermiénico do conjunto quociente (7.1.24), podemos
escrever a matriz © como uma matriz bloco antidiagonal. Similarmente, podemos também agrupar

as transformacdes conformes e de simetria R para a parte bosénica como uma matriz bloco diagonal.

ez(o J/), ¢=<¢"’ 0 ) (7.1.40)
v o0 0 &,

Dessa forma, (7.1.39) implica:
SV =W -V, oW =0,V TUd,, (7.1.41)

de onde concluimos que as colunas de W se transformam na representagdo fundamental de su(4),
enquanto que as colunas de W, na representacio fundamental de su(2,2).

50(4,1)
:%/—5 ( )J

A forma da matriz de dilatagdo, ¢ untamente com (7.1.41) permite que concluamos

que a carga dos n' com respeito ao operador de dilatacdes & % enquanto que a dos @' é —%.

Transformacoes de Supersimetria
Para completarmos a nossa discussdao sobre simetrias globais, exibimos as transformacdes de
supersimetria infinitesimais com respeito a um pardmetro fermiénico € (compreendendo 32 supersi-
metrias):
1
0cg =5 1e.0lg—g¥e, (7.1.42a)
0.0 =¢, (7.1.42b)

onde novamente denotamos o elemento bosénico do conjunto quociente por g e a transformacio de
compensagdo ®. € s0(4,1) x s0(5).
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- - o —
e SA
—_— - - > - - -
Correspondéncia AdS/CFT
Setor su(1]1)
Setor su(1[1)
N =4 SYM Supercorda em AdSs x S°

Figura 7.1: Defini¢do do setor su(1]|1) na teoria de Supercordas a partir do setor su(1]|1) na teoria
de calibre dual.

7.2 O Setor s5u(1|1) da Teoria de Supercordas

A definicdo do setor su(1|1) da teoria de supercordas em AdSs x S° € feita de tal forma que ele
seja 0 menor setor a conter todos os estados duais aos operadores contidos no setor su(1|1)° da
teoria de calibre dual”. Vide figura 7.1.

O setor su(1]|1) da N =4 SYM contém os operadores compostos da forma:
tr(WMZzI= %y 4. (7.2.1)

de acordo com a linguagem A =1, o operador Z corresponde a um dos trés supercampos escalares
complexos, enquanto W, a componente de maior peso de W4, o gaugino do multipleto vetorial. O
campo WV, se transforma como um espinor sob uma das subalgebras su(2) da algebra de Lorentz
s5u(2,2) e é neutro com respeito a outra. Os campos Z e W carregam cargas 1 e 1/2 sob o subgrupo
U(1) C SU(4) gerado por &3 (7.1.36b).

E natural supormos que os escalares complexos (7.1.35) sejam duais aos supercampos escalares
da teoria de calibre. Conseqiientemente, a reducdo ao setor su(1|1) requer, em particular, que Z; =
Z> =0. Além do mais, demandamos que v; =0, i =1,2,3,4, de forma que apenas as coordenadas
que correspondem ao tempo global de AdS, vs e v sdo ndo-nulas. A algebra da simetria bosénica
residual é:

50(4) X 50(4) = s5u(2) x su(2) x su(2) x su(2).
AdSs S5

Substituindo ® = 14 ® P44y nNa regra de transformacdo para férmions (7.1.39) verificamos que,
com respeito a simetria residual, os 8+ 8 férmions complexos originais sdo decompostos da seguinte

60 setor su(1]|1) da N'=4 SYM & fechado, ou seja, constitui um subespaco invariante de operadores compostos
sobre o qual a acdo do operador de dilatacdo é fechada.
"Via correspondéncia AdS/CFT.
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maneira:
(2,1;2,1)®(2,1;1,2)®(1,2,2,1)®(1,2;1,2).

Por exemplo, a matriz fermiénica carregando a representacdo irredutivel (2,1;1,2) é:
n" n®
n

e(2,1;1,2) - (722)

O Ol o|lo o
O O||lo o|lo o

o OO O|]|o oo o
O OO0 O|]|o oo o
O OO O|]|o oo o
O OO0 O|]|o oo o

o OO0 O|]|o o
o OO O|]|o o

Mg MNa

As equacdes de movimento da supercorda admitem uma reducdo consistente a esse setor®, que
é governado por duas simetrias su(2), uma advinda da algebra de Lorentz e outra da simetria R.
Ndo obstante, um truncamento a um subconjunto ainda menor de férmions existe, correspondendo
a imposicao das condicdes:

n=n"=ma=m=0 ou P’=n’=n3=ng=0.

Notamos, contudo, que ndo existe uma reducdo consistente que mantenha apenas um férmion,
por exemplo 18, ndo-nulo. O motivo advém do termo de Wess-Zumino, que contém um acoplamento
clibico de dois férmions com um @nico campo holomérfico Z = Z. Ao fixarmos n* =0, quebramos a
algebra de Lorentz su(2) a um u(1), sob o qual o campo Z & neutro e os férmions n® e n® carregam

cargas opostas. Portanto, existe um acoplamento cibico invariante do tipo:

et Znsng,

com possiveis derivadas em T e ¢ atuando sobre os campos fermiénicos. Em vista desse acoplamento
clbico & inconsistente impor que 13 =0, dado que a equacado de movimento para esse campo implicara

um vinculo ndo-linear envolvendo Z e 7g.

Dessa forma, consideraremos a reducdo que mantém apenas dois férmions complexos nao-nulos,
13 e n® como a definicio do setor su(1]1) da teoria de supercordas. E importante frisar que tal
truncamento consistente ndo coincide com os subsetores fechados da teoria de calibre dual, dado

que possuem um nimero diferente de graus de liberdade®.

8(2,1;1,2).
9Ha dois férmions complexos 73 e 1 no truncamento da teoria de supercordas, enquanto apenas um, W, no setor
su(1|1) da teoria de calibre dual.
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7.2.1 A Lagrangeana do Modelo de Alday-Arutyunov-Frolov

Para obtermos a Lagrangeana do modelo reduzido além de impormos as condicdes discutidas

anteriormente:

AdSs: vi=w=v3=1v=0;

S Z1=Z=0=>u=w=u3=us=0;
01 =0,=03=0,=05=0;=03=0;
M=Mm=Mm="n="n="m =0,

Bésons : {
(7.2.3)
Férmions : {

na Lagrangeana (7.1.21), precisamos fixar a liberdade de reparametrizacdo de (7.1.21). Isso é feito
através do calibre uniforme, que consiste em identificar a coordenada 7 da folha-mundo com o
tempo global de AdS, t, e distribuir a Gnica componente ndo-nula do momento angular em S°,

J = J3, homogeneamente ao longo da corda:
T=t pp=Js, (7.2.4)
onde ¢ é uma variavel angular ao longo de um dos S! C S®. De acordo com as nossas definicdes:
ivs+ve =e't, Z=ius+ug=e". (7.2.5)

Dado que consideramos cordas fechadas os campos sdo fungdes periddicas de o € [0,27], em parti-
cular:
o(2m)—¢(0) =2mm, meZ. (7.2.6)

O ntmero de enovelamento!®, m, representa o nimero de voltas que a corda descreve ao redor do

circulo parametrizado por ¢.

Finalmente, substituindo em (7.1.21) as condi¢bes (7.2.3) e (7.2.4), obtemos:

=Py 2o (00 + oo g (G +
+VAy™ {ft’ — ¢’ + é(er(ﬁ)CaJr ;(t”r(b/)(f] + Lz, (7.2.7)

onde denotamos as derivadas com respeito a 7 e ¢ por um ponto e por uma linha, respectivamente;

além do mais introduzimos a seguinte notacdo para os férmions:

— pni4+nin;
Cr nm_l nn,/ (7.2.8)
CO’ = 77/77/ +"7’77,'v

com i =3,8. A Lagrangeana de Wess-Zumino contém termos da forma e/(t*®) ausentes na parte

cinética, mas que podem ser eliminados por meio da transformac3o:

M8 = 67%(t+¢)193,8y e = e2(tH0) 38, (7.2.9)

10Winding number.
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Notamos que os férmions originais m carregavam uma carga sob as simetrias u(1) de translagdo
em t e ¢, contudo, as novas varidveis ¥ sdo neutras. Observamos também que os férmions ¥ sao
(anti)periddicos se m for (im)par. Levando em conta a transformag¢do (7.2.9), a Lagrangeana (7.2.7)

assume a seguinte forma:

& = \f ™ {F ¢+ - (t+¢)CT (f+<i>)2/\] +
_,'_?,yaa |:t,2_¢/2+;(tl+¢/)CU_;(t,+¢/)2/\:| 4

V2 [tt’—¢¢’+L’l(t+¢)ca+é"(r’+¢’)9— SEFOE+IIN + Lz (7.2.10)
enquanto que o termo de Wess-Zumino:

Lz = QT(t’+¢’)—gQg(f+¢), (7.2.11)

N| =

e usamos as seguintes notacdes:

Cr =90 +09'9;, Qp =930+ 903 — 939 — 9893, A=19;19

. 7.2.12
(o =00 +90/, Qo =0308' + 005 — 039 —9%9%". ( )

O préximo passo consiste em identificar os verdadeiros graus de liberdade fisicos, o que faremos
ao construir a formulagcdo Hamiltoniana do modelo reduzido. Denotando por p; e pgy 0s momentos
canonicamente conjugados a t e ¢, obtidos de (7.2.10), rescrevemos a Lagrangeana em termos das

coordenadas do espaco de fase:

_,f:ptt'+p¢(i)+i(l?t pg)Cr + (t + ¢
1
TTf

T (r’+¢'>[t'<2—A>—¢>’<2+A)+/c01}+

{30002 N) o2 N+ 252) +

TO

i K
+ o |:ptt +ppd + 4 (.Dt Pe)Co + 2(t’+¢’)Qa] , (7.2.13)
onde as componentes da métrica na folha-mundo entram como multiplicadores de Lagrange.

Ao impormos o calibre uniforme (7.2.4) algumas das equagdes de movimento que seguem de
(7.2.13) transformam-se em vinculos, que devem ser resolvidos para encontrarmos os verdadeiros
graus de liberdade. Notamos que ndo introduzimos ainda os momentos canonicamente conjugados
aos férmions, visto que eles ndo estdo diretamente envolvidos na nossa escolha de calibre e, portanto,
podem ser tratados apds termos resolvido todos os vinculos bosénicos.

Ao variarmos (7.2.13) com respeito a ™7, obtemos uma equagdo para ¢':

Pt — Py

S
¢ = I4p¢+2nQU

Co (7.2.14)
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enquanto que a variacdo com respeito a y77 fornece uma equacdo para p;, cujas solucdes sio:

Pt = P, (7.2.15a)
ps(2—N) +2kQ,
2+ A

A variavel p;, conjugada ao tempo global de AdS, t, corresponde a densidade de energia espaco-
temporal da corda: p; =#. Em particular, como impomos o calibre uniforme (t =T), a carga de
Noether associada as translacdes do tempo global deve corresponder a Hamiltoniana H para os graus

de liberdade fisicos:

27

do

H:/ — . (7.2.16)
o 2T

Selecionamos a segunda solugdo, equagdo (7.2.15b), dado que ela leva ao limite bosénico correto

pt = —pg, ou seja, S = J. Logo, a densidade Hamiltoniana assume a seguinte forma:

J2—=N)+2kQ,

o= 21 A

(7.2.17)

Notamos que a densidade Hamiltoniana (7.2.17) ndo contém derivadas temporais dos campos fer-

midnicos.
Substituindo a solug¢do para p; (7.2.15b) em (7.2.14) obtemos:
¢ = 2/i”/\. (7.2.18)
Integrando sobre o e considerando (7.2.6), obtemos o vinculo:
e
u://O SiA= ™ (7.2.19)

que corresponde a condicdo de nivelamento!! imposta aos estados fisicos da teoria. O campo ¢ &,

por sinal, ndo-fisico, sua evolugdo temporal pode ser obtida ao variarmos (7.2.10) com respeito a pg:

. 2=N+1i(r
= 7.2.20
¢ 24+ A ( )
Claramente as equagdes (7.2.18) e (7.2.20) determinam o campo ¢ em termos das coordenadas
fermidnicas. Logo, ao impormos a condi¢cdo de calibre uniforme e resolvermos os vinculos, concluimos

que os graus de liberdade desse setor sdo carregados somente por férmions.

Podemos resolver as equacdes de movimento para ¢ e p; para obtermos a métrica da folha-mundo:

i A2 +4(2J+KQy)?
T = - , 7.2.21
i 2V (G = 41) (20 + KS2) — K(oS2r ( 2)
o i MNo(Cr—41)+4K(2J+ K20 )Q2r (7.2.21b)

To (G =N (2d TR — R,

Finalmente, substituindo as solu¢cdes dos vinculos em (7.2.10) obtemos a Lagrangeana no calibre

11/ evel-matching condition.
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uniforme:
i 2625 2N K G5 — (082

<L =-J 24+ A 2 2+A

(7.2.22)

7.2.2 A Hamiltoniana e a Estrutura de Poisson do Modelo de Alday-Arutyunov-
Frolov

A Lagrangeana (7.2.22) define uma teoria invariante de Lorentz para um férmion de Dirac em
uma folha-mundo bidimensional. Para tornarmos tal fato explicito, introduzimos um espinor (de

Dirac) complexo de duas componentes ¥, ao combinarmos os férmions ¥3 e ¥g da seguinte forma:

o
¢:<ﬁ§>. (7.2.23)

Utilizando as matrizes de Dirac p° e p* (B.3.2) definimos o espinor de Dirac conjugado 9 = %o e

rescrevemos as quantidades fermionicas:

Cr = P00 — 8P, QU = —i (Yo 8P —BoWpY), A=,

— _ _ _ 7.2.24
Co = PP001% — 0190, Qo = —i ($p'01% — O19p™), (1224
com 7 =x% e 0 = x*. Dessa forma a Lagrangeana (7.2.22) assume a seguinte forma:
- ) ) ) )
L === 5 (P00 — QDY) + ik (W0 O — 0100 ) + S+
o o R
+ o ($0°00w — 06W0"w) P — 5 ($0' 019 — 010 ) P — 5 (Pw)° +
+ 5 (0w $°0pv — 0uBY 896°Y) + £ e (F9)° 0a %O, (7.2.25)

1

onde p® = p°p! e o tensor de Levi-Civita é tal que €®! = €19 = 1. Através da seguinte transformacdo:

¥ (YY), (7.2.26)

<

+

N

VoYt (@), P
podemos simplificar drasticamente a Lagrangeana (7.2.25)
2= = @00y — aulie®) + ik (00 — 010 ) + St
+ 56 (P0ut D0° 35w — 0T oY) — £ (V) 0atir®Opy. (7.2.27)
Finalmente, ao fazermos a seguinte mudanca na coordenada o da folha-mundo:

2
U%—?m (7.2.28)
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podemos agrupar o termo cinético em uma forma invariante de Lorentz:

L =—J |14 5 (6" 0at — 0aV¥) — P+
1 pymn - o 1. _
+ Zéaﬁ (VBah % Bph — P B p>) — EGQB ('lPTl/)Q R (7.2.29)

Claramente, a Lagrangeana (7.2.29) define uma teoria de um férmion de Dirac interagente em duas
dimensdes. E interessante notar que os férmions espacotemporais da supercorda de Green-Schwarz
original sdo combinados em espinores bidimensionais na folha-mundo, de uma forma similar a relacao

entre a formula¢des no cone-de-luz da supercorda de NSR e GS.

Nesse ponto, precisamos enfatizar uma diferenca significativa presente no dltimo termo de inte-
racdo da Lagrangeana (7.2.29) quando comparada a Lagrangeana (5.5) do trabalho original [43]. O
fator adicional de % que aparece em nossa Lagrangeana é crucial, como veremos no proximo capitulo,

para a integrabilidade quéntica do modelo, e ndo foi considerado em [43].

O préximo passo consiste em encontrar a Hamiltoniana e a estrutura de Poisson do modelo de
AAF. Para isso é conveniente que consideremos a Lagrangeana (7.2.27), dado que ela naturalmente
apresenta a seguinte estrutura . = Zinetica — #¢, de onde facilmente lemos:

A= J—iw (T O — OrPp ) — S, (7.2.30)

que corresponde a densidade Hamiltoniana para um férmion de Dirac bidimensional massivo. O termo

cinético contém as derivadas temporais e define a estrutura de Poisson do modelo:

{Wi(0) ¥;(0")} = —2/772 (V) bijerid(o—a’) + ..., (7.2.31a)
[ / 1,000% */ /
{'l,b,'(O’),'LPf(U/)} = ITJ—F% (6,‘;(6]/’(/),’(/),(+€jk6,'/’(/)k’(/}/ ) 6(c—a)+..., (7.2.31b)

onde 1, i = 1,2 sdo as componentes do espinor de Dirac (7.2.23) e €10 = 1. Os parénteses de
Poisson possuem uma expressio altamente n3o-trivial, estendendo-se até a oitava ordem nos férmions
1 e suas derivadas espaciais 9, a expressdo completa pode ser encontrada no apéndice E de [43].
Notamos, contudo, que a estrutura de Poisson completa ainda é ultralocal e pode ser levada a forma
candnica através de uma redefinicio ndo-linear das variaveis fermidnicas, no entanto, a forma da

Hamiltoniana nesse caso, torna-se notadamente mais complicada.

7.2.3 A Conexdo de Lax

Nesta secdo testamos a consisténcia do truncamento da teoria de supercordas em AdSs x S® ao
setor su(1]1), ao verificarmos que a conexdo de Lax para o modelo completo em psu(2,2|4) pode ser
consistentemente reduzida para uma conexdo de Lax codificando as equacdes de movimento para os

campos fisicos no setor su(1|1). Considere, pois, a conexdo de Lax bidimensional [32]:

Lo = 0AL + 1 AR + byape® AP + EQE + L Qy, (7.2.32)
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onde /; sdo constantes e Q* = A + A®) A conexdo L deve satisfazer a condicdo de curvatura
nula:
Oalp —0La— Lo Ls] =0, (7.2.33)

como conseqiiéncia das equacdes de movimento e da condicdo de curvatura nula de A,. A condicido

(7.2.33) também determina as constantes /;:

1+ x2 2x S X

=———, hb=s = ., h=s ,
1-x2' 27 T VI TRV

=1, h (7.2.34)

onde x é o pardmetro espectral, 522 = s§ =les ts;s53=0para k= i@. Por simplicidade fixamos

VA

K=-5.

Considerando entdo a redugdo ao setor su(1]1), na qual mantemos apenas o férmion 1 ndo-nulo
e expressamos a métrica da folha-mundo y*® e os campos nio-fisicos t e ¢ em termos de 1 por
meio das condi¢cBes de calibre e dos vinculos. Encontramos as seguintes correntes bosonicas para o

modelo truncado!?:

AP = % (1+99) (P —P'P) 1, (7.2.35a)
AL = E (1+99) (M—M) - ;zﬁp%} I, (7.2.35b)
AR — égg\ﬂ' (7.2.35¢)
AR) = é (Cr+2iy —4i) (7.2.35d)

onde I =diag (1,-1,0,0;0,0,—1,1) e J =diag (1,1,0,0;0,0,—1,—1). As matrizes impares Q% s3o
antidiagonais e podem ser escritas como:

QL =[AP 0] -a.0. Q= |AD.8]+0:0, (7.2.36)
com
0 0 0
1- 0 0 ¢ 0
O=(1+- , 7.2.37a
(1+399) | ¢ A (7.2372)

é—i(1+i@¢> 0 0 v 0 (7.2.37b)

12Usamos as mesmas variaveis que na Lagrangeana (7.2.27).
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Ja o termo proporcional a métrica da folha-mundo assume a seguinte forma:

Vo)
Ve A = 25, (7.2.382)
Yop e AR) = ﬁ(uﬁm. (7.2.38b)

Finalmente, ao substituirmos todas as componentes devidamente reduzidas na conexdo de Lax,
verificamos que a condi¢do de curvatura nula (7.2.33) é satisfeita como uma conseqiiéncia das
equagdes de movimento para os férmions obtidas a partir da Lagrangeana (7.2.27). Dessa forma
ndo s6 se mostrou a consisténcia do truncamento ao setor su(1]|1), como se demonstrou que o

modelo de AAF, definido pela Lagrangeana (7.2.27), é classicamente integravel.






Capitulo 8

Fatorabilidade da Matriz S

“I wish it need not have happened in my time,” said Frodo. “So do I,” said Gandalf,
“and so do all who live to see such times. But that is not for them to decide. All we have

to decide is what to do with the time that is given us.”

J.R.R.Tolkien, The Lord of the Rings - The Fellowship of the Ring

O modelo de Alday-Arutyunov-frolov (AAF) constitui um exemplo especialmente interessante no
contexto dos modelos classicamente integraveis por ser o primeiro modelo puramente fermiénico ndo-
trivial, dotado de uma estrutura altamente ndo-linear e singular quando comparado com o exemplo
usual, o modelo de Thirring. Essas singularidades advém da presenca de derivadas na Hamiltoniana
de interacdo, resultando, do ponto de vista da mecanica quantica, em cargas conservadas e, em
particular, numa Hamiltoniana, altamente singulares, que dificultam sua analise por meio dos mé-
todos usuais. O modelo de Landau-Lifshitz [37,44,107] é um outro exemplo representativo dessas
dificuldades, por meio do qual foi entendido que para a correta aplicacdo do método do espalhamento
inverso quantico é necessario um estudo detalhado dessas singularidades e dos operadores quanticos
envolvidos, demandando também a concomitante reconstrucdo do espaco de Hilbert fisico.

Conforme discutido no capitulo anterior, o modelo de AAF herda a integrabilidade classica da
teoria de cordas em AdSs x S®, uma vez que o par de Lax do modelo sigma de cordas completo admite
a mesma reducdo consistente ao setor su(1]1). Posteriormente, conjecturou-se a integrabilidade
quantica do modelo de AAF em [35], onde as equagdes de Bethe foram deduzidas a partir do
conhecimento da matriz S para duas particulas e da hipotese de espalhamento fatoravel. Nesse caso
o modelo de AAF foi tratado como uma teoria de campos quantica em duas dimensdes e sua matriz
S obtida por métodos perturbativos.

Apesar de o método do espalhamento inverso ser a Gnica técnica confidvel para se contemplar
todos os efeitos ndo-perturbativos de um modelo integravel, ele ainda ndo foi desenvolvido para o
modelo de AAF, em virtude de sua natureza altamente singular e ndo-linear. Dessa forma, a abor-
dagem perturbativa constitui a Gnica forma disponivel de se estudar a integrabilidade quantica e de
se obter as equacdes de Bethe. E claro, no entanto, que os métodos perturbativos apresentam algu-
mas deficiéncias e, em particular, informacdes sobre o regime ndo-perturbativo podem ser perdidas.

Nao obstante, é bem sabido que isso ndo acontece na maioria dos casos, e os resultados oriundos
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de calculos perturbativos concordam com os obtidos através do método do espalhamento inverso
quantico.

Embora exista uma formulagdo alternativa do modelo de AAF [43], na qual a estrutura de Poisson
é trivializada por meio de uma redefinicdo dos campos, mesmo que ao preco de sua Hamiltoniana
se tornar extremamente complicada, ambas as abordagens sdo assoladas pelos problemas usuais
encontrados na quantizacdo de modelos integraveis continuos. Essas dificuldades refletem a natureza
singular do produto de operadores definidos em um mesmo ponto e podem ser resolvidas, em principio,
por meio da discretizacdo do modelo. Contudo, essas técnicas, quando aplicaveis, levam a resultados
significativamente complicados.

Uma outra possibilidade consiste em encontrar uma escolha de calibre! que linearize as equacdes
de movimento. De fato, se 0 modelo de cordas truncado ao setor su(1]1) tiver a sua invaridncia de
calibre fixada por meio do calibre do cone-de-luz uniforme [116], ele se reduz a teoria para férmions
massivos livres em duas dimensGes. Assim, a quantizacdo é trivial e o espectro pode ser facilmente
obtido. Todavia, ndo é claro se a mudanca de calibre leva a modelos quanticamente equivalentes, uma
vez que a redugdo da teoria de cordas ao setor su(1|1) quebra a invaridncia conforme, necessaria para
a equivaléncia quantica de dois calibres distintos. Conseqiientemente, é de fundamental importancia
que se considere a quantizacdo do modelo de AAF no calibre uniforme, e se compare o espectro
dessa forma obtido com o advindo da acdo livre.

Nesse capitulo, examinamos a integrabilidade quantica do modelo de AAF no calibre uniforme
ao analisarmos a fatorabilidade de sua matriz S, seguindo a exposigdo original [42]. Utilizamos a
mesma abordagem empregada para o tratamento do modelo de Landau-Lifshitz no capitulo 5 e
consideramos o espalhamento de trés particulas no contexto de uma teoria quantica de campos.
E importante salientar que uma condicdo necessaria para um espalhamento fatoravel é a auséncia
de interacGes genuinas envolvendo trés ou mais particulas. A principio, esse ndo é o caso para o
modelo de AAF, dado que ele contém explicitamente um vértice de interacdo entre trés corpos. De
fato, mostramos que mesmo em primeira ordem n3o-trivial, a fatorabilidade da matriz S sé pode ser
constatada se contribuicBes de ordens mais altas foram devidamente levadas em considerac3o.

Notamos que para a nossa abordagem, é conveniente atribuir dimensdes candnicas de massa aos
campos, originalmente adimensionais, do modelo de AAF. Dessa forma, somos levados naturalmente
a introducdo de duas constantes de acoplamento, uma para cada vértice de interacdo. Ao considerar-
mos tais constantes de acoplamento independentes, analisamos um modelo mais geral e encontramos
uma condicdo necesséria para a sua integrabilidade quantica. Essa condi¢cdo efetivamente reduz o
nimero de constantes de acoplamento para um, em perfeita concorddncia com o modelo de AAF.

8.1 O Modelo de AAF como uma Teoria Quantica de Campos

Devido a forma altamente ndo-trivial dos parénteses de Poisson (7.2.31), que envolve termos
de até oitava ordem nos férmions e suas derivadas espaciais, ndo é uma tarefa simples quantizar a
teoria definida pela Lagrangeana (7.2.27) diretamente através do método do espalhamento inverso

quantico. No entanto, como estamos interessados em examinar a integrabilidade quantica do modelo

ILembre-se que para deduzirmos o modelo de AAF no capitulo 7 precisamos impor o calibre uniforme (7.2.4).
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de AAF, podemos considerad-lo como uma teoria quantica de campos e analisar a fatorabilidade de
sua matriz S. Nessa secdo, introduzimos todo o ferramental necessario para o coOmputo das matrizes
S para o espalhamento de duas e trés particulas.

Seja a a¢do do modelo de AAF definida a partir da Lagrangeana (7.2.27):

27 do
S:/dT/O §ﬁ7_2_27), (811)

e considere a transformagdo de coordenadas (7.2.28),

0
K
S:?J/d’r [ﬂ d0$7_2_29). (812)

Da forma que esta definido na Lagrangeana (7.2.29), o termo cinético possui um sinal negativo
global em comparacdo com a convencdo usual. Existem duas forma equivalentes de se desenvolver
a teoria perturbativa nesse caso. Uma delas consiste em lidar diretamente com a convenc¢do de
sinais de (7.2.29), mas nesse caso é necessario maior cuidado com a expansdo em modos, pois a
energia é negativa definida. Em outras palavras, os operadores de particulas e antiparticulas estdo
trocados com respeito a convencdo usual, adotada nos livros-texto. Alternativamente, é possivel
modificar a Lagrangeana de modo a tornar o termo cinético, bem como a energia, positivos definidos,
ao se considerar a transformagdo . — (—1).%. Classicamente, essa transformacdo ndo altera a
dindmica do modelo. Contudo, quanticamente a situacdo é mais complicada, primeiramente porque
o propagador adquire um sinal negativo global adicional e, em segundo lugar, os pdlos sao trocados,
assim como os estados correspondendo a energias positivas e negativas, em comparagdo com a
primeira abordagem. Conforme afirmamos, ambas as abordagens sdo equivalentes, mas ndo podem
ser misturadas, e aparentemente, esse & o caso de [35], levando, pois, & obten¢do da matriz S
inversa. Preferimos proceder da segunda maneira, fazendo com que o termo cinético seja positivo
ao multiplicarmos a Lagrangeana cléssica por (—1).

Adicionalmente, para tornar o limites de integracdo positivos, redefinimos a variavel de integracdo:

PRy (8.1.3)

o

Podemos também desprezar o termo constante presente em (7.2.29), posto que sua remog¢3o significa

2

apenas uma translacdo da origem da escala de energia. Além do mais, fixamos® kK = @ e mudamos

a base das matrizes de Dirac através da transformacgédo de similaridade (B.3.3),

\/X % (T a 1)~ n
s=32 [ar [ do |5 Brouw-ouprey) - dur

1 - - - - 1 - -
+ 16“’3 (V0a b Y°0p% — B BpP ¥ Y) — EEO‘B (V%) 0P | . (8.1.4)
Notando que, ‘ ‘
(5770 — 0uth ) = B0 — 20u ($74°9) (.15)

2Equivalentemente, poderiamos, em vez de multiplicar a Lagrangeana por (—1), escolher k = —@.
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podemos simplificar a densidade de Lagrangeana presente em (8.1.4) ao desprezarmos tal derivada
total.

Até o dado momento, trabalhamos apenas com as quantidades adimensionais obtidas diretamente
da teoria de cordas, entretanto, é conveniente para nossa analise atribuir dimensSes candnicas de

massa aos campos. Para isso consideramos a seguinte transformacao de coordenadas:

bs —>y°‘:§xo‘, com x'=71 xl=o, (8.1.6)

sob a qual a agdo (8.1.4) assume a forma:

. - 21— NN m - L
_ 0 1 _ a3 3 _ 3 _
S= / dy /0 dy l/ww W+ g (V0 WY — Oayh OpPY*)

f
\/X oB (.7 2 - 3
- 3276 (U”/J) Oay aﬁd’] ' (8.1.7)

enquanto que a dependéncia dos campos fermiénicos nas coordenadas adimensionais originais da

folha-mundo é simplesmente ¢ = ¢ (2—‘/;7' —ﬁ‘JU—i—J). Identificando o parametro na frente de

como a massa da teoria:

2T
m= "% (8.1.8)
obtemos:
J - _ 6043 _ _ _ _
5= [y [ay* |itow b+ S (B0 9000 - 0 1)
) 8 8.1.9
- o PV 00700 (6.1.9)

Consideramos entdo, as dimensdes dos diversos objetos presentes em (8.1.9). Primeiramente,
notamos que A é a constante de t'Hooft e, por conseguinte,
R? 1
N/ Y
a

>
/S

onde s é o comprimento da corda, de forma que com a transforma¢do (8.1.6), a dimensdo de massa
candnica atribuida as coordenadas é: [y] = —1. Assim, ao demandarmos que a acdo (8.1.9) seja
adimensional, obtemos a partir do termo cinético e de massa que: [¢)] = 2 e [m] = 1. Claramente,

2m
m=1= [} =1=[N=-2,
VA
mostrando que, ao menos no que tange aos termos cinéticos e de massa, a atribuicdo de dimensdes
de massa que fizemos é consistente.
No entanto, ao analisarmos as Lagrangeanas de interacdo, verificamos que tais objetos possuem

dimensdes extras:

e Interacdo de Duas Particulas: 2> ~ m~! (¢89)° = [,iﬁ,(nzt)} =3>2. Logo, ha uma dimen-
sdo de massa adicional!
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2)
"%I(nt =

Figura 8.1: Vértices de interagdo na representacao dos momentos.

e Interacdo de Trés Particulas: ZC) ~ m~ (o)’ 890y = [f,(nﬂ =4>2. Logo, ha duas
dimensdes de massa adicionais!

Uma possivel solucdo dessa inconsisténcia corresponde a introducao de constantes de acoplamento
nos vértices de duas e trés particulas, g> e g3, respectivamente, de forma que as Lagrangeanas
de interagcdo tenham as dimensdes de massa apropriadas. Naturalmente, [g2] = —1 e [g3] = —2.

Conseqlientemente, a a¢do (8.1.9) adquire a seguinte forma:

J
_ 0 17 T 92 op (.7 T3 a7 T30\
5—/dy /0 dy [/waw mP+ e (V0 V¥ 0p% — B O ¥ Y)

_ 93 B (T2 .03
e (y)* 0P O] (8.1.10)

E essencial notar que nesse estagio as duas constantes de acoplamento n3o sio independentes, posto
que advém diretamente do modelo de AAF que contém apenas um parametro, A. N3o obstante,
€ interessante relaxar essa condi¢cdo e, dessa forma, considerar um modelo mais geral no qual as
duas constantes de acoplamento sdo independentes. Essa generalizagdo é deveras conveniente para
a analise perturbativa, pois permite que mantenhamos controle sobre a contribuicdo de cada vértice.
Para futura conveniéncia, introduzimos a seguinte notacdo para os vértices de interacdo, vide figura
8.1:

gLivre = /@@Tp—m"@/), (8.1.118)
L) =628,y (7 0a B 0pw? — Ba Y O Y, (8.1.11b)
-37(,733 = H?fe,bdﬂ/;awbiljcwdaalze@mﬁf, (8.1.11C)

onde definimos as matrizes

636 pg = 897;76056"3’ com P:=1,07’ -7’ @1, (8.1.12a)
93
[H(;cﬁe,bdf = _meaﬁQace,bdf com Q=101 (8.1.12b)

Portanto,

J
S:/dyo/ dyl (gLivre‘i’a%(th)‘f’e%(:’t)). (8113)
0
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O modelo generalizado de AAF, cuja dindmica é descrita pela agdo (8.1.13), esta definido em
um cilindro: —oo < y% < +00 e 0 < y! < J, de sorte que seus campos fermibnicos ¥(y) devem
satisfazer condi¢cGes de contorno periddicas. Tais propriedades sdo um mero reflexo da teoria de
supercordas do tipo |IB, da qual o modelo de AAF surge como um truncamento consistente ao setor
su(1]1) no calibre uniforme. Em particular, uma configuragdo fisica correspondente a uma corda
fechada deve satisfazer a condicdo de nivelamento, que é equivalente a anulacdo do momento total
na folha-mundo. Conforme discutido anteriormente, a quantizacdo exata do modelo de AAF é uma
tarefa altamente ndo-trivial, e o fato de o modelo estar definido em um cilindro sé a torna ainda
mais complicada. A maneira usual de se lidar com esse problema no contexto da teoria de cordas
consiste em considerar o limite de descompactificagdo [13], onde tomamos o limite do raio J desse
cilindro indo para o infinito, enquanto mantemos a tensdo da corda fixa. Dessa forma passamos de
uma teoria definida em um cilindro para uma definida no plano, onde a nocdo de estados assintéticos
esta bem definida, pois as condices de contorno periddicas sdo substituidas pela condicdo de que os
campos devem se anular identicamente no infinito, e podemos aplicar trivialmente todo o arcabouco
ferramental da teoria de campos.

No que se segue estudamos o modelo generalizado de AAF no limite de descompactificacdo e
examinamos a sua integrabilidade quantica. De uma forma mais concreta, consideramos a seguinte
transformacio de coordenadas®:

J
yioyt=3, (8.1.14)

de forma que a acdo (8.1.13) pode ser escrita como:
J
o [? 1 @) (3)) J—oo 2 @) ®3)
S=[a° [ dyt (Lt L3 +25)) = [ Py (Lire+ L3+ 25) . (81.15)
-3

8.1.1 Quantizacao do Campo de Dirac

O préximo passo consiste em quantizar a teoria livre descrita por (8.1.11a), ou seja, 0 campo de
Dirac massivo, cujas equagdes de movimento sdo as equacdes de Dirac e sua conjugada em duas
dimensdes:

Y —mh=0 e iOPy*+mp=0. (8.1.16)

Os momentos canonicamente conjugados* as variaveis ¥ e :

o 8=—gLivre

M 6=fLivre
v 00y

= =g

=0, (8.1.17)
claramente indicam que lidamos com uma teoria vinculada, cujos vinculos primarios sao:

ot =n3 +iY?T~0, p?=N2~0. 8.1.18
¥ ¥

Para podermos prosseguir com a quantizacdo candnica, precisamos obter a descricdo Hamiltoniana
da teoria vinculada, o que pode ser feito por intermédio do método de Dirac [117,118]. A densidade

3Alternativamente, poderiamos ter considerado a transformagdo o — o+ % no lugar de (8.1.3), para obter (8.1.15)
diretamente.
4Nossa convencdo é tomar as derivadas fermiénicas (anticomutantes) pela esquerda.
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Hamiltoniana candénica é dada por:

Hean = —T13,0097 + 0% N3 — LLjvre
= — iy Y+ myPp, (8.1.19)
levando naturalmente a Heap = [ dx* H#¢as. A partir da Hamiltoniana canénica, definimos a Hamil-
toniana primaria ao incorporarmos os vinculos (8.1.18) por intermédio de multiplicadores de Lagrange

fermiénicos, £9 e At
Hp = HCan+/dx1 (¢3T53+X’”pa). (8.1.20)

Os parénteses de Poisson em tempos iguais ndo-nulos sdo:
{9200 M50} = {97 (0 M) | = 626 (x — ). (8.1.21)

Calculemos, pois, a evolugdo temporal dos vinculos primarios:
Byt ~ {qsaT; HP} ~ (i Py +mp) +ixt, (8.1.22a)
8op® & {p7 Hp} & — [Y° (—iv'or +m) ¥+ i€] . (8.1.22b)

Demandando que os vinculos sejam constantes do movimento, determinamos os multiplicadores de
Lagrange:
N = (ot +imP)? e &= [y (v'or+im)y]”. (8.1.23)

Nesse caso, a imposicdo da independéncia temporal dos vinculos ndo introduz nenhum vinculo novo,
apenas determina os multiplicadores de Lagrange, indicando, portanto, que os vinculos (8.1.18) sdo
de segunda classe. Substituindo (8.1.23) em (8.1.20) obtemos:

Hp = /Xm [Hw’)’o (7181111+/m1/)) + (*81’@’71 +/'rm,l_/) I_I’l/;] . (8.1.24)

Os parénteses de Poisson para os vinculos podem ser convenientemente escritos em forma ma-

tricial, ao agruparmos os vinculos da seguinte forma: ®* = (¢, p?),

Clxd) = ( {67100:0° 00 (971003000} >
| P00 870} {200: ()}

‘ 0 5ab ,
:_l<5ab 0 )5(X—X). (8.1.25)

Portanto, possibilitando a construcdo dos parénteses de Dirac entre quaisquer duas variaveis dindmi-
cas:

{F(x);G(X’)}D:{F(X);G(x’)}—/dz/dz’ {F(X);(DA(Z)}C;‘%(Z,Z/){(DB(Z/);G(X/)}
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= (F0600) -1 [ az [{Foom @)+l ()} {2 600) } +
+ {F(x);l‘lj};(z)} {n;(z)+/¢aT(z);G(x’)H . (8.1.26)

Lembrando que os vinculos podem ser igualados a zero dentro dos parénteses de Dirac, obtemos:

{¥2(): 9"}, =0, (8.1.27a)
{WT(X):W(X’)}D -0, (8.1.27b)
{zpa(x);zpb*(x')}D — 578 (x — x'). (8.1.27¢)

A partir dos parénteses de Dirac (8.1.27) introduzimos as rela¢bes de anticomutagdo candnicas:

{v2(x); 9" (x)} =0, (8.1.28a)
{wa*(x);wb*(x')} =0, (8.1.28b)
{«pa(x);w”(x’)} = 6758 (x — x'). (8.1.28¢)

Além do mais, dado que utilizamos os parénteses de Dirac, podemos ignorar os vinculos e, assim, a

Hamiltoniana da teoria livre assume a forma:
H= / dx* (Y O+ M) (8.1.29)

Ao resolvermos as equagdes de movimento (8.1.16), verificamos que as solu¢des de onda plana
(F.1.5) fornecem uma base completa para o espaco dos espinores de duas componentes, de forma

que podemos expandir o operador de Dirac e seu adjunto:

W09 = [ P23 (pulp)e ™" +b (—p)u(-p)e”], (8.1.302)
00 = [ L2 (p0alp)e+ 5 (—p)o(-p)e ], (8.1.30b)

onde pp = w(p). Invertendo as relagdes (8.1.30a) e (8.1.30b) e utilizando (8.1.28), obtemos as

relacdes candnicas de anticomutacdo para os osciladores:

{a(ki);a'(p1)} = 2m8 (ki — p1), (8.1.31a)
{b(—k1); bT(=p1)} =276 (ky — p1). (8.1.31b)
Podemos rescrever a Hamiltoniana (8.1.29) em termos dos osciladores a(py) e b(py1):°

H= [ S0 ot (pr)alen) ~ b1 (o)1) (8.1.32)

5Note que a Hamiltoniana (8.1.32) ndo é positiva definida, fato que poderia ser imediatamente remediado através
da redefinicdo usual: b — b e b — bf, que simplesmente troca o papel dos osciladores b e bt. Naturalmente, em
virtude dessa redefinicdo os estados com energia negativa s3o eliminados.
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com po = w(p).

O fato do modelo de AAF constituir uma teoria relativistica implica que seu propagador usual
ndo é puramente retardado, logo, é impossivel efetuar o calculo da matriz S da mesma forma que
para o modelo de Landau-Lifshitz, onde tal fato foi crucial para controlar as correcbes quanticas e
assim possibilitar a soma sobre todos os diagramas de Feynman. Contudo, podemos utilizar a mesma
técnica empregada por [119] para contornar essa dificuldade. A idéia consiste em quantizar a teoria
com respeito a um pseudovacuo, no lugar do verdadeiro estado fundamental. O pseudovacuo €, por

definicdo, o estado aniquilado pelo operador de Dirac:
P(x)|0) =0. (8.1.33)

Portanto, todos os niveis de antiparticulas sdo deixados vazios e a matriz S de excitacdes so-
bre o pseudovacuo pode ser calculada através dos mesmos métodos empregados para teorias nao-
relativisticas. Podemos interpretar esse procedimento como a presenca de um potencial quimico
infinito atuando sobre o sistema. Finalmente, a partir dessa matriz S “nua” podemos obter as equa-
cOes de Bethe, cujas solucbes permitem o preenchimento do mar de Dirac e conseqiiente reconstrucao
do verdadeiro estado fundamental [22]. E importante ressaltar que o preenchimento do mar de Dirac

deve modificar drasticamente o espectro e a matriz S. Claramente, (8.1.33) demanda que:
a(p1)[0) = b(p1)|0) = 0= HI[0) = 0. (8.1.34)
Definindo os estados de pseudoparticulas como:

a'(p1)[0) =Ip),  bY(p1)[0) =), (8.1.35)

verificamos que:

Hlp) = polp).  HIB) = —polB).

ou seja, os operadores af(p1) [a(p1)] e bT(p1) [b(p1)] criam [aniquilam] excitacdes com momento p; e
energia po = +w(p) e py = —w(p), respectivamente. Portanto os operadores a e af (respectivamente,
b e bt) podem ser vistos como operadores de aniquilacdo e criacio para pseudoparticulas com energia
positiva (negativa). O vacuo fisico [Q2) & entdo obtido a partir de |0) ao se excitar todos os modos
de energia negativa, ou seja, ao se preencher o mar de Dirac.

Finalmente, calculamos o propagador com respeito ao pseudovéacuo (8.1.33):

D(x = x') = (IT9()P(x)|0) = 9(Xo —x0) (0l () (x")[0)

d 1
=600~ x) [ ot 5 (B m) e 4 (g et )
I'e—i-(x—x’)

("7’“”)/ 472 Tpo +w(p) + 7€ [po— w(p) T 7e]

onde d?p = dpy dp;. Notando que no limite € — O:

[po +w(p) +i€] [po — w(p) + ie] = p> — m? + 2igpg + €% — p> — m? + 2igpy,
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Figura 8.2: Prescricdo de pélos para o propagador do modelo de AAF.

concluimos que:
d2p je—ip (x—x")

Dado que ambos os pélos estdo localizados no semiplano inferior, vide figura 8.2, podemos utilizar
0 mesmo argumento empregado no caso do modelo de Landau-Lifshitz, para concluir que o laco
fechado de propagadores orientados de uma mesma maneira se anula. Por consegiiinte, todas as

conseqiiéncias do teorema 5.1.1 s3o validas para o modelo de AAF.

8.1.2 Espalhamento de Pseudoparticulas no Modelo de AAF

No que se segue, estaremos interessados no calculo da matriz S para o espalhamento de duas e
trés pseudoparticulas. Por simplicidade, consideraremos apenas o espalhamento de pseudoparticulas
com energia positiva (excitacdes sobre o pseudovéacuo criadas por a'), posto que o espalhamento
envolvendo particulas com energia negativa (criadas por b') pode ser obtido facilmente por intermédio
de uma continuac3do analitica a rapidezes complexas 0,

po = mcosh@ e p; = msinh6, se{9:a€[R = PcRep eR
O=im—a,a€R =pyeR_ep; €R
Conseqiientemente, as pseudoparticulas com energia positiva sdo apropriadamente descritas por ra-
pidezes reais 6 = a € R, enquanto que as com energia negativa sdo naturalmente parametrizadas por
rapidezes imaginarias 8 = im —a, a € R. Dado que a matriz S é uma funcdo meromorfica das rapi-
dezes [24,25], ela descreve simultaneamente o espalhamento de ambos os tipos de pseudoparticulas.
Portanto, podemos, sem perda de generalidade, considerar que os estados externos sdo compostos
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k! %

Figura 8.3: Diagrama tipo bolha para o espalhamento de duas pseudoparticulas.

por apenas pseudoparticulas na camada de massa positiva:

o =IT2'(hi0).  (kI= (ol Ja(k) (3137)

8.2 Espalhamento de Duas Pseudoparticulas

A matriz S para o espalhamento de duas pseudoparticulas foi originalmente obtida em [35],
contudo tal analise apresenta diversas inconsisténcias, cuja conseqiiéncia mais notavel foi a deducdo
da matriz S invertida. Dentre elas, duas sdo especialmente importantes para o presente calculo.
Primeiramente, em [35], apenas uma constante de acoplamento foi introduzida para ambos os vértices
de interacdo, o que ndo é correto, posto que g» e gz possuem diferentes dimensdes de massa, levando
assim a uma analise dimensional equivocada. Em segundo lugar, ressaltamos que o sinal do termo
cinético da acdo (4.3) considerada por [35] ndo é consistente com sua expansdo de modos (4.5) e
(4.6). Evidentemente, essa é causa da inversdo da matriz S. Logo, uma deduc¢do alternativa baseada

em técnicas usuais da teoria quantica de campos [24,41] é imperativa.

O fato de o propagador ser puramente retardado implica que a matriz S para o espalhamento
de duas pseudoparticulas pode ser obtida a partir da soma de diagramas tipo bolhas (e suas tor¢cdes
espinoriais) descritos na figura 8.3. Portanto, precisamos apenas considerar a contribui¢cdo do termo
de interacdo entre duas particulas .Zj(ni). Sem perda de generalidade, supomos que os momentos
incidentes estdo na camada de massa e ordenados: pi > p?. No que se segue, sempre denotaremos
0S momentos espagcotemporais como pL, onde u=0,1 é oindice de Lorentze i=1,...,n, o rétulo
da pseudoparticula. A matriz S entre duas pseudoparticulas é determinada através da relacdo

(K*k2)S|p'p?) = S(p*, p2)6@ (p*, p2; k*, K2), (8.2.1)
onde denotamos:

62 (p',p? k! k) = 4 [(Ki — pL)(KE — pT) £8(K] — p)d (kT —p1)] - (8.2.2)
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A amplitude de espalhamento é dada por:
A ; (2) 2
<k1k2|5|p1p2> _ <k1k2|e’f§’p/nt d xlpl 2>
2
= (K'K?|p"p?) +i(k k2|T/,,sf,<,73 d*x|p*p?) —
11,2 (2) 42 1,2
SKCKT [ e d7x \p pe) e (8.2.3)
O termo de ndo-espalhamento é facilmente calculado:
(Kk2)ptp?) = 6P (pt, p2; kL, K2). (8.2.4)
Ja no nivel de arvore, precisamos considerar:
(2SI )| =0T [ 283 o)
B, KR [ P (000 — 0BV ) [0 (6:25)

Nesse caso, podemos calcular todas as integrais para obter a contribuicdo do nivel de arvore fora da

camada de massa®:

A ig _ _
(K RISI'%)| =~ (K x K (Ol +08) P (U, — UB)
+ p? x pt (0% + U5 P (UL, + U5y) 1 4m26®) (k* + k2 —pt —p?).  (8.2.6)
onde introduzimos a notacdo conveniente para os biespinores:
Uf=a(kea(k), Ub=u(p)ou(p),

e denotamos: e"‘ﬁp{lpé =p'xp.

Tomando as pseudoparticulas espalhadas também na camada de massa, podemos utilizar a iden-

tidade: .
Pa Pa
p? x pt

4m26@) (k' + k? = pt — p?) = 5P (pt, p? Kkt k), (8.2.7)

em conjunto com o fato de que para a nosso ordenamento dos momentos incidentes p? x pt > 0,
para escrever:

ig
= 2 b p3 U8, P U, 62 (p* p% K ). (8.2.8)

Finalmente, calculamos o produto espinorial

(k'K?|S|p*p?)
92

p? x pt

U PUP, =
21 12 pé pg

(8.2.9)

6Mais precisamente, as pseudoparticulas espalhadas estdo fora da camada de massa; porém, como nio é necessario
o uso da hipétese de particulas incidentes na camada de massa para se obter (8.2.6), podemos dizer sem prejuizo que
a amplitude esta fora da camada de massa.
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para obter a amplitude de nivel de arvore na camada de massa:

— 2 (2 xp") 5P (p, p% kL, ). (8.2.10)

k1k2A12
(S| = -2

O célculo da amplitude de 1-laco é significativamente mais intrincado por possuir mais termos a

serem considerados. A saber, precisamos computar:
. 1 ) 2
wewisten)| =~k ([ 22 ax) oo
2
1 - g
=~ SO0 (KT [ Py (5200, 0575590,/ 056" -

— PP 0, Y Y 0,099 ¢ — B PO Y Y §° BI040 D50+
+ 0P B Y Y 0,054 "] [p' 7). (8.2.11)

onde, para maior clareza, optamos por denotar ¥ = ¥(x) e ¢ = (y). Expandindo o produto tem-
poralmente ordenado, percebemos que apenas termos com duas contracdes do tipo

o i
Yod, ou Yoo
contribuem. Todos os outros termos se anulam, seja porque seu produto interno
(K'K2[f(a,aN)lp'p?) =0 ou  (k'K*[g(¥,9)Ip'p?) o 6(x° —y*)B(y° —x°) =0,
com f(a,a') e g(v, 1) sendo duas funcdes arbitrarias. Logo,

(k1k2|§|p1p2>

P (2210 % K2) (5 p') (O + 08) P lo(p" 97) B (UE, + U21) -
= (p?x p") (U5, = Uzy) P 1 (p*, p*) P (U, + UBy) —
= (K2 k) (Ulo + U5 P h(p p) P (U, = UBy) +
+ (U — U5, P Io(p*, p?) P (UL, — UB,)] 4126 (kK + k2 — pt —p?),  (8.2.12)

onde as integrais /;(pt, p?), i =0,1,2 estdo definidas no apéndice G pelas equacdes (G.0.2).
As relagcdes de completeza (F.2.3), juntamente com o ordenamento escolhido para os momentos

incidentes e a identidade para momentos na camada de massa:

(P xpY) (P§+p3) 1
(pt—p2)(pt+p2)> 2

(8.2.13)

levam a seguinte relacdo central entre a amplitude de 1-laco e a amplitude de nivel de arvore fora da
camada de massa’ (8.2.6)

(K'K?|5|p*p?)

7, ~
=22 x0") (G2 ) (RHeISIo'?)] (6.2.14)
2

9

Posto que as pseudoparticulas espalhadas estdo fora da camada de massa, a equagdo (8.2.14) sugere

"De fato, aqui consideramos apenas as pseudoparticulas espalhadas fora da camada de massa.
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que podemos considerar a amplitude de espalhamento de 1-laco como sendo o vértice de interacdo na
representacdo dos momentos com os momentos incidentes p! e p? na camada de massa, multiplicado
por alguma funcdo desse par de momentos e da constante de acoplamento. Portanto, a amplitude

de espalhamento com n lacos corresponde ao produto de n desses vértices modificados:
—ig\1"

2 2>< 1 k1k2 § 1,2

[ (p p)(Smﬂ (k*Kk=|S|p*p?)

n+1
onfzshell 5 ( 292 (D X p )) 5_(p1,P2; k1, k2)' (8215)

KRS . =
9>

92

claramente, no @ltimo passo, tomamos as pseudoparticulas espalhadas k! e k? na camada de massa.

Podemos, pois, obter a amplitude de espalhamento completa:

(K'K2|S|p'p?) = (k'K |p'p?) + Y, (K K?|S|p' p?)
n=1 9
_ g2 2 01
==l Pt g2t k2, (8.2.16)
1+ 22p2xpt
cuja comparagdo com (8.2.1) permite a dedu¢do da matriz S para o espalhamento de duas pseudo-

particulas

’92p2 XD

S(ptp?)=—am—— (8.2.17)
1+%p x pt

E fundamental notar que a nossa matriz S € o inverso da obtida por [35].

8.3 Espalhamento de Trés Pseudoparticulas

Nessa secdo, analisamos a matriz S para o setor de trés pseudoparticulas com o intuito de verificar
sua fatorabilidade em termos de matrizes S para o espalhamento de duas pseudoparticulas, e assim
sondar a integrabilidade quantica do modelo. Antes de estudarmos em detalhe as amplitudes de
espalhamento entre trés pseudoparticulas, conforme fizemos na secdo anterior para o setor com
apenas duas pseudoparticulas, achamos conveniente examinar sua expressao advinda do argumento

de fatorabilidade, a saber,

S(p*.p?.p*) =S(p'. p*)S(p'. p°)S(p*. p°)
_1-Zptxpt 1-@Zptxpt 1-2pd xp?

1+12p2 x pl 1+”ﬁp x pt 1+%p X p2

n

3
1+22[< >p><p+p xpt+pdxp?)| +

(192> p ><p1—|—p3><p1)(p2><p1+p3><p2)(p3><p1+p3><p2)—|—

+0(g%). (8.3.1)
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No que se segue, calculamos a amplitude de espalhamento para trés pseudoparticulas e mostramos
que a condi¢do necessaria para integrabilidade quantica (8.3.1) é satisfeita na primeira ordem n3do-

trivial em g» e g3, contanto que uma relacdo entre as constantes de acoplamento seja verdadeira.

8.3.1 Calculo Diagramaticos

Nesse caso, devemos considerar a Lagrangeana de interacdo completa

Lot — @4 B

Int Int
dado que tanto o estado inicial quanto o final envolvem trés pseudoparticulas:
Ip) =[p'p°p) = a' (p1) &' (p?) &' (p7)[0) e (k| =(k'Kk*k®|=(0la (ki) a(k7)a (k).

De forma analoga a secdo anterior, também supomos sem perda de generalidade que as pseudopar-
ticulas incidentes estdo na camada de massa e possuem seus momentos ordenados: pi > p7 > p3. A

analiticidade nas constantes de acoplamento da amplitude de espalhamento implica:
(kISIp) = (klp) + (KIS[p) | +(KISIp)| ,+--, (83.2)
onde g denota g; ou g». O termo de ndo-espalhamento é facilmente computado:
(Klp) = 31(2m)*A, [(K* — p")6(K> — p2)6(K* — p*)] . (8:33)

Nesse ponto, mostra-se conveniente introduzir o operador de antissimetrizacdo, ou simplesmente,

antissimetrizador, definido por:
1 .
Aqlf(a)] = gZSIgn(A)f(A[q]), (8.3.4)
A

com a soma sobre todas as permutacdes (A;, Az, As) de (1,2,3), cujo sinal é dado por sign(A), o
vetor Ala] := (g™, ¢™2,¢"3) e f(q) € uma funcdo arbitraria dos momentos.

Para o nivel de arvore precisamos calcular:
& . 2 3
Wisie)| =itkT [ & (22 +237) o) (8.3.5)
conduzindo-nos a amplitude de nivel de arvore fora da camada de massa,

. ] ~
(KIST0)| = (302 A | 52 (2 K6 4 57 ) Oy P 0B, 21506 )

i -
- 15;, (k* % p*) Ut Q Ufza] 415 (k- p), (8.3.6)

onde introduzimos a notacdo quase auto-evidente para os triespinores:

Uy = a(k)eak)@a(k),  Uj = ulp) @ u(p) @ u(p)).



204 Fatorabilidade da Matriz S

Para o primeiro termo de (8.3.6) podemos proceder exatamente da mesma forma que no caso
envolvendo apenas duas pseudoparticulas, ou seja, impomos que as pseudoparticulas espalhadas
estejam também na camada de massa de forma a poder empregar a identidade (8.2.7) e usar que,

para a nossa escolha de ordenamento para os momentos iniciais,
p'xp >0, se i>]
em conjunto com (8.2.9). Finalmente, concluimos que:

A ig
<k|5|p>‘ = —72 [p? x pt+p? x pt + p? x p?] (k|p) —
g m
193

- 16—m(3!)2Ap,k [k x p° Utys QUPys | 471%6D (k — p). (8.3.7)

E fundamental notar que n3o existe uma identidade similar a (8.2.7) envolvendo trés momentos.
Logo, ndo é possivel calcular o produto espinorial contido no segundo termo de (8.3.6) para reduzi-lo
a uma expressao proporcional a (k|p). Relembrando que para um modelo integravel, a matriz S deve

ser da forma:
(k|S|p) = S(p)(k|p). (8.3.8)

fica claro que é impossivel deduzir a expressdo (8.3.1) na aproximacgdo do nivel de arvore, de fato,
nem mesmo escrever a matriz S na forma (8.3.8) é factivel. E embora tal obstaculo pareca impedir
a demonstracdo da integrabilidade quéntica para o modelo generalizado de AAF, esse nao é caso,
pois, conforme vimos no capitulo 5, esse tipo de dificuldade também aparece no modelo mais sim-
ples de Landau-Lifshitz, onde mostramos que tais termos problematicos® sdo cancelados por certas
contribuicdes advindas de amplitudes de espalhamento de ordem mais alta em g.

Dessa forma, consideramos a amplitude de 1-laco e procuramos a contribuicdo necessaria para
cancelar o segundo termo de (8.3.6) e, conseqiientemente tornar a matriz S fatoravel no nivel de

arvore.
& 1 2 CIPONE
ISie)| =5 KT | [ o (£ +23) | o)
1
— ST [ xdy [ZR002R 0+ ZR0LE 0+ LR 0LD 0+
+ Z300L2W)] )
=V,? (k,p) + 157 (k,p) + 42 (k, p) + V) (k. p). (8.3.9)

Claramente, esse cancelamento s6 pode ocorrer entre diagramas com a mesma ordem em #1.° De fato,
todos os diagramas no nivel de arvore sdo proporcionais a #i°, portanto, ja nesse estagio, podemos

considerar apenas o primeiro termo da expansdo (8.3.9), \/1(2)(k, p), visto que ele é o Gnico a possuir

8Como o segundo termo de (8.3.6).

9Consideramos uma expansdo no nimero de lacos, que corresponde a expansdo nas poténcias de . Logo, ndo é
possivel nenhum cancelamento entre diagramas com um diferente nimero de lacos. Nao obstante, ressaltamos que,
no caso em consideracao, existem duas constantes de acoplamento distintas g» e g3, cujas dimensdes sdo tais que o
segundo diagrama da figura 8.1 e o primeiro da figura 8.4 sdo exatamente da mesma ordem, e, por isso, podem se
cancelar mutuamente. Assim, devemos considerar todos os diagramas de uma dada ordem em Hh".



8.3 Espalhamento de Trés Pseudoparticulas 205

T

<

Figura 8.4: Diagramas de Feynman para a amplitude de espalhamento a 1-laco \/1(2) (k,p). O primeiro
grafico corresponde ao valor principal da contribuicdo oriunda dos termos com apenas uma contracao,
enquanto que o segundo, a soma das contribuicdes das funcdes delta dos termos com apenas uma
contracdo com as contribui¢cdes advindas do termo com duas contracdes.

HA A

(b)

Figura 8.5: Gréficos de Feynman correspondentes as amplitudes de 1-laco: (a) \/2(2) (k,p) e \/3(2) (k,p),
(b) V3 (k.p).

termos de ordem zero em fi. Vide figuras 8.4 e 8.5 para os graficos de Feynman correspondentes.
A anélise do produto temporalmente ordenado segue nas mesmas linhas do caso envolvendo
apenas duas pseudoparticulas, porquanto apenas o vértice de interacdo entre duas pseudoparticulas
contribui para \/1(2). Contudo, dado que os estados iniciais e finais envolvem trés pseudoparticulas, os
termos com apenas uma contracao também contribuem. Portanto precisamos levar em consideracdo

as contribui¢cdes dos termos contendo apenas as seguintes contragdes:

3 r—_— 1 a1

Dd, Db, Vb, ou P V.

Os termos com duas contragdes contribuem da seguinte forma:

4m
— p?xpt) h(p',p?) = la(p*, p*)] P UB, 81%6) (k' + k* — p' — p?)b(K° — p3)} . (83.10)

1/ 31g:\? _
VB (k.p) = 5 (—9) Aps (U P[(p° x pY) (K7 x k') lo(p", p7) + (K2 x K=

com as integrais lo(p*, p2), I1(p*, p?) e I(p*, p?) definidas no apéndice G. Novamente, ao usarmos as
relagdes de completeza (F.2.3) e impormos que as pseudoparticulas espalhadas estejam na camada
de massa, podemos utilizar a identidade (8.2.13) conjuntamente com o nosso ordenamento dos
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momentos incidentes para concluir:

Vit (k.p) =2 (—f;) [(p? x p1)2+ (p* x p1)? + (p* x p*)?] (k|p). (8.3.11)

Ja o calculo dos termos contendo apenas uma contracdo é significativamente mais complicado

31g\?
\/1((21)@('(,!3) = (- 4572> Pac.bd Peg.rh Ap,k{ [— (p' x p?) (K* x k?) /+e“ﬁ((p1 x p?) +

fa
+ (KX )b ) o = €071 D3 Loy | a%ki)a%k%)ng(kf>ub<p%>ud(p%>uh<p%>}, (8:3.12)

com as integrais /, lo € loy definidas no apéndice G pelas equagdes (G.0.3). A propriedade funda-
mental das integrais supracitadas é que todas elas podem ser decompostas na soma de um termo

envolvendo somente fungdes delta com outro compreendendo valores principais (v.p.):

i(X+m)

termo de delta termo de v.p.

K+m
4w ()

o [5(A0 —w(B)) =8 (Do +w(B) | + (8.3.13)

onde introduzimos a combinacdo conveniente de momentos A = p! + p? — k!.

Essa decomposicao da contribuicdo dos termos com uma (nica contracdo assume um papel central
na discussdo subseqiiente. Como veremos, a contribuicdo do termo contendo as func¢des delta em
(8.3.13) a (8.3.12) se combinara com (8.3.11) para fornecer a matriz S fatoravel a 1-laco, enquanto
que a contribuicdo advinda dos termos de valor principal em (8.3.13) cancelara a contribuicdo oriunda
da Lagrangeana de interacdo para trés pseudoparticulas no nivel de arvore, que impedia a fatoracao
da matriz S nessa ordem. Substituindo as integrais /, /o € /o, sSimplificamos severamente a expressdo
(8.3.12),

3lign 2 i
Ve (k.p) = (— 4,52) Ap,k{(P2XP1+A><k1) (k* x k2 + 0 x p?) [Az_mff
+ 2—”(é(Ao—w(A))—&(Aﬁw(A))) U M(A) UL, 5 41263 (k—p), (8.3.14)
4w(A) 123 213 ' o~
onde introduzimos
M(q) =y’ @(d+m @y’ =y’ @y’ (d+m)@1,-
~ 1L (d+mY 2V + 1273 (¢d+m)y: @1,. (8.3.15)

A contribuicdo do termo contendo as fungdes delta é mais facil de examinar, uma vez que tais

funcdes implementam a condicdo de camada de massa para as pseudoparticulas:

6(A0 —w(A)) —5(A0 +w(A)) .

Energia Positiva Energia Negativa

Dado que, por hipétese, lidamos apenas com pseudoparticulas com energia positiva, a condicdo
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Ao+ w(A) =0 ndo pode ser satisfeita para nenhum par de momentos p e k, portanto podemos
desconsiderar a segunda funcdo delta acima. Podemos rescrever convenientemente a funcio delta
remanescente:
P P 11 1.2

6(B0-w(B)) = T2 0K =P +0 0 )], (8.3.16)
dessa forma, a funcdo delta correspondente a conservacdo de energia e momento totais pode ser
simplificada, permitindo o uso da identidade (8.2.7), que em conjunto com o nosso ordenamento
para os momentos iniciais, torna trivial o calculo dos produtos espinoriais. Apés longos e tediosos,
porém, diretos calculos, a contribuicdo do termo contendo as funcdes delta é reduzida a seguinte

forma:

, 2
4 (—f;) [(0? x P (P> x p*) + (p* x pt)(p® x p*) + (p* x p*) (p* x p")] (k|p). (8.3.17)

Podemos, pois, facilmente combinar as equagdes (8.3.11) e (8.3.17), obtendo:

Vi (k.p) =2 <—/gn27> [(p? x 1)+ (p* x p?) + (p* x p1)] (K|p) +

4
o 3ig)? P2 x pl+Ax kY [k3x k2+Axp3] _
+’<_ am ) Ak,p{[ AQ}_[mQ ]Uf23M(A)U§13 :
47263 (k —p). (8.3.18)

Claramente, o primeiro termo de (8.3.18) corresponde a toda a contribuicdo necesséria para se ter
uma matriz S fatoravel a 1-laco (8.3.1). Assim da mesma forma que para o modelo de Landau-
Lifshitz, vide capitulo 5, os termos remanescentes da amplitude de espalhamento a 1-lago (8.3.9),
\/j(2)(k,p), i =2,3,4, devem ser devidamente cancelados por contribuicdes de ordem mais alta, para

que tenhamos uma matriz S fatoravel.

8.4 Continuidade das Amplitudes de Espalhamento

Antes de prosseguirmos com a demonstracdo da fatorabilidade da matriz S em primeira ordem,
uma digressdo sobre uma sutileza que aparece durante o célculo das integrais /, lo and /oy [vide
(8.3.12)] é necessaria. Ressaltamos que tal sutileza esta intimamente relacionada com a demonstra-
¢do formal da fatorabilidade da matriz S em modelos quénticos continuos [24, 25, 100]. Considere

uma dessas integrais, por exemplo:

_ 2 2. a—ix*A—iy-A @ iq:(x—y)
I=[] d®>xd®ye 273 € D(q)

— (-t m) {45&) 158 — w(A)) — 8 (Do + w(A))] + Am} a5 (k-p). (841
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| 40

Figura 8.6: Contorno de integracdo sobre qq.

Rigorosamente, o resultado em (8.4.1) s6 é valido se Ag —w(A) # 0. De fato, esse é o caso para a

situacdo usual, onde sé ha um pdlo na reta real, e escrevemos formalmente:

1 , 1
10 Fimd(x) +v.p. (X) .

Entretanto, uma caracteristica peculiar do modelo que consideramos é que, apesar de termos efe-
tuado a quantizagdo com respeito ao pseudovacuo (8.1.33), implicando um propagador puramente
retardado, ainda precisamos levar em conta ambos os pélos do propagador quando calculamos a
integral (8.4.1).

Consideremos, pois, as etapas cruciais de tal calculo'®. Em primeiro lugar, o contorno de inte-

gracao sobre gg precisa ser dividido na unido de trés segmentos:

(—o0,—w(q)—¢) U (—w(q)+ew(q)—¢) U (w(q)+e,+00),

e em dois semicirculos ao redor dos pélos +w(q), vide figura 8.6. A integracdo sobre a unido
dos segmentos produz o que chamamos de valor principal, ao passo que a integracdo sobre as
semicircunferéncias resulta nas fun¢des delta presentes em (8.4.1). Uma analise cuidadosa do termo

de valor principal mostra que a integral tipica que precisamos considerar é da seguinte forma:

00 —l, 2 > 2
/ dxsin(xn)si(xe) = one M~ € , (8.4.2)
0 0, n?<é?

onde n = Ag—w(A), e si(x) é o seno integral (vide, por examplo, (6.252) de [120]). O resultado
(8.4.1) s6 é valido para m # 0 e, conseqlientemente, 7% > €2, posto que devemos considerar o limite
€ — 0. Ao notarmos que o ponto 17 =0 corresponde a condicdo de integrabilidade, a saber, que o

conjunto dos momentos iniciais coincide com o dos momentos finais, concluimos que o resultado

10Para maiores detalhes, vide o calculo completo exibido no apéndice G.2.
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(8.4.1) s6 é verdadeiro se os momentos ndo estiverem no ponto de integrabilidade.

No entanto, se 7 =0, ou seja, quando os momentos satisfazem a condicdo de integrabilidade, a
integral (8.4.2) se anula, levando, pois, a um resultado necessariamente diferente de (8.4.1). Esse
comportamento é um tanto quanto perturbador, uma vez que, a principio, esperamos a continuidade
da amplitude de espalhamento nos momento externos. Muito embora cada um desses termos nao
seja necessariamente continuo individualmente, a continuidade nos momentos externos deve ser
restabelecida quando a contribuicdo de todos os diagramas de uma dada ordem em £ a amplitude
de espalhamento for considerada. Essa singularidade artificial que aparece no ponto 7 =0 é devida
unicamente a forma com que lidamos com a amplitude de espalhamento, ao forcarmos sua separa¢do
em termos das integrais (G.0.3).

Esse ponto especial torna a analise severamente mais complicada, porque introduz um nimero
ainda maior de permutacdes a serem consideradas. De uma forma mais concreta, se tomarmos
uma dada condicdo de integrabilidade, correspondendo a uma escolha particular dos conjuntos de
momentos iniciais e finais, precisamos escrever explicitamente todos os termos presentes em (8.3.12)
e examinar separadamente os subconjuntos determinados pela validade, ou ndo, dessa condicdo de
integrabilidade. Toda essa complicacdo pode ser, no entanto, evitada, se empregarmos distribuicdes
de pacotes de onda localizados para descrever as particulas envolvidas no espalhamento. Assim,
ao considerarmos tais pacotes de onda, introduzimos um fator de amortecimento nas integrais,
impedindo que o ponto 11 = 0 seja atingido e, de fato, ndo precisamos sequer leva-lo em conta. Logo,
concluimos que o resultado (8.4.1)!! é correto e podemos utilizé-lo para provar a fatorabilidade da
matriz S. Notamos ademais que dessa forma a nossa anélise estd em completa consonancia com a
demonstracao formal da fatorabilidade da matriz S para modelos integraveis quanticos, que requer a
consideracdo de pacotes de onda.

Para concluir essa discussdo, comentamos que esse tipo de dificuldade n3o aparece em modelos
mais simples, tal como o modelo de Landau-Lifshitz estudado no capitulo 5. Isso se deve ao fato
de que o propagador do modelo de Landau-Lifshitz possui apenas um pdlo, e, dessa forma, o caso
problematico n = 0 ndo contribui, porque na condigdo de integrabilidade o termo de valor principal é
trivialmente zero. Entretanto, no modelo de AAF a presenca de dois pdlos leva a uma contribuicdo
nao-nula do termo de valor principal em 1 =0, porém, conforme explicado acima, o uso de pacotes
de onda demanda que a contribuicdo dos termos de valor principal levem a uma funcdo continua
nos momentos externos. Conseqiientemente, o caso 7 = 0 ndo assume nenhum papel na discussdo

posterior.

8.5 Fatoracao da Matriz S

Nessa secao, demonstramos a fatorabilidade da matriz S em primeira ordem nao-trivial ao mostrar
que os segundos termos de (8.3.7) e (8.3.18) se cancelam mutuamente. A estratégia empregada
consiste em expressar tais termos como funcdes das rapidezes, para assim tornar possivel o calculo

dos produtos espinoriais sem precisar recorrer a uma identidade como (8.2.7) e, posteriormente,

11Bem como as outras integrais em (G.0.3).
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efetuar todas as antissimetrizagdes necessarias. Sejam as rapidezes:
py = mcosh@;, pj = msinh6;, kj = mcoshm;, k; = msinhn;, i =1,2,3.
A contribuicdo ndo-integravel no nivel de arvore é facilmente computada:

93

3
— , ni —0i
_m(3!)2Ap,k [k* x p? U5 Q UPys] = —igsmcosh (; 2) F(n,9), (8.5.1)

onde introduzimos a seguinte funcdo das rapidezes:

sinh (52 sinh (5% ) sinh (252 ) sinh (91502) sinh (61593> sinh (@)

F(n6)=
(n.6) y/coshny coshm, coshns cosh 81 cosh 8, cosh 83

(8.5.2)

O préximo passo € menos trivial e consiste em reduzir o segundo termo em (8.3.18) ao oposto

de (8.5.1). Primeiramente, rescrevemos o argumento do antissimetrizador em termos das rapidezes:

(P xpt+Ax k] [K3x k> +Axp?
A2 _ 2

8m3G (n,9)
\/113:1 coshn; cosh6;

_ M —"3 01— 6 M2 — 03 M — 601
G(n,@)cosh( 5 >cosh( 5 )cosh( 5 >coth< 5 )
-0 -0 —n3—0,+6

smh<m2 2>mm<”323>smh<mz7B21T%3>. (8.5.4)

Em seguida, em vez de antissimetrizarmos diretamente a expressdo acima, mostra-se mais conveni-

} 0523M(A)U§13 = (8.5.3)

com

ente rescrever G (n,0) de forma a minimizar o nimero de fungdes hiperbdlicas dependendo apenas

da diferenca de um m com um 6. Obtemos, pois, a seguinte decomposi¢do:

8
Gmmzigmmm, (8.5.5)

com os fatores A;(n,0) definidos no apéndice H pelas equagdes (H.0.1). Naturalmente, podemos

aplicar o antissimetrizador a cada A, (n,0) separadamente. Surpreendentemente,
Aoy [Ai(n,0)] =0, parai=2,457 e AgnlAs(n.0)] =Aon[As(n.0)]. (8.5.6)

Fornecemos as expressdes explicitas para os termos ndo-nulos no apéndice H, equagdes (H.0.2).
Por consegliinte, a expressdo para G (n,0) é simplificada consideravelmente ao considerarmos sua

antissimetrizacdo:

Ao |G (1.0)] = 5 Ao [ A1 (1.6) + A5 (1.0) +2A (1.0) . (85.7)

porém, ainda ndo corresponde ao oposto de (8.5.1).

Isso, entretanto, ndo é inesperado, pois ainda ndo impusemos a condicdo de que tanto o momento
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quanto a energia total devem ser conservados a (8.5.7). De fato, ao restringirmos os momentos
p' e k' a essa subvariedade, através da implementacdo da funcio delta 6@ (k—p), verificamos que
ambos os termos Ay, [A3(1,0)] e Agn[As (n,0)] se anulam identicamente. A forma mais simples de

demonstrar esse comportamento consiste em considerar os momentos no cone-de-luz:
I I _ o*m -
pL=e e ki=e (i=1,2,3),

para os quais a condicdo de camada de massa assume uma forma conveniente:

; 1 ; 1
P+ Kl

Proporcionando, pois, ndo sé uma forma adequada de se escrever Ag, [As(n,0)] € Agn[As(n,0)],
dado que dependem apenas de fun¢des hiperbdlicas, mas também de implementar a conservacdo de
momento e energia totais sem introduzir relagdes ndo-lineares entre os momentos. Dessa forma,

apos longas e tediosas contas, encontramos:
AsnlAs(n,0)]6P (k—p) =0 e Agn[As(n.0)]6? (k—p)=0. (8.5.8)
Logo, temos que:

(31" Aan[6.6)]6®) (k=) = £ (312 Au s (. 0)~ 42 (. 6) |67 (k)
= 2cosh S0\ L (meme) L (mems)
= 2C0s (,21 5 )smh( > )smh( 5 )
-sinh <n2;n3)sinh (912_92> sinh (91;93> )

-sinh (92293> 8@ (k—p). (8.5.9)

E finalmente, obtemos:

[ 3lig 2A [p? % p' + A x k1] [K3 x k?+ A x p3
"\ Tam fop A2 —m?

] Ufz3M(A)U§13 } 4?52 (k—p) =

3 . _p.
= igimcosh (Z 77/29:> F (n,6)41°6 (k—p). (8.5.10)

i=1

Ao notarmos que também ha um fator de 476 (k — p) multiplicando o termo (8.5.1), concluimos
que o termo que impedia a fatora¢do da matriz S no nivel de arvore (8.5.1) é realmente cancelado
pela contribui¢do advinda do valor principal dos diagramas com contragdes simples a 1-lago (8.5.10),

contanto que a seguinte relacdo entre as constantes de acoplamento seja satisfeita:

% =gs. (8.5.11)

Esse & um dos resultados centrais de nossa analise, e fornece a condicdo necesséria para a integrabili-
dade quéantica do modelo de AAF. Ressaltamos que a condigdo (8.5.11) esta em plena concordancia
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com as dimensdes de massa que atribuimos as constantes de acoplamento g» e g3, bem como
com a agdo classica (8.1.10). De fato, com (8.5.11) podemos ir da a¢do (8.1.10) com constantes
de acoplamento de volta a sua contraparte sem dimensGes de massa, (8.1.7), com os coeficientes
corretos.

Portanto, se denotarmos g = g», a amplitude de espalhamento para trés pseudoparticulas assume

a seguinte forma:
(k|S|p) = 1+2i 19 (prpl+p3Xp1+p3><p2) n (klp) +O(g%) (8.5.12)
o] 4m ' e

onde incluimos as amplitudes a 1-laco, \/,(2) (k,p), i =2,3,4, em O(g3), pois
Vi (k,p) ~ VAP (k,p) ~ 9205~ ¢° & VP (k,p) ~ g3 ~ g*.

Claramente, a expressdo (8.5.12) é da forma (8.3.8), permitindo, pois, a extracdo da matriz S no

setor de trés pseudoparticulas a 1-laco:

. n
S(pt.p? p) =142 22:1 [(—ﬁ) ( 2x pt4+p3x pt+p3x p2)] +0(g%). (8.5.13)
n—=
Comparando (8.5.13) com (8.3.1), que obtivemos unicamente a partir do conhecimento da matriz
S para duas pseudoparticulas, verificamos que (8.5.13) corresponde a matriz S para trés pseudopar-
ticulas fatoravel em segunda ordem em g. Conseqlientemente, constatamos que mesmo para se ter
a fatorabilidade da matriz S apenas no nivel de arvore, é imperativo que se considere amplitudes de
ordem mais alta, uma vez que elas proporcionam as contribuicdes responsaveis pelo cancelamento

dos termos nao-integraveis de ordem mais baixa.

8.6 Comentarios Finais

Nao é dificil ver que esse notavel esquema de cancelamentos seria completamente arruinado, se
ndo tivéssemos corrigido o fator de % perdido em [43] e a inconsisténcia entre os sinais de [35],
porquanto esses foram fundamentais para garantir o ajuste preciso entre os termos de interacdo
necessario para a fatorabilidade da matriz S. A retificagdo dos sinais presentes na agdo (8.1.10)
apresenta outras conseqiiéncias significativas, a mais proeminente sendo a deducdo do inverso da
matriz S proposta por [35].

Interessantemente, nossa matriz S no setor de duas particulas (8.2.17), quando escrita em termos

de rapidezes: _
1— /nlg2 sinh (91 — 92)

5(61,02) = : , 8.6.1
(62.62) 1+ % sinh (8, — 6,) (86.1)
é deveras similar a matriz S para o espalhamento de duas particulas no modelo de Thirring:
1— Ytanh &2
SThirring(de/) = 2 2 (862)

ig 0—6""
1+ 5tanh 5
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cuja Lagrangeana,

ETm‘mngZ@(/@—m)w—gg”@ﬁ“?ﬂﬂ_/’)’uw, (8.6.3)

é consideravelmente mais simples do que a do modelo de AAF (8.1.10), que além de possuir um
segundo termo de interacdo, envolvendo trés particulas, apresenta acoplamentos derivativos, que
sinalizam uma maior singularidade da teoria.

Estamos finalmente em posicdo para escrever as equacdes de Bethe corretas'? para o modelo de
AAF:

gimsinh0; _ H 1+ I:an sinh (6, — 6k)
k#i 1-— /nzlgg sinh (9, — ek) '

(8.6.4)

que constituem o primeiro passo para a analise dos estados ligados e excitados, uma vez que suas
solucBes permitem o preenchimento do mar de Dirac e conseqiiente reconstrucdo do verdadeiro
estado fundamental, bem como a obtencdo da matriz S fisica.

Para concluir nossa discussdo sobre a integrabilidade quantica do modelo de AAF, fazemos uma
compara¢do mais detalhada com a analise e os resultados de [35]. Com esse intuito, retornamos a
acdo original do modelo de AAF (8.1.2) e consideramos a transformacio:'3

o (o3

T——T, 0——0, p*——p% (8.6.5)

Dessa forma obtemos:
VA RoTi _ _
5= T/dT/ do [ (XY 0aX — BaXY*X) — XX —
T 0 2

- %e‘*ﬁ (X0ax X Y>BpX — BaXX O5X V> X) — %66“" (XX)° 0aXY*0x| . (8.6.6)
onde denotamos x(7,0) =¥ (-7, —0).

A acdo (8.6.6) difere da que examinamos (8.1.4) pelo sinal do termo quartico e corresponde
essencialmente a considerada por [35], escrita em termos dos campos x(7,0). Portanto, essas duas
ac¢les ja sdo diferentes classicamente. Uma inspe¢do cuidadosa revela que a matriz S de [35], de
fato, corresponde ao espalhamento de particulas descritas pelos campos x(7,0) com a dindmica
fornecida pela a¢do (8.6.6), e ndo em termos dos campos originais, ¥(T,0). Podemos facilmente
constatar através da expansdo em modos de ambos os campos, que a transi¢do de x(7,0) para
(T, 0) corresponde a troca dos operadores descrevendo particulas e antiparticulas a’ «— bf, visto
que a transformacdo (8.6.5) envolve inversdo temporal. Posto dessa forma, ndo é surpreendente que
a matriz S obtida em [35] seja o inverso de (8.6.1), e para fazermos uma conexdo direta entre os
dois resultados, precisamos fazer g» — —g». Finalmente, & importante enfatizar que a condi¢do de
integrabilidade quantica (8.5.11) é invariante sob a transformagdo: g» — —g», e conseqgiientemente,

ambos os modelos (8.1.10) e (8.6.6) sdo integréveis.

2Notamos que as equacdes de Bethe para o modelo de AAF, originalmente deduzidas por [35], estdo incorretas,
uma vez que foram obtidas a partir do inverso da matriz S.

13Nesse caso também desprezamos o termo constante, fixamos Kk = g e mudamos a base das matrizes de Dirac

através da transformacdo de similaridade (B.3.3) .






Conclusao

“Ao vencedor, as batatas.”

Machado de Assis - Quincas Borba

Nesta tese, motivados pelas dificuldades encontradas no processo de quantizacdo da teoria de
supercordas do tipo [IB em AdSs x S°, estudamos a integrabilidade quantica de modelos que surgem
de seus subsetores. Naturalmente, esse € um problema cujo interesse ultrapassa as fronteiras da
teoria de cordas, sendo extremamente relevante no contexto da correspondéncia AdS/CFT, e no
desenvolvimento de métodos de quantizagdo para sistemas (integraveis) continuos. Os dois modelos
considerados na presente tese, o modelo de Landau-Lifshitz (LL) e o modelo de Alday-Arutyunov-
Frolov (AAF), fornecem exemplos representativos das dificuldades associadas com a aplicagdo do
método do espalhamento inverso para a analise da integrabilidade quantica em modelo continuos,
relacionadas com a natureza singular de suas interacdes. Notadamente, ndo é possivel utilizar as
identidades de traco, de forma que obter o conjunto de cargas quanticas conservadas em involugdo,
expressas na forma de integrais de densidades locais, constitui, em geral, um problema de formidavel
complexidade.

Contudo, existe uma abordagem alternativa para investigar a integrabilidade quantica de um
dado modelo, que consiste em considerd-lo como uma teoria de campos, e, através de métodos
perturbativos, estudar a fatorabilidade de sua matriz S. Verificamos em ambos os modelos de LL
e de AAF a presenca do mesmo mecanismo intrincado de cancelamentos necessario para garantir
que a matriz S seja fatoravel, mesmo na primeira ordem nao-trivial. Esse mecanismo deve ser
responsavel por garantir a fatorabilidade da matriz S em todas as ordens, mas, devido a complicada
analise diagramatica envolvida, acreditamos que o problema de generalizar a nossa construcdo para
ordens superiores exija um formalismo alternativo. Além disso, dada as naturezas dispares desses
modelos, um é bosonico, enquanto o outro é fermidnico, sé para citar uma, é razoavel esperar que
esse mecanismo esteja presente em diversos outros modelos integraveis.

Um ponto sutil de nossa analise, e que merece ser investigado posteriormente com mais cuidado
é a renormalizacdo dos modelos de LL e AAF, em particular, no que concerne as constantes de
acoplamento. No contexto do modelo de LL, precisamos introduzi-las para manter controle sobre
a ordem perturbativa de nossos calculos, e, ao seu final, fixa-las como a unidade para garantir
a fatorabilidade da matriz S, o que fizemos sem considerar os efeitos da renormalizacdo, que sdo
importantes para validar essa hipdtese. Similarmente, no modelo de AAF a renormalizacdo pode afetar
a relacdo entre as duas constantes de acoplamento, que também é fundamental para a fatorabilidade
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da matriz S. Ademais, o procedimento de renormalizacdo do modelo do ponto de vista da teoria de
campos esta relacionado com regularizacdo das singularidades que surgem no contexto do MEIQ), ao
considerarmos a algebra dos operadores locais. Logo, esse tipo de andlise levaria ao estabelecimento
de um relacdo explicita entre os dois métodos.

O nosso estudo do modelo de AAF também mostrou em que sentido a integrabilidade quantica
fornece um teste de consisténcia, revelando alguns erros na literatura prévia. Em particular, a matriz
S correta é o inverso da originalmente obtida por [35]. Assim, uma nova analise dos estados ligados
e com energia negativa se faz necessaria.

Uma das formas de se evitar as dificuldades inerentes a abordagem perturbativa, consiste em
quantizar o sistema diretamente. Estudamos esse problema no exemplo do modelo de LL, porém
apenas no caso'* su(1,1), e propusemos um novo método de quantizacdo para modelos integraveis
continuos que ndo depende de nenhum esquema de regularizagdo. Explicamos também como obter
as identidades de traco quanticas e estabelecemos uma conexio explicita com o MEIQ. E importante
ressaltar que o nosso método se baseia em diversos aspectos da integrabilidade, aparentemente dis-
tintos, mas intrinsecamente interrelacionados. Primeiramente, a diagonalizacdo das cargas requer a
regularizacdo dos operadores, levando a uma algebra altamente ndo-local, que, contudo, corresponde
apenas a representacdes integraveis. Em segundo lugar, a natureza singular do modelo de LL tam-
bém demanda a construcdo do espaco de Hilbert estendido. Assim, a regularizagdo dos operadores,
sujeita a integrabilidade quantica, em conjunto com a construcdo das extensdes auto-adjuntas levam
a inimeras conseqiiéncias importantes, como, por exemplo, a fatorabilidade da matriz S, a natureza
da representacido e a relacdo com o MEIQ.

Em suma, apesar de o MEIQ ser um procedimento relativamente direto, a presenca de singulari-
dades requer uma analise mais cuidadosa do produto operatorial e de sua regularizacdo, bem como a
construcdo das extensdes auto-adjuntas. Muito embora, essa abordagem matematicamente correta
seja, em geral, ignorada para a vasta maioria dos modelos fisicos, ela é essencial para o modelo de LL
e varios outros, como, por exemplo, o modelo de AAF. Acreditamos que o nosso método seja direta-
mente aplicavel para a quantizacdo de tais modelos. Em particular, seria extremamente interessante
obter os espacos de Hilbert estendidos para os modelo de de AAF e de LL (su(2)). Ndo esperamos,
todavia, que a construcao dos operadores auto-adjuntos e suas correspondentes extensdes coincidam,
uma vez que carregam um nidmero de graus de liberdade diferente. Além do mais, € uma questdo
crucial entender se essas duas extensdes podem ser acomodadas em um espa¢o maior, que englobe
tanto os graus de liberdade bosbnicos, quanto os fermiénicos. Esse & um passo importantissimo para

a compreens3o do espaco de Hilbert completo para a supercorda em AdSs x S°.

14Notamos, entretanto, que o caso relevante no contexto da teoria de cordas e, conseqiientemente, da correspon-
déncia AdS/CFT é o su(2).
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Apéndice A
Algumas Demonstracoes

“Nobody is my name. My father and mother call me Nobody, as do all the others who

are my companions.”

Odysseus, in his tale
Richmond Lattimore, The Odyssey of Homer

Neste apéndice reunimos as demonstracdes de alguns teoremas apresentados ao longo do texto.

A.1 Demonstracio do Teorema de Darboux

Nesta secdo, demonstramos o teorema de Darboux (teorema 2.2.6), seguindo a demonstragdo
exibida em [46].

Teorema (2.2.6). Em qualquer variedade simplética (5,,w) € possivel introduzir, localmente ao
redor de um ponto mg, coordenadas canénicas & = (p;, q;) tais que w = dp' Adq;. Além do mais, é
possivel escolher py como qualquer funcdo H em I, tal que dH(mg) # 0.

Demonstracao: A demonstracdo sera feita por inducdo em n na dimensio do espaco de fase /5.
Comegamos com o caso n=1 e consideramos a construcido das coordenadas p; € q;.

Seja mg € I, considere um sistema de coordenadas y € R?” ao redor de myg e defina p; (y) = H(y).
Podemos supor sem perda de generalidade que p;(mg) = 0. Introduzimos, entdo, o campo vetorial
Hamiltoniano associado a p;, Xp,, que € ndo-nulo na vizinhangca de mg considerada. Em sequida,
considere a hipersuperficie > ¢ passando por mp, mas que ndo seja tangente a X, , ou seja, X
é transversal a X, , conforme a figura A.1. Queremos definir g; de forma que {p1,q:} =1 e
1|5, = 0. Portanto, para qualquer trajetéria do fluxo gerado por X, , temos que ¢1 = {p1,q:1} =1 e,
conseqlientemente, g1(y)—q1(z) = g1(y) =t com z sendo o ponto onde a trajetdria intercepta X g, ou
seja, g1(z) =0. Pela hipotese de transversalidade, podemos definir, para qualquer y suficientemente
proximo a %o, q1(y) como o tempo necessario para se ir de z € Yo a esse y pela trajetdria gerada
pelo fluxo de X, . Assim, a vizinhanca de mg é folheada tanto por hipersuperficies >+ com g1 (y) = t,
quanto por hipersuperficies ®s onde pi(y) =s.
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’NL(S,t)

mo

Yo N, Yo

Figura A.1: Folheacdo do espaco de fase pelas hipersuperficies ¥ ; e ®..

Mostramos a seguir que é possivel resolver simultaneamente:

asy: _qu(y) € aty:Xpl(y),

e desse modo podemos escrever y = y(s,t,z) com z € XoN®gy. Claramente, para qualquer fungdo
f(y) temos que
Osf = =X, f ={-aq.f} e 0/ =Xy f={p1.f},

e usando a identidade de Jacobi obtemos:
0s(0tf) —0: (0sf) = —{aqu. {pr. fF}} +{pr.{a. f}} ={{p1. a1} . f} =0,

pois {p1,q1} = 1.

Como Xp, p1 = {p1,p1} =0 temos que X,, & tangente a qualquer @, em particular, a ®o;
analogamente, X, & tangente a qualquer >; e, em particular, a >o. Dessa forma, ambos sdo
transversos a hipersuperficie definida por o N ®g e independentes, pois {p1, g1} = w(Xp,, Xg,) =
1#0. Finalmente, para qualquer vetor V' tangente a XN ®q temos que w(V, X,,) =w(V, X4, ) =0
porque w(V, X, ) =V -p1, w(V,Xg,) =V -q1 € p1ls,ne, = q1lsone, = 0 sdo constantes. Concluimos,
pois, que a restricdo de w a XN Py € ndo-degenerada.

Com o término da construcdo para n=1, podemos usar a hipétese de inducdo para construir as
coordenadas canénicas p; e g; com i > 2 na variedade simplética com dimensdo (2n—2), Yo N Pg.
Estendemos essas coordenadas como fungdes sobre /5, ao fixarmos p;(y) = pi(z) e qi(v) = qi(2)
parai>2ey=y(p1,qi1,z) com z € LoN®Py. Implicando sua constdncia ao longo dos fluxos X, e
Xg,. de forma que:

{pr.pi} ={p1.a} ={ar.pi} ={aq.q} =0.

Resta mostrar que a forma simplética w em 5, € @ =Y., dp; Adg;. Fazemos isso inicialmente
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para qualquer ponto p; = g1 =0 de YgN®dy. Claramente, qualquer vetor V tangente a [, nesse
ponto pode ser decomposto como a soma de um vetor V; contido no espaco gerado por X, e Xg .

com um vetor V5 tangente a g N Pg.
wVi +Vo, Wi +Wo) = w(Vi, Wh) +w(Vi, Wo) +w(Vo, Wh) +w(Va, Wh)
n
=(dpi Adaqr)(Vi, Wh) + ( dPi/\dq/> (Vo,Ws),

=2

pois w(V4,Wh) = w(Vs,W1) = 0, para ver que w(Vi,Wy) = (dp1 A dg1)(Vi,W1), basta considerar
Vi = Xp, e Wi =X, e notar que w(Xp,,Xq,) ={p1,q1} =1, bem como (dp1 Adgi)(Xp, Xg,) =
{p1,q1} = 1; finalmente, para w(V5,W>) usamos a hipétese de indugdo. Agora, para mostrar que
essa igualdade é valida para todo [2,, precisamos considerar a evolugdo Hamiltoniana U +) sob os

fluxos de X, e X4,. Em coordenadas, temos

(P1,G1.P2. G2 P Gn) = (P1+S 1+t p2. G2, ... Pn. ).

De onde vemos que a forma @ é trivialmente invariante. Pelo outro lado, a forma simplética w
também é invariante sob a evolucdo Hamiltoniana. Como mostramos que w = @ para p; = g; =0,

temos que tais formas coincidem em todos os pontos.

A.2 Propriedades Analiticas da Matriz de Transicao para o Mo-
delo NLS

Nesta secdo, demonstramos a proposicao 2.6.3 e o corolario 2.6.4. Para isso precisamos de
alguns resultados auxiliares que permitam uma melhor compreensido das propriedades analiticas da
matriz de transicdo (e de monodromia) do modelo NLS com condi¢des de contorno quasiperiédicas.
Como primeiro passo, consideramos o problema linear fundamental dado pela equacdo diferencial

(2.6.2) e o rescrevemos como uma equacdo integral.

Lema A.2.1. As equacées integrais

T(x,y;\)=E(x—y;\) +/X dzT(x, zzN)LYU2)E(z—y; ) (A.2.1a)
. y
T,y AN)=E(Xx—y;\) —|—/ dzE(x—z;0\)L%2)T(z,y; ) (A.2.1b)

ALLx

comy<xeE(x;\)=¢e sdo equivalentes ao problema linear auxiliar (2.6.2) para o modelo NLS

com condicdes de contorno quasiperiodicas.
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Demonstragdo: Derivemos (A.2.1a) com respeito a x
B.T(x,yiN) = ALLE(x—yiN) + T(x, ZNLUDE(Z - yiN)| _ +
+/X dzoxT(x,z;,A\)L2Az2)E(z—y; N)
y
- ALiE(X—y;A)+12L2(X)E(x—y:>\)+/x dz Ly(x; )T (x, Z: N LY(2)E(z =y M)

y

=L(x; ) [E(X—y;)\)—l—/yx dZT(X,Z;A)Lg(Z)E(Z—y;X):| .

Ademais, é claro que T(x,y;\)

= E(0;\) =15. Ja para (A.2.1b), derivamos com respeito a y
x=y

ayT(x,y;A):—kLiE(x—y;A)—E(X—Z;X)LS(Z)T(Z,y;%)‘ _ +
+/X dz E(x—z;N\)L%2)0, T (z,y; \)
:—ALiE(Xfy;A)fE(xfy;A)Lg(y)]lgf/XdZE(X*Z;X)LS(Z)T(Z.J/;A)Lx(Y)

=— {E(X—y;AH—/X dz E(X—Z;A)LS(Z)T(Z,y;A)} Ly(y).

y

A fungdo E(x;\) é a solugdo do problema linear fundamental (2.6.2) com L9(x) =0 e satisfaz a
seguinte propriedade.

Lema A.2.2. A seguinte relacdo é valida:
ECGNLAY) = L2AVE(—x: ). (A2.2)

Demonstracao: Calculemos:

E(G MLy i( > VG [T =)
. =LY
- ivalon =i 3 (%)

= LY(V)E(=x;X),

onde usamos que y3y* = —yEy3.

As equagdes (A.2.1) sdo equagdes integrais de Volterra, logo suas iteragBes sdo absolutamente
convergentes. De fato, ao usarmos (A.2.2) podemos coletar todos os fatores E(-;X) em um dos
lados do produto com L¢ e usar a propriedade de superposicdo de E(x;)\), para obter o seguinte
lema.
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Lema A.2.3. As equacgdes integrais de Volterra (A.2.1) podem ser representadas da seguinte forma:

T(x,y;A):E(X—y;A)-i-/ dzK(x,y,2)E(z—y; ), (A.2.3a)
2y—x
2x—y N
T(x,y;N\)=E(x—y;\) —|—/ dzE(x—z;MK(x,y,z2), (A.2.3b)
y
com os niicleos K e K satisfazendo
Xtz
1 =
K(X,y,z):ELS (X;Z>+/ dsK(x,s,2s—2)L%s) com y< % <X, (A.2.4a)
y
- 1 X -
K(x.y.2) =518 (y—;z) +/+ dsLO(s)K(s,y,2s—2) com y< % <x.  (A2.4b)
yrz
2
Demonstracdo: Claramente, se substituirmos
- _1 X+Z ofX+Z2 X+Z
K(x.y,2)= 2T(x, 5 ,A) LX( 5 )E(X 5 ,A),
em (A.2.3a) e considerarmos a mudanca de variavel de integracdo z = %2 obtemos (A.2.1a). Resta

mostrarmos que (A.2.4a) é verdadeira, para tanto substituimos (A.2.3a) em (A.2.1a):

/X dzK(x,y,2)E(z—y; ) :/XdZE(X*Z;>\)L2(Z)E(Z*_)ﬁ>\)‘|‘
2

y—=X y

+/Xdz /X dsK(x,z,5)E(s—z N\ LYU2)E(z—y; \)

:/ dzL%(2)E(2z —x—y; \)+
y

X X
+/ dz/ dsK(x,z,s)L%2)E(2z —s—y; \).
y 2z—x

Considerando a transformacdo 2z — x = Z na integral simples presente no lado direito e a transfor-

magdo (2z—s=Z,z=75) na integral dupla, obtemos:

R N O & 4 .
75/2 dzLX( 5 )E(zy,A)Jr

y—X

xX+Z

X 1 X+Z
= dz LO< )+
2y—x {2 x 2

x+Z

+/ ’ d§K(x,§,2§—2)L2(§)}E(f—y;x)

Analogamente, ao substituirmos

. 1 4 4 4
K(x,yZ)= SE (2 Z;y;x> LY (Z;y) T<Z;Ly,y;k>

+/ df/ Y 5K (x,5,25—3)LO(B)E(Z—yi )
2y—x y
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em (A.2.3b) e considerarmos a mudanca de variavel de integragdo z = Z£¥, obtemos (A.2.1b). Resta
mostrarmos que (A.2.4b) é verdadeira, para tanto substituimos (A.2.3b) em (A.2.1b):

2x—y N X
/ dZE(X—Z;A)K(X,y,Z):/ dzE(x+y—2z;2)L%2)+
g 2z—y
/ dz/ dsE(x+s5—-2z;0)L%2)K(z,y,s)

:/yzxydzE(x zx){ (Z;V)Jr

+/X d§L2(§)R(§,y,2§—z)},

Z+y
2

onde usamos as seguintes mudangas de variaveis 2z—y = Z e (2z —s = Z, z = §) nas integrais simples
e dupla presentes no lado direito, respectivamente.
Finalmente, como os argumentos que usamos sdo reversiveis, estabelecemos que as equacdes

integrais (A.2.1) sdo equivalentes as (A.2.4).

|

Considere que %(x) e ¥(x) sdo limitados em —L < x < L, ou seja, se ||-|| denota uma norma
matricial, temos que existe um C; € Ry tal que

Ci= max |[L2(X)]. (A.2.5)

—L<x<L
Dessa forma, podemos demonstrar o seguinte resultado.

Lema A.2.4. Os niicleos K e K sdo absolutamente integraveisem 2y —x<z<xey<z<2x—y,

respectivamente.

Demonstracao: Defina:

P(x.y) = / T dz|KGy.2)].

y—X

Claramente,

X+z

X 1 X X =
/ dZK(X,y,Z)Z*/ dz L° <X+Z>+/ dz/ ds K(x,s,2s —z)L(s)
2y—x 2 2y—x 2 2y—x y

:/ dz L%z /X /;_X dsK(x,z,s)L%z2).

Portanto,
X X X
b(x.y) < / dz[IL9(2)]| + / dz |L2)IIe(x )| < exp [/ dz||L2<z>}—1geCI<X—y>—1.
y y y

Para K introduzimos:

~ 2x=y ~
Fxy) = / dz 1R (x.y,2)]
y

e procedemos exatamente da mesma maneira.
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Uma conseqiiéncia imediata do lema A.2.4 é que ||T(x,y;\)| é limitado. Para vermos isso,

consideramos

X

1Ty M < HE(X—y:%)IIJr/ dz||[E(z—y: MIIIK(x.y. 2)II,

2y—x

e notamos que Li é limitado em —L < x < x, por consegiiinte existe um C, € R, tal que
Co= max |[E(x;N). A.2.6
2= _max, [ECN)] (A.2.6)

Logo,
ITCey NI < Cot Calxy) < Co (1407 1) < Goe?tr,

Em virtude das equacgdes (A.2.4), os nlcleos K e K possuem as mesmas propriedades de conti-
nuidade e diferenciabilidade que os campos 1(x) e ¥(x), portanto, se ¥(x),¥(x) € €>(R), inferimos
que os nucleos K e K s3o infinitamente diferenciaveis com respeito a cada um de seus argumentos.
Conseqiientemente, podemos usar a equagdo diferencial satisfeita por E(x; A):

OE(XAN)=ALLE(x;\) com  E(0;\) =1,

para integrar as equagdes (A.2.3) por partes. Obtemos, pois, a expansdo assintética de T(x,y; \)
(2.6.16) para um parametro espectral real e grande. Dessa forma, estabelecemos a validade da

proposicdo 2.6.3.

Proposicdo (2.6.3). Seja o modelo NLS com condicbes de contorno quasiperiédicas, se (x),%(x) €
¢>(R), entdo a matriz de transicdo T (x,y;\) é uma funcdo inteira e admite a seguinte expansdo
assintotica para A € R, A >0,

Ta(x.y)

TOGyiN) = E(x=yiN)+ ), =3 Ex=yiN + )
n=1 n=1

7~—n X, 5o
—%gﬁay—xm+ouM ),
com E(x; \) = eLx~.

Resta mostrarmos a veracidade do corolario 2.6.4, para isso notamos que a propriedade involucdo

satisfeita pela matriz de transigdo (2.6.7) é extendida aos niicleos K e K. Claramente,

_ A A
YPE(x; X)v° =~ exp [12')'3x} ¥ =exp {2/7%{} =E(x;\).
Assim, usando esse resultado juntamente com a involucdo da matriz de transicdo:
YT,y A =T (xy: ),

concluimos que as equacgdes (A.2.3) implicam:

YRy 27’ =K(x.y.2) e YPR(x.y.z°=K(x.y.2). (A.2.7)
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De onde inferimos que os nicleos K e K admitem uma decomposicdo da forma (2.6.17):

K(Z‘ f) e F<< e_ﬁ> (A.2.8)

As representacdes integrais (A.2.3) determinam as relagdes entre os niicleos escalares o, 3 e &, 3,

(o}

o
(o}

respectivamente. Para estabelece-las, usamos os seguintes fatos:

E(X;A)( @ 0 ) - < @ 0 >E(x;>\), (A.2.92)
0 & 0 &

_ 0 B\ [0 €B .
E(x:\) ( . ) - < . ) E(—x:\), (A.2.9b)

para levar E(z—y;\) a esquerda de K(x,y,z) em (A.2.3a) e portanto obter uma representacdo da
forma (A.2.3b). Logo,

- aed @Y ¢feEV \ 2x—yd Ged 2 ¢fedix—2) 210
2y—x ‘ Be%(27,\/) C_(e%(z_Y) o y z Be%(x—z) C:!e%(x_z) ( e )
de onde extraimos:
a(x,y,z)=a(x,y,x+y-2z), (A.2.11a)
B(x.y.z) =B(x.y, x—y+2). (A.2.11b)

Finalmente, ao considerarmos o limite x = L e y — —L em (A.2.3), obtemos equag¢des integrais

para a matriz de monodromia.

T\ = E(2L;>\)+/2L dxK(L,—L,x—L)E(x;\), (A.2.12a)
L

2L
dx E(x;\)K(L,—L,L—x). (A.2.12b)
L

T.(\) = E(2L;>\)+/

Tais equagdes implicam o seguinte comportamento para os coeficientes de transicdo a; (A) e b (A):

L
aL(A):ef’M+/ dxay (x)e™™, (A.2.13a)
—L
L .
bL(A):/ dxBL(x)e™, (A.2.13b)
—L
onde
ar(x)=2a(L,—L,2x—L)=2&(L,—L,L—2x), (A.2.13c)
BL(x)=28(L,—L,2x—L)=26(L,—L,L+2x). (A.2.13d)

Portanto as fungdes inteiras a; (A\) e b (\) sdo exponenciais do tipo L e, se ¥(x),¥(x) € €°(R),
admitem as expansdes assintoticas (2.6.18). Demonstramos, pois, o corolario 2.6.4.
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Corolario 1 (2.6.4). Seja o modelo NLS com condi¢ées de contorno quasiperiodicas, se ¥(x),%(x) €
€ (R), entdo a. (M) e by (N\) sdo fungBes inteiras com as seguintes expansoes assintoticas para A € R,
A>0,

al(\) = e ALy emiNL Z % oML Z +O (A,

. X h
)\):eﬂALer; I)\L27+O |>\|700)
n=1

A.3 Admissibilidade do Funcional Gerador das Quantidades Con-

servadas para o Modelo de Schrodinger Nao-Linear

Nesta secdo, demonstramos que o funcional gerador das quantidades conservadas (2.6.13):
C) =tr [TLN)R(O)] (A3.1)

€ um funcional admissivel no espago de fase [ g. Para isso consideramos a matriz de transicdo
T(x,y;\) com —L <y < x <L, e notamos que a equagdo integral de Volterra (A.2.1a) fornece uma
expansdo em (z) e ¥(z) da forma (2.4.9) para a matriz de transicdo. Calculamos em seguida as
derivadas funcionais de T(x,y;\) com respeito a (z) e ¥(z) com y < z < x, utilizando a variacdo

do problema linear auxiliar (2.6.2),

W [OT (X, y; )] =0Lx(x; )T (X, i N) + Ly (x; N)OT (x,y;A) com  dT(x,y;\) =0, (A32)

cuja solucido é

0T (x,y;\) = /X dzT(x,z;M)0L(z; )T (z,y; ), (A.3.3)
e usamos que
SL(z:N) = i/g[ow(z)yT —69(2)v], (A.3.4)
para obter:
57—5(;()/;\) =iVIT(x, Z Ny T(z,y; N, (A.3.52)
6T5(;(£)A) —IVIT (X Z2A )Y T(2.y: ). (A.3.5b)

Note que para z pertencente ao dominio fundamental, mas fora do intervalo (y,x), as derivadas
funcionais (A.3.5) se anulam. Conseqiientemente, elas sdo descontinuas e os elementos da matriz
de transicdo ndo sdo funcionais admissiveis.

O préximo passo consistem em tomar o limite x — L e y — —L em (A.3.5), para obtermos
as derivadas funcionais da matriz de monodromia, que sdo claramente continuas em z € (—L,L).
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Considerando os limites z— L —0 e z— L +0, inferimos:

T v Ty e ‘m e ey (A36)
z=L Z) |,—1

6TL(N) . 5Ti(N) - )

oW(z) |,o_, WITLAYT e §0(2) |, =—ivVgT (A, (A.3.6b)

que mostram que os elementos da matriz de monodromia também n3o sio funcionais admissiveis.

Continuamos multiplicando as equacgdes (A.3.6) por Q(6) pela direita e usando que:
QRUOYTQRTH(O) =™y,

para obtermos as condi¢bes de quasiperiodicidade para {(X)

SO Y /{0
o(z) |, ¢ Y(2) |-, (A.3.7a)
N[ _ e

02 |, @), (A.3.7b)

A condicdo de quasiperiodicidade também é valida para as derivadas em z das derivadas funcionais

de ¢(X), para mostrarmos isso consideramos a derivada em z das equagdes (A.3.5):

o (W) =iVGT(x.z: ) [¥5 Lz N)] T (2,53 0), (A38a)
o, (‘W) = —iVGT(x ZN) [ La(z:N)] T (2,73 M), (A.3.8b)

e repetimos os mesmos argumentos, notando apenas que a quasiperiodicidade de Ly(z;\) demanda
que:

Le(LiX) = Q7H(O)Lx(~L: N)Q(6),

(o). ()

> (550) ... =" ()

As condigdes de quasiperiodicidade (A.3.7) e (A.3.9) em conjunto com a continuidade e diferen-

para concluir que:

(A.3.92)

z=—L

(A.3.9b)

z=—L

ciabilidade das derivadas funcionais de ()\) com respeito a 9(z) e 9(z) para —L < z < L possibilitam
a extens3do dessas funcdes para todo o eixo real de uma forma suave e quasiperiddica:

6¢(N) 6 0C(N) 6¢(N) _ip 0¢(A)
_ = e % =e' _ A.3.10
50(z+2L)  C s0(z) © dw(z+2L) °© vz ( )
Assim, se 1(z) e ¥(z) forem infinitamente diferencidveis, as derivadas funcionais gfp(é)) e 35578

também s3do fungdes infinitamente diferenciaveis e quasiperiédicas em todo o eixo real. Ademais,
¢(X\) & um funcional analitico real, cuja expansdo do tipo (2.4.9) é uma conseqiiéncia direta da
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expansdo do funcional tr [T (x,y;A)Q(0)] no limite x — L e y — —L. Dessa forma, concluimos que
¢(X) € um funcional admissivel em [ .






Apéndice B

Matrizes Gama

“Young man, in mathematics you don’t understand things. You just get used to

them.”

John von Neumann

Neste apéndice coletamos as matrizes gama utilizadas em diversas partes do texto. Denotamos por

1, a matriz unitaria n x n.

B.1 SO(4,1)
Seja a algebra de Clifford SO(4,1):
FPOGDPOGD 4 pOW S0t —on. 15, ab=1,...,5 (B.1.1)

onde n=diag(1,1,1,1,—1). Uma possivel realizacdo dessa élgebra é dada pelas seguintes matrizes:

0 0 1 0 i 0
Fsoen _ | 0 -1 0 Fsoey _ | 0 0 0 —
! 0 -1 0 0 2 i 00
1 0 0 0 0 i 0
001 0 00 0 —j
[Sow@.1) _ 0 001 [SO@.1) _ 0 0 —i
3 100 0| 4 0 i
01 0 0 i 0
i 0 0 o0
0 i 0 0
I-550(4,1) _ ‘ _ 7/-r150(4,1)I-250(4,1)I-350(4,1)I-‘;90(4,1)
00 —i 0
0 0 —i
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Além disso, as matrizes /_350(4,1) também pertencem a algebra de Lie su(2,2) dado que elas satisfazem
a relac3do:
y P06 L S0ty — 0 ¥ =diag(1,1,-1,—1). (B.1.2)

Ademais, notamos que as matrizes /-550(4,1) obedecem a relacao:
K (Ffo(“'”)t Kt =700, (B.1.3)

onde K = ;04D 001,

B.2 SO(5)

Seja a algebra de Clifford SO(5):
reo® OB 4 20O rso®) =26,15, ab=1,...,5. (B.2.1)

Uma possivel realizacdo dessa algebra é dada pelas seguintes matrizes:

0 0 -1 0 0 —-i O
0 1 0 (N
/-150(5) _ /-250(5) _ ‘ !
1 0 I 0 O
-1 0 0 O 0 — 0 O
0O -1 0 0 0
[-50(5) _ 0 0 0o -1 [-50(5) _ 0O 0 i/ 0
3 ' 4 .
-1 0 0 0 0 —/ 0 O
0 -1 0 0 -/ 0 0
1 0 O 0
[-50(5) _ 01 O 0
> 00 -1 0
0 0 0 -1

%) s30 Hermiteanas, de forma que i/ °® € su(4). A relagdo

(B.1.3) também é satisfeita pelas matrizes r3o0).

. . . S0
Além do mais, todas as matrizes [ (

B.3 SO(1,1)

Seja a algebra de Clifford SO(1,1):

YA+ =01, pwr=0,1. (B.3.1)
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onde n =diag(1,—1) é a métrica plana de Minkowsky bidimensional. Uma possivel realizacdo dessa

algebra é dada pelas seguintes matrizes:

-1 0 0
0_ 1_ 5_ 0.1
S P IR G

Outra realizacdo de interesse pode ser obtida através da transformacdo de similaridade:

1 (1 =i
b=Mp*M™t, M=— ,
v = o s

que fornece:

(B.3.2)

(B.3.3)

(B.3.4)






Apéndice C

Equivaléncia de Calibre entre o LL e
o NLS

“Der Wissenschaftler findet seine Belohnung in dem, was Poincaré die Freude am

Verstehen nennt, nicht in den Anwendungsmoglichkeiten seiner Erfindung.”

Albert Einstein

Neste apéndice ilustramos a nocdo de equivaléncia de calibre entre dois modelos, ao relacionarmos
o modelo de LL su(2) com o modelo NLS através de suas correntes planas [90]. Dois sistemas de
equagdes ndo-lineares (integraveis pelo MEIC) sdo ditas equivalentes de calibre, se suas conexdes
de Lax estdo definidas em um mesmo fibrado vetorial e sdo dedutiveis, uma a partir da outra, por
transformacdes de calibre independentes do pardmetro espectral (2.5.8) com h(x,t) € GL(k,C).

Relembremos as conexdes de Lax para o NLS (2.5.9):

LIS = 104ALE e LIS =12 AL0 - WL (Co1a)
com LY=ivg(¥o-—Fo.), L= e Li=igosly’~VG(@ho_+0doy),
e para o LL su(2):
A A2 A
=28 e Lit— ’7s+§(aXS)s, (C.0.1b)

com S=5'g;, §=8" e $2=1,,

onde usamos as identidades o =T e 03 = 3.

As expressdes (C.0.1) deixam claro que as conexdes de Lax para ambos os modelos possuem
0s mesmos poélos, embora a conexdo de Lax para o NLS apresente termos constantes, ausentes na

conexdo do LL. No que se segue, queremos construir um mapa inversivel:
Qx,t) 1 S(x) = (Y(x), P(x)).,

com S(x) uma solugdo de (4.1.9b) e 9(x) de (2.4.5).
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Comecemos construindo a inversa, Q7 1(x, t), para isso seja ¥(x, t) uma solucdo da equacdo de
Schrédinger ndo-linear (2.4.5). Conseqiientemente, as matrizes LI't> e LNLS (C.0.1a) satisfazem a

condicdo de curvatura nula. Defina, entdo, Q(x,t) como a matriz unitéria satisfazendo o sistema

2,0 =1°Q, (C.0.2a)
0:Q=L9Q. (C.0.2b)

Logo, a transformacdo de calibre induzida por Q71(x, t) (2.5.8) assume a seguinte forma:

[N = 0719, Q+Q LNt Q, (C.0.3a)
[NS = -—Q 19, Q+ Q7 LMo, (C.0.3b)

Usando (C.0.1a) e (C.0.2a), concluimos

- A
LV =—Q 19+ Q (L +ALL) Q= 59*1039 =Lt (C.0.4)
se
S=Q7103Q. (C.0.5)
Por outro lado,
*NLS ~1,0 ~1(/0 0 2,1 RS —1
L= =-Q7 L;Q+Q (Lt~>\LX~>\ LX)Q:7S~>\Q 0, %2. (C.0.6)

Precisamos expressar Q18,0 em termos de S, notamos, pois, que ao diferenciarmos (C.0.5)

com respeito a x,
&S =1[5.0716.0].

Ademais, como Q718,Q=Q71L%Q e 03 anticomuta com L2, temos que:
0={0s5 L2} =Q 1030071190+ Q11200 1530 = {5, Q10,0
Portanto,
0S8 = [S, QflaxQ] =008 = Q0= f% (6x5)S.

Levando-nos a conclus3o: 32 \
[NLs = ’75+§(6X5)5. (C.0.7)

Logo, contruimos uma matriz S(x) a partir da solugdo ¥(x) da equagdo n3o-linear de Schrodinger
que satisfaz a equacdo de Landau-Lifshitz.

O préximo passo é mostrar que essa transformacdo é de fato inversivel. Para tanto, supomos
agora que S é uma solugdo da equacdo de Landau-Lifshitz (4.1.9b). Reduzindo-a a sua forma diagonal

por intermédio de uma matriz unitaria Q(x, t), isto &,

S=Q 1030,
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a qual pode ser escolhida da seguinte forma
030,001 48,00 o3 =0. (C.0.8)

Tal condicdo implica que a matriz anti-hermiteana 6,2 2~! possui diagonal principal nula. Assim,
podemos fixar:
L°=06,QQ7", (C.0.9)

o que define os campos ¥(x) e ¥(x) a partir de um dado S(x). Similarmente, consideramos a

transformacdo de calibre induzida por €2:

A
503 = LNLS, (C.0.10a)

_ A2 A
[l =300 +QLtQ 1t =8,007 + ’7959*1 +500.5507, (C.0.10b)

[fF=aQQ +aLr Q=10+

Notando que

00,8510 = 0,00 105° +030,QQ o3 = 20,007 =210

Ja para expressarmos 9;Q Q2! em termos de v e 1, precisamos utilizar a condicdo de curvatura
nula (C.0.1a) satisfeita por Lt e LLL, que fornece um polinémio de terceiro grau em A. Em
particular, do coeficiente de A, obtemos:

6XL§+% [03,0:QQ7"] =0.

Ao verificarmos que
[0'3,0'38)([_2] = 26XL?<,

somos levados a conclusao
0:QQ 1t = —io30, L0 +ic(x, t)os, (C.0.11)

onde c¢(x,t) & uma fungdo real arbitraria. Para determinarmos o coeficiente c(x, t), considerarmos
o coeficiente de \°:
oLy -0, (8227 + LS, 6.2 =0,

€, a0 notarmos que
[L2,0,2Q7] = igd, [W|? 03 +ic (Yo_ +oy),

inferimos a partir de sua parte diagonal, a seguinte relacio:
By (/g|¢|2 - /c) —0. (C.0.12)
Combinando (C.0.11) com (C.0.12), obtemos:

8 Q0 = —io30, L0+ og||? o3+ iE(t)os = L9+ i&(t)os, (C.0.13)
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com &(t) sendo uma fungdo real. Finalmente, usando a arbitrariedade remanescente na definicdo de
Q em (C.0.8), podemos fazer a transformac3o:

Q—e€MQ com C(t) tal que 8,C(t) = &(t),

para eliminarmos o termo proporcional a &(t) em 8;QQ~. Logo,

i\ 2

~ A
[Et :'703_>\2+L$:LQ/L5, (C.0.14)

e, portanto, o P(x, t), que definimos a partir de uma solugdo arbitréria S(x, t) da equacdo de Landau-
Lifshitz, deve satisfazer a equacdo ndo-linear de Schrodinger.
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Integrais Relevantes para o Modelo
de Landau-Lifshitz

“It is important to do everything with enthusiasm, it embellishes life enormously.”

Lev Davidovich Landau

Seja D(x —x") o propagador (5.1.16) para o modelo de Landau-Lifshitz (LL) com respeito ao
estado fundamental (5.1.15) no espacgo das coordenadas e denote por D(q) o propagador no espago
dos momentos: _

i
D(g)= ——. D.0.1
@)= (D.0.1)
Para o calculo da amplitude de espalhamento a 1-ciclo no setor de duas particulas, as seguintes

integrais no espaco dos momentos sdo relevantes:

d2
/0(p1,p2):/TWZD(Q)D(IJ1+02*Q):LO(PLP2): (D.0.2a)
d?q . 1
hprp) = [ i Yi(pt+p3—q") D(q) D(pr+p2—q) = t1(p1, p2) + D1, (D.0.2b)
>(p1, p2) /4 = a2 (pE+ph— ") D(q) D(p1+pa— @) = ta(p1, p2) + Do, (D.0.2¢)

onde D; e D, denotam as partes divergentes da segunda e terceira integrais e t,(p1, p2) é a seguinte

funcdo:

o — (21),7 [plprf(pl pf)ﬂ(pz pfﬂ" | (0.0.3)
\/(p%—p%)2+2(p? )+2( P2>

E interessante notar que no limite onde os momentos p; e p, estdo na camada de massa, isto &,

p? = p,-12, podemos simplificar significativamente (D.0.3):

(=1)" (p1p3)"
2 |pt —pi

tn(pr,p2) = (D.0.4)
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Ja para o setor de trés particulas, as integrais relevantes para o calculo da amplitude de espalha-

mento em segunda ordem sdo as seguintes:

dqg 27
1a(p1, P2 :/ — = : D.0.5a
o ) 02*%(01*02)2*’6 lp1— p2| ( )
dq 2mi
/b(plvP2xP3):/ — = . (D.0.5b)
2—%(Pl+P2)2—P3(P1+P2)+P1/32+P1P3+P2P3—l€ |p1— po
Ie(p1, P2, p3) =// 9 94
e a7+ a5+ a102 — (a1 + G2) Lo+ (P1p2 + p1p3 + paps) — e
4w lim 1 5 1 5 5
=~/ [ 5 2IogQ +2R!inoolog(R Q) (D.0.5¢)
onde denotamos por Q2 a seguinte quantidade:
2 _ 4 2 2 2
Q= [(pr—p2)* + (P —p3)* + (p2— p3)°] (D.0.6)

E importante ressaltar que os resultados exibidos em (D.0.5) sdo validos para momentos na camada

de massa’.

D.1 Integrais para o Espalhamento de Duas Particulas: Deta-

lhes Computacionais

Nesta se¢do, descrevemos as principais etapas para o calculo das integrais (D.0.2), no exemplo
representativo da integral lo(p1,p2), dada por (D.0.2a). Ressaltamos que a presenca dos fatores
qt (p% +p3 — ql), conquanto aumente o grau de divergéncia superficial, ndo introduz maiores com-

plicagdes técnicas. Substituindo a expressdo para o propagador (5.1.16) em (D.0.2a):

/O(pl,p2):/d2(27 i2 ; / =, (D.1.1)
AT° g% — g +ie (p) +p3 —q°) — (i +p3 —q') +ie

verificamos a existéncia de dois pdlos simples com respeito a integracdo sobre q°:

2 . 2 .
A= +p3—(pi+pm—q') +ic e @d=q" —ic
Fechando o contorno de integracdo no semiplano superior, conforme esbocado na figura D.1, obte-

mos: .
dqt i

) (D.1.2)
21 0+ pd — q1% — (p} + ph — q1)° + 2ie

lo(p1,p2) =

LVide as identidades (5.3.9) e a discussdo seguinte.
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Figura D.1: Disposicdo dos pélos em ¢° de (D.1.1) e contorno de integrac3o.

Podemos rescrever o denominador de (D.1.2) da seguinte maneira:
2 2 . 2 2
pPl+p—q" " —(pi+p3—q) +2ie= (p?—p% )+(p8—p% ) -
14 41\2
py+p 1 2 .
-2 l(ql_ 1 : 2) _Z(pill_pg) —/e] )

De forma que mudarmos a variavel de integracao:

1 1
+
q1—>q+—p12p2,

obtemos:

1 [d 1
/O(P1,P2):? ?q 5 5 5 —. (D.1.3)
: ”q2—ﬂ(p%—p§) +2(p?—p%>+2(p8—p% )]—/e

Introduzindo?,

1 2 2 2
M= (o= p2)+2 (s - p1%) +2 (8 - E") |. (D14)
concluimos que ) J ) )
q
/ =_ | = _ | D.1.
o(p1.p2) 2i/27fq+M+2’,f/,q—/\/l—2',f/, (D.1.5)

Claramente, a estrutura de pélos de (D.1.5) é semelhante a de (D.1.1) com respeito a integragdo
sobre g, admitindo a mesma representacao grafica, vide figura D.1. De sorte que, ao fecharmos o

contorno de integracdo no semiplano superior demonstramos a validade de (D.0.2a).

2Note que devido ao ordenamento dos momentos incidentes p; > po e ao fato de que tais momentos estdo na
camada de massa, fica claro que M2 é uma quantidade positiva e nio-nula.
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D.2 Integrais para o Espalhamento de Trés Particulas: Detalhes

Computacionais

A integral (D.0.5a) pode ser trivialmente calculado por meio do teorema de residuos de uma
maneira extremamente semelhante ao calculo de (D.1.5), pois devido ao ordenamento dos momentos
incidentes p; — pj # 0, se i #j. Ja a integral (D.0.5b) pode ser reduzida a (D.0.5a), ao usarmos as
identidades (5.3.9) para simplificarmos seu denominador da seguinte forma:

1 1 1
0° = 2 (p1+p2)* = pa(pL+P2) + Prp2 + prps + p2ps = ¢ = 7 (1 + D)+ pip2 =GP — 2 (b —p2)?.

A integral restante, /.(p1, p2, p3), € a Gnica do conjunto (D.0.5) a propiciar alguma real dificuldade,
no que se segue exibimos um método para seu calculo. Nossa primeira meta é reduzi-la a uma integral
dupla no plano complexo sobre um par de variaveis conjugadas, para isso precisaremos empregar uma
seqliéncia de transformacdes de variaveis. Notamos, inicialmente, que seu denominador pode ser

rescrito da seguinte forma:

2, 2 . 3 1
G+ aG+aag—(q+302) Y, p+(p1p2+p1ps+peps) — i€ = (g1 +G2) Z(Q1+Q2)*Zp +2(0n—a).
Tornando a transformacdo de variaveis:

1
G+=q1+¢ € g-=qg —@q com dqldq2=—§dq+dqf

uma escolha natural. Com isso, obtemos:

1 dqs dq-
/ (P1,P2vp3):_*// —. (D.2.1)
‘ 2J)] 2qs(q+—2XP) + 202 + (p1p2+pLps+ p2ps) — i€
Se, além disso, transladarmos q., )
G+ — G4+ + gZP,
e notarmos® que
1 2 1 2 2 2 1 -
—5():;9) +(P1P2+p1p3+pops) = — = [(pl—pz) +(pr=p3)"+(p2=pa)7| = -7 Q
inferimos que: da. d
g+ aq-—
/ . P2, =-2 —. D.2.2
C(pl P2 P3) //3q_2i_+qEQ2l€ ( )
A seguir, introduzimos o par de varidveis complexas:
i
a=+V3q;+iqg- e a=+v3q;—iq- com dq;dq-=-—=dada,
g+ 149 g+ —1q q+daq V3
que levam a integral /. a seguinte forma:
1 dada
/ . P2, =— ————. D.2.3

3Vide, (D.0.6) para a definicdo de Q2.
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Figura D.2: Caminho de integracdo -y para a integral radial.

Finalmente notando que qualquer nimero complexo pode ser expresso na forma polar a = re'®,

concluimos que:
2 oo 21

p
le(prop2ps) == | dr | 6 G

A integracdo angular é trivial, de forma que resta-nos considerar a integracdo radial. Como o

(D.2.4)

integrando radial possui apenas dois poélos simples:

ri:i(Q—l—g>, (D.2.5)

podemos efetuar a integracido sobre r ao considerarmos o contorno:

r=x, xX:0—~R
¥={ r=Re® 6:0—7%
r=iy, y:R—0

que esbocamos na figura D.2. Finalmente, notando que devemos nos aproximar do corte de ramo
do logaritmo por cima, isto &,

lim logr=im+2nmi,
r——140

concluimos que:

R .
drr m 1 1
S 24 Zlog (R? = Q%) — nrri. D.2.
/orQ—QQ—ie 2 2ogQ+2og( Q) m ( 2

De forma que ao fixarmos n =0, obtemos o resultado procurado (D.0.5c).






Apéndice E

Diagramas de Feynman Adicionais
para o Modelo de Landau-Lifshitz

“If | were forced to sum up in one sentence what the Copenhagen interpretation says

to me, it would be 'Shut up and calculate!”

David Mermin

Neste apéndice, desenhamos os diagramas de Feynman remanescentes para a amplitude de espa-
Ihamento de segunda ordem com as derivadas explicitamente distribuidas. Notamos, contudo, que
a soma sobre diagramas com a mesma topologia, mas com diferentes distribuicdes das derivadas no
momentos externos, é deixada implicita.

Os dois diagramas esbocados na figura 5.11, que correspondem, respectivamente, a cada um dos
termos finitos presentes na equacgdo (5.3.8a), sdo representados, com as derivadas explicitamente
distribuidas, pelas figuras 5.12 e E.1.

Figura E.1: Diagramas de Feynman para o segundo termo da equagdo (5.3.8a) com as derivadas
explicitamente colocadas.

A lista de figuras seguinte contém os diagramas de Feynman completos, correspondentes as
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Figura E.4: Diagramas de Feynman proporcionais a g1g», correspondendo a equagdo (5.3.8d). Por
simplicidade omitimos os diagramas obtidos por reversdo temporal.



247

) @é ) @é ) @é
Figura E.5: Diagramas de Feynman proporcionais a g;gs, correspondendo a equacdo (5.3.8¢). Por
simplicidade omitimos os diagramas obtidos por reversao temporal.

Figura E.6: Diagramas de Feynman proporcionais a g»>gs3, correspondendo a equagdo (5.3.8f). Por
simplicidade omitimos os diagramas obtidos por reversao temporal.

equacdes (5.3.8b-5.3.8f).






Apéndice F

Equacao de Dirac em Duas

Dimensoes

“Es gibt keinen Gott und Dirac ist sein Prophet.”

Wolfgang Ernst Pauli

Neste apéndice estudamos as equa¢Ses de Dirac em duas dimensdes (8.1.16) para deduzirmos as

solucdes de onda plana e as relagcdes de completeza. Considere a equacdo de Dirac:
(ig— m)w(x) =0, (F0.1)
e a multiplique pela esquerda por (i@+ m),
(iv*0, + m) (i7" 8, + m)P(x) = 0 = (—y*8,8, — m?) P(x) =0.

Claramente, podemos escrever a combinacido y*y” como a soma de um tensor simétrico com um
antissimétrico, além do mais, por 8,0, constituir um tensor simétrico, concluimos que a combinagdo

antissimétrica de y** ndo deve contribuir, deixando-nos apenas com:
—%(W“W”Jrfy”w“)@u@u—mz P(x)=0 (F.0.2)
A equacgdo (F.0.2) se reduz a equagdo de Klein-Gordon, se
{1y =20"1,,

ou seja, se y* for um elemento da algebra de Clifford SO(1,1), em particular as matrizes gama
(B.3.4) fornecem uma representagdo dessa algebra.
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F.1 Solucoes de Onda Plana

Seja a solugdo de onda plana:
Pa(x) = e P Xus(p), onde p-x=n"pux,. (F.1.1)
Substituindo tal Ansatz em (F.0.1), obtemos:
(B—m)us(p) =0, (F.1.2)
essa equacdo possui uma solucdo ndo-trivial, se e somente se,
det(p—m)=0= m?>—p? =0,

ou seja, se e somente se, 0 momento p estiver na camada de massa, resolvendo-a para a energia,

po = £1/p?+m? =: tw(p). (F.1.3)

As solugdes de energia positiva e negativa de (F.1.2), ja devidamente normalizadas, s3o:

/ wép)(fgn wép)(ﬂLS?l

w(p _ w(p

wp)tp |’ u-(p) = _ Ju-p |’ (F.1.4)
2w(p) 2w(p)

obtemos:

ur(p) =

onde uy(p) = us (po,p1) € u—(p) = u_(—po,p1). Logo, as solugdes de onda plana da equagdo de

Dirac em duas dimensdes sjo:

Pi(x)=e " *u(p), com (p—m)u(p)=0,

- (F.1.5)
Y_(x)=eP*v(-p), com (p+m)v(-p)=0,

onde introduzimos a notacdo auxiliar: u(p) :=u (p) e v(p) = u_(po.,p1).

F.2 Relacoes de Ortonormalizacdo e Completeza

As solugdes uy(p) e u_(p) (F.1.4) satisfazem as seguintes relagdes de ortonormalizagdo:

ul(p)up(p) =1, ul(p)u_(p)=1,

F.2.
L (p)u () =0, ul (p)us(p) =0, (21
bem como,
by (p)u+(p) = Gy, 0-(P)u-(P) = — gy (F2.2)
o (p)u-(p) = 5. 0-(P)us(p) = 235

onde os espinores conjugados sdo definidos da maneira usual: i+ = ul'yo.
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Finalmente, as relagbes de completeza para os espinores u(p) e v(p) sdo:

p—m

_ptm _
 2w(p)

~ 2w(p)

u(p)a(p) e v(=p)v(-p) : (F.2.3)






Apéndice G

Integrais Relevantes para o Modelo
de Alday-Arutyunov-Frolov

“It's one of the great tragedies of life - something always changes.”

House [Hugh Laurie], House, M.D.

Seja D(x—x") o propagador (8.1.36) do modelo de Alday-Arutyunov-Frolov (AAF) com respeito
ao pseudovacuo (8.1.33) no espaco das coordenadas e denote por D(q) o propagador no espago dos

momentos: ]
i(g+m)
G2 —m2+2jeqy

D(q) =

Para o codmputo da amplitude de espalhamento a 1-ciclo no setor de duas pseudoparticulas, as

(G.0.1)

seguintes integrais no espaco dos momentos sao relevantes:

d?
b(p* 57 = [ $5 D@0 Do+ £~ q)

1+ 2
= 2 _/Z)§|(,flo+p2)2 (B +m) @ (B +m)+ (F+m)®(p+m)]+ Do, (G.0.2a)
2
ll(pl,p2)=/% [(p*+p>—q) xq] D(q)® D(p" +p* - q)

_P*xp(pg+p3)
4|p1 — pE[(pt + p?)?

l(pt, p?) = /fj [(p*+p? — q) x q)* D(q) ® D(p* +p*— q)

2 1\2 (41 2
= B (e m) o () + () (8 )] s, (6020

(B +m)@ (P+m)— (FP+m)@ (B +m)]+D1,  (G.0.2b)

onde D;, i=0,1,2 representam suas partes divergentes. As integrais (G.0.2) reaparecem no setor de
trés pseudoparticulas, mais precisamente, na consideracdo das contribuicGes com duas contracdes de
\/1(2)(k,p), pois, conforme explicamos anteriormente, a analise envolvida é essencialmente a mesma
requerida para o calculo da amplitude de espalhamento a 1-ciclo envolvendo apenas duas pseudo-
particulas. No entanto, a anélise dos termos contendo apenas uma contracdo de \/1(2)(k,p) envolve
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também a consideracdo das seguintes integrais:

- 2
/://d2xd2ye—/'X'A—iy'A/Meiq'(x—y)D(q)

472
2m

= (K+m) {%(A) [6(Dg—w(A)) =6 (Ao +w(A))]+ A2_’mg} 4726 (k —p), (G.0.3a)

nciv-k [d%T
/a://dedzyGﬂX A—iy A/Jelq (xfy)an(q)

2T
4w(A)

wonciv-k [d°0 o
IO(’Y :/ C/2Xd2y e X A—iy A/Je/q (xfy)qaq’YD(q)

} 47126 (k—p), (G.0.3b)

=Aa(a+m>{ 15(8 — (D)) — 8 (Do + w(A))] +

]
A2 — m2

4m?

= By () { 27 680 - w(0) - 5 (8o + (@) +

AQ _I I772 } 47r26(2)(k - p),

(G.0.3¢)

onde empregamos as seguintes combinacdes dos momentos A = p* +p2 — k! e A = p3 — k2 — k3.

G.1 Integrais para o Espalhamento de Duas Pseudoparticulas:

Detalhes Computacionais

Nesta se¢do, descrevemos as etapas principais para o célculo das integrais (G.0.2), no exem-
plo representativo da integral /o(p', p?), dada por (G.0.2a). Notamos que a presenca dos fatores
(p1+p2—q) X g nas outras duas integrais (G.0.2b) e (G.0.2c), conquanto aumente o grau de di-
vergéncia superficial, ndo introduz maiores complicacdes técnicas. Substituindo a expressdo para o
propagador (G.0.1) em (G.0.2a):

lo(p',p?) = aq__ild+m) (PP —d+m) (G.1.1)
' Am? g2 —m2+2ieqo  (p'+p?—q)° — m? +2ie(pg+ P — Go)’ h
verificamos a existéncia de quatro pélos com respeito a integracdo sobre dqo:
o =tw(q)—ie e ¢F* =pi+piEi(q)+ie, (G.12)
onde introduzimos
- 2
@(q) =/ (P + P2 — 1)’ — m2. (G.13)

Podemos integrar (G.1.1) por residuos, fechando o contorno de integragdo no semiplano complexo

. . . . . _ 1+
inferior, conforme figura G.1, precisamos apenas calcular os residuos dos poélos mais simples q(() ).
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Figura G.1: Disposicdo dos pélos em qo de (G.1.1) e contorno de integragdo.

Portanto
(o pQ)_L/@ —w @Y +w (Y ®a-F1°)+BRa N
R T8 ) w | [w=ph) (w=p3) = (a1 —pi) (a1 — p3) +2ie (ph + P — w)]
N w7 +w (Y R®a-e°) - (G.1.4)
[(w+pd) (w+p3)—(qr—p}) (g —p3) +2ie(pi+p3 +w)] | o
onde, por simplicidade, denotamos w = w(q) e introduzimos as combina¢es:
a=(p+p3) "+ (pr+pi—a)y +m e Bi=aqy+m. (G.1.5)

Usando a hipotese de que os momentos incidentes estdo na camada de massa positiva, temos que:
2 2 2 . 2
w—ph =q"—pl", =12 e 2(m*+pt-p?)=(pt+p?)°,

e podemos simplificar a expressdo (G.1.4),

:,/dql{—w2 (P +P3) 7° ©° + [w? + ppg — (9 = pb) (01— P2)] (@2~ B ®7°)

AT | —(q1—p}) (g1 —p2) (p* +p2)° +4ie (ps + p3) [Py P2 — (a1 — p}) (1 — p2)]
(Ps+p3)B@a }

— (1= p}) (g1 —p3) (p* +p2)* +4ie(p§ + p3) [PdP3 — (1 — P}) (a1 —P2)] |

n (G.1.6)

O préximo passo € integrar sobre gy, para isso precisamos identificar os pélos de (G.1.6). Clara-

mente, temos apenas dois polos, e eles sdo da forma g, = p| +¢€'. Nao é dificil verificar que:

1_ 4iepgpg (P + Pd) e &2 1
(pt—p2) (p*+p?)?

Como também supomos que os momentos incidentes estdo ordenados, temos que os denominadores

de €l e €2 n3o podem se anular, e conseqgiientemente, podemos redefini-los, tomando cuidado apenas
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com os sinais relativos, para escrever:

dq, f(a)
° 4im (P1+P2)2((71—P%—’rf)(ql—l?f—#/e)

onde denotamos o numerador de (G.1.6) por f(qy). E facil constatar que f(q;) € um polinémio de
segundo grau em g;. Logo, a integral que precisamos calcular em (G.1.7) corresponde a:

2 2
ag<+bg+c aqg -+ bg+c
/dq T > :/ q ——— (G.1.8)
(g—pi —ie)(q—pi+i€) (g—P.)? — P2 —2jeP_

onde ) ) ) )

P +p1 Py —P1

Py = P ==

+ > °© 2

Redefinindo a variavel de integracdo, x = g — P, obtemos:

dx n
ie) (x+ P_+ig)

ag’>+bg+c ) ) /
d - — = |a(P_“+Py°)+bPL+c
/ q(qu%*/f?)(q*prrIs) [a +) 4] (x—P_—

+a/dx (G.1.9)

Naturalmente a prescricdo de pélos para a primeira integral em (G.1.9) depende do sinal de
P_. Neste ponto poderiamos invocar o nosso ordenamento para os momentos iniciais, contudo é

conveniente mantermos uma maior generalidade na presente discussdo. Dessa forma temos que:

dx I
/(X—P,—ie)(x—&-P,—i-ia) :@' (G.1.10)

cuja substituicdo em (G.1.9) permite que concluamos que:

(ap%2 + bpi + c) + (apf2 + bp? + c)
lpt — P3|

_ F(p)+f(pD)

~ 4pt - p3|(pt+ p?)?

lo(p*, p?) =im +2a lim A
N—o0

Do, (G.1.11)

onde Dg representa a parte divergente de /o(p!, p?). Finalmente, ao calcularmos:

f(p1) = (ps+p3) (B +m)@ (B +m), (G.1.12a)
f(p?) = (ps+m3) (B +m)@ (B +m), (G.1.12b)

obtemos o resultado desejado (G.0.2a).

G.2 Integrais para o Espalhamento de Trés Pseudoparticulas:

Detalhes Computacionais

O calculo das integrais (G.0.3) é consideravelmente mais complicado, mas exibe propriedades
interessantes que sdo fundamentais para a demonstracdo da fatorabilidade da matriz S. Nesta
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Figura G.2: Caminho de integragdo I” para o primeiro termo de (G.2.3).

secdo, descrevemos 0s passos principais necessarios para sua avaliacdo. Faremos isso no exemplo
mais simples, a integral /, dada por (G.0.3a), notamos, entretanto, que as outras duas integrais,
(G.0.3b) e (G.0.3c), podem ser calculadas precisamente da mesma forma, e os fatores extras de

momento ndo introduzem sérias complicacbes técnicas.

Introduzindo coordenadas tipo cone-de-luz: x =x; +x_ e y =x; —x_, a integral (G.0.3a) adquire

a seguinte forma:

(AR —iv o (aR) [ %G . i(g+m)
I =4 || dx; d?x_ e P (848) gmix(8-8) [ D gtiaxe W TTE G.2.1
// e 4m? q°> —m?+2ieqo ( )
Podemos integrar sobre x;., e assim obter a funcdo delta, §® (A+A) =6 (k—p), representando
a conservacdo global de momento e energia. Fazendo a transformacdo de variaveis x_ — —%x e

usando a decomposicdo exata do propagador:

1 1 1 1
T [ - ] (G.2.2)
g>—m?+2ieqy  2w(q) [ go—w(q)+ie qo+w(q)+ie

obtemos:

//dQXefx.A/d%l i(d+m) e [ _
42 2w(q) q—w(q)tie qtw(q)+ic

} 4126@ (k—p). (G.2.3)

Para efetuar a integragdo sobre go no primeiro termo de (G.2.3), consideramos o seguinte cami-
nho:
. @ € [~ A w(@) =€) U (w(a)+en]
Gpo-w(q)=ce® 6el0n (Co)

r= (G.2.4)

esbocado na figura G.2. Logo,
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w(@)—e A dgo (¢+ m)e*%
+ —— T
—A w(q)+e 2m do —w(q)

/dqo ijm)eiLoqo = lim {

21 qo—w(q) +ie Ao

+ % {(w m efixoqo} do=w(a) /c do ilcolj)(q)}

correspondendo a soma de um valor principal (v.p.) com uma func¢do delta que proporciona a decom-

posi¢do (8.3.13). O segundo termo de (G.2.3) pode ser calculado exatamente da mesma maneira.

Portanto,
won [ da /e'*lql{ / [ o o
| = | ?xex2 [ 2L _ L +m)e X% —(d+m)e < % i
/ 21 2w(q) 2 (d-+m) qo=w(a) (d-+m) do=—w(q)
dClo —ix0 |: 1 1 :| } > (2)
+ 1 5 (dtmer™® - 47°6®) (k—p). G.2.6
f o G me e | et =) (620

Conforme afirmado acima, os termos presentes na primeira linha de (G.2.6) contribuem para as
funcdes delta na decomposicdo (8.3.13). Para chegarmos a essa conclusdo, precisamos somente
agrupar as exponenciais e notar que podemos impunemente trocar a ordem das integracdes, por

consegiiinte obtemos uma funcdo delta a partir da integracdo sobre x. Mais precisamente,

. il .
/d2xeix-A dqi ie “ {_I [(gi_;'_m)e—ixoqo :|}:
2 qo=w(q qo=—w(q)

21 2w(q)
— 2o o [5(80- w(@)) ~6(80+w(@))]. (627)

(g mye

Obter a contribuicdo do valor principal requer mais trabalho. Primeiramente, denote o valor
principal da integral (G.2.6) simplesmente por / e note que:

1 o 1 1
(¢+m)[qo—w(q) qurw(q)]_AYw(q)[qo—w(q)Jrqurw(q)}Jr

) 11
*la +m)Llo—w(Q) qo+w(q)]' (G.2.8)

Portanto, ao usarmos as identidades:

][%]: e Llo —lw(q) o +1w(q)] - 7%9” (w(q)xo) /:O %Sm (XOZ)' (6:2:5)

][% e L]o *lw(q) % +1w(q)] _%COS (‘“(Q)X()) /:o %Sin <XOZ)’ (G-2.90)
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onde deixamos o limite e — 0 implicito, podemos escrever:

/= /d2x e h % I;wl(xq;l {_i/,yow(q) cos (w(q)x0> — % (g1 +m)sin (w(q)xo>} .

/ d—sm (x z) 476 (k — p)
IXl(Al q1) —€ 0
_ ] oiXlBo+w(a)—2]
d X/dCh o) [/ / } { w(g)Y’ — vt m} 0 +

+ [w(q),yo + (J1’Yl _’_mi| e,-XO[AOw(q)z]}47r25(2) (k—p). (6210)

Em seguida, trocamos a ordem das integracdes para podermos avaliar primeiramente as integrais

1 0

sobre x! e x°. A integral com respeito a dx! fatora e claramente leva a uma funcdo delta, que

pode, conseqiientemente, ser usada para calcular a integral sobre gi, estabelecendo que g; = A;.

0 & mais delicada e exige mais cuidado. Nesse caso,

Ja a analise envolvendo a integracdo sobre x
o limite € — 0 assume um papel fundamental, uma vez que remove o ponto z =0 do dominio de
integracdo, expurgando, pois, a singularidade proporcional a % Logo, podemos proceder como antes,
ou seja, integrar sobre x° para obter uma funcdo delta, que pode, por sua vez, ser usada para efetuar

a integracado sobre z. Portanto, concluimos que:

. 0_ 1_ 0 1
- {W(A)’Y Ayt —m | w(B)y’+ A1y +m}47r25(2)(k—l3)

2w(A) Ao+ w(A) Do —w(A)

/(4X+m)

= 4726 (k —p). (G.2.11)

Finalmente, ao somarmos ambas contribuicdes (G.2.7) e (G.2.11), obtemos o resultado desejado,
(G.0.3a).

Todavia, é crucial ressaltar que uma analise cuidadosa acerca da nulidade do fator Ag £ w(A) €
de fundamental importancia nesse contexto, dado que ela pode implicar a existéncia de divergéncias
ou descontinuidades nas amplitudes de espalhamento. A avaliacdo do caso com o sinal positivo
é significativamente mais simples, pois, uma vez que lidamos apenas com pseudoparticulas com
energia positiva, ao impormos a condicdo de camada de massa, verificamos que tal polindmio n3do
possui raizes reais. Claramente, o0 mesmo ndo acontece com o polinémio advindo de Ag — w(A),
que pode ser resolvido por exemplo para k!, implicando que k' = p! ou k! = p?. E apesar de
ainda podermos efetuar as integracdes sobre x° e z como fizemos anteriormente, mesmo que Ag —
w(A) =0, o resultado é obviamente diferente de (G.2.11). De fato, ele muda de tal maneira a
evitar quaisquer divergéncias oriundas da anulacdo do denominador. Dessa forma, resta apenas
a questdo sobre a continuidade das amplitudes de espalhamento conforme nos aproximamos do
ponto de integrabilidade, mas, segundo a discussdo presente na secdo 8.4, esse problema pode ser
desconsiderado, ao empregarmos distribuicdes de pacotes de onda localizadas, pois nesse caso a

condigdo Ap —w(A) = 0 nunca é satisfeita.






Apéndice H

Expressoes Relevantes para a
Demonstracao da Fatorabilidade da

Matriz S no Modelo de
Alday-Arutyunov-Frolov

“And if your head explodes with dark forebodings too

I'll see you on the dark side of the moon”

Pink Floyd - Brain Damage

Neste apéndice reunimos todas as formulas adicionais necessarias para a demonstracdo do cance-

lamento entre as contribuicdes esplrias que impediram a fatoragdo da matriz S. Os fatores A, (n,0)

presentes na decomposicdo (8.5.5) de G (n,0) sdo:

_ M2 — M3 01— 6> 0> — 03 m—01) . M — M3
A1 (n,0) = cosh <2> cosh ( 5 ) cosh ( 5 csch 5 sinh 5

o (2m—01—02\ . (Mmo+m3—205
. —_— _ H.0.1
sinh ( 5 )smh < 5 , (H.0.1a)
- - -0 -6
Az (n,8) = —cosh (7722773) cosh (91 > 02) cosh (9223) csch (77121) .
o (MM 2m — 01— 6>
: —_— —_— H.0.1b
sinh ( 5 >S|nh( > , ( )
_ M —"Ns 01 — 6> 0> — 03 Mm—01\ . (T—m
As(n,0) = cosh ( 5 ) cosh ( 5 ) cosh ( 5 csch 5 sinh >
- —2
-Sinh<91292>sinh (772+77; 93) : (H.0.1¢)

_ M2 — M3 01 — 6> 0> — 03 M — 01
A4 (n,0) = —cosh (2> cosh ( 5 ) cosh < 5 csch 5
- sinh? ("72;"3> sinh (91 ;92> , (H.0.1d)
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2 (M2 610> m—01\_ (62—63)
As(n,0) = —cosh < 5 )cosh( 5 )csch( 5 sinh 5
2m1 — 6, — —2
. sinh (7719192) sinh <7l2+"7393) ’ (H.0.1e)
2 2
_ o 2 —"3 616> m—01\ M =M\
As (n,0) = cosh ( 5 )cosh( 5 )csch( 5 sinh 5
- sinh (9293> sinh (2”1 —% 92) , (H.0.1f)
2 2
_ o (M —73 01— 6> m—=01\ . 61 -6
A7(n,0) = —cosh < 5 )cosh( 5 )csch <2 sinh 5
0, —0 —26
-sinh< 2 3>sinh(”2+”3 3), (H.0.19)
2 2
_ 2 M2—M3 01— 0> m—01\_ (Mm—n3)
Ag(n,0) = cosh ( 5 )cosh( 5 >csch< > sinh 5
-Sinh<91;92>sinh(92;93). (H.0.1h)

Abaixo fornecemos as expressdes explicitas para os termos ndo-nulos obtidos através da acdo do

antissimetrizador nos fatores A; (n,0):

(31)% Agn [A1(n.60)] = i{csch [771 261} csch [771 292] csch [771293} sinh (n2—n3) -

. 2m — T2 — M3 A 4y +mo+ 13— 201 — 20, — 203
-13sinh | ——————= ] —sinh —

2 2
. 4ny—mo— 13— 201 . Any—mo—m3— 20>
—sinh —sinh —
2 2
— 13— 203 2 —20; —20
_sinh< 772 LE )+sinh< 771+7)2+77§ ! 2>+
- (2771+7)2+773—291 293) (2?71+772+773—292—293>
+sinh +
2 — 20 211 — 1o — N3 — 201 + 26
+sinh( M — M2 773+ 1— > ( m—n2 773 1+ 2>+
2 — 20 2 — —29 26
+sinh< =% 7I3+ L. >+S|nh< T = 2 773 1t 3>+
L sinh <2"71 772—'rl3+292—263>+smh<2771 ’T]2—7]3—292+293) n
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